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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema de estimacao de dados funcionais quando as
curvas nao sao observadas individualmente. Temos uma populacao dividida em sub-
populacoes de tamanho conhecido, e as observacoes sao somas de todas as observacoes
funcionais individuais em todas as subpopulacoes observadas a intervalos de tempo fixos.
Utilizando expansao em bases B-splines, é possivel recuperar a curva média de cada
subpopulagdo (tipologia), bem como a estrutura de variéncia e covariancia das curvas.
Estudos de simulagao sugerem que o método estima bem as curvas mesmo com poucas
replicagoes e é assintoticamente consistente. Aplicacoes para um problema real de curvas

de carga de energia elétrica sao apresentadas.



Abstract

In this work we address the problem of estimating functional data when the curves
are not individually observed. That is, the observations are the sum of all curves for the
individuals in the population. Consider a population divided into subpopulations of known
sizes. The objective of this work is to estimate the mean curve for each subpopulation
(tipology) as well as the covariance structure. We propose an estimation method based
on B-splines expansion. Simulation studies suggest that the method is suitable even with
few replications. Moreover, it appears to be consistent. Application to a real data set is

presented.
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Introducao

A filosofia basica na anélise de dados funcionais é considerar os dados observados
de funcoes como entidades tnicas, ao invés de meramente uma seqiiéncia de observacoes
individuais. O termo funcional refere-se a estrutura intrinseca dos dados mas, na pratica,
eles sao usualmente observados e registrados discretamente. O registro de uma observagao

funcional x consiste em T pares (t;,%;), onde z; equivale a z(¢;) para j =1,2,...,T.

Existem técnicas muito difundidas na literatura para a anélise de dados funcionais
quando as curvas sao observadas individualmente, como a anélise de variancia funcional e
a representagao por fungoes alisadas, que podem ser vistas em Ramsay e Silverman (1997).
Em alguns casos, nao conhecemos ou nao é interessante medir as observagoes funcionais
para cada individuo da amostra, mas podemos obter facilmente observagoes funcionais
referentes a soma de observacoes individuais. Ou seja, conseguimos observar fungoes
referentes a grupos de individuos ndo necessariamente do mesmo tipo. Por exemplo, na
distribuicao de energia elétrica em cidades, pode ser conveniente medir a demanda de
energia em transformadores de energia (responsaveis pelo fornecimento de energia a um

grupo de consumidores), e ndo diretamente nas residéncias, comércios entre outros.

Um problema real apresentado por uma companhia de distribuicao de energia elétrica
da regiao de Campinas e a restrita quantidade de teoria para analisar dados funcionais
agrupados motivaram o desenvolvimento deste trabalho. O interesse da companhia é es-
timar a curva tipica (tipologia) e a estrutura de variancia e covariancia para os diferentes
tipos de consumidores, conhecendo apenas as curvas de consumo de energia observadas
em transformadores de energia (variavel resposta funcional agrupada) e seus mercados
(conjunto de freqiiéncias que os diferentes tipos de consumidores apresentam em um de-

terminado transformador). Um método capaz de estimar as quantidades de interesse
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usando apenas estas duas informacdes é de grande interesse para a companhia, pois elas
sao facilmente observadas e com custo baixo. Neste caso, a companhia s6 precisaria obser-

var as curvas nos transformadores (variavel resposta), pois seus mercados sdo conhecidos.

Neste trabalho, optamos por uma abordagem nao paramétrica através da represen-
tacdo em funcoes de base, pois a quantidade de pardmetros diminui consideravelmente
e obtemos estimativas de fungoes diretamente. Para a estimacao das tipologias, colo-
camos o problema como um sistema linear utilizando bases B-splines. Na estimacao das
superficies de varidncia e covaridncia para as tipologias, encontramos um sistema linear
em func¢do do produto tensorial de B-splines. Com isso, conseguimos propor um modelo

linear com duas equagoes.

No Capitulo 1, fizemos uma breve descricao do problema apresentado pela compa-
nhia de distribuicao de energia elétrica. Em seguida, introduzimos a teoria de splines e
descrevemos o método de estimagcao para as tipologias e superficie de variancia e covarian-
cia. O Capitulo 2 foi dedicado ao estudo de simulagoes, onde criamos varios cenarios para
observar o comportamento do modelo quanto ao nimero de replicagdes (dias), consumido-
res e transformadores. No Capitulo 3, aplicamos a metodologia em dados fornecidos pela

companhia. Colocamos em apéndice o programa em R que foi utilizado neste trabalho.



1 Dados Funcionais Agrupados por
Sub-Populacoes

1.1 Descricao do problema

Os consumidores de energia elétrica da regiao de Campinas se dividem em diversos
subgrupos os quais sao classificados de acordo com seu ramo de atividade, destacando-se

os consumidores residenciais, comerciais e industriais.

Considere que a nossa populagdo de interesse é dividida em micro-regides com apro-
ximadamente 50 consumidores. Cada micro-regiao é abastecida por um transformador
responsavel pela distribuicao de energia elétrica para os seus respectivos consumidores.
Toda a carga distribuida por um transformador é medida continuamente e registrada a
cada 15 minutos. Por exemplo, a i-ésima micro-regido poderia ser composta por 50 con-
sumidores, onde 10 sao residenciais, 15 comerciais e 25 industriais. Neste exemplo, o

consumo total Y;(¢) no tempo ¢ para o i-ésimo transformador seria descrito pela equagao,

Y;(t) = Z Ri,m (t) + Z C’i,m (t) + Z I’i,ns (t)’

ni=1 na=1 na=1

onde R;p,(t), Cin,(t) e I ny(t) representam o consumo individual do n-ésimo, ne-ésimo,

ns-ésimo consumidor residencial, comercial e industrial respectivamente.

Cada micro-regido (transformador) possui um mercado diferente, ou seja, tem dife-
rentes freqiiéncias de consumidores. No exemplo acima, o mercado seria 10 consumidores

residenciais, 15 comerciais e 25 industriais. O dominio das funcoes estudadas no pro-
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blema é o intervalo [0, 24], que esta expresso em horas e corresponde a um dia. Devido a
dificuldade de observar funcoes continuas na pratica, os dados foram registrados a cada
15 minutos perfazendo um total de 96 observagoes didrias. A Figura 1.1.1 ilustra uma

possivel observacao funcional de demanda de energia num transformador.

120 140 160
1 1 1

Demanda de Energia

80
1

Tempo(horas)

Figura 1.1.1: Exemplo ficticio de demanda de energia num transformador.

A companhia coleta as observagoes funcionais agrupadas em dias consecutivos (dados
ciclicos), ou seja, para cada transformador sdo observadas seqiiéncias de J x 96 pontos,
referentes a J dias (observagoes funcionais). Portanto, os pontos observados no final de
um dia sdo correlacionados com os primeiros pontos do dia seguinte. Este fato faz com
que exista correlagao entre observacgoes funcionais subsequentes, entretanto nao vamos
levar este fato em consideracao na modelagem, pois a companhia de energia nao tem
interesse nas extremidades das observagoes funcionais pois a demanda de energia nestes

dois periodos é pequena e praticamente constante, nao justificando a complicacao do

modelo.

A companhia gostaria de obter uma metodologia capaz de estimar a tipologia e uma
medida de dispersao para cada tipo de consumidor, utilizando apenas os dados funcionais
agrupados observados nos transformadores e seus mercados. Neste trabalho, descrevere-
mos um método nao paramétrico para o problema que utiliza a representacdo em bases

splines.
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1.2 O Espaco de splines

Devido a sua estrutura simples e boas propriedade de aproximagao, polindémios algébri-
cos sao amplamente usados, na pratica, na aproximacao de funcoes. A precisao dessa
aproximacao depende essencialmente do grau do polinémio e do tamanho do intervalo
considerado [a,b]. Visto que o custo com operagdes computacionais aumenta conforme
o grau do polinémio, é aconselhdvel usar polinomios de grau reduzido. Essencialmente,
na busca da precisao desejada, nés temos que nos restringir a intervalos pequenos. Com
este proposito, usualmente dividimos o intervalo original [a, b] em subintervalos suficien-
temente pequenos {[xx, Tr11] iy, € entdo usamos polindmios com grau reduzido py para
aproximar a func¢ao desejada sobre [zy, zxi1], & = 0,..., K. Esse procedimento produz

uma fungdo de aproximagao polinomial por partes s(z),

s(z) = pr(x), para z € [rg,xk41], £k=0,..., K.

Em geral, os polinémios {px(z)} nao sdao construidos independentemente uns dos ou-
tros. Uma propriedade desejavel é que eles se unam de forma suave em z1, ..., x,, isto é,
todas as derivadas de p;_1 e pg, acima de uma certa ordem, coincidam em z;. Como re-
sultado noés introduziremos um alisamento, fun¢ao polinomial por partes, chamado funcao
spline. Mais detalhes sobre splines podem ser encontrados em de Boor (1978), Eubank
(1988) e Green e Silverman (1994).

Definigao 1. A funcdo s(x) é chamada de func¢do spline no intervalo [a,b] (ou simples-
mente “spline”) de grau r com nds {xx}f se a = z9p < 11 < -+ < wg < TRy = b

€

1. para cada k = 0,..., K, s(x) coincide em (zy,Trr1) com um polinémio de grau

menor ou tgual a r;

2. s(z),8'(z),...,s " (x) sdo fungdes continuas em (a,b).

Todo polinémio algébrico é uma fungio spline com nos {a,b}. Nota-se da defini¢do
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que a 1-ésima derivada de um spline de grau r com nés {x; }¥ é uma fungio constante por
partes com quebras, eventualmente, em z1,...,xx. Reciprocamente, a r-ésima funcao

primitiva de uma funcao constante por partes é um spline de grau r.

Nos denotamos por S,(z1,...,Tk) a classe de todas as fungbes spline de grau r com

nés em zy,...,7Tx. Claramente, fixados {zy}, S,(x1,...,Tx) é um espago linear.

Um exemplo simples de funcao spline é a chamada fun¢ao poder truncada, dada por

z—1t)" para x>t
(2 — 1) = (z—1)" p >
0 para x <t.

1.3 Modelo Funcional

Utilizaremos a terminologia introduzida na Se¢ao 1.1 para facilitar a descricao da
metodologia. Nesta se¢ao, vamos propor um modelo linear para estimar a curva tipica de
consumo (tipologia) e a superficie de variancia e covariancia para o c-ésimo tipo de con-
sumidor, onde ¢ = 1,2,...,C. Com esta abordagem, conseguimos estimar as quantidades
de interesse conhecendo apenas as demandas de energia observadas em transformadores
(dados funcionais agrupados) e seus mercados (freqiiéncia com que cada tipo de consu-
midor aparece nos transformadores). Como podemos perceber, ndo observamos as curvas
de consumo de energia individuais em momento algum, portanto com este procedimento
conseguimos estimar as tipologias e suas medidas de dispersao para os diferentes tipos
de consumidores sem conhecimento prévio do comportamento individual das curvas e su-
perficies. Para que o modelo proposto apresente solu¢ao, o nimero de transformadores
observados tem que ser maior ou igual a C' (nimero de tipos de consumidores). Outra

exigéncia é que os transformadores possuam mercados com proporgoes diferentes.

A Equagdo (1.3.1) mostra uma expressio para o problema geral. Em nossa abordagem,
as variaveis y, j . (t) representam o consumo de energia do n.-ésimo consumidor, no tempo
t, do tipo ¢, no dia j e serao consideradas varidveis aleatorias funcionais independentes

para j =1,2,...,J e identicamente distribuidas para c fixo. As constantes Ny, ..., N¢;

)
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caracterizam o mercado do transformador 7. Portanto, a demanda do transformador 7, no

dia j e no tempo t pode ser representada por,

C Nc,i
Yii) =Y tejm (D). (1.3.1)
c=1 n.=1
Neste trabalho, estamos denotando como tipologia do consumidor tipoc,c=1,2,...,C,

sua curva média ou tipica, onde todas as observagoes individuais dos consumidores tipo ¢
podem ser consideradas como uma soma de sua tipologia mais uma perturbacao aleatoria.

Com isso, podemos escrever o consumo individual de energia elétrica conforme a expressao,
ycaj,nc (t) = ac(t) + gc,j,nc (t)’

onde o (t) é a tipologia do consumidor tipo c e €. j . (t) uma perturbagio aleatéria. Vamos
considerar neste trabalho que €., (t) sdo processos gaussianos de média zero indepen-
dentes para j = 1,2,..., J e identicamente distribuidos para c fixo. Com isso, conseguimos
postular um modelo linear para as tipologias a.(t), ¢ = 1,...,C, cuja equagao envolva
apenas as observacoes funcionais agrupadas coletadas em transformadores de energia e

seus mercados. Assim,

C
Yii(t) = Z Neiac(t) + €i5(t), (1.3.2)
c=1
onde
C Nc,i
ei,j(t) = Z Z €e,jyme (t)- (1.3.3)
c=1 n.=1

Como exemplo, a Expressao (1.3.2) para ¢ = 2 &,

Y;;,j(t) = Nuozl (t) =+ NQ’iOfQ(t) + ei,j (t),
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ou na forma matricial,

=V N [0 ) se
Viglt) = (Nag Mo | ) sl

Com a ajuda da Expressao (1.3.3), percebemos que os erros €; ,(t) resultam da so-
matoéria de erros provenientes dos C' tipos de consumidores. O niimero de integrantes de
cada tipo de consumidor na somatoria é definido pelos mercados dos transformadores,
ou seja, pelos valores de N.;, ¢ = 1,2,...,C. Como 0s erros e, . (t) sdo considerados
processos gaussianos de média zero independentes para j = 1,2,...,J e identicamente
distribuidos para c fixo, as hipoteses de independéncia e homoscedasticidade continuam
sendo satisfeitas para 7 fixo, mas as curvas de diferentes transformadores nao possuem
mais a mesma estrutura de variancia e covariancia devido a diferenca entre os mercados
Neiyi=1,2,...,1.

A Expressdo (1.3.2) é bastante conhecida na area de analise de regressdo. Nestes casos,
geralmente usa-se a técnica de minimos quadrados ordinarios para estimar os parametros,
mas a eficiéncia deste método esta condicionada & adequacao de algumas hipdteses, onde
as mais importantes sao a independéncia e homoscedasticidade dos erros. Como foi visto,
a hipotese de homoscedasticedade nao é satisfeita, portanto nao podemos usar minimos
quadrados ordinarios neste caso. Uma alternativa ¢ utilizar minimos quadrados genera-
lizados, com essa técnica conseguimos incorporar a estrutura de variancia e covariancia

dos erros & anélise.

Até este momento, definimos a primeira equacao do modelo que estamos propondo,
que é responsavel pela estimacao das tipologias. Queremos encontrar agora uma segunda,
equacao para estimar uma medida de dispersao para as tipologias obtidas através da
Equacao (1.4.5). Na estimacao de um parametro pontual, geralmente usamos a variancia
como medida de precisao. Quando trabalhamos com curvas, uma maneira analoga de
medir a precisdo é estimar uma superficie de varidncia e covariancia. Para facilitar a

notacao, usaremos expressao vetorial,

C Nc,i

Yit) =D > Gema(), (1.3.4)

c=1 n.=1
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onde,
Yia(?) Ye,1,me (1)
> Y:Q(t) — y ;2; C(t)
Y;(t) = ' . € yc,nc(t) = ‘ ” ’
Yiut) ) | Veunt) ]
parac=1,2,...,C et =1ty,tg,...,tr.

Com isso, a matriz de variancia e covariancia para o i-ésimo transformador pode ser

escrita como,

Cov[Yi(tr), Yi(t1)]  Cov[Yi(ty), Yi(ts)] CovlY;(t1), Yi(tr)]
- CovlYi(ty), Yi(tr)] CovlYi(ts), Yi(t2)] ... Cov[Yi(ta), Yi(tr)]
Cov[Y;(tr), Yi(t)] Cov[Y;(tr), Yi(ts)] CoulYi(tr), Yiltr)] ) . .
onde
Zi(t, 5) = Cov[Y;(t), Yi(s)],
parate s =1ty,to,...,0p.

Quando estimamos Z;, na verdade estamos estimando pontos da superficie de va-
ridncia e covariancia para as observacoes funcionais agrupadas do i-ésimo transformador,
1 =1,2,...,1. Anélogo ao problema encontrado na estimacao das tipologias, podemos
estimar a matriz de variancia e covariancia Z,-, mas 0 nosso objetivo é estimar uma super-
ficie de variancia e covariancia para cada tipo de consumidor conhecendo apenas Z; e 0s
mercados. Portanto, o primeiro passo em busca de uma solugao é estabelecer uma relagao
entre a matriz Z; e as matrizes de variancia e covariancia para cada tipo de consumidor,
¢=1,2,...,C. Paraisso, podemos escrever a Cov[Y;(t), Y;(s)] como funcdo dos consumos

individuais com a ajuda da Expressdo (1.3.4),

Ne,; Ne,i
CoulYi(t), Yi(s)] = Cov ZZym ,ZZy“c,nc

c=1 n.=1 c=1 n.=1
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onde t e s = ty,ty,...,tr. ApoOs algumas manipulagbes algébricas, chegamos a relagao,
c
Cov[Yi(t), Yi(s)] = Y NeiCovlije(t), e(s))- (1.3.5)
c=1

Como podemos ver na expressao acima, encontramos uma relacdo linear entre as
covariancias. Uma maneira de postular uma equagao para estimar a superficie de variancia

e covariancia para cada tipo de consumidor, é usando a seguinte relacgao,

A

Zi(t,s) = Zi(t, s) + &(t, 5),

onde supomos que os erros &;(t1,t2) tém distribui¢do normal e sdo independéntes e iden-

ticamente distribuidos.

Para facilitar a notagao, definiremos d.(t,s) = Cov[7.(t), ¥.(s)] para ¢ = 1,2,...,C.

Com isso, podemos postular a equagao linear,
c
Zi(ta 8) = Z Nc,iéc(ta S) + é-z(ta S)' (136)
c=1

Com a abordagem proposta pela Expressdo (1.3.6), cada transformador produz ape-
nas um conjunto de estimativas (ZAZ (t,s), parate s =ty,ts,...,tr) que serdo usadas como
resposta no modelo. Entretanto, cada transformador fornece uma relacao diferente (car-
acterizada pelos mercados N;, i = 1,2,...,I) entre as respostas Zi(t, s) e os parametros
de interesse 0.(t,s), c=1,2,...,C. Com isso, o aumento do nimero de transformadores
melhora a qualidade do ajuste das superficies de variancia e covariancia. Analogo ao que
acontece em &lgebra linear, o modelo s6 apresenta solucao quando o niimero de trans-
formadores for maior ou igual ao de tipos de consumidores (I > C') e os mercados dos
transformadores apresentam freqiiéncias relativas diferentes. No Capitulo 2, estudare-

mos o comportamento do modelo com relacao ao nimero de transformadores através de

simulagoes.



1.4 Estimacgao por Fxpansao em Bases 11

1.4 Estimacao por Expansao em Bases

Vamos supor que sao observados 7' pontos por dia para representar as observagoes
funcionais agrupadas, neste caso a estimagao das tipologias através da Expressao (1.3.2)
implicaria na estimacao de C' x T parametros, onde a c-ésima tipologia seria representada
pelos pontos estimados G.(t), para t = t1,ts,...,t7. Com esta abordagem, o nimero
de parametros necessarios para representar as tipologias é muito grande e cresce propor-
cionalmente com 7', prejudicando assim a qualidade das estimativas. Neste se¢ao, vamos
propor uma abordagem alternativa através da representacao das tipologias em um espaco
de fungbes, como o espago de splines cibicos S3(z1,...,2k) introduzido da Segdo 1.2,
que além de boas propriedades de aproximacao, diminui consideravelmente o ntimero de
parametros, comparado com a estimacao dos a,(t) através da Expressdao (1.3.2). Além
disso, fornece estimativas funcionais, ao invés de apenas T pontos isolados para represen-
tar cada tipologia. Nés iremos utilizar as bases B-splines, mais detalhes sobre B-splines
podem ser encontrados em de Boor (1978), Eubank (1988) e Green e Silverman (1994).
A Expressao (1.4.1) mostra a representagao dos a.(t), ¢ € [0,24], como uma combinagao

linear de K bases B-splines,

K
ae(t) =Y berBi(t), para c=1,2,....C. (1.4.1)
k=1

onde K é o nimero de bases, By(t) representa a k-ésima base B-Splines avaliada no ponto
t e b,y sao os coeficientes a serem determinados. A escolha do nimero de nés e suas
posicoes sao de grande importancia, pois influenciam diretamente na forma e posicao das
funcoes de bases e consequentemente nos resultados obtidos. Nesta abordagem, estamos
supondo que as tipologias podem ser escritas como uma combinagdo linear de fungoes
de base. Note que esta é uma abordagem nao paramétrica. Os coeficientes b, nao sao
parametros, pois dependem dos nos e estes sao arbitrarios, nao determinados pelo modelo
probabilistico. A Figura (1.4.1) mostra as cinco fung¢oes B-splines obtidas com um né

interno localizado no centro do intervalo [0, 24].
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— Basel - - Base2 -+ Base3 -- Base4 — - Base5

il R FUESAS R = ==

T T T T T T T
0 4 8 12 16 20 24

0.0 02 04 06 08 1.0 12

Tempo(horas)

Figura 1.4.1: Grafico com as cinco fungoes B-splines obtidas com um né interno localizado
no centro do intervalo [0,24].

Colocando a Expressao (1.4.1) em forma matricial, conseguimos ver melhor a relacao

existente entre os a.(t), t =t1,ta,...,tr, € 08 by, k =,1,2,..., K.
ac(th) Bi(t1) --- Bg(t) be
: = : : : . (1.4.2)
a.(tr) T By(tr) --- Bgk(tr) YK be,x K

parac=1,2,...,C, onde,

Bi(t1) --- Bgk(t1)

Bi(tr) --- Bgk(tr) K

A matriz B ndo depende do tipo de consumidor, pois as bases utilizadas para esti-
mar todos os C tipos de consumidores sdo as mesmas. Analisando a Expressao (1.4.2),
podemos notar que os 7" pontos observados no intervalo [0,24] (um dia) sdo utilizados
apenas para estimar os parametros b.; (que ndo dependem mais de t), pois a partir das

estimativas ZA)c,k conseguimos estimar as tipologias d.(t) para qualquer ¢t € [0, 24] através
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da relacgao,
be,
a)= (B Be)_ | ¢ |
be )
e ndo somente os pontos é.(t) para t = t1,ts,...,tr.
Como podemos ver na Expressao (1.4.1), as tipologias a.(t) nos pontos t = ¢y, s, ..., tr

foram escritas como uma combinacao linerar de bases B-splines. Portanto, com a substi-

tui¢do de (1.4.1) em (1.3.2) chegamos a expressio,
c K
Yig(t) =3 NeaberBi(t) + €i4(1), (1.4.3)
c=1 k=1
que serd utilizada na estimacao dos parametros b .

A Expressao (1.4.3) pode ser colocada em forma de um sistema linear usual e, com
isso, conseguimos definir a matriz de desenho e os vetores resposta, de coeficientes e de

erros. Para cada observagao funcional agrupada Y ;(t), temos a relagao,

bt )
by, ke
Yij(t) = (NiBi(t), - -+, NiiBk(t), -, NeiBi(t), -, NeiBk (1)) : + €i5(1)-
bc,a
\ bex )
Expandindo a expressao acima para t = ty,ts,...,t7, 7 = 1,2,...,J ei =1,2,...,1,

chegamos ao sistema linear contendo todos os dados,
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Y1,1(t1) Ni,1Bi(t1)---N1,1Br (t1)---N¢g,1Bi(t1) - -- Nc,1 Bk (t1) e1,1(1)
Yl,l-(tT) Nl,lBl(tT)"'NI,IBK(tT)"-'NC,IBl(tT)"'NC,lBK(tT) 51,1-(tT)
Yl,.]-(tl) Nl,lBl(tl)"'Nl,lBK(tl)"-'NC,IBl(tl)"'NC,lBK(tl) b1 €1,7(t1)
Yl,J-(tT) Ni,1Bi(tr) +  Ni1,1Br(tr) - Nec,Bi(tr) - Nc,1 Bk (tT) b1:K 51,J-(tT)
. = . . + .
Yr,1(t1) Ny 1Bi(t1) - N1, 1Bg(t1) -+ NoBi(t1) - Nc, 1Bk (t1) bc,1 €1,1(t1)
YI,ll(tT) Ny,1Bi(tT)--- N1,1Bg (tT) - '.'NC,IBI (tr)---Nc,1Br(tr) bC‘,K 61,1.(tT)
YI,J-(tl) NI,IBl(tl)"'Nl,IBK(tl)"-'NC,IBl(tl)"'NC,IBK(tl) €I,J-(t1)
YI,J-(tT) N1,1Bi(ty) - N1,1Bi(tr)--- N,y Bi(tr) - No, 1 Bk (tr) EI,J-(tT)
(1.4.4)
Portanto, a equacao usada para estimar as tipologias é dada por,
Yirr = Xrrxox©Ock + €,
ou simplesmente,
Y =X0+e. (1.4.5)

onde I, J, T, K indicam o nimero de transformadores, dias (replicagbes), pontos obser-

vados durante o dia e bases B-splines respectivamente.

Conforme observamos, os erros €; (t) nao satisfazem a hipdtese de homoscedastici-
dade, portanto vamos estimar os coeficientes © da Expressdo (1.4.5) usando minimos

quadrados generalizados.

Minimos quadrados generalizados. Suponha que conhecemos uma matriz simétrica
definida positiva 3, tal que a matriz de varidncia e covariancia para o vetor de erros €
seja dada por Var(e) = 0°%, com ¢ > 0, mas ndo necessariamente conhecido. Pode-

mos esperar que nestas circunstincias o estimador de minimos quadrados ordinarios de O,
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embora nao viciado, nao serd mais estimador de minima variancia, pois ignora informacao.

Usaremos o simbolo © para denotar o estimador de minimos quadrados generalizados de
©. O estimador © é encontrado minimizando a funcao soma de quadrados ponderada

(pela matriz 1) dos residuos,

SQR(O) = (Y —X6)"S71(Y — X0).

Com esta abordagem, algumas observagoes tornam-se mais importantes que outras.
Em particular, residuos correspondentes a erros com uma varidncia maior sao menos
importantes no calculo da soma de quadrados de residuos generalizados. O estimador de

minimos quadrados generalizados é dado por,

6 =X"21X)"'X"2 . (1.4.6)

Para evitar a inversao de matrizes, estimaremos os coeficientes através da resolucao do

sistema linear,

X'y = (XTE1X)6. (1.4.7)

O ponto mais delicado na aplicagdo de minimos quadrados generalizados é o calculo
da inversa da matriz estimada de variancia e covariancia dos erros XA], pois pode causar
problemas numéricos devido a sua alta dimensdo. Para a Equagao (1.4.5), a matriz de
variancia e covariancia 3 é bloco diagonal devido as hipoteses de independéncia de Y; ;(¢),
para i = 1,2,...,1 e j = 1,2, ..., J, facilitando bastante os célculos da matriz inversa.
Devido ao fato de considerarmos as observacgoes funcionais agrupadas provenientes do
mesmo transformador independentes e identicamente distribuidas, estimaremos a matriz
de variancia e covarifncia para cada transformador usando os dias observados (repli-

cacgoes). Com isso, cada observacao funcional Y; ; esta relacionada a sua respectiva matriz
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de variancia e covariancia Z;, 1 =1,2,...,1,
Yij(t) Zi(ti,t1)  Zi(ti,t2) ... Zi(ta,tr)
- Y (¢ Zi(ta,t1)  Zi(ta,ts) ... Zito,t
Y;',j — :].( 2) e Zz _ ( 2 1) ( 2 2) ( 2 T) ’
Yij(tr) T Zi(tr,t1) Zi(tr,t2) ... Zi(tr,tr) T
(1.4.8)

cujos elementos da matriz Z; sao estimados através da expressao,

A

_y Y(?)EY;J( s) — Yis)) (1.4.9)

J=1

onde tes=ty,tg,..., 1.

Observando a Expressao (1.4.9), podemos perceber que a estimagdo de matriz Z;
envolve os valores estimados f/z-(t), t = t1,ts,...,tp, cuja estimacao depende da matriz
ZZ-. Portanto, utilizaremos um método iterativo de estimacao. Para isso, vamos definir o

. e . (0 . . ~ ~
valor inicial Zi( ), 1=1,2,...,1, cujos valores sao calculados pela expressao,

~ T (Yiy(s) - ¥ils)
=3 PO -

j=1
Com isso, estimamos Z; através do algoritmo abaixo:

1. m+0
(m+1) _ 5(m) - _ .
2. Estimar Y (t), t =t1,to,...,tp, usando Z; ", i=1,2,...,1;
3. Estimar ZZ-(mH) usando Yi(mﬂ)(t) através da expressio (1.4.9), parai=1,2,...,1;

4. Se Zz-(m)(t, s) — Zi(mﬂ)(t, s) < Erro,parai=1,2,..., 1, tes=tyty...,1lr;
Entdo Z; < 2™, fim.

Senao m < m + 1, volta ao passo 2;

Agora, com a ajuda da equagdo linear (1.4.4) e da Expressdo (1.4.8), conseguimos
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definir a matriz de variancia e covariancia dos erros X. Para o i-ésimo transformador,

Y’;,l Zi 0 0
. V.0 0 Z ... 0
i = , =1 . . . : (1.4.10)
Y 0 0 ... Z
’ JT JTXJT

onde os elementos do vetor Y; e da matriz ; sdo dados pela Expressio (1.4.8). Como
podemos ver na Expressdo (1.4.10), a suposi¢do de independéncia entre as observagoes
funcionais agrupadas do mesmo transformador faz com que a matriz 3; seja bloco diago-

nal.

Com isso, chegamos a matriz de variancia e covariancia dos erros X,

Y; > 0 ... 0
Y, 0 ¥ ... 0

Y = ) Y = ) ) ) . . (1.4.11)
Yr 1JT 0 0 ... X IJTXIJT

onde os elementos do vetor Y e da matriz 3 sdo dados pela Expressdo (1.4.10).

O fato da matriz X ser bloco diagonal ajuda bastante no calculo de sua inversa, pois
implica apenas na inversao das matrizes Z;, ¢ = 1,2,..., I, que compoem a diagonal da
matriz de variancia e covariancia dos erros ¥. As matrizes foram invertidas usando o

método de QR, através do comando solve() do pacote estatistico R.

Portanto, temos agora todos os elementos necessérios para a estimagao das tipologias
no espaco de fungoes. O vetor de paramtros © serd estimado através da resolugao do

sistema linear dado pela Expressao (1.4.7),

XTE 1y = (XT£71X)6,

pelo método de QR, onde 3 ¢ dada por expressdo similar a (1.4.11) utilizando Z; dado
por (1.4.8).
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A estimagao da superficie de variancia e covariincia atraves do sistema linear (1.3.6),
implicaria na estimacdo de T2 parametros para representar a superficie para cada tipo
de consumidor e, apesar disso, s6 teriamos estimativas pontuais. Como alternativa a
esses inconvenientes, utilizaremos a representacdo em um espaco de funcbes, pois com
isso diminuimos consideravelmente no nimero de parametros, aumentamos os graus de

liberdade do modelo e estimamos superficies 0,(¢, s) para t e s € [0, 24].

Utilizaremos o espaco de splines bidimensional construido através do produto tensorial
de bases splines unidimensionais. Mais detalhes sobre o produto tensorial de splines podem
ser encontrados em Schumaker (1981). Trabalharemos com o espago de splines cibicos
S3(x1, ..., 2x) conforme definimos na se¢ao anterios e com as bases B-splines, como na es-
timagao das tipologias. Devido ao formato particular da superficie de interesse (simétrica),
usaremos a mesma quantidade de bases (K) e o mesmo posicionamento dos nés nas duas
dimensdes (linhas e colunas). Com isso, podemos usar apenas a Cov[Y;(t), Yi(s)] para
(t—s) > 0. Usando a matriz inteira chegariamos ao mesmo resultado, mas com um custo

computacional maior.

A expressdo abaixo mostra a representacdo dos d.(t,s), t e s = t1,1s,...,t7, como

uma combinagcao linear do produto tensorial de bases B-splines,

Z Z bc k1,szk1 Bkz Z Z bc k‘1,szk‘1,kz t S) (1412)

k1=1ko=1 k1=1ky=1

parac=1,2,...,C.

Os dois graficos mostrados na Figura (1.4.2) foram construidos para facilitar a visu-
alizagdo do produto tensorial das bases B-splines. A Figura (1.4.2-(a)) mostra as cinco

bases B-splines obtidadas com um n6 interno colocado no centro do intervalo [0, 24].

A Expressao (1.4.12) envolve o produto tensorial By, (t) By, (s), parak; e ke = 1,2,..., K,
onde cada produto produz uma superficie resultante. Para ilustrar, construimos a Figura
(1.4.2-(b)), que é a superficie obtida com o produto entre a Base 3 com ela mesma, ou
seja, Bs(t)Bs(s).

Colocando a Expressao (1.4.12) em forma matricial, conseguimos ver melhor a relagao
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0.0 02 04 06 08 1.0 12
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Figura 1.4.2: Exemplo para ilustrar o produto tensorial entre bases B-splines.

existente entre os 0.(t,s), t e s = t1,to, ..

de(t1,t1) Bi,1(t1,t1)
dc(t2,t1) Bi,1(t2,t1)
dc(t2,t2) Bi,1(t2,t2)
dc(t3,t1) = Bi,1(t3,t1)
de(tr,tr) Bi,1(tr,tr)
parac=1,2,...,C, onde,

( By 1(t1,t1)

By 1(ta,t1)

By 1(t2,12)

(ts, 1)

\ By (tr,tr)

By, k(t1,t1
By, k(t2,t1
Bi,k(t2,t2
B,k (ts3,t1

—_ — — ~—

B,k (tr,tT)

By k (tr,tr)

.,tT, € 0S bc,kh]%, I{Jl ek2 :,1,2,...,K.

Bk ,1(t1,t1
Br,1(t2, t1
Brg,1(t2, t2
Bk, 1(t3,t1

—_ — — ~—

Bg 1 (tr,tr)

B 1 (tr, tr)

be,1,1
B,k (t1,t1)
Br,k(t2,11) b
1K
Br,k(t2,t2) ¢
BK,K(tg,tl) 1..4.13)
be, k1
Bk kx (tT,tT)
be, K, K
Bk k(t1,t1) \
Br x )
BK K )
’ (1.4.14)
Bg k(t3,11)

Bk (tr,tr) }

Estamos trabalhando com B-splines ciibicos (r = 3). O valor de r estd diretamente

relacionado ao nimero de colunas da matriz B, e conseqiientemente com o ntimero de
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parametros no espaco de funcoes. Quando K < r + 1, temos a matriz mostrada na
expressao (1.4.14) com K? colunas. Para K > r+1, as colunas By, x, para |k; —ko| > 7+1

se anulam, fazendo com que o nimero de pardmetros diminua.

A matriz B ndo depende do tipo de consumidor, pois as bases (produto tensorial)
utilizadas para estimar todos os C tipos de consumidores sao as mesmas. Analisando a
Expressio (1.4.13), podemos notar que os T2 pontos estimados (Z;(t, s)) sdo utilizados
apenas para estimar os parametros b, x, (que ndo dependem mais de ¢), pois a partir
das estimativas Bc,kl,b conseguimos estimar a superficie de variancia e covariancia Sc(t, s),

t e s € [0,24], através da relagdo,

c,1,1

be(t:8) = ( Buu(t,s) - Brlts) ) s ,

1x K2

bc,K,K K2x1

e nio somente alguns pontos isolados (matriz com T2 pontos).

Como podemos ver na Expressdo (1.4.12), as covariancias d.(t,s), para t e s =
t1,tq,...,t7, foram escritas como uma combinacao linerar do produto tensorial de bases

B-splines. Portanto, com a substitui¢do de (1.4.12) em (1.3.6) chegamos a expressao,

¢ K K

Zi(t,5) = > Y Negbes o Bro o (8, 8) + &ilt, 5). (1.4.15)

c=1 k1=1ks=1

que serd utilizada na estimacao dos parametros b, .-

A Expressao (1.4.15) pode ser colocada em forma de um sistema linear usual e, com
isso, conseguimos definir a matriz de desenho e os vetores resposta, de coeficientes e de

erros. Para cada ponto da matriz 2,-(t, s), temos a relagao,
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b1,1,1
b1k, K
Zi(t,s) = (N1,iB1,1(t,8), -+ , N1,iBr,k (t,8),-++ , No,;B1,1(t,8),- -+ , No,i Bi, Kk (, 5)) +&i(t, s).
bc,1,1
bo, K,k
Expandindo a expressao acima para t = ty,to,...,tr, s <tei=1,...,1, chegamos ao
sistema linear contendo todos os dados,
Z=WA+¢. (1.4.16)
onde,
Z1(t1,t1) &1(ti,t1)
Zl(t2,t1) §1(t2,t1)
Z1(ta,t2) &1(t2,t2)
Zi(ts,t1) &1(ts,tr) b1,1,1
Z1(tr,tr) &1(tr,tr) b1k, K
Z = : ) &= : ) A= : )
Zr(t1,t1) &r(t1,t1) bc,1,1
Z1(ta,t1) &r(t2, 1)
Z](t2,t2) &r(t2,t2)
R bo, Kk, K
7(t3,%1) &r(ts,t1)
Zi(tr,tr) &r(tr,tr)
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Ni1Bii(ti,t1), -+ ,Ni,1Br,k(t1,t1), -, Nc,1B1,1(t1,t1), - , Nc,1 B,k (t1,t1))
Ni,1B1,1(t2,t1),-+ , N1,1Br k(t2,t1), -, N1 B1,1(te, t1), -+ , No1 Bk, k (t2, 1))
N1,1Bi,1(t2,t2), -+ ,N1,1 Bk, k (t2,t2), - , Ng,1B1,1(t2,1t2),- -+ , N¢,1 Bk, K (t2,t2))
N1,1B1,1(ts,t1), -, N1,1Br k(t3,t1), -, Nc1Bi1(ts,t1), -+ , Noj1 Br k (t3,11))

Ni1Bia(tr,tr), -+, N11Bk k(tr,t1), + , NcaBia(tr,tr), - , No1 Bk, k (tr,tr))

W = :
Ny rBua(ti,t), -+, N1 1B k(t1,t1),-- , No 1 Bi,i(t1, t1),- - , No 1 Bk i (t1,t1))
NirB21(ti,t1),--- ,N1,1Br i (t2,t1), -, No, 1 B1,1(t2, t1), - , Nc,1 Br k (t2,t1))
Ny Bi,i(ta,t2), -+ , N1, Bk, k(t2,t2),- -, No, 1 B1,1(t2, t2), - , N¢,1 Bk Kk (t2,t2))
Ni,1Bia(ts,t1),-+ , N1, 1 Br Kk (t3,t1),+-- ; No,1 B1,1(t3, t1),- -+ , No,1 Bk K (t3,11))

Ny 1Bia(tr,tr), - yN1,1 Bk, k(tT,tT), -, Nc,1B1,1(tT,tr),- - , No,1 Bk Kk (tT,tT))

Devido ao nimero restrito de observagoes, usaremos minimos quadrados ordinarios,
pois neste caso nao ¢ viavel aplicarmos o método de minimos quadrados generalizados
como na estimacao das tipologias. Apesar disso, conseguimos estimativas nao viciadas
das superficies de varidncia e covariancia para cada tipo de consumidor, entretanto nao
mais de minima variancia, mas aceitaveis dada a complexidade do problema. Estimaremos

o vetor de parametros através do método de QR a partir do sistema linear (1.4.16).

Portanto, os sistemas lineares usados na estimacao do modelo proposto é dado pelas

equacao,

Y =X0O+¢,

Z=WA+¢,

que estimam as tipologias e as superficies de variancia e covariancia respectivamente, para

cada tipo de consumidor.
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2 Simulacoes

Utilizaremos a terminologia e intui¢cdo das curvas de carga de transformadores neste
capitulo e aplicaremos a metodologia apresentada no capitulo anterior a conjuntos de
dados simulados. Na primeira se¢ao explicaremos em detalhes o processo de geragao dos
dados. Nas Secoes 2.2 e 2.3 mostraremos os resultados para 2 e 3 tipos de consumidores

respectivamente e, na Secao 2.4 apresentaremos algumas conclusoes.

2.1 Processo de geracao dos dados

Nesta secao, descreveremos o procedimento empregado para simular o problema de-
scrito na Secao 1.1. Como foi visto, os consumidores de energia estao divididos em cate-
gorias conforme seu ramo de atividade, que por sua vez sao caracterizados pela tipologia,
representadas por fungoes no intervalo [0,24]. Os conjuntos de dados serdo gerados con-
forme a Expressao (1.3.1), utilizando as trés tipologias hipotéticas apresentadas na Figura
2.1.1. Essas tipologias estao representando trés diferentes padroes de consumo, onde as
curvas 1 e 2 poderiam representar o consumo residencial para duas classes sociais e a

curva 3 o consumo médio de energia de estabelecimentos comerciais.

Vamos considerar o modelo normal p-variado denotado por, N,(a, J), onde « é o vetor
de médias com p elementos e § é a matriz p X p de varidncia e covariancia de a. Mais
detalhes sobre o modelo normal multivariado pode ser encontrado em Johnson e Wichern
(1998).

Similar ao caso real, as observagoes funcionais agrupadas Y (¢) simuladas neste capitulo
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Figura 2.1.1: Tipologias hipotéticas usadas na simulagao.

serdo representadas por seqiiéncias de 96 pontos eqiiidistantes. O Modelo N,(«, J) serd
usado para simular as observagoes individuais y. ;n.(t), c =1,2,3 e j=1,2,...,J, onde
J é o nimero de replicagdes (dias). As tipologias hipotéticas mostradas na Figura 2.1.1 e
calculadas nos pontos t = 1,2,...,96 serao usadas como vetores de média ., c = 1,2, 3.
As matrizes de variancia e covariancia d., ¢ = 1,2, 3, serao definidas de tal forma que a
superficie formada pelos seus pontos seja continua no plano e suave. Para isso, definiremos
as variancias (diagonal da matriz) de tal forma que os pontos formem uma curva suave
e, as correlacoes entre pontos separados por [ espagos de tempo (¢,t + 1), decrescam a
medida que [ aumenta. Para isso, definimos a varidncia como sendo trinta porcento da

média,
Se(t, 1) = 0.30c,(2),

para ¢ = 1,2, 3. Para facilitar a notacao, usamos,

Correlacao lagl = Corr|a(t), a.(t + 1)],

parat = 1,2,...,96 — [. Fixamos as correlacoes lagl em 0,5 e as correlagoes lag2 em

0,2. As correlagoes lagl, [ = 3,...,96, serdo definidas como zero. A partir das varidncias



