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O problema de construir u:rn. modelo de isãc~ I" e 

1ac1one p var:i.áve:ts indep~~ndentes eorn um<:;\ 

fazer r.1ar.te do 

modelo tem sido vastamente discutido na t.erat.ur.::t. Para o caso 

1 dependent.e e quantitat.iva c• 

v ar 5o 

nar as var:L is a serem inclu{das no ajuste. Para discuss6es so 

bre o obler:1a d.e sel , neste caso, pode-se citar o livro 

e Smith (1966), onde ~ o 

(s se) , e um elevado n~mero artigos com nronostas de ou 

tras cnicas: Anscombe (1967), Tu (1967) , 1\.J 1er1 (1971) 1 

Mallows (1973), Furnival e Wilson (1974). Um que a.parece 

temente ~ aquele em que a variável te e no li 

ca. Neste caso o problema está bem menos es f~ as 

o conhecimento de um modelo ã priori. Veja-se por exem 

(1971) e (1 3). 

o objet:í..vo sse t.:r esentar - para o caso 

~:~rn cp.1e tt;rnos uma po c::onjunt:o 

(lS i tes x(l} ~? { 2) 
f ./\. r 

politomias independentes, sem pred -ao 

iori .. Z:\o invés do modf.::lo, corn 1J!!la E~::;trut.ura onde 

as tomlas c1assif1 s cru 



ser us exemplof quan e] amos 

as inde;pendentes rt\e podem ser usadas para prever a 

te e n5o de que forma esta previs5o pode ou eve ser eita. 

Esta . - .. seleçao sera feita apenas a.travi:!s ele uma crue nos .i.ndt 

que, no senso desejado - o sao ·- o qrau de assoei ao eil 

tre a nol i to:-n:iv indepen.dentes. neto " 
se1~t1 

posta nenhuma condição adicional sobre estas, 

mais variados tipos. 

:Ja rc~scolha da 1-:1ed usada no nrocesso ao, 

vanos en conta: a a.us a s fortes sobre as po 

litornias, a indicação de associaçâo no senso de previsão e facili 

l 'rt·er''rc~+·:::~c:::;cl ·J:~)ar"' 1lin~t ffi"']l1·)r·" ... J..... ~:' ,, _ _.c,.,.Cl. ~f....l., • . . C.-. ~ c .. .1 ~r::. . . l t comprPcn~;ao 

sentaremos, no capitulo 1, um estudo de algumas me 

didas de associacâo propostas 

lhor detalhamento, em termos derrtons - , será. feito 

para a medida - denotada À(L/C) -usada no m~todo de seleção. 

Visando o se reservamos c> tu lo 2 

para o estudo do estimador da medida e suas edadf~s assi.ntó 

ticas. A teoria assint6tica foi us dad.a a 

. .... :::.j . I) ..... 

Cé.l e pr ct t.LCo_, da teoria exata. Neste ·tu}() nos re 

as ·vezes, ... teoremas converg~ncia enunci , scr:-1. der:tonst.ra 

mas com refer~ncia, no ap~ndice 1. 

O rn6todo proposto apresentado no capitulo 3 e 

um exemplo de apl ser& discutido no capitulo 4. 

No ap~ndice 2 estio fluxogramas e 1 tagens dos pr~ 

gramas com as instruções de uso dos mesmos. 



. I' 3 . 

Cl\P IT'UI.O l 

1LDIDAS DE l\SSOC 

1.1 -Preliminares: 

o termo classificaç~o cruzada 6 u aao trab;1 

, onde os iv.Íduos s c si fi 

v6s de duas ou mais nolitornias. O casa mais coMum c anuele c~ nue 

u::m()S u::!ét dunla noli tomia: L e C. A noli t.ornia I,, n:Je ,-;articiona a 

em r classüs a no.Litor:Ii na r 

ti.c ona em s classes c ) . 
, ., 
:t"v J.. da popu ·-ao t"a., a tlr.~ci 

sific ao L e a uma e somente uma, c ssificaç C, isto e, a um 

e :::;o;ncnt:(C> 1J.lc~ cruzamen:to (L., Ci). Um cruzamento 
1. ..1 

(L~, C.) sera cha 
,C J 

mado cela. 

Uma dupla 

c: t":' r.ro t:.E:l .. :~ 

i. 

' :L • 

~I'otal f) ~· 1 .j 



onde: 

i) p .. é a probabilida.de de um indivÍduo da 1.J . população 

ii) 

s 

2: 
j"~l 

. ' 1_=j_ 

t.o:ncer a c 

cela ('T ("' ) 
..LJ i. f l.._,.j "" 

5 a probabilidade de um individuo per 

;:1. . , é a probabil id 0 de~ urn :i. ndiv Id.uo p(~r 
.1. J 

l\ questão que ece f e o <]tau 

1 ~ '""' 1 ae assoc1açao existente entre as oo itrn1ias. 

seja medido é neces '~ue 1narnos 

que associe ca.da b l , 1 •Ç• -ta e. a cte c ass:u.: ~caçao cruzada a u.m 

al; assim sendo, formalmente, urna de associaçâo sera 

de os vetores de 

( n.; _-J·) ,. nos 
-~ 

Devemo:::; observar que urna medida. d.e associa 

Várias associação para classificaç6es cru 

zadas sao propostas na literatura; as que aqui serao apresentadas, 

no entanto, podem ser divididas em cinco classes: 

i) f1edidas . d nasea·as na estat!stica do 
,, 

t 
, L 

·c:st.e ae x n.::t 

ii.) Medidas em produtos cruzados; usadas P~.:. 

ra o caso de dicotomias. 



• (1 r:, 

]_11) as ba na 

de prüvtsão. 

i v) baseadas na arde~ ocorr&ncia das noli 

tomias. 

v) s --as n.::t proporçao vari.a~:iio explica. . . .. ~ 

da .. 

t:ralJD. ~::::c;rn r:tr~d as 21SS(YCi SI 

c:listi S S()}-)rE:. U.S r)\..")1 i .. t_Of!:1ia.r;. 

~-.,. 

~os ou nao nensar que nossa politomia surge '" 
tEn (;\ \r;;~ 1~ i a C) c c) rt 

nua; por exemplo, idade pode conveni~ncia ser dividida c~ 
., 
.L 

class s, n1.a:'; é claro, que c 

z1 c::() r: t. c~ c:; c~ E3 c_:; 

t(nia 
. , 

rc)C1t?. ser 
-.. ou nao; po 

Je ser im~ortante, mas nao seu sentido. P.ode C!~{J..St.:Lr OU. 
-

r1 ,_;~.C) 

uma certa ,entre a::3 d.uas 

causal em uma certa dir -· ao, e.st.a.rer:-1os 

:1.() case) ass trico e caso contr io no caso s 

com a ~edida mais aoroprinda pa.ra Uillêl :d.tu 

Ou·tro 0.s i:o para o ('. o 

da iniç5o das classes urna politomia, ~ois esta .in 

et.::1r nossa nedida assoei - . No entanto, ~ desejãvel que 

uma medida de associação reflita a maneira co:rr1o as classr~s fo:ram 

definidas. Nós n;io deveríamos falar, por , sobre a associa 

-· ~ çao entre n1vel de e nível educação sem espt:~cificar uma 



tl.CU finicão classes. vários deste "efett:o 

fin1 - de classos" são mosi:rados em Yu (1912). 

a me 

di da 
. .~ 

assoc1açao: 

1) Tome valores entre e 1 inclusive, com -·1 ou +1 

no caso completa associação e O no caso de ind ênc.ia I 011 

ii)Tome valores entre O e 1 inclusive, co~ 1 no caso 

cornplet.a assoei ao c O no caso de ind J. a. 

.. ~ 

A convençao (i) e sejável ~· a a::;soci ao 

UM sinal (sentido), caso contrário, a convençao ) é satisfa 

ria. 

Outro cuidado, a ser tomado, e sobre o uso t:c:rrn(J 

assoei ao completa ; enquar.tto que i La tern u:m siqnifL 

cada formal - p. . '"" p. r· 
::.] 1 .• -.j para todo par (i, j) - a . --assOCJ..açao 

completa & algo ambÍguo e deve ser interpretado de acordo com a 

medida de associação usada. 

c:ie A.ssc;c 

1.2.1 - ionais: 

A maior parte das tradicionais 
~ 

EE1C) l)asc~ad.as 

na estat.ística 
? 

do teste x- para independ~ El c~ n<:l razao c·lc)S pro 

dutos cruzados no caso de tabelas 2 x 2. 

Para uma popula.ção fin]:ta com v ind.ivíduos classifica 

dos de acordo com duas poli t.omias L e C, def.i.rd.mos v, . - vp -: 
l. J • J 

I' 

·v. = v p , v = v o . , etc •• 
1. :1... .j . ·] 



2 .. o X E~ entc?to dado por 

2 
X 

r 
-- 2: 

i.=l 

r 
= \) z 

i 

r 
'í' 
i o 

s .. , 
L 

y-~1 

s 

j=l 

s 

rv,. - v~ ·v.J. I v) 
' 1.] 1 .• 

\)i \) -· I v . . • • .J 

p. o . 
l. • . • J 

2 
___ .ii_ 

Pi.. P.j 

2 

Uma grande atençâo tem sido dada para o caso r=s=2 , 

onde diversas medidas de associaç~o foram y1ropostas baseadas na 

razão dos produtos cruzado~:;, o. =<o 11 P22 > I ( 11 P21) ·· 

Yule, baseado em a, define o seguinte coeficiente de 

associaçao: 

Cl. - 1 

a + 1 

cujo numerador ao quadrado é o mesmo do 2 
X para o caso r=s=2. 

Outro coeficiente sugerido por Yul(-"'., tc-unbém 

em c--1, E' 

\)1') \)..,, 
~- ... .L 

Ci, - 1 

y :::: 
__....., _______ . ________ _ 

--
ex + 1 



Um coeficiente frequentemente usado para o caso r x 

algumas vezes chamado 

2 
J5 

conting~ncia quadr~tica 

2 
X 

Uma variação su(Jerida por Kar:l Pearson 

c 
.(
-------··---··· 

2 I 
""' .\f-__ x --··~ --~---

1 + x- / \) 

ia 1 é.: 

gue tem sido chamado de coeficiente continq&ncia ou coefic 

., . - . ' ~ . . -d . te aa cont1ngenc1a quaaratlca rne.1a. Outra variaçao pronostn 

~ 

Tschupro''' e 

T 

r-----·~-

1 
2 I ., X \) 

\ . 
\ 1---.. ---·-·---·---·--· 

V (r-1) (s-1) 

por 

Estas duas Últimas sugestoesl' segundo IZendall (194:5), fo:ca.m fc.i 

tas normalizar 2 o X , ou seja, tomar valores entre () e J 

.. -primeira norem, nao assume o 1 (com!Jleta assoei iio); ~)cn: e 

xemplo, em uma tabela r x r com i f- j ,, nós temos 

7 x'· = (r-1) c c = (r-·1) I ... Portanto sob· completa c 

valor m~ximo ac C do m:imero de 1 n de colunas. A se 

~unda, assume o valor 1 o caso de completa assoei en 

belas r x r, mas nao no caso l . --nco a assoc1açao C?. 

conple·ta - no sent:..ülc• de lidades positivas ancnas em uma 
,_., 

das agonais de uma tabela r x s. - o valor m~ximo do x~ () 

mtn 
r·· 
· (r-1}, 
'· 

e como 
( '1 /? 
;, (r-1) (s-1) J '·· 2: m1n [ (r-.1), (s-1) J, o 

máximo de 'r é menor do 1. Baseado nestE:s fatos Cr:am.er (1946) 



~ 

S1J rc 2 se~u1ntc vnri ao 

'") 

V -- ( x ~. / \)) I r:d.n ( r-·1 f s 1) , 

tou~ valores entre n e 1 inclusive,e assume os va 

O fato que um excelente teste 
") 

"j ... s (.() X I 

') 

centos Jo x~ como 

<)U d.(?. tlna 

a.nropriada 

. ·-atOSOCJ.a(;;ao. Outro 

"" 
1 1'i(l() 

crc: nc~did,_ls t.r cionais, e a sua f il internretahil 

(• ~·· 

c: -· 

to ~o caso amostral, 

assoe :L ser· - c:rn tc~.rrrtc)s 

êr1c:i{1 -· sis~fiJ.ific::,·lr1t.t~ I)éll~a. (Jrt:lndes a.nc>st.X"êl.S c: rla<) s 

nificante nara pequenas amostras. Se e nao s ificante, n6s nao 

terr~s razao, baseadosnos dados, para suspeitar de nualauer qrau 

de assoei. c ~ infitil tentar medi-lo. Se nor outro lado, o 

fican·te, 

diferentes valores 

o valor v 2 l'n-iJ.'c··· .r\. . . L~ .... ct. 

NEi.o tcm1os , nortant.o, 

') 

gnificantes do x' i 

a.s ~.>Ur11J. .. r 

d:l.ferentes -

g:r·aus de assoct , nao importando se esta e si fi.ca::-lte: a 1% 

ou 10%. Para medirmos o de a!:>sociação r 

l 1 . ~t ' d' t n 1amos uma 11po ese, que 1n · 1gue a na -urE:za 

") 

d~ncia e isto não acontece no teste de XL· 

~ ~ . 
e necessar1o que t.c:: 

do dE'S\r.:Lo da ' ~ 1noepen 



, 1"\. 

erro 

Consideremos a seguinte sttuação~ 

i) Duas politomias L e C. 

1 ·~) ~er·1·1urn~ cc)r•cl~"a-o . .L .~.:~ 1 .. d.C....t. _. ;.. A...L'!' .... conttn.u 

iii) Nenhuma condiç~o de ordem. 

iv) Exist~ncia de assimetria. A classificação C prec~ 

te ou não. 

Seja então o seguinte rnode listico: um indi 

viduo 6 selecionado aleatoriamente da oonu -· ~ ao; e nos 

r sua c: ~:;e L quano.o, 

1. nenhuma informação sobre sua classe C ~ dada, ou 

2. dada sua classe C. 

-- max 
i 

r - a maior probabil i. marginal t.:::ntre 

l.i.nhas -· e o (m) J. = max p . . 
i .lJ 

- a maior probabilidadP da una :i 

e suponh.amos a princípio que e os sc:j ar:l ] .. C()S .. No 

~ .~ 

caso 1, nossa melhor previsao sera para aquela c L., t:al c.me 1. . 

oi.= p(m)' ou seja, a classe com maior 

No caso 2, nossa. me lho~ previsã.o será .r 

cj, prever i para a classe L, tal que pij -

se L que tem maior probabil dentro 

Jlidade marginal .. 

. ocorreu a classe 

coluna j. No caso l , 

nossa probabilidade de erro é 1 - o ( ) • No caso 2, nossa probabJ:. m • 

lidade de erro dado c. 
J ) j e a l.idade total de 



ro l - ~ n Nossa SUIJosiç·5o de uni ,, (m) j . 
J 

dos máximos ser 

retirada, pois no caso da exist~ncia outros r~1á.x :lNr'l()S C!ualcrtl(~r 
) .~ ·'-

~ue seja nossa escolha entre eles, os erros nao serao afetados. 

Baseado neste modelo Louis Guttman (1941) sugeriu a 

seguinte medida de associação 

(Prob. de erro no caso 1)-(Proh. de erro no caso 2) 
), (L/ C ) -- -·--·----·-----·-----·------···· .. ··-·----··--.. ---·~---·-···-- .. ·-···-------· 

r 
[ 

j=l 

(Prob. de erro no caso 1) 

- I"'< 

( ) ' ;.) ' \ ,m J \ITI I • 

.1. -·o(··) m • 

que ~ exatamente a reduç~o relativa na lida de erro 

tre prever L, nao conhecendo C e conhecendo c ou a proporç do 

erro que pode ser eliminada conhecendo-se C. 

as seguin~:es pro!;r :i.eda 

i) A (L/C) é .indeterminado, se e sortcntc se, a pont..Ü0_ 

-
'~élO E:';S concentrada (cor:~ ilidade l) e~ urna ~nica l 

Demonstraç.)o: - -~·--~· 

l '"" 

<=> p (.) ==' 1, ma.x p ('n' m • ''·l 
··- p ~ t?a.r 21 

.1. • 

j 
logo pJ = O para k ~ i pois 

,( *' 
p. -· 1 . 

] .. 



U.) Se ), (L/C) -nao e 

o < (L/C) < 

Demonst.racao: . .,..,. _______ ..,_~_..l!.....-..,.... 

( 1. ·- P (m) • ) - ( 1 ~-1: P (m) j ) < 
j 

(1 -· L p ) j } > () 

j ·-

nto 

(1-p('")) ld ~~ 

'1 ' (. .., { -p() I •• l.-·i, p 
rn. • . .. , 

.) 

.!c (L/C) --
1 - p 

) . 

entã() 

s 

;L • < lJ (m) j qualquer q;.1.e seja (i f :í) 

·-·- > n > " p -- ;)i v i 
(El) j 

4:., ij -i - -i . 
.J J 

-~ .;· ~\' r· > r:tax r; . - p L> 

(r~;,) j (n) 
j i l. . . 

=> 
,., 

p - ,. > r;; 
i~ 

(I:1) .; i ) 
J -' . 

'.n 1 - p l 
> n ,~, 

I • 

dos resultados acima 

Lii) \(L/C) = O SE':! e somente se o conhecimento de C 

nao ajuda na predição de L, isto é, a probabilid erro no ca 

so 2 ~ igual a probabilidade erro no caso 1. Isto ocorre se 



"I ') 
.,. .i. I,. 

todos os rn5ximos de coluna estlverem numa mesma linha. 

Este resultado pode ser izado da sequinte manei 

ra: 

Dernon~3 tracão: 
--·~---~·- ...... 

pk. 'J. -·- o ( ) . . m, J 

( => ) suponhamos que, Y k,Jj; 

v j 

\ ..; 
I J • 

=> 
,, 

{". < 
,~ ,, , kj L~ 

(m) j 
v k, is p ... < ,, V: j 

J. ~1 '' (rc\) j 
:j 

==> ·~ r 
J 

::=> ffid.)( 

==> ('1 < .·· (m) • 

·1 
,I 

(1 
(n) j 

)' 
p (m) J,. 

j 

,., 
L r:.:> (rn i i 
j I ··' 

==> o < r P <· ' . j m, J 

v k 

=:> O < À .. (L/C) o que e absurdo 

loqo k f j 
···~· Ç! (m) j 

v j . 

<~ ·.::~: k j' = j 
o (m) j v j 

~-· ··" \' -- \~ 

(\ ,, 
j "" (m) 'l ~j 

] 
.I 

::::> o}! ·- 2~ p 
) j . j 

==> L.: o < ~) = max !" 
(m) j - (m} ''k j . k . 



) j -·· P (m) • < o 

mas Ã(L/C) >O . 

Portanto r p(m)J. - p(m). -O, 
j 

ou seja, À(L/C) =O. 

iv) ~(L/C) = 1, se e somente se, o conhecimento ., 
Ct 

c se C especifica a classe L, isto ~, o erro no caso 2 6 zero. 

Isto ocorrre se cada coluna tem no m1ix.imo um n .. pr)si t:i vo. 
1.] 

; rr /C) ·- 1· , ....... , 
/, \ ..:~.1 ... ~ ' -- / para cada j, -~ ! L 1. ( -' 

j l r~ = 1<.. • .• _1 
-· I 

n .. 
J.] 

f P r,..,) . - ç 
-i I''· J ) . 
..) 

= > ) À. (L/ C) -·· ·---·---··--·--·---- - 1 < =:: > 

<=> r o (m) j 
::1 

Como 
i 

para. al':'rum k 

l - p (n) • 

·- P (r\ "" l - p (?rt). <~.::> ... n' .. -· 

1, ou seja a 1 adf~ de erro 

caso 2 E~ ze.ro. 

e P(m)j == 

depende j ) ;; 

entao 

À{L/C) -· 1 

no 



'I 1~· ·* 

v} Em. caso de independência. estatl:c;t.:ica, À (L/C), 

do determinado, ~ zero. A reciproca por~m n~o ~ verdadeira confor 

me (iLi.). 

de colunas. 

Se p .. ::::: p. 
). ) l. 

o . 
• J 

- nax 
j_ 

o. 
' l. p. j --

::::: > ~~ () 
(m) j 

··- '" o 
j j 

=> 

p . 
• J 

. j o 

max 
i 

(m) 

(m) j 

o. 
. )_ . 

- p . 

P (m) • 
=>I P (m) j - P (m) • 

j 

=>.\(L/C)-·· O • 

-.. rnax 
ij 

-- p ·i 
• J 

(' . (m) • 

(m) 
L 0 . j 

--. j 

v1) 1\ (L/C) e invariante sob permutações c.e linhas ou 

Demons 

Dado 

e somas - são invariantes sob a permutação seus argumentos e -

como a permutação destes argumentos é obtida. por de 

linhas e colunas,segue a invariância de A(L/C). 

O fato de À (L/C) poder assumir o valor zer:o sem :inde 

pendência es-tatística não deve ser considerado como uma desvanta 

gero, pois nós consideramos À (L/C) corno uma medida de associação ·-



em ten:~.os de predição (*) ,, Se nao existe associação nestE: sent.i 

do, mE!r.::.mo que exista em outro, 
~ 

nos queremos À(L/C) seja zero. 

sto, esta propriedade ~ observada tarnb6m na maior p;::~rte 

das medidas de associação. 

Devemos observar a vantagem desta medida em relação ~ 

sua interpretabilidade e as poucas restriç6es 

sua aplicação. Estes aspectos foram responsáveis la escolha 

ta da para a parte principal deste trabalho que sera exposta 

rto capítulo 3. 

De maneira anfiloga podemos definir 

), (C/I.) .... 

L p. f - P 
l l(m) • 

onée Ç,'< 
5 ( r:1) 

--- f'~ Et:< 
i 

j . __ , 

(J ( rn) 
--- r:1ax 

j . j . 

que tem intE~rpretação e propriedades similares a À {L/C) • 

b) Caso Sim6trico: 

Baseado nas medidas (L/C) e Coodman e r~ru 1 

(1954) propusc~.ram uma mecUda associação para a si a.o em nue 

as politomias são 

As restrições sobre ordem e continuidade perma.m~cern 

nao sendo necessãrias. O modelo no entanto, passa a ser o seguig 

(*) Reâí<.ção de p1'0b i lidade de err•o 
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t.e: um individuo é sc:lecionac1o alea cUTt(::n te de uma po;:nllaqiio; e 

~ 

nos quereBos prever ora sua c se A, ora sua classe E (aleatoriQ 

~ente) nos seguintes casos: 

1 • ~Jenhurna é dada, ou 

2. ~dada informação sobre a classe que nao estã sen 

do !JrevistEt, isto é, ~e queremos ryrever a classe I .. 

a. classe c é e vice-versa. 

~Jo ca:':>o J, nossa probabi.l:Ld de erro 

~ 'I /2 r 0. J... -- 1 ·. 
\ 
I • 

+ p (::-r) ) • 

y:·a J. -· 1/~2 ( ')"'. o + /~~ () \ •'·--' ) i j J i 
)) . Considerando a ol-t.i.dél. 

ilidaJcs e erro, i11c.-::;c:; a. s 

l/2 

l ··· 1/ ::' ( p • (m) ) . 

ida tem a::; se'ju.:intes jcdacles: 

.i) J', c exceto quando toda a nooul -· ()() f~ s 

concentrada e~ uma 

terninado, ent~o O < < ·'· • 

. . ' ) 
1 .. 1.1.! -· 1, G€.?: c som(::>nte SE.~, a pcmu 

.. 
esta concen 

cela por linha e nor coluna. 

iv) À = O em caso de independ&ncia estatística, mas a 

reciproca n~o & verdadeira. 

v) À ~ invariante permutaçÕE'~S d12: linhas e dt:'! colu 

nas. 



vi) mi.n (À(L/C), \( ) ) :. ;\_ ~ :nax (1, (L/C) , ) ( C) ) 

As dcmonstraç5es dessas propriedades s~o feitas ma 

nei.ra 
~ 

a na ~s do caso assim~trico. 

Em algumas situaç6es, particularmente eu 

entre populaç6es, as ., (T ;r) '\ f('j'T ) 
l\ .... ..J '~·, 1 ... , .... .J . .J e 

•'V ·-nao sao apli 

., :;- . sua ctepenc1encJ.a. das probabilidades Para 

lho r ' -.. ' ..... ~ 
l~ustrar esta s2tuaçao, consideramos o elo cruzamer>to 

entre duas dicotomias id~nticas para duas ponul s cli st.int:as 

cl. 
.,. 
.ul Q-1 

•V""! 

L2 .04 

• 8 8 

ar 

em ambas as popul 

rern .. 

A (L/C) 

C:z 1 

.. 03 .87 

.09 .13 

.12 l 

probabilidades condicionais, L da.do C, ·-

serem as mesmas, os valores de ~(L/~) dife 

&93 ..... ~;~17 

pcJpu1ação 1 - ------------- '"" .462 
.13 

.84 - .~)6 

). (L/C} para população 2 - ----------------- - . 63t; 
4 

Isso ~ explicado pe diferença nas probabilidades marginais 

coluna entre as duas populaç6es. 



"1 '-' 

Goodman e Kruskal (1954) propusera~ para estas situa 

-çoes urna medida similar a ~(L/C), onde o modelo assume que todas 

as classes da politomia C sao equiprovãveis, e as probabLU. 

des condicionais da politomia são iguais probabilidades da PQ 

pulaqão original, pij. 'l'orna-se portanto razoável, repassar as 

probabilidades pij por 

s p . 
• J 

e ora com estas probabilidades, pii* , Clll..ar (L/C) . 'i,er'l.OS 
... 

então nr-:ta nova medida dada por: 

(1/s) r (p(m)j / P.j)- (1/s) ma :.v: 

;, ( 

1 - (1/B) 
i j 

;:: (D .. , / 
. . 1. J 

rna.:>: 

) :i (m) • 

o ' } 
• J 

Procedendo dest.a man.eira, obt.crem.os par<1 as duas pop~\ 

"' do dado anteriormente a mesma la de clas~~.if ic<:.1. 

De modo podemos inir A*(C/L) e\*. A nesma 

id~ia pode ser usada para qualquer outra st:.r:i.hu ma.rqi.nal 

(artificial) apropriada. Yule (1912) diz me 

dida. de assoclação seja. l.nvariant.E! sob t.ransforma.qôes do t.ipo 



? r. 

Sssa trans podc ser usada para, quando ~ossi 

vel, fazer todas as marginais iguais a 1/s (ou l/r). 

Quando exist.em mais que duas poli t:omias em (:~studo, 
.~ 

e 

natural pensarmos na associação parcial entre de com o 

efeito das restantes corrigidos ou ajustados de alguma forma. 

Por conveniência de c~aso de -

três politornias A, B r C.A probabilidade de um individuo da 

laç~o ser classificado segundo a cela (~i' Rj, c:~ ) s 
J<. 

de, notada 

ijk c as probabilidades marginais e rn5ximas de ~aneira an&lo 

tJO. ao caso duas poLi t.orüas. 

Considerando o modelo de predi 5tina assin6trico , 

rne c] i \5 a.s B, ajustados nara C, 

-sa.o J?rcJyJ(JStt1:~3 ~ 

as cons:uJera para cada classe C urna du 

pla ão A. x B co.r:~ probabilidades P . . , = Pi J. k 
1
; P J.J .K • 

ou seja, a probabilidade da cela (AiBj) dada a classe Ck. I) ar· a. c a 

calcular ;\ ( (ou>{ E)) 

e tá·-J.a por ."~, .. ( (ou B)) para mostrarr~s sua depend~n 
J",, 

ci<:t c se emos usar corno urna medida 

al entre A e B ajustado 

i.:> tO é: 

t 
p 1 .. :\., (B/A) 

• 4lo .r,... ..~ .. 



1\. segunda , e tarnente nas prohabil! 

es erros previ Cons o caso onde dada uma 

se C, queremos prever -· -B nao sendo so 

bre a classe A. Seguindo a mesma provisão s 

nossa probabilidade de 
.. 

erro se:ra. 

Se agora nos ~ dada a c ~v~ l'i, nossa pro 

habilidade de erro serã 1 - (E max P 1 ~k) I P k • 
i j LJ>' • .;, 

a sona 

n<-n·a tc)•Ja cla::::se C e considerando a redução relat.tva na prohab51~. 

previsão, teremos uma medida de assoei -ao 

cial entre A e B ajustados oara C dada nor: 

... ,a v ~ ,, l'' ., ... 
lt~' ,r~ t..J • _.}: -... 1-' t.c .... ;;. 

k i j J.J' k. j 

Estas duas medidas 

1 - )' 
k 

max r ., 
• J V.. j 

{) . 1-• J.:. 

)Joder1 

-tendidas, sem dificuldades, para um numero aualquer de politonias. 

c) l\ssoci. la: 

o u~ conjunto de p + l li t..:Ol'.l i ~; 

v (2) 
" 

v(p) 
/),, 1 ser de inter· .. ;sse 

entre uma las e um subconjunto a1 

plo, a associa.ção mÚltipla entre Y e 

é um sul:.1conjunto de { 1, 2, pL Para 

medirmos essa associaç.ão podemos const.ruir a classi.ficação cruza. 

da de Y X X ( . . .. , 
~ 

1 
) 1 onde o vetor 



, X ( ser con~:;lderado .:ttraves de um<.:1 

renumeraçao - como uma nova po1itomia e o se reduz à as 

' ·- t d l't . p 1 socJ. uç:ao en re uas po :t orru.a.s. ,_ or exemp .. o r 

,il) ,l,n . 
as politomias Y, xl ~. ex' ~~ com r, se t 

consideremos k - 2 e 

cl.c1sses t respectiv~t. 

mente. Para calcularrnos a associaçã.o múlt 13ntre Y e 

podemos construir a tabela 

I • i I ' i l I i i I ' (i I I . I t (L'l 
lx'1.:l x( 2/j x("l) x( 2), ••• (xr l) x<~~l) (xC"ll ;x: 2lj jx x(1.2Jj ... !x(ll) x ~ 
il. lll 21 1 t 2 lt 12 ti 1~. t 

;~-·:-, ---T-~--,----r--r--·- .. -. - --~, I :- ç, ~---r---~--~----
1 1 ~Jl I L2 1 • •. I llt. J.21 I . • • 1 12c .. • 1 l"t 
----~-·-----··r----·--i----r-------- ---------t----~-----__.._ ____ : _____ _ 

Y ;_I_ "211 __ L__ 0
21 2 ---~-J Pn t l --~=- 21 _L~- -~2-=:..._ __ _:__· ._: --~:_:__ ___ _ 

. i . i . ; I • I I I . 
" • • t I • I • ' I • , • • 

-~------=---~----~---~.:::--1-·_:_ ____ r _ _:_ ___ ~:__l__."~----r:_:_+ __ _:_ ____ _ 
'·I' ;)., I p l I p.. I p, j ! p : i p r riA. ! rl2 .... 

1 
rJt ! rú • ,. . , r2t. 1 ••• 1 rst. _l...._ _______ ...c. ________ __j _ __._ ________ ,......i.., _________ ---"-·----·--· __ .. ___ ...._ ______ _ 

·i 

(
" (~'1) 
4\. ! 

(i..n 
)~~ -'~• I ) como sendo a.s st. cl.a.sses uma 

i j 

no li tor.1.i. a l\ assoei mútl 

sera ent~o, a associação s 
·i .i ~) \ 

v(""l, <} s entre Y e h -

Devemos observar, no entanto, que mesmo que c:~":.ista 

ao entre as oolitomias originais, esta ord 

da cr<J.a . Isto nos induz a usar a 

?ara medirmos a assoei ão múltipla, pois como vimos antariorrnan 

t.e e s t.a. med nao pressu ordenaçao. c.Jest~c:~ a 

usada s J\ (V / X (il), X (i2) v ( 
f "" 

) ') . . 

1.2.3 -· baseada na ordem de 

J.j_ 

't\t.é consid.z~radas das :i.nvarJantc:s SO}J 



r:nu de; li e colunas nas tabelas cru 

zada, ou sc:Ja, invariantes sob a ordem em que as politomias eran 

classificadas. Goodman r: KruskaJ (1954) propusera~ uma ~e 

5o 6 de interesso. 

Suponhamos a seguinte situaçao: 

i) Duas nolitomias L e C. 

i i) I icmhuna cond:Lç;ão a cont..inui (;,. 

iii) ~ dir âo de ordenaçâo 6 ln te· r c c:; ~:;c .. 

i v) .:\.;,; duas litornias aparecem t:r.tc:a .. 

Por (LL:i) 

-· 
~oo entro as las 

e 

em ternos de assoei . Na prineira direr:tos que~ existe tH':lil. as::;c.:> 

-~ ci ao com~leta e na uma contra assoe :::; ,..., c, .... ''"'·r·· 1 e .,.. -, <..:4.-....... ~~.Jt.t~JJ.. -,_c.~. <li 1\.s 

1 que a medida proposta to::•1e ()S valo:::·es + l 

n:spectivan;.cn te. 

PariJ <'l fin ao de uma tal med con.s r e~·· :c) E3 C'J se.: 

guint.c lo: t.or i. a!~1C? n te 

com repos de uma população; sejam (L
11

, 

suas respectivas celas. Devemos observar Il, .Jl, I2, .J2 

variãveis aleat6rias. 

c . t' . J J- • t l 't . I ,:)e e.x.1.s .1r Lno.epenetEmCJ.a en re as po .1. .. orruas , 

sao 

c 



isto se refletir5 na exist~nc '" uma conexao entre a. orde:Tl das 

variãveis aleat5rias I's e a orderr1 das J' 1 s. existir . ~· 

as ~>oc.1açao, 

a ordem dos I's dever~ ser a mesma das J's. Se existir contra as 

sociação o inverso ocorrer5. 

Consideremos as seguintes probabilidades: 

e ou e CJ., > 
'" J .. 

ri .. ,... ·p r (T < I . l . . • .... ! .. J ..• .,. ') 
CL - ... .. .l.. L. 

e CJl > C .. J2 . .. 
ou 

·- p ;\, - LI" .. ~· Il . L ou 

Para evitar ambiguidades tc~emos estas - . ~ d . .L1.aa E=~r:; 

P "n:lo c;rdem" condicionac3.as à aus<2mcia de empat.es, ou seja, 

e n 
Li 

1\~ asrJoci neste sentido, oode ent~o ser medida con 

sid a diferença entre as probabil s condicionais da mes 

m.;:i e ordem contriria; ou em outras avras, o to 

1:-tais 1 se obter mesma ordem do que ordens contr5rias em 

dua:-; nuando dois individuas s~o escolhi aleato 

rJ .. am.ent.:.c, coJn repos içã.o 1 de; uma populc.lção. l::st.:a med:i.da de assoc.1.a 

nos C! c;ntão por, 

y "'"' 
1 -

Dac1o n + TI 1 + n. - 1, podemos escrever m c~ 1 



') r: 
" ~ •• ' ! ~ 

y = 
2 rrm - 1 + rr 1 

e usar a relação 

n m = 2 L: "l 
p 1.' I -i I _l 

rr. = 
l 

> _! 

2 2 r p. + r P . - r z P
1
.

1
. 

i l. j ·J i j 

hlqurnas propriedades importantes de y sao: 

i) y é indeterminado se a população está. concentrada 

em uma mesma linha ou coluna da tabela de classificação cruzada. 

ii) y é l se a população est~ concentrada na diagonal 

principal da tabela e -1 na diagonal secund&ria. 

iii) y é O em caso de independência, mas a recíproca 

-nao e verdadeira, exceto no caso 2 x 2. 

No caso 2 x 2, y coincide com o coeficiente de asso 

ciação de Yule. 

1. 2. 4 - f.iedida Baseada I?:.~J:Eopor:ci~o de Variac:ao :;;xp.'Li 
~---~-

cada. 

Gini {1912) definiu a variação total entre r .. poss1 

veis categorias (classes) de v respostas categ6ricas como 

v l r 

2 2v i=l 
v. 

l. 



. ?r. 

onde v. ~o nfimero de respostas na i-~sima classe, i= 1,2, •.• ,r. 
l 

Light e ~íargolin (1971) mostraram que esta mE~dida de variação de 

Gini tem duas propriedades esperadas de uma medida de variação. 

Primeira, ela 5 zero se e somente se, toda a população estã con 

centrada l~m uma única classe. Segunda, ela é máxima quando as res 

costas estão igualmente distribuidas entre as classes. Uma tercei 

ra propriedade ~ que: a agregação de duas categorias e~ uma 

aumenta a variação. 

Usando a definição de variação de Gini e a tcr~inolo 

gia de análise de vari~ncia, temos que a soma de quadrados total 

em urna classificação cruzada r x s sera : 

\) 1 r 2 
~ess - \). 

2 2v i=l ]_ . 

l~sta variacao , e então particionada 

drados dentro de grupos e uma soma de auadrados entre grupos 

\) 1 r s \) 
i;) 

2 
~1SS L '\' 

') 
<~ 2 i=l J \l 

. j 

BE~S --- rn("' C" - 1-JSS -L~ .. )~---

,, 
" 

") l .L v • .L. :< ,, 
'\' (-~L) i": L '" v. --

'1 i j 2v i 1 . 
·- v . j 

f ,;' 1 1 

[vl ~'i=-~ v. j) - I I (v . -
2 i j 1.] 

• J 
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Fazendo uma analogia qualitativa para o coeficiente -

de determinação para dados contínuos 1 Light e Hargol.in propuseram 

uma medida da proporçâo de variação nas linhas devido as colunas, 

corno sendo a razão BSS/'l'SS; que após al~;"GMas ~'implifi 

ser escrito er termos de probabilidade co~o 

T(L/C) 

1 -

..... - /, 

2 
L p. 

l • i 

i 

2 
p. 

.1 .• 

;,~ L ,- (í") . . - 0., n ) 2 I r: 
.. - ll ..L. ·-.i .j~ = .:!:__L_ ___ ~ _______________ _ 

1 - L 
i 

p~ 
..L • 

2 

~ interessante observar a semelhanca con o 
"") 

pi . =: 1/ r pz~ r a i = 1, . . . , r r(L/C) = x' I (r-1). 
') 

T (L/C) ,.-= X"""', Pura todo valor 

Esta medida tem as seguintes propriedades: 

i) T (L/C) é inéleterminado se existe p. = l 
l . 

i i) Se -r (L/C) é deterninado, então O :5 1 (L/C) < l. 

iii) T(L/C) 6 zero em caso de independ3ncia. 

iv) r(L/C) é um se existe j tal 

v) 1 {L/C) é invariante sob permut.ações de 1 • ' .L.L nna s e co 

lunas. 

De maneira similar podemos definir a medida T(C/L). 



C l.P Í'l'ULO 2 

TEOHil\ N10STP.l\L E 1\SSINT<J'I'ICA 

2.1. - Prelininares: 

anterior, tratamos dE' J'11'(1idas de associa 

cao para classificações cruzadas em termos populaciona.i.s; DC.!~3Se 

cap{tulo tratareDos do aspecto amostrai desta teoria. 

Ouando trabalhamos corE amostra~::~ tabelas de cJas~;L~'j 

cação cruzada tar:-1bém recebem o nome c]e tabelas de continc.rênci.a; 

as interrretações porém são anãloaas . 

?dmitirer:os .,. ' nesse capl.tUJ.O, 0UC: O ta . .r:1an 

- denotado por n - é conhecido; e que, exceto nuando explicitado, 

estarP~os trabalhando com duas politomias, L e C, com r e s elas 

ses, respectivamente. 

2.2. - Hétodos Amostrais: 

Existem vãrios métodos de se amostrar as rs celas de 

uma população classificada de acordo com duas poli temias. Poder:10s 

por exemplo 1 retirar uma amostra com reiJosição,(*) ou sem rcposi 

ção. No !>rimeiro caso, nossa distribuição arnostral sera uma multi. 

nom1a1 F: no segur;do wna mul t.t ·-hipc:cqeométr ica. 

Outra variação possível é obtida, se ao .invés d,:~ a.Inos 

trarmos conjuntamente as rs celas, retirarmos s amostras indepen 

f*) ' l - . . . 1 , , (ou ele uma popu .açao 1--nfL-rnta;. 



dentes para cada classe C; nossa distribuiç~o amostrai scra e~ 

t~o, o produto de s distribuiç~es multinomiais ou multi-hiperae2 

mé·trica, respectivamente para ar1ostraoens com e sem reposição. 

Nesse trabalho, assurniremos populações infini t.as, ou 

seja, tecnicamente amostra9er:.1 com reposição. 

2.3. - Estimadores: 

Como vimos no capitulo anterior, una ffi(~dida dt'? 

sociaçao c funcão f (c) , a-ut.~ leva todos os vetores 

lidades, ~= (r
1

_i), nos reais. /'. auestão rue <1.~-)arecc é de cor:() coe: 
-' 

tímar f ( (') . Como estarnos trabalhando com vetores de::- rs parâmetros 

- na verdade rs-1 nar~metros indeoendcntes - adotaremos a 

-te convencao nara estimar f(ol se n e c estim~dor 

ross lhança de o, então f(6) ~o "estimador de rn5ximo verossini 

lbanc::a" (1e f (0) • Essa convencão e justificada pelç invari Clêt 

dos estimadores deste tipo sob reparanetrizaç•3es. 

f resultado bastante conhecido, aue a frenu~ncia rela 

tiva é o i . d " - . . '11 es:1rna.or ae max1mo veross1m1 .1ança dos narâ.:-r1etrc~o; de 

1...m:.a distribu.ic:ão :nultinordal. 

2. 4. -· Not.acao: 
---~·-

" colocacão dP UIP tóni,~o reservado 'a nota(.::ão ti " r;, , • "'- ' • ,_·' .._, 

rí tu lo, se justifica no sentido de U.'TI mt.ühor !'c-:;sclarecimento sobre 

os tipos de variaçao, que podem ocorrer quando trabalhamos com 

cruantidades arrtostrais. 

No geral, letras latinas maifisculas serao usadas para 

denotar vari5veis aleatórias, exceto o estimador de .\ (L/C) 



rmc ~~c:ra c2enotado ror À (L/C); as r·:inúsculi:1n r•fJ':'a rn.J<JPtid f'S fi 

xas e as letras gregas, coerentemente com o capitulo anterior, 

"-SSU:l' r:>ara uma amostra de t.ar:anho n I denotarerrlo:s o 

numere de indivíduos na cela {L1 , C.) 
J 

í: ,. 
~J = n L ij 

i J 

por n 
'i j ' e portanto 

. 

Para o caso de uma ar:tos Tc-tul tinor:üal nas :t·s 

2s nuantidades marqinais -· serao denotadas nor 

N [; Nij e 'f'J -- \~ n 
i 

... 
j 

1. 

ij . j . i 

-0 ~~s~o nao acontece se forem feitas s amostras in0ercndentcs ra 

ra cada classe C, pois neste caso, as rnarainais rlesta rolitomia -

. ,,,_,~o .. . se_.r; __ !O c=J=~~~r.J."as e d v r "i t ~ .. . . ...... " c~-•-' _ . e em Se. Ce!:O -a_,LaS por 

n = í rJ 
.j 

.:_. 

ij i 

A proporçâo de individuas na cela {L., CJ.), ~~~ In , 
1 . .;.j 

Sf':ra cJ.enotada nor P. . e 
- lJ as mar~rinais I-'Or P. 

} . e n . . j ou n. 
-'- l . 

e D . , 
.] 

denendcndo da aleatoriedade ou nâo. 

Esta notação básica é estendida então, para os análo 

eras anostrais de p() ., p m J (m) • 
, et.c. , ou seja, P(n')..: = max P .. 

u _i i lJ 

p = .. (m) • 
i 

D 
" i . etc •• ma:;~ 

l\ rigor, principalmente quando trat.armos de convergên 

cia, nossa notação deveria ser indexada pelo tamanho da amost:ra, 

qas por simplicidade este !ndice serã omitido. 



2.5. -Teoria Assint6tica 

Cor.1o foi di to na introdução, estudarE~mos a distribui 

qão do esU.mador ;, (L/C) em termos assintót.icos. Trabalhos de 

Greenvmod ( 19 5 ()) e Kozelkc (1952 e 1956), sobre distribuição exa 

ta de frequência máxima observada em uma amostra de uma dj_stribui 

çao rml tinomial., mostran a coraplexidade da teoria exata e j ustif_i 

cara r-.lcnanente o uso de métodos assintóticos. Este nroblena exi::-:; 

te tambér, quando tral;alhamos com as T'ledidas t.radicionais e outros 

t-. i iiO;"' .. ' (.1c·.·. rn,e~<.ll'.c.lc"'S ' ' a-O t d ~ .,.t l . t. ' T-' _ . __ .. ,. ae assoc1aç es u aGas no ca~1-u~o an .er1or.~or 

outro lado, a teoria assintótica é comumente usada em prob1ePlas 

relacionados con classificacão cruzada e na maioria das vezes nle 

namenU· sati:::.;fatôria. 

Consi~erando as rs variáveis aleatórias 1'J. . senc1o 
1:-J 

qidas ;:>or ur1a distribuü;ão rnul tinonial com narâmet:ros n E: o 

r e 

ar:10::;tracrem conjunta em todas as celas - temos que f r>ara qualc:uer 

tamanho de anostra n: 

Í \Ir',· (n 
L• ;_ V- 'l. • • 

'/ar 

C~ov 

J.] 

[ (r1 (P .. -p .. ): = 
lJ lJ 

.- fr1 (P .. -p, .) 
lJ lJ 

p .. 
1 .., 
.~ .) 

(1-p, .) 
.lJ 

( • ') ....t (v r) - - P . . P k Q, par a 1. , J r .. , · . 
. lJ 

Usando estes resultados da distribuição multinomial e 

os teoremas ( *) Al e A6, se•::rue c:ue: 

(*) Os teoremas referidos neste oap{tuZo se encontram enunciados 
com refer~noia no Apindioe 1. 
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i) P ij converse en probabilidade, para p i j rrualcJUPr qut::: 

seja (i, j), e 

. . ) 
]_ ]_ ' () vetor c = \ffi{P .. - fJ • • )) I i -- 1,2 ,r ; I . . . n J_ J lJ 

:j -- 1 I 2 1 . . . ,s 

converge em distribuição para uma normal multivariada 

singular con vetor média zero e r:1atriz de covariância 

2: =!\ - pp'.., 
fJ 

onde/\ 
p 

p 

c; ur:12'i rs z rs natriz diagonal 

baseada em fJ, isto e, os eler1en to r: da cliaaonal são Oc3 

elementos do vetor p; e a sinnul~r 

' ,, 

i j 

n 
~..) . . 
lJ 

1 

Para estudarnos as propriedades ussintóticas do esti 

r!'tador c"!e ). (L/C) , três Sll ~os' ,..,(-::nc "' " l~· .. -L-'.; _) ......... o..) deven ser :F:citas so1·rr' <I 

çao: 

Sl- Para cada j, seja Gnico o Indice i tal ~ue 

,--, - n ,_, ( ) . - . ' . . , 
f:''-. J ' J.J 

. ~ . .,. . ., . 
S2 - SeJa un1co o 1na1ce o. 

)_ . 

SJ- p(n). seja diferente de 1. 

n° r·~r~l.Cll 1 ~rE 3 c J~n~1'ce~ dó 0 1 ~ ~~ ""' ;:::, ~ .- • <.. - L.. . . ..L C.t. • .._., - ......._ ,:::) .:;-:; 0 c. •·~' ,._ ser ao denotados 

por 1 (para nostra.r a der·endência de j) e por i* respectivamente. 
j 

n SUnQrl·~;Q CJ 1~0~ ~arar~~ -uc 1 (T /~) J~,;n ... f; _]· __ n.fe·~e·rffi.l'na-rdo. "• -'- _;:, '·,-C-'-_ L) '. :> 'j 'i.t..-•·c •,; ..:: ·'' \.Ui 1,/, -'·'--· _ . -- - . -

Soh estas suposiç~es, pela converq~ncia 0n probabili 

dade dos ~'. . e ust1ndo os teoremas A2 e !'3 t:.emos c:;.,;e: 
:L] 

( '') 
l; •• 
l' -' 

- D } 
-i .J· 

J 

converge em protabilida.de para ( p. . - p. . ) 
IJ ljJ 

1\ • 
.nSSJ.D 



converge em 

rnax (:7 f' ) --· max (P .. ) - p 
lJ L;j lJ i-1 j i i i _) 

probabilidade para 

max ( p .. - oi.j) = max ( p . ' ) - n 
lJ i lJ i j 

j_ J j 

Segue do teorema A4 que (P I \ • -

\ffi; J 

-··- p 
(m) -~ 

.J 

""'" 

r . . ) tf:"'r" cli s tr i. 
J j J 

buiC::ío limite degenerada com nassR no zero, ou r•r' outra.s ;,ulavr.:.1s .. 

P(P 

an5loga podemos mostrar su0 P(P( , =P.* ,n 1 • l · • 

~~.F. - Distribuição Jlssintótica (ic Est.in::vior de ) (L/C') 

_'] 
C' (m. ', J. - P (,..,\ 

\ ~ • L J • 

1 -

Pela convençao dada em 2.3, o seu estimador sera: 

~ D n 
~ J. (m) j - ' (m) • 

)._ ( -- ~-i-

) . 
::ssc est o r ~. 1 c·~il-~2o exceto auan~o P - 1 ne 1 a - 1....-l . .. : ..].... ..t.. LL......;. ! ~ ~ " ·:i i '~...i:. ..... ( ) - ~L. J. •·· ..L 

rn .• 
suposi 

ção S3, n 
· (rn.) • i 1, a probabilidade que P(m). ~ 1 convergir~ a ZE 

ro e o teorema ~AS permite que este fato, P ( ) :;;; 1, seja despreza 
m • 

do ern terrtos assintóticos. 



Para ana.lisarrnos o conportru'"'<E'rto assintótico ele 

À(L/C), consideremos as seguintes igualdades 

Vn )_(L/C)- (L/C)]= frl(~ p(v.)j- p(m). 

1 - p( ) 
r:l • 

';' 

-i P (m) j - ;.: (n) • 

1 - ,-, 
~ t-· (m) • 

yn j ( p ( m ) j - p ( m) j ) ( l- 0 ( m) • ) - ( p ( m) • - D ( n) • ) ( l -- ~ p ( :0 ) j ) = l- p ( rt) • 

{1 -
") 

o ( ) ) "· m • 

convcrq~ncia. em probabilidade 

posi,;ão S3 , o teorer:1a A2 nos garante nue ( 1 

converac cn proba.biliCade r:o.ra 1. Senue .. ' 

sintoticar:tente yn("A (L/C) - À {L/C)) e 

11=':- r,- ( n ) vn . , , ( ) . - o ( ) . 
-~; m J · m J (l-o() ) -m . 

(P. -
{m) • 

_) 

2 
f,l - o ) , (m) • 

.._ '1' t '1- • -'-er:r a nes::1.a c.ls rL"Ulçao. 

) 

(m) • J 

cios P. 
l . 

1 ·-:) ( r:-l) • 

e pela su 

0 1/(l-D \ 
'(~) /, .L "(;:~) .' 

as 

Na express~o acima os termos (1 - c 1.,.,,, ) e (1--!:: o 1,.,) . ) 
'• ht 1 "' , ,,:.[ J 

J 
são constantes, assim por simplicidade de notação passare2os a es 

crever. 

'{il [a E (:p ( ) . - P ( ) . ) - b (P ( , - p ( . ) ) J j m J m J m, • m • 

onde 



(1 - p ( ) ) 1 m . a = ::: 

(1 - p ) 2 1 - f'' {m) • ~ (m) • 

1-Z:p()" . m J b = ___ ,...,:.) __ _ 

Cons.iderenos para x, um numero real, e i* com 

os significados anteriormente definidos, os seauintes eventos 

V 1 
:= { ljTI [a ~~ ( p ( ) • - p ( ) . ) - b ( p ( ) - p ( ) ) J :: X} ; m J m J ~ . m . 

.) 

í\J . = {P - p. . } 
J (m) j l·J 

J 

Í'7* = { P (m} = p } . i* . 

~ f~cil verificar que 

V I = V n ( (\ Í'i • ) n yJ* • 
-; J 
J 

Como vimos anterioemente as probahilic1ades dos even 

tos I·Jj e H* convergem a 1, segue que a probabilic-:!.ade do evento 

UI h'.} n VJ* também. converge a 1. Com estes rc~sul tados o teorema 
j J 

A6 nos diz que a probabilidade do evento V' converge para o me;2 

mo limite da probabilidade de V. Em outras palavras, o conjunto 

de resultados at.é agora vistos, nos permite afirmar que a distri 

buição assintótica de '/D(~ (L/C) - À (L/C)) é igual a distribuição 



assintótica de 

j 

Esta filtina expressio pode ser escrita como 

, 
(P. . - p. -·) - b L: (P. * ' - o.* . ) I 

liJ ljJ j l J 'l J -

ou em notacâo natricial por 

IT' U 
n 

onde Un e o vetor de dirnens~o rs. 

vn (P . . - p .. ) : i = 1, 2 , ... , r i j = 1 , 2 I ••• , s) 
lJ .lJ 

e TI é: o vetor ae dinensão rs em que a k-ésina coc:r_·df'nada sode ser 

escr.i ta, usando o delta dE"' Yronc,d:cr, nor 

sendo que: 

li • 
j, -- 1.1, 2r + 1 3 , ... , (s - l)r + i'". 

0 

0*- i*, r+ i*, 2r +i*, ... , (s- l)r T ~* 

Cono vlmos anbc.,riormente, Un tem uma distribuirão as 

sint6tica nornal nultivariada singular com nédia zero e Qatriz de 

covariância I:. Sabemos então aue IT 'U te:m assL toticarr1ente uma - n 

distribuição normal com média zero e variância dada por TI':S11. 

Para encontrarrnos uma forma explÍcita para a variân 

cia - ao invés de trabalharmos diretament.:e sobre TI' :ZTI - considere 

1 r • d -mos, para um vaÁor r1xo e n, a expressao 



vn r/J. \~ 

j 

Var ( 

cr .. 
1 --· 
~ .J 

"I 
-' 

J 

r .2 
-· n :a Var 

f'• • . ) 
]_ . J 

i 
..) 

p.; _;) 
.• L -1 .) 

- h ;:: 

J 
(P. * . ]_ J 

ter:os r_:uc': 

Podenos ent~o considerar ~ P .. co~o sendo a 
-' l.;J 

• .3 7 . 

ç·ao de sucessos eP n ensaios de Dernouilli cor:~ pror·.ab5 lidade c2e 

!: p .: . ; an.alo~;amer~tc~ ? . * 
.. ; L • J J. 
j J "1 

. .J --
Ç~él() cç~ suc:es:;c)s cor:: r· rcJ!_~- 2 \· j_l i (1 a à. E:~ .. * ]_ . 

Var (': 

V ar ( P _, * ) -.. 1.' ar 
J_ 111 

~ar~ calcular~os ~ covari~ncia entre f 
., 

J 

(l - --
:_ j j 

i.* j 

(1-·I: 
j 

.~i i* ::ara alc;un:-:; 

lares de j . Tomemos então R
1 

como sendo a so:·:;:o:. 

Te 

to 

v a 

Lo 

dos os ualorcs de j on~e 1 - i* (esta son2 ser~ derotada ~nr 

s ()f~<). I ara todo ~ -~~"1<: r1o E3 P .1 c· r~ 
3 -i-' 

.J 

r"; C' r; cJ ,:_-~ r~ 1 • c: (J r1 este artifÍcio !'XO 
.. L 

-porçoes multinomiais corn ilidades, res ctiva~ente: 

r 
.r]· • l. ="1. *1 
l. • j . J 



r c 
j * .J-í -i 

.J 

- !~* C· 
j_..;j 

_) 

l.lén cl isso Rl + p2 + P.-) • _, Us,-:-tndo 

t~o os resultados da distribuiç~o multinomial temos: 

Co v 

_.. '\.'a r 

-- J - n --

- \ * ,-., 
~ .: ·i 

..... 1 
- .il 

(~ p ~ p 
ijj I /, 

i*j j j 

(H, + 
-" 

n 
I ' l 

+ cov 

'"""I -~· 

.J 

( )' 
.i.!, j j 

:) . . 
'l ..., ·i .) 

(1 - i:* 

- I: 
j 

) = 

+ cov (E 1 , + cov 

- '* 

( ) (\ 
u ,•·' 1. i 
j . -~ .J 

)~ fj ! 
L• f· i *j .,: 
j 

() . . 
l·l l _, 

o: J, 1 

l} 1 ~-

) *r:· \ .. Ji ..; I 
..;..! 

( n '2, P \ 
3 J 

'\ .... * -. '--~ 
L, ij i ..! :j ) ·• 

Substituindo todos estes resultados, aros algu~as sin 

pli caçõe:3, encont.ramos: 

V ar 
r 1/n ;;: (P. ) b 'i' (P )l ., 
t a pi - () J -_j 

,, 
i *-i * -1 j 1. -1 j l ·-' 

~ _; .J .. , 
_) 

Esta variânci.a é zero se e somente se 



. 3 n. 

'i'* () = " 
() j~ ' p ou L: p, 1 l. prir:c~ira si tu ao i 

"'- L, . *. 
jj 

--., ., 
1. J .1 -; ~1 j ..: .J -i j ..) J .J 

ocorre se l· = i* para t.odo j ou seja, se na popula(?2lO t.odos os 
J ' 

máxir:1os c:!o coluna estão en una r,esma linha (,\(L/C) = n); <" a se=: 

nunda se 
·' 

cada diferente de zero 

(À(L/C) = l). Por outro lado, snb a suposicâo S3, esta vari~ncia 

nunca ser~ in~eterminada. Por filtimo devemos 

de n, não dcr~c.:nc1c do 

nho da aMostra sendo portanto igual a variância assint5tica. 

.c:o}-:, 

Resunindo nossos resultados at~ arara, no. 

., c c ... ...;. c·e 'ITjr') ..:;:. ~_. /\. \ - : \_ ~ 

a f ir 

de 

o vari nr i 

flaJ_ 1 c1a_c~~J r~()=r: 

! l 
l ... .L 

r 1 
\ _L ;: p ( ) ' ) n J 

J 

(': 

De acordo con 2.3, 

)/(1-;)(' 
• - r11 

'3 
) 

cono o estir~ador da ','ariância assir:tót~ica. de .p: (\(L/C) - \(L/C)~ 

lo teore::-'la A2 

te, OU SOJa, CODV~rsc CD r para a variância asslntóti 

ca. Aplicando-se o teorema 1'2 seaue r'ue 

-
\[i}().. (L/C)- À (L/C) ) x ( 1-P (m) ) 

3
/ ( 1- I: :0 ( . ) . ) ( l: P , + P , - 2 !: P , ) . ) 

j rn J j (m 1 j (m J • ,m J 

é assintoticamente normal com média zero e variância wn. 



Este E; resultados nos permi ten traha lha r ( ccn tcn:1os as 

sintáticos) con intervalos de confiança e test:es de hipótese se 

bre .À. (L/C) cruando cst.e é cHferent:e de zero ou um. Se >\(L/C) =' 0 

a probabilidade de \(L/C) =O converge a l. Se ~(L/C) = 1 

), (L/C) = 1 sem qualquer aproximação assintótica. Hipóteses do ti 

po ~(L/C) =O ou 1, com qualquer nivel de signific~ncia, -ser ao 

rejeitadas senmre crue ,\ (L/C) =I O ou 1, resneci:i vamentE~; i nt.f•rva 

los de confiança devem excluir os pontos n e 1, a menos aue 

\ CL/C) ou 1 auando os intervalos consistirão sor-:tenb:"' 

tos O E: 1, rt?spect:Lv<1T'1e:tite. 

2. 7 - t.decn_lFl_.~,..._~·_i_d_a_c:.....,e:...... __ c_'lc_'-'l.....:....l\_,._D_roxisação ___ ..... _ 

Goodman e Kruskal (1963) mostraram a adec:uaci.dac::e da. a 

-
proximaçao de À{L/C) para as seguintes situac~es: 

'l'ipo I 'I'arnanho T:fúmero 
de À(L/C) da de Fiqura 

C las ~:-;i f i cação t-----+-fJ-ll_.l_o_s_t_r __ ·_a--tl--1>-un_o_s_t_r_a_s-+---·--

3 ){ 4 1/3 200 ~r: A 

. .., 
X 4 1 I-~ 100 sn T.')) .:;_, ...L./ _, 

3 X 4 l/3 100 100 c 
~ 

4 ?C 3 - 4/10 200 sn !"\ 
~~·· 

-· 4 X 3 4/10 100 50 r: 

-4 X 3 - 4/10 100 100 F' 

2 X 3 1/10 200 50 G 

3 X 2 4/10 200 sn H 

Os desvios da reta pode..m ser atribuídos a duas fontes: 



inadequacicJade da aproximação e flutuacões anostrats. Podenos ob 

servar nos gráficos apresentados que a aproximação nã.o é satisfa 

t6ria para as probabilidades de cauda principalmente para ~(L/C) 

distante de 0.5. Este fato era esperado tende ern vista uma .. 
poss~ 

vel assimetria na distribuição de À(L/C) para o caso finito. No 

- -f' ~ qeral, 1.1:rna comparar;ao com os qra .1cos mostraCLos por e 

Wood (1971), para peauenas amostras de una distrihuir~o norMal, 

nos indica aue nossa aproximação ~ satisfat6ria. 
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2. 8 ··· Problemas Amostrais 

No uso da teoria assi.ntótíca, um problema apé:-trece no 

cálculo da variância, quando ocorre empate 

para a amostra de tamanho 50 na tabela, 

I cl 

Ll 9 

2 L2 ! 
I 

---f--

L3 
I l ! 

t L4 
1 
.J... 

! 
l 

f 
' 13 I 

tenos 

-\(L/C) ;;= 

0_ 
I o 

10* 
j 

I 1 

l o 
' I l 
i 

' I 11 

33 - 16 
50 - 16 

I 

c3 !I 
-·-- I! 

2 l 
! 

4 
I 
I 
L 

14* I 
I 

6 I 
! 
! 

i 

2r:: I 

= • 5 . 

nos ~·J. • 
~.s 

Por e}<er'rlplc~, 

11 

lh 

J(, 

7 

50 

ou p3 .• No primeiro ~* P(m)j = 10/~0 

e no f_;eaundo /:* P (. } . = 14/50. Teremos então para cada escolha , -· m J -

vari5ncias diferentes, aue resultar~o diferentes intervalos de 

confiança para .\(L/C) . Para o exerrtplo dado acir:1a, os intervalos 

obtidos através de uraa distribuição norTial para um coeficiente de 

confiança de .95, são respectivar1ente: 

(.2805, .7195) 

e 

( .3132, .6868) 

l : 



r:st0 prohlema nao tem, ainda, una soluc;ão teórica ,mas 

para aplicações práticas podemos tomar a variância co:mo sendo a 

- ., ' 'l .,. • • - • • t~t. p • ~ 1 rnea1a aas poss1ve1s var1anc1as ass1n o 1cas ou o nax1mo ~e-as. 

ta Última solução tem a vantagem de qarantir un linite inferi_or -

rara o coeficierte de confiança (ou superior para r) 
.,. ., .., 

n.l -.:.;c~ .L (.;,_c~ 

:nificância) e por e~ste motivo, sera usada en noss,:l.s fut.uras apll_ 

t . .L - . ·crce1ra so.uçao ser1a a 

e ocorrer er c:unostras reais ,ncE_ 

F\ O que !10:'3SélS suposições rnpulac:Lona.i. s scj aP1 Vl·"'rc!c:dl': i!' a.s I t: í.'"'t'Uf.'· 

( 1 
-· 1. r; 

;1 (L/C) 1.1rr •.. 

tre \(L/C) i OU GUC a aTa CJ .S ·t:r a. OU rrJ 1 i i:Or':'i. j_ él T 
.L: I prcci ~;a redcf:í.ni 

da pa .. ré't U"' prossec;uir:~_ento elo estuc.'Jc). 

2. C:• ·- l'.rr'o1:;trac:en rTul tinorüal em cac·l~'- colura 

?o invés de ret.ira:nnos m:.1a anc>stra com rcnosicão de 

todas as rs celas, pode ser necessãrio ou desojfivel qu0 f: i xenos 

ur;, t~ar.1anho éle êlmostra rara cacla coluna, ou seja, 1..1.rna. <'3.r.10ô>l:ru reei 

(ia pelo procu·to de s distribuições Multinon:iais indepenél.er.tes. 

Com os totais de coluna fixados, os Nij 's estão agora 

sujeitos a s restrições. 

cada j e qualquer n.j' 

l: N .. = n . 
i l] • J 

n . f(N . /n , ) 
·]'- ·J .J 

alén de = n. Para 
i j 

( p ij/ r: j )] ten1 média ze-· 



!:;') 
# ........... 

. - ' ro, varlancJ.a r.1 
..L. 

(-- !, )"'! 
~ ~) .: -í I u -i I -

J.. _) • _J 
e covariâncta 

-(P.-;/l' .)(p,,./p .), 
:lj .J -~ J .J 

. ,/; 
J. I 

' I l • Quando n . -+ ro, a distribuic~ão 
.J 

assintótJca conjunta ;-)ara t.odo i é Fmltinonnal corrt médias zero 

e mesma estrutura de vari&ncia e covariância do caso finito. 

distribuição assintótica conjunta para todo (i, j) seaue da inde 

r:enG.ência entre as c~ol.un.as, mas éle,.JE2r;tos ainfia assllr~i.r (11..1c~ o ]_j_n:i-

te da razão n .;n existe e é diferente de zero cu un quando n -+ :x 
I 

•.) 

?ara este SE;J;; 

outros conhccj_rentos, est1nar os o.~'s ~ada a ineenen~5ncia na 
' _t_ .J 

1 istribuicão amostra! das ~robabili~adcs condicionais (r. /0 .) 
- J.] J 

~ssjrn pcdemos, por exunplo, assu~ir con~ecidas as rrobahiJi2a~es 

p -i , s. . _) 

r;uando cs r S 
. j 

para um c:!ado tamanho total da ano~>tra n, 

est:ünador natural dP. :.· . . In . 
:1 J . J 

e }.·: In 
-' .; -.J· 1 l .. 1 .. 

_L "-

como o estimador de r.~. 
.L.) 

()S r1 . 
i> J 

se 

= n o 

CC)J1h(~Cf·i--~OS 

. j 
( *) • t JITt 

' ' .. J 
te 

os ! 

ras temos os n . 's rroporc1ona1s, o mesmo crit~rio node ser adota ., . .) 

do. 

!\. ~-redidi1 f. (L/C) ser estirada da mesMa maneira 

que em 2.6, mas a estrutura probabilistica do estimador e diferen 

• "1 a lDG ndê·nci a entre colunas. Sob 

cõe~; de~ ? • 5 e asstu;u o que os n. j são proDorcionais às r:>robahili 

dades marginais, podemos mostrar de maneira anâloga a 2.6, que 

n (~(L/C) - I. (L/C) é, tam.bém nesse caso, assintoticarnerd:e nor 

(*) n p não é em . '(] 
., 

gera& um inteiro 1 mas para nossos obj e t1:vos ar: 

r;t:ntt.Jticos este 
~ 

fato nao 
~ 

SB1?a .. z:mportant:e., 



mal, com rnffidia zero e variãncia 

1 I once ('(r•'J. 
' J -

+ (l -

- 2(1-of.,...,'J 
\J.!t 

2 ,, 
) L. P {m) ,J· 

:j 

r 'c ) . .m J 

(1-f, ()( '.) 
j . In) J 

í1- • I '- . i- (m) j 
., 

p o i + • J ..... 

rl ("' Ir-
" - '' ( ) .'I ) ( ) fil J '· r:l 

r'"'*'J' 'i'('c o' ;'r \ll i. L ' ( m) -; -· t. ) ( ' , . ( . ) , •-' . , ; -< J 
1''.1 . ffijJ ,:r:t] .J 

dr::nota o o o o da coluna j , para o nua1 o o 

l J . J .• 
e máximo 

Z* ten o mesmo sinnificado anterior. I~ssa 
............. 

var1anc1a e zero se 

some~te se À (L/C) - O ou 1. Podemos estimá-la lo seu análogo a 

-
costral e dividir n ( 1 (T/C\ '(I/•") \ ~·)e]~ r-"1° z ' 1 '"'·~r"c'"' 1\ .LI f - .1\ _J \_J 1 ~- ·, .C..._ (",J.. ~' ( ,,4L,,t(l. (.J, _,...(:"' 

'· 

de :"'onna r-r·ue a exnre--c<· :;o re'~'llt· ::>nt·e· -~·nrr' . -· f ..._ J:- ~ .. .;1 ~:> Ci . _. •·-· t -· ç_~ .r. 1 -~ _. 1.- --~ t cl i_ s tr· j_ t~ll i C' ãc; ·-

normal péH:lrão. 

2.10 - cor·1en tários Fina:Ls 

Good:rnan c Kruskal (1963), fazE-~rn ur.1 es·tudo sobre a con 

portanE::nto assintótico de alguB.as das nedidas estuclada.s no car:-ít~ 

lo l. Ec":;uJtados simila_res, mas co:mpl(~xos, são as ou 

medida de asso 

ciaç~o m~ltipla, as exprcss~es para as vari~ncias assintóticas 

mostram uP: método ::1ais simr.-üificado de obtenção <-'les,t.as variânc:Las. 

ProblePlas como os do nao curnprimem:.o ela uni.cidade dos 

máximos e o tamanho das amostras nao proporcionais as probal:d.lid~ 

des marginais - para o caso de amostra9em independentes -

neceD sem solução. 
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CAPiTULO 3 

3.1- ~rPli~inares 

a ser nroposto cons1~era o caso de uma popular5o, classificada 

l ., 1'... . ,. x(l) .,(2) acorco con r+...._ po .1·,_om1as x , , A , 
I T)) 

X •.L' 
I • l\ "lari.ável 

tino 

estudo, ~ chm~ada variável dependente ou resposta e 

. .. 
- à [Jr1DCl. 

pio - e::,:plicar ou cstinar Y de algum,1 for:.a. ~~o:~so 

se cionar quais variáveis X's, que melhor en ser l.1Sa.das 

ra este objetivo. 

lJÓs -n.acJ nrcssuuorenos a 
" ' 

exisi:ênc.i.a de urna rclar:;,1:o fun 

cional entre Y e os X's; esta relação, caso haja interesse, -

pode ser encontrada e o no~elo ajustado a selec~o das variá 

veis. Uma si.tuação, ondo o método poderá ser aplj_cado, SE!ria por 

exemplo, na realizaç~o de rnn estudo piloto, co~ o objetivo de se 

lecionar nuais as variávEüs que devem ser futura.Jllent.e anostradas 

para estimar Y. 

Consideraremos para a aplicação do método: w:~.a amos 

tra regida por uma distribuição mul tinomial sobre o cruzar:1ento de 

todas as politomias em estudo e que as pressuposições necessárias, 

para a aplicação da teoria assint6tica, são satisfeitas. Para a 

situação onde temos amostragens mul tino:miais indE~pendentes em -



cada classe r o método tarü:én po(~crá ser arlicado cor:. a'" T'10C] ifictt·-· 

çoes necess as - estudadas no capitulo anterior - nos restll ta 

dos assint6ticos. 

Na escolha df.::> uma medida de associação para a apl.tca 

çao do método, levarnos em consi.deração, que as fJOli tomias X e mes 

mo Y, sao dos mais variados tipos. Outro aspecto importante foi 

que o tíoo de associação, que estanos interessados em detectar, é 

;i. (L/C) surgit1 então naturalmenb':' 1 com 

a vantarren Adicional de urna f.âci l intf>rnretabilüiade. 

l\ netodoloaia a ser proposta é ar·álo(Ta, en sua est:r~<J 

téqia, ét() n:êtoc1o ou seJa, a. cacl.a nasso DO 

dc~os cr ou ~ão a inclus5o dr novas vari~vcis. 

J. 2 - c ~ 1 étor1o de Selecão 
~-

ConsJdereT10S ur~1a. amostra litomias 

H ( l) 
L\ X

(P) 
11 e • J Nosso primeiro 

~ 

r:•asso sera selecionar a 

;)o li tor1.ia X, co~ naior crrau. de assoc.iação com Y. Para tanto, ro~c 
,,. --

mos construir as as classificaç6es cruzadas Y x X(~) 

1 l ~ (" 'v ( ) ) 7\. l' t . V e C c'l. CU a r A t / <'- i • 1 .. pO. J. - OD.] a _.. , 

e port:an.to associação con y .. , 

nue fornecer o naior 

ser5 selecionada. 

l\pos o priineiro passo, temos selE.::.ctonndo urw 
( Q. 1 ) 

- ( o ) 
À (Y /X ~. · ) 

poli to 

:rnia X ..L Podenos ent~o, construir novas politomias atrav~s du. 

I (i • \ 
re ,.~,..,,,,..1er-(~;,..... ~l<··~s "'-1 ·-·ar"""' {X'' 1' :..,w;..:..J..ti-Ul d ;;·C~t ... l l.i. __ .._ 1~' . l .. c ........ ': .. ..:;:.; ..: 1 denotá 

(Q.l,R) 
-las por X • O segundo passo será então, anâ.logo ao flrime_i 

ol,o 1 . - ( u.l) x· (t)) ro para as poli tomias X e se ec1.onara. o par X , _ 

mais associado com Y. Ten;~mos aí escolhi.do a segund.a variável 



f o \ 
\ ' ,. I 

1:, 

c nademos prosseauir agreaando e aplicando 

p:Lo 
( O, 1 ) 

de escolha, para X -

f o \ 
\ 1., 2 J 

X - X 
{S' .. ') ) 

,J 

(9 
-X 1' 

- v ( 9. 1 , 9, 2 f 

- ,, 
r• n ) 
X 3 f 7 

~- ( 

ç 2 f j ) 

assim sucessivamente. A medida que estar:tos usando a partir do se 
(~1' 12'"""' ~k'i) 

gundo passo, À(Y/X ) , po~e e deve ser interpr~ 

tada como a medida de associaç~o mfiltipla definida en 1.2 ,c 
( \', 1 ) ( V ') ) I t• \ 

l b t - 1 .. t d ' ( Y/ X . .· v ·- , v '- . k i v ( )i co so.~rc es.:e angu o e1eno -a a por t\ , , ,. , ••• ,,, ,,. 1. 

l\o agreqarrnos uma nova pc1itor'1ia, o fato Ü:t<'ortantc: 

~ -e o nao decrescimento da medida de asociarao. Para rostrarmos es 

ta propriedade, consideremos as poli tonias l\, n, C E: ( ):',, C) , ~;en 

do a Gltima obtida pela anregaç~o de E c C. Seju: 

P (m) • - max 
i 

k 

Pij = a probabilidade da cela. 

• • 1.-lJ.--

= 

prohabilidade da cela 

L ('• - n 
~ (m) J. ,. (m) 

'). 

1 - o I \ 

\fi1. I • 

À(A/B,C) = \(A/(B,C)) 

!~ 

-; k. 
""-

p, 
~-

segue que 

= rnax 
i 

r r .. = 
j ~J 

1 --

max L: L, 0ijk -
j k i 

P--; ' 
,) 

} .... 

max p. 
i l . • 

= p 
(m) •• 



Por outro lado, 

=> 

(). 'k lJ \. 
< rnax 

i 
Pij}: = P (rn) jY: 

o .. = t p .. k <L: n() lJ k lJ . k ~ m jk 

v (i, j, k) 

v: (i, j) 

= > n ( . = max p . < í: p ( ) . , V i 
· m.lJ ·iJ ···k rnJ.r: -i 

=> I: o < L: 
,. 

(D) j 
Lt 

j j }:,: (m) jk 

Usando estes dois resultados te~os ~ue 

< 

7:: 
j k 

Q I 
. \:1) •• 

1 -· r (m) • 

ou 

À(A/~) < \ (~/B,C) = ~(A/(B,C)) 

. 57, 

Esta iedade pode ser interpretada, consideran~o 

que a ac;reqação de duas poli torüas produz uma partição da popula 

çao mais refinada. Com i:c_:.to, o nÚmE.~ro de celas •,lazias ou con r~ 

quenas probabilidades, tendem a aumentar, crescendo consenuent.e 

mente o grau de associação. 

Para exer::tplificar este aspecto consideremos t:r:-:a pop~ 

lação de 20 individues classificados de acordo con tr~s rolitomi 

as Y, X(l), x( 2 ) com 3 1 4 e 5 classes respectivamente. Considere 

mos também a politomia obtida pela ag·regação de X(l) e x(
2 } e as 

seguintes classificac6es cruzadas Y x X(l), . , Y 
v (2) 

X ,d .. 



i 1 ' 
\~ 

(v'.~ I 
h h I 

i 

y 

xl 

x2 

(Xl X2) 

v(::')) 
,,t'._ . 

l 

2, 

2, 

2, 

7, 

2 3 4 5 

2 I 1, 21 3, 

3, 1, 1, 1, 

4, 3, 5, 2, 

9, 3, 10, 12, 

I 
4 5 f 71 

À(Y/X( 2)) 

$5?. 

6 7 8 9 lO 1,1 12 13 14 15 16 17 113 19 20 

1, 31 21 2, 3, 2, 2' 1 I 3' 3 1 1, 21 1, 2' 3 

1, 41 2, 41 1, 21 4, 2, 4, 4, 11 1, 3, 4, 3 

4, 2, 4, 21 11 2, 4, 2, 4, 4, 1, 1, 3' 4, 3 

4, 12, 131 7, 141 11 9, 2, 14, 14, 1, 6, 3, 9, 13 

2 

20 -· o 11 11 

(1 + 3 + 2 + 3 + 2) - q 11 - 3 2 ---- --
20 - o ll 11 



~(Y/X(l) ,X(2))= (l+l+~+l+0+1+3+0+3+1+0+2+1+3+0+0+n+n+0+0) - 9 

2fl - ~~ 

18 ·- 9 9 = 
11 11 

v ( 2) ' 
,:, ) devemos observz--1r 

consider'"ássertos sor1e11te as C 1 "' 0 c e Ç" cc·,n1 f'rnauê."' c i " dl' f_' e r E'. n. t ... · r-' r._l.•.'-' ..J... c..~ ... ::'! .,:J -- ... ) ... ~ ~-- ~- . -~ ...... 1 i ··'· CJ. - _ _, 

ro. Isto ~' no exemplo acima node~os desprezar as classes 5, R, 

1 •. 1" 17 } 0 lr '?Q l't . rx(l) ". ( 2 ), J, o, , _o, .:·, "" e cons erar a po l Or:ll0 ,, , ,., 1 

tendo sonente 11 classes. Este 
~ 

processo scra ~ar ::". ut.:iliz 

como 

nas 

Podenos aqora usar o nao decrescimento da medida do 

associação, para estal~eleccrnos urna re(rra de ''arac1a no processo de 

seleção. Esta parada, no entanto, poderã ocorrer de maneiras dis 

tintas. l\ prinE::ira forrna ocorrera, se um desejado nível de as~~ocia 

c5o \ estabelecido a priori, for atin~ido estatisticamente. Usan ' o 

do a converg~ncia assint5tica,a cada passo porlemos calcular o in 

tervalo de confiança unilateral para um dado cocficJ.ente 1 - a,; se 

este intervalo contiver ~ , o processo para e as vari~veis selecio o ~ -

nadas serao aqu~le3 agregadas at~ este passo. Isto & o mesmo nue 

realizar un teste, 

À(L/C) =À contra 
o 

,p , .:J • •,c• - • a um n1. ve.L ue s1.c:;nl.L 1canc1.a 

À{L/C) < À o 

a, da hip6tese nula 

Uma outra forma de parar o processo acontece, se a 

agregaçao de uma nova variável não produz um acréscimo em ~(L/C) I 



-et h5 reduç~o na probabilidade do erro previsZio. 

,-·· n 
r· 1' 

assi.n sendo, selecionarernos as variáveis agregadas até o passo an 

ter.ior. ?, terceira forma é aquela em c;ue a assocü:wZío :·::iSxir•a 

~· (T/C) , A , l; _ ·- J. D a·tl' _n_crJ~_c1a r ou se-i a .,.. '~ ~Tarl' :- ,'o"•l' ,.. "' ,,1 . '' ,_ .. _, __ • .) , o.·- . . c1 " ... .~ ., c e c l 

este pasr,c;o pocler:1 fazer uma prevtsão "exata': A Úl ti::na, e menos de se 

j5vel, ocorre nuan2o todas as variáveis já est~o a0reaaJas. 

UL1c1 

':élL .. , 

·:·c· 

indct0r~in3c~o s5o válidos. No entanto o truncanento do processo 

irá ocorrer, se for o . ~ - . caso, Ja no pr1me1ro 

fixado nar~ a primeira .rc,~-r:ca. 

de rarada, ~eve ser Menor que um. ?rirneiro poraue a 
~ . 

conVf'rgencla 

~ ., · (r 'c~" nc A -'! .-; = 1, se ~(L/C) = 1. Assim sendo, se associaç~o total 

desejada, somente a terceira regra deve ser usada, pois as outras 

rer>reser,tm'1 u?na frustração deste objetivo. l\o nosso ver 1 em ter 



(" 

mos cos, u obtcnc3o de .\ (L/C) = 1 -nao requer urr·, r1étodo de 

!'10 sentido proposto e por outro lado, não gostaríamos de p5::_ 

aar o preço necess5xio para termos tal orau de <~1ssociacão. 

Uma variacão no rn6todo dever5 ocorrer, auando en al 

r:rurn passo ttvermos duas ou nais agreqa<~oes com a maior associação. 

l:.!este caso uma escolha :nessoal, dentre a~3 aarec:rações que rc::-mlta 

ser felta. Por lo , no }'r ir'! E' :i. r o 

1 't . v(i) .,.(j) t-' 
f3C se as po.LJ. or:uas "'· e K en, o r1Psnn (c r::a.ior) n-r<lU dE.:: 

emos selecionar senunrlo al 

1a.s.. (~ê~.so o r~a:r~ tenharrl conjunt:an·er:t:e UI" uuto crrau de 

asociação con. Y 1 estas duas variáveis serão acrrecrada.':~ no - . 
~.)r"();.{_lmo 

passo; se isto não ocorrer, c r~ue no segundo n~sso encontranos 

um outro par que fornece maior associac~o co~ v. Neste ronto deve 

lhor conjunto de vari~vcis, nas reduzir o con.unto inicia 1. de va 

ri.áveis. Este prohlena tambérn é encontrado nos ::1ét:odos clás~;icos 

-de reorcssao po:r: passos onc:_e nem seiapre o rrtelhor coi<j unt:o de v a 

ri is é selecionado. 

.~'" 

ervacao a ser ita 5 sobre a particu 

laridade do primeiro passo no que se refere a: trunca~entos no 

processo e a sibilidade de aplicaç~o da seaunda reqra de pa 

rada. 

3.3 -Comentários Finais 

Algumas críticas podem ser levantadas sobre o méto-

do proposto. Uma delas seria a utilização da teoria assintótica. 



. ' 

Este artifi o ~ vastarnente utilizado e anente aceito, tnclu 

s t VE! nos métodos clássicos baseados e.m x 2 
No caso da medida uti 

liza(la, trabalhos de n.r:. Creemmod e tLO. r.lasacnt' el'l l9'SO e !>.E. 

Kozelka 0.952 e 195 sobre a distribuição do r:táxirno em uma aiJ.ostra 

com distribuição multinor:üal, justificam t.otalmente o uso da. teo 

ria assintótica. 

Outra critica, e essa realmentE:> vá.lida, diz respei t~o 

~s fortes suposiç6es populacionais de unicidade dos Jnãxirnos. Pode 

mos nc:Js c;0nf:"()rl~ar C()J: ela.·' se leJnhrarrn()S crue este nroblen~ 
. .\, J 

co, pod0 vir a ser resolvido en fut.uros est:udos sobre 

C}Ue na teoria nodelos 

sir6es para utilizaç5o ica se) 
~-

s:.:J_í__'. 

ta . .nbér; i)ac:;tani:e fortes. 
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CAPITULO 4 

m1 EXEMPLO DE JJ..PLICAr:ÃO DO .MI:'I'ODO 

Para exemplificar o método foi escolhida uma amos 

tra de 132 crianças em idade de alfabetização, nas quais foi 

aplicado o teste ABC, sendo ent~o medida sua pontuaç~o e tam 

bérn um conjunto de variáveis sõcio-econôrüco bto1Ógicas cue a 

principio podem estar associadas com o resultado do teste ABC. 

~ ' t-.• • 1•r• - d Sendo nosso Ou)etlVO apenas a exemp_lilcaçao o me 

todo c n~o o estudo do problema em si, um estudo preliminar nos 

levou a escolher um subconjunto de dez vari~veis que, individual 

mente, apresentaram o maior grau de associaç~o de (\) com a va 

riãvel de interesse - pontos no teste ABC. 

te: 

O subconjunto de vari~veis escolhidas foi o segui~ 

i) Tempo que frequentou pré-prim~rio (X1 ) 

ii) Se tem lugar para estudar (X2 ) 

iii) Esporte que pratica (X3 ) 

iv) Com quem dorme (X4 ) 

v) Tipo de alimentação (X5 ) 

vii) Se é super protegida ( X i 
7' 
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viii) Localizaçio da resid~ncia (X8 ) 

ix) Se assiste discussão dos pais (X 9 ) 

x) Se os pais são separados cx 10 > 

Estas variiveis acima - vari~veis independentes fo 

ram classificadas, respect.ivamente com os seguintes números de 

classes: 6, 2, 6, 6, 5, 3, 3, 3, 3 e 2.A pontuaç~o obtida no teste 

ABC - variivel dependente (Y) - foi dividida em 4 classes for 

ma que se obtivesse uma distribuição marginal para Y o mais pr6x! 
.,. 

mo poss1vel da uniforme. 

~. 1 a. ~e·leç;_u- c"1~s varl·a·vej_c 1'r1de 1 + 1.• _. _ .... ___ ... ~ ..... pencen..:.es, os l.t.mites 

de confiança para o nivel de associação foram calculados para um 

nivel de significãncia de 0.05 e foram comparados com o nivel de 

associação "desejado" de 0.9. 

Com os parãmetros acima os resultados obtidos foram 

os seguintes: 



N JM:.:R J [JE: J ;.;; I:. JC lJ I:! J:,r>~,IJc ift.:.:-.: 1 O 
N-)!~.-YJ Li!:.. 1 JuiVIu:u;., ur~ PQ?•JL'..;;:·,o: 1'32 
rnv~.L o;.. _,,;,..>•iCi-·C~·' os,:;:.:J:,,,i: o.CJ•)'' 
(l••}.Ci_r;riL :J?I ~~'JtU;.i.,; ?;10R:.ú: l.64;l 

ft'E-JUt:'• f•J'J Pt~~ .... -rr< r:,*. ( 6 c:.,.;:.;s·~s) 

T~::-t t.u::;.-." P/ ,:_ ~} ~ : I .) ~; ;: ( 2 ·: !; ,;ss1.; s J 
E.:iPlHl't:. 4J~ P :-t ~~I C,\ ( 6 (LA;-)3.~S) 

C,J~I u 'Jt. j I)J.'('-1::': ( 6 cr.J;. ..i.S.·;s) 
T!P J ... H:: ~:.. .U t.: ·; 1' ;'.C l,.J ( 5 CL:,;;;s.:.:s) 
VIAJA ( 3 C!,:...>S;;,S) 
SI! P t:.:f{? P :Jf :.:(~I u i• ( ) Ct..A.:)S ·:s> 
LOC •\L I Z.. " ;:; s l -' .:. . I c I .\ ( 3 C..o>\:J$C:S) 
DISC'tJ..;s,:,;:.: ; i),Jj "P .'\r.; ( 3 e;.,:.:.;s..::s) 
Sf'P ::..Rí,Ç •'>ll ;) i),j p:, I .:i ( 2 CLA:,)SSS) 

.f: 5. 
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*'lH !I·;TUDJ DE .Jt::LEC:'\1 n: V"..~IA'ISIS PuUTJ'~ICl\S 

•i/A·· I ,\VF:I~ ,',;~S.J~lfiU/\5 ;:J:~ u TE$l'ê: AllC 

P~.s:;,J \1 !',H I;. 'h':... 5SLSC I .Jil.\Dil LA~;;JDA LIMSiJP 

1 t::SPviH'!:: tJiJ2 p;-Ut1' ICA .. H2B6 .26977 

2 C:.J'-1 (j •J,::: 'I DO?·~!:: .3116~ • 552·17 

l TlP3 ~Jf.: A L I' ~ t:: Tt .~'.C .1, J .51515 .7S5&4 

4 ;;;iJPi.íF'fU rE:CI ()!; .77922. .,q34:?1 



it:JM lf:TtlLl•J :.>t: .Jí';!,F:C~CI OS V:'.:llAVEIS hJL,ITJ•1ICAS 

._.,A,l;YL:r~ t\SSu;.;I;,t),',3 0.:•):~ J T0.:5-r'E 4BC 

~n,p: A >i E:::.; I'J íJ L t' ~~ 1JOCH C.i Si: '• :.:C I ui I AO AS: 

~~PJH~~ J]i PRATICA 

CJ•1 v'li~ 1 oun~;:; 

TIP0 JE ~LI~iiT~CAO 

. f 7. 



Foram selecionadas 4 variãvej.s com um 9rau de asso 

cias~ão final estimado de 0.77922. O limite superior de confiança 

ap5s a seleç~o da quarta vari&vel atingiu 0.93424, maior portanto 

que o grau de associaç~o escolhido para a comy)arar;ão, o que prov~ 

cou a parada no processo de seleção. 

Podemos observar pelo grau de associacao da primeira 

variável selecionada que indiv1dualmente as variãv.-:~is não aprese!!: 

tam altos graus de associação com a variável der>endente. () 

de associação final, 0.77922 , apesar de estar ainda muito 

do do desejado nos parece razoável para o nosso objetivo 

cionar o menor n~mero de variáveis possivel. 

grau 

as ta 

St3le 



1\PE'NDICE 1 

Teorema Al. 

"Se x1 , x
2

, ••• ,x 
~- n 

sao variáveis aleatórias independentes 

(~ identicanen·te d1stribuidas com média finita \1, então 

~_,eorema 

''Se 

i) 

ii) 

iii) 

Teorema ?.3 • 

"Se 

X 
n 

p 
-->X, 

p 
Yn ---> Y entã.o: 

n 
a;{ + 1--.y H _ _:_ ___ > a X + 1--V 

L!J. (a,h constantes) 
n , n 

D 
X y -"--> 

n n 

v /y 
p 

"n1 n 
--··-> 

p 
X -~-> X 

n 

XY 

X/Y 

g R--> R 

(P(Y tO) = P(Yr!O} = l)" 
n 

Referência ' 4 

e uma função continua 

então: 

(X ) p ( ' " q •L ---> Cf X) - n :::> 



'reorerta A5. 

cmtào v 
L>. 

D X" 
n 

P.efcrência · 4 

''Seja {P } uma sequência de distrituições d>:; probabilida n 

de e V um evento tal que lim P (V), denotado por P(V) n . 
n-+oo 

existe. Seja W um outro evento tal que lim 

lim 
n-roo 

Teorema A6. 

n 
"n (\l n l·n = P (V) " 

Peferência '1~;' 

"Seja X um vetor aleatório com d.istr il"~uicão r:J.ult.inomial 
-n 

com parâmetros 

u (X = n n -n 

de D = di.ag 
o 

n 

I n 

e p I 

- p) 

= ( p 1, 

Então 

p ) " n 

02' 

n 
'v' 

n 

. . . I pn) . Seja 

d. 
t·J (o 1 

r'. i ) ---> L• - pp on 
f) 

Eeferência 3 
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PP.OC:R.AHi'\ E INTPJJCÕES 

.1 Introdução 

Para 
., . 

arl.LlC 

con.trarn-se d.ispon!veis, em f i ta :maqnética U·tAS·4) , no Centro de 

Computação da Ul'HCl\f1.P. A lingua~rcm de computador usada foi 

.FOR'I'RAN IV; e~xceto por uma das sub-rotinas C!Ue taDbém se encon 

t.ra disDonível ern ASSEMBLER. Esta sub-·n)tJ.na c:m A~;SE'!iBLER 

ser nreferida - com o objetivo de ganho no tempo de execuc~o 

sempre que o slstema u o for C> DEC-10. 

A2.2 Algoritmo Simplificado 

1) r:ntra com 

a) N -- t:amanho da i'tl::tostra 

b) (Y, X(l), X( 2 ) , ••• ,X(P))= rr:nt:riz dE' dados 

c) L - nivel de associação desejado 
o 

d) - ( 1 -· a) cent~i1 da di.str i bui.ção nor·mal PE. 

drão 

e) PRIOR = vetor com a ordem de prioridade das v~ 

r.iáveis i.ndependentes para o caso de empate. 
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2) Calcula~ 

"HTY = max TY (i ) '' , ond f: •ry (i.) e o nunu:ro dE:~ i nd i 
i 

viduos na classe Y(i). 

3) Verifica Sf~ L~'\J>vmDl\ é indeter'"'1.inado: 

4) Para P, -· 1 'j 
~~) : , "- t . . . ' 

I () \ 

a) "Cons a 1a " X 
1, ,,, l 

" .L X 

b) "Calcula a scm.a dos imo::c: d.P cada coluna'' 

5 ) c a l ct.Il a 

"~:!SMC -- max SIIIJ.C ( .1'} " 

C) 'h::rifica 

7) Selecion.::1 

F lh y U.*) 8) • .,.,sco .. e ·'· 

. . . 

9. 

~ 

e zero: 

a 26" 

( r . 
que~ 

a variãvel com maior prioridade en 

(X.k) 
I X .. 



9) Faz: 

"Z 

10) Verifica se a associação máxima foi atingida: 

"Se MSMC = N, vai para 27" 

11) Para a tabela Y x Z 

" 
a) "Calcula À.(Y/Z)" 

1--;,) "Calcula Var C\) " 

12) 'ler i :f .te a se o grau de assoc.tac:21o "desejado" f o .i. 

at.j_ngido: 

;\ , 
() 

va.i para 28" 

13) \/erifica se todas as variáveis já foram selecio 

nadas 

nse z 
( 11 \ ( n.. ·1, X, 1 J ,\ 

= (X · , ••• , X P ) , v ai para 3 (1" 
u 

14) P · ~ · X Cí!.) · '~ 1 . d . , ·.ara as var1ave1s al.nt.~.a nao se ec1ona. as: 

a) "Paz a agregação Z CO = (Z, X U,))" 

b) "Constr&i as tabelas Y x Z(t)" 



c) "Calcula SHC (Q.)" 

15) Calcula: 

16) 

"MSMCA, = max SMC (R,) " 
9., 

Seleciona 
(.!1_ ) 

X l 
(JL,) 

.!. 
I X 

"NSHCl', = SMC ( !(,,) " 
J. 

17) Escolhe: 

u: 1~) 
X r. tal 

. 7 4. 

que: 

( t *) 
"!~ a vartá\rr~]~ d.c rta.ior r)ri.ortc1ac1e E~ntre 

18} Verifica se a inclusão da nova variável aumenta o 

grau de associaç~o: 

2 0" 
-./ 

19) Faz: 

"r·1SNC -- M.SMCA '~ 

20) Faz: 

"Z = Z(.l!.*)" 

21) Verifica se a associaçio mixima foi atingida: 

"Se MSMC = N, vai para 27" 



""\~ ~~· 

" I :J ·w 

22) Cnlcula: 

A 

1 ) ''\lar ().) 

c) "LIHSUP a À." 

23) Verifica se o grau "de a.do" foi 

atin~Jido: 

"Se LH1SUP > À ~ vai. para 2 8" 
o 

24) Volta para 13 

25) O método nao pode ser apli.cado pois a med a de 

associaqã.o e indE~term inada. FH1 

26) Não existe evidên a de assoei -ao ent:rc y c 

27) A associação m~xima ( = 1 ) foi atingida. As va 

ri~veis selecionadas s~o aquelas que est~o agr~ 

em Z. PIM 

28) o grau de associação "desejado" foi atingido. l\s 

variiveis selecionadas sio ost:ão 



• 76. 

agreqad.as em Z .. FIM 

29) A inclus~o de novas variãveis -nao r:tuMenta o 

de associação. Ficamos com as variáveis seleciona 

das at~ o passo anterior que jã est~o agregadas 

30) Todas as varizcivei.s foram selecionadc:u;. F'I?,1 

A.2.3 T.istagens do Programa Princi 1 e das Sul-rotinas 
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A2.4 Instruç6es para uso no DEC-10 

O prograx~1a 

se(;uintes parâmetros: 

i) tamanho da arnostra (N), menor ou igual a 200 

(H1'·XITJD) 

.Ll) numero de vari5veis independentes, menor ou :lg,:t?_ 

al a 15 (!1AXVAP) 

iii) numero de classes por vari&vel, ~enor ou iqual a 

1 ::;, (MAXCLJ\) 

i v) numero de classes e~ uma aqrcqaçao m0nor ou 

al a 150 ("1l'.X!,GR). 

Para uso de diferentes par?mwt~ros, modificacões -· sao apenas nos co 

mandos I~TERGER (linhas 8, o, 10, 11, 12), DATA (linha 2) nos se 

cruintes d.imt::'nsionamentos: 

INTERGFR Y ("Ir") , 

3 Z (' ;: '') , "' T ('h-::'') r 7 ~? ( '''N") , rp}\BS ( "~i!.l\XCLJ\" 1 "? ") 

4 ••• I l-.REl\ ( "Hl;.XCLl\") ' MCOL ( "HAXCIJ\") 

D"TA !\·1"XI"·'D/'l~T"/ M'fA.' XVA'!?I"P''./ H"X-C'["/"P"/ !\HIX~('P/"?"/ .L-~ ... u~ ... ,. L-,, .. 1\1 r _ . . ... t ,1 ••. 1 .... l_.l'-\ ~ ..... . u-·.... , l ~ .... · ... .:...'l ::s r~, • 



e nos conandos F0°lffiT 1001 and 1003 (linhas 2 J. "' sao ne 

cessár.ias modificações nas sub-rotinas . 

• o arquivo de dados; com o nor:1r: FCrP.20.Dl\'r c com as 

classes de cada varL~vel codificadas por 01, 02, ... , "~ll\XCL2\", de 

ve ser gravado no seguinte formato: 

HEGIS'I'RO F'ORMJ'\TO 

1 1\10 o ·titulo 

2 I2,I3,2F5.3 nfimero de vari5veis, numero 

ciaçao desejado e o (1 - a) 

cent.il cl a c'l .i str ihliçÃo no r 

mal pad:c ã.o 

3 20I2 ordem de escolha das vari§ 

veis independentes para o 

caso de er:1pate 

4 I 2 r 51\4 n~mero de classes da vari~ 

vel dependente Y c seu r6tu 

lo 

5 I2,5A4 n~mero de classes da vari§ 

( 1) ' vel X e seu rotulo 

6 I2, 51\4 n~mero de classes da vari~ 

vel x< 2) e seu rótulo 



5+p I 2, SP.A numero de classes da v a 

riável e seu rótulo 

5+p+l 21I2 v X (l) 
~- 1, 1 f 

v v (1) 
~ 2 I 

L.!.~) 

"' 
5+p+2 21I2 

5+p+n 21I2 v 
.L f n .n 

y(2) 
"'1 

"(2) 
"" 2 

'2' V'\ ) 
-.\ 

n 

11 • . • 1 

f • . . f 

I • ... ._ f 

x<PJ 
- 1 

,_(D) 
.!:... ~) 

L. 

v(P) 
j._ 

n 

. Com o prosrama principal suas sub-rot:inas e o arquJ: 

vo FOI~2 O. DAT gravados ern disco, use o comando padrão para 

ção de prograrnas em FORTR2\N, EX, se9uido dos nomes TESE4 e c;oPIJ\, 

lsto é, 

. EX TESE4, COPIA 

e uma salda, com formato planejado para 72 colunas (listagens po 

dem ser pedidas para terminal (Ll1.3 O) ou impressora) , e a saida se 

rã obt.icla e.:m um arquivo de nome ??????. LP'I' 
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