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Resumo

E comum ser preciso reconstruir fungdes cujas amostras nio estdo numa grade igualmente
espacada. Isto é devido ao fato que alguns dos algoritmos mais usados requerem amostras em
uma grade Cartesiana regular (uniforme). Portanto, é necessario fazer uma reamostragem uni-
forme, i.e., interpolar as amostras ndo uniformes em um conjunto de pontos igualmente espaca-
dos. Neste trabalho, primeiro mostramos que o problema de reamostragem pode ser formulado
como um problema de resolver um sistema de equagdes lineares. Uma solucdo para este sistema
pode ser encontrada utilizando a matriz pseudoinversa, um processo que € impraticdvel para um
numero grande de varidveis. A partir de caracteristicas do problema, é possivel desenvolver
um algoritmo melhor, o qual usa apenas um nidmero limitado de amostras para calcular cada
amostra uniforme, transformando o problema original numa seqiiéncia de sistemas lineares com
menos variaveis. O resultado final pode ser visto como 6timo e computacionalmente eficiente.
Aplicacdes sdo apresentadas para demonstrar a eficiéncia deste método.

Palavras-chave: Reamostragem, Transformada de Fourier, Func¢ao Sinc.

Abstract

Its common to be needed to reconstruct functions which samples falls on a nonequally
spaced grid. This is due to the fact that some of the most used algorithms require samples in a
regular (uniform) Cartesian grid. Therefore, it is necessary to make an uniform resampling, i.e.,
to interpolate the nonuniform samples in a set of equally spaced points. In this work, it is first
shown that the resampling problem can be formulated as a problem of solving a system of linear
equations. A solution for this system can be found using the pseudoinverse matrix, a process that
is impractical for a large number of variables. From particular characteristics of the problem,
it is possible to develop a better algorithm, which only uses a limited number of samples to
calculate each uniform sample, transforming the original problem into a sequence of linear
systems with less variables. The final result can be viewed as both optimal and computationally
efficient. Applications are presented to demonstrate the efficiency of the method.

Keywords: Resampling, Fourier Transform, Sinc Function.
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“Desconfie do destino e acredite em vocé.

Gaste mais horas realizando que sonhando...
Fazendo que planejando... Vivendo que esperando...
Porque, embora quem quase morre esteja vivo,

quem quase vive jd morreu.”
(Quase - Luiz Fernando Verissimo)
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Introducao

A transformada de Fourier € uma ferramenta matemadtica muito utilizada em varios campos
da ciéncia, em particular, no processamento de sinais, sons € imagens. Como no célculo da
transformada de Fourier de um sinal s(t) é necessério conhecer seus valores para todo ¢t € IR,
em alguns casos, ndo podemos calculd-la, ja que os conhecemos em apenas um conjunto dis-
creto de pontos. Assim, para contornar este problema, um recurso muito utilizado é a Transfor-
mada de Fourier Discreta (DFT, do Inglés, “Discrete Fourier Transform”), que € uma aproxi-
macao para a Transformada de Fourier.

Os algoritmos baseados na DFT fornecem melhores resultados quando as amostras estao
igualmente espacadas. Porém, na pratica, nem sempre € possivel se obter uma amostra deste
tipo. Uma maneira de resolver este problema € fazer uma reamostragem uniforme, i.e., interpo-
lar as amostras ndo uniformes em um conjunto de pontos igualmente espagados.

Este problema ocorre em numerosos campos da ciéncia. Em sismica, muitos algoritmos de
processamento de dados requerem que os dados de entrada possuam intervalos de amostragem
iguais. Entretanto, na realidade, dificuldades de posicionamento de fontes e receptores podem
fazer com que o tamanho destes intervalos variem de lugar para lugar. Se estas variacdes forem
muito grandes, os tragos precisam ser reamostrados.

Utilizando o Teorema de Shannon (Briggs and Henson, 1995), o problema de reamostragem

uniforme pode ser formulado como um problema de resolver um sistema de equacdes lineares
Axr =0, (D

onde a matriz A é a matriz dos coeficientes da interpolacdo, e x e b sdo vetores das amostras
uniformes e ndo uniformes, respectivamente (Rosenfeld, 1998). Neste trabalho estudamos a
reamostragem uniforme e exemplos de sua aplicagdo, e o apresentamos como descreveremos a
seguir.

No Capitulo 1, estudamos a transformada de Fourier, suas propriedades € apresentamos

exemplos. Também estudamos o Teorema de Shannon, que é baseado na fungédo seno cardinal
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(sinc) (Gearhart and Shultz, 1990),

senmt

: 2)

sinc(t) =
t

e que depois serd utilizado na formulac@o do problema de reamostragem uniforme. Finalizamos

este capitulo com a DFT e com um exemplo de sua aplicagao.

Dando continuidade ao trabalho, no Capitulo 2, estudamos o problema de reamostragem
uniforme e sua formulag¢do no sistema (1), comecando com o caso unidimensional e depois
extendendo o problema para o caso bidimensional. Para resolver este sistema, primeiramente
estudamos a Decomposi¢do em Valores Singulares (SVD, do Inglés, “Singular Value Decom-
position”), ferramenta que foi utilizada em trés algoritmos analisados, denominados algoritmo
de Reamostragem Uniforme (URS, do Inglés, “ Uniforme ReSampling”), de Reamostragem
Uniforme por Blocos (BURS, do Inglés, “Block Uniform ReSampling”) (Rosenfeld, 1998)
e Reamostragem Uniforme por Blocos Regularizada (rBURS, do Inglés, “Regularized Block
Uniform ReSampling”) (Rosenfeld, 2002). Em seguida foi estudado o método dos Gradientes
Conjugados, e aplicado na resolu¢do do sistema (1), a titulo de comparagao.

No Capitulo 3, apresentamos alguns exemplos, no caso unidimensional e no caso bidimen-
sional. Os métodos descritos anteriormente foram comparados, em diferentes formulacoes,
verificando assim as situagdes em que cada um era mais eficiente.

Concluimos este trabalho com uma sintese e conclusdo dos resultados obtidos, que sdo

apresentadas em Conclusdo.



Capitulo 1

Transformada de Fourier

A transformada de Fourier € certamente uma das mais importantes ferramentas matematicas.
Desde sua introdug¢do por Jean Fourier (1768-1830) em 1822, € encontrada em diferentes apli-
cacgdes, sendo atualmente utilizada em ramos da ciéncia e tecnologia tais como Otica, Estatis-
tica, Probabilidade, Criptografia, Acustica e processamento de sinais, sons € imagens.

A principal caracteristica da transformada de Fourier € que ela expressa uma fun¢do em uma
base de fungdes trigonométricas, i.e., como uma soma de senos e cossenos multiplicadas por
seus respectivos coeficientes. Quando aplicada a uma imagem no dominio espacial gera uma
informacao no dominio da freqiiéncia, em que cada ponto representa a quantidade de uma dada

freqiiéncia contida no dominio espacial da imagem.

DEFINICAO 1.1 Seja f : IR — IR. A transformada de Fourier de f(t), F(w), é dada por

Fl) = FUOw) = [ 1) e a (L.
desde que a integral exista. Neste caso,
1 [ .
£0) = FPE0 = 5 / F(w) 6! du, (12)

para todo t. O simbolo F ~[F(w)|(t) denota a transformada inversa de Fourier.

TEOREMA 1.1 Seja f : IR — IR satisfazendo as condi¢oes de Dirichlet: [ é continua nos

subintervalos com limites laterais finitos e absolutamente integrdvel nestes intervalos, i.e.,
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/ |f(t)] dt < co. Entdo vale o seguinte par de transformadas:
Fl)= FIEOIe) = [ 0 e at (13)
¢ 1 [ 1
— F(w) ™ dw = ~[f(t") + f(t7)]. (1.4)
2r J_o 2
onde f(t*) = lim f(t £ h).
h—0
PROVA: Ver Oppenheim and Schafer (1989). O
1.1 Propriedades
A transformada de Fourier satisfaz as propriedades abaixo relacionadas:
e Linearidade: Para todo o € IR,
FU#) +ag®)]w) = FIfOw) + aFlg(®)](w) = Fw) + aGw).  (1.5)
* Simetria: .
£(#) = 5= FIP())(-t) (16)
T
* Escala: Paratodo 0 # a € IR,
1 w
Flf@lw =17 (5) (1.7)
* Deslocamento: Para todo b € IR,
Flft—0b)(w) =e “"F(w). (1.8)

1.2 Exemplos

Para exemplificarmos e ilustrarmos o célculo da transformada de Fourier, apresentamos a

seguir alguns exemplos, basedos em fun¢des especiais.
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1.2.1 Funcao Retangular I

Como primeiro exemplo, calculemos a transformada de Fourier da func¢do retangular, cuja

ft) = { Al <o (1.9)

expressao € dada por

O, |t| > t[),

comA € Rety> 0. Assim,

00 ) to ) A —iwt
Flw) = / F(t) et = / A emivtgy = A
. 0

to

t _Zw —to
— A [e—iwto . eiwto] — % |:€Wt0 _.e—Zwt0:| _ 24 Senw%
—w w 21 w

t t
— 2 A4 ZE0 _ 9 A ¢, sinc <ﬂ> , (1.10)

wto ™

onde
sinc(z) = L (1.11)
T

e € conhecida como a funcdo seno cardinal (ver Figura 1.1). Note que a freqii€ncia mais impor-

f(t) F(o)
Ato
A
-, 0 t, t S \/ 0 \/ \/ ®

Figura 1.1: Func¢do retangular (a esquerda) e sua transformada de Fourier (a direita).

tante (de maior conteido) € a freqiiéncia nula e todas as freqiiéncias estdo presentes no sinal,
com excecdo das freqiiéncias w = k7 /ty, para todo k € Z. Podemos dizer que este é o “pre¢o”

da descontinuidade brusca do sinal. Para maiores detalhes sobre a funcdo sinc veja Gearhart
and Shultz (1990).
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1.2.2 Funcao Retangular II

Agora, tomemos uma funcao retangular no dominio da freqiiéncia, a fim de calcularmos

qual f(t) possui esta transformada de Fourier. Assim,

F(w) :{ B, lwl = w (1.12)

0, |C<)| > W,

com B € IRewy € R.

Aplicando a propriedade da simetria, pelo exemplo anterior temos

£(#) = —-2 B wy sinc <_“°t) — 5% ne (“—Ot) . (1.13)

2 T T s

Concluimos entdo, que a transformada de Fourier da fun¢do sinc € uma funcao retangular.

Note que, f(t) é nulaem t = km /wy, para todo k € Z (ver Figura 1.2).

f(t) F(o)

/\\//\ - /\\//\ | - |
\/ v t -0 ® ®

Figura 1.2: Fungéo f(t) = Bwg/msinc(wt/7) (2 esquerda) e sua transformada de Fourier (2
direita).

1.2.3 Funcao Delta de Dirac

A fungdo delta de Dirac, ou fungdo impulso unitdrio, é geralmente representada por §(t) e
¢ muito utilizada em processamento digital de sinais. Uma das defini¢des de tal funcdo, que
¢ baseada em se tomar A = 1/2t; e ty — 0 no Exemplo 1.2.1 (F(w) = 1), é dada por (ver
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Figura 1.3)

§(t) =F 1) = % /_OO e dw. (1.14)

Com base na definicao acima apresentada, mostremos uma propriedade importante da funcio

(1) A(w)

Figura 1.3: Func¢do delta de Dirac (a esquerda) e sua transformada de Fourier (2 direita).

delta, que alguns autores apresentam como a prépria defini¢do de tal fungdo

s - [ oslos-i e
_ i oodw :——/ dw F —/OOdWF()

_ _/ dw F(w) €0 = £(0), (1.15)

onde f(t) satisfaz algumas condi¢des. Veja Oppenheim and Schafer (1989).

Do resultado acima, segue diretamente

/oo f()6(t—a)dt = /oo f(t+a)o(t)dt = f(0+a) = f(a). (1.16)

Como a fung¢do delta € limite de uma funcao real, ela tem que ser real e portanto temos

r[> . 1 [ 1 [ 1 [
5(1?):—/ e“"tdw:—/ coswtdw+z'—/ senwtdw:—/ coswt dw
2 J_ o 2 J_ o 21 J_ o T Jo
(1.17)

/ senwt dw = 0. (1.18)

oo
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Utilizando o fato de a funcgéo cosseno ser par, segue que a func¢do §(¢) também é uma fungio

par, i.e., (t) = d(—t), outra propriedade importante desta fungdo.

1.2.4 Funcao Cosseno

A transformada de Fourier da fung¢do cos wyt, wy € IR, é dada por

oo . oo iwot —iwot )
Fleoswpt](w) = / coswyt e ™ dt :/ {i} ot g

00 —00 2
1 [ ) ) _ 1 [ . 1 [® )
— 5 /_oo [ezwotfzwt + efzwotfzwt] dt = 5 /_oo ezt(wofw) dt + 5 /_oo efzt(woer) dt
= 7wy —w)+ 7 o(wy +w) =7[d(w+ wy) + 0(w — wp)]- (1.19)

Como vemos, a transformada de Fourier é real e é uma soma de funcdes delta (ver
Figura 1.4).

1.2.5 Funcao Seno

A transformada de Fourier da fun¢do sen wyt, wy € IR, € dada por

00 ) 00 eiwot _ 6—iw0t )
f[senw[)t] (OJ) = / senwgt eilwt dt = / |:—:| elet dt

o —0o0 2Z

_ l 00 [eiwot*th - efiwotfiwt] dt — l oo eit(wo—w) At — l /OO e,it(woer) dt
2 | 2 | 2% J_..
= —i7m0(wy—w)+imI(wy+w)=17[0(w—+wy) —(w— wp)]. (1.20)

Como vemos, a transformada de Fourier da funcio seno € imagindria pura € como 0 cosseno

¢ uma soma de fung¢des delta, (ver Figura 1.4).

1.2.6 Derivada

Um resultado importante é a transformada de Fourier da derivada de uma fungdo f(¢), a

qual calculamos utilizando integracao por partes,

Frele = [ raesta=lee ]| - [ (o) e dt = i),
- - (1.21)
pois e~ ¢ limitado, j4 que w e t sdo reais e que f(t) — 0 quando |t| — oo pelas hipéteses do

Teorema 2.1.
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F(w) F(cw)

Figura 1.4: Transformada de Fourier da fun¢do cos wyt (a esquerda) e transformada de Fourier
da funcdo sen wyt (a direita).

1.2.7 Funcao Gaussiana

Consideremos a fungdo gaussiana f — IR : R, f(t) = K e, onde K, 0 # a € RR.

Assim,

F(w) — / lfe—at2 —iwt dt K/ atz—zwt dt
= / WAt SR 5] g - | o /Oo el Vet s ?] gy

_ Ke % 1/ e du = KT e (1.22)
a) o a

Denominando K = K+/7/(\/a) e @ = 1/(4a), temos F(w) = K e~®’, e, portanto, a transfor-

mada de Fourier de uma fun¢do gaussiana, também € uma fun¢do gaussiana.

1.2.8 Funcao Degrau Unitario

A funcao degrau unitario, também conhecida como fun¢do de Heaviside, € definida por (ver
Figura 1.5)
. 1, t>0
ul(®) :/ S(rydr = 1/2, t=0 (123)
0, t <0,
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u(t)

®1/2

Figura 1.5: Fun¢do degrau unitario.

e, de acordo com esta defini¢cdo, podemos “interpretar” a funcdo delta como a derivada da

funcdo degrau unitdrio, ou seja
d
o(t) = —u(t). 1.24
(t) = Su(t (1.24)

Baseados nos fatos acima relacionados, calculemos a transformada de Fourier de u(t). Consi-
deremos a seguinte relacao
u(t) + u(—t) =1, (1.25)

valida para todo ¢t € IR. Aplicando a transformada de Fourier na equagao acima e utilizando as

propriedades de Linearidade e de Escala, temos

U(w) + U(—w) = / et gt = 9 (). (126)

— 00

Assim, com base na equagdo anterior, podemos supor que U(w) é da forma
U(w) =7 §(w) + B(w), (1.27)

onde B é uma fun¢do impar. Passando agora a transformada de Fourier na equagdo (1.24) e

utilizando o fato da transformada de Fourier da funcdo delta ser igual a 1, temos

iwl(w) =1 (1.28)
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e, substituindo a equagdo (1.27) na equacao acima ,
iw [16(w) + B(w)] = 1. (1.29)
Percebendo que w §(w) = 0, podemos escrever
B(w) = —. (1.30)

Substituindo agora a equagdo anterior na equacao (1.27) obtemos a transformada de Fourier da

funcdo degrau (ver Figura 1.6), dada por

Ulw) =7 §(w) + —. (1.31)

Re[U(o)] Im[U(w)]

—1/®

Figura 1.6: Transformada de Fourier da funcdo degrau unitdrio: parte real (a esquerda), parte
imagindria (a direita).

1.3 Teorema da Convolucao

Dadas duas fungdes f e g, a convolugdo f * g € dada por

(f * g)(t / F(r)gt — 7)d (1.32)
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Com base nesta defini¢do, enunciamos a seguir um teorema conhecido como “Teorema da

Convolug¢ao”, que é um dos resultados mais importantes envolvendo a transformada de Fourier.

TEOREMA 1.2 Sejam f(t) e g(t) duas funcoes e F(w) e G(w) suas respectivas transformadas

de Fourier. Entdo

FIr) «g(0)] (w) = Fw) G(w). (1.33)

PROVA: Usando a defini¢do de convolucdo temos

=gl = [ ) / " Fr) glt — Ty e e
= [ [ r@e s gt - e

= /OO f(r) e ™ dr /00 gt —1) e =) qr
F(w) G(w). (1.34)

Concluimos assim a prova do teorema. O

Pelo teorema da convolucao, temos que a convolu¢gdao no dominio do tempo ou espago cor-
responde a multiplicacdo no dominio da freqiiéncia ou niimero de onda, e vice-versa. Portanto,
se precisarmos calcular a convolucao entre duas funcdes, podemos substituir a convolucao pela
multiplicacdo no dominio da freqii€ncia e depois calculamos a transformada de Fourier inversa,

obtendo o resultado desejado, com calculos mais simples.

1.4 Teorema de Shannon

Apresentamos agora um resultado muito importante para o tratamento de sinais digitais, que
€ o teorema de Shannon, ou, teorema da amostragem, como também é conhecido. Ele estabelece
que uma funcdo pode ser completamente determinada a partir de uma amostra discreta, sob

algumas hipdteses que seguem.

TEOREMA 1.3 Seja f : IR — IR uma fungdo banda limitada, i.e., F(w) = 0 se |w| > 2 para

algum 0 < Q) < co. Se At < /%), entdo para todo t, € IR,
(1.35)

f(t) = Zf(to + jAt) sinc <%;]At> :

JEZ
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PROVA: Expandindo a fun¢do e™' em sua série de Fourier (Briggs and Henson, 1995), no

intervalo [—€2, €], temos

oo
ezwt — § ' Cn 672z7rnw/(2’

n=—oo

onde
1 Q

— et efmnw/ﬂ duw.
20 /g

Cn
Denominando At = 7/ e t, = nAt, temos que

IR ALE sen(m(t —t,)/At) . [t—t
— iw(t—tn) dw = n — n
2Q ) o ‘ “ m(t —t,)/ At S\ TAr )

e, portanto,
0

6’“'5 = Z sinc (T) BZUJtn, w e [—Q, Q]

n=—0oo

Combinando este resultado com o fato de f(t) ser banda limitada, segue que

F) = = [P et do = [ Pw) Y sine (L) e
= w) e W = w At (& W

2T 2T o)

- n=-—00

> t—t,\ 1 [ :
— . n F 1wty
E smc( A7 ) _27r/ (w)e“"dw

n=-—00 -Q

o0

= ) sinc (t;:"> f(tn).

n=—oo

Concluimos assim a prova do teorema.

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Esse teorema € muito importante, uma vez que fornece o valor exato da fun¢do em qualquer

ponto, a partir de uma amostra discreta da mesma. Sabemos que na pratica, ndo temos infinitas

amostras de uma fun¢do, mas se possuirmos uma quantidade considerdvel de amostras igual-

mente espacgadas, que satisfacam as hipéteses do teorema, o resultado ainda € muito bom. A

desigualdade At < 7/ é conhecida como critério de Nyquist, e muito utilizada no processa-

mento de imagens.
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1.5 Transformada de Fourier Discreta

A Transformada de Fourier Discreta (DFT, do Inglés, “Discrete Fourier Transform") pode
ser vista como uma aproximacao para a transformada de Fourier de uma funcao, a qual defini-
mos anteriormente. Esta aproximacgdo faz-se necessdria pois, na pratica, muitas vezes temos
que calcular a transformada de Fourier de uma func¢ao cujos valores conhecemos apenas em um
conjunto discreto de pontos.

A DFT aproxima o célculo da integral de Riemann da transformada de Fourier, substituindo
a integral por uma soma, através da discretizacdo ao longo dos eixos ¢ e w. Isto € feito da
seguinte forma: dada uma amostra de uma funcio real f, que satisfaz as condicdes de Dirichlet,

nos seguintes pontos
ti=1to+JAt, thelR, j=0,1,...,N—-1 AtelR, (1.41)

podemos aproximar a transformada de Fourier de f(t) por

o N-1
/ f(t) e ™ dt ~ At Z f(t;) e”™h. (1.42)
e =

Agora, para definirmos uma aproximacdo para a transformada de Fourier inversa, pre-
cisamos de uma discretizacdo do eixo w. Neste caso, € necessario que tenhamos o cuidado
de sermos coerentes com a nossa amostra, pois tal equagdo tem que fornecer valores exatos
ao calcularmos os #;’s iniciais. Para isso, baseados no Teorema de Shannon, procedemos da
seguinte maneira: como At é dado, definimos w. = m/At e partindo da idéia que precisamos
ter pelo menos 0 mesmo nimero de pontos para recuperarmos a amostra inicial, definimos

2w, 2m

= kA k=0,1,.... N—1, Aw= = — 1.43
Wk w, ) Ly ) ) w N NAt ( )

E assim, uma aproximacao para a transformada de Fourier inversa é dada por

1 o

o ) o

Aw N-1 1 N-1
Flw)e“ do~ — ) F W= —— % F ok, 1.44
(w) " dw 5 ; (wi) e NAL ; (wi) e (1.44)

As unidades e dimensdes estdo de acordo com as equagdes nas formas continuas. As pro-
priedades bésicas que foram apresentadas para a transformada de Fourier continua, como a
linearidade e a simetria, também valem para as aproximacdes acima.

Na pratica, os algoritmos para o cdlculo destas aproximagdes, ndo usam os fatores externos
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At e 1/At, e precisam ser aplicados posteriormente. Por isso, utiliza-se a seguinte notag@o, a

qual chamamos de DFT,
N-1
Flw) =Fe=>Y_ f; Wy, (1.45)
j=0
€
1 N-1 .
) =F == > Fe W, (1.46)
k=0

i2m /N

onde Wy =e e substituimos ¢; e wy, por jAt e kr/At, respectivamente. Verifiquemos que

na equacdo (1.46), realmente vale a igualdade. Temos

N-1 N—-1
B Wil =wWiES " f, W =3 f, W{™", paratodoj, k€0,1,...,N — 1. (147)
p=0

p=0

Assim, somando em £ dos dois lados da igualdade, temos

N-1 ~ ' N-1N-1 '
W= N pwyr (1.48)
k=0 k=0 p=0
N-1 N—-1 .
— £y wyr, (1.49)
p=0 k=0
e, usando o fato que
S 0, j#p
wyTE=e (1.50)
P N, j=p,
temos
N-1 ~ ‘
c W =N f, (1.51)
k=0

e, portanto, a equacgdo (1.46) € satisfeita.

Note que a DFT existe para todo inteiro &, independente da existéncia ou nao da transfor-
mada de Fourier continua. Note também que esta definicdo trata a fun¢do como banda limitada,
ou seja, como se a maior freqiiéncia contida em f fosse 7/ At. Porém, isto nem sempre é valido
nas aplicacdoes da DFT, o que acarreta a baixa resolu¢do do método nestes casos. Por outro
lado, existem casos em que o resultado é muito bom, mesmo a fun¢do ndo sendo banda limi-
tada. Isto porque a transformada de Fourier de algumas fun¢des tendem a zero, quando w tende
a infinito, como por exemplo, as gaussianas. Note também que além de ser banda limitada, o

espacamento da amostra precisa satisfazer o critério de Nyquist, caso contrério o resultado do
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método também nao sera satisfatorio.

As aproximacdes consideradas sdao baseadas em amostras uniformes, igualmente espacadas.
Existem também algoritmos que aproximam a transformada de Fourier para amostras ndo uni-
formes, porém o resultados ndo costumam ser tdo bons. Para maiores detalhes sobre a DFT,
veja Briggs and Henson (1995) e Leite (1998).

1.5.1 Exemplos

Com o objetivo de comprovar a eficiéncia da DFT, formulamos um exemplo baseado na
fungdo f(t) = e ™. Como f(t) é uma fungdo gaussiana, sua transformada de Fourier tam-
bém € uma funcdo gaussiana e, portanto, tem valores muito proximos de zero a partir de um
certo valor, ao qual chamaremos w.. De acordo com o que vimos anteriormente, temos que

Fw) = e~w’/(m) ¢ portanto w. = 10 € uma boa estimativa (ver Figura 1.7). Para que a DFT

1

0.9r
0.8F
0.7F
0.6F
=0.5¢
0.4F
0.3F
0.2F

0.1r

1

0.9r
0.8r
0.7

E osr
0.4F
0.3f
0.2F
0.1F

n 0 L L L 1 L
2 3 -15 -10 -5 0 5 10 15
)

-3 -2

Figura 1.7: Funcdo f(t) = e~™ (a esquerda) e sua transformada de Fourier F(w) = e~"/(47)
(a direita).

forneca bons resultados, a amostra deve satisfazer o critério de Nyquist, ou seja, devemos ter
At < 7 /w,., onde At é o espagamento entre as amostras. Como no nosso caso w,. = 10, deve-
mos ter At < 0.31. Tomamos trés amostras igualmente espagadas de f(¢) no intervalo [—3, 3].
A primeira com 8 valores (n = 8, At &~ 0.86), a segunda com 16 (n = 16, At = 0.4) valores e
a ultima com 32 valores (n = 32, At ~ 0.19). Conforme o esperado, a DFT da terceira amostra
apresentou melhores resultados, ji que At < 0.31, aproximando muito bem F'(w). No caso
em que n = 16, como At estava proximo do desejado, a DFT também apresentou resultados
satisfatdérios, embora eles ndo tenham sido tao bons como no terceiro caso. J4 no primeiro caso,
a DFT apresentou resultados piores que nos demais, pois o espacamento das amostras era muito
maior que o desejado. Os resultados podem ser vistos na Figura 1.8.
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Figura 1.8: DFT da fungéo f(t) = e ™. n = 8 (acima), n = 16 (a0 centro) e n = 32
(abaixo). Os simbolos *’s correspondem a DTF e o traco continuo em vermelho representa a
transformada de Fourier continua F'(w).

Algumas vezes possuimos uma amostra nio igualmente espagada e para podermos calcu-
lar a DFT precisamos fazer uma reamostragem uniforme. No préximo capitulo discutiremos

métodos para obtermos tal reamostragem.



Capitulo 2
Reamostragem Uniforme

E comum ser preciso reconstruir sinais cujas amostras néo estio uniformemente espagadas.
Isso € devido ao fato que a maioria dos algoritmos, baseados na Transformada de Fourier Dis-
creta (DFT), necessitam que as amostras estejam em uma grade Cartesiana regular (uniforme).
Dizemos entdo que € necessdrio que se faca uma reamostragem uniforme, i.e., interpolar as
amostras ndo uniformes de um certo sinal em um conjunto de pontos igualmente espagados.
Utilizando o Teorema de Shannon (Cap. 1), o problema de reamostragem uniforme pode ser

formulado como um sistema de equagdes lineares.

2.1 Caso Unidimensional

Consideremos uma fungéo real continua f, amostrada em um conjunto finito de pontos niao
igualmente espagados, {71,7s,...,Tm}, 7 € R, i € M = {1,2,...,m}. O problema de
reamostragem uniforme consiste em encontrar uma aproximacdo para a fun¢do em um con-
junto de pontos uniformemente espacados, i.e., aproximar f(¢;), t; = to + jAL, ty € IR,
j€N = {1,2,...,n}. AFigura 2.1 resume este problema: os simbolos ©’s correspondem as
amostras, e 0s X ’s representam a reamostragem uniforme.

Tal problema pode ser resolvido utilizando o Teorema de Shannon, uma vez que

Ti—t]'

f(m) ~ ;f(tj) sinc ( ~ > Lie M, .1

desde que sejam satisfeitas as hipdteses do teorema.

18
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J

Figura 2.1: Reamostragem uniforme do sinal s(t) = z* + 2? + 2 no intervalo [—2,2] em
16 pontos a partir de uma amostra de 32 pontos ndo igualmente espacados. Os simbolos 0’s
correspondem as amostras, 0s x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo
representa o sinal s(t).

Ao tomarmos a equacdo (2.1) para cada ¢ € M, obtemos um sistema de equagdes lineares
Az = b, (2.2)

onde os elementos da matriz A € IR™*", do vetor x € IR" e do vetor b € IR™ sdo dados,
respectivamente, por a;; = sinc[(r; — t;)/At], z; = f(t;) e b, = f(r), i € M, j € N . A
matriz A € denominada matriz dos coeficientes da interpolacdo sinc.

2.2 A Reamostragem Uniforme e a Transformada de Fourier

Com o objetivo de constatar a utilidade da reamostragem uniforme, tomamos amostras
ndo uniformes de 128 pontos aleatérios no intervalo [—, 7], provindos de uma distribui¢do
uniforme, dos sinais s(¢) = sent, s(t) = e ™ e s(t) = 1, e calculamos uma aproximagao
para as suas transformadas de Fourier (DFT), conforme discutido no Capitulo 1. Em seguida,
reamostramos os sinais em 64 pontos igualmente espagcados, neste mesmo intervalo, e calcu-
lamos novamente a DFT em cada caso.

Nas Figuras 2.2, 2.4 e 2.6 ilustramos as amostras originais € sua reamostragens. Os resulta-
dos obtidos para as aproximagdes das transformadas de Fourier de tais sinais podem ser vistos

nas Figuras 2.3, 2.5 e 2.7. Os resultados obtidos quando utilizou-se a reamostragem sao muito
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superiores aos obtidos utilizando as amostras originais. Tendo comprovado a necessidade de se
fazer reamostragem uniforme, apresentamos em seguida métodos que fornecem solucdes para

tal problema.

o o o ©

Figura 2.2: Reamostragem uniforme do sinal s(¢) = sent. Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal

s(t).

20 0 20 750 0 20

) ()
Figura 2.3: DFT do sinal s(t) = sen(¢), em valores absolutos, utilizando uma amostra de

pontos ndo igualmente espacados (a esquerda) e utilizando a reamostragem uniforme da amostra
original (a direita).
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0]

. . . _ 2 s N
Figura 2.4: Reamostragem uniforme do sinal s(¢) = e~™" . Os simbolos 0’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal

s(t).
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Figura 2.5: DFT do sinal s(t) = e ™', utilizando uma amostra de pontos ndo igualmente
espacados (a esquerda) e utilizando a reamostragem uniforme da amostra original (a direita).
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Figura 2.6: Reamostragem uniforme do sinal s(t) = 1. Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal

s(t).
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Figura 2.7: DFT do sinal s(t) = 1, utilizando uma amostra de pontos ndo igualmente espagados
(a esquerda) e utilizando a reamostragem uniforme da amostra original (a direita).
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2.3 Reamostragem Uniforme Simples

Como em geral a matriz A do sistema (2.2) ndo é quadrada, sendo na maioria das vezes
m > n, uma solu¢do para este sistema pode ser encontrada utilizando a pseudoinversa (Moore-

Penrose) da matriz A,
x = ATh. (2.3)

A matriz A* tem n linhas e m colunas e satisfaz as relagdes ATAAT = At e AATA = A.
A pseudoinversa fornece uma solugdo 6tima para a equacgdo (2.2) no sentido de quadrados
minimos de norma minima, i.e., ela seleciona entre todos os vetores x que minimizam a ex-

pressdo || Az — b]|? aquele de norma minima. Aqui, || - || denota a norma euclidiana, ||z|| =

\/ z? + 23+ ...+ 22. Se A tem posto completo, a solugdo para o problema de quadrados min-
imos € tnica e a matriz A" é dada por (AT A)~' A7, sendo m > n (Trefethen and Bau, 1997).
O algoritmo Reamostragem Uniforme Simples, o qual denomina-se URS (do Inglés, “Uni-
form ReSampling”), computa a solu¢do xyrs = A™Tb para o problema de reamostragem uni-
forme utilizando a Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD, do Inglés, “Singular Value
Decomposition”). Apesar de xyrg ser, de certa maneira, uma solucdo 6tima, temos dois pro-
blemas inerentes. Primeiro, o célculo de A torna-se impraticdvel quando as dimensdes sdo
grandes demais. Quando m e n sdo da ordem de algumas centenas, a inversdo é praticavel.
Segundo, cada amostra uniforme, denominada x;, € calculada multiplicando a j—ésima linha
de A™ pelo vetor b, i.e., m multiplicagdes e m — 1 adi¢des sdo envolvidas. Usando o fato que a
contribui¢do de valores que sdo distantes do ponto ¢; € pequena, i.e., possuem coeficientes com
magnitude pequena, Rosenfeld (1998) desenvolveu um algoritmo que inclui apenas um nimero

limitado de termos em seu cdlculo. Na secdo seguinte este algoritmo é desenvolvido.

2.4 Reamostragem Uniforme por Blocos

Rosenfeld (1998) desenvolveu um algoritmo para encontrar uma solugio da formaz = A,
onde a matriz AT aproxima a matriz A" e cada uma de suas linhas possui na maior parte
elementos nulos € somente um ndmero restrito de elementos diferentes de zero, concentrados
na vizinhang¢a da coluna correspondente a ¢;. A motivagdo tedrica que justifica este método
¢ discutida mais adiante, juntamente com a discussao sobre o calculo da pseudoinversa de A.
Os passos do algoritmo Reamostragem Uniforme por Blocos, denominado (BURS) (do Inglés,
“Block Uniform ReSampling”) sdo como seguem: para cada ¢, ao invés de considerarmos todos

os m pontos ndo uniformes, selecionamos apenas 1 pontos na vizinhanca de ¢ ;; por exemplo,
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poderiamos incluir todos os pontos a uma distancia ¢ de ¢;. Similarmente, selecionamos apenas
n amostras uniformes. Por exemplo, selecionamos todos os pontos igualmente espacados, a
uma distncia A de ¢;. Tudo isso é feito baseado na idéia de considerar apenas pontos que
fornecam coeficientes ndo tdo pequenos na interpolacdo. Rosenfeld (1998), depois de fazer
alguns testes, sugeriu a relacdo A > 1.54. Utilizando apenas os dados selecionados, obtemos o
seguinte sistema de equacdes

B; =, 2.4)

7z

onde B; é uma matriz de coeficientes de interpolagdo m X 7 (uma submatriz de A), 2/ € IR" é
um subvetor de x e b’ € IR™ é um subvetor de b, os quais contém as medidas participantes. A
solucdo da equacdo (2.4) ndo € calculada, apenas a pseudoinversa da matriz I3;, mais uma vez
utilizando a SVD.

O proximo passo € isolar a linha de B ;“ que corresponde a ?;. Esta linha contém m ele-
mentos, que sdo os coeficientes da combinagdo linear que fazem de x; 6timo (no sentido de
quadrados minimos de norma minima). Estes valores sdo agora inseridos em posi¢des apropri-
adas na matriz A%, Isto é, a j—ésima linha da matriz A" possui apenas elementos nulos, com
excessdo destes m coeficientes, os quais encontram-se em posicdes correspondentes as suas
medidas respectivas. Isto € feito para cada coordenada uniforme ¢;: o resultado ¢ uma matriz
A*, de dimensdes n x m, que possui a maioria dos elementos nulos, exceto por uma banda

estreita ao longo de sua “diagonal”. O esquema seguinte resume este método:

ALGORITMO BURS

e Dados f(7;), m € R, i€ M ={1,2,...,m},t; =ty + jAt, tp € R,
jeN={1,2,....,n},0 >0e A > 1.50.
eParaj=1,...,nfaca
Sejamd={keM | |1, —t;| <dteD={leN | |t,—t;| <A}
Seja B; a submatriz de A composta pelos elementos ay;, k € d, | € D.
Compute B}
Isole a linha de B;F, que corresponde a ?;, e insira-a em locais apropriados na
j—6ésima linha de A™.
eSejab=(f(r1),..., f(tm))".
e As amostras uniformes sdo dadas por zpprs = Ab, ie., f(t;) ~ (vauRs);-
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Tal algoritmo € muito eficiente porque ele troca o problema de calcular a pseudoinversa de
uma matriz grande por calcular n pseudoinversas menores. Além disso, a maioria dos elementos

da matriz A" é zero e assim, a solugdo dada por zzrs, € menos custosa computacionalmente.

2.5 Decomposicao em Valores Singulares

A Decomposicdo em Valores Singulares (SVD) é uma fatoragdo de matrizes utilizada em
muitos algoritmos e também para fins conceituais. E uma ferramenta contida na maioria dos
pacotes matematicos de computacio e muitos problemas de Algebra Linear podem ser resolvi-
dos utilizando esta fatoracdo, dentre eles o cdlculo da pseudoinversa de uma matriz (e.g. Klema
and Laub (1980)).

DEFINICAO 2.1 Seja A € IR™*". A SVD de A ¢ a fatoracdo
A=UxvVT (2.5)

onde U € IR™™ eV € IR sdo ortogonais e ¥ € IR™*" é tal que 0;; = 0, parai # j. Os
elementos o;;, parai = 1,2,...,p = min{m, n} sd@o denominados valores singulares de A e

denotados por o;, sendo escolhidos de modo que o1 > 09 > ... > 0, > 0.

As m colunas da matriz U, uy, sdo chamadas vetores singulares a esquerda de A e as n
colunas da matriz V, v, sdo chamadas vetores singulares a direita de A. Os vetores uj sio
os autovetores da matriz AT A, e os vetores v, sdo os autovetores da matriz AA”. Também
temos que o7 sdo os autovalores das matrizes AT A e AAT. Note que sempre a matriz ¥ tem as

mesmas dimensdes da matriz A, enquanto que as matrizes U e V sdo quadradas e ortogonais.

DEFINICAO 2.2 Seja A € R™", m > n, e A = USVT a SVD de A. Devido aos zeros da
matriz ¥, apenas as n primeiras colunas da matriz U influenciam na fatoracdo da matriz A.

Assim,

A=USVT, (2.6)

onde U € IR™ "™ é formada pelas primeiras colunas da matriz U, acima mencionadas, e

~

Y. € IR™" ¢ diagonal, formada pelas n primeiras linhas da matriz 3. Essa fatoragéo da

matriz A é conhecida como a SVD reduzida de A.
TEOREMA 2.1 Toda matriz A € IR™*" possui uma decomposigédo em valores singulares.

PROVA: Ver Trefethen and Bau (1997) e Golub and Loan (1996). O
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2.6 A SVD e o Calculo da Pseudoinversa

Nas secOes anteriores discutimos dois métodos que utilizam a SVD para encontrar uma
solu¢do para problema de reamostragem uniforme, ou seja, para o sistema (2.2). Veremos
agora com detalhes como esta ferramenta pode ser ttil para o nosso problema. Vamos supor
que a matriz A € IR™*™, m > n, tenha posto completo. Entao, como vimos anteriormente, a

pseudoinversa da matriz A € tnica e dada por
AT = (AT AL AT, (2.7)

E conveniente decompor a matriz A* utilizando a SVD reduzida da matriz A, A = UsvT.

Substituindo na equagdo acima, obtemos
AT =VETUT, (2.8)
e, portanto, a solu¢do de quadrados minimos pode ser escrita como
z= At =VEU. (2.9)

Considerando o “sistema singular” {uy, vg; o0y}, formado pela k-ésima coluna de U, a
k-ésima coluna de V' e o k-ésimo valor singular de A, a solucdo de quadrados minimos pode

ser escrita como

r=A=Y o (vib)us. (2.10)
k=1

Analisando a equacdo (2.10), podemos notar que, a medida que £ aumenta, ak’l aumenta
também, e, pequenas perturbacdes que possam ocorrer sdo multiplicadas por fatores cada vez
maiores. Isto significa que perturbar o vetor b de um pequeno fator, implicard em perturbacdes
muito grandes na solu¢do x, o que implica que este problema seja classificado como mal condi-
cionado. Isto € piorado quanto maior o valor de n, o que justifica o fato do algoritmo URS nao

ser praticdvel quando os valores de m e n sdo muito grandes.

2.7 Regularizacao

A regularizagdo consiste em tornar a solu¢ao para um determinado problema mais estavel,
modificando-o de maneira que a nova solugdo seja menos sensivel a pequenas perturbacdes

nos dados. Ao mesmo tempo, a solu¢do do problema modificado deve ser préxima a solugdo
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do problema original. O método consiste em definir um operador I?,, parametrizado por uma

parametro positivo de suavidade p, que aproxima a solucao dada pela pseudoinversa da seguinte

maneira
lim R,b= A"b. (2.11)
p—0t

Assim, a solugdo original © = ATh é substituida pela solu¢do aproximada & = R,b. O

parametro p afeta tanto a precisdo do método quanto a estabilidade, quanto menor for p, mais
proxima da solucdo original fica a solug@o aproximada, e, quanto maior o valor deste parametro,
mais estavel a solucdo. Desta maneira, este parametro deve ser escolhido de maneira a balancear
estabilidade e precisao.

Apresentamos agora um tipo de técnica de regularizacdo chamada janelamento espectral.

Neste método, a equagdo (2.10) € substituida por uma versao filtrada

T=Ryb= Zrk(p)agl(vgb)uk. (2.12)
k=1
onde as fungdes ry : [0,00) — [0, 1] satisfazem: lim+ re(p) = 1 paratodo k = 1,2,...,ne
p—0

klim re(p) ak’l = 0. A ultima condi¢do assegura que os termos instdveis, de alta freqiiéncia,

s;jgom eliminados, enquanto que a primeira assegura que a equacao (2.11) seja satisfeita.
Existem muitos regularizadores tipo “janelamento espectral” para o problema de quadrados

minimos usando SVD, aqui descreveremos dois deles. O primeiro € conhecido como expansdo

para o sistema singular truncada. Neste método, os “pesos” 7 (p) sdo dados por

L, k<[l/p]

. (2.13)
0, caso contrério.

ri(p) =

onde [1/p] designa o maior inteiro menor que 1/p. Como no algoritmo BURS utilizamos apenas
uma vizinhanca em torno de cada ponto onde se quer conhecer a funcdo, e entdo calculamos
uma pseudoinversa aproximada, podemos entendé-lo como se truncasse a SVD da matriz, por
isso ele € um exemplo para este tipo de “janelamento espectral”.

Este algoritmo € muito preciso, porém, muito sensivel a ruido. Mesmo a menor presenca
deste, corrompe a imagem gerada pelo BURS. Por isso Rosenfeld (2002) desenvolveu um outro
algoritmo, o qual denominou rBURS. Antes de descrevermos tal algoritmo, apresentamos outro
tipo de regularizagao “‘janelamento espectral” chamado Filtro Tikhonov, ao qual este novo algo-

ritmo faz parte (Tikhonov and Arsenin, 1977).



REAMOSTRAGEM UNIFORME 28

Este método tem como operador de regularizac¢do, a matriz
R, = (ATA+pl)7'A", p>0, (2.14)
ou seja, fornece a solucdo regularizada
F=Ryb=(ATA+ pl)"' AT, (2.15)

que equivale a minimizar a soma ||Az — b||* + p||z|| € cuja solugdo é conhecida como uma
versdo regularizada da equagdo normal A” Az = AT'b (ver Lawson and Hanson (1974) e Bjorck
(1996)), a qual d4 origem ao problema de quadrados minimos e conseqiientemente a matriz A ™.

Se tomarmos a fatoracdo SVD da matriz A e substituirmos na equacao (2.14), obtemos
R,=V[(S"S + pI)~'S"|U". (2.16)

Como todas as matrizes dentro do colchetes sdo matrizes diagonais, com valores reais ao longo
da diagonal j4 que a matriz A € real, ndo € necessdrio fazer inversao de nenhuma matriz, obtendo

a seguinte estrutura

A0

R,=V UT, (2.17)

onde A € uma matriz diagonal p X p com os seguintes elementos em sua diagonal {o,/(c? + p),
02/(05 4+ p),--.,0p/(0) + p), },sendo 01, 03, . . ., 0, 0s valores singulares de A. Assim, neste

método os pesos sdo dados por

2
O

U,%-i-p

re(p) = (2.18)

e tornam a solu¢do menos sensivel a presenca de ruidos. Note que os pesos satisfazem as trés

condi¢des descritas anteriormente.

2.8 Reamostragem Uniforme por Blocos Regularizada

Consideremos uma amostra de uma fung¢do continua f nos pontos {7y, 72, ..., 7}, i € IR,
i€ M ={1,2,...,m}. Nosso objetivo é encontrar uma aproximag¢io para a fun¢do nos pontos
uniformemente espagados, t; = ty + jAt, to € R, j € N = {1,2,...,n}. Seja Az =ba
formulacdo para tal problema, conforme foi visto nas se¢cdes anteriores.

Foram apresentados dois algoritmos, URS e BURS, que fornecem uma solucdo para tal
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problema, porém, devido a inefici€éncia do algoritmo BURS em problemas em que € encontrado
algum tipo de ruido, Rosenfeld (2002) desenvolveu uma versdo regularizada deste algoritmo e
a denominou de rBURS. Neste algoritmo, também € selecionada uma submatriz B; da matriz
A para cada amostra uniforme ¢;, e calculada a sua pseudoinversa com o objetivo de selecionar
a linha correspondente a ¢; e inseri-la na j-ésima linha da matriz A*, que aproxima a pseudoin-
vesa AT. O que altera é o célculo da pseudoinversa B]'-*. Ao invés de a calcularmos, também
a aproximamos pela versdo regularizada B;“ = (B]TB]' + pl )*IBJT que € calculada usando a
SVD, como descrito na secao anterior. Note que o BURS corresponde ao rBURS com p = 0.

A seguir temos um esquema que resume este método:

ALGORITMO RBURS

e Dados f(7;), m € R, i€ M ={1,2,...,m},t; =ty + jAL, tp € R,
jeN={1,2,....,n},0 >0e A > 1.50.
eParaj=1,...,nfaca
Sejamd={keM | |1, —t;| <dteD={leN | |t,—t;| <A}
Seja B; a submatriz de A composta pelos elementos ay;, k € d, | € D.
Compute B = (B] B;j + pI)~'B] usando SVD.
Isole a linha de B]'-*, que corresponde a 7;, e insira-a em locais apropriados na
j—ésima linha de A™.
eSejab=(f(r),-.., f(tm))".
e As amostras uniformes sio dadas por zgyrs = AT, i.e., f(t;) = (zBurs);-

Note que, no i-€simo passo do rBURS, queremos apenas a linha da matriz B;F que cor-
responde a ¢;, como no BURS. Supondo que esta linha seja a ¢g-ésima linha de tal matriz, ndo
precisamos calcular toda a matriz B’;-“, j4 que dada a fatoragdo SVD da matriz B; = USV7,

temos

Ut (2.19)

onde V, é a g-ésima linha da matriz V, e a matriz A € como descrita na se¢do anterior.
Exemplos da eficiéncia deste algoritmo e comparagdes com os outros dois algoritmos aqui

desenvolvidos sdo apresentadas no Capitulo 3.
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2.9 Meétodo dos Gradientes Conjugados

O método dos Gradientes Conjugados (CG, do Inglés, “Conjugate Gradient”) € um método
iterativo e uma ferramenta padrdo para resoluciao de problemas de quadrados minimos. Pode-
mos entdo, utilizd-lo na resolucdo do problema de reamostragem uniforme, uma vez que este
problema pode ser formulado com um sistema Ax = b.

O método dos gradientes conjugados é um método para sistemas lineares simétricos e po-
sitivos definidos. A principio, todo método iterativo deste tipo pode ser aplicado ao sistema de
equacdes normais AT Ax = ATb.

Neste método, calculamos apenas os produtos das matrizes A e A7 por um vetor, ndo sendo
necessério calcular A” A. Trabalhar somente com A e A’ tem uma vantagem importante. O
célculo do produto AT A, como foi visto, torna a solucdo sensivel 4 pequenas perturbacdes nos
dados. Aqui, damos uma aproximagdo inicial para a solucdo e ela é melhorada até que seja
obtida uma solugdo aceitdavel. Para isso, a matriz A ndo precisa necessariamente ser conhecida,
apenas a acdo de A e AT em vetores. Assim, este método, a cada itera¢do, encontra uma
aproximagao para a solu¢do do sistema, o residuo correspondente a esta aproximacao e procura

uma direcao usada na atualizagdo destes. Vejamos agora como isto € feito.

DEFINICAO 2.3 Dada uma matriz B € IR™"™ e um vetor ¢ € IR", o subespaco de Krylov
Kk (B, c¢) é dado por

Ki(B,c) = span{c, Be, ..., B¥"'c}, para algum k > 1. (2.20)

Na resolucdo do sistema Ax = b, a k-ésima iteragdo do método CG encontra uma apro-
ximacdo z* para a solucdo x = A*b. Esta iteracdo é unicamente determinada pela seguinte
propriedade: z*¥ minimiza

E(z) = ||Az — b||? (2.21)

no subespago afim z° + Ky (AT A, s°), onde
s = —VE(2") = AT (b — Az"). (2.22)

Maiores detalhes podem ser vistos em Bjorck (1996) e Golub and O’Leary (1989).
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ALGORITMO CG

e Dada uma aproximacio inicial 2°, sejam 7° = b — Ax?,
= o = ATy = |02
e Parak =0,1,..., enquanto ¢y > tol, faca
q* = Apt,
o = v/ I
Pt = 2k 4 app”,
=k — g,
Sk—l—l — ATTIC-H,

¢k+1 = ||8k+1||2,

Bk = Vit1/ Yk,
PRl = ght1 g gk,

Como € considerado um método répido e eficiente para resolu¢do do problema de quadra-
dos minimos, no préximo capitulo também formulamos exemplos de reamostragem uniforme

utilizando CG, com o objetivo de comparar com os resultados dos algoritmos URS e BURS.

2.10 Caso Bidimensional

Consideremos uma funcio real continua f : IR*> — IR, amostrada em um conjunto finito
de pontos ndo igualmente espacados, {(a, 51), (a2, 52), ..., (Qm, Bm)}. Nosso objetivo é en-
contrar uma aproximagdo para f(a;,b;), (a;,b;) = (ag,bo) + (iAa,jAD), (ag,by) € IR?,
ie N ={1,2,...,n1}ej € No={1,2,... ,ny}.

Tal problema pode ser resolvido aplicando-se o Teorema de Shannon (Cap. 1) para dimen-

soes maiores. Para cada (g, fk), k € M ={1,2,...,m}, temos

f o, Br) = 21: 22: f(as, bj) sinc (akA_aai> sinc <6kA_bbj> : (2.23)

i=1 j=1

Ordenamos os pontos Cartesianos unifomemente espacados por coluna (poderia ter sido
por linha) em um vetor, como segue: {(ay, b;), (s, b2), . . ., (@n, bn)}, onde (a1, b1) = (as, by),

(@, bs) = (a1, bs), (@3, 5) = (@1,b3), - -+, (@ny, bny) = (@1, b03), (@nyi1, bny1) = (a2,01), -,
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~

(Gp, by) = (Gp,, bn,), onde n = nyny. Assim, a equagdo (2.23), pode reescrita da seguinte forma

SN —a\ . —b
flow, Br) =~ lz;f(az,bz) sinc <akA al) sinc (6kAb l) , ke M. (2.24)

a

Observemos que, como no caso unidimensional, o conjunto de equagdes acima formam
um sistema linear C X = D. Os elementos da matriz C € IR™*", do vetor X € IR" e do
vetor D € IR™ sdo dados por ¢y = sinc[ (o —a;)/Aa]sinc [ (B, —b)/Ab], X, = f(a,b),
Dy = flog, B), k€ M, 1 € N={1,2,...,n}. A solugdo para este sistema é dada por

X =C'D, (2.25)

e todos os métodos discutidos anteriormente no caso unidimensional podem ser aplicados. No
caso dos algoritmos BURS e rBURS a utiliza¢do dos parametros 6 e A no célculo da SVD
“truncada” da matriz, € baseada na norma infinito, ou seja, para cada ponto uniforme (al,Bl),
[ € N, selecionamos todos os pontos (av, Bk), k € M, tal que max{a; — ak,/b\l — Bk} < 4, 0u
seja, selecionamos os pontos que estdo “dentro” do quadrado de lado 24, centrado em (@, /b\l)
Analogamente, selecionamos os pontos igualmente espacados que estdao “dentro” do quadrado
de lado 2A, centrado em (ay, /b\l) Uma vez selecionados tais pontos, os outros passos destes
algoritmos sdo andlogos ao caso unidimensional.

No préximo capitulo apresentaremos exemplos, tanto no caso unidimensional quanto no

caso bidimensional, comparando a eficiéncia dos métodos URS e BURS em problemas diversos.



Capitulo 3
Experimentos Computacionais

Com o objetivo de validar os resultados discutidos anteriormente, formulamos alguns exem-
plos, no caso unidimensional e no caso bidimensional. Comparamos os resultados dos algorit-
mos URS, BURS e CG para o problema de reamostragem uniforme e, no caso de ineficiéncia
do algoritmo BURS, também aplicamos o algoritmo rBURS para resolu¢do do problema em

questao.

3.1 Caso Unidimensional

Em cada um dos exemplos a seguir foram gerados m pontos aleatérios provindos de uma
distribui¢do uniforme e n pontos igualmente espacados, todos em um intervalo pré-determinado
[T1, T5]. Tomamos entdo uma fungéo amostrada nos m pontos acima e reamostramos tal fungéo

nos n pontos desejados.

3.1.1 Funcao Exponencial

ft) =€ Ty = =3, Ty =3, m=256en = 128.

Neste primeiro exemplo, o resultado apresentado pelo algoritmo de reamostragem simples
(URS) néo foi satisfatorio, diferentemente do apresentado pelo algoritmo de reamostragem por
blocos (BURS). Fizemos alguns testes com este dltimo, variando os parametros ¢ ¢ A com o
objetivo de validar a relagdo A > 1.56 proposta por Rosenfeld (1998).

O BURS foi aplicado trés vezes e em cada caso tomamos ¢ = 0.3 e variamos A, cujos
valores utilizados foram 0.3, 0.4 e 0.5 respectivamente. Em cada caso, o algoritmo BURS

substituiu o cdlculo da pseudoinversa de dimensao 128 x 256 pelo calculo de 128 pseudoinversas

33
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de dimensdes menores, que variaram entre 14 X 7 e 34 x 13 no primeiro caso, 14 x9e 34 x 17 no
segundo e 14 x 9 e 34 x 21 no dltimo caso. Os resultados analisados neste exemplo podem ser
observados na Figura 3.1. Podemos notar que quando a relacdo acima entre os parametros foi
satisfeita, o resultado aproximou muito bem a funcdo, mesmo esta nao sendo banda limitada.
Em todos os casos analisados, o tempo de execugdo dos algoritmos nao ultrapassou 1 segundo.
O erro foi medido pela norma euclidiana da diferenga entre o vetor que continha os valores
exatos da fun¢@o nos pontos reamostrados e o fornecido por cada algoritmo dividido pela norma

do vetor com os valores exatos.

URS BURS

5 2 1 0 1 2 3
f

Figura 3.1: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = e*/?: URS, erro = 12.83% (acima a
esquerda), BURS, § = 0.3, A = 0.3, erro = 10.55% (acima a direita), BURS, § = 0.3, A = 0.4
e erro = 1.75% (abaixo a esquerda ) e BURS, § = 0.3, A = 0.5 e erro = 0.7% (abaixo a direita).
Os simbolos ©’s correspondem as amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o
traco continuo representa o sinal f ().
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Em todos os proximos exemplos utilizamos como parametros 6 = 5At e A = 1.84, onde
At é o espacamento das amostras uniformes. O erro, como anteriormente, foi medido pela
norma euclidiana da diferenca entre o vetor que continha os valores exatos da fun¢do nos pontos
reamostrados e o fornecido por cada algoritmo dividido pela norma do vetor com os valores

exatos.

3.1.2 Funcao Trigonométrica

f(t) = 10sent cos10t + cos3t — sen2t, T} = —3, T, = 3.

Como esta fun¢do é uma combinagdo de senos e cossenos (banda limitada) os dois algorit-
mos devem fornecer bons resultados. Consideramos varios valores de m e n comecando com
m = 64 e n = 32 dobrando os valores até m = 4096 e n = 2048, com o objetivo de constatar
até que ponto o algoritmo URS € praticdvel.

Pudemos notar que o algoritmo URS forneceu bons resultados, porém ndo tao bons quanto
os fornecidos pelo BURS, e, em um tempo menor que o BURS até m e n da ordem de centenas,
0 que comprova os resultados obtidos por Rosenfeld (1998). Os resultados podem ser vistos

nas Figuras 3.2 a 3.8.

URS

Figura 3.2: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10t + cos3t — sen2t, m = 64,
n = 32: URS, TEMPO = 0.001s, ERRO = 1.22% (a esquerda) e BURS, TEMPO = 0.032s,
ERRO = 0.32% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).
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URS BURS
15 . . . . . 15 . . .

Figura 3.3: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10¢ + cos3t — sen2t, m = 128,
n = 64: URS, TEMPO = 0.001s, ERRO = 1.28% (a esquerda) e BURS, TEMPO = 0.125s,
ERRO = 0.48% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).

URS BURS
15 . . . . . 15 . . .

Figura 3.4: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10¢ + cos3t — sen2t, m = 256,
n = 128: URS, TEMPO = 0.015s, ERRO = 0.68% (a esquerda) e BURS, TEMPO = (0.328s,
ERRO = 0.14% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).

URS BURS
15 . . . . . 15 . . .

Figura 3.5: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10¢ + cos3t — sen2t, m = 512,
n = 256: URS, TEMPO = (0.250s, ERRO = 0.98% (a esquerda) e BURS, TEMPO = 1.031s,
ERRO = 0.01% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).
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URS BURS

Figura 3.6: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10t + cos3t — sen2t, m = 1024,
n = 512: URS, TEMPO = 2.047s, ERRO = 1.51% (a esquerda); BURS, TEMPO = 3.875s,
ERRO = 0.08% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).

URS BURS

Figura 3.7: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10t + cos3t — sen2t, m = 2048,
n = 1024: URS, TEMPO = 17.063s, ERRO = 0.72% (a esquerda) e BURS, TEMPO = 14.843s,
ERRO = 0.09% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).

URS BURS
15 . . . . . 15 . . .

Figura 3.8: Reamostragem uniforme do sinal f(¢) = 10 sentcos10t + cos3t — sen2t, m = 4096,
n = 2048: URS, TEMPO = 2min26s, ERRO = 0.56% (a esquerda) e BURS, TEMPO = 1min03s,
ERRO = 0.43% (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as amostras, 0s x’s representam a
reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(¢).
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3.1.3 Funcao Polinomial

f(t):t3+t2+2,T1:—3,T2:3

Fizemos neste exemplo os mesmos testes que o exemplo anterior, ou seja, variamos os valo-
res de m e n. A titulo de comparacao, resolvemos cada caso utilizando gradientes conjugados
(CG), com o maximo de 40 itera¢des e precisdo de 0.1%. Em todos os casos ele atingiu o
maximo de iteracdes sem atingir a precisdo desejada. Vamos exibir apenas os casos m = 64,
m = 512 e m = 4096.

O algoritmo BURS forneceu bons resultados em todos os casos, enquanto que pelos outros
dois métodos os resultados nio foram satisfatorios. Até m e n da ordem de centenas, o algo-
ritmo URS mostrou-se o mais rapido de todos os outros, seguido pelo CG, sendo o mais lento o
algoritmo BURS. Nos casos onde m e n eram maiores, o BURS foi o mais rdpido, sendo nestes
casos 0 URS o mais lento, comprovando mais uma vez os resultados fornecidos em Rosenfeld
(1998). Apesar do algoritmo BURS ser mais lento que os demais para dimensdes pequenas,
podemos dizer que ele € mais vidvel em todos os casos, levando-se em conta a melhor quali-
dade dos resultados apresentados. Este exemplo comprova a eficiéncia do algoritmo BURS em
problemas em que o algoritmo URS ndo fornece resultados satisfatorios mesmo em dimensoes

pequenas. Estes resultados podem ser vistos nas Figuras 3.9 a 3.11.

3.1.4 Sismograma

Com o objetivo de mostrar o potencial da interpolacdo em problemas sismicos, € como
ultimo exemplo unidimensional, reamostramos uma se¢do sismica cujos tracos nio estavam
igualmente espacados (Ver Figura 3.12). Isto se deve ao fato dos receptores ndo estarem igual-
mente espacgados, talvez por razdes geograficas (correnteza no caso maritimo ou irregularidades
no solo) ou queima de algum receptor. Os algoritmos URS, BURS e rBURS foram aplicados
para simular a se¢do sismica para receptores igualmente espacados.

O tempo foi discretizado entre Os e 1.5s com espacamento de 2ms e a reamostragem uni-
forme foi feita da seguinte forma: para cada valor de ¢ (tempo) fixo, tomamos os valores que
tinhamos para cada posi¢do do receptor e reamostramos nas posi¢cdes igualmente espagadas de-
sejadas. Depois disto, para cada posi¢cao do receptor fixa, tinhamos os valores para cada valor de
t, formando assim um traco. Desta maneira estava feita a reamostragem uniforme. Como este
exemplo era muito instavel, o algoritmo BURS ndo apresentou bons resultados, sendo estes
inclusive piores que os resultados apresentados pelo URS, fazendo-se necesséria a utilizacao

do algoritmo rBURS. Este algoritmo foi aplicado para dois valores diferentes do parametro p,
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URS

—3 —2 —1 o 1 2 3
t

Figura 3.9: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = 3 +1t2+2, m = 64, n = 32: URS,
TEMPO =0.001s, ERRO =31.14% (acima); BURS, TEMPO = 0.047s, ERRO = 3.08% (ao centro)
e CG, TEMPO = 0.015s, ERRO = 31.06% (abaixo). Os simbolos 0’s correspondem as amostras,
0s x’s representam a reamostragem uniforme e o trago continuo representa o sinal f(t).
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URS

—3 —2 —1 o 1 2 3
t

Figura 3.10: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = t3 + ¢ + 2, m = 512, n = 256: URS,
TEMPO = 0.235s, ERRO = 05.82% (acima); BURS, TEMPO = 1.093s, ERRO = 01.89% (ao
centro) e CG, TEMPO = (.750s, ERRO = 5.90% (abaixo). Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, 0os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

().
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URS

)
t

Figura 3.11: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = > + > + 2, m = 4096, n = 2048: URS,
TEMPO = 2min26s, ERRO = 5.48% (acima); BURS, TEMPO = Imin0Ols, ERRO = 1.73% (ao
centro) e CG, TEMPO = 1minl4s, ERRO = 33.01% (abaixo). Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, 0os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

().
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Figura 3.12: Secdo sismica modelada para receptores nio igualmente espacados (acima) e para
receptores igualmente espagados (abaixo).

0.10 e 0.40. Pudemos notar que ele realmente aumentou a estabilidade com relacdo a solucao
apresentada pelo BURS, porém com amplitudes menores do que a solugdo correta. Notamos
ainda que estas caracteristicas sa3o maiores para o maior valor de p utilizado. Ressaltamos que
o rBURS apresentou também melhores resultados quando comparado ao URS. Os resultados
podem ser vistos nas Figura 3.13 e 3.14. Este exemplo comprova a ineficiéncia do algoritmo

BURS para problemas instdveis e exemplifica a teoria vista anteriormente sobre regularizacdo.

3.1.5 Analise do Condicionamento da matriz A

) =055 33+ 245 T, = -3, T, = 3.
g(t) = cos3tsent + 2sent, Ty = —3, T, = 3.

O objetivo deste exemplo € analisar como o niimero de condi¢cdo da matriz envolvida no
problema de reamostragem uniforme influencia nos resultados de cada método. O numero de
condi¢io de uma matriz é dado por K (A) = ||A]|||A~"|| e quanto maior o valor de K (A), pior o
condicionamento de A. Aqui adotamos norma-2, assim, K (A) = 0,02/ min, 1.€., 0 nimero de
condigdo é dado pela divisdo do maior valor singular de A, pelo menor. Assim, $€ 7,00 => Omin,

a matriz A é mal condicionada e, no caso de 0,,;;, = 0, K(A) = oo (Trefethen and Bau, 1997).
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Figura 3.13: Secdo sismica interpolada usando URS (acima) e BURS (abaixo).
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Figura 3.14: Secdo sismica interpolada usando rBURS com p = 0.10 (acima) e p = 0.40
(abaixo).
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URS BURS

Figura 3.15: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = 0.5t — 3t3 + 2+ 5, m = 128, n = 64,
K(A) = 10.1: URS (a esquerda) e BURS (a direita). Os simbolos 0’s correspondem as
amostras, 0os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

().

Geramos amostras das fun¢des polinomial e trigonométrica acima descritas, em 128 pon-
tos gerados aleatoriamente no intervalo [T7, 75|, e reamostramos tais fungdes em 64 pontos
igualmente espagados, utilizando os algoritmos URS e BURS. Para f(t) e g(¢), a matriz do
sistema linear era a mesma, uma vez que os pontos ¢;’s € 7;’s eram 0s mesmos. Fizemos isto
duas vezes, sendo que no primeiro caso, a matriz A tinha nimero de condi¢do 10.1 e no se-
gundo 476.6. A remostragem da fung@o trigonométrica g(t) apresentou bons resultados pelos
dois métodos, nos dois casos. Jd com relagdo a fungéo polinomial f(¢), os resultados forneci-
dos pelo URS no segundo caso ndo foram satisfatérios. Analisamos também os nimeros de
condicdo das submatrizes de A utilizadas no BURS. No primeiro caso, estes valores variaram
entre 1.03 x 10* e 1.38 x 10'2 € no segundo caso entre 1.86 x 102 ¢ 1.19 x 10}, Notamos que,
apesar destes nimeros serem muito grandes, os resultados fornecidos pelo BURS em todos os
casos, foi muito bom. Acreditamos que o fato do algoritmo URS apresentar bons resultados
para os dois valores de K (A) apenas para a fungdo trigonométrica estd ligado ao fato desta

funcdo ser banda-limitada. Todos os resultados podem ser vistos nas Figuras 3.15 a 3.18.

3.2 Caso Bidimensional

3.2.1 Funcao Trigonométrica

Como primeiro exemplo bidimensional tomamos a func¢do f(z,y) = 3senz + 5cos2y,
amostrada no intervalo [—1,1] x [—1,1] em 1024 pontos Cartesianos, gerados aleatoriamente
a partir de uma distribui¢ao uniforme, e reamostramos tal fun¢do em 256 pontos de uma grade

Cartesiana usando os algoritmos URS e BURS (ver Figura 3.19). Como este € outro exemplo de
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URS BURS

Figura 3.16: Reamostragem uniforme do sinal g(¢) = cos 3t sent + 2sent, m = 128, n = 64,
K(A) = 10.1: URS (a esquerda) e BURS (a direita). Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

g(t).

BURS

Figura 3.17: Reamostragem uniforme do sinal f(t) = 0.5t5 — 3t> + 2 + 5, m = 128, n = 64,
K(A) = 476.6: URS (a esquerda) e BURS (a direita). Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

().
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t

Figura 3.18: Reamostragem uniforme do sinal g(¢) = cos 3t sent + 2sent, m = 128, n = 64,
K(A) = 476.6: URS (a esquerda) e BURS (a direita). Os simbolos ©’s correspondem as
amostras, os x’s representam a reamostragem uniforme e o traco continuo representa o sinal

g(t).
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uma combinagdo de senos e cossenos (banda limitada), os dois algoritmos apresentaram bons
resultados, porém, os fornecidos pelo BURS foram melhores. Como as dimensdes do problema
ndo sdo tdo grandes, o URS ainda fo1 praticavel, sendo que seu tempo de execucdo foi quase 10

vezes menor que o do BURS. Os resultados podem ser vistos na Figura 3.20.

0000000000000 OOO0
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0000000000000 OOO0
0000000000000 OOO0
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oYoloJoJeJoJeJoJeoXeXoJeXoJoXoJo)
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0000000000000 OOO0
0000000000000 OBGO
00000V OO0OOOOO00OYD
0000000000 COO000O0
000000A0OO0O0OO0OOO0
0000000000000 0O0
0000000000000 OOO0
oJoloJoJoJoJoJoJoJoJoloJoloXoJe)

Figura 3.19: Reamostragem uniforme da fun¢do f(z,y) = 3sen(x) + 5cos(2y) (a esquerda):
os simbolos .’s correspondem aos pontos em que a func¢do € conhecida e os O’s representam 0s
pontos reamostrados. Imagem real da fungdo f(z,y) = 3sen(x) + 5 cos(2y) nos 256 pontos
distribuidos uniformemente no intervalo [—1, 1] x [—1, 1] (a direita).

3.2.2 Funcao Nao Linear

Neste exemplo, utilizamos a fungdo f(x,y) = \/m, amostrada em 1512 pontos, dis-
tribuidos radialmente no intervalo [—1.5, 1.5] x [—1.5, 1.5], e reamostramos tal fun¢do em 324
pontos de uma grade Cartesiana usando os algoritmos URS e BURS (ver Figura 3.21). Apenas
o algoritmo BURS apresentou resultado satisfatdrio, ja que o algoritmo URS ndo aproximou
bem a imagem nas bordas. Assim como no exemplo anterior, 0 URS foi mais rdpido, sendo que
seu tempo de execucdo foi mais de 20 vezes menor que o do BURS. Os resultados podem ser

vistos na Figura 3.22.

3.2.3 Imagem da Lenal

Neste exemplo utilizamos uma imagem da Lena com “buracos”, com dimensdes 128 x 128
pixels, obtida de um recorte de uma imagem da Lena 256 x 256 para que tivesse melhor re-
solu¢do. A imagem foi corrompida em 5%, 15%, 25%, 35% e 45%, ou seja, em cada caso

uma certa porcentagem dos pontos da imagem eram desconhecidos (ver Figura 3.23). Como



EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS 47

URS Erro
6 6
4 4
2 2
0 0
-2 A
BURS Erro
6 6
4 4
2 2
0 0
-2 -2

Figura 3.20: Reamostragem uniforme da funcéo f(z,y) = 3senxz+5cos2y: imagem interpolada
usando URS, TEMPO = 2.53s (acima) e imagem interpolada usando BURS, TEMPO = 23.438s,
(abaixo).

a imagem estava sob a forma de uma matriz, tratamos cada elemento a;; da matriz como o
valor de f(i, 7). Os “buracos"foram gerados colocando 0 em n pontos da imagem que foram
selecionados aleatoriamente. Este € um exemplo em que os pontos que queremos interpolar nao
estdo uniformemente espagados, ou seja, como trata-se do caso bidimensional, os pontos nao
estdo numa grade Cartesiana, porém sdo um subconjunto de pontos uniformemente espagados.

Para recuperacdo de tal imagem, testamos os algoritmos URS, BURS e CG, com tol =
0.001. Como sé podemos utilizar os algoritmos para encontrar valores em uma malha uni-

forme, dividimos o problema em quatro etapas. Em cada etapa consideramos, respectivamente,
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™
S

Figura 3.21: Reamostragem uniforme da funcdo f(z,y) = /22 + y? (a esquerda): os simbo-
los .’s correspondem aos pontos em que a fungdo é conhecida e os O’s representam 0s pontos
reamostrados. Imagem real da fungéo f(z,y) = /2% + y? nos 324 pontos distribuidos uni-
formemente no intervalo [—1, 1] x [—1, 1] (a direita).
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os casos onde as coordenadas (x, i) eram: par—par, impar—par, par—impar e impar—impar, sendo
Az = 2 e Ay = 2. Sobrepusemos a imagem apenas os pontos que faltavam, “jogando fora"o
que ndo precisdvamos. O erro relativo em cada caso foi calculado dividindo-se a norma da difer-
enca entre a imagem original e a obtida, pela norma deda imagem original. A norma utilizada
foi de Frobenius, que ¢ dada pela raiz quadrada da soma dos quadrados de todos os elementos
da matriz. Note que, os pontos calculados (vetor X') ndo variam com relagdo a porcentagem
de pontos removidos da imagem original; o que muda é o tamanho do vetor b, uma vez que
este estd relacionado com o niimero de pontos que conhecemos da imagem, que variou de 95%
a 55%. Assim, o tempo de execugdo dos algoritmos diminui com o aumento da porcentagem
de recuperacdo da imagem. Em todos os casos, o algoritmo CG convergiu, alcancando a pre-
cisdo desejada. Os algoritmos URS e CG apresentaram resultados muito parecidos, sendo que
os erros relativos sé tiveram diferenga a partir da quarta casa decimal, ndo considerada aqui.
Os resultados fornecidos pelo BURS foram um pouco melhor que os demais na maioria dos
casos, sendo seu tempo de execuc¢do significativamente menor que os demais em todos ele, e,
portanto, podemos dizer que o URS e o CG nio sdo praticaveis para problemas dessa ordem.

Os resultados estdo apresentados nas Figuras 3.24 a 3.28.
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Figura 3.22: Reamostragem uniforme da fungio f(z,y) = +/22? + y?: imagem interpolada

usando URS, TEMPO = 1.609s (acima) e imagem interpolada usando BURS, TEMPO = 37.562s
(abaixo).
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0.4
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3.2.4 Imagem da Lena II

Neste exemplo, tentamos recuperar um imagem da Lena, com dimensdes 95 x 95 pixels,
obtida também de um recorte de uma imagem da Lena 256 x 256, corrompida numa faixa de
dimensdes 5 x 50 pixels. Para isto, utilizamos apenas o algoritmo BURS, ja que, como pudemos
ver no exemplo anterior, os demais métodos sdo invidveis computacionalmente. Infelizmente,
constatamos que esse método ndo se aplica em exemplos deste tipo. Os resultados podem ser

vistos na Figura 3.29. Os erros relativos foram calculados como no exemplo anterior.
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Figura 3.23: Imagem Original.

3.2.5 Sismograma

Um outro exemplo de aplicacdo a geofisica € a reconstru¢cdo de imagens. Assim, neste
exemplo, trabalhamos com a imagem de uma se¢do sismica de 376 x 40 pixels, como exibido
na Figura 3.30. Os dados foram corrompidos, em 30% e 50%, como no Exemplo 3.2.3. Para
a reconstrugcdo de tais imagens, utilizamos apenas o algoritmo BURS, devido a viabilidade
pratica do método. Os resultados apresentados para os casos 30% e 50% podem ser vistos na
Figura 3.31. Em ambos os casos os erros relativos, que foram calculados como no exemplo
anterior, mostraram-se satisfatérios. Do ponto de vista prético, estes resultados sdo bons pois
permitem uma melhor interpretacdo da imagem, uma vez que ela possui melhor resolucdo do

que a imagem corrompida.
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(d)

Figura 3.24: (a) Imagem corrompida 05%. (b) Imagem recuperada por URS,
TEMPO =27h21min e ERRO =2.28%. (c) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 14min52s e
ERRO =2.16%. (d) Imagem recuperada utilizando Gradientes Conjugados, TEMPO = 24h30min
e ERRO = 2.28%.
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© (d)

Figura 3.25: (a) Imagem corrompida 15%. (b) Imagem recuperada por URS,
TEMPO = 21h26min e ERRO =4.02%. (c) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 1 1min34se
ERRO = 3.81%. (d) Imagem recuperada utilizando Gradientes Conjugados, TEMPO = 19h52min
e ERRO =4.02%.
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(d)

Figura 3.26: (a) Imagem corrompida 25%. (b) Imagem recuperada por URS,
TEMPO = 16h57min e ERRO = 5.28%. (c) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 10min36s e
ERRO =5.22%. (d) Imagem recuperada utilizando Gradientes Conjugados, TEMPO = 16h12min
e ERRO = 5.28%.
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(d)

Figura 3.27: (a) Imagem corrompida 35%. (b) Imagem recuperada por URS,
TEMPO = 13h55min e ERRO = 6.36%. (c) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 9min54s
e ERRO = 11.63%. (d) Imagem recuperada utilizando Gradientes Conjugados,
TEMPO = 13h15min e ERRO = 6.36%.
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(d)

Figura 3.28: (a) Imagem corrompida 45%. (b) Imagem recuperada por URS,
TEMPO = 11h19min e ERRO = 7.51%. (c) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 9min16s
e ERRO = 13.16%. (d) Imagem recuperada utilizando Gradientes Conjugados,
TEMPO = 10h53min e ERRO = 7.51%.
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(a) (b)

Figura 3.29: (a) Imagem corrompida. (b) Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 5min39s e
ERRO = 13.71%.

Figura 3.30: Imagem Original.
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Figura 3.31: Imagem corrompida 30% (acima a esquerda ). Imagem recuperada por BURS,
TEMPO = 8minl6s e ERRO = 6.61% (acima a direita ). Imagem corrompida 50% ( abaixo a
esquerda). Imagem recuperada por BURS, TEMPO = 7min03s e ERRO = 29.88% (abaixo a
direita ).



Conclusao

Neste trabalho, estudamos o problema de reamostragem uniforme e vimos que, utilizando o
Teorema de Shannon (Capitulo 1), este pode ser formulado como um problema de se resolver
um sistema de equagdes lineares. Com o objetivo de constatar a utilidade da reamostragem
uniforme, estudamos a Transformada de Fourier Discreta (DFT) e comparamos, através de
um exemplo, as aproximacgdes para a Transformada de Fourier de um certo sinal, fornecidas
pela DFT, utilizando primeiramente uma amostra ndo uniforme do sinal e, em seguida, uma
reamostragem uniforme da amostra original. Verificamos que, o resultado fornecido pela tltima
amostra é bem melhor que o fornecido pela primeira, justificando assim a necessidade de se
reamostrar os dados nao uniformes (Capitulo 2).

Em seguida, estudamos métodos para resolver o sistema linear em questdo. Primeiramente,
consideramos a solu¢do da pseudoinversa (SVD), em um processo denominado URS. Este
método € 6timo no sentido de quadrados minimos de norma minima, porém, em problemas
onde sdo envolvidas muitas equagdes e varidveis (da ordem de milhares) ele é impraticavel.
Estudamos entdo o algoritmo BURS, complemento sub-6timo do algoritmo URS, o qual é
eficiente e praticdvel para problemas grandes e outras situacdes. Neste método, apenas um
numero limitado de valores sdo usados para gerar cada ponto da grade uniforme. Com esses
valores € construido um conjunto de equagdes lineares apropriado, que € resolvido utilizando
a SVD. Apesar de ser eficiente na maioria das vezes, em problemas instidveis, o BURS nao
fornece bons resultados. Para contornar este problema, introduzimos a algoritmo rBURS, ver-
sdo regularizada do BURS, eficiente para problemas deste tipo. Por dltimo, com o objetivo de
comparacao, também estudamos o método dos Gradientes Conjugados.

Primeiramente, formulamos alguns exemplos no caso unidimensional, com o objetivo de
testar os métodos discutidos anteriormente. Consideramos dois tipos diferentes de funcdes e
variamos o tamanho das amostras, de 64 a 4096 pontos, sendo estas reamostradas sempre numa
quantidade de pontos igual a metade da quantidade dos pontos originais. Em todos casos, com-
paramos os resultados dos algoritmos URS e BURS, e em alguns deles, também aplicamos o

algoritmo CG. Notamos que em problemas até a ordem de centenas, o BURS € o mais lento
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dos métodos, apesar de apresentar bons resultados em todos os casos, enquanto o URS apre-
sentou resultados satisfatérios apenas nos exemplos onde a fung@o era um combinagdo de senos
e cossenos. Nos outros exemplos, 0 método CG também foi testado, apresentando resultados
semelhantes ao URS e sendo mais lento que este em problemas até a ordem de centenas. Em
problemas maiores, o BURS foi o mais rapido dos métodos em todos os exemplos considerados,
seguido pelo CG, sendo o mais lento nestes casos o algoritmo URS.

Como exemplo de aplicacdo a geofisica, ainda no caso unidimensional, aplicamos os algo-
ritmos URS e BURS na reamostragem de um sismograma, para simular uma secao sismica com
receptores igualmente espacados. Verificamos que nenhum dos dois algoritmos apresentaram
bons resultados, devido a instabilidade do problema. Aplicamos entdo o algoritmo rBURS, com
dois parametros de regularizacdo diferentes, e obtevemos resultados satisfatrios, que aproxi-
maram bem a sec¢ao sismica em questao.

No caso bidimensional, come¢amos reamostrando dois tipos de fungdes. No primeiro caso,
conheciamos a funcdo, uma combinagdo de senos e cossenos (banda limitada), em pontos carte-
sianos que haviam sido gerados aleatoriamente num intervalo pré-determinado. Os dois algo-
ritmos, URS e BURS, apresentaram bons resultados, devido a maneira que os pontos estavam
distribuidos e ao tipo de fun¢do. No segundo caso, tomamos outra funcdo, cujas amostras es-
tavam distribuidas radialmente em torno da origem do plano Cartesiano. Neste caso, apenas
o algoritmo BURS apresentou um bom resultado. Quanto ao tempo de execucdo, nos dois
exemplos o URS foi bem mais rdpido que o BURS, em decorréncia a dimensao do problema.

Também no caso bidimensional, aplicamos os métodos URS, BURS e CG, na reconstru¢ao
de imagens de dimensdes 128 x 128 pixels, sendo estes, exemplos onde os pontos que queriamos
calcular eram um subconjunto de pontos espagcados uniformemente. Os resultados de todos os
métodos foram satisfatérios, porém, o tempo de execugdo dos algoritmos URS e CG foi muito
maior do que o tempo de execugdo do algoritmo BURS, em todos os casos. No pior deles, o
tempo do BURS ndo chegou a 15 minutos, enquanto os outros dois ultrapassaram 24 horas,
sendo o URS ainda mais lento que o CG. Dessa maneira, concluimos que os métodos URS
e CG, sdo computacionalmente impraticdveis em problemas como este. Todos os resultados

numéricos aqui relacionados e comentados apresentam-se no Capitulo 3.
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Apéndice A
Algoritmos

Apresentamos a seguir, os codigos em Matlab do método de reamostragem por blocos regu-
larizada (rBURS), nos casos unidimensional e bidimensional. Lembramos que, para o algoritmo

BURS, basta considerarmos o parametro de regulariza¢do igual a zero.

A.1 Caso Unidimensional

Com o objetivo de retomar a notacao introduzida no Capitulo 2, consideremos uma amostra
de uma fungéo real continua f em um conjunto finito de pontos {71, 7,..., T}, » € R,
i€ M ={1,2,...,m}, ndo igualmente espagados. O problema de reamostragem uniforme
consiste em encontrar uma aproximagao para a funcdo em um conjunto de pontos uniforme-
mente espagados, i.e., aproximar f(t;),t; =ty + jAt, ty € R,j € N = {1,2,...,n}.

Vimos anteriormente que este problema pode ser formulado na resolu¢do de um sistema
de equagdes lineares Ax = b e que pode ser resolvido utilizando a pseudoinversa da matriz
A. Também foi visto que, nos casos em que m e n sdo da ordem de milhares, o cdlculo da
pseudoinversa da matriz A € impraticavel. A seguir, apresentamos o c6digo em Matlab do
algoritmo rBURS, que contorna este problema calculando por blocos uma matriz que aproxima
a pseudoinversa de A.

function [ft,tempo] = rburs(r,tau, ftau,t);

o

r = parédmetro de regularizacgdo.

o\

tau = vetor que contém pontos onde conhecemos a fungdo.

o\

ftau = valores de f em tau (amostras).

o

t = vetor gque contém pontos igualmente espagados onde gqueremos estimar
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a fungédo.

=0.

considerar r

OBS: Para o BURS,

)
°

tic

sort (tau) ;

tau

(t);

sort

t

dt

M = length(tau) ;

length(t) ;

N

B = t’*ones(1,M);

= B’;

B

C = tau’*ones(1,N);

(1/dt)*(C - B);

A

clear B;

clear C;

oo
o\o
o\o
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
o\o
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
o\o
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
o\o
oo
oo
o\o
oo
o\o
oo
o\o
oo
o\o
oo
o\o
oo
oo
oo
o\o
oo

= 5*dt;

delta

1.8*delta;

DeltaT

oo

2000
0070

o\o

0000
000

PSEUDO-INVERSA APROX. DE A

Ap = zeros (N, M);

12

for 1
Jb
Ib

o

o

for j

)

j

tau (
if dl < delta;

dl = norm(

hl = length(Jb) ;

Jb(hl + 1)

Ji

end

end

for n
dz2

= norm

if d2 < DeltaT;

h2 = length(Ib);
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end
if n == 1i;
p = h2;
end
end

hl = length(Jdb) ;
h2 = length(Ib);

Jb = Jb (2 hl) ;
Ib = Ib(2 : h2);
Ab = A(min (Jb) :max (Jb), min(Ib) :max(Ib)) ; $ Ab = submatriz de A

Ab = sinc (Ab) ;

Abp = pseudo (Ab,r,p); % Abp = pseudoinversa de Ab

Ap( i , min(Jb) :max(Jb)) = Abp; % Ap = pseudoinversa aprox. de A
clear p;

end

$%%%%% Solugdo %%%%%%
ft = Ap*ftau’;

tempo = toc;

A.2 Caso Bidimensional

Retomemos também para este caso a notacao introduzida no Capitulo 2. Consideremos
uma amostra de uma funcio real continua f : IR> — IR, em um conjunto finito de pon-
tos ndo igualmente espagados, {(«1, £1), (a2, Ba), ..., (atm, Bm)}. Nosso objetivo é encon-
trar uma aproximacgdo para f(a;,b;), (a;,b;) = (ag,by) + (iAa, jAD), (ag,by) € IR?
i€ Ni={1,2,...,n1}ej e Ny ={1,2,...,ny}.

Analogamente ao caso unidimensional, este problema pode ser formulado na resolugdo de
um sistema de equacdes lineares Ax = b e que pode ser resolvido mais uma vez utilizando
a pseudoinversa da matriz A. Com o objetivo de facilitar a formula¢do do problema, orde-
namos os pares ordenados (ay, fx), k¥ € M = {1,2,...,m} em uma matriz 7, m X 2 e 0s
pontos Cartesianos unifomemente espagados, por coluna, em uma matriz ¢, n X 2, como segue:
t = ( (@1,b1), (@2, ), ..., (@n,by) ), de maneira que (a1, 1) = (a1, b1), (G2, b2) = (ay, bs),
(@s,b3) = (a1,b3), ., (Gnyr bny) = (a1,0ny)s (Gngts bngi1) = (az,01)y ..., (Gn,bn) =

(Gny,bn,), onde n = nyns.
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Assim, como no primeiro caso, quando m e n sdo da ordem de milhares, o célculo da
pseudoinversa da matriz A é impraticivel. Apresentamos a seguir o cédigo em Matlab do

algoritmo anterior, adaptado ao caso bidimensional.

function [ft,tempo] = rblocos2d(r,tau, ftau,t,da,db,nl,n2)

$ r = pardmetro de regularizacgdo.

o

tau = matriz mX2 que contém as coordenadas dos pontos onde

o\

conhecemos a fungao.

o

ftau = valores de f em tau (amostras).

o

t = matriz nX2 que contém as coordenadas dos pontos uniformemente

o\

espagcados, onde queremos aproximar a fungdo.

o\o
Q,
Q
Il

espagamento em Xx.

o\o

db = espagamento em y.

% nl = numero de elementos em Xx.

$ n2 = numero de elementos em y.

$ OBS: Para o BURS, considerar r=0.
tic

M = length(tau) ;

N = length(t);

$585%%%%%%%%%%%%%%% MATRIZ A $%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Bx = t(:,1) *ones (1,M);

Bx = Bx’;

Cx = tau(:,1)*ones(1,N);

Ax = (1/da)*(Cx - Bx);

By = t(:,2)*ones(1,M);

By = By’;

Cy = tau(:,2)*ones(1,N);

Ay = (1/db)*(Cy - By);
2999009009000000000090000009009000000900900000000009000
0O 0O0OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OOO0ODODOOOODODODODODOOOODODODODOOOOODODODODO0ODOO0OD0OD0O0OD©OO0OO0OD©
delta = 3*da + 3*db;

DeltaT = 1.8*delta;

$2%%%%%%5%%% PSEUDO-INVERSA APROX. DE A %%3%%

o\o

2000
0070

o\o
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g =1;

Ib = 0;

Jb = 0;

for j = 1:M;
dl = norm(tau(j, :) - t(i,:),inf);
if dl < delta

for n = 1:N
d2 = norm(t (n, :) - t(i,:),inft);
if d2 < DeltaT

Jb(g) = n;
g=9+1;
end
if n==1
p=g9-1;
end

end
mb = length(Ib);
nb = length (Jb) ;

forn =1 : mb
for j =1 : nb
Abx(n,]j) = Ax(Ib(n), JdJb(3));
Aby(n,]j) = Ay (Ib(n), Jb(j));
end
end

Abx = sinc (Abx) ;

Aby = sinc (Aby) ;

Ab = Abx.*Aby; ¢ Ab = submatriz de A
Abp = pseudo (Ab,r,p); % Abp = pseudoinversa de Ab
for j =1 : mb
Ap(i, Ib(3)) = RAbp(j); % Ap = pseudoinversa aprox.

end

de A
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clear p;
clear Abx;
clear Aby;
clear Abp;
clear Ab;

end

0 00000 x~ 0 0000
$%%%%% Solucgdo %%%%%

ft = Ap*b;
ft = reshape

tempo = toc;

o\o

(ft,n2,nl) ;

Finalizamos este Apéndice com o cédigo de um algoritmo, o qual chamamos de Pseudo,

utilizado nos dois algoritmos vistos acima, que calcula a pseudoinversa regularizada das sub-

matrizes de A.

function Abs=

o\
N
1]

pseudo(A,r,p);

pardmetro de regularizagdo.

$p = linha de Abs que corresponde a ti.

[m,n] = size(A);

[U,S,V] = svd(a) ;

ifms>1
sigma

else
sigma

end

I
0,
'_l.
QO

Q
n

Il
n
'_l

for i = 1l:length(sigma)

da(i) =

D = di
for j

D(:

end
Abs =

else

sigma (i) /(sigma(i) "2 + r);

ag(d) ;
= n+l : m

,J)=zeros(n,1l);

V(p,:)*D*U’;
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D = diag(d);

for j = m+l:n;
D(j,:)=zeros(l,m);

end

Abs = V(p, :)*D*U’;

end;



