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Resumo

Neste trabalho estendemos os conceitos de operadores 7T-somantes e o-nucleares apresen-
tados por Pietsch em seu livro Operator Ideals, para aplicagoes multilineares, polinomios e
funcoes holomorfas, estabelecendo uma relacao de dualidade entre os mesmos. Apresentamos
também um teorema de dominagao para aplicagoes e polinémios 7(p; ¢)-somantes, mostrando a
sua relagao com as aplicagoes e polindmios semi-integrais, bem como um teorema de fatoracao

para aplicagoes e polinémios o(p)-nucleares.



ABSTRACT xvii

Abstract

In this work we extend the concepts of 7-summing and o-nuclear operators presented by
Pietsch in his book Operator Ideals, to multilinear mappings, polynomials and holomorphic
functions, thus establishing a duality relation between them. We also present a domination the-
orem for 7(p; ¢)-summing mappings and polynomials, showing their relation with semi-integral
mappings and polynomials, as well as a factorization theorem for o(p)-nuclear mappings and

polynomials.



Introducao

Por volta dos anos 50, Alexandre Grothendieck desenvolveu um amplo trabalho sobre ope-
radores p-somantes. Mais tarde, no ano 1967, Albrecht Pietsch conseguiu isolar esta classe de
operadores e estabeleceu muitas de suas propriedades fundamentais. Em seu livro Operator Ide-
als sao estudadas varias classes de operadores que possuem essas propriedades, dentre os quais
estao os operadores T-somantes e os o-nucleares, aqui estudados.

No capitulo 1 estendemos para as aplicagoes multilineares os conceitos de operadores 7-
somantes e o-nucleares. Tendo em vista uma analogia com a algebra, as classes das aplicagoes
multilineares que generalizam esses conceitos serao chamados de L,,-mddulos de aplicacoes; en-
tretanto, é bom lembrar que vérios autores tém usado o termo ideal de aplicagoes. Ao trabalhar
com polinomios voltamos a usar o termo ideal de polinomios. Para o teorema de dominacao
para aplicagoes 7(p)-somantes foram exploradas idéias ja usadas por Pellegrino para aplicagdes
p-semi-integrais em [15], e de Matos e Alencar para aplicagoes absolutamente p-somantes em
[1]. Para as aplicagoes o(p)-nucleares estendemos o teorema da fatoragdo. Para finalizar esse
capitulo estabelecemos uma relagao de dualidade entre as aplicagoes T-somantes e as o-nucleares.

No capitulo 2 estendemos os resultados do capitulo 1 para os polinomios n-homogéneos. No
capitulo 3 desenvolvemos os conceitos de fungdes holomorfas de tipo 7(p)-somante exponencial
e fungoes holomorfas o(p)-nucleares de tipo limitado e foi estabelecida a dualidade entre as
mesmas. As idéias usadas por Gupta em sua monografia [6] foram de grande valia.

Muita coisa ainda pode ser feita, relativa a esses operadores. Para as aplicagbes o-nucleares
e o(p)-nucleares falta explorar se temos uma relagdo de inclusao estrita. As relagoes entre 7-
somantes e o-nucleares foram obtidas para o espaco F' sendo reflexivo; e se nao for sera que
esse resultado vale? Os conceitos de procedimentos! entre ideais de operadores e operadores

o-integrais nao foram mencionados neste trabalho, mas sao também outro aspecto a se estudar.

Iprocedures - ver[17] pg 180

Xix



Lista de notacoes

K = corpo de escalares (R ou C), N=1{1,2,3,...}, Ny ={0,1,2,3,...} e N,, ={1,2,3,...,m}.
D,D,;, E FE; F F;, G, G;,U denotarao espacos de Banach.
dim E denota a dimensao do espaco E.
DimF sera o conjunto dos subespacos vetoriais M de F com dim M < co.
|||z é a norma usual em E. Denotaremos por 3,7 e T as topologias forte (topologia relativa a
norma ||.||g, fraca e fracax respectivamente, em F.
nEi=E, MY Bogn = (3, " V%S g))
Y, ={0:N, =N, : o ébijegao} é o grupo simétrico de grau n.
Bp={z e E: |z| < 1}.
W(Bg,x...xBg,) é o conjunto das probabilidades de Borel em Bpg,x...xBg,.
Sejam z; € E para cada j € N:
(2,)2, € (B), se [[()2]lp = (53 )P < oo
()20 € 1B, se ()22 = supgen,, (S5, o)) )7 < oo
()21 € B(E), se ()32 € L(E) e Ty (232,12 = 0
Sejam z;; € E; paracada j e Nei=1,... n
(T1j, 5 5)52 € L(EL, ... Ey) se

o )2l = 02y NP g [P)P < o0;
I(x Tnj)i2allp == (20
(T1js s ng)iy € L(Er, ... Ey) se
||($1jv-"7xnj);‘>i1”;u ‘= SUDy,cB,, (Z;il |¢1($1j)...gbn(xnj)|p)1/?<Qo_

idg : E — FE é a aplicacao identidade em F.

L(E; F) operadores lineares continuos de F em F; E' := L(E;K).

L;(E; F) operadores lineares continuos cuja imagem em F' é subespago de dimensao finita.
L.(E; F) operadores lineares aproximaveis de £ em F, i.e., que s@o o limite de operadores de
tipo finito (pg 29).

L(Ey, ..., E,; F) aplicagoes n-lineares continuas de F1x...xFE, em F.

xxi



xxii LisTA DE NOTACOES

Li(Ey,...,E,; F) aplicagoes n-lineares continuas de Ejx...xE, em F cuja imagem em F é
subespaco de dimensao finita.

L.(Ey, ..., E,; F) aplicagdes n-lineares aproximéveis de Eix...xE, em F| i.e., que sdao o limite
de aplicagoes de tipo finito (pg 29).

Los(Er,y ..., By F) i= Losy(Er, ..., Ey; F) aplicacoes n-lineares absolutamente somantes de
Eix...xE, em F.

Losp)(Er, ..., Eni F) i= Losp)(E1, ..., Ep; F) é 0 espago das aplicacbes n-lineares absoluta-
mente p-somantes de Fix...xFE, em F' .

Laosg)(Er, -, By F) = Laspg,...q)(E1, - .., By F) aplicagoes n-lineares absolutamente (p; q)-
somantes de Fix...xFE, em F.

Lasiar,.an)(E1, .., En F) é o espaco das aplicagoes n-lineares absolutamente (p;qi,...,qn)-
somantes de Ejx...xE, em F (ver pg 15).

Ls("E; F) aplicagoes n-lineares simétricas continuas (pg 73).

Li(Er, ... ,Ey F) = Ly (Er, ..., Ey; F) aplicagoes n-lineares semi-integrais.

L) (En, ..., En; F) aplicacoes n-lineares p-semi-integrais (pg 18).

Ly(Ey,. .., Ey; F) aplicagoes n-lineares o-nucleares (pg 27).

Loip)(Er, ..., En; F) aplicacoes n-lineares o1(p)-nucleares (pg 50).

Loy (Er, ..., Ey; I) aplicagoes n-lineares o(p)-nucleares (pg 19).

L (EL, ..., Ey; F) aplicagdes n-lineares 7(p)-somantes (pg 15).

L:pq)(E1, ..., Ey; F) aplicagoes n-lineares 7(p; ¢)-somantes (pg 12).

P(E; F) polindémios continuos (pg 74).

P("E; F') polindmios n-homogéneos continuos (pg 73).

P (E; F) polinémios n-homogéneos continuos de tipo finito, i.e., cuja imagem em F' é subespaco
de dimensao finita.

P.(E; F) polinomios n-homogéneos continuos aproximaveis de F em F, i.e., que sdo o limite de
polindmios de tipo finito (pg 86).

Py ("E; F) polinémios n-homogéneos o(p)-nucleares (pg 80).

Pr(piq) (" E; F') polindomios n-homogéneos 7(p; ¢)-somantes (pg 77).

H(U; F') fungoes holomorfas de U em F' (pg 101).

Hop(Us; F) fungoes holomorfas o(p)-nucleares de tipo limitado de U em F' (pg 103).
Expr(pq) (U; F) fungdes holomorfas 7(p; ¢)-somantes de tipo exponencial de U em F' (pg 118).
Tp,f(x) é o polinomio de Taylor de ordem n de f em ¢ para x em E (pg 102).

Seja M C E subespaco vetorial:

JE + M — E ¢ a inclusdo canonica; || J5z| = ||z| e || J5] = 1.



L1sTA DE NOTACOES xxiii

QY - E — E/M é a aplicagao quociente; ||Q¥,|| = 1.

Se T': F — F é aplicagao linear, sua adjunta é
. F' — F
y = Ty: E — K
v - TY(@) =y oT(a).

Analogamente, para uma aplicacao multilinear 7' : Eix...xFE, — F | definimos:

T: F — L(Fy,...,E;K)
y Ty - E.,....E, — K

(X1, xn) = TY(r1,...,20) =y o T(xy,...,2,).

Em particular, se ' = (11 ®...®T,) com T; € L(E; K), isto é, T'(z1,...,x,) = Ti(x1) ... Ty (),

temos

M®..0T,): K — L(E,...,E;K)
A~ (®...T,)\: Ei,...,E, — K
(1,...y2n) — (M1®@...0T,) ANx1,...,2,) =
= MNTi(x1) ... T(x)).

E para uma transformacao linear T : Dix...xD, — FEix...xFE, , definimos

T : (Eix...xE,) — (Dix...xD,)
a — T a :Dix...xD, — K
(ug, ... up) +— Talug,... u,) =

aoT(uy,...,upy).
Em particular se T' = (11, ...,T,) : Dix...xD, — Eix...xE, , temos

T . (Ey,...,E) — (Di,....D,)
a — (Th,...,T,)a :Dx...xD, — K
(Ut ... up) — [(T1,...,T.) a](ur, ... u,) =
a(Thuy, ..., Thuy).

Para os casos acima vale que ||T|| = || T”]|.

Para T'= (T1,...,T,) : Dix...xD, — Ejx...xE, , também podemos definir

™" L(El,,En,K> — E(Dl,,Dn7K)
a — (Ty,...,T,)"(a) :Dyx...xD, — K

(ut, ... up) +— a(Tiug, ..., Thuy,).



XXiv LisTA DE NOTACOES

Aqui temos que ||(Ty, ..., )| = |(Ty, ..., Tu)™||, ou seja ||T|| = || T7||.

Aplicacao avaliacao, definida para um = € E:

Ag(z): B — K
a — Agz(a):=a(z)
tem-se que ||Ag(x)| = ||z
Aplicagao avaliagao multilinear, definida para (z1,...,z,) € E1x...xEy:

A, Ex...xE, — (L(Fy,...,E;K))
(@1, ..y ) = Ag(z1,...,20) cL(Ey, ... B, K) — K

a —a(Ty, ..., T)

e a exemplo do caso anterior temos || A, (x1,...,x,)| = ||| - - ||a]|-

Xk denota a fungao caracteristica do conjunto K: xx(z) =1,sex € K e xg(x) =0,se v ¢ K



Capitulo 0

Resultados preliminares

A seguir apresentamos defini¢oes e resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho.

0.1 Definicoes e resultados diversos

+

- Lembre que (I,) = Iy, se

Para p > 1, denotaremos por p’ seu conjugado, ie, 1 = ]lj

1 <p<oo.

0.1.1 Lema: Sejam E um espago de Banach, p > 1 e (a;)32, € I)(E'), entdo:

sup <Z |6(a;) ) = tselng (f: |a; (t)|p> 1/p

¢EBgn

Demonstragao:

sup (Zrm )= sup|2wa] = o 6O he)

pEBgn (A, )|| 1=1¢€Bgn _ pEBgn ||()\)|| =1
= sup || > Najl| = sup sup|» Naj(t)] = sup sup Aja;(t
(A1l =1 ]Zl [(A)lly=1t€BE ]Z t€BE (M)l =1 ]Zl
> 1/p
= sup (Z |aj(t)|p> . n
teBE ]:1



0.1.2 Lema: Sejam Ey, ...,

RESULTADOS PRELIMINARES

E,, espagos de Banach, e parai =1,...,n sejam a;; € E; tais que

>0 1/p
<Z |p1(arj) - - (bn(anj)|p> < 00, para ¢; € EJ/-,
=1

entao:
ap (3 oion
b; EBE// Z !
Demonstragao:

bi EBE//

(por 0.1.1)

(por 0.1.1)

e assim por diante

(por 0.1.1)

onton) " = sp (S lang(t) )

tEBEz j=1

Sup <Z|¢1 ay;) ¢n(anj)\p)1/p = sup sup (Z‘¢1<“1J¢2(@2J) ¢n(anj)> \p>1/p

bi EBE// ¢1 EBEi/
1#£1

sup sup (Z|(a1j¢2 i) - o)) (0)P)

¢ZEBE// tleBEl
i#£1

Sup - sup - Sup (Z’%(aly(tl)%%(%) ¢n(anj)>|p)1/p

¢z€BE// t1€BE1 ¢2€BEé/ j=1
i#1, 2

7j=1

1/p
sup sup sup <Z‘<% (t1)az;bs(as;) - - ¢”(a”j)><t2)‘p>
€8y t1€BR) t2€Bp, N
7,;&12
. » 1/p
sup ~ sup <Z|a1j(t1)a2j(t2)¢3(a3j)"'¢"(a"j)| )
¢¢€BE;’ ti€Bp, j=1
i#1,2 =12

- 1/p
sup  sup (Z lai;(t1) ... an_lj(tn_1)¢n(anj)|p>
on€Bpy Y18y Y
1#n

1/p
sup  sup <Z|¢n<alj (t1)-. an_lj(tn_l)anj>|p>
dn€Bpy 1685 N2
i#En

o0 1/p
sup sup (Z ’ (au tl an—lj(tn—l)anj> (tn)‘p>

tn€BE, ti€BE, N ._
" i;ﬁnL ']_1

1/p
sup (Z lay;(t1) . anj(tn)|p> . n

tGBEl j=1
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0.1.3 Lema (Desigualdade de Hélder generalizada): Se < . —|— e ()32 € Ly

parai=1,...,n, entdao

0 1/p o 1/(]1 > 1/qn
<Z|a1j...anj|p> S (Z |a1j|q1> (Z|Oénj|qn> .
j=1 j=1 j=1

Demonstracao: A Desigualdade de Holder diz que para s >1el=1/s+1/¢
m m . 1/s m . 1/
> lasdl < (3 lasl) (X 1651°)
j=1 j=1 j=1

e sua demonstracao pode ser vista em [14] na pg 2. Para a versado generalizada, note primeiro

que se 1/q=1/q1 +1/qo, entdo 1 = 1/(q1/q) + 1/(q2/q). Logo, se a; = af e 3; = 7, temos

= GO = 1/(a1/q) /(a2/0)
S lasBlt =" la8) < (Zm /) (sz/q)
j=1 j=1
|aj|q.<q1/q)> /) (Z |5j|q.(q2/q)> a2/
)/(%/@(Z‘ B[ ) /(a2/q)

J

<
Il
-

@3 /ﬁs I

<
Il
—

e portanto

(i |ajﬁj|q>1/q < <§; |Oéj|q1>1/q1 (i |5j|qz>1/q2
j= = <

Agora considere 1/g =1/q1+...+1/q, e chame 1/p; = 1/¢;+...+1/q, parai=1,...,n—1.
Entao 1/q = 1/q1 + 1/p1, de onde segue que

m m

(Z lagj(agj . .. oznj)|q> e < (Z |041j|ql>1/q1 (i (g .. O‘nj)|p1>1/p1

J=1 Jj=1 J=1

Como 1/p; =1/¢2+ ...+ 1/qy,, temos

" 1/p1 1/q2 1 1/p2
(Z |as;(as; ... Oénj)\m) < (Z \0421|q2> <Z [CEYRRE Oénj)\”)
i=1 =



4 RESULTADOS PRELIMINARES

e juntando com acima,

e 1/q " g @2 /< 1/p2
(Z |- 'Oénj|q) < (Z ’a1j|‘“> (Z ’042j\q2> (Z [CEYRReTY !m)
J=1 J=1 Jj=1 j=1

e depois de repetir esse processo n — 1 vezes, obtemos

m 1/q e 1 " 1/gn
(o) < (St l) o (3 fs )
j=1 j=1 J=1

Para 1 < ¢ < p, sabemos que ||.||, < ||.||4- Logo,

m 1/p m 1/q1 m I/Qn
(Z ’C(lj .o Oénj|p> § (Z ‘051j|q1) s (Z |anj|qn>
j=1 j=1 J=1
o 1/Q1 s 1/qn
< (D lawl) e (X gl )
j=1 Jj=1

e como isso vale para cada m € N, seque o resultado. n

0.1.4 Definicao: Dado X um espago topoldgico, dizemos que f : X — R é funcao semi-

continua inferior se o conjunto {z : f(x) > A} é aberto para cada A € R.

0.1.5 Definicao: Dizemos que f : £ — R é funcao convera se para x,y € E e escalares
a,f € R com a+ (=1 tem-se f(ax+ By) < af(z)+ 6f(y).

0.1.6 Definicao: Uma colecao F de fungoes reais ® definidas num conjunto K é chamada
concava, se para cadan € N, &y,..., 0, € F e ay,...,a, > 0 tais que ) a; = 1, existe

® ¢ F satisfazendo

n

O(x) > Z a;P;(z), para cada z € K.

i=1
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Um exemplo de uma familia concava de fungoes: sejam K = [0,00] e F = {f1, fo}, onde

fi(x) =z, fo(x) = 22. Entao, para 0 < aj,as < 1 e aj + as = 1, temos:

ay f1(x) + aafo(r) = gz + a2z = (1 + @)z + apr = 1z + apr < 2z = fo(x).

0.1.7 Lema (Ky Fan): Seja K um subconjunto convero compacto de um espago vetorial
topolégico Hausdorff, e seja F uma colecao concava de funcgoes reais convexas semi-continuas
inferiores em K. Suponha que para cada ® € F existe v € K com ®(z) < p. Entdo podemos

encontrar o € K tal que ®(x¢) < o para toda ® € F simultaneamente.
A demonstracao deste lema pode ser vista em [17] pg 40

0.1.8 Definigao: Sejam X um espago localmente compacto de Hausdorff, e C.(X) o espaco
das fungoes de X em R, continuas na topologia de X, com suporte compacto. Dizemos que um

funcional ¢ € C.(X)* é positivo, se ¢(f) > 0 sempre que f > 0.

0.1.9 Definicao: Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel em X que é finita

sobre conjuntos compactos, regular externa em conjuntos de Borel E; ie,

p(E) =inf{u(U) : U D E,U aberto}

e reqular interna em todo conjunto aberto A, ie,

w(A) =sup{u(K) : K C A, K compacto}.

0.1.10 Teorema (da representagao de Riesz): Se0< f<le{xre X: f(z)#0} CU,
escrevemos [ < U, e seja Xk a funcdao caracteristica de K. Se ¢ € um funcional linear positivo
em C.(X), existe uma tunica medida de Radon p1 em X tal que ¢(f) = [ fdu para cada f € C.(X).

Além disso, p satisfaz

u(A) =sup{o(f) : f € Co(X) e f < U} para cada aberto A € X,

u(K) =sup{o(f) : f € C.(X) e f > xk} para cada compacto K € X,
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Mais detalhes podem ser vistos em [5] pg 205.

0.1.11 Teorema (Alaoglu): Se E é um espago vetorial normado, a bola unitdria fechada

{p € E' . ||¢]| = 1} em E" é compacto na topologia fraca™.

Para mais detalhes, ver [5] pg 162.

0.2 Principio da reflexividade local

0.2.1 Lema (Auerbach): Se E for um espago normado, dim E' = n < oo, entdo existem
T1,...,xn € E e Py,...,P, € E' tais que ||e;|| = ||| =1 e Pi(e;) = ;5 para 1 < 4,5 <n, onde

0ij denota o delta de Kronecker.

A demonstracao deste lema pode ser vista em [17], pg 29 B.4.8.

0.2.2 Lema (Nachbin): Se f, fi, fa,..., fn sdo funcionais lineares num espago vetorial,

entao f € combinacao linear de fi, fa,..., fn s€ € S0 se

ker f D ker fi Nker fo N ... Nker f,.
A demonstracao desse lema pode ser vista em [13] pg 32 lemma 8.

0.2.3 Proposigao: Dados E um espaco normado, e M € DimE’ com dimM = m, existem

T, %o, ..., Ty € B eay,ag,..., an € E' tais que a;(z;) = 0;; para 0 <i,j <m e

E:le@...GBme@ﬂkerai.

=1

Demonstragao: Seja {ai,as,...,a,} uma base de M. Posso supor que ||a;|| = 1, para cada
t=1,...,m. Pelo lema 0.2.2, temos que
kera; 5 mker a;

J#
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ou seja, existe z; € [, kera; com z; € kera;; em outras palavras, a;(z;) # 0 e a;(z;) = 0
para cada j # i, obtendo {z1,...,x,} li. Se |la;(z;)|| # 1, troco z; por z;/||a;(x;)| e assim
ai(z;) = dij.

Mostremos que F = Kz & ... ® Kz, ® ﬂf;l kera;. Lembre que EF = Kux; @ ker a; para
1=1,...,m. Seja z € F =Kz, & kera;:

z= MTi+ 2 .21 € kera; C E = Kxy @ ker as
= MT1+ Aoxo+ 2o , 29 € keray (keray C E = Kuxg @ ker ag

= MZi+ .o F A 1Tl + 21l 5 Zme1 € ﬂ:i_ll kera; C E = Kz,, ® ker a,,
= Mz1+ ...+ T + 2m . Zm € (i, ker ;. "

Em [2] pg 73 podemos ver as demonstragoes dos resultados que seguem:

0.2.4 Lema (Helly): Dados M € DimE’ e € > 0, para cada oy € E”, existe xg € E tal que
lzo]| < (1 +¢€)||aw]| € a(xg) = ap(a) para cada a € M.

0.2.5 Lema (Principio fraco da reflexividade local): Suponha que dimD < oo. Sejam
S € L(D;E") e M € Dim(E"). Dado € > 0, existe X € L(D; E) tal que | X|| < (14 ¢€)||S]| e
b(Xu) = (Su)(b) para cada u € D e b € M.

O lema que segue estd em [17] pg 40 E.3.2:

0.2.6 Lema: Sejam E,D espacos de Banach e suponha que D tem dimensdo finita. Sejam
Y e L(E';D")eT € Lf(F'; E'"). Entao, dado € > 0 existe X € L(D; E) tal que ||.X|| < (14¢€)[|Y|
eX'T=YT.

0.3 A propriedade de aproximacgao

0.3.1 Definicao: Sejam E um espaco vetorial e A um subconjunto. Dizemos que A é

absolutamente convexo se ax + [y € A para todo z,y € Ae o, € K com |af +|5| < 1.
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0.3.2 Definicao: Um espaco normado E tem a

1. propriedade da aproximacao se para cada compacto absolutamente convexo K C EFe e > 0,

existe T € L;(E; E) com ||z — Tz|| < € para cada = € K.

2. propriedade da aprozimagao limitada se para algum A € [1,00) existe uma rede (7;,) com

Ty e Li(E B), | Thll < Ae Ty — idp em Loo(E; E) = [L(E; E), Teo.

3. propriedade da aproximacao A\g-limitada se vale a propriedade da aproximacao limitada

para A = Ag.

4. propriedade da aproximacao métrica se vale a propriedade da aproximacao limitada para

A=1

As demonstragoes dos lemas que seguem sao pequenas adaptagoes das que estao em [17] pg
131 e 132 (10.2.4, 10.2.5 e 10.2.6):

0.3.3 Lema: Suponha que E tem a propriedade de aproximagao limitada. Sejam M € DimFE
e € > 0. Entao existe um operador A € Li(E; E) tal que ||A|| < (1 + €)X e Ax = x, para cada
x e M.

0.3.4 Lema: Suponha que F tem a propriedade de aproximac¢ao limitada. Sejam S €
Li(E;F) ee>0. Entao existem X > 1 e um operador B € L¢(F; F) tal que |B|| < (1+¢)X e
BS =5.

0.3.5 Lema: Suponha que E' tem a propriedade de aproximagao limitada. Seja S € L;(E; F)
e seja € > 0. Entdo existem A > 1 e um operador X € Lf(E;E) tal que || X|| < (1 4+ €)X e
SX =S.



Capitulo 1

Aplicagoes n-lineares 7(p; ¢)-somantes e

o(p)-nucleares

1.1 L,-mddulos de aplicacoes n-lineares

Sejam F;, F' espacos de Banach sobre um corpo K. Denotaremos por L, a classe de todas as
aplicacoes n-lineares entre espacos de Banach arbitrarios. Um L,,-mddulo de aplicacoes n-line-

ares M ¢é um subconjunto de £,, tal que as componentes
M(Ey, ..., By F):=MNL(Ey,...,Ey F)

satisfazem as seguintes condigoes:

(M1) I, =1® "% @1®1ec M(K, » 7 K:K), onde I,(A1,- .., ) = Are- .. A

(M2) Se Si,5; € M(Ey,...,E,; F), entao S; + Sy € M(FE1, ..., E,; F).

(M3) Se S e M(Ey,....,E;F), Re L(F;G) eT = (Ty,...,T,) onde T; € L(D;; E;), entao
RST € M(D,,...,D,; Q).

Note que a aplicacdo nula de Eix...xFE, em F estd em M(E,...,E,; F), pois se R : y €
F— R(y):=0€ FeT=(T1,...,T,) onde T; € L(E;; E;), ela pode ser obtida pela composigao
RST, que pela propriedade (M3) estd em M(FEy,..., E,; F).

Sob a condigao (M3), a propriedade (M1) é equivalente a propriedade (M1):

(M1') a; € El ey € F implicam a1 ® -+ Q@ a, ® y € M(E, ..., E,; F).

FHM1) < (M1')
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(=)Comoa; ®-®a,Qy=(1®y)ol,o(a®1,...,a,®1) por (M3) e (M1) segue que
G @ Qa, @y € M.
(<) Como I, =1® "¥* @ 1® 1 por (M1") segue que I,, € M.

Uma aplicagao nao negativa ||.|[p de M em K sera chamada quasi-norma em M se:
(QN1) |[Znflae = 1.
(QN2) Existe uma constante cyg > 1 tal que ||S1 + S2|lm < em(]|S1l|m + [|S2]lm) para cada
S; € M(Ey,...,Ep F),¥Yn € N,YEy, ..., E,, F.
(QN3) ||RST||m < ||IRINSIIMITA - - - I 7] para S € M(E,...,E; F), R € L(F;G)eT =
(Ty,...,T,) onde T; € L(D;; E;).

Se a constante cy4 for igual a 1, entao ||.||a¢ ¢ uma norma. Como conseqiiéncia dessa defini¢ao

temos a seguinte propriedade:

FSe S € M(EL,. .., En F), entio |[S]| < |1S]ac:

(S (21, ... e)| < B UYSIll @ 21l L@ znl, 21 € Eiy... 0 € Enbe F.

Logo
IS = sup [|S(21,...,z0)llF
llzi]|<1
= sup |b(S(x1,...,2,))]
llz; <1
[[oll<1
< sup b ISt @ nl. 1o e = Sl

Note que a propriedade (QN1) é equivalente a
(QN1) Jja1 ® -+ ® a, Q@ Y||lm = ||la1]] - - - ||lan||||y]| para cada a; € El e y € F.
F(lar @ @ an @yl = llaill.Jlaalllgll) < (110 "= @101y =1),

(=) E claro.

() Para S = a1 ® -+ ® a, ® y, j4 sabemos que || @ -+ @ a, @ y|lm = |15 < IS||m-
Por outro lado, temos que S = (1 ® y)l,(a; ® 1,...,a, ® 1), e por (QN3) tem-se ||S||pm <
L@ ylliTnllamllar @ 1. . flan @ 1| = [lylLflar] .. . [[an]-

Alguns autores tém chamado de ideais de aplicagoes n-lineares aos L£,-moédulo de aplicacoes
n-lineares aqui definidos, mas por uma analogia com a algebra preferimos usar a segunda de-

nominagao.
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Uma quasi-norma ||.|| o é chamada de r-norma (0 < r < 1) se vale a desigualdade r-triangular
(QN2) (51 + Sallae < [[S1llvg + [152llae para Sy, S5 € M(Ey, ..., En; F).

Ser =1, ||.|]m é chamada de norma. Diremos que [M, ||.|m] é um L,,-mddulo r-normado
de aplicagoes n-lineares ou simplesmente um L,,-mddulo r-normado se M for um L,-mddulo
de aplicagoes n-lineares com uma r-norma ||.|[, tal que todo subespago vetorial topolégico
Hausdorff! M(Ey, ..., E,; F) seja completo. Se r = 1, diremos que [M, ||.||x] é um L,,-mddulo

de Banach de aplicacoes n-lineares ou apenas L,,-mddulo de Banach .

O resultado a seguir é muito util:

1.1.1 Teorema: Seja M uma subclasse de L, com uma funcao com valores nao negativos

|I.llm tal que para algum 0 < r <1 sao satisfeitas as sequintes condigoes:

(0) In(A1, ..., A\n) = Aot A, estd em M e ||1,||m = 1.

(1) Se S1,52,... € M(E1,....,En; F) ey po ISkllu < oo, entio S =3 12, Sy € M(En,...,
En; F) e[S < 2202 119kl

(2) T, € L(D; E;), S € M(Ey,...,E,;F) e R e L(F;G), implicem RS(T},...,T,) € M(Dy,
ooy Dn; G) e |[RST || p < RIS lae T3] - 1Tl

s

Entao, [M, ||.|lm] € um L,-mddulo r-normado de aplicagoes n-lineares e se r =1, [M,]|.||m] €

um L,-modulo de Banach de aplicacoes n-lineares.

Demonstracao: Note que (0) implica M1 e QN1, (2) implica M3 e QN3 e (1) implica M2 e
QN2. A completude do espago vetorial topolégico Hausdorft M(E, ..., E,; F)) também segue
de (1): seja (Rg)72, uma seqiiéncia de Cauchy em M(Ey, ..., E,; F); logo, dado € > 0 existe
J. € N tal que se k,[ > J,, entao

| Ry — Ril| < e

Sejam T} = Ry, To, = Ry — Ry, ..., T, = Ry — Ry_1, entao ZleTj = Ry. Vejamos que a série
Z?Zl T; é de Cauchy:
k !
I T = Tl < IR~ Rilly < €
j=1 j=1
para k,l > J.. A seguir considere uma seqiiéncia de naturais (ny)52; tais que ng < ngyq para

cada k satisfazendo

1Como [M(Ey, ..., En; F),||.||] é sempre Hausdorffe ||.|| < ||.||.a1, segue que [M(E1, ..., Ey; F),|.||am] é sempre
Hausdorft.
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Nk+1 ng
1> T =) Tyl < /28
Jj=1 j=1
N

Entao, Y ro, 1Skl < e, €/2F = € < co. Tem-se que S = > 2, S, € M(Ey,...,E,; F) e
que [|S][v < 2252 19kl < € por (1). Como

0 oo Mkl Nk 0 N1 [e%e}
s=Ys=Y[n-Yr-Y(X ) - X
k=1 k=1 j=1 7j=1 k=1 j=nip+1 j=ni+1

se R=371Tj+S € M(Ey, ..., Ey; F) com k > ny > J, entdo

k ni ”
I-Rl = |[X1-(n+9)|,
j=1 j=1

k ni ,
< |Em->m|, sl
, A M
7j=1 7j=1
(k,ny > J) < e+e
seguindo a completude do espaco. ]

Mostra-se facilmente que as aplicacoes L de tipo finito formam um £,-médulo de aplicacoes

n-lineares e estao contidas em todo £,-médulo de aplicacoes n-lineares M.

1.2 Aplicagoes n-lineares 7(p; ¢)-somantes

Para uma aplicagao multilinear S € L(Fy,...,E,;F) e 1 < g < p, diremos que S é 7(p;q)-

somante se existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer m € N, z;; € E;, b; € F',

1=1,2,...,n, 5 =1,2,...,m vale a desigualdade seguinte:
T 1/p i 1/q
(Z 10;(S (@15, - - 7$nj))|p) <C Sup (Z a1 (215) - an(l‘nj)bj(y)\q)
=1 i<t 9=

ou equivalentemente, por 0.1.1

(St aP) " <€ sup (Slasten) - ante)tt)r) "

llagll<1 \4—
Igl<t  J=1

ondea; € El,y € Fef € F". Denotaremos o conjunto das aplicagoes n-lineares 7(p; ¢)-somantes
de Eyx...xE, em F por Lr(pq)(E, ..., En; F) e nela definimos a norma ||.S||; (. := inf C para

a constante que aparece na expressao acima.



APLICAQOES n-LINEARES 7(p; q)-SOMANTES 13

Observe que se p < q e S é 7(p; q)-somante, entdao S = 0. Fixe zy € Ey, ..., ©, € E,,b € F’
e considere (A\j)32) € lng \ lnp. Sejam z;; = 2; € B, bj=b€ F,parai=1,...,nej=1,....,m

para cada m € N. Entao:

<Z|/\ |np> |bS(x1, ..., 2,)| = (ip‘?bs(%,-..,xnﬂp)lm
=1

- (Z\bS(ijl,..,,)\jxnﬂp)l/p

j=1

‘al()\jl'l)...an( y )b(y)|‘1>1/q

Ms
>~
Ly

(S € Lrpg(Br,....,Ep;F)) < C sup <

lla;lI<1

Iyt J=1
m - . 1/q
_ C?ﬁ%(Z' A [Mlas (1) - an(w)b()]?)
i<t =1

llagll<1
llyll<1

7 /
= () el el

j=1

= (o) sup fane) (o)

entao

(i |>\j\””) (|b S(xy,...,x ) (Z A ’nq) 1/nq (C”le - H%HHbH)l/

w Vo
constante constante

Como (A;)22; € lng \ lnp, para um m grande o suficiente teremos que

()" stanxa)” > (S )™ (et - i)

J/

v Vv
constante constante

que s6 vale se S for identicamente nula. Sendo assim, de agora em diante trabalharemos sempre

com p > q.

Usando 1.1.1 mostraremos que Ly (g com ||.||rgpq) ¢ Lo-médulo de Banach de aplicacoes

n-lineares.

F(0): Mostraremos que I,, € L () € que || ]|7(p;q) = 1. Note que

<Z'% Maw--,w))p)vp = (X hire Am.\p)”p
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n 1/p
= (Z ‘1)\1J ..... 1)\n]7]1|p>
j=1
i 1/q
eza= <l < sup (Sl A a2 907)
i<t =1

para quaisquer 7, € K, A\ e K, meNi=1,...,nej=1,...,m, ouseja I, é 7(p; q)-somante
e [ 1nllzpig) < 1. Como 1 =inf C, entdo ||I,]|+(pq) = 1.
F(1): Sejam S1,Ss,... € Lrgg)(Er,..., Ey; F) tais que Y 07 [[Skl|lrpg) < 00. Para cada Sy,

sabemos que
1/p 1/q
(Z|b (Sk@ijs s ma)l?) < ISkllrgr sup (- lar (1) - an(wa)bs(w)17)

Para S =), Sy e m € N, temos que:

(S ampl) = (Z\b Zsk (@)

j=1 j=1
(des. triangular) < i<i|bj(5k(:p1j,...,ajnj>)|p>1/p

k=1 j=1
[e.e] m /

< Z[HSkHqu ) sup, (Z|a1(x1j)...an(xnj)bj(y)|q>l q]
k=1 s =1

> /

= (X Ukl [ sup (Z ar(ny) - an(aa b)) ]

k=1 llyli<1

de onde segue que S € ‘CT(p;Q)(Ela s Ep F) e ||S”T(p;Q) < 220:1 HSkHT(p;q)'

F(2): A seguir considere as transformagoes lineares T; : D; — E; parai=1,...,ne R: F —
G linear continua, onde Dy, ..., D, e G sao espacos de Banach. Vejamos que RS(T3,...,T,) €
Lrpq) (D1, ..., Dn; G) para S € Lo(pg)(E1, ..., By F). Fixado m € N, considere u;; € D;, ¢; €
Gi=12,....,n, j=1,2,....,m

“ 1/p “ 1/p
(Xl (RS(T o T uwni)) = (DS (RS, Trw)I?)
j=1

m 1/q
(S € Lugp(Brv o B ) < [Slhry sup (3 |an(Tyy) (T ) (R ()]

q> 1/q

(i) () (0

Haz

yll<1

= T 1T 1S Sup (Z
1=



APLICAQOES n-LINEARES 7(p; q)-SOMANTES 15

m a\ 1/q
= 70l NIl IRI 1S](psq) sup (Z )

flagll<1\ 5=
Jyll<1 J=1

! T R
——ai(uy;) ... = an (Unj)Cj (—y)
I T R

1/q

< ITRI-Zall NI 1S g sp (D fon ) i)y ()1)

Izl<1 J=1

Portanto RS(T1,...,T,) é 7(p; q)-somante, e
IRS(Th, -, To)llzwgy < IBIF 1S Tlrigy (T30 T3]l

Pelo teorema 1.1.1 temos entao que L () com a norma ||.||;(pe ¢ Lp-médulo normado de
aplicagoes n-lineares. Como conseqiiéncia temos que ||S|| < ||S]|-(pq) € que se S = a1 ®- - -®a, Yy,
tem-se [|S|r(pq = llal ... |lan||llyll. Quando tivermos p = ¢, escreveremos L., e |5+ ao
invés de Lr(,) € ||S||7(pyp), Tespectivamente e diremos que S é 7(p)-somante, e se p = ¢ = 1,
escreveremos L, e ||S]|- ao invés de L1y e ||S||), respectivamente e diremos que .S é T-somante.

Observe que se 1 < s <r < g < p, entao

pois, se S € L4, temos que

j=1
- 1/r n 1/s
< O swp (3l aue)b@)l) < C sup (3 faray)- . an ()b w))
i< =1 s =1

Além disso, das desigualdades acima segue que

||S||T(p;r) < ||S||T(q;T)v VS e [’T(qﬂ“) - ET(W") € ||S||T(q;8) < ||S||T(q;r)7 VS € ET(q;T) C ET(q;S)'

Pelo lema 0.1.1 temos que se S é 7(p; q)-somante, entao

1/q

(S5t )" 2 0 2 (Sl entz)0)

Esta desigualdade sera util mais tarde, e para mostrar uma relacao entre aplicagoes 7(p;q)-

somantes e aplicagoes absolutamente (p;q, ..., ¢,)-somantes:

Lembre que uma aplicagao n-linear T € L(Fy, ..., E,; F) é absolutamente (p;qi,..., Gn)-

somante se % < qu + ...+ qi, e se existe uma constante C' > 0 tal que Vm,n € N, Vx;; € E,

t=1,....,nejg=1,....m
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e 1/p 1/qi
(Z T (214, .., xn) [P ) < C’H ||Slﬁg1 (Z |a;( ) .
j=1 i=1 1%

Pela desigualdade de Holder generalizada, se é < qil +...+ qin, entao

(el ) < (S hoot®) ™ (S het)

Jj=1

Dada S € L(Ey, ..., E,; F), podemos definir Sg € L(F}, ..., E,, F';K) por

Sp(xy, ..., x,,0) :=0bS(xq,...,2,).

(p; ¢)-somante,

(Z‘SF(IL’1j,...,xnj7 > <Z’b S ) >1/p

< (' sup
llaglI<1
lyli<

1) - anlen s )1)

>

llajll<1
llyll<1

1/q m 1/gn /™ 1/qn+1
ar(e)™) " (D lantwan)l) (D i)l
7=1 7j=1
" 1/q1 1/qn 1/qn+1
Z |a1($1j)ql) (Z | () |qn) (Z |8(b; |qn+l>
j=1

7=1

(
(Holder) < C sup(
(

(por 0.1.1) = C sup

[la;lI<1
lIBlI<1

ou seja, S € L'T(p;q)(El, o, By F) = Sk € Lasia,.., qn,qn+1)(Ela ooy By K.

1.3 O teorema da dominacao para aplicacoes n-lineares

7(p)-somantes

1.3.1 Teorema (da dominagao para aplicagoes n-lineares 7(p)-somantes): Seja 1 <

p < 0o. Uma aplicagio S € L(Ey,...,E,; F) € 7(p)-somante se e sé se existem uma constante

02>0epe€ W(Bgx...xBgxBpn), o conjunto das probabilidades de Borel em Bp,x...xBg,,
tais que

b(S(x1,...,20))| < U(/B

para cada x; € E; e cada b € F”.

(1) - an ()30 (e, a0, )

gt X XB g1 xBpaur
1 n
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Demonstragao:

=) (S ml) S

(por Holder) < {i[ (/ lar(@1;) - - - an(2ng) B(0))|P dplan, . .., an, ﬁ))l/l)}p}l/?

j=1 Eix'"XBEgXBF”
. " 1/p
(soma finita =) = o / S lar(wry) ) 30, dian ..y, 5)}
Bgi x..xBgr xBpn j=1
p 1/p
S 0-{ SUPZMl xl] (xn])ﬁ<bj)| d:u(alw'wa’rnﬁ)}
BE/X XBE/ xB g ||%H<

1/p

= n b p .

o ..i}l”i{z ax(15) - anla) B(0) 7}
I8ll<1 -

(<) Supondo que S € L,y (E1, ..., En; F), fixe 0 = ||S]|7(). Considere C(Bgix...xBg xBpn)'
(dual do conjunto das fungdes continuas) com a topologia C(Bg:x...x B xBpn)-fraca. Entao
W(Bgx...xBg xBpn) é subconjunto convexo e compacto?. Para qualquer familia finita de
elementos 1, ..., Ty, € E; e funcionais by, ...,b,, € F’ a equacao

m

o(u) == Z{|bj(5(x1j7 )P - Up/B |a1(215) - - - an(2n;)B(b;)Pdpfay, . .. 7%’5)}

j=1 B} x...xBE;LxBF//

define uma funcao real convexa e continua ¢ sobre W(BEix. .. XBp xBpn). Escolha a €

BEi’ sy Qpo € BE% e [y € BF//3 tais que
SHP{Z a1 (x15) - - - an(@g) B0« lasll, |B]] < 1} = " laso(@17) - - ano(ng) Bo(b;) P
j=1 j=1
Se d(aqg, - - -, ano, Po) denota a medida de Dirac no ponto (aq, - - ., ano, Bo), entao temos

$(0(a0, - - ano, Bo)) = D [b;(S (w1, -, )1 = 0P laro(21;) - - ano () Bo(by) [P < 0.
=1

FA colecao F das fungoes obtidas desta forma é concava:
Uma colecao de fungoes é concava se para cada natural K, ¢1,...,¢x € F,0< Aq,..., A\g <1
com Z?:l Ar = 1, entao Zszl Mt < ¢, para alguma ¢ € F. Chame U = Bpx...xBpg xBpn,

e onsidere as aplicagoes

2Pelo teorema da representacdo de Riesz 0.1.10, W(BEix. ..xBg xBpr) é isomorfo a Bic(By .. xB g xBpim))'
1 n

por Alaoglu 0.1.11, este ultimo é compacto na topologia considerada, e claramente é convexo.
3Isso é possivel, uma vez que os Bgy, ... Bg,, Bpr sao compactos
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o) = D {IE(S (k. o2k = o / ar(aty) .. an(@k,) BN ld(an, . an, B) |

j=1

ondexfjEEieb;?GF’paracadak:L...,K, i=1,....,nej=1,...,mg. Logo,

th _ Zxkz{wk (@bl =07 [ (et anab) 50 (o, . 0, 5))

K myg
= 3 {iow xlj,...,wﬁj))\—ap/U|a1(:vlfj)...an(xflj)ﬁ()\kbf)\du(al,...,an,ﬂ)}
k=1 j5=1

que foi gerada por z¥ )\kbk parak=1,...,K, i=1,....nej=1,...,myg, e pertence a F,

@5
mostrando que é colegao concava.
Pelo Lema de Ky Fan 0.1.7, existe uma medida 19 € W(Bg;x. .. xBgxBpr) tal que ¢(j1o) <

0, V¢ € F simultaneamente. Em particular, se ¢ é gerada por xy,...,x, e b, isto é
o) = { (S, . )P — o7 / a1(21) - an () BO) Papian, - an, 5)}
BEiX"'XBE;LXBF”
segue que

B(S(ar,. . )P — o7 /B ar(@1).. . an(2)BO) dpolar, ..., au, ) < 0.

Eix"'XBEgXBF”
Logo

1b(S(z1,...,2,))P < 0P ‘fBE’ 5o xB yy xBpn lai(x1) ... an(x,)B(0)P duo(ay, ..., an, 5)

e dai

/p
|b(S(x1,...,xn))|§a<fBEiX.__XBEthFN a1 (1) - .- an(2,) BB duo(al,...,%ﬁ)y ..

Lembremos a seguinte defini¢do. Uma aplicagao n-linear S € L(FE, ..., E,; F) é dita p-semi-
integral (ver [1] pg 10 ou [15] pg 98) se existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de

probabilidade u € W (Bg;x...xBg) tais que

1/
lay(x1) ... an(x,)|P du(al,...,an)> ' Va; € E;.

Eix"'XBE;L

IS, anll < 0

Seja v medida regular de probabilidade dada por v(C) = u(CxBp») para cada C' subconjunto
Boreliano de B x...xBg: . Segue que se S € L, (Ey, ..., Ey; F), entao
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16S(z1,. .., xn)| = |b(S(z1,...,2,))]
1/p
<o/ 1)+ ) SO dian. .0, )
BEi x...xBE;L xBpn
1/p
< o/ 1) )P U IO dians a0, )
Bg/ x...xBEéleF//
1/p
< HbHa(/ () an(@ )P dvfar,. . a)) s Ve € B
BE/X...XBEh
Entao
[S(z1, .. ;x| = sup [bS(21,...,2n)]
lloI<1
1/p
< sup ||b||a</ lat(x1) ... an(x,)|P dv(aq, ... ,an)>
|b]1<1 BEiX"'XBEél
1/p
< o[l o)l dvlan. ) e € B
BE/X..,XBE%

ou seja, S é p-semi-integral, ie L, (E1,...,En F) C Lyp(EL, ..., Ey F). Observe que se

F= K, também vale Esi(p)(Elu e ,En,F> - ET(p)(Eh .. ,En,F)

1.4 Aplicagoes n-lineares o(p)-nucleares

Sejam D;, F;, F, G espacos de Banach sobre um corpo K. Diremos que uma aplicagao multilinear

S : Ex...xE, — F é o(p)-nuclear, se admite uma representagao da forma
j=1
com \; €K, a; € Ej,y; € F,i=1,...,nejeN, onde (\;)32, €y e

. 1/p
Sp <1 (52 a15(21) - g ()b (y)IP) < o0

lloll <1
com

. 0o 1/p
1y, — o0 SUP o, <1 (ijm |a1j (1) .. . an, (fb’n)b(yjﬂp) =0.

lloll <1

Observe que z; € E; e b € F'. Denotaremos o conjunto dessas aplicagoes por Lo (E1, . . .

e nele definimos a seguinte norma:
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. o 1/p
ISty = _inf 1Ol sup (3 fass(an) - ans(anb)l?)
s s =1

A seguir, usando o teorema 1.1.1 mostraremos que a classe L, de todas as aplicagoes n-
lineares o (p)-nucleares sobre espacos de Banach com a norma ||.|/,(,) é £,-mddulo de Banach de

aplicagoes n-lineares.

F(0): Vejaque I,, € Ly, pois para [, = 1.1@ " ¥¥* ®1®1, temos sup <1 [1.1(A1). .. .. L)y (1) <

vl <1
1; como para Ay = ... =\, = v = 1 tem-se a igualdade, vemos que ||1,|/,4) = 1.

F(1): Sejam S1,S%,... € Loy (Er, ..., Eny; F) tais que > o2 [|Skllop) < 00, e considere repre-

sentacoes tais que para cada k, S, = ZOO )\kalj R ® a’fbj ® y;“ com

1/p
IOy < [+ ISkl

e
> 1/p 1/p
HSlﬁE (Z |a’fj(m1) . aﬁj(xn)b(yfﬂp) < [(1 + €)||Sk||0(p)] . (1.4.0:eql)
[

Isto é possivel, pois se

Cr = ()5l

€y = swp (Zr% r) b php)

ll; I<1
o<1

podemos considerar nova representagao trocando

e y;C

k
ip ¢ Y POt 1/p’
(1 + Skl (0 + 1Skl

satisfazendo entao as desigualdades citadas acima. Segue que

09zl = O = (] )" <
k=1 j=1

k
A; por

k=1 j=1
< [ (losamsig] )T = e o [ i)
2 k=1
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N [ k By | P e k T
lz;lllgl [; ; lay;(z1) - . ag;(2n)b(y5)] ] / = [lzllllgl ;([; lat;(21) - - ap;(2,)b(y5)] ] / ) ]
< [i( sup [i |at;(z1) . .. aﬁj(iﬁn)b@f)ﬂ 1/1’) p} h

Izl <1 L#
Lopi<r J=1

S ([a+alsan] )]

> /
= 1+ O[S ISl
k=1

k

IN
EM?@ I

Entdo S =Y 52, 3%, Maf, @ -+ @ak, @yl e

iy 1/p
H()‘f)szal' Sup (Z Z ‘alfj($1) e aﬁj(xn)b(yf)’p> <

) [o¢] / / o /
< @+ 97 ISkloin] @+ 3 ISkl
k=1

k=1

(1=1/p+1/p =) = (1+6)[Z HSkHo@)]

Como isso pode ser feito para cada € > 0, segue que
o
1Sy < D ISkllow < oo
k=1

Falta mostrar que

‘ o0 (o] l/p
s (33 labyen) oty waniu) ) o

o<1 k=mj=m

Para isso, observe que:

sup (Z Z ’alfj<1'1)-~-aij($n)b(yf)\p> < (Z sup Z !alfj(l'l)-~-aflj(xn)b(yf)\1”>
TS k= j=m h=m |5 j=m
N S 1/p
< (Z sup Z|a’fj(a:1)...aﬁj(xn)b(y§)|p)

lagli<1 4
k=m <1 J=1



22 APLICAGOES n-LINEARES 7(p; ¢)-SOMANTES E 0(p)-NUCLEARES

- (i[ sup (Z‘alj 1) ( n)b(yfﬂp) 1/p]p)l/p

lz; <1
k=m <1

[(@+alsiw) )"

1/p
1+ Sklo) < o0

Mz [

(por 1.4.0:eql) < <
|

que converge a zero quando m tende a infinito. Logo, S é o(p)-nuclear.

M1

b
]
3

F(2): Agora considere os operadores lineares T; : D; — E;, i = 1,...,n, R: F — G e uma
aplicagao multilinear S : Eyx...xE, — F em L) (E, ..., E,; F). Vamos mostrar que RS(T7,
.. ,Tn) € [ﬁg(p)(Dl, ey Dn; G), ||'H0(p)]‘

RS(Tl, ce ,Tn)(ul, ce ,Un) = RS(Tl(Ul), cee ,Tn(un))

- R(i%alj(ﬂ(ul)) ----- ani(T"(u”))'yj)

_ Z)\ arj(Ti(ug))..... an; (T (un))-R(y;)
— Z)\JTI(alj)(ul) ..... T, (an;)(un).R(y;)

, 1/p
= Ol sup (Z’@u (Tir). .- g (Tutua) R ()"

llugll<1
i<y 3=1

Tlul Tun R/C 1/p
= ||T TR cosup | Y layil =) ni P
I3l TR O3l sup (ZIu(HTm) ani (i) Ty )P

flug 1<
\FH<1

1/p
< T AT IRII )l sup (Dau 7). g ) b))

[l | <
HbH<1

para cada representacao de S. Por acima temos também que

iz (Z [(Treng)(wa). . (Tvlzanj)(un)-C(R(yj))|p> "<
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nd 1/p
< B TR sup (3 Jary ). . any ) b))

ll; <1
o<1 I=m

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo RS(T3,...,T,) é o(p)-nuclear e

IRS(Th, - To)llowy < ITAll- - ITall- RIS o)-

Portanto, L,(,) com a norma ||.||,¢) ¢ L£,-médulo de Banach de aplicagoes n-lineares e portanto

temos que ||| < [1S]lo(p) € que a1 ® - @ an @ Yllo) = [Alllarl]. . - flanll- vl

Gostarfamos de saber se para 1 < ¢ < p existe alguma relacao entre [|.||,¢) € ||.|ls(g). Temos

certamente L,(,) C Ly(1), Mas como comparar

o0

. oo » 1/p
ink Ol sup (3l () - ()00,
presenlagde leli<1 N4

de [EST

(§]

. o > ‘ 1/q
A IOl sup (Sl (o) - ans (w)b(3)])

de § ST

uma vez que ¢ < p implica p’ < ¢, obtendo que

1/q

S 1/p 0
sup (Z lay;(z1) ... anj(%)b(yj)Ip) < sup (Z lai;(z1) ... anj(ggn)b(yj)|q)
[ s =

)52l = 1520l ?
E interessante considerar o subconjunto L;(Eh, ..., Ey F) de Lop)(Er, ..., En; F). Nele

podemos definir a norma

m

1/p
Sllgm¢ = inf A lsup< ay;(x1) ... ani(x,)b(y; p) .
ISl = NIl 51 (32 b))
Ibli<1 I

Pelas definicoes de |||,y f € ||-||lop), € claro que ||S||op) < |[S]lo@)s: Para S € Li(Ey, ..., Ey F) C
Low)(Er, ..., By F). E natural perguntar quando ocorre a igualdade:

1.4.1 Proposigao: Se os espacos Ey, ..., E, tiverem dimensado finita e S € L(E, ..., Ey; F),

entao
151lop) = I1S1lo)s-
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Demonstracao: Note que L(Ey,...,E F) = L(Ey,...,E,; F) para dimE;, < oo, k =
1,...,n seguindo que é um espaco completo para ambas as normas ||.||,) € ||.||o@)s. Considere
a aplicagao identidade id : L;(Ey,...,Ey F) — L(E, ..., Ey; F), entao como |[id(S)||o@p) =
1SNlo) < IS]lo@)s, segue que é continua e por ser bijetiva, pelo teorema da aplicacao aberta

segue que é isomorfismo, i. e., existe uma constante ¢ > 0 tal que
1Sllom)r < cllSllow)- (1.4.1:eql)

A seguir provaremos que ¢ = 1. Dado S € L¢(Ey,...,E,; F) e € > 0, considere uma repre-

sentacao infinita

S:Z)\jalj@)---@anj@yj
j=1

tal que
> 1/p
||()\]')]o‘il||p' “Slﬁp (Z |a'1j($1) s an](xn)b(y])|p) S (1 + 6/2)||S||0'(p)
‘ﬁj'éf j=1

Em particular, para cada m € N

m—1 m—1 1/p
1) Xay @ - @ tn; @ yjllogys < N7 I sup (Z |aij(z1) - - -anj(l‘n)b(yjﬂp)
— e ll<1 A
J o<t J
< (1+€/2)||So)- (1.4.1:eq2)

Como
o0

lim  sup (3 Jayj (@) - an(wa)bl)17) .

M=00 |la;[|<1 N
o<1 J=M

para um m € N grande o bastante, tem-se

A Ny © - @ Dyl < Ol s (3 Jory () any ()b,
Jj=m ”\|zz;1|\“<_1 Jj=m
< €/2]|S||o(p)- (1.4.1:eq3)

Chame Sl = 272_11 )\jalj ® e ® Clnj ® yja entéo
S—Sl :Z/\jalj®~--®anj®yj Eﬁf(El,...,En;F).
j=m

Segue que
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m—1 0o
ISlloyr < 1) Xjay @+ @ any @ Yjlloys + 1 D Xjarj @ -+ @ anj @ yjllors
j=1

Jj=m

(por 1.4.1: eq2 e 1.4.1: eql) < (1+¢/2)||S||o@) + ¢ Z Aja1; @ - @ Gnj @ Yjllow)
j=m

(por 1.4.1: eq3) < (14 ¢/2)||S|loe) + €/2/|S|lo)
< (1 + €)||S||U(p)‘

Como isso vale para todo € > 0, segue o resultado. n

Nem sempre é possivel trabalhar com espacos de dimensao finita. A seguir temos um resul-

tado que pode ser 1til:

1.4.2 Proposicao: Se S € L,p)(E1, ..., En; F) eTp € Li(Dy; Ey), k=1,...,n, entdo

150 (Ths s T)llowyr < Sllow) T3] - 1Tl

Demonstragao: Seja Ji a injecao natural de Ty(Dy) em Ej; entao, podemos escrever T =
Ji o Tk, onde Tk tup € Dy — Tk(uk) = Tk(uk) S Tk(Dk), ||Tk|| = ||Tk||, k = 1,...n. Logo,
So(Ji,...,dn) € L(TV(Dy),...,T,(Dy); F), onde dimTy(Dy) < oo. Logo, pela proposigao

anterior temos

HSO(le--an)HU(p)f = HSO(Jla'”»Jn)HU(p) < HSHU(p) ||J1||||Jn” = ”SHa(p)

de onde temos que

S o (Th,....To)|lows 1S o (Ji,...,Jn) o (T1,... ,Tn)||o.(p)f

< S (s T)llowslITall - Tl
= [Slo@ Tl - - 1Tl .
1.4.3 Proposicao: Se Ei, ..., E! tém a propriedade de aprozimac¢ao limitada, entdo

||S||U(p)f - ”SHO(p)v
para cada S € Ly(Ey, ..., Ey; F).
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Demonstracao: Faremos a prova para n = 2, pois para outros n’s o processo é analogo. Seja
S € L. Temos que L;(Ey, Ey; F') é isometricamente isomorfo a L(Ey; L(Es; F')), pela aplicacao
que associa Sy € Lf(Ey; L(Ey; F))a S € Li(Ey, Ey; F) dada por Sy(x1)(z2) = S(x1, x2), x; € B,
i =1,2. Como Ej tem a propriedade de aproximagao limitada, por (0.3.5), dado € > 0, existe
Ty € Ly(Ey; Ey) tal que ||Th]] < (14 €)1 com y; > 1, e SiTh = S1. Logo temos

S(Thzy, ) = (51 0 Thxy)(z2) = (S121) () = S(1, 22).

Analogamente, se Sy € L;(Ey; L(E;F)) é dada por Sy(xs)(z1) = S(x1,29), existe Ty €
L¢(Ey; Ey) tal que ||T3]| < (14 €)vy2 com 2 > 1, e S3T5 = Sy. E assim

S(z1, Toxs) = (S 0 Tows) (1) = (Saxe)(x1) = S(1, x2).

Ou seja, S = S o (T1,T,) de onde segue que

1Sy = 1150 (11, T2)llow)s
(por 1.4.2) < ||Slo I T1 I ||

< (14’175 ow

Como isso vale para cada € > 0, segue que [[S|sp)r < M172/S|lop)- Repetindo o processo

utilizado em (1.4.1), obtém-se ||S||o(p)s < [|S]lo@), € Portanto vale a igualdade. n

1.4.4 Proposigao: Se Ei, ..., E! tém a propriedade de aproximagao limitada, entao Ls(Ey, . . .,
E.; F) € denso em Ly (Er, ..., En; F) na norma ||. ||

Demonstragao: Seja S € L) (E1, ..., By F) e dado € > 0 considere uma representacao de
S = Z]Oil )\jalj K- & Qnpj ® Y; tal que
1/p
[l sup (Z (@) gz bw)?) < (1 Sy

lei <1
llol <1

Sabemos que

! }:\ eb)l?) " = 0 (L44:eql)
im  sup ( ar;i(xy) ... an;(2,)b(y; ) = 0. 4.4:eq
k—oo H”sz|<<11 1J 1 J /

Considere Sy, = Z’? Aja1; @ - @ an; Yy, € Lp(E,...,E,; F), entao por 1.4.4:eql, Sy
converge a S na norma ||.||,) (bem como na norma |||, s, pelo resultado acima) provando o

que queriamos. L]
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E importante observar que em geral [L;(Ey, ..., Ey; F); |-llo(p) 7] N0 é completo: basta con-
siderar I, ..., E, espacos de dimensoes infinitas, de modo que as normas ||.||sp)s € [|.||s(p) D8O
coincidam. Se S € Ly (Er, ..., Ey; F)\ Lf(E1, ..., Ey; F), dado € > 0, considere uma repre-
sentacao S = Zj’;l Aja; @ -+ @ an; ® y; tal que

1/p
[l sup (Zm n)- g b)P) < Sl

llz; [I<1
llol<1

Seja Sy, = Z?zl Aja1; @ - @ ay; @Yy; € Li(Ey,...,E,; F), para cada k € N . Entao (Sk)52, €
seqiiéncia de Cauchy em [Lf(Ey, ..., En; F); ||.llo)f]: se k < sao grandes o bastante,

1/p
150 = Stlowis < 1O)ipiall oy (D lang(aa) - anslwa)bly,) )

< 1O by 239 (3 fste) (e w)P)

< €.

Por outro lado,

1/p
15 = Skllows < 1A)Zrsall Sup (Z a1 (1) a"j(x")b(yj”p) '

llz; ll <

Hb\|<1 Jj=k+1

que converge a 0 quando k vai para o infinito. Suponha que existe T' € L¢(Ey, ..., E,; F) tal

que Sy converge para 1. Entao

1S =Tlloy < IS = Skllow) + 1Sk = Tllow)
< IS = Skllo) + 1Sk = Tllo)s-

Logo, s6 podemos ter S =T, o que é absurdo, uma vez que S nao é de tipo finito.
Somente se os espagos E, ..., E, tiverem dimensoes finitas, [L;(E1, ..., En; F); || lom)y] sera
L,-mdédulo de Banach.

1.5 Fatoracao para aplicagoes n-lineares o-nucleares

Vejamos primeiro alguns resultados e definigoes:

1.5.1 Proposicao: S € L,q)(E1,...,E, F), se e so se S tem uma representacao da forma

S:Z;il a1; @+ @y QY;, comay; € Bl ey; € Fparai=1,...,nejeN com
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sup Y lag;(21) - - anj(20)b(y;)| < 00,

llogll<1 4
Ipi<1 J=1

lim sup Z \alj(ﬂm) cee anj(l'n)b(yj)| =0

k=00 |z, <1

i<t 7=k
e
o
S = |5, ;= inf su Za»m...a-xb-.
|| ||J(1) || ||0’ S:Z]O'ilalg'@“'@anj@yj leillfﬁ)l j1| 1]( 1) n]( n) (y])l
b||<1 -

Demonstragao: Para S = Z;’il a; @ @ apj QY; = Z;; la;® - ®ap; ®y; com as
hipéteses acima, ¢é claro que S € Loy (Ey,. .., Ey; F). Agora, se S € Loy (Er, ..., By F), com
representacao S = > 2 Ajay; ® -+ @ an; @ 2j, podemos reescreve-la como S = 377, 1 a;; ®

< ® anj ®yj, onde y; = Ajz;. Segue que:

sup Z lar;(z1) ... an;(2,)b(N;25)] <

flz; <1 °

Ibj<t J=1
oo
(por Holder) < [|(A\))% ]l sulglZ]alj(xl)...anj(xn)b(zj)\ < 0.
F1S Ty < 1151l
S & = inf A2 e SU cri(x1) ... cni(x,)b(z;
15| (1) ST Ajery & Ben; @2 I( J)JA” nz-,-u];g)l Z;| 1]( 1) ]( )b( J)|
Ibli<1 I=
hé menos representacoes) < inf 1) ]l su a1i(x1) ... ani(x,)b(y;
( presentacoes) < il IO e sup 3 o). )b0s)
Ibli<1 =
= inf su ari(x1) ... ani(x,)b(y;
S§=32721 01,8 @an; ®y; Hzinlﬁ)l Z‘ (@) (2 )oly;)|

o<1 J=1

= [I51-

H[Sllo) > 1S]ls: Dado € > 0, considere uma representagio S = > 72| Ajcij ® -+ - @ o @ z; tal
que

IO lloe sup Y lerj(@) - cnj(@a)b(z)] < (14 )5 loa).

llogll<1 4=
<1 J=1

Logo,
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15l < sup Z!Cu 1) - - Cnj(T)b(A;2)]
Ioli<y I=1

(por Holder) < [|(A))% ]l sup Z|c1j 1)+ Coj(20)D(25)]

[lz; <1 =

< (1 +9[5lo)- "

Escrevemos L,(Er, ..., En; F) e ||.|lo ao invés de Loq)(Er, ..., En F') e ||.||lo1), respectiva-

mente. Diremos também que S € L,(F,..., E,; F) é o-nuclear.

1.5.2 Definicao: Dizemos que um operador A é aprozimdvel se existe uma seqiiéncia A; €
Li(E;F) tal que lim;_, [|[A — A;|| = 0. Nesse caso, escrevemos A € L,(E; F). Analogamen-
te, uma aplicacao n-linear A é aprozimdvel e escrevemos A € L,(Ey, ..., E,; F) se existe uma
seqiiéncia A; € Ly(Ey, ..., E,; F) tal que lim;_ ||A — Aj|| = 0. Sejam Uy, ..., U, espacos de
Banach com bases de Schauder {eq;, },...,{en;,}. Dizemos que uma aplicagdo n-linear ¥ €
L(Uy,..., Uy F) é diagonal se existem y; € F, j € N tais que
Yj 5 8€ J1=...=Jn=17J;

0 , caso contrario.

Y(@ljl, ey enjn) = {

Se t; € Uy, t; = > 0" Tiji€iji, Tij, € K parad =1,...,n, entdo

Y(tl,.--,tn> - Y(Z leleljp"'u Z T”jnenjn>

Jji=1 Jn=n

= E: E:lel’ Tan 61j17"'7€njn)

Jji=1 Jn=1

= Z Tij - - - Tan(elj, Ce ,an)
j=1

0o
= E T1j -+ TnjYj-
J=1

1.5.3 Definigao: Dizemos que uma base {e;}52, de um espaco de Banach E é uma base

hiperortogonal se

m m
1Y el < 1 Biesl
j=1 j=1
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para cada seqiiéncia finita de escalares o, ... o, f1, ... By com || < |B;] (j =1,...,m). Dize-

mos que uma base {e;}52; de um espaco de Banach E é uma base estritamente hiperortogonal se

m m
1Y ajeill < 1D Bjell
j=1 j=1

para cada seqiiéncia finita de escalares oy, ..., B1,... 0, com |a;| < |B;] (j = 1,...,m), tais
que 0 < |oyy| < [Bj,], para algum indice jo. No livro [20] na pagina 558 podem ser vistas

propriedades destas bases.

1.5.4 Definicao: Dada uma base hiperortogonal {e; 521 de um espago U, dizemos que
{fi}52, sdo seus funcionais conjugados ou associados se f; : U — K é funcional linear para cada

jeNe

u= ij(u).ej, para cada u € U.
j=1

VERSAO LINEAR DO TEOREMA DA FATORAGAO: Um operador linear S€ L(E;F) é o-nuclear

se e s6 se existe um diagrama comutativo

S

E——F

N A

U

com A€ L,(E;U) e Ye L,(U;F), onde U é espago de Banach com base hiperortogonal.
Neste caso, [|S||, = inf||Y]|[/A]l.

Na demonstragao deste teorema em [17] pg 325 23.2.5, ao supor que S =Y o A, a condigao
Y aproximavel pode ser retirada:
Demonstracao: Se {e;} é a base hiperortogonal de U e {f;} seus funcionais associados, se

u = A(z) tem-se

A(z) = Z fi(A(z)).e; = Z(A'fj)(f)ﬁj,
e compondo com Y obtemos
S(z) =Y oA(x) = Y(Z(A’fj)(x)-ej) = Z(A’fj)(x)-Y(ej),

que é a representacao desejada. Queremos saber se S é o-nuclear. Com tal finalidade, considere

os seguintes fatos:
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(1) Como os operadores aproximéveis sao operadores compactos, (ver [17] 1.11.2 pg 50) segue

que A(Bg) é compacto. Logo, se g : U — R é fungao continua, existe uy € A(Bg) tal

que g(up) = max{g(u) : u € A(Bg)};

(2) se U é espaco com base de Schauder {e; }52, e consideramos a proje¢ao P (z) = Z?Zl fi(x)e;,

existe uma constante C' tal que supy, || Px|| = C < oo (ver 26.3 pg 191 em [9]);

(3) Se K C U é compacto, entao sup,e [[u — Pr(u)|| = sup,ex | 2252511 fi(w)e;|| converge a

0 quando k vai a infinito;

Suponha agora que A € L,(E;U), Y € L(U; F), e U tem base de Schauder hiperortogonal.

Temos que:
SUP Z |fi(A (Y(e))| =
beBF/J k+1
Blejl=1) = suwp pY( ) &fi(A@)).))l
z€EBR T
bEB J=k+1
(Hahn-Banach) = sup [[Y( ) & f;(A(x)).¢))|r
r€BE j—k+1
(¥ € continua) < Y] sup | S esA@)ell
Be  j—k+1
({e;} € base hiperortogonal) < ||Y|| sup || Z [i(A(x)).€jllu
*€B k1

(A(Bg) € A(Bg))

IN

Y[ sup_ || Z fi(u).ejllu

u€A(BE)  j=k+1

= Y| sup |u— Pi(u)|lv- (1.5.4:eql)
’LLEA(BE)

Como A(Bg) é compacto, de (3) segue que a tltima expressao vai para 0 se k tende a infinito,

e por (2) temos que existe C' < oo tal que
sup 3£ (A() (Y ()] < C

para cada k € N. Isso mostra que S é o-nuclear, sem a necessidade de Y ser aproximavel. ]

O proximo passo é generalizar esse resultado. Logo de inicio, vemos duas situagoes a conside-

rar: substituir a aplicacao A por uma aplicacao n-linear, definindo um espaco U e uma aplicacao
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Y como acima, ou substituir A por n aplicacoes lineares Ay, ..., A, e definindo n espagos de
Banach Uy, ..., U, e Y n-linear.

1.5.5 Teorema (da fatoragao para aplicagées n-lineares o-nucleares): Uma aplicagao

multilinear S € L(E1, ..., E,; F) é o-nuclear se e sé se existe um diagrama comutativo

Eix... xE, 5 F

onde os U;’s sao espacos de Banach com base de Schauder e pelo menos um tem base hiper-
ortogonal, A; € L,(E;U;) para i = 1,...,n, eY : Ux...xU, — F diagonal . Neste caso,
[51lo = inf [[Y[[LA[ ... | An]].

Demonstragao:
(<) S =Yo(Ay,...,A,). Seja {e;;} base de U; e {f;;} os seus funcionais associados, para
i=1,2,...,n. Suponha que para ¢ = 1 a base é hiperortogonal. Entao
o0 o0
i) =Y fis(Ai(x))-ei = > (Alfij) (1) .55,
j=1 j=1
bem como

S(x1,...,xn) = Y(Ai(x1),..., Au(z,))

= V(Y (A @),y D (Afus) (@) s, )
J1=1 Jn=1
(Yé n—linear) = Z (A/1f1j1)($1) e (A;Lfnjn)(xn)y(eljlu e ngn)
J1yeesjn=1

(Y é diagonal =) = > A\ fij(z1) ... (Al foj) (@)Y (er)s - - €ny).

Logo, se chamamos a;; = (Ajf;;) € E', i = 1,2,...,ney; = Y(ey,...,ey;) € F, temos a

representacao
S:Za1j®---®anj®yj.

Queremos saber se S é g-nuclear:
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sup Z|A frj(z)

llz; I<1

o<1 J=1

Qlesl =1)
(b linear, Y diagonal)

(b, Y continuas)

- (Anfni) (wn)bo Y (e, . enj)| =

sup | E g (A7 fij)(x1) ..
ll; <1 -
i<t J=

(A;zfnj)(xn)b © Y<€1j? T >enj)|

Sup |boY(Z€] (A% fij)(z1)es, - ,Z (A5 fri)(@n em>]
z; || <1 i1

lloll<1 7=1 j=
sup HbHHYHHZ@ (Aifi) (e Hz (AL fo)wnens]|

][ <

bll<1
({e1;} hiperortogonal) sup ||b||HYHHZ (A1 f1))(z1)er; HZ Al fri () en; .
s . =t
= [IY]] Sup [Ax(z)lv, - - [[An(@n) o,
(A; continua, Vi) < ||Y||”SU|1|I> [ Azl - [[An |2
z; || <1
= YAl 1Al

Cada A; é aproximével, logo é operador compacto (ver [17] 1.11.2). Portanto, a imagem da bola
unitaria Bg, por A; é relativamente compacta em U,;. Segue que a sua aderéncia TBEZ) é um
compacto em U;. Como Y é continua em U;x...xU, e TBEI)X..
,Uno) € A1(Bg,)x...xA,(Bg,) tal que

XA, (Bg,) é subconjunto

compacto, existe (ujg, . ..

1Y (w10, -y uno)l|e = ||Y (g, ug,y ... u,)||F
para todo (uy, ..., u,) € A;(Bg,)x...xA,(Bg,), em particular para cada z; € Bg,, i =1,...,n.
tem-se
1Y (ur0, - - uno) [[m = [V (Ar(21), -, An(zn)) |-
Segue que

(A/nfnj)<$n)b @) Y(elj, ceey

enj)| =

Z |A/1f1j($1) ce
j=k

Flejl=1) = |ZEj(A'1f1j)($1)---(A%fnj)(ffn)boy(eljw-’enj)l

o
) walens )
i=k

= ]bOY<Zaj (A1 frj)(z1)es, -

ji=k
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HZ A fn] unO en]

Como HZ;";,C(/M fij)(wio)es;||  vai para 0 quando k tende a infinito, para cada i, segue que
o

i

IN

I (3o e - ,iw i) (o) )

j=k

< ol HYIIHZ Ay fig)o)ers|

khm sup 5 | A7 f1j(x1) o (AL foi)(@n)bo Y ey, ... eni)| = 0.
—00 <1
Ibi<t J=k

Logo, S é o-nuclear com

15lle < | inf AYILAL- 1A (1.5.5:eql)

.....

(=) Suponha que S # 0¢é J—nuclear; dado € > 0, considere uma representacao S = Z;’il ay; @

~-®anj®yj com

sup S Jarg ) - ange)b(s)] < (1 + Sl (1.5.5:eq2)
s =1
Note que
k — oo
O1k i= Sup E |a1(@1) - .- ang(20)b(y;)| 0.
flzglI<1 —k -
(S

Vamos construir (plj) €cpcoml>pig>pro>...2>pi > ... >0 e satisfazendo

Y pislari(@) - ans(@n)b(ys)] < (L4 ?ISlollzall - llzall[1B]] (1.5.5:eq3)
=1

Se existe m = max{j € N: gy ; > 0}, definimos

{ (L4672 | j<my
(

P1j =
’ L+76)7Y2 | j>m.
Note que para j > m
|ay;(@1) - - - anj(2a)b(y;)] < ovgllzall- . lzallllbs]] = 0.
Entao
Zpiﬂalj(a:l - anj(2n)b Z (1+€)|arj(z1) ... anj(n)b(y;)]

Ty T b(y]>
= |lzall . Mzallllll (X +€) D lar () - - ani () 77|
' ; A Tl (1]

(por 1.5.5: eq2) < |lz|| .- |z |[l]0]|(1 4+ €)(1 + €)]|5]o-
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Para o caso em que o7 ; > 0 para cada j € N, existe m € N tal que:
€
(01,m+1)1/2 < min {501,1, 1} ) (1.5.5:eq4)
Fixe um m satisfazendo 1.5.5:eq4, e seja
L ,sej<m;
P15 = )
’ (o1 )Y [sej>m.
Como 07, — 0, entdo p1; — 0e (p1;) € ¢o. Alémdisso, 1 > p11 > p12>... > p1; > ... > 0.

Para simplificar a notacao, chame

By o=y () o (727) ) (el 181 # 0)

Note que Zj‘;k B; < 04y. Para cada M > m, temos:

Z prala(zn) . an(20)b(y)| = Z |a1k(21) - - - ank(20)b(yx) [+

k=1

M M+1 M1

= il: la1k (1) - .. apg(20)b(yk)| + ﬁ: {((Ul,kz)l/4> —2.
{[(Ag lay;(z1) ... anj(xn)b(yj)|>l/4]2 + [(A_g lay;(z1) ... anj(xn)b(yj)|>l/4]2}‘
M+-1 M+1

> 2 [((X oo antopl) ) = (X Jeton) - antrpo)) )

{ [(Z lay;(z1) ... anj(xn)b(yj)|>1/4]2 - [( Z lay;(x1) ... anj(In)b(yj)Der}}

=k j=k+1
m M
—1/2
< Jalloc Bl {8+ 3 {aid
k=1 k=m+1
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2
()" (3 8) " (E8) " (3 2) "))
j=k j=k+1 j=k j=k+1
<l ol B+ Y 2[( ) - (X B) )
k=1 k=m+1 j=k j=k+1
m M+1 M+1 M+1

= ol { B2 {[( X 5) - (X m) ] ()

k=1 j=m+1 j=(m+1)+1 G=m+2

1/2
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M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2
~CEm) (e - (X 8) ]
Jj=(M-1)+1 j=M J=(M)+1
= ol el {3 B2 B) - (X B) ]}
k=1 j=m+1 (M)+1
m M+1 1/2
< ol D> B+ 2[(Y B) ]}
k=1 j=m+1
€
< ol ||xny|||b||{an+2.§.am} (por 1.5.5: eq4>
< Janll- - lealllbl (1 + o
< 0+ RS lollaall - ealllbll (por 155 eq2 )

para cada M € N, seguindo o resultado desejado.

. . PN o oo . 0o —-1_ .
Para i = 1 definimos o espaco U, das seqiiéncias t; = (71;)32, tais que Zj:1 p1j T1j02 Q-+ @

nj @ Yj)52, estd em L,(Ey, ..., Ey; F). Nesse espaco definimos a norma
[l = S Z o1 Tajaz;(w2) - - ang(2a)b(y;)]-
s =1

Mostraremos que U; é espago completo. Para simplificar a notacao faremos para o caso n=2.

Seja (t1x)52, uma seqiiéncia de Cauchy em Uy, ty, = (775)52,:

ltix —tulle, = sup sup Z‘PU ng Tllg)a2j(372) (yj)| < e
o2l <16 <152

para k, [ suficientemente grandes. Vamos considerar a seqiiéncia de Cauchy (T%)% | onde

[e.e]

j=1

Como L, (Esy; F') é completo, existe T' = 3 7% | ca; @ z; tal que

Jim [T — T, =0

Mostraremos que existe v; € K tal que cp; ® z; = vja2; ® y;, para cada j € N.
Caso contrario, suponha que existe jy tal que coj, ® zj, # Aagj, ®y;, para cada A € K. Vamos

analisar as trés situacoes em que isso ocorre:

(].) C2jg 7A /\azjo € Zjy 7A )\yjo, VA e K.



FATORACAO PARA APLICAGOES n-LINEARES 0-NUCLEARES 37

Se M = [agj,, c2j,] € DimE), por 0.2.3 podemos encontrar zyj, € Es tal que cgjy(725,) =1 €
azj,(x2j,) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar b,, € F' tal que b;,(2;,) = 1 € bj,(y;,) = 0.

Entao

100 (C2j0 ® 2y — P1JoTHio @250 @ Yio) (T2j)] = |eajo (T250)bjo (Zi0) — P1jo Th50 @240 (2250 )bjo (Yo

= [1.1-00] = L

(2) C2jo = 72j002j0 © Zjo 7 Mjo» VA € K.
Considere 95, € E tal que a5y (T2j,) = Y250@2jo (¥25,) # 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj, € F’ tal que bj,(zj,) = 1 e b;,(y;,) = 0. Entao

|bj0 (CQjO ® zj, — pl_,jl‘olejo a2, @ yjo)(x2j0)| = ’02]'0 (aj?jo)bjo (Zjo) - pl_,}olejo Q254 (mQjo)bjo (yjo)‘
= eajo(€250)-1 = prjy TG (T255) 0|

= ’C2j0(‘r2jo)’ 7&0

(3) C2jo 7£ /\a2j07 VaeKe Zjo = ’_onyj()'
Se M = [ag;,, ¢2j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar 2, € Ey tal que coj,(w25,) = 1 €

aszj,(x25,) = 0, e seja b;, € F' tal que bj,(zj,) = 7j,b(yj,) # 0. Entao

100 (C2j0 ® Zjy — P1joTHio @250 @ Yio) (T2j0)] = [e2jo (X250 )bjo (Zi) = £1jo Th50 @240 (Z2j0)bjo (Yo
= yl‘bjo (Zjo) - O'bj()(yjo)'
’bjo(zjo)| 7é 0.

Seja v = min{1, |ej, (22,); |bjo (20 )|}, entdo por (1),(2) e (3) para Ty € Ey e b € F' adequa-

dos, temos
v <Y bl ® 2o — P1 g T G200 © Yjo) (E2)]
j=1
| k— o0

0

o que ¢ absurdo. Segue entao que para cada j € N, existe v; tal que (pijl-ﬁkjagj ®Y;)2, converge

o0

a 7yjag; ® y;: entao se 71 = p1;7;, tem-se que ¢ = (71;)32, € Uy é o limite de 1, = (T{“j)jzl.

Para entender bem como funciona, vejamos também como fica para n = 3:
Seja (t1x)52, uma seqiiéncia de Cauchy em Uy, tyy = (74,)52;:

It — tullo, = HSUIIIEI ||Sbh1£1z !pfjl(ﬁkj — Tfj)agj(xg)agj(xg)b(yj)\ <e
zi||< <l,—
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para k, [ suficientemente grandes. Vamos considerar a seqiiéncia de Cauchy (T%)% | onde

[e.9]

Tk = Z(pflefjazj) &® as; (%9 Yj-

j=1
Como L, (Fs, E3; F') é completo, existe T' = Z;’;l c2j ® €35 ® z; tal que
Jim |7 — ", = 0.
Mostraremos que para cada j € N existe v; € K tal que cp; ® ¢35 ® 25 = vja2; @ az; @ y;.
Caso contrario, suponha que existe jy tal que ca5, ® ¢35, ® zj, # Aagj, @ asj, @ y;, para cada

A € K. Vamos analisar as sete situagoes em que isso ocorre:

(1) cajy 7# Aagjy, C3jo 7 Aasjy € Zjy 7 AYjo» VA € K.

Para My = [agj,, ¢2j,] € DimE}y e My = [asj,, c3j,] € DimEj, por 0.2.3 podemos encontrar
Taj, € Ey tal que o), (%25,) = 1 € agjy,(x25,) = 0, 35, € E3 tal que csj,(ws5,) = 1 e ag;y(v35,) =0,

e por Hahn-Banach podemos encontrar b, € F’ tal que bj,(zj,) = 1 e b;,(y;,) = 0. Entao

- k
|bjo (02]'0 ® C3jp @ Zj, — pl,jl'oleoa2jo ® azj, ® yjo)(xQJ'm $3]'0)’ -
= Jeajo (50 Csjo (350 )bjo (Z30) — P10 Thio @240 (20 ) sjo (T35 )bso (0 )]

= [1.1.1-0.0.0 = 1.

(2) 250 = V2o 02j0s C3jo # Aa3jy € Zjo 7 AYjos YA € K.
Considere Taj, € Es, tal que Cgj, (ZL'QjO) = ’}/Qjoagjo(l‘gjo) 7é 0; para M; = [a3j0,03j0] S .D’L’I?’L.Eé7
por 0.2.3 podemos encontrar x3;, € E3 tal que csj,(235,) = 1 € ag;,(235,) = 0, e por Hahn-Banach

podemos encontrar b,, € F” tal que b;,(z;,) =1 e b;,(y;,) = 0. Entao

10 (C2jo @ €350 © Zjo — P jo Tho G20 © i @ Yjp) (T, T3j)| =
= Jeajo (50 Csjo (350 bjo (Zio) — P10 Tho @250 @350 (T30 )b (Yo
= Jeajo (m25,). 1.1 — pyJ 745020 (225,)-0.0]

- |02j0($2j0)| 7é0

(3) cajo # Aagjys Csjo = V350350 € Zjo 7 Aljor VA € K.
Para My = [agj,, c2j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar xq;, € Es tal que ¢, (225,) = 1
e agj,(72j,) = 0, considero z3;, € Es tal que csj,(T35,) = V350034, (T34,) # 0, € por Hahn-Banach

podemos encontrar b;, € F” tal que b;,(z;,) =1 e b;,(y;,) = 0. Entao

10y (C2jo @ C3jo @ Zjo — PrjThio 20 @ Asjy @ Yjo) (T2, T35s)| =

= Jeajo (a0 Csjo (T350)bjo (Zio) — P10 Thio @240 (20 ) asjo (T35 )bso ()]
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= [Lesjo(@40)-1 — 0.3, (235,).0|

|C3jo (x3jo)| 7£ 0.

(4) cajo # Aagjy, Cajy # Aasjy € Zjy = VjoYjor YA € K.

Para My = [ayj,, ¢2j,] € DimEY e My = [asj,, c35,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar
Taj, € By tal que cojy (wa5) = 1 € agj,(z25,) = 0, e x3j, € Es tal que czj,(z35,) = 1 € ag;,(x35,) = 0,
e existe b € F” tal que b(zj,) = v,,b(yj,) # 0.

[b(cajo ® C3jo @ Ziy — P13y 100250 @ Asjo @ Yjo) (X240, T3jy)| =
= Jeajo (w255 C3i0 (€350 )0(2j0) — Pt 10 @20 (T2 ) A3 (T35 )0 (Yo )|
= ‘1.1.6(2’]'0) - O'O'b(yjo)’
= [b(z,)| # 0.
(5) C2jo = V25025 C3jo = V3joU3jo € Zjo 7 AYijos YA € K.

Considere x5 € Ej tal que o, (T2) = Y25, a2j, (T2) # 0, 3 € Ej5 tal que ¢35, (z3) = 735,03, (T3) #
0, e por Hahn-Banach podemos encontrar b,, € F” tal que b;,(z;,) = 1 e b;,(y;,) = 0. Entao

1B, (C2jo ® C3j0 ® 2y — P13 Thi02j0 @ Asjo ® Yjo) (2, x3)| =
= |ejo(m2)esjo (T3)bjo (2j0) — P15 Thio @20 (T2)asge (23)bjo (o)
|20 (T2).C3j, (23).1 — pijl.Olejoagjo (w2)asj, (3).0]
= [ejo(w2)ess(ws)] # 0.
(6) c2j0 = Y25602j05 C3jo 7 AA3jy € Zjo = VioYjos VA € K.
Escolho zy € E, tal que coj,(T2) = 72,025 (22) # 0; para M3 = [asj,, c35,] € DimE}, por

0.2.3 podemos encontrar x3;, € E3 tal que csj,(735,) = 1 e asj,(v35,) = 0, e seja b € [ tal que
b(%j,) = Yiob(yjo) # 0. Entdo

[b(c2jo © C3jo @ 2jo = P1jy T 250 © Azjo @ Yjo) (T2, T350)| =
= Jeajo(w2)esjo (3j0)b(250) — P1to Thio @20 (T2) Ao (X306 (150 )|
= [e2jo(w2).1.b6(2j,) — azjo (22)0.0(yjo )|
= e2jo(22)b(25,)| # 0.

(7) cajo 7 Aazjo, C3j0 = V340350 © Zio = VioWio» YA € K.
Para My = [agj,, c2j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar xq;, € Es tal que ¢, (225,) = 1
e agj,(wa5,) = 0, escolho z3 € Ej tal que csj(23) = v350a35,(x3) = 0, e b € F' tal que b(z;,) =

’Vjob(yjo) = 0. Entao
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[b(c2jp @ C3j0 ® Zjo — PLiaThi02j0 @ 3jo @ Yjo) (T2, T3)| =

[0 (20 ) e (3)b(250) = P1jy oo @20 (T2 ) 3o (23)0 (10 )|
= |Ll.cgj(23)b(25) — pi;OTijO.GSjO($3)b(yjo)|

= [Lesjo(w3)b(2)| # 0.

Seja V= min{la |C2j0(x2)|7 |C3j0(x3)|v |b<zj0)|v |02j0($2).03j0(1‘3)|, |C2jo(x2)'b(zjo)|v |C3jo(m3)'

b(z;,)|}, entdo por (1) a (7) para T, € Ey, T3 € F3 e b € F' adequados, temos

o0
v Y [beaj, ® esjy ® 2y — Pr sy TH 0240 @ gy @ Yjo) (T2, Ts)|
j=1

| k— o0

o que ¢ absurdo. Segue entao que para cada j € N, existe v; tal que (pi;Tfjagj ® as; @ Y;)e,

converge a y;az; ® as; @ y;: entao se 1y; = ,01_7}%-, tem-se que t = (71;)52, € Uy ¢é o limite de

tlk = (lej)?il

Entao, podemos definir

All

SeJa le(TH, e s Tims Tlm4+1, - -

Com n = 2 temos:

[(Ar — P A1) (Z1)[ln

(por 1.5.5: eq3)

E, — Uy
x1 = (agg(21))52,
)= (m1,---,71m,0,0,...) a projecdo canoénica usual em Uj.

(@15 (Z1) 721 lon

sup sup Y |py; an;(T1)ag; (22)b(y;)]
leall<1 o<1 5

sup sup 1o s (T1)az; (w2)b(y;)]
lazll <1 bl ;5%

Prm |2l sup sup > oy fag (1) ag; (22)b(y; )|
lzll=1 [IB]I<1

j=m+1
Prma 1S]lo (1 + )22

prm+1(L+ €[S/l (1.5.5:eq5)

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A; é aproximavel.
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[(A)(@)]|o, = ||(a1j(i‘1))?°1||U1
= Ssu Ssu a Z1)a T b
nwzgubflz‘plﬂ 15(T1)az; (22)b(y;)]

= sup sup p |p a1 (T1)az;(22)b(y;)|
||oc2<1|b<1Z VI ’ ’

< piall@ll sup SUPZ|P1J ay;(21)az;(22)b(y;)]

e ll=1 [loll<1;
(por 1.5.5: eq3) < o(1+¢)? H:U1H
= (1+ €S|, /1Z1]]- (1.5.5:eq6)
Isso mostra que || A;]] < (14 €)?[|S]|,-
A seguir, considere
k — oo
Ok = Sup sup Zplj |T100i(@2) . . . nj(20)b(y;)] 0, (1.5.5:eq7)
lellon <1 <1 5= -
e note que oy = 1. Vamos construir (pgj) €cgcoml > pog > pro>...2py>...>0c¢e
satisfazendo
> o) Imgaz(w2) - ang(@a)b(y;)| < (L4 €)lltalloy |zl - - | [1]]- (1.5.5:eq8)
j=1

Se existe m = max{j € N : g5; > 0}, definimos

) e <my
N (L+je) V2 ,j>m

que certamente satisfaz 1.5.5:eq8. Para o caso em que o, ; > 0 para cada j € N, existe m € N

tal que:
(027m+1)1/2 < min {%0271, 1} ) (1.5.5:eq9)
Fixe um m satisfazendo 1.5.5:eq9, e seja
1 ,sej7 <m;
P25 = )
! (oo )* [ se j >m.

Como oy ; — 0, entdo py; — 0 € (pa;) € cp. Além disso, 1 > pay > ... > py; > ... > 0. Para

simplificar a notacao, chame
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B, = ,ol_jl

J

j n b( )
e (o) o (o) ol

Note que > ° B, < 09;,. Para cada M > m, segue que:
=k —J

(], llol] # 0).

> o pTikaak(2) - ank(a)b(yk)] = Y oy gl Tikazk(w2) - - () b(ye) |+

k=1 k=1
M M+1 4
_ — 1/4
> o2 [ pitlrai(@s) - ans ()bl ))
k=m+1 i=k
M+1 4
_ 1/4
<( > i Imja;(xs) - ani(z)b(y;))Y ) }
j=k+1
m M
> piklrieass(as) - an ()b + ) ((02) )72
k=1 k=m+1
M+1 M+1 9
_ 1/4 1/4
(X o Imsaa () - au b))+ (X pitimsn () o )b(u))") ]
ji=k j=k+1
M+41 M+1 2
— 14 1/4
(X o1 mgaay ) - ang (b)) = (X o1 mgaay (o) - (b)) |
ji=k j=k+1
m M
—1/2
< Nl llzall N0 Be+ > a3
k=1 k=m+1
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2
yu) (X a) [ [(Xs) -(X8) ]}
Jj=k Jj=k+1 Jj=k Jj=k+1
m M M+1 1/2 M+1 1/2
< Ntz Nl Be+ > 2[(3B) - (X B) ]}
k=1 k=m+1 j=k j=k+1
m M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 9
= el il S B+ 2{ () S (B ] (2B -
k=1 j=m+1 j=(m+1)+1 j=m+2
M4+1 1/2 M+1 M+1 1/2
) T+ I(Em) - (3 5) T
j=(M—1)+1 j=M
m M+1 M+1 1/2
< Nl ol uxnuubu{z s2(Y ) (X )]
k=1 j=m-+1 j=(M)+1
0o 00 1/2
< tallosllzzll eI Be+2( 3 B)
k=1 j=m+1
€
< il - .- Hxnuubu{ag,l v 2.5.02,1} <por 1.5.5: eq9 )
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< Neallo - B0 (1 + )
(1+ Pl laall - flzallloll - (por 15.5: a7 )

IN

como queriamos mostrar.

. . [TPN . _ \oo . o0 -1 -1 ) ) )
Para i = 2 definimos o espago U, das seqiiéncias o = (79;)52; tais que > 2, py; pyj 71572035 ®

F @ anj ®y; estd em Lo (B3, ..., E,; F) sempre que ¢ = (735)32, € Uy. Nesse espaco definimos

Mostraremos que U, é espaco completo. Para simplificar a notacao faremos para o caso n=3.

Seja (t%)p2, uma seqiiéncia de Cauchy em Uy, t* = (75;)32;:

||tk — tl||U2 — Sup Sup Sup Z |p2] pl] le (7—2]3 Té])a&] (x3)b(y])| —

llt1lloy <1 llzsll<tloll<1’;

para k, [ suficientemente grandes. Vamos considerar a seqiiéncia de Cauchy (T%)% | onde
o o

TF = (oo prjmmsias) @y = > (pa) pry mhias;) © (mju5)-
=1 j=1

Como L, (E3; F') é completo, existe T' = 3% | c3; ® z; tal que
Jim (|7 — ", = 0.

Mostraremos que para cada j € N existe v; € K tal que c3; ® z; = v;a3; @ (11;9;)-

Caso contrério, suponha que existe jy tal que cs;, ® zj, # Aasj, ® (715,Yj,) para cada A € K.
Vamos analisar as trés situacoes em que isso ocorre:

(1) ¢35y # Aasj, € 2y # AT150Yje, VA € K.

Se M = [asj,, c3j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar z3;, € Es3 tal que cs;y(z35,) =1 e
asj, (xs5,) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar b;, € F” tal que bj,(zj,) = 1 e b, (T1j,Y5,) =
0. Entao

= [esjo(350)bjo (250) — P p1} T35 (%3j0)bso (T10 Y50 )|

= [1.1-00| =

bjo (C3j0 ® 2j, — Py} P1; Tasa3; @ (T 1jo’yjo)> (7355)

(2) C3jo = V3504350 € Zjo # )‘(leoyjo)a VA e K
Considere w35, € Es3 tal que csj,(T3j,) = V350@3j0(235,) # 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj, € F' tal que bj,(zj,) = 1 e b;,(71,yj,) = 0. Entao
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160 (C3j0 ® 2, — po; P15 Tay035 @ (Tajo o)) (@3io)| = lesjo(T350)bjo (250) — P2 015 T35 (X350 )bjo (T1j0 W5 )|
|C3jo (T350)-1 — ot pi; T35 (235, )-0]

= ‘c3jo($3j0)‘ 750

(3) c3jo # Aasjo, VA € K€ zj, = vjoT1joYjo-
Se M = [asj,, c3j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar z3;, € Es3 tal que cs;o(z35,) =1 e

asj,(x35,) = 0, e seja by, € F' tal que bj,(2j,) = Vjobjo (T150Y5,) # 0. Entao

bjo <C3jo ® zj, — pa; Pr; Taya3j @ (T 1j0yjo)> (34o)
3j0 (T340 ) 0jo (25 ) — 2_j1 1_j1 2’3 35 (T30 ) Vo (T150 Yiio
|c3jo (T350)bj0 (250) — Pa; P1; T35 (X350 )bjo (TLjo Yo )|

= |L.bj,(255) — 0.bjo (T150Y50)|
|bjo<zj0)‘ 7&0

Seja v = min{1, |csj, (23, )], [bjo(2j, )|}, entdo por (1),(2) e (3) para z3 € E3 e b € F' adequa-

dos, temos

vo< > [blesjo ® zjy — paj pry Tajas; @ (11544 (Ts)]
=1
| k— o0

0

o que é absurdo. Segue entdo que para cada j € N, existe 7; tal que (pz_jlpl_leij&gj ® (T15¥5))724
converge a y;jas; ® (T1;y;): entao se To; = po;p1;7;, tem-se que ty = (7'23')?11 € U, é o limite de
tor, = (TQICJ)]O.;I
Entao, podemos definir
Ay By — Us
zr o (a(22))5
Seja Pay(T21, - - s Toms Toma1s - - -) = (T21, -+ - Tom, 0,0, .. .) a projecao canoénica usual em Us. Com

n = 3 temos:

[(Az = PornA2)(Z2)[J, = [(a2;(Z2))72 i1 v

[o.¢]
= sup sup Z |3 P05 () az; ()b(y,)|
lt1llu, <1 H|Tbg\|”g§11 Pl
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[e.e]
= sup sup Z pQJ‘pi}ZpileljaQJ(i‘2)a3](x3>b<y])‘
ltalloy <1 hesl=t 202

IN

(0]
paml|Z2]l sup Sugl Z ’pQ_jQpl_leleQj(372)@3]'(1'3)6(:[/]')’
It1]lo, <1 nglglf\\llf_l i)

(por 1.5.5: eq8) < pomsal|Zal sup  sup [[ta]o [l [|2s]l[[6]]

l[t1]ler, <1 llag I<1
bl <1

< pamir(1+€)]| 22|

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A, é aproximavel.

1(A2) (@) [ = [[(a2(72)) 724 [l

o
= sup_sup 3oyl pr ) misan (F2)as (ws)b(y;)]
[t1llo, <1 llegll<t =
lbll<1 7

o0
— Sllp Sup Zp2]‘p;]2p17]17'13a2](i‘2>a3j(aj3)b(y])‘
llt1llo, <1 ”\Tb3HH<§11 o]

[e.e]
< paallEll sup - sup B loa]pr iz (wa)as; (ws)b(y;)
l[t2lloy <1 llzgl <t

Ipi<t J=1

(por 1.5.5: eq8) < [|Zof sup  sup |[ta]|os [|z2|[|zs] |0

l[t1]ler, <1 llag 11
bl <1

< (14|l

Logo ||Az]| < (14 ¢€). De modo anélogo, para cada i =3,...,n — 1, se

00
Ok = sup Zpi,jl . 'Ioljl‘le .. .Ti,ljaij(xi) . anj(xn)b(yjﬂ,
Ikl <1, k<i S
logll<1, k>i
lloll <1

construimos seqiiéncias (p; ;) € co, com 1 > p;1 > pio > ... > p;; > ... > 0, e satisfazendo

o0

-2 -1 —1
SUp  SUD SUP Y 0 7Py T - Tim1j (2@ (Tig) - g ()Y <
ekl <1 lleglit (b <1 5=
k<i k>i J=

< (T +lmglloy - 7y

v [l -l

A seguir definimos espacos U; das seqiiéncias t; = (7;;)72; tais que para cada ty = (74;)52; €

U, com k < 1

[ee]
Zp;,jl . -Pflelj e Tic1yTi Qi1 (Tig1) - A (20)Y € Lo(Eigr, ..., By F)
j=1
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€ Ccom norma

[tillo, = sup E 0] - 1 T - Tie1yTig Qi1 (Tig1) - - - Qg (20)b(y;)|.
Itilly, =1, k<i
szH<1 k>i
bl <1
Como antes, mostra-se que U; é Banach para cada ¢ =3,...,n — 1. Também definimos

i = (ay(2)52),

€ como nos casos anteriores, tem-se que

1(Ai = P A)(Zi)llo; < pima(L+ Tl = pimia(1+ €)1 Z]]

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A; é aproximavel e como nos

casos anteriores tem-se também que

| Al < (1+¢€). (1.5.5:eq10)

Finalmente definimos o espaco U, das seqiiéncias t, = (Tm) ©, tais que para cada t; =
(Thj)321 € Up com k < n
(p;j. .. .pl_jlﬁj .. .Tn,lenjyj> el}(F)

€ CoIm norma

-1
[tnllo, = Sup Z |Pn] P15 Tig - - - Tn—1jTnjb(Y;5)-
ltlly, <1, k<n =1
o<1
Como antes, mostra-se que U,, é Banach. Em cada um dos espacos U;, e;; = (0,...,0,1,0,...) é

uma base; para i = n ela é base hiperortogonal. Sejam |a;| < || para cada j € Net; = (7;;)%2,

parat=1,...,n:
n
1Y aseillv, = )i, = sup (g - P31 T3 5 1Y
- kU =
k<n

_ -1

= sup SUPE 0+ PTG - Tno105b(y;)|
Il <t b|<1 5
k<n

= sup sup Z|%||Pn,] 1y T Tam13b(Y)]
Il <1 <1 4
k<n

IN

sup  sup Z|ﬁ]||pw Py T Tae1ib(Y;)]
Il <t bl|<1 5
k<n
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= sup sup Z|/)- PTG T 050(y;)|
it lly, <t Hb||<1
k<n

= sup |l(p,-- pl_jT1j-.-Tn—1jﬁjyj)?:1||1f
It 7, <1
k<n

= 1B)j=illv. = ||Zﬁaej|lun

Também definimos

A,: B, — U,
Tpn (anj(ajn));’ip

e como nos casos anteriores, tem-se que

”(An - anAn)(fn)"Un < pn,erl(l + G)H'THH

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A,, é aproximavel e obtém-se

também que ||A,| < (1 +¢). A seguir definimos:

Y : Uix...xU, — F
()05 () 320) = D002y Taje e T
Pela definicao de U,, temos que Y estd bem definida, e é diagonal por definicao. Vejamos que

sua norma ¢ menor ou igual a um.

o
1Yty tadlle = 1)1 Togile

= sup [ ) 7y Tsb(y)]
i<t 4=

= sup Zplj .. an pfjl PN p;;le .. Tnjb(yj)|
Ibll<1 4=

= fu pnlll?\lf Z\m] e DT Tagb ()]
1
1 T Tn—1j
= pl,l"'pn,IHtIHUl : ||tn 1||Un 1 Sup Z|p1] e 5||t ||]U ||t an(j Tnjb(y])|
< 1 n— n—1

< ||t1||U1 : ||tn 1||Un 1 Sup  Sup § |p1j s pT_L;/T—lj s 7in—lenjb(yj”
Ieillu; <1 b|<1 4
l<7l

= |tallos - - tallo,- (1.5.5:eqll)
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Logo resulta que

Yo (Ai(m),. . Anwn)) = Y (((a@)Z . (an(z))

— Z ar;(z1) ... an;(T4)y;

J=1

= S(z1,...,2,)
e
181wl = 1Y (@), ang(@) ) e
(por 1.5.5:eqll) < |JAi(x)|lvy - - [[An(zn) ||,
(A;’s continuas) < [[A¢]|...[|An|ll|z1]] - - - ||%n]|
(por 1.5.5: eq5 e 1.5.5: eql0) < [|S|lo(1 4 )" 21| - .. [|lznll- (1.5.5:eq12)
Juntando 1.5.5:eql e 1.5.5:eq12 obtemos
ISl =, ot IVIIADL AL .
Com este teorema em maos, temos uma ferramenta para construir aplicacoes o-nucleares.
Toda vez que tivermos espacos de Banach Fy,..., E,,Uy,...,U,, F, com algum U; munido de

base hiperortogonal, e construirmos operadores aproximaveis A; : E; — U; e uma aplicacao
continua diagonal Y : U; — F, entdo a composi¢do S = Y o (A;,..., A,) é uma aplicacdo
o-nuclear, e ||S|lo < ||Y|IIA1ll - - [|Ax]l-

Também ¢é possivel obter o seguinte:

1.5.6 Proposicao: Se uma aplicagio multilinear S € L(Ey,...,E,; F) € o-nuclear, entdo

existe um diagrama comutativo

Eix... xE, - F

U

onde U ¢é espago de Banach com base de Schauder hiperortogonal, A € L,(Ey,...,Ey;U) e
Y € L,(U; F). Neste caso, ||S]|, > inf ||Y]||A]|.
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A demonstracao deste resultado segue a mesma idéia do teorema anterior, porém é bem mais
simples:

Demonstracgao: Seja S = Z;; a1; ® -+ - @ anj ® y; o-nuclear, satisfazendo

sup D agj (1) - s (22)b(y)] < (1+ )|l (1.5.6:eq1)
TS =1
Note que
= k — oo
ok = sup > lag;(w1) .. anj(zn)b(y;)| 0.
[T -

Constréi-se (p;) € cocom 1 > py > py > ... > p; > ... > 0 e satisfazendo
o
> 05 lari(@1) - - anj(@a)by)] < (L4 )2|Slallzall - . llallllb] (1.5.6:eq2)
=1

exatamente igual ao feito para (p;;) do teorema anterior. Definimos o espaco U das seqiiéncias
. oo . cenl . —1,_ .. Yoo 4 : .. ’ .
t = (7;)%2, tais que a seqiiéncia (p; 7;9;)32, ¢ incondicionalmente somavel e nele definimos a

norma

Mostra-se que U é espaco completo e tem base hiperortogonal, da mesma forma que para U,, do

teorema anterior. Em seguida definine-se

A: Ex...xE, — U
(T1,...,x,) (alj(xl)...anj(xn));il.

que é aproximéavel e tem norma menor ou igual a (1 + €)?[|S]|,, e definimos:
Y U — F
(T)5) = 2252 Ty
que tem norma menor ou igual a um. Dai resulta que

YoA(xy,...,z,) = Y((Chj(fl), cee (anj(xn));‘il)

= Z CLlj(iCl) . an]<xn)yj
=1

= S(Il,...,l'n)
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¢
1S(z1, ...,z = [[Y oA(zy,...,2,)]
(Y continua) < ||Y[|||A(z1,...,z0)]l0
(A continua) < [[Y[[[[A[[[jzo[]. .. |2l
< Slla(+ el flanll-

Como vale para cada e, segue que

1S, > inf V][4l

341y An

1.6 Fatoragao para aplicagoes n-lineares o(p)-nucleares

Para este o préximo resultado precisaremos da seguinte defini¢ao:

1.6.1 Definigao: Sejam D;, E;, F, G espacos de Banach sobre um corpo K. Diremos que
uma aplicacao multilinear S : Fix...xE, — F é o1(p)-nuclear, se admite uma representacao da

forma

coma; € El,y;€ F,i=1,...,nej &N, onde

. 1/p
SUD =<1 (ijl layj(w1) ... anj(%)b(?/j)|p> <00

llell <1
com
. . 1/p
lim,,, . sup Iz 151 (ijm laij(x1) ... an; (mn)b(yj)yp> =0.
Observe que z; € E; eb € F’. Denotaremos o conjunto dessas aplicagoes por Lo, (p)(E1, . .., En; F)

e nele definimos a seguinte norma:

. > 1/p
1Sllovy = inf Sup (Z |ay;(z1) - ..anj(xn)b(yjﬂp) :
5 s =1

Usando o teorema 1.1.1 mostra-se que a classe £,, () de todas as aplicacdes n-lineares oy (p)-
nucleares sobre espacos de Banach com a norma ||.|/s, () é £,-médulo de Banach de aplicagoes

n-lineares.
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F(0): Veja que I, € L, (), pois para I, = 1® " ¥ @1®1, temos sup ;<1 |1 A .. .. LAy 1] <
<1

p = L.

1; como para A\ = ... =\, =7 =1 tem-se a igualdade, vemos que

F(1): Sejam Si,Ss,... € Loy (En, ..., En; F) tais que > |Sklloyp) < 00, € considere repre-

sentacoes tais que para cada k, S = ijl a’fj R ® anj ® yj com

1/p
SUD <Z |a1] 1) (atn)b(yfﬂp) < (1+ 6)||SI<:||<71(10)' (1.6.1:eql)

llz; <1
llol <1

Segue que

sup (30 Jaby ) ol e pi)) <

TS
lef<t k=1 j=1

. 1/p
(des. triang. em [,) < sup Z(Z |alj (x1). ..aﬁj(xn)b(yfﬂp)

zlI<1
ubu<1 k=1 j=1

—_

< Y7 sup (Yo laby (@) by (b))
k=1 s =1
<

D 1+ )Stllor
k=1
= (1+€>Z||Sk||01(p) < 0.

Como isso pode ser feito para cada € > 0,se S =377, 377 af; ® ... ® al; @ Y]

1Sloiir) < D lISklloy < o0
k=1

Falta mostrar que

i s (33 lab o)l i) =0

Ipli<1  k=mj=m

Para isso, observe que:

i (Z 2 |“lff<xl)-"aﬁj(mb(yf)\”) < Z( sup Z!a’fj(xl).--aij(xn)b(yf)l”>
S h=mi=m k=m S i=1

(por 1.6.1:eql) < Z L+ )|ISkllory < o0
k=m
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que converge a zero quando m tende a infinito. Logo, S é o1(p)-nuclear.

F(2): Agora considere os operadoes lineares

Ti: D — K e R: F — G
up = Ti(w) y — Ry
e uma aplicacdo multilinear S : Eix...xE, — F em L, ) (Eh, ..., Ey; F). Quero mostrar que

RS(Tl, R ,Tn) & [ﬁgl(p)(Dl, RN Dn; G), ||'||U1(p)]‘

RS(Ty,....,To)(ut,...,u,) = RS(Ti(uw),...,Tn(uy,))

Logo,

> 1/p
sup (3 (Tan) ). (Thas) ()R )IP) =
lugl <1 \—
lel<1 7

, » 1/p

= sup <Z|a1] Tiug)..... anj(Tnun).Rc(yj)\)

lug<1 =

<y J=

Tiuq Tou,\ Rec 1/p
= 1Tl TR sup( s ()i () TR 0P
Z i NIRRT

HCH<1

1/p
< I EED sp (3 o) auy(w) b))

|z <1

i<t =1

para cada representacao de S. Por acima temos também que

y 1/p
lSUEI(ZITau w). . (Thang) () (R )IP) <
el <1

1/p

< Tl TR sup (3 oy any(n) b))

||bu<1 J=m

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo RS(Ti,...,T,) é oi(p)-nuclear e |RS(T},
T)llovwy < WAl A Tull-NRINS oy ) -



FATORAGAO PARA APLICAGOES n-LINEARES 0(p)-NUCLEARES 53

Portanto, L, () com a norma ||.||,, ) é £,-médulo de Banach de aplicacoes n-lineares e portanto

temos que [[S]| < [15]loy(p) € que flar ® ... @ an @ Ylloy@) = llaall-- - [lanll-[ly]-

1.6.2 Teorema (da fatoracao para aplicagoes n-lineares o(p)-nucleares): Uma apli-

cagao multilinear S € L(E1, ..., E,; F) € o(p)-nuclear se e s se existe um diagrama comutativo
S
F
A
Y
Uix...xU,

onde os U;’s sao espagos de Banach com bases de Schauder {e;;}32, e pelo menos um tem
base hiperortogonal, A; € L (E;U;) para i = 1,...,n, Y : Ux...xU, — F € diagonal,
Y(ey, - ens) = Njyj com (Nj)52, € ly e y; € F tais que (715 .. Tojy;)52, € L (F) para cada
(Tij);?‘;l = Z] 1 Tij€ij € Us, i =1,...,n. Neste caso, ||S||sp) = inf ||Y]|[[A1] ... || Al

Demonstracgao:
(<) S=Yo(A,...,A,). Sejam {f;;} os funcionais associados as bases {e;;}32,,i=1,2,...,n,
com {ey;}32, base hiperortogonal. Entao se u; = A;(w;) tem-se
Ai(w) = fi(Ai()).e; = Z (A fi) () €5,

j=1 J=1

bem como
S(xy, ... xn) = Y(Ai(x),..., Ap(xn))
= Y(Z(A’lfljl)(xl)-elju oy Z(A%fnjn)(xn)-ean
j1:1 ]nzl
(Yén—linear) = 3 (A1 fij)(@1) - (AL fag) @)Y (€10, €nj,)
j17""jn:1
(Y ¢ diagonal =) = > (A0 fiy)(@1) ... (AL fuj) (@)Y (€1, - €ny).

j=1
Logo, se chamamos a;; = (A}fi;) € E', i =1,2,...,n, como existem ()\;)32; € [,y e y; € F' tais
que Y(ey,, ..., en;) = Ajy;, entdo temos a representagao

S:Z)\jalj®'--®anj®yj.
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Como (ayj(1) ... anj(Tn)y;)32, € Iy (F) para cada x; € E;, segue que

- 1/p
sup (Z a1 (1) - -anj(xn)b(yj)\p) < o0,
s =1

bem como

VP 1o
Sup (Zlalj (1) anj(xn)b(yjﬂp) =0,

H%H<1
llol <1

mostrando que S é o(p)-nuclear. Além disso, temos que:

1S(@y, . mn)ll =] Z Ajarj(21) - ang(2n)y;l

< sup Z |a1; (1) - - anj (20)b(X;95)]

lell<1’;

= sup Z|A fri(@1) o (AL foi) (@n)bo Y (e, ..., ens)|

lell<1=

(Flejl=1) = sup |Z€] AL fii) () o (AL fag) ()b o Y (erj, ... s €ng)

lel<t 5=

(b linear e Yn-linear e diagonal) = sup |bo Y(Z g; A f1(z1)eq;,

bl <1

ZA/QfQj(IEQ)er yee ey Z Al fnj T, en])‘

Jj=1 Jj=1

(e continuas) < sup [BIY[3c5 ion)ess |
> j=1 1
HZA'zfm(xz)% . --HZ(A%fnj)(l’n)@nj .

HZ Al [ () en]

({e1;} é hiperortogonal) < ||Y||HZ (A% f1j)(z1 61]

Y] ||A1(931)||U1 e ||An($n)||Un
(A; continua Vi) < ||[Y|IIA1]l .- [JAxllllzoll - - - [|zn]]-
Logo,
15lloy < |, jinf Y HIIA-- -l Anll (1.6.2:eq1)

.....

(=) Suponha que S # 0 é o(p)-nuclear; dado € > 0, com uma representacao S = > ° N\ja1; ®

-+ ® an; ® y; satisfazendo
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s 1/p
1Ol sup (3 Jasj(@1) - an(edb@)F) < @+ ISl (16.2:0q2)
s =1
Note que
ad I/ k — oo
Wy = sup (Zmlj(m)...anj(xn>b<yj)|P) 0,
s =k -

Vamos construir (p;) € co com 1> pjg > p12 > ... > py; > ... > 0 e satisfazendo

ad _2p » 1/p
(- ol (@) - an(za)bm)l?) <
j=1
L+ IO IS ol 101 (1.6.2:¢q3)

Se existe m = max{j € N: ¥, ; > 0}, definimos

(L4+e)72 | j<m;
(1 4geo)% , j>m.

P1j =
Note que para j > m,

a1 (1)« - an (@) b(Y;)] < Wil .- [z l[]b;]] = 0.
Entao

n 1/p

S () ans b)) = (300 + P lang(e) - any )bl
5 )

j=1
= Jaull.. Hxnr|r|bul+e(2 as (o) -am(ui—zu>by%\j|)

(por 1.6.2: eq2) < [laall... lzallIBN(1 + €) (1 + ) (A)321 1 1S o) -

3

P) 1/p

Para o caso em que ¥, ; > 0 para cada j € N, existe m € N tal que:

P
(U1 1ns1)?? < min {%\Ifﬁ’,l, 1} : (1.6.2:eq4)

Fixe um m satisfazendo 1.6.2:eq4, e seja

1 ,sej <m;
P1j = ,
! (\1110‘)1/4 ,8€ ] > 1m.
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Como \1117]‘ — O, entao P — Oe (plj) € Cp- Além diSSO7 1 Z P11 Z P12 Z C Z P1j Z ...> 0.

Para simplificar a notacao, chame

By o= oy () o (727) ) (el 101 # 0)

Note que Y72, BY < W}, para cada k € N. Para cada M > m, temos:

M m
(Z prlaw(z1) - .- ank(0)b(yr) |p> {Z|a1k T1) o A (20)b(yp) [P+ Z P
h—1

M+1 M+1 . T/J;14 1/p
(X tawtonamtonr) ) = (X tato)- o) )]}
j=k j=k+1
— {imlk(xl)...ank(xn (ye) P + {( \Iflk1/4 2p.
{[(gau(asl ()00, |p) ] [(’]_WZH ag(en) - o)) ]}
{[(Agmlj(xl)...anj(xn)b(yjﬂp) ] [(ﬂg |a1;(1) @nj(xn)b(yjﬂp)lﬂr}}}Up
< ||x1|r...r|xn|||\b||{ij£+ S e
k=1 k=m+1
M+1 172 M+1 N2 M+1 12 M+1 V2 1/p
B2 (5 ) 1) (55 )}
< ol HwnIIHbH{ZBp f [(],wzjlef)m—(,ﬂ_f ) "}

3
/—/H
| ——
VRS
X
N—
—
~
no
|
/N
s? :
X
N——
—
~
[N}
—_
+
| —
/N
+
—
<
-
Z
[}
|

lall. munbn{z

k=1 j=m+1 j=(m+1)+1 j=m+2
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2 1/p
14 14 4
SCm) (- )
(M-1)+1 j=M j=(M)+1

AN
?
?
3
=

—~
Mi
R"U
+
[\]

IA
?
?
3
=
—~
Mi
?T‘"G
_l_
(]
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2 1/p
< |xn||||b||{w1+2w€/m+1}
» 1/p
< ||x1||...|xn||||b||{ Po+2.S \1/11} <p0r1.6.2: eq4)
< ||x1||...||xn||||b||{w11+eqf“} (pois 1< p = [y <11
<l llza BT + €)W,
< @ PIODZAl IS hollal - llzallb] (por 16.2: eq2 )

para cada M € N, seguindo o resultado desejado.

. . [N . _ oo . o0 —1 ) ) .
Para i = 1 definimos o espago U; das seqiiéncias ¢ = (71;)52; tais que Y ;2| py; 71ja2; ® -+ ®

Unj @ Y;j)52; estd em Ly, ) (Ey, . .., En; F). Nesse espago definimos a norma
2\ P
Il = sup (S o ea) - ons b))
s =1

Mostraremos que U; é espaco completo. Para simplificar a notacao faremos para o caso n=2.

Seja (t1x)52, uma seqiiéncia de Cauchy em Uy, ty, = (77;)52,; logo, dado € > 0

j=1’

I » 1/p
s = tullo, = sup sup (Z o (el = Tl Jazs (e)b(y) ) < €
lle2(I<1 [l <1
para k, [ suficientemente grandes. Vamos considerar a seqiiéncia de Cauchy (7T%)% | onde

[e.e]

j=1
Como Ly, ) (E; I) é completo, existe T' = 372 ¢35 ®@ 2j € Lo, () (Ea, En; IF) tal que
k;h—{go |T — T* Hal(p) = 0.

Mostraremos que existe v; € K tal que cp; ® z; = vja2; ® y;, para cada j € N.

Caso contrario, suponha que existe jy tal que o5, ® 2;, # Va2, ®y;, para cada v € K. Vamos
analisar as trés situacoes em que isso ocorre:

(1) c2jo # Va2jo € 2 # VWjor V¥ €K

Se M = [agj,, c2j,] € DimE), por 0.2.3 podemos encontrar z,j, € Es tal que cgjy(z25,) =1 €
asj,(T25,) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar b;, € F” tal que b;,(2;,) = 1 e bj,(yj,) = 0.
Entao

160 (C2j0 ® 2y — P13 THio @250 @ Yio) (T2j)] = |e2jo (T30 )bjo (250) — P15 50 @240 (T2j0)bjo (o)

= [1.1-0.0| =
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(2) cajo = V20025 © Zjo # Vio» V7 € K.
Considere 95, € E tal que o5y (T2j,) = Y250@2jo (¥25,) # 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar b, € F' tal que bj,(z;,) =1 e b;,(yj,) = 0. Entao

160 (C2jo0 ® 2y — P13 Thio @20 @ Yjo) (T2jo)] = |e2jo (T250)bjo (Z50) — P15 Th50 @240 (T2j0)bso0 (o)
= Jeajo (w55). 1 — p1 T a2 (2,) 0|

= ’02j0($2j0)’ 7&0

(3) 255 # Yazjo, Vv € K e zjo = 7o s
Se M = [agjo, CQjo] € DimEY, por 0.2.3 podemos encontrar xq;, € Es tal que cyj, ($2jo) =1le

aszj,(x2j,) = 0, e seja b € F' tal que b(z;,) = 7v;,0(y;,) # 0. Entao

|b(c2jo ® Zj, — pl_,Jl'Olej()CLQjo &® yjo)($2j0)’ = ‘C2j0 (ijo)b<Zj0) - pl_,}o’rfjoa%'o (‘TQjo)b(yjoﬂ
= |1'b(zj0) - O'b(yjo)|
= |b(z,)| #0.

Seja v = min{1, |caj, (z2)|,|6(2j,)|}, entdo por (1), (2) e (3) para T € Ey e b € F' adequados,

temos
. 7 -1 _k — P 1/p
v (DD Benin ® 250 — Pl Ty 020 © i) (22)]F)
j=1

| k— o0

0

o que é absurdo. Segue entao que para cada j € N, existe 7, tal que (pi}ﬁkjagj ®Yj)p, converge
a Yjaz; ® y;: entdo se Ty; = py1;y;, tem-se que t; = (71;)32, € Uy é o limite de t1, = (7f;)32;.
Agora podemos definir
A By — U,
1 = (a(2))72)
Seja Pi(T11y -+« s Timy Timaty - --) = (711, -+, Tim, 0,0, .. .) a projecdo canodnica usual em U;; com

n = 2 temos:

(A = P A1) (@) o = [[(@1(20)) 5241 [l0

s 1 B » 1/p
= sup sup (D7 Jpi o (@ )az (2)b(y) )
Jeali<t [ <1 S
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1/p
— swp sup (X AleiRan(eas (b))

2] <1 [jbf <1

j=m+1
> 1/p
< il s sup (7 i an (e)as (22)b(y;) )
leill=1lpl<1 N S0

(por 1.6.2: eq3) < pim1(1+€)* [ (A)j=1 ], [Sllow 1211

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A; é aproximavel e de modo
semelhante mostra-se que [|Ay|| < (14 €)?[[(A;)=1]l, 1SN0

Agora, para

1/ k — o0
Wop = sup (Z\Plj T1ja2; (22 ---anj(l’n)b(yj)\p) 0,
i1l <1 —_—
| 1<1
[[b]| <1

vamos construir (pa;) € ¢o com 1> pog > pag > ... > pa; > ... > 0, satisfazendo

N o 1/p
(3 pa 1o i @) - ans ()b () P) < (1 sl ol lalllll. - (1.6.2:e05)

J=1

Observe que ¥o; = 1. Se existe m = max{j € N: Uy ; > 0}, definimos

o — (L4672 | j<my
27 —
Tl a4 L i m

Para j > m,
|05 1025 (02) - - (@) ()| < Comlla]]- . [l [[bs]] = 0.

Seguindo que

- —2p| -1 p S P e
(3 ol msany (o) ans(e b)) = (0 + Ploiimisan(ea) . any(e)b(w)?)

j=1 j=1
Ti; To zn, |\ b(y;) )\ 1/P
= 1+e( P T () g () TR ) s a0
Z YTl el Tl T 1
< (4 naltalleal el
= (A +9lltallaall . llzal ol

Para o caso em que Wy ; > 0 para cada j € N, existe m € N tal que:

P
(Ugms1)P? < min {%\If%l, 1} : (1.6.2:eq6)



60 APLICAGOES n-LINEARES 7(p; ¢)-SOMANTES E 0(p)-NUCLEARES

Fixe um m satisfazendo 1.6.2:eq6, e seja

L sej<m
P25 = )
’ (\1127]‘)1/4 ,8€ ] > 1m.

Como Wy ; — 0, entao py; — 0 e 1 > pog > paa > ... > py; > ... > 0. Para simplificar a

notagao, chame

By = o s () oo () (sl . o] 7 0).

t1HU1 ||| l2za ][/ (18]

Note que Z;”;k BY < WY, para cada k € N. Para cada M > m, temos:

M
(Z Pa p1 | Tz (22) . . () b(y) \p) {Z |Tiaor(T2) - - - Ak (20)0(yx) [P +
k=1

M M+1

_ _ 1/4N 4
> o [ (X pidimasi(es) . ans(@abim)l?) )
k=m+1 j=k

M+1

( Z pii [T1ja0i(X2) - . . nj(2,)b(y;) \p> 1/4) 4] }

j=k+1

1/p

M

{i prilmnan(@s) . am(@ )byl + 3 [((wz,kf“)

k=1 k=m+1
M+1

{ [(Z pl—7§|7'1ja2j($2) e Qpy (xn)b(yj)V?) 1/4} 2 +
j=k

M+1

(3 ridimyony (o). o)) | )

j=h+1
M+1

{ K;c PrklT1j02)(2) - anj(xn)b(yj)\p>l/4] g

M+1

[< > prklmjan(a) - -anj(xn)b(yj)|p> 1/4}2}] }l/p

j=k+1

M

—p/2
||t1||U1||x2||...||xn||||b||{ZB£+ 3 [\Ifzf,z/-
k=1

k=m+1

IN

M+1 M+1 M+1

(5w 1 (Em ™ (£ w7}

e S 35 28y (3 m)

k=m+1 j=k j=k+1

IN
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= llsllal et {2+ 2{[( X B) - (2w ]+ [()
k=1 g=m+1 j=(m+1)+1 j=m+2
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2 1/p
S - (2 )
Jj=(M-1)+1 j=M j=(M)+1
M M+1 1/2 1/294 1/p
< tallosllzall Bl BE+2[ (Y B - (Bi) ]}
k=1 j=m+1
[ore} 00 1/24 1/p
< {XBr+2( X B) ) Il el
k=1 j=m-+1
- P p Lp
< X Br+2(Wn) | Il el el
k=1
» o\ e
< g, 25 () T el ol (por 1:6.2: eq )
< { o+ e(Wan) flitallos ol walllel - (pois 1< = [ = 1)

L+ €)Wt llzall - - - [zl
L+ e)lltallo llzall - - - ([l ||6]]-

IN

para cada M € N, seguindo o resultado desejado.

. . TN . _ 00 . o0 -1 -1
Para i = 2 definimos o espago U, das seqiiéncias 1o = ()72, tais que D /2, py; py; 71572035 ®

- ®an®y; estd em Lo, ) (E3, . . ., Ep; F) sempre que ty = (715)32; € Up. Nesse espago definimos

a norma
3 Siprd 1/p
tall, = sup sup (Z P2j P1; |7'1j7'2ja3j($3) . anj(mn)b(yj)|p> ‘
t1llu, <1 IIHaZi“HEll =

Mostraremos que U, é espaco completo. Para simplificar a notacao faremos para o caso n=3.

Seja (t¥)72, uma seqiiéncia de Cauchy em U, t% = (75,)52;:
k4l 11 k I p\ P

15—l = sup sup sup (D ot ortrg(rhy — mhas(wa)bly)) < e

l[t1lloy <1llzslI<t o<1 Y5

para k, [ suficientemente grandes. Vamos considerar a seqiiéncia de Cauchy (T%)% | onde
oo o

TF = (oo primymsias) @y = > (pa) oy mhias;) @ (my5)-

J=1 J=1

Como Ly, () (E3; I) é completo, existe T =3 % | ¢35 ® 2; tal que

Jim [T — T 5y () = 0.
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Mostraremos que para cada j € N existe 7; € K tal que c3; ® 2z; = vy;a3; ® (11;Y;)-

Caso contrério, suponha que existe jo tal que csj, ® zj, # vas;, @ (715,Y;,) para cada v € K.
Vamos analisar as trés situagoes em que isso ocorre:

(1) cajo # Yasjo € zjo # V(T150Y50): V7 € K.

Se M = [asj,, c3j,] € DimE}, por 0.2.3 podemos encontrar z3;, € Es3 tal que cs;o(z35,) =1 e
asj, (x35,) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar b;, € F’ tal que bj,(2;,) = 1 e bj,(T1;,Yj,) =

0. Entao

bijo <C3j0 ® zj, — Py P1; Tas03; @ (T 1j0yj0>) (35o)
= Jesjo (m350)bjo (o) — Paj 1 Ta3035 (350 )bso (TLjo Yo

= [1.1-00] =

(2) €sjo = V3400350 € Zjo 7 V(T1j0Yjo)s Vv € K.
Considere z3j, € E3 tal que csj,(235,) = V350035, (235,) # 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar b, € F’ tal que bj,(z;,) =1 e bj,(71,Yj,) = 0. Entao

b (€30 @ 245 — /)2] /)1g ngai’u @ (T1joYjo) ) (T355)] =

= esjo(w35,)-1 — o o1, o035 (235,)-0]

(
= Jesjo (m3j0)bjo (2j0) — Paj P1; T3 035 (350 ) b3 (TLjo Yo
)-
= |C3J0< 3]0)| 7&0

(3) c3jp 7# Vaszjo, ¥y € Koe 25, = 7o (T1j0Yjo)-
Se M = [a3j0, C3j0] € DimE%, por 0.2.3 podemos encontrar xs;, € Es tal que csj, ($3jo) =1le

asj,(x3j,) = 0, e seja b € F' tal que b(z;,) = v;,0(71;,Yj,) 7 0. Entao

1b(csjy ® 2y — poj p1} Thia3; @ (Taoyi)) (X350)| =

|C3j0 (350)b(255) — o 015 Ta035 (T35 )b (T30 Yo )|
= [1.b(255) — 0.b(715050 )|
= [b(z)] #0.
Seja v = min{1, |es;, (73)], [b(2;,)|}, entdao por (1),(2) e (3) para T3 € E3 e b € F' adequados,

temos
i 1 1 _k ) P
v < (Z|b(c3jo ® zjo = Paj P1j T2;@35 @ (TijoY5o)) (T3)] )

j=1
| k— o0

0
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o que é absurdo. Segue entdo que para cada j € N, existe v, tal que (pgjlpl_lefjagj ® (T195))224
converge a v;as; ® (T1;;); 10go ty = (12;)52, € Uz é o limite de t, = (75;)52,.
Entao, podemos definir
Ay By — Us
z2 = (ag(x2))2,
Seja Py (Ta1y -+« s Toms Tomt1s - - -) = (T21, -+ -, Tam, 0,0, . ..) a projecdo canoénica usual em Uy. Com

n = 3 temos:

[(Ag = PoamA2)(Z2) |, = [(a2;(22))52 0111l

S 1/p
=  sup - sup Z |,02‘j1p1—j1¢1ja2j(:T:g)agj(;p3)b(yj)|p)
It )|, <1 H”zﬁ‘”gf Pt

[oe)
— sup sup ( Z pgj|;02_j2p1—j17'1ja2j(f2)a3j(x?))b(yj)|p)
t1]lu, <1 lwali<y . 2
1=7 <y J=mAtl

1/p

IA

N 1/p
P2m+1H9732H PP ( Z ’pgjzpflelja2j($2)a3j($3)b(3/j>’p>
It ]|, <1 H”Ib»L‘HHSSll il

(por 1.6.2: eqd) < pomy1(1 + €)[| 22|

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que Ay é aproximavel e da mesma

forma, mostra-se que ||As|| < (1+¢).

De modo anélogo, para cadat=3,...,n— 1, se
> ) ) 1/p
= - -1 a (s . Y12
i = s (3o lohy ity (e) - an(e)b))
kU == " 5=
lzgll<1 k
llbll<1

construimos seqiiéncias (p;;) € co, com 1 > p;1 > pia > ... > p;; > ... > 0, e satisfazendo

- —2p; 1 —1 AP
(szj \Pi_lj---/)uﬁj---Tiflj@z’j(%)--~anj(ifn)b(yj)!) <
j=1

< (@+9ltlle, - il

(3

zill a0

A seguir definimos espagos U; das seqiiéncias t; = (7;)32, tais que para cada t, = (73,5)32, €

U, com k <1

Zp;; R /)flelj e Ti15 T Ai415 XX Qpj (029 Yj S Eo’l(p)<Ei+1, ce ,En, F)
j=1

€ Ccom norma
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‘zU

> 1/p
s (D leit e ot i (@) g )

ltglly, =1, k<i
leg <1, k>i
bl<1
Como antes, mostra-se que U; é Banach para cada ¢ =3,...,n — 1. Também definimos

x> (ag(T0)2,

€ COImMo Nnos Ccasos anteriores, tem-se que

[(Ai = Pin Ai)(Z4)]

U, < pimr1 (14 €)W 1|7

= Pimp1(1+ €))7

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A; é aproxim&vel e tem norma

menor ou igual a (1 + €). Por ultimo, para i = n,

o] 1/p
\I}n,k = sup (Z |p;i1j ce pl_lelj <o Tp—150nj ({L‘n)b(y])lp> ’

ltgliy, <1
lzgll<1
llbll<1

construimos a seqiiéncia (p,;) € co, com 1 > ppg1 > ppo > ... > py; > ... > 0, satisfazendo

00 Copy 1 . » 1/p
(me [A=TRRCY le-Tn—lﬂ‘anj(’”")b(yﬂ')') =
j=1
< A+ Iltilley - Mtn-rllv, . [lzalllB].

Finalmente definimos o espaco U, das seqiiéncias t, = (Tnj)z?‘;l tais que para cada t; =

(Thj)32q € Uy com k <n
(p;; PTG .Tnlenjyj)j:1 € LX(F)
e com norma
_ 1/p
Ht”HUn = sup (Z ‘pnj plleU .- .Tnflenjb(yj)‘P> ]

[It; ||U =1, k<n
lbli<1

De modo anélogo aos anteriores, mostra-se que U, ¢ Banach. Em todos os espacos U;, €;; =
(0,...,0,1,0,...) é base. Vejamos que U, tem base hiperortogonal: sejam |a;| < |5;| para cada

jeNet; = ()2, parai=1,...,n
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1> asenillo, = lle)izllv, = sup [(pn; 015 75 - Tac15095) oy |1y
- itilly, =1
k<n

= sup sup
It HU,;l [bll<1
k<n

1/p
Z| Pt T - T 0b)IP)

gl =1 ||| <1

1/p
= sup sup (ZMHPW PTG - Tnfljb(yj)!p>

k<n
. » 1/p
< swp sup Zwm P Taib)P)
gl =1 |[b]|<1
k<n
1/p
= sup sup Pri -+ P1. TR . B3;b y')p>
It |\Uk—1 Ibl<1 Z' ! b ufb(us)]
k<n
=S 10y -+ P15 71 -+ 138595 = Iy
poi
= B)j=llv. = HZﬁaenJHUn
Também definimos
A, B, — U,

T = (ang(2n)) 2y,

e como nos casos anteriores, tem-se que

1(An = PamAn)(@n)llo, < prmir(1+ ) WnallZall = prmir(1+ €)1 Za] (1.6.2:eq7)

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A,, é aproximével e mostra-se

também que ||A4,| < (1 +¢€). A seguir definimos:

Y : Uix...xU, — F

(M) 055 (o) 320) = Do AjTage e TnjYs-

Pela definicao de U, temos que Y estd bem definida e é diagonal. Vejamos que sua norma é

menor ou igual a [|(A;)32, ],

1Y (tr, - sta)lle = 1Y A Tl
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= sup \Z/\ Tij - Tnjb(y;)]

i<t

< ”SbuEZpu Pl Xy T Tagb(ys)]
1
_ 1/p
< o puall )5l sup (Zm. Py b))
S P P N Y (Z o T )
= 1{|U- n—1|Up— / .. i .
' M=l S HUI il
1 B » 1/p
< Ntallos - tn-allon IOVl sup  sup (Zm. Py FacTblu)P)
IEillu, <1 ||b||<1
1<n
= [[(A)52lly ltlloy - - Il
Yo (A1<x1),...,,4n(g;n)) - Y((alj(xl)...anj(xn)yj);';l)
> Nayi(x1) - ani(xa)y;
j=1
= S(z1,...,2n).
($
1SGr, ozl = 1Y 0 (Ar(1), . Anlen) )l
< YA (z) o, - - - [|An (@) [lu,
< YAl - Al
< OW il 1+ DA 1S o 2 11+ e)llzall . (1 + €)[|2]|
< (14" S ollzall - - [l
Logo,
ISlloy > | inf | IVIIA- A
Juntando com a primeira parte, resulta que vale a igualdade. "

De modo andlogo ao caso o-nuclear, com este teorema temos uma ferramenta para construir
aplicagoes o(p)-nucleares. Toda vez que tivermos espagos de Banach Ey, ..., E,, Uy, ..., U, F,
com algum U; munido de base hiperortogonal, e construirmos operadores aproximaveis A; : F; —

U; e uma aplicagao continua diagonal Y : U; — F, com Y (eqj, ..., enj) = Ajy; com (A;)52, € [y e
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y; € F'tais que (715 ... Tnyy;)32; € [y (F) para cada (73;)32, = > 2 Tijey; € Ui, i = 1,...,n, entao
a composicao S =Y o (A4, ..., A,) é uma aplicacao o(p)-nuclear, e ||S||,py < [|[Y ||| A1l --- || An-

Este teorema nao é extensao do teorema 1.5.5. Foi necessério acrescentar a hipdtese Y (ey;, .. .,
enj) = Ajy; com (X;)52; € by e y; € F tais que (715... Toy;)32, € [;(F) para (7;5)32, € Ui, que
¢ muito forte.

Vejamos um exemplo: Sejam 1 < p,q,r < 0o tais que

1 1 1 1 1 1

1 1
b D p q q q ror

Considere espacos de Banach Ei, F», F' quaisquer, Uy = [, Uy = L./, ()\j)‘]?';l € ly, (yj)?il c
I(F), (a13)%2, € L.(Ev), (ag;)52, € l/(E2). Pelo teorema acima, a aplicagdo S =Y o (A, Ag) é

a(p)-nuclear, e [|S{|oq) < [IY'[J-[}A]]-]| Aol
Também é possivel obter o seguinte:

1.6.3 Proposigao: Se uma aplicagao multilinear S € L(Ey, ..., E,; F) é o(p)-nuclear, entao

existe um diagrama comutativo

Eix... xE, 5 - F

U

onde U ¢é espaco de Banach com base de Schauder hiperortogonal, A € L,(Ey,...,Ey;U) e
Y € L,(U; F). Neste caso, ||S||o@p) = inf ||Y]|[|A).

A demonstracao deste resultado segue a mesma idéia do teorema anterior, porém é bem mais
simples.

Demonstragao: Seja S = Z;; Aja1j @ -+ ® apj @ y; o(p)-nuclear, com

oo

1/p
1)l Sup (Z |ay;(a1) .- ..anj(:cn)b(yjﬂp) < (14 IS o) (1.6.3:eql)
s =1

Primeiro construimos (p;) € co com 1 > p; > py > ... > p; > ... > 0, satisfazendo

(i p; Play;(x1) ... ay (xn)b(yj)p?) 1/p

< @A+ N2l 1S llow Izl Nzallb]- (1.6.3:eq2)
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. . . . oo . cen . —1_, Yoo 4
A seguir definimos o espago U das seqiiéncias t = (7;)%2, tais que a seqiiéncia (p; " 7;1;)52, é
incondicionalmente p-somavel, i.e.

o0

. » 1/p
sup (D17 b)) < o
o<1 5=

> 1/p
Jim sup <Z!pj17jb(yj)\p) =0
ol <1 V=

Nesse espaco definimos a norma

> 1/p
o = 1Oy sup (3 1oy miblw)l")

o<1 ™=

Verifica-se facilmente que U é espaco completo, com base hiperortogonal {ej}]o-’;l. A seguir

definimos
A: Ex...xE, — U
('rla"')xn> — (alj(xl)anj<$n))‘(;0:1
que é aproximavel e
IAI < OG5 1S lo)- (1.6.3:eq3)
A seguir definimos:
Y : U — F

(T)0) = D2 NiTiv

As condigoes ()32, € Ly e (75;)72, € [;(F) vem do fato de S ser o(p)-somante. Verifica-se

facilmente que Y : U — F é aproximavel e tem norma menor ou igual a [|(A;)52,][,,. Daf resulta

que
Yo (A(zr, ... x)) = y((alj(xl)...anj(xn))y;l)
= Z Ajari (1) - anj(xn)y;
= S(x1,...,2,).

5@y anl = |[¥ (o) an@a)))|
= HYHHA(x1’>$n)HU
(A continua) < Y[ A]z1]]. . ]

HONGZ e N ADFZ 1 1S o (1 + )l - - Ml

A

(Y continua)

IA
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Logo
> . .
1S llo) = %}{g Y]] [ All "

1.7 Relacao entre aplicacoes n-lineares 7(p)-somantes e

o(p)-nucleares

1.7.1 Teorema: Se F ¢ espaco de Banach reflexivo, e Ei, ..., E! tém a propriedade de

aproximacao \;-limitada, entao se p > 1,

ET(p)(Ei77E7/1aF/> € (ﬁa(p)<E1>~'7En;F>>,

sao isometricamente isomorfos.

Demonstragao: Temos por objetivo construir uma bijecao continua, linear e isométrica entre

os espagos mencionados acima:
(C) Seja T € L) (B, ..., E,; F'), entao:
T: FEix...xE, — F’
(a1,...,a,) +— T(ay,...,a,): F — K
y +— T(ay,...,a,)(y).
Paraa =377 \ja;; @ ®@an;®@Y; € Loy (Er, ..., En; ), sejapr : Loy (B, .., By F) — K,

definido por oo
pr(a) =D NT(ay, - an;)(y)),
j=1

- a série pr(a) converge em K: Lembre que se ) 72| A\ja1; @+ ®@a,;@y; € Loy (Er, ..., Ep; F),

entao 0o 1p
IOl sup (3 lass (@) -yl < o0
=
(§]

. > 1/p
lim su‘lp ( E lai;(z1) ... anj(xn)b(yjﬂp) =0.
Mm—00 |z |<1

Ipi<1  J=m

Dado ¢ > 0 considere uma seqiiéncia estritamente crescente de naturais (Ny);2, tais que se

s >1r > Ng, entao

s 1/p
sup (3 layn)ana b)) < €2
i<t J=T

Chame Ny = 0:
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lor(> Ny @ @an@y)| = 1Y NT(ay, - an) ()]

.. 00 = 1/p
(por Holder) < [|0)Flly (D2 1Ar () T @y, an)l”)
7j=1

Ngy1

/
< oo||p (Z Z |AF y] alj, e ’anj)|p>1 D

k=0 j=Nj+1

N

Nk

(T € Loy =) < 1HpZHTHT<p sup (3 Jan(ay) - anlan) e 0F)

lagli<t \
S =Nt

0o N1

IOE Tl D 5w (3 Taaany) b))

(bor 0.12) = [Tl [Tl Z sup (D an )bl )

<1\
k=0 S =Nen

1/p
< ||<Aj><f°||p/||T||T<p>{”supl(Zm 2y +Ze/2'f}
lell<1
oo » 1/p
< T | )Tl s (Z|a1] 2 ang(@)b()l) e}
=
< 0Q.

For esta bem definida: Para um elemento a € L¢(E, ..., E,; F), o valor ¢r(a) nao depende
da representacao de a: Suponha que temos uma representacao finita do zero, 0 = Z;n:l Ajar; ®

- ® an; ®y; e pelas contas acima, obtemos

lor(> Ny @ @a@y)l = Y AT (ay, - an)(y))|
» 1/p
< Ty |l sup, (Z\am 7). ang(@)bly)) e
S

para todo € > 0; logo, a restrigdo de ¢y a L;(Ey,..., E,; F) esta bem definida, e para cada
a€ Li(Ey,..., E,; F) temos:

orle 1 @] < W)l 510, (D et - ans o))+

i<t J=1
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de onde segue que

lerle s, mer) (@) < Tllrpllallow)s,  paracada a € Lp(Ey,..., By F).

Como os espagos E! tem a propriedade de aproximagao \;-limitada para i = 1,...,n, por 1.4.3

segue que |or|c,(m,..E.0) (@) < Tl llallow)- Logo, orleye...ear) + [Lr(Er, ..., En; F),
|- lo] — [K,|.]]] é continua. Lembre que a +— ¢(a) e T' +— @ sao lineares. Por 1.4.4,

Li(Er, ..., By F) é ||.||op)-denso em L,q)(E1, ..., Ey; F), seguindo que ng|£f(Elen;F pode
ser estendida a [L,)(E1, ..., En; F), ||| de modo tinico. Ou seja, a extensdo coincide com
or €

lor(a)] < || T|l-pllallew),  para cada a € Lypy(Er, ..., En; F).

Isso mostra que @ esta bem definida, e

lerll < 1 T]7)- (1.7.1:eql)

(2) Seia ¢ € (Logy(Fu, ., Ei )Y,
@ Low)(Er, ..., Ep F) — K
a=37210® Ray®y; —  pla)=p 201 ® @ an; @Y;)
definimos
T,: Ex...xE, — F’
(a1,...,a,) +— Tylar,...,an): F — K
Yy = Tga(alw"a@n)(y) = ¢<a1®®an®y>

=T, € Ly (B, ..., B F'): Queremos saber se existe C' > 0 tal que para §i,..., 3, € F" e
ail,...,aimeEi, 1=1,...,n,

llelI<1
llboll<1

(S atans )" < € sup (i on(ars) - anla) B0

Como F ¢é reflexivo, para cada (; € F” existe y; € F tal que Apy;, = (;. Logo, para

Ty(aj, ..., an;) € F' temos que

(ST o) = (S MentTutons )

1/p
‘Tgo(alj7 cee 7an]>(y]>’p>

I

1

J

1/p
ooy -+~ @ )

-

-

7j=1
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(por Hahn-Banach, 3[(¢;)7 [y = 1) = | Y gplar; @ -+ ® an; @ ;)]
j=1
= oD _gay ® - @ an ®y;)]
j=1

(¢ continua) < [gll| > (ejar; ®@ - @ an; @ y)|lor)
j=1

m

m » 1/p
< lelll ey sup (3 lars (@) ... ans ()bl )
[
o » 1/p
(por 0.1.2) = [lel| sup (ZlAij(b)ozl(alj)...@n(anj)])
s =
" » 1/p
= lell swp (32 185(B)an(ay) .- an(an)P)
i<y J=1
mostrando que T, é 7(p)-somante e
1T,y < Il (L7.1:eq2)

Note que ¢ +— T, e T+ @ s@o inversas uma da outra: dadas ¢ € [L,p)(E1, ..., En; F),
T e ‘CT(LD)(EL"'?E;L;F/)’ Z;il a1; @ Qan; QY; € ‘Ca(p)(Ela'--aEn;F)v ap € Eiw-'aan € E;z
ey € F/, temos:

or,(Y 0@ @an@y) = Y Tylay,. .. an)(y;)
j=1 i=1

[e.e]

= D pla; @ @ ay ®y;)
j=1

o0

= oD a1 @ @ay ®y;)

J=1

bem como

TwT(al,...,an)(y) = @T(a1®---®an®yj)
= T(ay,...,a,)(y).

Obtivemos uma bijecao continua, linear e de 1.7.1:eql e 1.7.1:eq2 segue que [T, |- = [|¢]|. =



Capitulo 2

Polinémios n-homogéneos

2.1 Polinémios n-homogéneos

Dados E, F' espacos de Banach, escreveremos L("E; F') := L(E, " ¥ E; F). Seja ¥, o con-
junto de todas as permutacoes de {1,...,n}. Dizemos que T' € L("E; F) é aplica¢ao n-linear
simétrica se

T(@1,... %) = T(To(), -, Tom)), VO € Ep, Vay,...,2, € E.

Denotamos por Ls("F; F') o espago das aplicagoes n-lineares simétricas. O espago [Ls("E; F), ||.]|]

¢ fechado em [L("E; F), ||.]|] (ver [6] proposi¢ao 1 pg2). A aplicagdo n-linear de simetrizagao

s: L("E;F) — L("E;F)
T — T,

onde

T(x1,. . 20) = 5 2 pes, T(To1) - -+ L))

é uma projecao continua (ver [6] proposicao 2 pg 3).

Escrevemos 2" := (x, " ¥¥* x). Um polindmio n-homogéneo continuo é uma aplicagao
P : E — F para a qual existe T' € L("E; F) tal que P(z) = T'(2") para cada = € E. Para
mostrar que T corresponde a P, escrevemos T = P. Denotaremos por P("E; F) o espago de
Banach dos polinomios n-homogéneos continuos de E em F' em relagao as operagoes pontuais

de vetores e a norma definida por

I1P|| == sup{[|P(z)[| : = € Bg}.

73
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Observe que ||P(z)|| < ||P||||z||", pois se T = P, entéo

IP@)Il = I1T@) = [T < 1Tl

sup{HT(m)H :x € Bg}
sup{||T'(z")|| : = € Bg}
sup{||T(z1,...xn)|| : x; € Bg} = ||T|.

17|

IN

A aplicacao
L("E:F) — P("E;F)
T — T

é um isomorfismo de espagos vetoriais bem como um homeomorfismo do espaco de Banach
L,("E; F) sobre P("E; F') (ver [6] proposi¢do 3 pg 4). Para n = 0, escrevemos P(°E; F) = F, o
espaco das aplicagoes constantes de £ em F.

Um polinomio continuo P de E em F é uma aplicacao P : E — F para a qual existem
neNyeP, € PEE;F), k=0,1,...,ntais que P = Py+ P, +...+ P,. O espaco dos polinémios
continuos serd denotado por P(E; F'). Também em [6] mostra-se que se P € P(E; F), P # 0,

existe uma tnica forma de escrever
P=FR+P+...+PF,

comn €Nge P, € P*E;F), k=0,1,...,ne B, #0.

No espago das aplicacoes n-lineares de tipo finito L£¢("E; F') podemos considerar o subcon-
junto das aplicacoes simétricas

Ly ("EiF) = L;("E; F) (| Lo("E; F).

E claro que para uma aplicacdo T € L;("E; F') sua simetrizagao T estd em L 7s("E; F). Deno-
taremos por Py("E; F') o espaco dos polindémios n-homogéneos P tais que P(z) = Tz", onde
T € Ls("E; F), e diremos que P é polindmio n-homogéneo continuo de tipo finito. A aplicacao
T € L,("E;F) — T € P("E; F) induz um isomorfismo de espacos vetoriais entre £,("E; F) e
Pi("E; F).

2.2 Ideais de polinomios n-homogéneos

Denotaremos por P a classe de todos os polinomios continuos entre espacos de Banach ar-
bitrarios. Um ideal de polinomios n-homogéneos continuos Z é um subconjunto de P tal que as

componentes



IDEAIS DE POLINOMIOS n-HOMOGENEOS 75

I"E;F)=INnP("E;F)
satisfazem as seguintes condicoes:

(I1) I, € P("K;K), onde I,,(A) = A™.
(I2) Se P, P, € I("E; F), entao P, + P, € Z("E; F).
(I3) Se PeZ("E; F), O € L(F;G) e Q € L(D; E), entao OPQ € Z("D;G).

Note que a aplicagdo nula de ' em F estd em Z("E; F'), poisse O :y € F— O(y):=0€ F
e Q € L(FE; E), ela pode ser obtida pela composicao OPQ, que pela propriedade (M3) esta em
I("E; F).

Sob a condigao (I3), a propriedade (/1) é equivalente a propriedade (/1):

(I1") a € E' e y € F implicam a" ® y € Z("E; F) para cada n € N.
H(I1) < (11)
(=) Comoa"®y=(1®y)ol,o(a®1) por (I3) e (I1)segue que a" @y € Z.
(<) Como [, = 1" ® 1 por (I1') segue que I, € .
Uma aplicagao nao negativa ||.||z de Z em K sera chamada quasi-norma em Z se:
(PQN1) ||,z = 1" @ 1]} = 1.
(PQN2) Existe uma constante ¢z > 1 tal que |P, + Pz < CI<HP1HI + HP2|\I> para cada

P, € I("E; F), VE, VF.
(PQN3) [[OPQ|z < O] IP|lz [|Q|I" para P € Z("E; F), O € L(F;G) e Q € L(D; E).

Se a constante ¢z for igual a 1, entdo ||.||z ¢ uma norma. Como conseqiiéncia dessa definigao
temos a seguinte propriedade:
FSe P € Z("E; F'), entao ||P|| < ||P||z. Com efeito, seja b € F', entao:

(P ()| < [lb @ 1]|[|Plz]|1 ® =]
e considerando o supremo temos:

1Pl = sup [|[P(x)llr = sup [b(P(x))] < sup b1} [|Plz 1@l = [|IPlz.

[lx[|<1 [l <1 <
leli<1 o<1

Note que a propriedade (PQN1) é equivalente a

(PQNY) |la" @ y|| = ||a||” |ly|| para cada a € E' e y € F.
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= (lla” @ yll = llall"llgll) < (1" & 1)) = 1)

(=) E claro.
(<) Ja sabemos que ||a" ®@y|| < ||[a" ®@y||z. Por outro lado, temos que a" ®@y = (1Qy)I,(a'®1),
e por (PQN3) tem-se [a" @ yllz < [1@y[[Lallzlla’ @ 1" = [ly[lL]a]". .

Uma quasi-norma ||.||z é chamada de r-norma (0 < r < 1) se vale a desigualdade r-triangular
(PQN2) |P + P||s < || Py + || Pe|ly para Py, P, € Z("E; F).

Ser =1, .||z é chamada de norma. Diremos que [Z, ||.||z] é um ideal r-normado de polinomios
n-homogéneos continuos se I for um ideal de polinomios n-homogéneos continuos com uma 7-
norma ||.||z tal que todo subespago vetorial topolégico Hausdorff Z("E; F') seja completo. Se

r =1, diremos que [Z, ||.||z] é um ideal de Banach de polinémios n-homogéneos continuos.

O resultado a seguir é muito tutil:

2.2.1 Teorema: Seja I uma subclasse de P com uma funcao com valores reais nao negativos

.1z tal que para algum 0 < r <1 sdo satisfeitas as sequintes condigoes:

(0) I, €T e||l,||z =1.

(1) Se P, Py,... € Z("E;F) e Y o, |1 Pelly < o0, entao P =Y - Py € Z("E; F) e |P|} <
2 1Pl

(2) Q € PID;E), P € Z("E; F) e O € P(*F;G), implicam OPQ € Z("D;G) e ||[OPQ|zr <
[O1IPIlQll-

Entao [Z,||.||z] € um ideal r-normado de polindmios n-homogéneos continuos, e se r =1, € um

1deal de Banach de polinomios n-homogéneos continuos.

Demonstracao: Note que (0) implica (/1) e (PQN1), (2) implica (I3) e (PQN3) e (1) implica
(12), (PQN2'). A completude do espaco vetorial topolégico Hausdorff Z("F; F') também segue
de (1): Seja (0;)%2, uma seqiiéncia de Cauchy em Z("E; F'); logo, dado € > 0 existe J. € N tal
que se k,l > J., entao

1Ok = Oz < e

Sejam Q1 = O1, Q2 = Oy — O4, ..., Qr = O — Op_1, entao 25:1 Q; = O. Vejamos que a série
Z?Zl Q); é de Cauchy:

<[or-o

T
<e,
A

-y
j=1 j=1
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para k,l > J.. A seguir considere uma seqiiéncia de naturais (ny)52, tais que ng < ngyq1 para

cada k e satisfazendo

MNEk41 ng .
HZQ]_ZQJ I§€/2k.
K =

Py
Entao Y7, [|[Pullz < Yopei€/2" = € < oo. Por (1) tem-se que P = 3.2, P, € Z("E; F) e que
IPI7 <> ve, | Pelly < e. Como

Poyr-Y(Ye-Yae)- Y o
k=1 k=1 j=1 Jj=1 j=ng+1

se O =371, Q;+PeZI("E; F), entao

10k = Ol = sz: Qj — <§: @+ P> H;
j=1 J=1

k ni r
< X=X + 1P
j=1 j=1
(k,ny > J.) < e+e
seguindo a completude do espaco. "

Mostra-se facilmente que os polinomios Py de tipo finito formam um ideal de polinomios

n-homogéneos e estao contidos em todo ideal de polinomios n-homogéneos P.

2.3 O teorema da dominacao para polinémios n-homogeé-

neos 7(p)-somantes

Para um polinémio n-homogéneo P € P("E; F'), diremos que P é 7(p; q)-somante se existe uma
constante C' > 0 tal que para quaisquer m € N, z; € E, b; € F', j = 1,2,...,m vale a

desigualdade seguinte:

3 1/ — 1/q
(jzllbj(P(ZEj))|p> gOIsZTgi(;muj)bj(y”q) ‘

Denotaremos o conjunto dos polinémios n-homogéneos 7(p; ¢)-somantes de £ em F' por P (p,q) ("E;
F) e nele definimos a norma |[|P||;(,, := infC para a constante que aparece na expressao

acima. Quando p = ¢ escreve-se apenas P, ("E; F') e dizemos que é conjunto dos polinémios
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n-homogéneos 7(p)-somantes de E' em F'. Verificar que [Pr(pq) ("E; F), |||l ()] € ideal de Banach
de polindmios n-homogéneos é simples com o uso do teorema 2.2.1. Observe que tal como no

caso das aplicagoes 7(p; g)-somantes, s6 é interessante se p > g.

2.3.1 Teorema (da dominagao para polindmios n-homogéneos 7(p)-somantes): Um
polinémio n-homogéneo P € P("E; F) € 7(p)-somante se e s6 se existem uma constante o > 0
e uma medida de probabilidade € W (BgxBpgr), o conjunto das probabilidades de Borel em

BE/XBFN, tats que

1/p
b(P(r))] < U(/ |a(x)"ﬁ(b)|pdu(a,ﬁ)> , Yre EVbe F'. (2.3.1:eql)
BgrxBpu
Demonstragao:
(<) Temos:
“ 1/p T 1/ppy 1/p
(o mrer)” < {3 [ s dute )™}
. B r )P 1/p
(soma finita =) = U{/BE/XBF// Z:|a x;)"B(b;)|P du(a 5)}
1/p
< of /B v EE\‘E le\a 2;)"3(6;)Pdpla, 3) |
= 1/p

(=) Supondo que P € P, ("E; F), fixe 0 = || P||7(»). Considere C(BgxBp~)" (dual do conjunto

das fungdes continuas) com a topologia C(Bg/xBpg)-fraca. Entdao W(BgxBgn) é subconjunto

convexo e compacto!. Para qualquer familia finita de elementos z1,...,,, € E e funcionais
bi,...,b, € F" a equacao
o0 i= >l = o7 [ laaw)50)Pduta. )}
j=1 BpixBpn
define uma fungao real convexa e continua ¢ sobre W(BgxBp»). Escolha ag € B e 3y € Bpn?
tais que
sup{ " la(a,)" B0 < lall 18] < 1} = D aola,)" Aoy "
j=1 j=1

1Pelo teorema da representagao de Riesz 0.1.10, W (Bg/xBgr) é isomorfo a Bic(B/xB )5 Por Alaoglu 0.1.11,

este ultimo é compacto na topologia considerada, e claramente é convexo.
2Tsso é possivel, uma vez que Bg/, By sdo compactos
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Se d(ag, fp) denota a medida de Dirac no ponto (ag, Fy), entao temos
$(8(ao, Bo)) =D [b;P(;)|” — 0”]ao(x;)" Bo(b;)|” < 0.
j=1
Como a colecao F das funcoes obtidas desta forma é concava®, pelo Lema de Ky Fan 0.1.7, existe
uma medida py € W(BgxBpr) tal que ¢(ug) <0, Vo € F simultaneamente. Em particular, se

¢ ¢é gerada por x e b, segue que

BP@)P = 0” [, |a(@)" 8O dpo(a, ) <0.
Logo

B <0 [y ale) BOP duo(a,B)
e dai

b(P(z))] < U(fBE/xBFu la(z)"Bb)P duo(a, 5))1/10_ n

Lembremos a seguinte defini¢ao (ver pg 10 [1] e pg 98 [15]): Um polindémio n-homogéneo
P € P("E; F) é dito p-semi-integral se existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de

probabilidade u € W(Bpg) tais que

IPl o[ty du@)” veer

E/

Seja v medida regular de probabilidade dada por v(C) = u(CxBp~) para cada C' subconjunto
Boreliano de Bg. Segue que se P € P, ("E; F'), entao

pP@)| = ()
1/p
< o[ larairaa.s)

Blo( [ latorra@)”

El

IN

para cada x € E, onde v é medida regular de probabilidade dada por v(C) = u(CxBgr) para
cada C' subconjunto Boreliano de Bg. Segue que

[P(@)[| = sup |bP(x)]

llol <1

1/p
< sup o ([ a3V Pav(a)
B

[loll <1 B

< of /B |a()\1/".:c)”\”du(a)>1/p,

B/

para cada x € E. ou seja, P é p-semi-integral, ie P, ("E; F) C Py ("E; F).

3A demonstracio é aniloga ao caso n-linear.
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2.4 Polin6mios n-homogéneos o(p)-nucleares

Sejam D, E| F, GG espagos de Banach sobre um corpo K. Diremos que um polinomio n-homogéneo

P:E — F é o(p)-nuclear, se P admite uma representagao da forma

P=> Nal®y;

j=1
onde \; € K, a; € E', y; € F, j € N, onde ()22, € [y e

o 1/p
SUp |z||<1 (Zj:l |aj($)nb(yj)’p> < 00

lloll <1
com

1 sD 11 (252, () D(w)7) = 0.

Observe que x € £ e b € F'. Denotaremos o conjunto dessas aplicacoes por P, ("E; F), e nele

podemos definir a norma:

1Plloy = _inf 1Ol sup (D las(2)"b(y)I7)
Vi HEE

A seguir mostraremos que P,y com a norma |||, € ideal normado de polinémios n-

homogéneos, usando o teorema 2.2.1.

F(0): Veja que I,, € Py, pois para I, = 1 @ " Y%= ® 1 ® 1, temos sup jzy<: |1.z.....1.2b.1| < 1;
llell<1

como para ¢ = b = 1 tem-se a igualdade, vemos que || I,/ = 1.

F(1): Sejam Py, Py, ... € Pyy("E; F) tais que Y o, || Pillo) < 00, € considere representacoes

tais que para cada k, Py = Y77, A\jap; ® yg; com

~ 1/p
[Ow)Zally < [T+ 1Pl

1/p 1/p
sup (Zm b(yrs \p) < [(1+e)yypk|\g(,,)] . (2.4.0:eq1)

[lz]|<1
o<1 J=

Isto é possivel, pois se

Cro= ()5l

1/p
Ca = sup <Z|% )"0(Yx; |p)

llz; I<1
llel <1

podemos considerar nova representagao trocando
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k k
i 1 Yy por 5 ;
/p J 1/p
(@ + 1 Pellogy) (@ + 1Pl

que satisfara as desigualdades citadas acima. Segue que

055l = O = [ (] )] <
k=1 j=1

k=1 j=1

- [i<[(1 N e)||Sk||U(p)] 1/p’>p’} 1/p’ _ 0y e)l/p/ [i ||Sk||,,(p)} 1/p'
k=1

k
A por

e
1/p\p71/p
sup (ZZ |akj )"b( ykj |p> = Sup Z([Z |al~cj ykj |p} > }
‘\lﬁf\‘\g k=1 j=1 _Hb\|<1 k=1 j=1
M— > 1/p\P71/p
< [ (s [Slauters ] )
k=L S =
— 1/p\p71/p
< [ ([a+o1rdew] )]
k=1

> 1/p
_ <1+€)1/p[2 ||Pk||(,(p)]
k=1

Entao P =377 > 270, Akjag; @ yg; e

10w 5icsl 50 (32D e o bla ) <

o<1 k=1 j=1

’ > l/p/ > l/p
< (1+ e)l/p [Z HPkH(r(p):| (1+ 5)1/p [Z HPkHa(p)]

k=1 k=1

A +1p=1 =) = 1+ IPlow]-
k=1
Como isso pode ser feito para cada € > 0, segue que

IPlogy < D I1Pillo < oo
k=1

Falta mostrar que

1/p
lim sup (Z Z ki (2)"b(y; ]”) = 0.

M—00 |z||<1
lbi<t  k=mj=m

Para isso, observe que:

81
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N

sup (33 laws a7 blu)P) < (3 sup 3 lawsaybion)

lz]|<1 lz]|<1 %
Ibl<1  k=mj=m k=m |y <1 j=m

Z sup Z |ak; ()" b(yr;) |p>1/p

[lz]] <

k=m \|b|\<1 Jj=1

> (o (S tstermtur) ')

Jlell<1
k=m pj<1

(
(

(por 2.4.0:eql) < (i[(“ +€)||Pk”0(p)>1/p]p>1/p
(

IN

que converge a zero quando m tende a infinito, ou seja, P é o(p)-nuclear.

F(2): Agora considere os polinémios 1-homogéneos @) : D — E e O : FF — G e um polinomio
n-homogéneo P : E — F em Py, ("E; F). Queremos mostrar que OPQ € [Py ("D; G), ||.lo)]-

OPQ(u) = 0(2%%(@(“))”%)
= Z)‘aj O(y;)

= YA O

Logo,
1/p
O35l sup (Zr@aj Ow))r) " =
llell<1
= 1Ol sup (Zray Qo))"
llell<1

= 1RO o (D J<HQH>HO’H( wr)”

1/p
< IQUIONIA)E s sup (Zmy blu)I?)

[[z]|<1
llol <1

para cada representacao de P. Por acima temos também que



POLINOMIOS n-HOMOGENEOS 0(p)-NUCLEARES 83

s (3@ o)) <

[lull<1
lle|<1 Jj=m

1/p
< fQlo] sup (ij b))

HbH<1 j=m

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo OP(Q é o(p)-nuclear e

10PQllo) < QIO Plloe)

Logo, Ps(p) com a norma |||/, ¢ ideal de Banach de polinomios n-homogéneos e portanto

temos que [[Pl| < [[Pllogp) ¢ [|Aa" @ yllom) = [Alla]™ Iyl

Gostarfamos de saber se para 1 < ¢ < p existe alguma relacao entre |||, € ||.|[o(g). Temos

certamente Py(,) C Py(1), mas como comparar

. > n 1/p

inf ()l sup (3 Jay2)"b(,)P)
T E Iz <1 NS

([
e

i o0 - n q 1/q
it Ol sup (3 Jag () b))
i (HE

uma vez que ¢ < p implica p’ < ¢, obtendo que

Sup (Z |aj(z)"b(y; |p> < sup (Z |aj(z)"b(y;)] >1/q

lz][<1 [lz][<1

leli<1 = leli<1 =
e
ANl = 1(A)52alle?
No conjunto P;("E; F') podemos considerar a norma ||.||,() s, induzida pela norma ||. ||, de
Pow) ("E; F). .
IPlor =, ISl o (; (e b))
ac'p =

Pelas definicoes de ||.|lopys € ||-/lop), € claro que ||Pllopy < ||Pllo)s, sempre que P €
Li("E;F) C Loy ("E; F). E natural perguntar quando ocorre a igualdade:

2.4.1 Proposicao: Se o espaco E tiver dimensao finita e P € P("E; F), entao ||P|o@p) =
1P lor) s
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Demonstracao: Como dim E < oo, segue que P("E; F') = P;("E; F') é um espaco completo
para ambas as normas ||.||o) € ||.||ls(p)s- Considere a aplicagao identidade id : P;("E; F) —
P("E; F), entdao como |[id(P)|opm) = [Pl < [|[Pllo)s, a identidade é continua, e por ser
bijetiva, pelo teorema da aplicacao aberta segue que é isomorfismo, i.e., existe uma constante

¢ > 0 tal que
[Pllowys < cllPllo)- (2.4.1:eql)
A seguir provaremos que ¢ = 1. Dados P € P("E; F') e € > 0, considere uma representagao
infinita P =377, \ja? ®y; tal que
1/p
IOl sup (Z a;(@)"b(w)IP) < (14 €/2)[Pllogy

|z <1
HbH<1 -

Em particular, para cada m € N

m—1 1/p
||ZA @l < IOl sup (3 lay(2)"b(u)P)
qug J=1
< (1 +€/2)[|Pllog)- (2.4.1:eq2)

Como

lim Slllgl<2|ag ”b(y])|p> =0,

o<1 J=m

para um m € N grande o bastante, tem-se

> 1/p
DX} @il < el ()l sup (Zm b))
j=m

.’1)
Hb\|<1 Jj=m

< €/2||P|low)- (2.4.1:eq3)
Chame P, =3 7" Y a ®y;, entdo P — P = Z Ajal ®y; € Pf("E F). Segue que
1Ployr < |l ZAJ% D Yillows + 11 Y 2@} @ Yjllows
j=1

j=m

(por 24.1: eq2 e 2.4.1: eql) < (L+€/2)[[Pllogy + ¢l Y Njal @ yjlloq)
j=m

(por 2.4.1: eqd) < (1+€/2)[|Pllo) + €/2[|Pllo)
< (1+9)Plloe

Como isso vale para todo € > 0, segue o resultado. n

Nem sempre é possivel trabalhar com espagos de dimensao finita. A seguir temos um resul-

tado que pode ser util:
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2.4.2 Proposigao: Se P € P,,,)("E; F) e Q € P;(1D; E), entao | Po Qllows < 1Pllo 1Q™

Demonstracao: Seja J a injegao natural de Q(D) em E; entao, podemos escrever Q = J o (),
onde Q : u € D Qu) := Qu) € Q(D), Q] = [|Q||. Logo, Qo J € P(*Q(D); F), onde
dim@Q(D) < oo e pela proposigao anterior

1P oJllowys = [IPodllow)y < IPllomllII™ = [Pllow

de onde temos

1P o Qlowys = IPoJoQllawyr < IPodllomslQ" = |PlowlQl™ =

2.4.3 Proposicao: Se E' tem a propriedade de aprozimacdo limitada, entio ||P|,qy; =
| Pllo), para cada P € Pr("E; F).

Demonstragao: Faremos uma prova paran = 2; para outros p’s é andlogo. Seja P € Py(*E; F).
Sabemos que L;(E, E; F) é isométricamente isomorfo a L¢(E;Lf(E; F), pela aplicacdo que
associa S € Ly(E;Li(E;F) a S € Li(E,E;F) por S(x1)(x2) := S(21,13). Se S = P ¢é
a aplicacdo bilinear simétrica associada a P, note que S(z)(z2) = S(x1,72) = S(x9,7,) =
S(x3)(x1). Como E' tem a propriedade de aproximacio limitada, por 0.3.5, dado € > 0, existe
T € L,(E;E) tal que |T|| < (1+¢€)y,com~y >1e ST =S5. Logo temos

S(T.Tl, 513'2) = g(Tﬁlfl)(CCQ) = ST(xl)(LKQ) = ?(:cl)(xg) = S(l’l,mg)
E pela simetria de S,
S(l’l,TZEQ) == S(TZEQ,J,’l) == S(C(]Q,Il) == S(J]l,l‘g).

Logo, So (T,T) = S, e para cada € E temos

P(z) = S(z,2) = So (Tx,Tz) = P(Tz) = PoT(x).
Entao

1Pllogyr = P oTow;y
(24.2) < ||P[|lo T

< (14 P o)

Como isso vale para cada € > 0, segue que ||P||,p)r < ¥2||Pllo@)- Repetindo o processo feito em

2.4.1, mostra-se que 72 =1 ¢ ||Plo( 1 < | Pllow)- u
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2.4.4 Proposigao: Se E' tem a propriedade de aprozimagao limitada, entao Py("E; F') € denso

em Pgyp) ("E; F') na norma ||.||g(p)

Demonstracao: Seja P € P,,)("E; F) e dado € > 0 considere uma representacao de P tal que

~ > " 1/p
IOl sup (3 la(@)"b(w)l) < 1+ )Pl
HEE
Sabemos que
li Z| )P o (2.4.4:eql)
m sup( a; b(y; ) = 0. A.4d:eq
ke ‘Illb\‘\‘zll = ’ ’

Considere P, = Z;?:l Ajat @y; € Pr("E; F), entao por 2.4.4:eql, Py converge a P na norma

|-llo(p) (bem como na norma ||.|[+¢)s, pelo resultado acima) provando o que querfamos. u

No capitulo anterior mostramos que L,q)(E1,...,En F) = Lo(E1,...,Ey; F). De modo
analogo mostra-se para polinomios resultado semelhante. Quando tivermos p = 1 falaremos de
polinoémios o-nucleares, denotando seu espaco por P,("E; F') com norma |.||,, e representacao
P =377, a} ®vy; tal que

oo
sup Z la;(z)"b(y;)| < oo, com lim sup Z la;(z)"b(y;)| =0

[ETES! k—00 jg<1 4

o< J=1 Ibl<t J=k
e
P = ||P = mf sup Z a;
1Py = 1Plei= ot owp 3o
loll<t J=

2.4.5 Definicao: Diremos que um polindmio n-homogeéneo continuo P é aprozrimdvel se existe
uma seqiiéncia P; € Py("E; F) tal que lim; o [|P — Pj|| = 0. Nesse caso, escrevemos P €
P.("E;F).

Os resultados de fatoragao para polinomios exigem a hipétese de que U seja espaco de Banach

complexo.

2.4.6 Teorema: Um polindmio n-homogéneo continuo P € P("E; F) € o-nuclear, se e so-

mente se existe um diagrama comutativo
P

A

U

E

F
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onde U ¢é espaco de Banach complexo com base de Schauder hiperortogonal {ej};";l, AeP,(E;U)
eY € P,("U; F) de modo que sua aplicagio n-linear associada Y € L,("U;F) seja diagonal.
Neste caso, || P||, = inf | Y]|||A|".

Demonstragao:

(<) P=Y o A. Sejam {f;}32, os funcionais associados de {e;}52,. Se u € U, temos

u=>Y_ fi(u)e
j=1

E se u = A(z) tem-se

0 =Y AR = (AL @ e
bem como - -
P(z) = Y(Afox))
= (L Ah))e)
= V([ whiwe])

=

—

(Y ¢ diagonal) = Z[A’fj(x)]nff(ey)

= D [(Af)@]"Y (ey).

j=1

Logo, se chamamos a; = (A'f;) € E', ey; = Y (e;) € F, temos a representacao P = > | a’®y;.

j=1%;
Queremos saber se P é g-nuclear:

o0

sup ZI (A f)@)]"bo Y (e)] = sup Y |[(Af;)(@)]"bo Y (¢))

|z <1 7 [lz)l<1
o<1 J=1 o<1 J=1

( para certos ;| =1) = sup <Z gi[(Af;)(@)]"bo Y(q))‘

[lzl<1
ol <1

(b linear, Y n-homogéneo e U complexo) = sup Z boY
o<1 14
Ipl<1 J=1

A @)e; )

(
_ '.'.Sjp > bof/([g]l./n(A' fj)(;,;)ej]n>

(Yé diagonal) = sup |bo Y(Z[E;/"(A’fj)(x)ej]”)
||||i”% J=1
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({e;} hiperortogonal, \5;/”] <1) <

Como A é aproximével, é operador compacto (ver

= sup
llo)| <1
llbli<1

(b, Ycontinuas) <

[lzl<1
ol <1

l=)l<1
[loll<1

bo Y(i e/ (A L) (@)e)
s Bl 13 <545 e

sup [BI1Y [ (45 @)e;

POLINOMIOS n-HOMOGENEOS

n
U

n
U

= [Vl sup [[A(2)I5;
Jall<1

(A continua) < [[Y]| sup [[A["[|z[["
1

[E41S

VA" < oo

[17] 1.11.2). Portanto, a imagem da bola

unitaria Bg por A é relativamente compacta em U. Segue que a sua aderéncia A(Bg) é um

compacto em U. Como Y é continua em U e A(Bg) é subconjunto compacto, existe uy € A(Bg)

tal que

Y (uo)llr = (Y ()l

para todo u € A(Bg), em particular para cada x € Bp, tem-se

Segue que

D A fi(x) b o Y (e)]
=k

Como || 3252, (A'f;) (o)
x € Bg:

Y (uo)l[r = [V (A(x))[F-

= D sl Af)@)]"bo Y (e))]
=k

= e (Lo H@Ie)

< Wy (DUrs)@re)|
< o1 (Sl e

n

< BV A8 e

(para certos |¢;| = 1)

vai para 0 quando k tende a infinito, o mesmo ocorre para qualquer
U
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khm sup Z\ (A’ f;(x)]"boY(e;)| = 0.
o H|b||\‘§11 Jj=k

Logo, S é o-nuclear com

<] " 4.6:
1Sls < inf Y] 1| Al (2.4.6:eql)

(=) Esta demonstragao é andloga ao caso m-linear, porém bem mais simples. Suponha que

P # 0 é o-nuclear; dado € > 0, considere uma representacao P = > - jo1 @5 @ Yj tal que

sup Z laj(x)"b(y;)| < (1 +€)|| Pl (2.4.6:eq2)

nﬂéi J=1
Note que

k — oo
‘= su a;
e s Sl 7
o<1 J=k

Vamos construir (p;) € ¢o com 1 > p; > ps > ... > p; > ... > 0 e satisfazendo

Zp] “laj(@)"b(y;)] < (1+ )*[IPo )" Io] (2.4.6:eq3)

Se existe m = max{j € N: g; > 0}, definimos

) e <my
! (1—|—je)_1/2 , i >m

Note que para j > m
|a;(2)"b(y;)| < ojll=|["[[b5]] = 0.

Entao

pr\aj )Y'b(y;)| = Z + ) ()" (2n)b(y;)|

- b y])
= <|| H) 1b]]
(por 2.4.6: eq2) < ||~”U||"||b||(1+€)(1 Pl

= =™l (1 + €)

Para o caso em que o; > 0 para cada j € N, existe m € N tal que:
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Omt1 1/2 < min Eol, 1 2.4.6:eq4
* 2
Fixe um m satisfazendo 2.4.6:eq4, e seja

{ 1 ,sej <m;
pj =
! (0))V/* [ sej>m.

Como ¢0; — 0, ent@o p; — 0 e (p;) € co. Além disso, 1 > p; > py > ... > p; > ... > 0. Para

z \"b(y;)
“J‘<m) ||§||

Note que Z;’ik B; < o). Segue que para cada M > m:

> ol lan(@) by = Y lar(z)"b

simplificar a notagao, chame

Bj =

(lll; [|oll # 0).

k;:l [((Ag:lmj )"b( yj> ) «ji;ll'% 2)b(y,)] >1/4>4}
- Z'“’“(“”bwk)H fj (<ak)1/4>-2
WMZEI‘% rowl) )+ «:Vi;i’aj orowl) )]

M+1 M+1

(S ttaro) ™) = (3 istaroon) )

Jj=k+1
M
n —1/2
< el Bt Y o
k=1 k=m+1
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2
(Zm) (X m) [[(X5) -(X5) ]}
j=k G=k+1 j=k j=k+1
m M M+1 1/2 M+1 1/2
< Jelpl{d B+ Y 2[(XB) - (X B) |}
k=1 k=m+1 j=k j=k+1
M+1 1/2 M+1 1/2 M+1 1/2
el ||b||{ZBk+2{[(Z 5) (> 8) )+ [(=8)" -
j=m+1 j=(m+1)+1 j=m+2

(En) ]+ (T (Z 5)"1H

J=(M—1)41
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m M+1 1/2 M+1 1/2
= rp{Eme{[( X ) - (X 8) )
k=1 j=m+1 J=(M)+1
m M1 1/2

< el ubH{ZBkm(z )7
j=m+1
< elrfpl{o +250 ) (por 246 cat )

< lzlI"[[ll(1 + €)on
< (+ Pzl bl (por 24.6: eq2 )

como queriamos mostrar.

A seguir definimos o espago U das seqiiéncias de niimeros complexos t = (7;)%2; tais que

(p Ty;5)52, estd em [ (F). Nesse espaco definimos a norma
1_n 1/n
Il = <STP Zm o)

Mostra-se que U é espaco completo com base hiperortogonal de modo andlogo ao feito para U,

no caso n-linear. Entao, podemos definir

A: F — U

= (a(@))

7j=1
Seja Po(T1, oy Ty T + 1,...) = (71, ..., T, 0,0, .. .) a projegao canonica usual em U:
(A= PpA)(z)lv = H(aj(x))?o mi1llu
1/n
— (swp 3 165 o) b))
Ibl<1 ;57
" 1/n
(s Y pilr e b))
b1 5
n 1/n
< (o sp 3 1oy a@)b(w))
Ioll<1 ;5

(por 2.4.6: eq3) < p (14 )| P|Y" x|

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A é aproximéavel.
[A@) v = ||(a’j(x));'>ol||U

1/n
= (SUP Z’Pj a;j(@)"b( y])|>

loll<1;
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1/n
= | sup a;(x)"b >
(”blqzmpj 5@)"b)
Z| b))
< ( sup p; 2a;(z)"b(y; )
1|b||<1 i asle)
(por 2.4.6: eq3) < p}/“u+e)2/n||p||}/n||x|| (2.4.6:eq5)

mostrando que ||A|| tem norma menor ou igual a (1 + 6)2/”||P||(1f/n.

A seguir definimos:
Y : U — F

((T])] ) e Z;ilT;Ly]
Pela definicao de U temos que Y esta bem definida, e é diagonal. Vejamos que sua norma é

menor ou igual a um.

Y (@)lle = | ZT}‘yjIIF

= sup \ZT”I) ;)|

(RS R

< sup Y pilp; ]y
”qu ilos Ty

< pi sup Z lo; 77b(y;)]

o<t

(b <1) < |l (2.4.6:eq6)

Dai resulta que

Yo (A@) = V((0@))

[e.9]

= Y a;(@)"y;

j=1

= P()

IP@I = 1Y (a2 )|

IVl

< YA )"

L[+ e pye] ol

L(1+ )™ P, )|=|", Ve > 0. (2.4.6:eq7)

IN

(por 2.4.6: egb e 2.4.6: eq6)

IN

IA
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Juntando 2.4.6:eql e 2.4.6:eq7 obtemos

1Plle = inf (Y] IA" .

,,,,,,

2.4.7 Teorema: Um polinémio n-homogéneo P € P("E; F) € o(p)-nuclear se e somente se

E—"——>F
A
U
onde U € espaco de Banach complexo com base de Schauder hiperortogonal {ej};?o L AeP(E;U),
Y € P,("U; F) com Y (e;) = A\jyy, (M) € ly ey; € F tais que (7;y;)52, € [ (F) para (17)52, =

ZJ  Tie; € U, e de modo que sua aplicacio n-linear simétrica associada Y € L,("U; F) seja

diagonal. Neste caso, || P|s@p) < inf||[Y]].||A|™.

existe um diagrama comutativo

Demonstragao:

(<) P=Y o A. Sejam {f;}32, os funcionais conjugados da base {e;}52,. Como antes,

x):ij(A ZAfJ x).€5,

e como em 2.4.6,
= D (Af)(@)"Y (e)).
7=1

Logo, se chamamos a; = (A'f;) € E', como existem (\;)52, € [,y e y; € F' tais que Y'(e;) = \jy;,
entdo temos a representacdo P = >, Aja} ®y;. Como (a;(x)"y;)%, € [;(F) para cada € E,

segue que
> 1/p
sup (Y lae)"b(u,)l") < oo,
||‘\gz:\‘||<1 J=1
bem como

o (Sletarugp) 3 o
1
llell<t J=

mostrando que P é o(p)-nuclear. Além disso, temos que:

P = HZA a;(2)"y;|l
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< sup b( Aia Y )
ap 1(3 Avste)'s)1
(b élinear) < sup ¥ |a;(x)"b(\;y;)|
i<t =
= sup [(A"f)(x)]"boY (e;
HMD @Pbe Y (e)
= sup (A f)(2)]"bo Y (e
HMD ] ()
( para certos ;| =1) = sup (Z g;l(A'f; "bo Y(e?)))
lbll<1 \
(U complexo, b linear, Y n-linear e diagonal) < ||Sbh1£1 bo Y(Z[ ]l/n(A’fj>(x)6j]n>
7j=1
— sup boy(ze;/"(A'fj)(x)ej)
Ibil<t =
(b, Ycontinuas) < sup ||b||HY||HZ€1/n (A" fi)(z
({e;} hiperortogonal) < sup HbHHYHHZ A'fi) (@
= HY||HA( )z
(A continua) < [[Y[|[[A]"[|l=]".
Logo,
I1Pllogy < inf [V 1A]" (247:eq1)
(=) Dado € > 0, seja P =} 77, \ja} @y; o(p)-nuclear, com
yr 1/p
IOl s (Z a@bu)P) " < APl (24T-eq)
HER
Note que
(Slesarsr) 7
o, = su a;
‘ = ||p — ’ ()
6] <1 Jj=
Vamos construir (p;) € ¢o com 1> p; > ps > ... > p; > ... > 0, satisfazendo
(Z o sy b)) < (@ PRI Pl bl (24.7:e03)
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O caso em que existe m = max{j € N: o; > 0} ¢ trivial. Para o caso em que o; > 0 para cada

7 €N, dado € > 0, existe m € N tal que:
p
(Gmi1)?’? < min {62 o, 1} (2.4.7:eq4)

Fixe um m satisfazendo 2.4.7:eq4, e seja

1 ,sej <m;
pj =
’ ()Y se j>m.
Como 0; — 0, ent@o p; — 0 e (pj) € cp. Além disso, 1 > p; > py > ... > p; > ... > 0. Para

simplificar a notacao, chame

B =

J

(i) T (il 10l £ 0).

Note que » 7%, BY < o}, para cada k € N. Para cada M > m, temos:

(> aotorinr)” - {Emjiaku)”b(yknp ¥ i o

(o) = (3 mermonn)) )}
- Smwrnr+ 3 (@)™
(8o (32 mioror) ).
[((ii: osteol)P) ) - ((ng; |aj(x)nb(yj)|p)u4)z} e
< Hx|r”\|bu{ng+kélgp/z
() (3 o) LS ) - (3 )y
< el ||b||{gB +k§;r12[<i§;13§>1/2_ (ng?)m”up

M+1 M+1

-ty m o[> m) - (2 m) ) ()

j=m+1 j=(m+1)+1 j=m+2
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SO (- )
J=(M-1)+1 =M J=(M)+1
1/241/p
< el ||b||{ZBP+2(Z )
j=m+1

n p p 1/p
< |zl Hb|]{01+2.5.01} (por 2.4.7: eqd )
< Jallel{or+ e} A <p= Il <L)
< JallBl(1 + o
< 0+ PRI P lowllel™ Il (por 2.4.7: eq2 )

como queriamos mostrar.

. . . . o . .
A seguir definimos o espaco U das sequéncias complexas t = (7']-)3-_1 tais que a sequencia

(,0 71'y;)52, € incondicionalmente p-somével. Nesse espaco definimos a norma

It = Lsup (ZW 7b(u)P) /p} ifn

[oll<

Como em 1.6.3, o espago U é completo e tem base hiperortogonal. A seguir definimos
A: F — U
v (a(2)")5L

Seja Po(T1y -« oy Tony Tt1y - +) = (T, -+, T, 0,0, .. .) & proje¢ao candnica usual em U:

(A = BnA)(@)]lv = H(aj(aﬁ)”)?’mﬂl\v

= [sup< Z p; " laj(x)"b yg)|p>1/p]1/n

<15

= [ (3 dolaserbwr) ]

[ESE

1/n

(RS i
1/n n 0o ||— n 1/n
(por 24.7: ea3) < oy (1+ X" O 1Pl o]l

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A é aproximével e

_ " 1/n
JAI < (1 + 92 IO 1P log 2] (2.4.7:eq5)
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A seguir definimos:
Y: U — F

((Tj)?il) = Z]oil /\J'Tjnyj

Como em 1.6.3, temos que Y estd bem definida,é diagonal, aproximavel e com norma menor ou

igual a [[(A;)32,|l,y- Daf resulta que

Yo(d@) = Y((a@)E) = Y Na@ry = Pe).

[P@@)|| =Y (A()ll
(Y continua) < [[Y[|[|A(2)|[7

(A continua e n-homogénea) < |[|Y|||Al|"]|z]|"

B 1/nyn n
(por 24.7: eqs e (V] < IOl < 1Ol + 07 105 1P o]}

Logo
P > Y| ||Al™
1 Pllow) = gﬁ“ - [[Al"™,

e por 2.4.7:eql segue que

IPllosy = inf 1Y -1 A4I" .

2.5 Relagao entre polindmios n-homogéneos 7(p)-soman-

tes e o(p)-nucleares

2.5.1 Teorema: Se E,F sao espacos de Banach, E' tem a propriedade de aproximac¢do -
limitada, I € reflexivo, e p > 1, entdo os espagos

Pf(p)("El;F') € [Pcr(p)(nE3 F)]/
sao isometricamente isomorfos.

Demonstracgao:
(C) Seja P € P, ("E'; F'), entao:
pP: E — F
a +— Pa: F — K
y —  Paly).
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Para a =3 72| N\ja} @ y; € Py ("L F), seja p 1 Py ("E; ') — K, definido por
a) =Y Ai(Pay)(y;)
j=1

- a série pp(a) converge em K: Lembre que se Y77, \ja? ® y; € Po()("E; F'), entdo

o0

1/p
sup (Z Iaj(ﬂi)”b(yj)!p> < 00
Hz\él J=1

Jim s (3o i) =0

[[p]|<1 Jj=m
Dado € > 0 considere uma seqiiéncia estritamente crescente de naturais (Ny)p2, tais que se

s >1r > Ng, entao

sup (Z la;(z)"b(y; |p> < e/2F.

[[z]|<1
lleli<r J=

Chame Ny = 0, entao segue que

m(ZA rou)l = 130 A(Pa))

por Bider) < [T (3 (e )P)

Ngi1

—IEe(E Y emPap)

k= Oj Nk+1

Ng41

AEly ZHPHT@ sp (3 fala)"(Ar)0)7) "

|\b\|<1 J=Ni+1

IN

(P € 'Pq—(p) :>)

00 N1

= IO)F Pl 3 sup (3 fotas )

el <

k=0 jpj<1 J=Np+1

Nk

1/p
or 012) = [O)F 1Pl D s (D sl bia)l)
k=0 351 j=Net1

< IFIIPln ] sup (Zm b)) +Z/zk}
i<y J=
> o 1/p
< Pl Ol sup (3 Iy b(w)l) " + e}
iz =1

< 00.
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- ¢ estda bem definida: Para um elemento a € P¢("E; F), o valor ¢p(a) nao depende da repre-
sentacao de a: Suponha que temos uma representacao finita do zero, 0 = Z;n:l Ajaj ®@y; e pelas

contas acima obtemos

(Yo Na eu)l = 1D N(Pay),)]
j=1 j=1
/
< 1Pl °°up{sup(ZraJ oybi)l) "+ e}

an<1 J=1

para todo € > 0; logo a restri¢ao de pp a L;("E; F') estd bem definida, e para cada a € L;("E; F)

temos

m n /
[lpy 05y (@] < 1P el )il [“sgp(Z\aj by)l") "+ ]

de onde segue que

|90P|73f(nE;F)(a)| < [|Pllzpllallopys,  paracada a€ P("E; F).

Como o espaco E’ tem a propriedade de aproximacao A-limitada, por 2.4.3 \app\Pf(nE;F)(a)]

< 1P llallogy. Logo, oplp,wmry © [PE: ), o] = [ L] ¢ contimua. Temos que
A — pp(A) e P — ¢p sao lineares. Por 1.4.4, Ps("E; F) é ||.||o@p)-denso em Py, ("E; F);
logo (,Dp|pf(nE;F) pode ser estendida a [Py, ("E; F), ||.|lo@] de modo tnico. Ou seja a extensao

coincide com ¢p e

lop(a)| < ||Pll-pllallor), paracada a € Pyp("E; F). (2.5.1:eql)

Logo,
lepll < [[Pl-@)- (2.5.1:eq2)

(2) Seja ¢ € (Pop) (E; F))',
v Pop(EF) — K
QZZJ 105 @Y = 90(a)290<23 1 ]®yy)
definimos
P,: E — F
a + Poa: F — K
y v Pealy) =" ®y)
P, € Priy("E'; F'): Vamos ver se existe C' > 0 tal que para f1,..., 06, € F" eay,...,ap € E,

lall<1
ol <1

<i 18;(P,(a;) ’p) 1/p < C sup (i aa;)"3; (b ,p)
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Como F ¢é reflexivo, para cada (3; € F" existe y; € F' tal que Apy; = f;:

(18 Pa)r)” = (3 1Ae(Payp)”

m

2\ P
(Z (Paa) ()l
= 1/p
<Z ® Yj |p>
(por Hahn-Banach 3||(¢;)}"||,y = 1 tal que) = Z @ y;)l

= |90(Z gja; ® yj)|
j=1

(p contima) <[l Y- (eja5 @)
j=1

‘ a(p)

IN
i
=
™

<
~—
<
n
=i
T
/N
INgE
S
<3
—
8
~—
S
—~
&
~—
=
N—
=
~
i)

HE
- /p
(por 0.1.2) = lell sup (D [ Ary;(Bala;)"?)
[
- nip P
— llell sup (D 13 B)atay)" )
lalls1 N
(DS
mostrando que P, é 7(p)-somante e
1Pollon = lloll- (2.5.1:eq3)

Note que ¢ +— P, e P — pp sao inversas uma da outra: dadas ¢ € [P,n("E;F)], P €
Pepy("EF'), 322 a7 @y € Pogy("E; F), a € E' e y € F, temos:

j=1%
wAZ af ®y;) = pr(aj)(y] Zso ‘o) = e()d oy,
j=1 j=1 j=1

bem como
Pora(y) = ¢p(a” ®@y;) = Pa(y).

De 2.5.1:eq2 e 2.5.1:eq3 segue que || P, || ) = ||¢]]. 0



Capitulo 3

Aplicacoes holomorfas

3.1 Aplicagoes holomorfas

Dados E, F espagcos de Banach complexos e U subconjunto aberto em E. Uma funcao f : U — F
é dita holomorfa em U se para cada £ € U existe uma série de poténcias de polinomios n-

homogéneos continuos
oo
n=0

de E em F em volta de &, existe p > 0 tal que a bola aberta B,(£) esta contida em U e

f2) =3 Pufe - )

uniformemente para x € B,(§). A seqiiéncia (P,)2, é unica em cada ponto £ € U (ver [6]).

Esta série de poténcias é chamada série de Taylor de f em & e escrevemos
HOEDPFACESI
n=0

para denotar a relagao entre f e a série de poténcias.
Denotamos por H(U; F) o espago vetorial das aplica¢oes holomorfas de U em F. Se P, €
P("E; F) é o polinémio correspondente a S, € L,("E; F) por P, =S, (n=0,1,2,...), fixemos

as notacoes
d"f(€) =n! S, e d"f(€) =n! P,

de modo a obter as aplicagoes diferenciais

101
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d"f:EeU—d"f(§) € L('E; F) e d'f:£eU—d"f(¢) € P("E; F)
e os operadores diferenciais

d": feHU;F) —d"f € H{U; L;("E; F))

d": f e H{U;F) — d"f e H(U; P("E; F))

de ordens n = 0,1,2,... Se f é holomorfa em cada £ em F, dizemos que f é inteira e escrevemos

feH(E;F). O polinomio de Taylor 7, ¢(x) de ordem n de f em & para x em E é definido por

e Zk,d’f o = 3 SO -8,
k=0

A seguir mencionamos resultados cujas demonstragoes podem ser vistas em [6] pgs 21 a 25:
3.1.1 Proposicao: P(E;F)C H(E;F).

3.1.2 Proposicao (Férmula integral de Cauchy): Sejam E, F espagos de Banach com-
plezos, U C E um aberto, f € HU; F), £ €U, x € U e p> 1 tais que (1 — N\)E+ Az € U para
cada N € C, |\ < p. Entado

1 FI = N)E + M
fla) =5 o Aol dA.

3.1.3 Proposicao (Férmula integral de Cauchy): Sejam E, F espacos de Banach com-
plexos, U C E um aberto, f € H(U;F), £ € U, v € E e p > 0 tais que £ + A\x € U para cada
A€ C, |\ < p. Entao
1 f(€+ Ax)

d\
27TZ IAl=p )\n—"_1

—d”f(f)( ) =
para cadan =0,1,2,...

3.1.4 Proposicao (Desigualdades de Cauchy): Sejam U C E um aberto, f € H(U; F),
p>0 eEpCU. Entao
H—d" H in sup ||f(2)]l, para cadan =0,1,2,...
P lz—¢ll=p
3.1.5 Proposicao: Seja C(U; F) o espago vetorial das aplicagoes continuas do aberto U C E
em F. Entio H(U; F) estd contido em C(U; F), e é fechado em C(U; F) munido da topologia

compacto-aberta.
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3.2 Topologia das fungoes holomorfas o(p)-nucleares de

tipo limitado

3.2.1 Definicao: Sejam E, F espacos de Banach, U C E aberto e f : U — F funcao

holomorfa em U com série de Taylor em volta de &

[e.e]

fla) =3 d f(E)( — €).

Diremos que ela é holomorfa o(p)-nuclear de tipo limitado de E em F se
(i) %a?”f(()) € Po)("E; F) para cadan =0,1,2,.. ;

R 1/n
(i) Ty oo (14" FO)lon ) =0
Neste caso escrevemos f € Hyp)p(E; F). Note que P("E; F) C Hopp(E; F), Vn € N.

Vamos munir o espago H,(E; F)) com a seguinte familia de normas:

[e.e] pn ,\n
[ € Howp(E; F) = || fllog), = Z m“d FO)lo)
n=0

para cada p > 0. Note que

- pn m n _
||f||g(p)7p = m”d f(O)HU(p) =0 ||d f(O)HU(p) = O, Vn = 0, 1, 2, L= f = 0.
n=0

3.2.2 Proposigao: [H,p(E; F), 7| € espaco de Frechét.

Demonstragao: Para ser espaco de Frechét, deve ser espaco localmente convexo, metrizavel
e completo. Como a topologia gerada pelas normas ||.||s(),, ¢ localmente convexa, falta apenas

mostrar que é metrizavel e completo.

FHoy(E5 F), 7] é metrizavel: Por um resultado para espacos vetoriais topoldgicos, um espago
localmente convexo de Hausdorff é metrizavel se, e s6 se existe uma seqiiéncia de semi-normas
que define a topologia (esse resultado pode ser visto em [10] pg 38 12.2). Basta considerar a

familia enumeravel de semi-normas
F = {”'Hd(p),l/n cn=12,.. }

que claramente define a topologia 7 em Ho(p)u(£).
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FHo@w(E; F), 7] é completo: Seja {fi}r>1 seqiiéncia de Cauchy em [Hopp(E; F),7]. Logo,

dados € > 0, p > 1, existe kg € N tal que para cada n

1. 1. 1. 1.

|3 O = d O < a0 — 5 (0)
< Nfi = fillowye
< €

4

a(p)

(3.2.2:eql)

para cada n € Ny e i, j, > kq. Logo, {%cf”fk(())}kzl é seqiiéncia de Cauchy em P, ("E; F) que

¢ completo. Logo, existe P, € P, ("E; F) tal que

1 -
lim —d" f,(0) = P,.

k—o0 1!
Entao,
1Pl = Jim IPullogy < Jim 11/01d" (0 e
e assim
. 1/n . . n
Tim (| Pullby < Tim ((Tim [[1/ntd" fi(0) g
(podemos trocar os limites) = klim <lim ||1/n!cf"fk(0)||a(p
(fk € HU(p)b(‘E; F)7 Vk) = khm 0 = 07
e portanto
f(z) = Z P, (z)
n=0

estd em Hy ) (E; F).

1/n
)

1/n
)

Resta saber se fp — f na topologia 7. Fixados ¢ > 0 e p > 0, se m é grande o suficiente,

o0 pn o0
> lntPa(@)lloqy = | D Pu@)lo@p < €/4.

Como 1/n!dA”fj(0) Iz P,, para j grande o bastante temos

m—1

P\
> lld" f5(0) = nlPallogp) < €/4.

n=0

Como fi € Hopy(E; F), para m grande o bastante,

[e.e]

P\ n
> Tl fe(0)low) < €/4;

n=m

(3.2.2:eq2)

(3.2.2:eq3)

(3.2.2:eq4)
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Logo, para uma boa escolha de j, k e m, temos

1fe = fllowe < k= Fillowyp + 115 = Fllow).p
o0 o0 1 An
(por 3.2.2: eql) < ¢/4+| an — Z ad £;(0)
n=1 n=1

m—1 © n
< /4t Z % P, — d"fj(O)Ho(p) +3 %Hn!Pn —d"f,(0) o
(por 3.2.2: eq3) < €/4+ Z —Hn Pollo) + Z —Hd"fj o), +€/4
< e/4+6/4+6/4+e/4: €. (por 3.2.2: eq2 e 3.2.2: eq4)
Isso conclui o resultado. n

No capitulo anterior mostramos que se F, F' sao espacos de Banach, E’ tem a propriedade

de aproximacao A-limitada, F' é reflexivo e 1 < p, entao os espagos
7DT(p)<E/3 ') e [Po (E; )

sao isometricamente isomorfos. Logo, é natural perguntar se essa relagao se estende as aplicagoes

holomorfas, i.e. se
o) (B F') e [Hop) (B F))

sao isometricamente isomorfos. Para responder essa pergunta, precisamos de alguns resultados.

Em [6] (pgs 28,29) estd o seguinte resultado:
3.2.3 Proposic¢ao: Se f € H(U; F) entao

d"f € H(U; L,("E; F)) e d"f € H(U;H(U; P("E; F)))

paran=0,1,2..., e se

IIZ

00 1 .
—d P, (z —
> Z (x
n=0
¢ a série de Taylor para f em volta de &, entao as séries de Taylor para d"f e dA”f em volta de

&, no ponto x, sao dadas por

4" (@) 2 5o d (G d 1 (©)) (= ©F = S " Pl — ©)F

A" fl@) 2 52, d (md ™ £(6) ) (2 = €) = X3 d" Puslw — ). (3.2.3:cq1)
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3.2.4 Observacgoes:

_l’_
+

1. 2n+k — (1 + 1)n+k — ( > 17L+k 7 ]_J

2\

< n+ ) (n+k)!

Jj jln+k —j)!

e se ] = n, tem-se

(n+ k)!

n+k
2 - nlk!

2. Usando a férmula integral de Cauchy 3.1.3, mostra-se que
1 /\

Demonstragao: Note que g = @ +k

integral de Cauchy 3.1.3 para encontrar d"g(£)(z):

. . ol md O + M)

(g d™ O @)@ = A aA
B 1 nl d™F (&) (x 4+ Aa)TF
B n—i—k!ﬁ/w ) An+1

(3.2.4:eql)

(3.2.4:eq2)

AR (&) € P(EE,F) ¢ 'H(E;F). Usando a férmula

B 1 l’ n+k (n + k) dn+kf(§)xn+kfj/\jaj I
n+ k! 2mi /) g J
1 nl S2 n+k . X
— e dn+k n+k—j ]/
n+ k! 2mi Z ( Ji ) f(&) “ n=p AT
j=0 p
— e m no
n+ k! 2mi ( n ) & (§)x"a" 2w
1 /k\
= 1 A" (€2 (a). (3.2.4:eq3)
Como vale para cada a, segue o resultado. ]
3. Usando 3.2.3:eql mostra-se que
1 1 5
Ed’“( d" f(g)) - —d"( dn ¥ f(§)> (3.2.4:eq4)

n!

(n+ k)!

Demonstragao: Desenvolvendo a série de Taylor para dr f, temos:
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mn ~ L mn
d'fe) = ) Sd@HEE=- )
k=0
Por 3.2.3:eql, temos:
. o 1 .
d" = " e — II).
/@) i ele-oun
k=0
Igualando (I) e (II) termo-a-termo e dividindo por n!, obtem-se o resultado. 0

A seguir, seguem trés lemas para o espago Hy(p)(L; F') cujas demonstracoes sao praticamente
idénticas as correspondentes ao espaco das fungoes nuclearmente inteiras de tipo limitado (ver

[6] pgs 52 a 57). De agora em diante, estaremos trabalhando com F = K = C.
3.2.5 Lema: Sejama € E e f € Hypu(E). Entao:

(i) d"f(z) € Hop(E) €

I F@)a) = 3 15 @ FO)F (a)

(i) no sentido de Hopy(E) para cadan =0,1,2, ...
ii

(reaf)@) = 3 L f(2) (a)

n!
n=0

no sentido de Hop)p(E) para cadan = 0,1,2,..., onde (T_of)(x) = f(x—(—a)) = f(z+a).

Demonstracgao:

(i) Se f € Hopyp(E), entao a série de Taylor de f em volta de 0 em z, é

Flr) = 3 " F(O)()

com d"f(0) € Py ("E), bem como
1/n
= 0.

a(p)

d"f(0)

) 1
lim —
n—oo n‘

Temos que

df(z) = Z " {md”%f(())} (x) (por 3.2.3:eql)

(por 3.2.4: eq2) = Z
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Portanto,

d"f(z)(a) = Z - d"*’“f 2* (a)
_ Zkldmkf
- ZH dn+kf(o)an (z) = d"f(a)(). (3.2.5:eql)

/\
Logo, segue que d"* f(0) € Ly ("™ E; F), d"™ f(0)a" € Py (*E; F) e como

1" F(O) o) =

1/p
= Oy sup (Z’Cu #1) o)y (@) - caom(an)bl)P)

reps llz; 1<1, 1<i<k
lla;[[<1, 1<i<n
o<1

segue que

. o 1/p
= inf [|(\)72lly  sup (Z crj(21) - o exj(zp)e (k+1)l(a)'--C(k+n)z(a)b(yj)|p>

reps lz;l1<1, 1<i<k
llbl<1

1/p
= el i IOl su (Zm 7). @)y () s (PP

z;I<1, 1<i<k
llbll<1

IN

lall™ 1" £ (0) o (3.2.5:eq2)

/\

Falta mostrar que d"f(0)(.)(a) = Yo d"Ff(0)a™ (1) estd em (Hopp(E), 7). Considere
p > 0:

’ 3 : ()

n _ n+k k — N i ntk k
UCTEED SFEETURICI W HZ LIRS

o = n+k

N Zk"dJrf() a(p)

k A
(por 3.2.5: eq2) < Z || i i )H o(p)
n! - n
S _n’ “ Z k'n‘ ’ +kf ) o(p)
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| e .
(por 3.2.4: eql) < %HCLH"Z d"* £(0)
k=n

(2p)*+"
(k+n)!

> a0

k=n

a(p)

n!
= —llal”
P o(p),2p

que converge a 0 quando 7 vai a infinito, pois f € (Hypu(E), 7).
(ii) Dada f € Ho)(E), definimos
(T-af)(2) = f(z — a)
para um a € E fixo. Claro que (7_f) € Hy(pp(E). Queremos mostrar que a série
o 1 ,\n
—d"f(.)(a)

n!
n=0

converge a (7_qf) no sentido de Hy((E). A série de Taylor de (7_,f)(x) em volta de 0 é:

(ruf)@) = 3 ~d'r o f(0)(x)

A" f(0)a" (z) (3.2.5:eq3)

(por 3.2.5: eql) = Y _ % >

S % S dE ) (2) (3.2.5:0q4)

[SEDIETIEE

a(p),p

(por 3:2.5: eql) = | 3 S DO =Y l [i Lk 0)an ()

pk 0 1 —_—
(por 3.2.5: eqd) = —H Z m] d" T £(0)a™
_ 1 . g
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IA
WK
=~

NE
=17

alp

& + k)! 1 .
or325 eq2) = 3. e (0 all” (d"“f 0
o0 o0 1 .
or 3.2.4: eql) = ho(ntk) |1 ”—‘ a0
(por 3245 cql) > s ol s o)

k=0 n=v+1
Agora como f € Hyp(E), tem-se que
) L s 1/j
lim (=1 f(0)ll,)) =0
j—oo\ !
ou seja, dado € > 0 existe N, natural, tal que se j > N,

1. - .
ﬁHd]f(O)Ha(p) <€

Escolha € > 0 tal que 2¢||al| < 1 e 2pe < 1. Segue que

(0.) oo 1 R o0 o0 1 .
k2n+k a n ‘ dn+k 0 — 2 k 2 a n ‘dTH*k 0
> 3 Al o), = 23 eoreldrg|etiol,,
(v=N) < D> @p)Flaf)re
k=0 n=v+1
< Y (200" Y (2]alle)”
k=0 n=v-+1
1 1 =
- . = > Cllalle)”]
1— 2pe [1—2”@“6 ;( lalle)
que tende a 0 quando v tende ao infinito. "

3.2.6 Lema: Seja E espaco de Banach tal que E' tem a propriedade de aprorimagao -
limitada. Seja T € [Hopw(E)] , entao existem p,c > 0 tais que |T(f)| < c||fllow),, para cada
[ € Hopp(E). Para cada P = Z;’il A0 € Py ("E) com A € Lops("E) tal que P = fl, defi-
nimos Tp(Axk) == 377, AjT(cp;?)ng;”k € Pop)("*E). Logo, para caday € E, T,(Az*)(y) € C.
Além disso,

1T (A2*) o) < ™| Ploe)-

Demonstracao: Quando E’ tem a propriedade de aproximacao A-limitada, Pr("E) é denso

em Py ("E) na norma ||.||s(p); logo, basta considerar P € P;("E).
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j=1
Entao
T (Az)(y) = T(eh)ei(w)" ",
j=1
e temos - m
T,(Az%) = Y T (b)) ™ € Py(" " E)
j=1

TN < ellbllowe < co®ll€f]low)

Logo,

HTI(Axk)Hg(p) = HZT SDJ k n kHo’(p)

n—k
< Z ()Pl | S

n— k
< Zcpp’wn%ug(p leos 15,7
= cppkpznsojn"p
< PpM sup Zl% )"

llzll=1
para cada representagao de P. Logo, elevando a 1/p ambos lados,

1T (Ao < M1 Pllagy.  VE <.

3.2.7 Lema: Sejam E espaco de Banach tal que E' tem a propriedade de aproximagdo -
limitada e T € (Hopw(E))'. Entao, (T * f)(x) :=T(1_.f), © € E define uma funcdo T x f €
Howp(E) para cada f € Hopp(E). Além disso, a aplicacao f € Howpw(E) — T * f € Hopu(E)

€ continua, linear e invariante sob translacao.

Demonstragao: Queremos mostrar que existem polinémios P, € P("FE) tais que
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Sabemos que (T * f)(x) = T(7_.f); logo

(T f)(x) = T(rof) = T(f(- +2))
(por 3.2.5:eq3) = T Z%(Z% d”““f(()) xk)}

serd que converge em Py ("E)?

/\

Como T' € (Hopp(E)), pelo lema 3.2.6 T,( d"* f(0) 2*) € P,)("E), para cada k = 0,1,...,

existem p, ¢ > 0 tais que [T(f)| < c.||fllop) €

e k|| Gntk
1T (™ £(0) %)o@y < cp®ld™ F(0)[lo@)

Seja pg > p, entao

—

szl (dmrkf ) k)HU(p) § Z%HTI<dn+kf(O) xk)Ha(p)
k=0

oo 1 R
(por 327 eql) < cp"(ld"™* £(0)]lo)
k=0

(o) 1 An
(b<p) < D gersld™ F(O) o
k=0

o0

n! 1, i
= o 3 I Oy

2n+k
+k)'p°

S| =
M8u

(por 3.2.4: eql) < c—

)
— o

=

Il

o

[
o
| =
Mg
v o

||dk ( )Ha(p)

e}
=
=

Il
3

)

s

o
i
o

A
o

| =

Mg
l\D

6 1A F(0) o r)

14" £(0) 1o

(3.2.7:eql)
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/\

P):2p0

= c—||f||a ),200

<oo.

> gt (0 )

converge para um polinémio P, € Py ("E) e temos que

Logo, a série

| P Ha(p) < C Hf”a(p) 2p0

e portanto
. 1 1/n 1 n! 1/n
im (1P de) " < m (el )

1 1/n
s-Ammwmm)-
Po =

Como isto vale para cada pg > p, tem-se que o limite é zero. Segue que

=" Pulw) € Hog(E).

FT'x é:
1. linear:
[T Af+9)l(x) = T(ro(Af+9))
T(AT—o(f) + 7-2(9))
= AT« f(x)+ T *g(x).

2. continua: Sejam p; > 0 e py > p; + p > p. Da linearidade e da definicao de ||.|[5(p),0,

oo pn
1T fllowon = Zn—l,llpnllo(p)
n=0 "

=" cnl
(por 3.2.7: eq3) < = | fllo().2¢0+01)

— !l (p+ p1)"

IN

( P1
(p+ p1)

logo, f é continua.

< 1= dc < oo tal que> < Hf”a ):2(p+p1)

Wi@qwﬂm s

113

(3.2.7:eq2)

(3.2.7:eq3)

temos
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3. invariante sob translagao:

(Tx7af)(x) = T(Tw0Taf)
= T(T—s+af)
= Txf(-—[—x+a])
= Txf([+2]—-a)
= [T+ f)](z). .

3.2.8 Definigao: Uma aplicacao O : Hopp(E) — Hopp(£) é chamada operador de con-

volugao sobre Hop)p( L) se, e s6 se:
(1) O é linear;
(2) O é continua;

(3) O é invariante sob translacao, no sentido que para cada a € E, f € H,(E),
O(1af) = 7.(Of),

onder,:z € E—az4+ac€ Ferf:2€FE— fl(x —a) € E. Chame ( o conjunto
dos operadores de convolugao sobre Hy(,),(£), que é uma &dlgebra com unidade, sob a

composicao de operadores como multiplicagao e as operacoes usuais de espaco vetorial.

3.2.9 Proposigao: Considere a sequinte aplica¢ao:
v: A — [Hopp(E))
O — 70O : Hopp(E) — K
f — (vO)(f) == (0£)(0).

A aplicagdo vy € linear e bijetiva de A em [Hypyp(E)]'.

Demonstracao: Considere a seguinte aplicacao:
7 Hoen(E) — d
@ = e 20 Heep(E) — Hoyp(E)
f = Je(f) = O(f) == [,

onde (p* f):z € E > ¢(1_,f) € K. Pelo lema 3.2.7 ¢ é um operador de convolugao para
cada ¢ em [Hypp(L)]'. Agora considere O € ( , a composicao Yoy ez € E:
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{7 o (O)(f)}(x

(pela definicao de ¥
f

) = ABONN}H=)
) = [(O)* fl(x)

) = (YO)(T-=f)
)
)

(pela definicao de ¢

(pela definicao de vO) = [O(7—_..f)](0)
(O é invariante sob translagao) = 7_,(Of)(0)
= 0f(0—(-2))
= Of(x)

logo, 7 0y é a identidade em . Sejam agora ¢ € [Hyp(E)]" € 70 7:

o) = BN
(pela defini¢ao de v) = (

logo, 7074 é a identidade em [H,(,)(E)]. Com isso tem-se que v é bijetiva, e a linearidade é

clara. n

Notacao: Para cada ¢ € [Hy)(E)] escreveremos J(p) = ¢* € (, onde 7 é a aplicacao

definida na proposicao que acabamos de ver.

3.2.10 Definicao: Para ¢; € [Hopp(E)], gix € A, i = 1,2, definimos
P1 % g 1= Y(prk 0 %) € [Hou(E)]'
Temos também que para cada f € Hopu(E),
(o1 % @2) x f = (1 % 02)(f) = F[y (1 0 @) ](f) = @rk 0 0 5 (f).

Dizemos que ¢ * o é 0 produto convolug¢ao ou simplesmente a convolugao de @1 e ps.

Considere as algebras com unidade (I, +, ., 0) e ([Hys(E)]', +, ., ). Observe que a aplicacao
7 preserva os produtos em (A e [H,qu(E)]; sejam O, 0y € A, ¢1,02 € [Hopp(£)] tais que

O; = p;*, entao
Y(O10 O3) = (@ 0 pax) = @1 * s
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Seja u € [Hy(p)p(E)]" a unidade dessa dlgebra, entdo como 1g = idy, ,,m) ¢ a unidade em

(, temos

u(f) =v1a(f) = 1af(0) = f(0).

3.2.11 Lema: Seja f € Hopw(E; F) e seja 7o 50 0 polinomio de Taylor de grau n de f na

ortgem. FEntao, para cada p > 0, temos

1f = Tusollow.,, — 0 para n — 00.
Demonstracao: o, o
I/ =7 sollow., = Hng’“f(O)— =" F(0) o),
k=0
=l Z _dk (O llow).e
k= n+1 '
oo pk Ak‘
> Glld Ol (32.11:¢ql)
k=n+1

Como f € Hopp(£; F), temos que
. 1, = 1/k
lim (1A FO) o) =0

e como conseqiiencia temos que

ko 1/k 1 4 1/k
. P k 1 Sk —
Jim (14" Ollen) ™ = i p (1" O)ln) =0

Segue pelo teste da raiz que a série converge:

o) pk R
S LI Ol <0 30 1Ol
k=n4+1 k= n+1 !
e portanto
- pk s n—oo
> Sl FO) o) = 0. -
k=n+1

3.2.12 Proposicao: Se E’ tem a propriedade de aproximacdao A-limitada, entdo o espaco

vetorial gerado por
{e?y: ¢ € F', yc F}

¢ denso em Hyp(E; F).
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Demonstragao: Chame f o subespaco vetorial fechado de Hy () (E; F) gerado por S = {e®y :
pe L, yeF}. Se feHopp(L;F), entao

f=" d F)
k=0

ou seja, se cada ci’“f(O) € B, entdo f € 8. Logo, basta mostrar que Py, ("E; F) C 8, para

cadan =0,1,2,... Temos que
[e.9] 1 .
=) 0"y VOEE, WyEF
n=0

no sentido de Hy(p)p(E; F'). Logo,

My=Y" ¢  VAeC,VoeE YyeF
n=0
no sentido de H,,)(E; F). Note que y = €’y € S . Queremos mostrar que ¢™.y € f§, para cada

n=0,1,2,.... Se p>0,e0# X\ € C, temos:

My —y
A

& )\nflqsn.y B
= [ Ay e
S n. a(p).p

a(p).p
)\—1¢0.y )\0¢1.y & )\n—1¢n'y

_ AR S A e DA
_HO!+1!+Z al ATy =0y

— a(p).p
_ ZP AL A" 2¢n
a(p)
_ p n—2 n
= I/\IZFIAI o™y
n=2 :
l
0 se [\| =0, Vo e E', Vy € F;

logo, ¢.y € f§. Hipdtese de inducao: y, ¢.y, %, ceey d)n -y , ef.

)@y Zn 1)\¢>
)\n

_ ”Z )\k; n¢k —1 )\k_”qﬁk.y B ¢ny

k! n!

a(p),p

B )\k n¢k
N ” Z o(p),p

= A Z _W’“ "Hell*lyl

k=n+1
!

0 se [\| =0, Vo € E', Vy € F;
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segue que ¢".y € 8§, e Ps("E;F) C . Como E’' tem a propriedade de aproximagao A-
limitada, Py("E; F) ¢ denso em P, ("E; F) e Pypy("E; F) € B, para cada n = 0,1,2,...
Como Py ("E; F) é denso em Ho (£ F), temos Hyp(E; F) = 8. n

3.3 Relacao entre o dual das fungoes holomorfas o(p)-
nucleares de tipo limitado e as funcoes holomorfas

de tipo 7(p)-somante exponencial

3.3.1 Definigao: A transformada de Borel ¢ de um funcional ¢ € [Hy(E)]
o B — C

a = ¢la) = p(e)

que estd bem definida, uma vez que e* € H,((F) para cada a € E'.

3.3.2 Definigao: Dada uma fungao inteira f € H(F; F), diremos que ela é 7(p; ¢)-somante de

tipo exponencial, se:

(i) d"f(0) € Pyipg)("E; F) para cadan = 0,1,2, .. ;
(ii) existirem constantes C' > 0 e p > 0 tais que

Hdnf<0)”7(p;q) < Cp", Vn = O, 1, 2, e
Denotaremos o conjunto de tais funcées por Exp;(.q) (E; )L

3.3.3 Proposicao: Sejam E Banach, E' com a propriedade de aproximagao \-limitada. Para
cada ¢ € [Hopp(E)|', ¢ € uma fungdo holomorfa 7(p)-somante de tipo exponencial em E', e a
aplicagao
B Howp(E) — Exprg)(E)
@ = @

estabelece um isomorfismo de dlgebras.

!Para ver mais sobre funcdes de tipo exponencial, ver [12] pg 240.
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Demonstragao:
F73 estd bem definida:
Sejam ¢ € [Hopp(E)] e a € E', entao
. o S pla”
Be)a) = pla) = ple) = 3 AL

n
n=0

Como P, ) ("E) € Hopp(£), podemos considerar a restricao ¢, = ¢|Pyp)("E). Pelo teorema

2.5.1 sabemos que
[Potn)("E)] = Pry ("E).

Logo, para cada ¢, € [Py ("E)]" existe um tinico polinémio P, € Pr(,("E’) tal que

on(9") = Pu(0), llenll = 1 Pall), 2 =0,1,2,....

Como ¢ é continua, existem C' > 0, p > 0 tais que para cada h € Hypp(E) tem-se |p(h)| <

C||h||o(p),p- Em particular, para cada g, € Py ("E), temos

|on(an)] = [0(gn)] < Cllgnllow)., = Cp"llgnllow) (3.3.3:eql)

e portanto ||¢n|| = || Pz < Cp™, n=10,1,2,... Como

segue que ¢ € Exp-p)(L').
F3 é linear:

—

BAe+9)(a) = (Ap+9) (a)
= (e +y)(e)
= Ap(e?) + (e
= Ap(a) +¢(a)
= M(p)(a) + B(¥)(a).

F(3 é injetiva:

Como (3 é linear, basta ver que 3(¢) = 0 implica que ¢ = 0. Se 3(¢) = 0, entao para cada
a € E', temos ¢(e*) = 0. Se h € Hopp(E), como {e* : a € E'} é denso em Hoy(p)p(E), existe
uma seqiiéncia {e*" },,>1 que converge a h. Como ¢ é continua,

w(h) = lim @(e) = 0.

n—oo
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Logo, o = 0 e (8 é injetiva.
3 é sobrejetiva: Seja P € Exprp) (L), com

oo

P(@) =Y Fala),

n=0
onde P, € Pr,y("E'), n=10,1,2,... e {HPAE{;}HZI limitada. Logo, existem constantes C' > 0
e p > 0 tais que
1/n
[P0l )

Como [Py ("E)]" =' Pr(,)("E'), existe um tnico funcional ¢, € [Py ("E)]’ tal que ¢,(a") =

= | Pl < Cp"
= 1Pl < :
< (p) P

P.(a), para cada a € E' e cadan =0,1,2,..., bem como ||, | = || P||p). Para h € Hypyu(E),
com h =% q, , fixe

Qo(h) = Z @n(%z)'

Entao

IA

Z |0 (gn)|

ZH‘PnHHQnHU(p) = ZHPTLHT(IJ)anHU(p) <
n=0 n=0

< O Planllowy = €D lallots =
n=0 n=0

= CHhHa(p),p

ou seja, ¢(h) € K, estando bem definida para cada h € Hy(p)p(£). Além disso, se a € £/,

n! n!

ola) = pleny = S 2 s Bla) _p)

n=0

Logo, dado P € Exp-() (L), encontramos ¢ € [H,,(E)] tal que 5(¢) = ¢ = P.

3 preserva os produtos nas algebras: Sejam ¢, 1, 92 € [Hopp(E)]'s b € Hopp(E) , an € E',

xr € E com h(z) = lim,_, e*":

(pxh)(x) = @(r—sh) = @(h(. +x))

= ¢(lim ea"('+w)) = lim gp(e“"('”))
= lim ¢"@p(et)) = h(z)p(h)
= (ho(h))(z). (3.3.3:eq2)

Logo, ¢ * h = hp(h). Segue que:
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—_—

p1#p2 (a) = (p1%xp2)(e?)
(definigao de @1 * p2) = (k0 wox)(e?)
) = (prx 0 pox)(e”)(0)
)

= o1(70(p2 x )

(definicao de ~
(defini¢ao de ¢
p1(ip2 * (e))
(€%pa(e”))
= p1(e)pa(e?)
= ¢u(a)pa(a).

(por acima com h =€) = ¢

Isso completa o teorema. n

Em [6] é estudado o seguinte resultado:

3.3.4 Proposicao: Sejam fi, f2, 9 € H(E) tais que f1 = fo.g e f1, f2 sao fung¢des inteiras de
tipo exponencial em E com fs nao identicamente nula. Entao g é também funcgao inteira de tipo

exponencial em E.
Matos obteve resultado andlogo para aplicagoes de tipo (p; m(s; ¢))-somante exponencial:

3.3.5 Proposicao: Para 0 < s < q < 400, se fi,g sao aplicagoes inteiras em E com valores
em F, fy inteira sobre E com valores em C, fa(a) # 0, fi(z) = fo(x)g(x) para cada © € E com
f1, fo de tipo (p;m(s; q))-somante exponencial em a € E, entdao g € de tipo (p; m(s;q))-somante

exponencial em a € E.

Surge entdo a pergunta natural: as fung¢oes holomorfas de tipo 7(p; ¢)-somante exponencial
satisfazem resultado analogo? Para obter tal resultado nao é possivel fazer demonstragoes se-
melhantes aquelas feitas por Matos e Gupta, uma vez que a caracterizacao destas fungoes nao

envolve convergéncia de seqiiéncias.
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