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Índice remissivo 123



xv

Resumo

Neste trabalho estendemos os conceitos de operadores τ -somantes e σ-nucleares apresen-

tados por Pietsch em seu livro Operator Ideals, para aplicações multilineares, polinômios e

funções holomorfas, estabelecendo uma relação de dualidade entre os mesmos. Apresentamos

também um teorema de dominação para aplicações e polinômios τ(p; q)-somantes, mostrando a

sua relação com as aplicações e polinômios semi-integrais, bem como um teorema de fatoração

para aplicações e polinômios σ(p)-nucleares.



Abstract xvii

Abstract

In this work we extend the concepts of τ -summing and σ-nuclear operators presented by

Pietsch in his book Operator Ideals, to multilinear mappings, polynomials and holomorphic

functions, thus establishing a duality relation between them. We also present a domination the-

orem for τ(p; q)-summing mappings and polynomials, showing their relation with semi-integral

mappings and polynomials, as well as a factorization theorem for σ(p)-nuclear mappings and

polynomials.



Introdução

Por volta dos anos 50, Alexandre Grothendieck desenvolveu um amplo trabalho sobre ope-

radores p-somantes. Mais tarde, no ano 1967, Albrecht Pietsch conseguiu isolar esta classe de

operadores e estabeleceu muitas de suas propriedades fundamentais. Em seu livro Operator Ide-

als são estudadas várias classes de operadores que possuem essas propriedades, dentre os quais

estão os operadores τ -somantes e os σ-nucleares, aqui estudados.

No caṕıtulo 1 estendemos para as aplicações multilineares os conceitos de operadores τ -

somantes e σ-nucleares. Tendo em vista uma analogia com a álgebra, as classes das aplicações

multilineares que generalizam esses conceitos serão chamados de Ln-módulos de aplicações; en-

tretanto, é bom lembrar que vários autores têm usado o termo ideal de aplicações. Ao trabalhar

com polinômios voltamos a usar o termo ideal de polinômios. Para o teorema de dominação

para aplicações τ(p)-somantes foram exploradas idéias já usadas por Pellegrino para aplicações

p-semi-integrais em [15], e de Matos e Alencar para aplicações absolutamente p-somantes em

[1]. Para as aplicações σ(p)-nucleares estendemos o teorema da fatoração. Para finalizar esse

caṕıtulo estabelecemos uma relação de dualidade entre as aplicações τ -somantes e as σ-nucleares.

No caṕıtulo 2 estendemos os resultados do caṕıtulo 1 para os polinômios n-homogêneos. No

caṕıtulo 3 desenvolvemos os conceitos de funções holomorfas de tipo τ(p)-somante exponencial

e funções holomorfas σ(p)-nucleares de tipo limitado e foi estabelecida a dualidade entre as

mesmas. As idéias usadas por Gupta em sua monografia [6] foram de grande valia.

Muita coisa ainda pode ser feita, relativa a esses operadores. Para as aplicações σ-nucleares

e σ(p)-nucleares falta explorar se temos uma relação de inclusão estrita. As relações entre τ -

somantes e σ-nucleares foram obtidas para o espaço F sendo reflexivo; e se não for será que

esse resultado vale? Os conceitos de procedimentos1 entre ideais de operadores e operadores

σ-integrais não foram mencionados neste trabalho, mas são também outro aspecto a se estudar.

1procedures - ver[17] pg 180

xix



Lista de notações

K = corpo de escalares (R ou C), N = {1, 2, 3, . . .}, N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} e Nm = {1, 2, 3, . . . , m}.

D, Di, E,Ei, F, Fi, G, Gi, U denotarão espaços de Banach.

dim E denota a dimensão do espaço E.

DimE será o conjunto dos subespaços vetoriais M de E com dim M < ∞.

‖.‖E é a norma usual em E. Denotaremos por β, τ e τ∗ as topologias forte (topologia relativa à

norma ‖.‖E, fraca e fraca∗ respectivamente, em E.
nE := E, . . .n vezes , E, xn := (x, . . .n vezes , x).

Σn = {σ : Nn → Nn : σ é bijeção} é o grupo simétrico de grau n.

BE = {x ∈ E : ‖x‖ < 1}.

W (BE1x . . . xBEn
) é o conjunto das probabilidades de Borel em BE1x . . . xBEn

.

Sejam xj ∈ E para cada j ∈ N:

(xj)
∞
j=1 ∈ lp(E), se ‖(xj)

∞
j=1‖p := (

∑∞
j=1 ‖xj‖

p)1/p < ∞;

(xj)
∞
j=1 ∈ lwp (E), se ‖(xj)

∞
j=1‖

w
p := supφ∈BE′

(
∑∞

j=1 |φ(xj)|
p)1/p < ∞;

(xj)
∞
j=1 ∈ lup (E), se (xj)

∞
j=1 ∈ lwp (E) e limm→∞ ‖(xj)

∞
j=m‖

w
p = 0.

Sejam xij ∈ Ei para cada j ∈ N e i = 1, . . . , n:

(x1j, . . . , xnj)
∞
j=1 ∈ lp(E1, . . . , En) se

‖(x1j, . . . , xnj)
∞
j=1‖p := (

∑∞
j=1 ‖x1j‖

p . . . ‖xnj‖
p)1/p < ∞;

(x1j, . . . , xnj)
∞
j=1 ∈ lwp (E1, . . . , En) se

‖(x1j, . . . , xnj)
∞
j=1‖

w
p := supφi∈BE′

i

(
∑∞

j=1 |φ1(x1j) . . . φn(xnj)|
p)1/p < ∞.

idE : E −→ E é a aplicação identidade em E.

L(E; F ) operadores lineares cont́ınuos de E em F ; E ′ := L(E; K).

Lf (E; F ) operadores lineares cont́ınuos cuja imagem em F é subespaço de dimensão finita.

La(E; F ) operadores lineares aproximáveis de E em F , i.e., que são o limite de operadores de

tipo finito (pg 29).

L(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares cont́ınuas de E1x . . . xEn em F .

xxi
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Lf (E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares cont́ınuas de E1x . . . xEn em F cuja imagem em F é

subespaço de dimensão finita.

La(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares aproximáveis de E1x . . . xEn em F , i.e., que são o limite

de aplicações de tipo finito (pg 29).

Las(E1, . . . , En; F ) := Las(1)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares absolutamente somantes de

E1x . . . xEn em F .

Las(p)(E1, . . . , En; F ) := Las(p;p)(E1, . . . , En; F ) é o espaço das aplicações n-lineares absoluta-

mente p-somantes de E1x . . . xEn em F .

Las(p;q)(E1, . . . , En; F ) := Las(p;q,...,q)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares absolutamente (p; q)-

somantes de E1x . . . xEn em F .

Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En; F ) é o espaço das aplicações n-lineares absolutamente (p; q1, . . . , qn)-

somantes de E1x . . . xEn em F (ver pg 15).

Ls(
nE; F ) aplicações n-lineares simétricas cont́ınuas (pg 73).

Lsi(E1, . . . , En; F ) := Lsi(1)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares semi-integrais.

Lsi(p)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares p-semi-integrais (pg 18).

Lσ(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares σ-nucleares (pg 27).

Lσ1(p)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares σ1(p)-nucleares (pg 50).

Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares σ(p)-nucleares (pg 19).

Lτ (p)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares τ(p)-somantes (pg 15).

Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ) aplicações n-lineares τ(p; q)-somantes (pg 12).

P(E; F ) polinômios cont́ınuos (pg 74).

P(nE; F ) polinômios n-homogêneos cont́ınuos (pg 73).

Pf (E; F ) polinômios n-homogêneos cont́ınuos de tipo finito, i.e., cuja imagem em F é subespaço

de dimensão finita.

Pa(E; F ) polinômios n-homogêneos cont́ınuos aproximáveis de E em F , i.e., que são o limite de

polinômios de tipo finito (pg 86).

Pσ(p)(
nE; F ) polinômios n-homogêneos σ(p)-nucleares (pg 80).

Pτ(p;q)(
nE; F ) polinômios n-homogêneos τ(p; q)-somantes (pg 77).

H(U ; F ) funções holomorfas de U em F (pg 101).

Hσ(p)b(U ; F ) funções holomorfas σ(p)-nucleares de tipo limitado de U em F (pg 103).

Expτ(p;q)(U ; F ) funções holomorfas τ(p; q)-somantes de tipo exponencial de U em F (pg 118).

τn,f (x) é o polinômio de Taylor de ordem n de f em ξ para x em E (pg 102).

Seja M ⊂ E subespaço vetorial:

JE
M : M →֒ E é a inclusão canônica; ‖JE

Mx‖ = ‖x‖ e ‖JE
M‖ = 1.
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QE
M : E → E/M é a aplicação quociente; ‖QE

M‖ = 1.

Se T : E −→ F é aplicação linear, sua adjunta é

T ′ : F ′ −→ E ′

y′ 7→ T ′y′ : E −→ K

x 7→ T ′y′(x) = y′ ◦ T (x).

Analogamente, para uma aplicação multilinear T : E1x . . . xEn −→ F , definimos:

T ′ : F ′ −→ L(E1, . . . , En; K)

y′ 7→ T ′y′ : E1, . . . , En −→ K

(x1, . . . , xn) 7→ T ′y′(x1, . . . , xn) = y′ ◦ T (x1, . . . , xn).

Em particular, se T = (T1⊗. . .⊗Tn) com Ti ∈ L(Ei; K), isto é, T (x1, . . . , xn) = T1(x1) . . . Tn(xn),

temos

(T1 ⊗ . . . ⊗ Tn)′ : K −→ L(E1, . . . , En; K)

λ 7→ (T1 ⊗ . . . ⊗ Tn)′λ : E1, . . . , En −→ K

(x1, . . . , xn) 7→ (T1 ⊗ . . . ⊗ Tn)′λ(x1, . . . , xn) :=

:= λ(T1(x1) . . . Tn(xn)).

E para uma transformação linear T : D1x . . . xDn → E1x . . . xEn , definimos

T ′ : (E1x . . . xEn)′ → (D1x . . . xDn)′

a 7→ T ′a : D1x . . . xDn → K

(u1, . . . , un) 7→ T ′a(u1, . . . , un) :=

a ◦ T (u1, . . . , un).

Em particular se T = (T1, . . . , Tn) : D1x . . . xDn → E1x . . . xEn , temos

T ′ : (E1, . . . , En)′ → (D1, . . . , Dn)′

a 7→ (T1, . . . , Tn)′a : D1x . . . xDn → K

(u1, . . . , un) 7→ [(T1, . . . , Tn)′a](u1, . . . , un) :=

a(T1u1, . . . , Tnun).

Para os casos acima vale que ‖T‖ = ‖T ′‖.

Para T = (T1, . . . , Tn) : D1x . . . xDn → E1x . . . xEn , também podemos definir

T n′ : L(E1, . . . , En; K) → L(D1, . . . , Dn; K)

a 7→ (T1, . . . , Tn)n′(a) : D1x . . . xDn → K

(u1, . . . , un) 7→ a(T1u1, . . . , Tnun).



xxiv Lista de Notações

Aqui temos que ‖(T1, . . . , Tn)‖ = ‖(T1, . . . , Tn)n′‖, ou seja ‖T‖ = ‖T n′‖.

Aplicação avaliação, definida para um x ∈ E:

AE(x) : E ′ −→ K

a 7→ AEx(a) := a(x)

tem-se que ‖AE(x)‖ = ‖x‖.

Aplicação avaliação multilinear, definida para (x1, . . . , xn) ∈ E1x . . . xEn:

An : E1x . . . xEn → (L(E1, . . . , En; K))′

(x1, . . . , xn) 7→ An(x1, . . . , xn) : L(E1, . . . , En : K) → K

a 7→ a(x1, . . . , xn)

e a exemplo do caso anterior temos ‖An(x1, . . . , xn)‖ = ‖x1‖ . . . ‖xn‖.

χK denota a função caracteŕıstica do conjunto K: χK(x) = 1, se x ∈ K e χK(x) = 0, se x 6∈ K



Caṕıtulo 0

Resultados preliminares

A seguir apresentamos definições e resultados que serão utilizados ao longo deste trabalho.

0.1 Definições e resultados diversos

Para p ≥ 1, denotaremos por p′ seu conjugado, ie, 1 = 1
p

+ 1
p′

. Lembre que (lp)
′ = lp′ , se

1 ≤ p < ∞.

0.1.1 Lema: Sejam E um espaço de Banach, p ≥ 1 e (aj)
∞
j=1 ∈ lwp (E ′), então:

sup
φ∈BE′′

( ∞∑

j=1

|φ(aj)|
p
)1/p

= sup
t∈BE

( ∞∑

j=1

|aj(t)|
p
)1/p

Demonstração:

sup
φ∈BE′′

( ∞∑

j=1

|φ(aj)|
p
)1/p

= sup
‖(λj)‖p′=1

sup
φ∈BE′′

|

∞∑

j=1

λjφ(aj)| = sup
φ∈BE′′

sup
‖(λj)‖p′=1

|φ(
∞∑

j=1

λjaj)|

= sup
‖(λj)‖p′=1

‖

∞∑

j=1

λjaj‖ = sup
‖(λj)‖p′=1

sup
t∈BE

|

∞∑

j=1

λjaj(t)| = sup
t∈BE

sup
‖(λj)‖p′=1

|

∞∑

j=1

λjaj(t)|

= sup
t∈BE

( ∞∑

j=1

|aj(t)|
p
)1/p

.

1



2 Resultados preliminares

0.1.2 Lema: Sejam E1, . . . , En espaços de Banach, e para i = 1, . . . , n sejam aij ∈ E ′
i tais que

( ∞∑

j=1

|φ1(a1j) . . . φn(anj)|
p
)1/p

< ∞, para φj ∈ E ′
j,

então:

sup
φi∈BE′′

i

( ∞∑

j=1

|φ1(a1j) . . . φn(anj)|
p
)1/p

= sup
ti∈BEi

( ∞∑

j=1

|a1j(t1) . . . anj(tn)|p
)1/p

.

Demonstração:

sup
φi∈BE′′

i

( ∞∑

j=1

|φ1(a1j) . . . φn(anj)|
p
)1/p

= sup
φi∈B

E′′
i

i6=1

sup
φ1∈BE′′

1

( ∞∑

j=1

|φ1

(
a1jφ2(a2j) . . . φn(anj)

)
|p

)1/p

(por 0.1.1) = sup
φi∈B

E′′
i

i 6=1

sup
t1∈BE1

( ∞∑

j=1

|
(
a1jφ2(a2j) . . . φn(anj)

)
(t1)|

p
)1/p

= sup
φi∈B

E′′
i

i 6=1,2

sup
t1∈BE1

sup
φ2∈BE′′

2

( ∞∑

j=1

|φ2

(
a1j(t1)a2jφ3(a3j) . . . φn(anj)

)
|p

)1/p

(por 0.1.1) = sup
φi∈B

E′′
i

i 6=1,2

sup
t1∈BE1

sup
t2∈BE2

( ∞∑

j=1

|
(
a1j(t1)a2jφ3(a3j) . . . φn(anj)

)
(t2)|

p
)1/p

= sup
φi∈B

E′′
i

i 6=1,2

sup
ti∈BEi
i=1,2

( ∞∑

j=1

|a1j(t1)a2j(t2)φ3(a3j) . . . φn(anj)|
p
)1/p

e assim por diante
...

= sup
φn∈BE′′

n

sup
φ1∈B

E′′
1

i6=n

( ∞∑

j=1

|a1j(t1) . . . an−1j(tn−1)φn(anj)|
p
)1/p

= sup
φn∈BE′′

n

sup
φ1∈B

E′′
1

i6=n

( ∞∑

j=1

|φn

(
a1j(t1) . . . an−1j(tn−1)anj

)
|p

)1/p

(por 0.1.1) = sup
tn∈BEn

sup
ti∈BEi

i 6=n

( ∞∑

j=1

|
(
a1j(t1) . . . an−1j(tn−1)anj

)
(tn)|p

)1/p

= sup
ti∈BEi

( ∞∑

j=1

|a1j(t1) . . . anj(tn)|p
)1/p

.
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0.1.3 Lema (Desigualdade de Hölder generalizada): Se 1
p
≤ 1

q1
+ . . .+ 1

qn
e (αij)

∞
j=1 ∈ lqi

para i = 1, . . . , n, então

( ∞∑

j=1

|α1j . . . αnj|
p
)1/p

≤
( ∞∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1

. . .
( ∞∑

j=1

|αnj|
qn

)1/qn

.

Demonstração: A Desigualdade de Hölder diz que para s ≥ 1 e 1 = 1/s + 1/s′

m∑

j=1

|αjβj| ≤
( m∑

j=1

|αj|
s
)1/s( m∑

j=1

|βj|
s′
)1/s′

e sua demonstração pode ser vista em [14] na pg 2. Para a versão generalizada, note primeiro

que se 1/q = 1/q1 + 1/q2, então 1 = 1/(q1/q) + 1/(q2/q). Logo, se ᾱj = αq
j e β̄j = βq

j , temos

m∑

j=1

|αjβj|
q =

m∑

j=1

|ᾱjβ̄j| ≤
( m∑

j=1

|ᾱj|
(q1/q)

)1/(q1/q)( m∑

j=1

|β̄j|
(q2/q)

)1/(q2/q)

=
( m∑

j=1

|αj|
q.(q1/q)

)1/(q1/q)( m∑

j=1

|βj|
q.(q2/q)

)1/(q2/q)

=
( m∑

j=1

|αj|
q1

)1/(q1/q)( m∑

j=1

|βj|
q2

)1/(q2/q)

e portanto

( m∑

j=1

|αjβj|
q
)1/q

≤
( m∑

j=1

|αj|
q1

)1/q1
( m∑

j=1

|βj|
q2

)1/q2

Agora considere 1/q = 1/q1 + . . .+1/qn e chame 1/pi = 1/qi + . . .+1/qn para i = 1, . . . , n−1.

Então 1/q = 1/q1 + 1/p1, de onde segue que

( m∑

j=1

|α1j(α2j . . . αnj)|
q
)1/q

≤
( m∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1
( m∑

j=1

|(α2j . . . αnj)|
p1

)1/p1

Como 1/p1 = 1/q2 + . . . + 1/qn, temos

( m∑

j=1

|α2j(α3j . . . αnj)|
p1

)1/p1

≤
( m∑

j=1

|α2j|
q2

)1/q2
( m∑

j=1

|(α3j . . . αnj)|
p2

)1/p2
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e juntando com acima,

( m∑

j=1

|α1j . . . αnj|
q
)1/q

≤
( m∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1
( m∑

j=1

|α2j|
q2

)1/q2
( m∑

j=1

|(α3j . . . αnj)|
p2

)1/p2

e depois de repetir esse processo n − 1 vezes, obtemos

( m∑

j=1

|α1j . . . αnj|
q
)1/q

≤
( m∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1

. . .
( m∑

j=1

|αnj|
qn

)1/qn

Para 1 ≤ q ≤ p, sabemos que ‖.‖p ≤ ‖.‖q. Logo,

( m∑

j=1

|α1j . . . αnj|
p
)1/p

≤
( m∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1

. . .
( m∑

j=1

|αnj|
qn

)1/qn

≤
( ∞∑

j=1

|α1j|
q1

)1/q1

. . .
( ∞∑

j=1

|αnj|
qn

)1/qn

.

e como isso vale para cada m ∈ N, seque o resultado.

0.1.4 Definição: Dado X um espaço topológico, dizemos que f : X → R é função semi-

cont́ınua inferior se o conjunto {x : f(x) > λ} é aberto para cada λ ∈ R.

0.1.5 Definição: Dizemos que f : E → R é função convexa se para x, y ∈ E e escalares

α, β ∈ R
+ com α + β = 1 tem-se f(αx + βy) ≤ αf(x) + βf(y).

0.1.6 Definição: Uma coleção F de funções reais Φ definidas num conjunto K é chamada

côncava, se para cada n ∈ N, Φ1, . . . , Φn ∈ F e α1, . . . , αn ≥ 0 tais que
∑n

i=1 αi = 1, existe

Φ ∈ F satisfazendo

Φ(x) ≥
n∑

i=1

αiΦi(x), para cada x ∈ K.
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Um exemplo de uma famı́lia côncava de funções: sejam K = [0,∞[ e F = {f1, f2}, onde

f1(x) = x, f2(x) = 2x. Então, para 0 ≤ α1, α2 ≤ 1 e α1 + α2 = 1, temos:

α1f1(x) + α2f2(x) = α1x + α22x = (α1 + α2)x + α2x = 1x + α2x ≤ 2x = f2(x).

0.1.7 Lema (Ky Fan): Seja K um subconjunto convexo compacto de um espaço vetorial

topológico Hausdorff, e seja F uma coleção côncava de funções reais convexas semi-cont́ınuas

inferiores em K. Suponha que para cada Φ ∈ F existe x ∈ K com Φ(x) ≤ ̺. Então podemos

encontrar x0 ∈ K tal que Φ(x0) ≤ ̺ para toda Φ ∈ F simultaneamente.

A demonstração deste lema pode ser vista em [17] pg 40

0.1.8 Definição: Sejam X um espaço localmente compacto de Hausdorff, e Cc(X) o espaço

das funções de X em R, cont́ınuas na topologia de X, com suporte compacto. Dizemos que um

funcional φ ∈ Cc(X)∗ é positivo, se φ(f) ≥ 0 sempre que f ≥ 0.

0.1.9 Definição: Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel em X que é finita

sobre conjuntos compactos, regular externa em conjuntos de Borel E, ie,

µ(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E,U aberto}

e regular interna em todo conjunto aberto A, ie,

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A,K compacto}.

0.1.10 Teorema (da representação de Riesz): Se 0 ≤ f ≤ 1 e {x ∈ X : f(x) 6= 0} ⊆ U ,

escrevemos f ≺ U , e seja χK a função caracteŕıstica de K. Se φ é um funcional linear positivo

em Cc(X), existe uma única medida de Radon µ em X tal que φ(f) =
∫

fdµ para cada f ∈ Cc(X).

Além disso, µ satisfaz

µ(A) = sup{φ(f) : f ∈ Cc(X) e f ≺ U} para cada aberto A ∈ X,

µ(K) = sup{φ(f) : f ∈ Cc(X) e f ≥ χK} para cada compacto K ∈ X,
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Mais detalhes podem ser vistos em [5] pg 205.

0.1.11 Teorema (Alaoglu): Se E é um espaço vetorial normado, a bola unitária fechada

{φ ∈ E ′ : ‖φ‖ = 1} em E ′ é compacto na topologia fraca*.

Para mais detalhes, ver [5] pg 162.

0.2 Prinćıpio da reflexividade local

0.2.1 Lema (Auerbach): Se E for um espaço normado, dim E = n < ∞, então existem

x1, . . . , xn ∈ E e P1, . . . , Pn ∈ E ′ tais que ‖ei‖ = ‖Pi‖ = 1 e Pi(ej) = δij para 1 ≤ i, j ≤ n, onde

δij denota o delta de Kronecker.

A demonstração deste lema pode ser vista em [17], pg 29 B.4.8.

0.2.2 Lema (Nachbin): Se f, f1, f2, . . . , fn são funcionais lineares num espaço vetorial,

então f é combinação linear de f1, f2, . . . , fn se e só se

ker f ⊃ ker f1 ∩ ker f2 ∩ . . . ∩ ker fn.

A demonstração desse lema pode ser vista em [13] pg 32 lemma 8.

0.2.3 Proposição: Dados E um espaço normado, e M ∈ DimE ′ com dimM = m, existem

x1, x2, . . . , xm ∈ E e a1, a2, . . . , am ∈ E ′ tais que ai(xj) = δij para 0 ≤ i, j ≤ m e

E = Kx1 ⊕ . . . ⊕ Kxm ⊕

m⋂

i=1

ker ai.

Demonstração: Seja {a1, a2, . . . , am} uma base de M. Posso supor que ‖ai‖ = 1, para cada

i = 1, . . . , m. Pelo lema 0.2.2, temos que

ker ai 6⊃
⋂

j 6=i

ker aj
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ou seja, existe xi ∈
⋂

j 6=i ker aj com xi 6∈ ker ai; em outras palavras, ai(xi) 6= 0 e aj(xi) = 0

para cada j 6= i, obtendo {x1, . . . , xm} li. Se ‖ai(xi)‖ 6= 1, troco xi por xi/‖ai(xi)‖ e assim

ai(xj) = δij.

Mostremos que E = Kx1 ⊕ . . . ⊕ Kxm ⊕
⋂m

i=1 ker ai. Lembre que E = Kxi ⊕ ker ai para

i = 1, . . . , m. Seja z ∈ E = Kx1 ⊕ ker a1:

z = λ1x1 + z1 , z1 ∈ ker a1 ⊂ E = Kx2 ⊕ ker a2

= λ1x1 + λ2x2 + z2 , z2 ∈ ker a1

⋂
ker a2 ⊂ E = Kx3 ⊕ ker a3

...

= λ1x1 + . . . + λm−1xm−1 + zm−1 , zm−1 ∈
⋂m−1

i=1 ker ai ⊂ E = Kxm ⊕ ker am

= λ1x1 + . . . + λmxm + zm , zm ∈
⋂m

i=1 ker ai.

Em [2] pg 73 podemos ver as demonstrações dos resultados que seguem:

0.2.4 Lema (Helly): Dados M ∈ DimE ′ e ǫ > 0, para cada α0 ∈ E ′′, existe x0 ∈ E tal que

‖x0‖ ≤ (1 + ǫ)‖α0‖ e a(x0) = α0(a) para cada a ∈ M .

0.2.5 Lema (Prinćıpio fraco da reflexividade local): Suponha que dimD < ∞. Sejam

S ∈ L(D; E ′′) e M ∈ Dim(E ′). Dado ǫ > 0, existe X ∈ L(D; E) tal que ‖X‖ ≤ (1 + ǫ)‖S‖ e

b(Xu) = (Su)(b) para cada u ∈ D e b ∈ M .

O lema que segue está em [17] pg 40 E.3.2:

0.2.6 Lema: Sejam E, D espaços de Banach e suponha que D tem dimensão finita. Sejam

Y ∈ L(E ′; D′)e T ∈ Lf (F
′; E ′). Então, dado ǫ > 0 existe X ∈ L(D; E) tal que ‖X‖ ≤ (1+ǫ)‖Y ‖

e X ′T = Y T .

0.3 A propriedade de aproximação

0.3.1 Definição: Sejam E um espaço vetorial e A um subconjunto. Dizemos que A é

absolutamente convexo se αx + βy ∈ A para todo x, y ∈ A e α, β ∈ K com |α| + |β| ≤ 1.
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0.3.2 Definição: Um espaço normado E tem a

1. propriedade da aproximação se para cada compacto absolutamente convexo K ⊂ E e ǫ > 0,

existe T ∈ Lf (E; E) com ‖x − Tx‖ ≤ ǫ para cada x ∈ K.

2. propriedade da aproximação limitada se para algum λ ∈ [1,∞) existe uma rede (Tη) com

Tη ∈ Lf (E; E), ‖Tη‖ ≤ λ e Tη → idE em Lco(E; E) = [L(E; E), τco].

3. propriedade da aproximação λ0-limitada se vale a propriedade da aproximação limitada

para λ = λ0.

4. propriedade da aproximação métrica se vale a propriedade da aproximação limitada para

λ = 1.

As demonstrações dos lemas que seguem são pequenas adaptações das que estão em [17] pg

131 e 132 (10.2.4, 10.2.5 e 10.2.6):

0.3.3 Lema: Suponha que E tem a propriedade de aproximação limitada. Sejam M ∈ DimE

e ǫ > 0. Então existe um operador A ∈ Lf (E; E) tal que ‖A‖ ≤ (1 + ǫ)λ e Ax = x, para cada

x ∈ M .

0.3.4 Lema: Suponha que F tem a propriedade de aproximação limitada. Sejam S ∈

Lf (E; F ) e ǫ > 0. Então existem λ ≥ 1 e um operador B ∈ Lf (F ; F ) tal que ‖B‖ ≤ (1 + ǫ)λ e

BS = S.

0.3.5 Lema: Suponha que E ′ tem a propriedade de aproximação limitada. Seja S ∈ Lf (E; F )

e seja ǫ > 0. Então existem λ ≥ 1 e um operador X ∈ Lf (E; E) tal que ‖X‖ ≤ (1 + ǫ)λ e

SX = S.



Caṕıtulo 1

Aplicações n-lineares τ (p; q)-somantes e

σ(p)-nucleares

1.1 Ln-módulos de aplicações n-lineares

Sejam Ei, F espaços de Banach sobre um corpo K. Denotaremos por Ln a classe de todas as

aplicações n-lineares entre espaços de Banach arbitrários. Um Ln-módulo de aplicações n-line-

ares M é um subconjunto de Ln tal que as componentes

M(E1, . . . , En; F ) := M∩L(E1, . . . , En; F )

satisfazem as seguintes condições:

(M1) In = 1 ⊗ · · ·n vezes ⊗ 1 ⊗ 1 ∈ M(K, . . .n vezes , K; K), onde In(λ1, . . . , λn) = λ1. . . . .λn.

(M2) Se S1, S2 ∈ M(E1, . . . , En; F ), então S1 + S2 ∈ M(E1, . . . , En; F ).

(M3) Se S ∈ M(E1, . . . , En; F ), R ∈ L(F ; G) e T = (T1, . . . , Tn) onde Ti ∈ L(Di; Ei), então

RST ∈ M(D1, . . . , Dn; G).

Note que a aplicação nula de E1x . . . xEn em F está em M(E1, . . . , En; F ), pois se R : y ∈

F 7→ R(y) := 0 ∈ F e T = (T1, . . . , Tn) onde Ti ∈ L(Ei; Ei), ela pode ser obtida pela composição

RST , que pela propriedade (M3) está em M(E1, . . . , En; F ).

Sob a condição (M3), a propriedade (M1) é equivalente à propriedade (M1′):

(M1′) ai ∈ E ′
i e y ∈ F implicam a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y ∈ M(E1, . . . , En; F ).

⊢(M1) ⇔ (M1′)

9
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(⇒) Como a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y = (1 ⊗ y) ◦ In ◦ (a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1) por (M3) e (M1) segue que

a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y ∈ M.

(⇐) Como In = 1 ⊗ · · ·n vezes ⊗ 1 ⊗ 1 por (M1′) segue que In ∈ M.

Uma aplicação não negativa ‖.‖M de M em K será chamada quasi-norma em M se:

(QN1) ‖In‖M = 1.

(QN2) Existe uma constante cM ≥ 1 tal que ‖S1 + S2‖M ≤ cM(‖S1‖M + ‖S2‖M) para cada

Si ∈ M(E1, . . . , En; F ), ∀n ∈ N, ∀E1, . . . , En, F .

(QN3) ‖RST‖M ≤ ‖R‖‖S‖M‖T1‖ . . . ‖Tn‖ para S ∈ M(E1, . . . , En; F ), R ∈ L(F ; G) e T =

(T1, . . . , Tn) onde Ti ∈ L(Di; Ei).

Se a constante cM for igual a 1, então ‖.‖M é uma norma. Como conseqüência dessa definição

temos a seguinte propriedade:

⊢Se S ∈ M(E1, . . . , En; F ), então ‖S‖ ≤ ‖S‖M:

|b(S(x1, . . . , xn))| ≤ ‖b ⊗ 1‖‖S‖M‖1 ⊗ x1‖ . . . ‖1 ⊗ xn‖, x1 ∈ Ei, . . . , xn ∈ En, b ∈ F.

Logo

‖S‖ = sup
‖xi‖≤1

‖S(x1, . . . , xn)‖F

= sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

|b(S(x1, . . . , xn))|

≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

‖b ⊗ 1‖‖S‖M‖1 ⊗ x1‖ . . . ‖1 ⊗ xn‖ = ‖S‖M.

Note que a propriedade (QN1) é equivalente a

(QN1′) ‖a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y‖M = ‖a1‖ . . . ‖an‖‖y‖ para cada ai ∈ E ′
i e y ∈ F .

⊢
(
‖a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y‖M = ‖a1‖ . . . ‖an‖‖y‖

)
⇔

(
‖1 ⊗ . . .n vezes ⊗ 1 ⊗ 1‖M = 1

)
.

(⇒) É claro.

(⇐) Para S = a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y, já sabemos que ‖a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y‖M = ‖S‖ ≤ ‖S‖M.

Por outro lado, temos que S = (1 ⊗ y)In(a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1), e por (QN3) tem-se ‖S‖M ≤

‖1 ⊗ y‖‖In‖M‖a1 ⊗ 1‖ . . . ‖an ⊗ 1‖ = ‖y‖1‖a1‖ . . . ‖an‖.

Alguns autores têm chamado de ideais de aplicações n-lineares aos Ln-módulo de aplicações

n-lineares aqui definidos, mas por uma analogia com a álgebra preferimos usar a segunda de-

nominação.
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Uma quasi-norma ‖.‖M é chamada de r-norma (0 < r ≤ 1) se vale a desigualdade r-triangular

(QN2′) ‖S1 + S2‖
r
M ≤ ‖S1‖

r
M + ‖S2‖

r
M para S1, S2 ∈ M(E1, . . . , En; F ).

Se r = 1, ‖.‖M é chamada de norma. Diremos que [M, ‖.‖M] é um Ln-módulo r-normado

de aplicações n-lineares ou simplesmente um Ln-módulo r-normado se M for um Ln-módulo

de aplicações n-lineares com uma r-norma ‖.‖M tal que todo subespaço vetorial topológico

Hausdorff1 M(E1, . . . , En; F ) seja completo. Se r = 1, diremos que [M, ‖.‖M] é um Ln-módulo

de Banach de aplicações n-lineares ou apenas Ln-módulo de Banach .

O resultado a seguir é muito útil:

1.1.1 Teorema: Seja M uma subclasse de Ln com uma função com valores não negativos

‖.‖M tal que para algum 0 < r ≤ 1 são satisfeitas as seguintes condições:

(0) In(λ1, . . . , λn) := λ1. . . . .λn está em M e ‖In‖M = 1.

(1) Se S1, S2, . . . ∈ M(E1, . . . , En; F ) e
∑∞

k=1 ‖Sk‖
r
M < ∞, então S =

∑∞
k=1 Sk ∈ M(E1, . . . ,

En; F ) e ‖S‖r
M ≤

∑∞
k=1 ‖Sk‖

r
M.

(2) Ti ∈ L(Di; Ei), S ∈ M(E1, . . . , En; F ) e R ∈ L(F ; G), implicam RS(T1, . . . , Tn) ∈ M(D1,

. . . , Dn; G) e ‖RST‖M ≤ ‖R‖ ‖S‖M ‖T1‖ . . . ‖Tn‖.

Então, [M, ‖.‖M] é um Ln-módulo r-normado de aplicações n-lineares e se r = 1, [M, ‖.‖M] é

um Ln-módulo de Banach de aplicações n-lineares.

Demonstração: Note que (0) implica M1 e QN1, (2) implica M3 e QN3 e (1) implica M2 e

QN2. A completude do espaço vetorial topológico Hausdorff M(E1, . . . , En; F ) também segue

de (1): seja (Rk)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em M(E1, . . . , En; F ); logo, dado ǫ > 0 existe

Jǫ ∈ N tal que se k, l ≥ Jǫ, então

‖Rk − Rl‖
r
M ≤ ǫ.

Sejam T1 = R1, T2 = R2 − R1, . . . , Tk = Rk − Rk−1, então
∑k

j=1 Tj = Rk. Vejamos que a série
∑k

j=1 Tj é de Cauchy:

‖

k∑

j=1

Tj −

l∑

j=1

Tj‖
r
M ≤ ‖Rk − Rl‖

r
M ≤ ǫ

para k, l ≥ Jǫ. A seguir considere uma seqüência de naturais (nk)
∞
k=1 tais que nk ≤ nk+1 para

cada k satisfazendo

1Como [M(E1, . . . , En;F ), ‖.‖] é sempre Hausdorff e ‖.‖ ≤ ‖.‖M, segue que [M(E1, . . . , En;F ), ‖.‖M] é sempre

Hausdorff.
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‖

nk+1∑

j=1

Tj −

nk∑

j=1

Tj

︸ ︷︷ ︸
Sk

‖r
M ≤ ǫ/2k

Então,
∑∞

k=1 ‖Sk‖
r
M ≤

∑∞
k=1 ǫ/2k = ǫ < ∞. Tem-se que S =

∑∞
k=1 Sk ∈ M(E1, . . . , En; F ) e

que ‖S‖r
M ≤

∑∞
k=1 ‖Sk‖

r
M < ǫ, por (1). Como

S =
∞∑

k=1

Sk =
∞∑

k=1

[nk+1∑

j=1

Tj −

nk∑

j=1

Tl

]
=

∞∑

k=1

( nk+1∑

j=nk+1

Tj

)
=

∞∑

j=n1+1

Tj,

se R =
∑n1

j=1 Tj + S ∈ M(E1, . . . , En; F ) com k ≥ n1 ≥ Jǫ, então

‖Rk − R‖r
M =

∥∥∥
k∑

j=1

Tj −
( n1∑

j=1

Tj + S
)∥∥∥

r

M

≤
∥∥∥

k∑

j=1

Tj −

n1∑

j=1

Tj

∥∥∥
r

M
+ ‖S‖r

M

(k, n1 ≥ Jǫ) < ǫ + ǫ

seguindo a completude do espaço.

Mostra-se facilmente que as aplicações Lf de tipo finito formam um Ln-módulo de aplicações

n-lineares e estão contidas em todo Ln-módulo de aplicações n-lineares M.

1.2 Aplicações n-lineares τ (p; q)-somantes

Para uma aplicação multilinear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) e 1 ≤ q ≤ p, diremos que S é τ(p; q)-

somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que para quaisquer m ∈ N, xij ∈ Ei, bj ∈ F ′,

i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m vale a desigualdade seguinte:

( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q
)1/q

ou equivalentemente, por 0.1.1( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
q
)1/q

.

onde ai ∈ E ′
i, y ∈ F e β ∈ F ′′. Denotaremos o conjunto das aplicações n-lineares τ(p; q)-somantes

de E1x . . . xEn em F por Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ) e nela definimos a norma ‖S‖τ(p;q) := inf C para

a constante que aparece na expressão acima.
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Observe que se p < q e S é τ(p; q)-somante, então S = 0. Fixe x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En, b ∈ F ′

e considere (λj)
∞
j=1 ∈ lnq \ lnp. Sejam xij = xi ∈ Ei, bj = b ∈ F ′, para i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , m

para cada m ∈ N. Então:

( m∑

j=1

|λj|
np

)1/p

|bS(x1, . . . , xn)| =
( m∑

j=1

|λn
j bS(x1, . . . , xn)|p

)1/p

=
( m∑

j=1

|bS(λjx1, . . . , λjxn)|p
)1/p

(S ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F )) ≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(λjx1) . . . an(λjxn)b(y)|q
)1/q

= C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|λj|
nq|a1(x1) . . . an(xn)b(y)|q

)1/q

= C
( m∑

j=1

|λj|
nq

)1/q

sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

|a1(x1) . . . an(xn)b(y)|

= C
( m∑

j=1

|λj|
nq

)1/q

‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

então

( m∑

j=1

|λj|
np

)1/np (
|bjS(x1, . . . , xn)|

)1/n

︸ ︷︷ ︸
constante

≤
( m∑

j=1

|λj|
nq

)1/nq (
C‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

)1/n

︸ ︷︷ ︸
constante

.

Como (λj)
∞
j=1 ∈ lnq \ lnp, para um m grande o suficiente teremos que

( m∑

j=1

|λj|
np

)1/np (
|bjS(x1, . . . , xn)|

)1/n

︸ ︷︷ ︸
constante

>
( m∑

j=1

|λj|
nq

)1/nq (
C‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

)1/n

︸ ︷︷ ︸
constante

,

que só vale se S for identicamente nula. Sendo assim, de agora em diante trabalharemos sempre

com p ≥ q.

Usando 1.1.1 mostraremos que Lτ(p;q) com ‖.‖τ(p;q) é Ln-módulo de Banach de aplicações

n-lineares.

⊢(0): Mostraremos que In ∈ Lτ(p;q) e que ‖In‖τ(p;q) = 1. Note que

( m∑

j=1

|γj(In(λ1j, . . . , λnj))|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|γjλ1j. . . . .λnj|
p
)1/p
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=
( m∑

j=1

|1.λ1j. . . . .1.λnj.γj.1|
p
)1/p

(p ≥ q ⇒ ‖.‖p ≤ ‖.‖q) ≤ sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1.λ1j. . . . an.λnj.γj.y|
q
)1/q

para quaisquer γj ∈ K, λij ∈ K, m ∈ N i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , m, ou seja In é τ(p; q)-somante

e ‖In‖τ(p;q) ≤ 1. Como 1 = inf C, então ‖In‖τ(p;q) = 1.

⊢(1): Sejam S1, S2, . . . ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ) tais que
∑∞

k=1 ‖Sk‖τ(p;q) < ∞. Para cada Sk

sabemos que

( m∑

j=1

|bj(Sk(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤ ‖Sk‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q
)1/q

.

Para S =
∑∞

k=1 Sk e m ∈ N, temos que:

m∑

j=1

(
|bj(S(x1j, . . . , xnj))|

p
)1/p

=
( m∑

j=1

|bj(
∞∑

k=1

Sk(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

(des. triangular) ≤

∞∑

k=1

( m∑

j=1

|bj(Sk(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤

∞∑

k=1

[
‖Sk‖τ(p;q) sup

‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q
)1/q]

=
( ∞∑

k=1

‖Sk‖τ(p;q)

)[
sup

‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q
)1/q]

de onde segue que S ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ) e ‖S‖τ(p;q) ≤
∑∞

k=1 ‖Sk‖τ(p;q).

⊢(2): A seguir considere as transformações lineares Ti : Di −→ Ei para i = 1, . . . , n e R : F −→

G linear cont́ınua, onde D1, . . . , Dn e G são espaços de Banach. Vejamos que RS(T1, . . . , Tn) ∈

Lτ(p;q)(D1, . . . , Dn; G) para S ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ). Fixado m ∈ N, considere uij ∈ Di, cj ∈

G′ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m:

( m∑

j=1

|cj(RS(T1, . . . , Tn)(u1j, . . . , unj))|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|(R′cj)(S(T1u1j, , . . . , Tnunj))|
p
)1/p

(S ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F )) ≤ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(T1u1j) . . . an(Tnunj)(R
′cj)(y)|q

)1/q

= ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

∣∣∣∣a1

( T1

‖T1‖
u1j

)
. . . an

( Tn

‖Tn‖
unj

)
cj (Ry)

∣∣∣∣
q)1/q
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= ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

∣∣∣∣
T ′

1

‖T1‖
a1(u1j) . . .

T ′
n

‖Tn‖
an(unj)cj

(
R

‖R‖
y

)∣∣∣∣
q)1/q

≤ ‖T1‖...‖Tn‖ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖vi‖≤1
‖z‖≤1

( m∑

j=1

|v1(u1j)...vn(unj)cj(z)|q
)1/q

.

Portanto RS(T1, . . . , Tn) é τ(p; q)-somante, e

‖RS(T1, . . . , Tn)‖τ(p;q) ≤ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) ‖T1‖ . . . ‖Tn‖.

Pelo teorema 1.1.1 temos então que Lτ(p;q) com a norma ‖.‖τ(p;q) é Ln-módulo normado de

aplicações n-lineares. Como conseqüência temos que ‖S‖ ≤ ‖S‖τ(p;q) e que se S = a1⊗· · ·⊗an⊗y,

tem-se ‖S‖τ(p;q) = ‖a1‖ . . . ‖an‖‖y‖. Quando tivermos p = q, escreveremos Lτ (p) e ‖S‖τ(p) ao

invés de Lτ (p;p) e ‖S‖τ(p;p), respectivamente e diremos que S é τ(p)-somante, e se p = q = 1,

escreveremos Lτ e ‖S‖τ ao invés de Lτ (1) e ‖S‖τ(1), respectivamente e diremos que S é τ -somante.

Observe que se 1 ≤ s ≤ r ≤ q ≤ p, então

Lτ (q;r) ⊆ Lτ (p;s),

pois, se S ∈ Lτ (q;r), temos que

( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤
( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
q
)1/q

≤

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|r
)1/r

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|s
)1/s

.

Além disso, das desigualdades acima segue que

‖S‖τ(p;r) ≤ ‖S‖τ(q;r), ∀S ∈ Lτ(q;r) ⊆ Lτ(p;r) e ‖S‖τ(q;s) ≤ ‖S‖τ(q;r), ∀S ∈ Lτ(q;r) ⊆ Lτ(q;s).

Pelo lema 0.1.1 temos que se S é τ(p; q)-somante, então

( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
q
)1/q

.

Esta desigualdade será útil mais tarde, e para mostrar uma relação entre aplicações τ(p; q)-

somantes e aplicações absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somantes:

Lembre que uma aplicação n-linear T ∈ L(E1, . . . , En; F ) é absolutamente (p; q1, . . . , qn)-

somante se 1
p
≤ 1

q1
+ . . . + 1

qn
, e se existe uma constante C ≥ 0 tal que ∀m,n ∈ N, ∀xij ∈ Ei,

i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , m
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( m∑

j=1

‖T (x1j, . . . , xnj)‖
p
)1/p

≤ C

n∏

i=1

sup
‖ai‖≤1

( m∑

j=1

|ai(xij)|
qi

)1/qi

.

Pela desigualdade de Hölder generalizada, se 1
q
≤ 1

q1
+ . . . + 1

qn
, então

( m∑

j=1

(‖x1j‖ . . . ‖xnj‖)
q
)1/q

≤
( m∑

j=1

‖x1j‖
q1

)1/q1

. . .
( m∑

j=1

‖xnj‖
qn

)1/qn

.

Dada S ∈ L(E1, . . . , En; F ), podemos definir SF ∈ L(E1, . . . , En, F ′; K) por

SF (x1, . . . , xn, b) := bS(x1, . . . , xn).

Segue que se 1
q

= 1
q1

+ . . . + 1
qn

+ 1
qn+1

e se S é τ(p; q)-somante,

( m∑

j=1

|SF (x1j
, . . . , xnj

, bj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|bjS(x1j
, . . . , xnj

)|p
)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q
)1/q

(Hölder) ≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j)
q1

)1/q1

. . .
( m∑

j=1

|an(xnj)|
qn

)1/qn
( m∑

j=1

|bj(y)|qn+1

)1/qn+1

( por 0.1.1) = C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

( m∑

j=1

|a1(x1j)
q1

)1/q1

. . .
( m∑

j=1

|an(xnj)|
qn

)1/qn
( m∑

j=1

|β(bj)|
qn+1

)1/qn+1

.

ou seja, S ∈ Lτ(p;q)(E1, . . . , En; F ) ⇒ SF ∈ Las(p;q1,...,qn,qn+1)(E1, . . . , En, F
′; K).

1.3 O teorema da dominação para aplicações n-lineares

τ (p)-somantes

1.3.1 Teorema (da dominação para aplicações n-lineares τ(p)-somantes): Seja 1 ≤

p < ∞. Uma aplicação S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é τ(p)-somante se e só se existem uma constante

σ ≥ 0 e µ ∈ W (BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′), o conjunto das probabilidades de Borel em BE1x . . . xBEn

,

tais que

|b(S(x1, . . . , xn))| ≤ σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|qdµ(a1, . . . , an, β)
)1/q

,

para cada xi ∈ Ei e cada b ∈ F ′.
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Demonstração:

(⇒)
( m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p
)1/p

≤

(por Hölder) ≤
{ m∑

j=1

[
σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
p dµ(a1, . . . , an, β)

)1/p]p}1/p

(soma finita ⇒) = σ
{∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
p dµ(a1, . . . , an, β)

}1/p

≤ σ
{∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
pdµ(a1, . . . , an, β)

}1/p

= σ sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

{ m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
p
}1/p

.

(⇐) Supondo que S ∈ Lτ (p)(E1, . . . , En; F ), fixe σ = ‖S‖τ(p). Considere C(BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′)′

(dual do conjunto das funções cont́ınuas) com a topologia C(BE′
1
x . . . x BE′

n
xBF ′′)-fraca. Então

W (BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′) é subconjunto convexo e compacto2. Para qualquer famı́lia finita de

elementos xi1, . . . , xim ∈ Ei e funcionais b1, . . . , bm ∈ F ′ a equação

φ(µ) :=
m∑

j=1

{
|bj(S(x1j, . . . , xnj))|

p − σp

∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
pdµ(a1, . . . , an, β)

}

define uma função real convexa e cont́ınua φ sobre W (BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′). Escolha a10 ∈

BE′
1
, . . . , an0 ∈ BE′

n
e β0 ∈ BF ′′

3 tais que

sup
{ m∑

j=1

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|
p : ‖ai‖, ‖β‖ ≤ 1

}
=

m∑

j=1

|a10(x1j) . . . an0(xnj)β0(bj)|
p.

Se δ(a10, . . . , an0, β0) denota a medida de Dirac no ponto (a10, . . . , an0, β0), então temos

φ(δ(a10, . . . , an0, β0)) =
m∑

j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|
p − σp|a10(x1j) . . . an0(xnj)β0(bj)|

p ≤ 0.

⊢A coleção F das funções obtidas desta forma é côncava:

Uma coleção de funções é côncava se para cada natural K, φ1, . . . , φK ∈ F , 0 ≤ λ1, . . . , λK ≤ 1

com
∑K

k=1 λk = 1, então
∑K

k=1 λkφk ≤ φ, para alguma φ ∈ F . Chame U = BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′ ,

e onsidere as aplicações

2Pelo teorema da representação de Riesz 0.1.10, W (BE′

1
x . . . xBE′

n
xBF ′′) é isomorfo a B[C(B

E
′

1

x...xB
E′

n
xB

F ′′ )]′ ;

por Alaoglu 0.1.11, este último é compacto na topologia considerada, e claramente é convexo.
3Isso é possivel, uma vez que os BE′

1
, . . . BE′

n
, BF ′′ são compactos
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φk(µ) :=

mk∑

j=1

{
|bk

j (S(xk
1j, . . . , x

k
nj))| − σp

∫

U

|a1(x
k
1j) . . . an(xk

nj)β(bk
j )|dµ(a1, . . . , an, β)

}

onde xk
ij ∈ Ei e bk

j ∈ F ′ para cada k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , mk. Logo,

K∑

k=1

λkφk =
K∑

k=1

λk

mk∑

j=1

{
|bk

j (S(xk
1j, . . . , x

k
nj))| − σp

∫

U

|a1(x
k
1j) . . . an(xk

nj)β(bk
j )|dµ(a1, . . . , an, β)

}

=
K∑

k=1

mk∑

j=1

{
|(λkb

k
j )(S(xk

1j, . . . , x
k
nj))| − σp

∫

U

|a1(x
k
1j) . . . an(xk

nj)β(λkb
k
j )|dµ(a1, . . . , an, β)

}

que foi gerada por xk
ij, λkb

k
j para k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , mk, e pertence a F ,

mostrando que é coleção côncava.

Pelo Lema de Ky Fan 0.1.7, existe uma medida µ0 ∈ W (BE′
1
x . . . xBE′

n
xBF ′′) tal que φ(µ0) ≤

0, ∀φ ∈ F simultaneamente. Em particular, se φ é gerada por x1, . . . , xn e b, isto é

φ(µ) :=
{
|b(S(x1, . . . , xn))|p − σp

∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|pdµ(a1, . . . , an, β)
}

segue que

|b(S(x1, . . . , xn))|p − σp

∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0(a1, . . . , an, β) ≤ 0.

Logo

|b(S(x1, . . . , xn))|p ≤ σp
∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0(a1, . . . , an, β)

e dáı

|b(S(x1, . . . , xn))| ≤ σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0(a1, . . . , an, β)
)1/p

.

Lembremos a seguinte definição. Uma aplicação n-linear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é dita p-semi-

integral (ver [1] pg 10 ou [15] pg 98) se existem uma constante C ≥ 0 e uma medida regular de

probabilidade µ ∈ W (BE′
1
x . . . xBE′

n
) tais que

‖S(x1, . . . , xn)‖ ≤ C
(∫

BE′
1
x...xBE′

n

|a1(x1) . . . an(xn)|p dµ(a1, . . . , an)
)1/p

∀xi ∈ Ei.

Seja ν medida regular de probabilidade dada por ν(C) = µ(CxBF ′′) para cada C subconjunto

Boreliano de BE′
1
x . . . xBE′

n
. Segue que se S ∈ Lτ (p)(E1, . . . , En; F ), então
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|bS(x1, . . . , xn)| = |b(S(x1, . . . , xn))|

≤ σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ(a1, . . . , an, β)
)1/p

≤ σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n
xBF ′′

|a1(x1) . . . an(xn)|p‖β‖p‖(b)|p dµ(a1, . . . , an, β)
)1/p

≤ ‖b‖σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n

|a1(x1) . . . an(xn)|p dν(a1, . . . , an)
)1/p

, ∀xi ∈ Ei.

Então

‖S(x1, . . . , xn)‖ = sup
‖b‖≤1

|bS(x1, . . . , xn)|

≤ sup
‖b‖≤1

‖b‖σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n

|a1(x1) . . . an(xn)|p dν(a1, . . . , an)
)1/p

≤ σ
(∫

BE′
1
x...xBE′

n

|a1(x1) . . . an(xn)|p dν(a1, . . . , an)
)1/p

∀xi ∈ Ei

ou seja, S é p-semi-integral, ie Lτ (p)(E1, . . . , En; F ) ⊆ Lsi(p)(E1, . . . , En; F ). Observe que se

F = K, também vale Lsi(p)(E1, . . . , En; F ) ⊆ Lτ (p)(E1, . . . , En; F ).

1.4 Aplicações n-lineares σ(p)-nucleares

Sejam Di, Ei, F,G espaços de Banach sobre um corpo K. Diremos que uma aplicação multilinear

S : E1x . . . xEn → F é σ(p)-nuclear, se admite uma representação da forma

S =
∞∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj

com λj ∈ K, aij ∈ E ′
i, yj ∈ F , i = 1, . . . , n e j ∈ N, onde (λj)

∞
j=1 ∈ lp′ e

sup ‖xi‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=1 |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

< ∞

com

limm→∞ sup ‖xi‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=m |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

= 0.

Observe que xi ∈ Ei e b ∈ F ′. Denotaremos o conjunto dessas aplicações por Lσ(p)(E1, . . . , En; F )

e nele definimos a seguinte norma:
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‖S‖σ(p) = inf
representa̧c̃oes

de S

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

A seguir, usando o teorema 1.1.1 mostraremos que a classe Lσ(p) de todas as aplicações n-

lineares σ(p)-nucleares sobre espaços de Banach com a norma ‖.‖σ(p) é Ln-módulo de Banach de

aplicações n-lineares.

⊢(0): Veja que In ∈ Lσ(p), pois para In = 1.1⊗ · · ·n vezes ⊗1⊗1, temos sup ‖λi‖≤1
‖γ‖≤1

|1.1(λ1). . . . .1(λn)γ(1)| ≤

1; como para λ1 = . . . = λn = γ = 1 tem-se a igualdade, vemos que ‖In‖σ(p) = 1.

⊢(1): Sejam S1, S2, . . . ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) tais que
∑∞

k=1 ‖Sk‖σ(p) < ∞, e considere repre-

sentações tais que para cada k, Sk =
∑∞

j=1 λk
j a

k
1j ⊗ · · · ⊗ ak

nj ⊗ yk
j com

‖(λk
j )

∞
j=1‖p′ ≤

[
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

]1/p′

e

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤
[
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

]1/p

. (1.4.0: eq1)

Isto é posśıvel, pois se

C1 = ‖(λk
j )

∞
j=1‖p′

e

C2 = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

,

podemos considerar nova representação trocando

λk
j por

λk
j C2

(
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

)1/p
e yk

j por
yk

j C1
(
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

)1/p′

satisfazendo então as desigualdades citadas acima. Segue que

‖(λk
j )

∞
j,k=1‖p′ := (

∞∑

k=1

∞∑

j=1

|λk
j |

p′)1/p′ =
[ ∞∑

k=1

([ ∞∑

j=1

|λk
j |

p′
]1/p′)p′]1/p′

≤

≤
[ ∞∑

k=1

([
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

]1/p′)p′]1/p′

= (1 + ǫ)1/p′
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]1/p′

e



Aplicações n-lineares σ(p)-nucleares 21

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

[ ∞∑

k=1

∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

]1/p

=
[

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

k=1

([ ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

]1/p)p]1/p

≤
[ ∞∑

k=1

(
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

[ ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

]1/p)p]1/p

≤
[ ∞∑

k=1

([
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

]1/p)p]1/p

= (1 + ǫ)1/p
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]1/p

.

Então S =
∑∞

k=1

∑∞
j=1 λk

j a
k
1j ⊗ · · · ⊗ ak

nj ⊗ yk
j e

‖(λk
j )

∞
j,k=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=1

∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤

≤ (1 + ǫ)1/p′
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]1/p′

(1 + ǫ)1/p
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]1/p

(1 = 1/p′ + 1/p ⇒) = (1 + ǫ)
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]
.

Como isso pode ser feito para cada ǫ > 0, segue que

‖S‖σ(p) ≤

∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p) < ∞.

Falta mostrar que

lim
m→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= 0.

Para isso, observe que:

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤
( ∞∑

k=m

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=m

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤
( ∞∑

k=m

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p
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=
( ∞∑

k=m

[
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p]p)1/p

(por 1.4.0: eq1) ≤
( ∞∑

k=m

[(
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

)1/p]p)1/p

=
( ∞∑

k=m

(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

)1/p

< ∞

que converge a zero quando m tende a infinito. Logo, S é σ(p)-nuclear.

⊢(2): Agora considere os operadores lineares Ti : Di −→ Ei, i = 1, . . . , n, R : F −→ G e uma

aplicação multilinear S : E1x . . . xEn → F em Lσ(p)(E1, . . . , En; F ). Vamos mostrar que RS(T1,

. . . , Tn) ∈ [Lσ(p)(D1, . . . , Dn; G), ‖.‖σ(p)].

RS(T1, . . . , Tn)(u1, . . . , un) = RS(T1(u1), . . . , Tn(un))

= R
( ∞∑

j=1

λja1j(T1(u1)). . . . .anj(Tn(un)).yj

)

=
∞∑

j=1

λja1j(T1(u1)). . . . .anj(Tn(un)).R(yj)

=
∞∑

j=1

λjT
′
1(a1j)(u1). . . . .T

′
n(anj)(un).R(yj).

Logo,

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|(T ′
1a1j)(u1). . . . .(T

′
nanj)(un).c(R(yj))|

p
)1/p

=

= ‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(T1u1). . . . .anj(Tnun).R′c(yj)|
p
)1/p

= ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R
′‖‖(λj)

∞
j=1‖p′ sup

‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j

(T1u1

‖T1‖

)
. . . . .anj

(Tnun

‖Tn‖

)
.
R′c

‖R′‖
(yj)|

p
)1/p

≤ ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R‖‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1). . . . anj(xn).b(yj)|
p
)1/p

para cada representação de S. Por acima temos também que

sup
‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=m

|(T ′
1a1j)(u1). . . . .(T

′
nanj)(un).c(R(yj))|

p
)1/p

≤
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≤ ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R‖ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|a1j(x1). . . . anj(xn).b(yj)|
p
)1/p

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo RS(T1, . . . , Tn) é σ(p)-nuclear e

‖RS(T1, . . . , Tn)‖σ(p) ≤ ‖T1‖. . . . ‖Tn‖.‖R‖‖S‖σ(p).

Portanto, Lσ(p) com a norma ‖.‖σ(p) é Ln-módulo de Banach de aplicações n-lineares e portanto

temos que ‖S‖ ≤ ‖S‖σ(p) e que ‖λa1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y‖σ(p) = |λ|‖a1‖. . . . ‖an‖.‖y‖.

Gostaŕıamos de saber se para 1 ≤ q ≤ p existe alguma relação entre ‖.‖σ(p) e ‖.‖σ(q). Temos

certamente Lσ(p) ⊂ Lσ(1), mas como comparar

inf
representa̧c̃oes

de S

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

e

inf
representa̧c̃oes

de S

‖(λj)
∞
j=1‖q′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
q
)1/q

uma vez que q ≤ p implica p′ ≤ q′, obtendo que

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
q
)1/q

e

‖(λj)
∞
j=1‖p′ ≥ ‖(λj)

∞
j=1‖q′?

É interessante considerar o subconjunto Lf (E1, . . . , En; F ) de Lσ(p)(E1, . . . , En; F ). Nele

podemos definir a norma

‖S‖σ(p)f = inf
representa̧c̃oes
finitas de S

‖(λj)
m
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

Pelas definições de ‖.‖σ(p)f e ‖.‖σ(p), é claro que ‖S‖σ(p) ≤ ‖S‖σ(p)f , para S ∈ Lf (E1, . . . , En; F ) ⊂

Lσ(p)(E1, . . . , En; F ). É natural perguntar quando ocorre a igualdade:

1.4.1 Proposição: Se os espaços E1, . . . , En tiverem dimensão finita e S ∈ L(E1, . . . , En; F ),

então
‖S‖σ(p) = ‖S‖σ(p)f .
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Demonstração: Note que L(E1, . . . , En; F ) = Lf (E1, . . . , En; F ) para dim Ek < ∞, k =

1, . . . , n seguindo que é um espaço completo para ambas as normas ‖.‖σ(p) e ‖.‖σ(p)f . Considere

a aplicação identidade id : Lf (E1, . . . , En; F ) → L(E1, . . . , En; F ), então como ‖id(S)‖σ(p) =

‖S‖σ(p) ≤ ‖S‖σ(p)f , segue que é cont́ınua e por ser bijetiva, pelo teorema da aplicação aberta

segue que é isomorfismo, i. e., existe uma constante c ≥ 0 tal que

‖S‖σ(p)f ≤ c‖S‖σ(p). (1.4.1: eq1)

A seguir provaremos que c = 1. Dado S ∈ Lf (E1, . . . , En; F ) e ǫ > 0, considere uma repre-

sentação infinita

S =
∞∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj

tal que

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ/2)‖S‖σ(p).

Em particular, para cada m ∈ N

‖

m−1∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj‖σ(p)f ≤ ‖(λj)
m−1
j=1 ‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

(m−1∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ/2)‖S‖σ(p). (1.4.1: eq2)

Como

lim
m→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= 0,

para um m ∈ N grande o bastante, tem-se

c‖

∞∑

j=m

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj‖σ(p) ≤ c‖(λj)
∞
j=m‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ ǫ/2‖S‖σ(p). (1.4.1: eq3)

Chame S1 =
∑m−1

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj, então

S − S1 =
∞∑

j=m

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj ∈ Lf (E1, . . . , En; F ).

Segue que
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‖S‖σ(p)f ≤ ‖

m−1∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj‖σ(p)f + ‖

∞∑

j=m

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj‖σ(p)f

(por 1.4.1: eq2 e 1.4.1: eq1) ≤ (1 + ǫ/2)‖S‖σ(p) + c‖

∞∑

j=m

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj‖σ(p)

(por 1.4.1: eq3) ≤ (1 + ǫ/2)‖S‖σ(p) + ǫ/2‖S‖σ(p)

≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(p).

Como isso vale para todo ǫ > 0, segue o resultado.

Nem sempre é posśıvel trabalhar com espaços de dimensão finita. A seguir temos um resul-

tado que pode ser útil:

1.4.2 Proposição: Se S ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) e Tk ∈ Lf (Dk; Ek), k = 1, . . . , n, então

‖S ◦ (T1, . . . , Tn)‖σ(p)f ≤ ‖S‖σ(p) ‖T1‖ . . . ‖Tn‖.

Demonstração: Seja Jk a injeção natural de Tk(Dk) em Ek; então, podemos escrever Tk =

Jk ◦ T̃k, onde T̃k : uk ∈ Dk 7→ T̃k(uk) := Tk(uk) ∈ Tk(Dk), ‖T̃k‖ = ‖Tk‖, k = 1,. . . ,n. Logo,

S ◦ (J1, . . . , Jn) ∈ L(T1(D1), . . . , Tn(Dn); F ), onde dimTk(Dk) < ∞. Logo, pela proposição

anterior temos

‖S ◦ (J1, . . . , Jn)‖σ(p)f = ‖S ◦ (J1, . . . , Jn)‖σ(p) ≤ ‖S‖σ(p) ‖J1‖ . . . ‖Jn‖ = ‖S‖σ(p)

de onde temos que

‖S ◦ (T1, . . . , Tn)‖σ(p)f = ‖S ◦ (J1, . . . , Jn) ◦ (T̃1, . . . , T̃n)‖σ(p)f

≤ ‖S ◦ (J1, . . . , Jn)‖σ(p)f‖T̃1‖ . . . ‖T̃n‖

= ‖S‖σ(p)‖T1‖ . . . ‖Tn‖.

1.4.3 Proposição: Se E ′
1, . . . , E

′
n têm a propriedade de aproximação limitada, então

‖S‖σ(p)f = ‖S‖σ(p),

para cada S ∈ Lf (E1, . . . , En; F ).



26 Aplicações n-lineares τ(p; q)-somantes e σ(p)-nucleares

Demonstração: Faremos a prova para n = 2, pois para outros n′s o processo é análogo. Seja

S ∈ Lf . Temos que Lf (E1, E2; F ) é isometricamente isomorfo a Lf (E1;L(E2; F )), pela aplicação

que associa S1 ∈ Lf (E1;L(E2; F )) a S ∈ Lf (E1, E2; F ) dada por S1(x1)(x2) = S(x1, x2), xi ∈ Ei,

i = 1, 2. Como E ′
1 tem a propriedade de aproximação limitada, por (0.3.5), dado ǫ > 0, existe

T1 ∈ Lf (E1; E1) tal que ‖T1‖ ≤ (1 + ǫ)γ1 com γ1 ≥ 1, e S1T1 = S1. Logo temos

S(T1x1, x2) = (S1 ◦ T1x1)(x2) = (S1x1)(x2) = S(x1, x2).

Analogamente, se S2 ∈ Lf (E2;L(E1; F )) é dada por S2(x2)(x1) = S(x1, x2), existe T2 ∈

Lf (E2; E2) tal que ‖T2‖ ≤ (1 + ǫ)γ2 com γ2 ≥ 1, e S2T2 = S2. E assim

S(x1, T2x2) = (S2 ◦ T2x2)(x1) = (S2x2)(x1) = S(x1, x2).

Ou seja, S = S ◦ (T1, T2) de onde segue que

‖S‖σ(p)f = ‖S ◦ (T1, T2)‖σ(p)f

(por 1.4.2) ≤ ‖S‖σ(p)‖T1‖‖T2‖

≤ (1 + ǫ)2γ1γ2‖S‖σ(p).

Como isso vale para cada ǫ > 0, segue que ‖S‖σ(p)f ≤ γ1γ2‖S‖σ(p). Repetindo o processo

utilizado em (1.4.1), obtém-se ‖S‖σ(p)f ≤ ‖S‖σ(p), e portanto vale a igualdade.

1.4.4 Proposição: Se E ′
1, . . . , E

′
n têm a propriedade de aproximação limitada, então Lf (E1, . . . ,

En; F ) é denso em Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) na norma ‖.‖σ(p).

Demonstração: Seja S ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) e dado ǫ > 0 considere uma representação de

S =
∑∞

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj tal que

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(p).

Sabemos que

lim
k→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= 0. (1.4.4: eq1)

Considere Sk =
∑k

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj ∈ Lf (E1, . . . , En; F ), então por 1.4.4: eq1, Sk

converge a S na norma ‖.‖σ(p) (bem como na norma ‖.‖σ(p)f , pelo resultado acima) provando o

que queŕıamos.
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É importante observar que em geral [Lf (E1, . . . , En; F ); ‖.‖σ(p)f ] não é completo: basta con-

siderar E1, . . . , En espaços de dimensões infinitas, de modo que as normas ‖.‖σ(p)f e ‖.‖σ(p) não

coincidam. Se S ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) \ Lf (E1, . . . , En; F ), dado ǫ > 0, considere uma repre-

sentação S =
∑∞

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj tal que

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(p).

Seja Sk =
∑k

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj ∈ Lf (E1, . . . , En; F ), para cada k ∈ N . Então (Sk)
∞
k=1 é

seqüência de Cauchy em [Lf (E1, . . . , En; F ); ‖.‖σ(p)f ]: se k < l são grandes o bastante,

‖Sl − Sk‖σ(p)f ≤ ‖(λj)
l
j=k+1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( l∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ ‖(λj)
l
j=k+1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

< ǫ.

Por outro lado,

‖S − Sk‖σ(p)f ≤ ‖(λj)
∞
j=k+1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

que converge a 0 quando k vai para o infinito. Suponha que existe T ∈ Lf (E1, . . . , En; F ) tal

que Sk converge para T . Então

‖S − T‖σ(p) ≤ ‖S − Sk‖σ(p) + ‖Sk − T‖σ(p)

≤ ‖S − Sk‖σ(p) + ‖Sk − T‖σ(p)f .

Logo, só podemos ter S = T , o que é absurdo, uma vez que S não é de tipo finito.

Somente se os espaços E1, . . . , En tiverem dimensões finitas, [Lf (E1, . . . , En; F ); ‖.‖σ(p)f ] será

Ln-módulo de Banach.

1.5 Fatoração para aplicações n-lineares σ-nucleares

Vejamos primeiro alguns resultados e definições:

1.5.1 Proposição: S ∈ Lσ(1)(E1, . . . , En; F ), se e só se S tem uma representação da forma

S =
∑∞

j=1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj, com aij ∈ E ′
i e yj ∈ F para i = 1, . . . , n e j ∈ N com
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sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| < ∞,

lim
k→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| = 0

e

‖S‖σ(1) = ‖S‖σ := inf
S=
P∞

j=1 a1j⊗···⊗anj⊗yj

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|.

Demonstração: Para S =
∑∞

j=1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj =
∑∞

j=1 1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj com as

hipóteses acima, é claro que S ∈ Lσ(1)(E1, . . . , En; F ). Agora, se S ∈ Lσ(1)(E1, . . . , En; F ), com

representação S =
∑∞

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ zj, podemos reescrevê-la como S =
∑∞

j=1 1 a1j ⊗

· · · ⊗ anj ⊗ yj, onde yj = λjzj. Segue que:

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(λjzj)| ≤

(por Hölder) ≤ ‖(λj)
∞
j=1‖∞ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(zj)| < ∞.

⊢‖S‖σ(1) ≤ ‖S‖σ

‖S‖σ(1) = inf
S=
P∞

j=1 λjc1j⊗···⊗cnj⊗zj

‖(λj)
∞
j=1‖∞ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . cnj(xn)b(zj)|

(há menos representac, ões) ≤ inf
S=
P∞

j=1 1.a1j⊗···⊗anj⊗yj

‖(1)∞j=1‖∞ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

= inf
S=
P∞

j=1 a1j⊗···⊗anj⊗yj

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

= ‖S‖σ.

⊢‖S‖σ(1) ≥ ‖S‖σ: Dado ǫ > 0, considere uma representação S =
∑∞

j=1 λjc1j ⊗ · · · ⊗ cnj ⊗ zj tal

que

‖(λj)
∞
j=1‖∞ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . cnj(xn)b(zj)| ≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(1).

Logo,
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‖S‖σ ≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . cnj(xn)b(λjzj)|

(por Hölder) ≤ ‖(λj)
∞
j=1‖∞ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . cnj(xn)b(zj)|

≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(1).

Escrevemos Lσ(E1, . . . , En; F ) e ‖.‖σ ao invés de Lσ(1)(E1, . . . , En; F ) e ‖.‖σ(1), respectiva-

mente. Diremos também que S ∈ Lσ(E1, . . . , En; F ) é σ-nuclear.

1.5.2 Definição: Dizemos que um operador A é aproximável se existe uma seqüência Aj ∈

Lf (E; F ) tal que limj→∞ ‖A − Aj‖ = 0. Nesse caso, escrevemos A ∈ La(E; F ). Analogamen-

te, uma aplicação n-linear A é aproximável e escrevemos A ∈ La(E1, . . . , En; F ) se existe uma

seqüência Aj ∈ Lf (E1, . . . , En; F ) tal que limj→∞ ‖A − Aj‖ = 0. Sejam U1, . . . , Un espaços de

Banach com bases de Schauder {e1j1}, . . . , {enjn
}. Dizemos que uma aplicação n-linear Y ∈

L(U1, . . . , Un; F ) é diagonal se existem yj ∈ F, j ∈ N tais que

Y (e1j1 , . . . , enjn
) =

{
yj , se j1 = . . . = jn = j;

0 , caso contrário.

Se ti ∈ Ui, ti =
∑∞

ji=1 τiji
eiji

, τiji
∈ K para i = 1, . . . , n, então

Y (t1, . . . , tn) = Y (
∞∑

j1=1

τ1j1e1j1 , . . . ,

∞∑

jn=n

τnjn
enjn

)

=
∞∑

j1=1

. . .

∞∑

jn=1

τ1j1 . . . τnjn
Y (e1j1 , . . . , enjn

)

=
∞∑

j=1

τ1j . . . τnjY (e1j, . . . , enj)

=
∞∑

j=1

τ1j . . . τnjyj.

1.5.3 Definição: Dizemos que uma base {ej}
∞
j=1 de um espaço de Banach E é uma base

hiperortogonal se

‖

m∑

j=1

αjej‖ ≤ ‖

m∑

j=1

βjej‖
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para cada seqüência finita de escalares α1, . . . αm, β1, . . . βm com |αj| ≤ |βj| (j = 1, . . . , m). Dize-

mos que uma base {ej}
∞
j=1 de um espaço de Banach E é uma base estritamente hiperortogonal se

‖

m∑

j=1

αjej‖ < ‖

m∑

j=1

βjej‖

para cada seqüência finita de escalares α1, . . . αn, β1, . . . βn com |αj| ≤ |βj| (j = 1, . . . , m), tais

que 0 < |αj0| < |βj0|, para algum ı́ndice j0. No livro [20] na página 558 podem ser vistas

propriedades destas bases.

1.5.4 Definição: Dada uma base hiperortogonal {ej}
∞
j=1 de um espaço U , dizemos que

{fj}
∞
j=1 são seus funcionais conjugados ou associados se fj : U → K é funcional linear para cada

j ∈ N e

u =
∞∑

j=1

fj(u).ej, para cada u ∈ U.

VERS~AO LINEAR DO TEOREMA DA FATORAÇ~AO: Um operador linear S∈ L(E;F) é σ-nuclear

se e só se existe um diagrama comutativo

E

A ÂÂ>
>>

>>
>>

S // F

U
Y

@@¡¡¡¡¡¡¡

com A∈ La(E;U) e Y∈ La(U;F), onde U é espaço de Banach com base hiperortogonal.

Neste caso, ‖S‖σ = inf‖Y‖‖A‖.

Na demonstração deste teorema em [17] pg 325 23.2.5, ao supor que S = Y ◦ A, a condição

Y aproximável pode ser retirada:

Demonstração: Se {ej} é a base hiperortogonal de U e {fj} seus funcionais associados, se

u = A(x) tem-se

A(x) =
∞∑

j=1

fj(A(x)).ej =
∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej,

e compondo com Y obtemos

S(x) = Y ◦ A(x) = Y (
∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej) =
∞∑

j=1

(A′fj)(x).Y (ej),

que é a representação desejada. Queremos saber se S é σ-nuclear. Com tal finalidade, considere

os seguintes fatos:
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(1) Como os operadores aproximáveis são operadores compactos, (ver [17] 1.11.2 pg 50) segue

que A(BE) é compacto. Logo, se g : U −→ R é função cont́ınua, existe u0 ∈ A(BE) tal

que g(u0) = max{g(u) : u ∈ A(BE)};

(2) se U é espaço com base de Schauder {ej}
∞
j=1 e consideramos a projeção Pk(x) =

∑k
j=1 fj(x)ej,

existe uma constante C tal que supk ‖Pk‖ = C < ∞ (ver 26.3 pg 191 em [9]);

(3) Se K ⊂ U é compacto, então supu∈K ‖u − Pk(u)‖ = supu∈K ‖
∑∞

j=k+1 fj(u)ej‖ converge a

0 quando k vai a infinito;

Suponha agora que A ∈ La(E; U), Y ∈ L(U ; F ), e U tem base de Schauder hiperortogonal.

Temos que:

sup
x∈BE
b∈B

F ′

∞∑

j=k+1

|fj(A(x)).b(Y (ej))| =

(∃|εj| = 1) = sup
x∈BE
b∈B

F ′

|b(Y (
∞∑

j=k+1

εjfj(A(x)).ej))|

(Hahn-Banach) = sup
x∈BE

‖Y (
∞∑

j=k+1

εjfj(A(x)).ej)‖F

(Y é cont́ınua) ≤ ‖Y ‖ sup
x∈BE

‖

∞∑

j=k+1

εjfj(A(x)).ej‖U

({ej} é base hiperortogonal) ≤ ‖Y ‖ sup
x∈BE

‖

∞∑

j=k+1

fj(A(x)).ej‖U

(A(BE) ⊆ A(BE)) ≤ ‖Y ‖ sup
u∈A(BE)

‖

∞∑

j=k+1

fj(u).ej‖U

= ‖Y ‖ sup
u∈A(BE)

‖u − Pk(u)‖U . (1.5.4: eq1)

Como A(BE) é compacto, de (3) segue que a última expressão vai para 0 se k tende a infinito,

e por (2) temos que existe C < ∞ tal que

sup
x∈BE
b∈B

F ′

k∑

j=1

|fj(A(x)).b(Y (ej))| ≤ C

para cada k ∈ N. Isso mostra que S é σ-nuclear, sem a necessidade de Y ser aproximável.

O próximo passo é generalizar esse resultado. Logo de ińıcio, vemos duas situações a conside-

rar: substituir a aplicação A por uma aplicação n-linear, definindo um espaço U e uma aplicação
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Y como acima, ou substituir A por n aplicações lineares A1, . . . , An e definindo n espaços de

Banach U1, . . . , Un e Y n-linear.

1.5.5 Teorema (da fatoração para aplicações n-lineares σ-nucleares): Uma aplicação

multilinear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é σ-nuclear se e só se existe um diagrama comutativo

E1x . . . x En

❅
❅

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅
❅

❅❘

✲S
F

A1 . . . An

Y

U1x . . . x Un
✑

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑
✑✸

onde os Ui’s são espaços de Banach com base de Schauder e pelo menos um tem base hiper-

ortogonal, Ai ∈ La(Ei; Ui) para i = 1, . . . , n, e Y : U1x . . . xUn → F diagonal . Neste caso,

‖S‖σ = inf ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖.

Demonstração:

(⇐) S = Y ◦ (A1, . . . , An). Seja {eij} base de Ui e {fij} os seus funcionais associados, para

i = 1, 2, . . . , n. Suponha que para i = 1 a base é hiperortogonal. Então

Ai(xi) =
∞∑

j=1

fij(Ai(xi)).eij =
∞∑

j=1

(A′
ifij)(xi).eij,

bem como

S(x1, . . . , xn) = Y (A1(x1), . . . , An(xn))

= Y
( ∞∑

j1=1

(A′
1f1j1)(x1).e1j1 , . . . ,

∞∑

jn=1

(A′
nfnjn

)(xn).enjn

)

(Y é n−linear) =
∞∑

j1,...,jn=1

(A′
1f1j1)(x1) . . . (A′

nfnjn
)(xn)Y (e1j1 , . . . , enjn

)

(Y é diagonal ⇒) =
∞∑

j=1

A′
1f1j(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)Y (e1j, . . . , enj).

Logo, se chamamos aij = (A′
ifij) ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n e yj = Y (e1j, . . . , enj) ∈ F , temos a

representação

S =
∞∑

j=1

a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj.

Queremos saber se S é σ-nuclear:



Fatoração para aplicações n-lineares σ-nucleares 33

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|A′
1f1j(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)| =

(∃|εj| = 1) = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

|

∞∑

j=1

εj(A
′
1f1j)(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)|

(b linear, Y diagonal) = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

|b ◦ Y
( ∞∑

j=1

εj(A
′
1f1j)(x1)e1j, . . . ,

∞∑

j=1

(A′
nfnj)(xn)enj

)
|

(b, Y cont́ınuas) ≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

εj (A′
1f1j)(x1)e1j

∥∥∥
U1

. . .
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′
nfnj)(xn)enj

∥∥∥
Un

({e1j} hiperortogonal) ≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′
1f1j)(x1)e1j

∥∥∥
U1

. . .
∥∥∥

∞∑

j=1

A′
nfnj(xn)enj

∥∥∥
Un

= ‖Y ‖ sup
‖xi‖≤1

‖A1(x1)‖U1 . . . ‖An(xn)‖Un

(Ai cont́ınua, ∀i) ≤ ‖Y ‖ sup
‖xi‖≤1

‖A1‖‖x1‖ . . . ‖An‖‖xn‖

= ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖.

Cada Ai é aproximável, logo é operador compacto (ver [17] 1.11.2). Portanto, a imagem da bola

unitária BEi
por Ai é relativamente compacta em Ui. Segue que a sua aderência Ai(BEi

) é um

compacto em Ui. Como Y é cont́ınua em U1x . . . xUn e A1(BE1)x . . . xAn(BEn
) é subconjunto

compacto, existe (u10, . . . , un0) ∈ A1(BE1)x . . . xAn(BEn
) tal que

‖Y (u10, . . . , un0)‖F ≥ ‖Y (u1, u2, . . . , un)‖F

para todo (u1, . . . , un) ∈ A1(BE1)x . . . xAn(BEn
), em particular para cada xi ∈ BEi

, i = 1, . . . , n.

tem-se

‖Y (u10, . . . , un0)‖F ≥ ‖Y (A1(x1), . . . , An(xn))‖F .

Segue que

∞∑

j=k

|A′
1f1j(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)| =

(∃|εj| = 1) = |

∞∑

j=k

εj(A
′
1f1j)(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)|

= |b ◦ Y
( ∞∑

j=k

εj(A
′
1f1j)(x1)e1j, . . . ,

∞∑

j=k

(A′
nfnj)(xn)enj

)
|
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≤ ‖b‖
∥∥∥Y

( ∞∑

j=k

(A′
1f1j)(u10)e1j, . . . ,

∞∑

j=k

(A′
nfnj)(un0)enj

)∥∥∥

≤ ‖b‖.‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=k

(A′
1f1j)(u10)e1j

∥∥∥
U1

. . .
∥∥∥

∞∑

j=k

(A′
nfnj)(un0)enj

∥∥∥
Un

.

Como
∥∥∥
∑∞

j=k(A
′
ifij)(ui0)eij

∥∥∥
Ui

vai para 0 quando k tende a infinito, para cada i, segue que

lim
k→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|A′
1f1j(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)| = 0.

Logo, S é σ-nuclear com

‖S‖σ ≤ inf
Y,A1,...,An

‖Y ‖.‖A1‖ . . . .‖An‖. (1.5.5: eq1)

(⇒) Suponha que S 6= 0 é σ-nuclear; dado ǫ > 0, considere uma representação S =
∑∞

j=1 a1j ⊗

· · · ⊗ anj ⊗ yj com

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| < (1 + ǫ)‖S‖σ. (1.5.5: eq2)

Note que

σ1,k := sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
k → ∞

−−−−−→
0.

Vamos construir (ρ1j) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1,1 ≥ ρ1,2 ≥ . . . ≥ ρ1j ≥ . . . > 0 e satisfazendo

∞∑

j=1

ρ−2
1,j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ (1 + ǫ)2‖S‖σ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖. (1.5.5: eq3)

Se existe m = max{j ∈ N : σ1,j > 0}, definimos

ρ1j =

{
(1 + ǫ)−1/2 , j ≤ m;

(1 + jǫ)−1/2 , j > m.

Note que para j > m

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ σ1,j‖x1‖ . . . ‖xn‖‖bj‖ = 0.

Então

∞∑

j=1

ρ−2
1,j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| =

m∑

j=1

(1 + ǫ)|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

= ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)
m∑

j=1

|a1j(
x1

‖x1‖
) . . . anj(

xn

‖xn‖
)
b(yj)

‖b‖
|

(por 1.5.5: eq2) ≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)(1 + ǫ)‖S‖σ.
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Para o caso em que σ1,j > 0 para cada j ∈ N, existe m ∈ N tal que:

(σ1,m+1)
1/2 ≤ min

{ ǫ

2
σ1,1, 1

}
. (1.5.5: eq4)

Fixe um m satisfazendo 1.5.5: eq4, e seja

ρ1j :=

{
1 , se j ≤ m;

(σ1,j)
1/4 , se j > m.

Como σ1,j −→ 0 , então ρ1j −→ 0 e (ρ1j) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ1,1 ≥ ρ1,2 ≥ . . . ≥ ρ1j ≥ . . . > 0.

Para simplificar a notação, chame

Bj :=
∣∣∣a1j

( x1

‖x1‖

)
. . . anj

( xn

‖xn‖

)b(yj)

‖b‖

∣∣∣ (‖xi‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bj ≤ σ1k. Para cada M > m, temos:

M∑

k=1

ρ−2
1,k|a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)| =

m∑

k=1

|a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)|+

M∑

k=m+1

ρ−2
1,k

[((M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
)1/4)4

−
(( M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
)1/4)4]

=
m∑

k=1

|a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)| +
M∑

k=m+1

{(
(σ1,k)

1/4
)−2

.

{[(M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
)1/4]2

+
[( M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
)1/4]2}

.

{[(M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
)1/4]2

−
[
(

M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|)
1/4

]2}}

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

{
σ
−1/2
1,k .

[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}}

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}

= ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bk + 2
{[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bj

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bj

)1/2

−
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. . . −
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bj

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}}

= ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk + 2
[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
(( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk + 2
[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2]}

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{

σ1,1 + 2.
ǫ

2
.σ1,1

} (
por 1.5.5: eq4

)

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)σ1,1

≤ (1 + ǫ)2‖S‖σ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
(
por 1.5.5: eq2

)

para cada M ∈ N, seguindo o resultado desejado.

Para i = 1 definimos o espaço U1 das seqüências t1 = (τ1j)
∞
j=1 tais que

∑∞
j=1 ρ−1

1j τ1ja2j ⊗· · ·⊗

anj ⊗ yj)
∞
j=1 está em Lσ(E2, . . . , En; F ). Nesse espaço definimos a norma

‖t1‖U1 = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|.

Mostraremos que U1 é espaço completo. Para simplificar a notação faremos para o caso n=2.

Seja (t1k)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em U1, t1k = (τ k

1j)
∞
j=1:

‖t1k − t1l‖U1 = sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j (τ k

1j − τ l
1j)a2j(x2)b(yj)| ≤ ǫ

para k, l suficientemente grandes. Vamos considerar a seqüência de Cauchy (T k)∞k=1, onde

T k =
∞∑

j=1

(ρ−1
1j τ k

1ja2j) ⊗ yj.

Como Lσ(E2; F ) é completo, existe T =
∑∞

j=1 c2j ⊗ zj tal que

lim
k→∞

‖T − T k‖σ = 0.

Mostraremos que existe γj ∈ K tal que c2j ⊗ zj = γja2j ⊗ yj, para cada j ∈ N.

Caso contrário, suponha que existe j0 tal que c2j0 ⊗zj0 6= λa2j0 ⊗yj0 para cada λ ∈ K. Vamos

analisar as três situações em que isso ocorre:

(1) c2j0 6= λa2j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.



Fatoração para aplicações n-lineares σ-nucleares 37

Se M = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e

a2j0(x2j0) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0.

Então

|bj0(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)bj0(yj0)|

= |1.1 − 0.0| = 1.

(2) c2j0 = γ2j0a2j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.

Considere x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = γ2j0a2j0(x2j0) 6= 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)bj0(yj0)|

= |c2j0(x2j0).1 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0).0|

= |c2j0(x2j0)| 6= 0.

(3) c2j0 6= λa2j0 , ∀λ ∈ K e zj0 = γ̄j0yj0 .

Se M = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e

a2j0(x2j0) = 0, e seja bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = γj0b(yj0) 6= 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)bj0(yj0)|

= |1.bj0(zj0) − 0.bj0(yj0)|

= |bj0(zj0)| 6= 0.

Seja ν = min{1, |c2j0(x2j0)|, |bj0(zj0)|}, então por (1),(2) e (3) para x̄2 ∈ E2 e b̄ ∈ F ′ adequa-

dos, temos

ν ≤

∞∑

j=1

|b̄(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x̄2)|

↓ k → ∞

0

o que é absurdo. Segue então que para cada j ∈ N, existe γj tal que (ρ−1
1,jτ

k
1ja2j ⊗ yj)

∞
k=1 converge

a γja2j ⊗ yj: então se τ1j = ρ1,jγj, tem-se que t = (τ1j)
∞
j=1 ∈ U1 é o limite de t1k = (τ k

1j)
∞
j=1.

Para entender bem como funciona, vejamos também como fica para n = 3:

Seja (t1k)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em U1, t1k = (τ k

1j)
∞
j=1:

‖t1k − t1l‖U1 = sup
‖xi‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j (τ k

1j − τ l
1j)a2j(x2)a3j(x3)b(yj)| ≤ ǫ
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para k, l suficientemente grandes. Vamos considerar a seqüência de Cauchy (T k)∞k=1, onde

T k =
∞∑

j=1

(ρ−1
1j τ k

1ja2j) ⊗ a3j ⊗ yj.

Como Lσ(E2, E3; F ) é completo, existe T =
∑∞

j=1 c2j ⊗ c3j ⊗ zj tal que

lim
k→∞

‖T − T k‖σ = 0.

Mostraremos que para cada j ∈ N existe γj ∈ K tal que c2j ⊗ c3j ⊗ zj = γja2j ⊗ a3j ⊗ yj.

Caso contrário, suponha que existe j0 tal que c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 6= λa2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0 para cada

λ ∈ K. Vamos analisar as sete situações em que isso ocorre:

(1) c2j0 6= λa2j0 , c3j0 6= λa3j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.

Para M2 = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2 e M3 = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′

3, por 0.2.3 podemos encontrar

x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e a2j0(x2j0) = 0, x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e a3j0(x3j0) = 0,

e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2j0 , x3j0)| =

= |c2j0(x2j0)c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)a3j0(x3j0)bj0(yj0)|

= |1.1.1 − 0.0.0| = 1.

(2) c2j0 = γ2j0a2j0 , c3j0 6= λa3j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.

Considere x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = γ2j0a2j0(x2j0) 6= 0; para M3 = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3,

por 0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e a3j0(x3j0) = 0, e por Hahn-Banach

podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2j0 , x3j0)| =

= |c2j0(x2j0)c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0a3j0(x3j0)bj0(yj0)|

= |c2j0(x2j0).1.1 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0).0.0|

= |c2j0(x2j0)| 6= 0.

(3) c2j0 6= λa2j0 , c3j0 = γ3j0a3j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.

Para M2 = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1

e a2j0(x2j0) = 0, considero x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = γ3j0a3j0(x3j0) 6= 0, e por Hahn-Banach

podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2j0 , x3j0)| =

= |c2j0(x2j0)c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)a3j0(x3j0)bj0(yj0)|
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= |1.c3j0(x3j0).1 − 0.a3j0(x3j0).0|

= |c3j0(x3j0)| 6= 0.

(4) c2j0 6= λa2j0 , c3j0 6= λa3j0 e zj0 = γj0yj0 , ∀λ ∈ K.

Para M2 = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2 e M3 = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′

3, por 0.2.3 podemos encontrar

x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e a2j0(x2j0) = 0, e x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e a3j0(x3j0) = 0,

e existe b ∈ F ′ tal que b(zj0) = γj0b(yj0) 6= 0.

|b(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2j0 , x3j0)| =

= |c2j0(x2j0)c3j0(x3j0)b(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)a3j0(x3j0)b(yj0)|

= |1.1.b(zj0) − 0.0.b(yj0)|

= |b(zj0)| 6= 0.

(5) c2j0 = γ2j0a2j0 , c3j0 = γ3j0a3j0 e zj0 6= λyj0 , ∀λ ∈ K.

Considere x2 ∈ E2 tal que c2j0(x2) = γ2j0a2j0(x2) 6= 0, x3 ∈ E3 tal que c3j0(x3) = γ3j0a3j0(x3) 6=

0, e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2, x3)| =

= |c2j0(x2)c3j0(x3)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2)a3j0(x3)bj0(yj0)|

= |c2j0(x2).c3j0(x3).1 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2)a3j0(x3).0|

= |c2j0(x2)c3j0(x3)| 6= 0.

(6) c2j0 = γ2j0a2j0 , c3j0 6= λa3j0 e zj0 = γj0yj0 , ∀λ ∈ K.

Escolho x2 ∈ E2 tal que c2j0(x2) = γ2j0a2j0(x2) 6= 0; para M3 = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3, por

0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e a3j0(x3j0) = 0, e seja b ∈ F ′ tal que

b(zj0) = γj0b(yj0) 6= 0. Então

|b(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2, x3j0)| =

= |c2j0(x2)c3j0(x3j0)b(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2)a3j0(x3j0)b(yj0)|

= |c2j0(x2).1.b(zj0) − a2j0(x2)0.b(yj0)|

= |c2j0(x2)b(zj0)| 6= 0.

(7) c2j0 6= λa2j0 , c3j0 = γ3j0a3j0 e zj0 = γj0yj0 , ∀λ ∈ K.

Para M2 = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1

e a2j0(x2j0) = 0, escolho x3 ∈ E3 tal que c3j0(x3) = γ3j0a3j0(x3) = 0, e b ∈ F ′ tal que b(zj0) =

γj0b(yj0) = 0. Então
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|b(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x2j0 , x3)| =

= |c2j0(x2j0)c3j0(x3)b(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)a3j0(x3)b(yj0)|

= |1.c3j0(x3)b(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

0.a3j0(x3)b(yj0)|

= |1.c3j0(x3)b(zj0)| 6= 0.

Seja ν = min{1, |c2j0(x2)|, |c3j0(x3)|, |b(zj0)|, |c2j0(x2).c3j0(x3)|, |c2j0(x2).b(zj0)|, |c3j0(x3).

b(zj0)|}, então por (1) a (7) para x̄2 ∈ E2, x̄3 ∈ E3 e b̄ ∈ F ′ adequados, temos

ν ≤

∞∑

j=1

|b̄(c2j0 ⊗ c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ a3j0 ⊗ yj0)(x̄2, x̄3)|

↓ k → ∞

0

o que é absurdo. Segue então que para cada j ∈ N, existe γj tal que (ρ−1
1,jτ

k
1ja2j ⊗ a3j ⊗ yj)

∞
k=1

converge a γja2j ⊗ a3j ⊗ yj: então se τ1j = ρ−1
1,jγj, tem-se que t = (τ1j)

∞
j=1 ∈ U1 é o limite de

t1k = (τ k
1j)

∞
j=1.

Então, podemos definir

A1 : E1 −→ U1

x1 7→ (a1j(x1))
∞
j=1

Seja P1m(τ11, . . . , τ1m, τ1m+1, . . .) = (τ11, . . . , τ1m, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U1.

Com n = 2 temos:

‖(A1 − P1mA1)(x̄1)‖U1 = ‖(a1j(x̄1))
∞
j=m+1‖U1

= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−1
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

ρ1j|ρ
−2
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

≤ ρ1,m+1‖x̄1‖ sup
‖xk‖=1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−2
1j a1j(x1)a2j(x2)b(yj)|

(por 1.5.5: eq3) ≤ ρ1,m+1‖S‖σ(1 + ǫ)2‖x̄1‖

= ρ1,m+1(1 + ǫ)2‖S‖σ‖x̄1‖ (1.5.5: eq5)

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A1 é aproximável.
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‖(A1)(x̄1)‖U1 = ‖(a1j(x̄1))
∞
j=1‖U1

= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ1j|ρ
−2
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

≤ ρ1,1‖x̄1‖ sup
‖xk‖=1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−2
1j a1j(x1)a2j(x2)b(yj)|

(por 1.5.5: eq3) ≤ ρ1,1‖S‖σ(1 + ǫ)2‖x̄1‖

= (1 + ǫ)2‖S‖σ‖x̄1‖. (1.5.5: eq6)

Isso mostra que ‖A1‖ ≤ (1 + ǫ)2‖S‖σ.

A seguir, considere

σ2,k = sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

k → ∞

−−−−−→
0, (1.5.5: eq7)

e note que σ2,1 = 1. Vamos construir (ρ2j) ∈ c0 com 1 ≥ ρ2,1 ≥ ρ2,2 ≥ . . . ≥ ρ2j ≥ . . . > 0 e

satisfazendo

∞∑

j=1

ρ−2
2j ρ−1

1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ (1 + ǫ)‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖. (1.5.5: eq8)

Se existe m = max{j ∈ N : σ2,j > 0}, definimos

ρ2j =

{
(1 + ǫ)−1/2 , j ≤ m;

(1 + jǫ)−1/2 , j > m

que certamente satisfaz 1.5.5: eq8. Para o caso em que σ2,j > 0 para cada j ∈ N, existe m ∈ N

tal que:

(σ2,m+1)
1/2 ≤ min

{ ǫ

2
σ2,1, 1

}
. (1.5.5: eq9)

Fixe um m satisfazendo 1.5.5: eq9, e seja

ρ2j :=

{
1 , se j ≤ m;

(σ2,j)
1/4 , se j > m.

Como σ2,j −→ 0 , então ρ2j −→ 0 e (ρ2j) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ2,1 ≥ . . . ≥ ρ2j ≥ . . . > 0. Para

simplificar a notação, chame
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Bj := ρ−1
1j

∣∣∣ τ1j

‖t1‖U1

a2j

( x2

‖x2‖

)
. . . anj

( xn

‖xn‖

)b(yj)

‖b‖

∣∣∣ (‖xi‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bj ≤ σ2k. Para cada M > m, segue que:

M∑

k=1

ρ−2
2,kρ

−1
1,k|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)| =

m∑

k=1

ρ−1
1,k|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)|+

M∑

k=m+1

ρ−2
2,k

[(
(
M+1∑

j=k

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)4

−

(
(

M+1∑

j=k+1

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)4]

=
m∑

k=1

ρ−1
1,k|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)| +

M∑

k=m+1

((σ2,k)
1/4)−2.

[(
(
M+1∑

j=k

ρ−1
1j |τ1ja2,j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)2

+
(
(

M+1∑

j=k+1

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)2]

.

[(
(
M+1∑

j=k

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)2

−
(
(

M+1∑

j=k+1

ρ−1
1j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|)

1/4
)2]

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

σ
−1/2
2,k .

[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}

= ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bk + 2
{[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bj

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bj

)1/2

−

. . . −
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bj

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}}

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bk + 2
[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ ∞∑

k=1

Bk + 2
( ∞∑

j=m+1

Bj

)1/2}

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{

σ2,1 + 2.
ǫ

2
.σ2,1

} (
por 1.5.5: eq9

)
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≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)σ2,1

≤ (1 + ǫ)2‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
(
por 1.5.5: eq7

)

como queŕıamos mostrar.

Para i = 2 definimos o espaço U2 das seqüências t2 = (τ2j)
∞
j=1 tais que

∑∞
j=1 ρ−1

2j ρ−1
1j τ1jτ2ja3j⊗

· · · ⊗ anj ⊗ yj está em Lσ(E3, . . . , En; F ) sempre que t1 = (τ1j)
∞
j=1 ∈ U1. Nesse espaço definimos

a norma

‖t2‖U2 = sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ−1
2j ρ−1

1j |τ1jτ2ja3j(x3) . . . anj(xn)b(yj)|.

Mostraremos que U2 é espaço completo. Para simplificar a notação faremos para o caso n=3.

Seja (tk)∞k=1 uma seqüência de Cauchy em U2, tk = (τ k
2j)

∞
j=1:

‖tk − tl‖U2 = sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
2j ρ−1

1j τ1j(τ
k
2j − τ l

2j)a3j(x3)b(yj)| ≤ ǫ

para k, l suficientemente grandes. Vamos considerar a seqüência de Cauchy (T k)∞k=1, onde

T k =
∞∑

j=1

(ρ−1
2j ρ−1

1j τ1jτ
k
2ja3j) ⊗ yj =

∞∑

j=1

(ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j) ⊗ (τ1jyj).

Como Lσ(E3; F ) é completo, existe T =
∑∞

j=1 c3j ⊗ zj tal que

lim
k→∞

‖T − T k‖σ = 0.

Mostraremos que para cada j ∈ N existe γj ∈ K tal que c3j ⊗ zj = γja3j ⊗ (τ1jyj).

Caso contrário, suponha que existe j0 tal que c3j0 ⊗ zj0 6= λa3j0 ⊗ (τ1j0yj0) para cada λ ∈ K.

Vamos analisar as três situações em que isso ocorre:

(1) c3j0 6= λa3j0 e zj0 6= λτ1j0yj0 , ∀λ ∈ K.

Se M = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3, por 0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e

a3j0(x3j0) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(τ1j0yj0) =

0. Então

∣∣∣bj0

(
c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1

2j ρ−1
1j τ k

2ja3j ⊗ (τ1j0yj0)
)
(x3j0)

∣∣∣ = |c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0)bj0(τ1j0yj0)|

= |1.1 − 0.0| = 1.

(2) c3j0 = γ3j0a3j0 e zj0 6= λ(τ1j0yj0), ∀λ ∈ K.

Considere x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = γ3j0a3j0(x3j0) 6= 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(τ1j0yj0) = 0. Então
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|bj0(c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1j0yj0))(x3j0)| = |c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1

2j ρ−1
1j τ k

2ja3j(x3j0)bj0(τ1j0yj0)|

= |c3j0(x3j0).1 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0).0|

= |c3j0(x3j0)| 6= 0.

(3) c3j0 6= λa3j0 , ∀λ ∈ K e zj0 = γj0τ1j0yj0 .

Se M = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3, por 0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e

a3j0(x3j0) = 0, e seja bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = γj0bj0(τ1j0yj0) 6= 0. Então

∣∣∣bj0

(
c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1

2j ρ−1
1j τ k

2ja3j ⊗ (τ1j0yj0)
)
(x3j0)

∣∣∣ =

= |c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0)bj0(τ1j0yj0)|

= |1.bj0(zj0) − 0.bj0(τ1j0yj0)|

= |bj0(zj0)| 6= 0.

Seja ν = min{1, |c3j0(x3j0)|, |bj0(zj0)|}, então por (1),(2) e (3) para x̄3 ∈ E3 e b̄ ∈ F ′ adequa-

dos, temos

ν ≤

∞∑

j=1

|b̄(c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1jyj0)(x̄3)|

↓ k → ∞

0

o que é absurdo. Segue então que para cada j ∈ N, existe γj tal que (ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1jyj))

∞
k=1

converge a γja3j ⊗ (τ1jyj): então se τ2j = ρ2jρ1jγj, tem-se que t2 = (τ2j)
∞
j=1 ∈ U2 é o limite de

t2k = (τ k
2j)

∞
j=1

Então, podemos definir

A2 : E2 −→ U2

x2 7→ (a2j(x2))
∞
j=1

Seja P2m(τ21, . . . , τ2m, τ2m+1, . . .) = (τ21, . . . , τ2m, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U2. Com

n = 3 temos:

‖(A2 − P2mA2)(x̄2)‖U2 = ‖(a2j(x̄2))
∞
j=m+1‖U2

= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−1
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|
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= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

ρ2j|ρ
−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|

≤ ρ2,m+1‖x̄2‖ sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xk‖≤1

‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x2)a3j(x3)b(yj)|

(por 1.5.5: eq8) ≤ ρ2,m+1‖x̄2‖ sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xk‖≤1

‖b‖≤1

‖t1‖U1‖x2‖‖x3‖‖b‖|

≤ ρ2,m+1(1 + ǫ)‖x̄2‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A2 é aproximável.

‖(A2)(x̄2)‖U2 = ‖(a2j(x̄2))
∞
j=1‖U2

= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|

= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ2j|ρ
−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|

≤ ρ2,1‖x̄2‖ sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xk‖≤1

‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x2)a3j(x3)b(yj)|

(por 1.5.5: eq8) ≤ ‖x̄2‖ sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xk‖≤1

‖b‖≤1

‖t1‖U1‖x2‖‖x3‖‖b‖|

≤ (1 + ǫ)‖x̄2‖.

Logo ‖A2‖ ≤ (1 + ǫ). De modo análogo, para cada i = 3, . . . , n − 1, se

σi,k = sup
‖tk‖Uk

≤1, k<i

‖xk‖≤1, k>i

‖b‖≤1

∞∑

j=k

ρ−1
i,j . . . ρ−1

1j |τ1j . . . τi−1jaij(xi) . . . anj(xn)b(yj)|,

constrúımos seqüências (ρi,j) ∈ c0, com 1 ≥ ρi,1 ≥ ρi,2 ≥ . . . ≥ ρi,j ≥ . . . > 0, e satisfazendo

sup
‖tk‖Uk

≤1

k<i

sup
‖xk‖≤1

k≥i

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ−2
i,j ρ−1

i−1,j . . . ρ−1
1j τ1j . . . τi−1jaij(xi)ai+1j(xi+1) . . . anj(xn)yj ≤

≤ (1 + ǫ)‖τ1j‖U1 . . . ‖τi−1j‖Ui−1
‖xi‖ . . . ‖xn‖.

A seguir definimos espaços Ui das seqüências ti = (τij)
∞
j=1 tais que para cada tk = (τkj)

∞
j=1 ∈

Uk com k < i

∞∑

j=1

ρ−1
i,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τi−1jτijai+1j(xi+1) . . . anj(xn)yj ∈ Lσ(Ei+1, . . . , En; F )



46 Aplicações n-lineares τ(p; q)-somantes e σ(p)-nucleares

e com norma

‖ti‖Ui
= sup

‖ti‖Ui
=1, k<i

‖xk‖≤1, k>i

‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
i,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τi−1jτijai+1j(xi+1) . . . anj(xn)b(yj)|.

Como antes, mostra-se que Ui é Banach para cada i = 3, . . . , n − 1. Também definimos

Ai : Ei −→ Ui

xi 7→ (aij(xi))
∞
j=1,

e como nos casos anteriores, tem-se que

‖(Ai − PimAi)(x̄i)‖Ui
≤ ρi,m+1(1 + ǫ)‖x̄i‖ = ρi,m+1(1 + ǫ)‖x̄i‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que Ai é aproximável e como nos

casos anteriores tem-se também que

‖Ai‖ ≤ (1 + ǫ). (1.5.5: eq10)

Finalmente definimos o espaço Un das seqüências tn = (τnj)
∞
j=1 tais que para cada tk =

(τkj)
∞
j=1 ∈ Uk com k < n (

ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jτnjyj

)
∈ lu1 (F )

e com norma

‖tn‖Un
= sup

‖tk‖Uk
≤1, k<n

‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jτnjb(yj)|.

Como antes, mostra-se que Un é Banach. Em cada um dos espaços Ui, eij = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) é

uma base; para i = n ela é base hiperortogonal. Sejam |αj| ≤ |βj| para cada j ∈ N e ti = (τij)
∞
j=1

para i = 1, . . . , n:

‖

n∑

j=1

αjej‖Un
= ‖(αj)

n
j=1‖Un

= sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

‖(ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jαjyj)
n
j=1‖

w
1

= sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

sup
‖b‖≤1

n∑

j=1

|ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jαjb(yj)|

= sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

sup
‖b‖≤1

n∑

j=1

|αj||ρ
−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jb(yj)|

≤ sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

sup
‖b‖≤1

n∑

j=1

|βj||ρ
−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jb(yj)|
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= sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

sup
‖b‖≤1

n∑

j=1

|ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jβjb(yj)|

= sup
‖tk‖Uk

≤1

k<n

‖(ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jβjyj)
n
j=1‖

w
1

= ‖(βj)
n
j=1‖Un

= ‖

n∑

j=1

βjej‖Un
.

Também definimos

An : En −→ Un

xn 7→ (anj(xn))∞j=1,

e como nos casos anteriores, tem-se que

‖(An − PnmAn)(x̄n)‖Un
≤ ρn,m+1(1 + ǫ)‖x̄n‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que An é aproximável e obtém-se

também que ‖An‖ ≤ (1 + ǫ). A seguir definimos:

Y : U1x . . . xUn −→ F

((τ1j)
∞
j=1, . . . , (τnj)

∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 τ1j. . . . .τnjyj.

Pela definição de Un temos que Y está bem definida, e é diagonal por definição. Vejamos que

sua norma é menor ou igual a um.

‖Y (t1, . . . , tn)‖F = ‖

∞∑

j=1

τ1j . . . τnjyj‖F

= sup
‖b‖≤1

|

∞∑

j=1

τ1j . . . τnjb(yj)|

= sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ1j . . . ρn,j|ρ
−1
1j . . . ρ−1

n,jτ1j . . . τnjb(yj)|

≤ ρ1,1 . . . ρn,1 sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,jτ1j . . . τnjb(yj)|

= ρ1,1 . . . ρn,1‖t1‖U1 . . . ‖tn−1‖Un−1 sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,j

τ1j

‖t1‖U1

. . .
τn−1j

‖tn−1‖Un−1

τnjb(yj)|

≤ ‖t1‖U1 . . . ‖tn−1‖Un−1 sup
‖t̄i‖Ui

≤1

i<n

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,j τ̄1j . . . τ̄n−1jτnjb(yj)|

= ‖t1‖U1 . . . ‖tn‖Un
. (1.5.5: eq11)
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Logo resulta que

Y ◦ (A1(x1), . . . , An(xn)) = Y
(
((a1j(x1))

∞
j=1, . . . , (anj(xn))∞j=1)

)

=
∞∑

j=1

a1j(x1) . . . anj(xn)yj

= S(x1, . . . , xn)

e

‖S(x1, . . . , xn)‖ = ‖Y
(
((a1j(x1))

∞
j=1, . . . , (anj(xn))∞j=1)

)
‖F

(por 1.5.5: eq11) ≤ ‖A1(x1)‖U1 . . . ‖An(xn)‖Un

(Ai’s cont́ınuas) ≤ ‖A1‖ . . . ‖An‖‖x1‖ . . . ‖xn‖

(por 1.5.5: eq5 e 1.5.5: eq10) ≤ ‖S‖σ(1 + ǫ)n+1‖x1‖ . . . ‖xn‖. (1.5.5: eq12)

Juntando 1.5.5: eq1 e 1.5.5: eq12 obtemos

‖S‖σ = inf
Y,A1,...,An

‖Y ‖.‖A1‖ . . . .‖An‖.

Com este teorema em mãos, temos uma ferramenta para construir aplicações σ-nucleares.

Toda vez que tivermos espaços de Banach E1, . . . , En, U1, . . . , Un, F , com algum Ui munido de

base hiperortogonal, e construirmos operadores aproximáveis Ai : Ei → Ui e uma aplicação

cont́ınua diagonal Y : Ui → F , então a composição S = Y ◦ (A1, . . . , An) é uma aplicação

σ-nuclear, e ‖S‖σ ≤ ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖.

Também é possivel obter o seguinte:

1.5.6 Proposição: Se uma aplicação multilinear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é σ-nuclear, então

existe um diagrama comutativo

E1x . . . x En

A

◗
◗

◗
◗

◗
◗

◗◗s

✲S
F

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑✸

Y

U

onde U é espaço de Banach com base de Schauder hiperortogonal, A ∈ La(E1, . . . , En; U) e

Y ∈ La(U ; F ). Neste caso, ‖S‖σ ≥ inf ‖Y ‖‖A‖.
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A demonstração deste resultado segue a mesma idéia do teorema anterior, porém é bem mais

simples:

Demonstração: Seja S =
∑∞

j=1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj σ-nuclear, satisfazendo

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| < (1 + ǫ)‖S‖σ. (1.5.6: eq1)

Note que

σk := sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
k → ∞

−−−−−→
0.

Constrói-se (ρj) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0 e satisfazendo

∞∑

j=1

ρ−2
j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ (1 + ǫ)2‖S‖σ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖ (1.5.6: eq2)

exatamente igual ao feito para (ρ1j) do teorema anterior. Definimos o espaço U das seqüências

t = (τj)
∞
j=1 tais que a seqüência (ρ−1

j τjyj)
∞
j=1 é incondicionalmente somável e nele definimos a

norma

‖t‖U = sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
j τjb(yj)|.

Mostra-se que U é espaço completo e tem base hiperortogonal, da mesma forma que para Un do

teorema anterior. Em seguida definine-se

A : E1x . . . xEn −→ U

(x1, . . . , xn) 7→ (a1j(x1) . . . anj(xn))∞j=1.

que é aproximável e tem norma menor ou igual a (1 + ǫ)2‖S‖σ, e definimos:

Y : U −→ F

((τj)
∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 τjyj.

que tem norma menor ou igual a um. Dáı resulta que

Y ◦ A(x1, . . . , xn) = Y
(
(a1j(x1), . . . , (anj(xn))∞j=1

)

=
∞∑

j=1

a1j(x1) . . . anj(xn)yj

= S(x1, . . . , xn)
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e

‖S(x1, . . . , xn)‖ = ‖Y ◦ A(x1, . . . , xn)‖

(Y cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A(x1, . . . , xn)‖U

(A cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A‖‖x1‖ . . . ‖xn‖

≤ ‖S‖σ(1 + ǫ)2‖x1‖ . . . ‖xn‖.

Como vale para cada ǫ, segue que

‖S‖σ ≥ inf
Y,A1,...,An

‖Y ‖.‖A‖.

1.6 Fatoração para aplicações n-lineares σ(p)-nucleares

Para este o próximo resultado precisaremos da seguinte definição:

1.6.1 Definição: Sejam Di, Ei, F,G espaços de Banach sobre um corpo K. Diremos que

uma aplicação multilinear S : E1x . . . xEn → F é σ1(p)-nuclear, se admite uma representação da

forma

S =
∞∑

j=1

a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj

com aij ∈ E ′
i, yj ∈ F , i = 1, . . . , n e j ∈ N, onde

sup ‖xi‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=1 |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

< ∞

com

limm→∞ sup ‖xi‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=m |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

= 0.

Observe que xi ∈ Ei e b ∈ F ′. Denotaremos o conjunto dessas aplicações por Lσ1(p)(E1, . . . , En; F )

e nele definimos a seguinte norma:

‖S‖σ1(p) = inf
representa̧c̃oes

de S

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

Usando o teorema 1.1.1 mostra-se que a classe Lσ1(p) de todas as aplicações n-lineares σ1(p)-

nucleares sobre espaços de Banach com a norma ‖.‖σ1(p) é Ln-módulo de Banach de aplicações

n-lineares.



Fatoração para aplicações n-lineares σ(p)-nucleares 51

⊢(0): Veja que In ∈ Lσ1(p), pois para In = 1⊗ · · ·n vezes ⊗1⊗1, temos sup ‖λi‖≤1
‖γ‖≤1

|1.λ1. . . . .1.λnγ.1| ≤

1; como para λ1 = . . . = λn = γ = 1 tem-se a igualdade, vemos que ‖In‖σ1(p) = 1.

⊢(1): Sejam S1, S2, . . . ∈ Lσ1(p)(E1, . . . , En; F ) tais que
∑∞

k=1 ‖Sk‖σ1(p) < ∞, e considere repre-

sentações tais que para cada k, Sk =
∑∞

j=1 ak
1j ⊗ · · · ⊗ ak

nj ⊗ yk
j com

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤ (1 + ǫ)‖Sk‖σ1(p). (1.6.1: eq1)

Segue que

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=1

∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤

(des. triang. em lp) ≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

k=1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤

∞∑

k=1

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤

∞∑

k=1

(1 + ǫ)‖Sk‖σ1(p)

= (1 + ǫ)
∞∑

k=1

‖Sk‖σ1(p) < ∞.

Como isso pode ser feito para cada ǫ > 0, se S =
∑∞

k=1

∑∞
j=1 ak

1j ⊗ . . . ⊗ ak
nj ⊗ yk

j

‖S‖σ1(p) ≤

∞∑

k=1

‖Sk‖σ1(p) < ∞.

Falta mostrar que

lim
m→∞

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= 0.

Para isso, observe que:

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

≤

∞∑

k=m

(
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ak
1j(x1) . . . ak

nj(xn)b(yk
j )|p

)1/p

(por 1.6.1: eq1) ≤

∞∑

k=m

(1 + ǫ)‖Sk‖σ1(p) < ∞
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que converge a zero quando m tende a infinito. Logo, S é σ1(p)-nuclear.

⊢(2): Agora considere os operadoes lineares

Ti : Di −→ Ei e R : F −→ G

ui 7→ Ti(ui) y 7→ R(y)

e uma aplicação multilinear S : E1x . . . xEn → F em Lσ1(p)(E1, . . . , En; F ). Quero mostrar que

RS(T1, . . . , Tn) ∈ [Lσ1(p)(D1, . . . , Dn; G), ‖.‖σ1(p)].

RS(T1, . . . , Tn)(u1, . . . , un) = RS(T1(u1), . . . , Tn(un))

= R
( ∞∑

j=1

a1j(T1(u1)). . . . .anj(Tn(un)).yj

)

=
∞∑

j=1

a1j(T1(u1)). . . . .anj(Tn(un)).R(yj)

=
∞∑

j=1

T ′
1(a1j)(u1). . . . .T

′
n(anj)(un).R(yj).

Logo,

sup
‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|(T ′
1a1j)(u1). . . . .(T

′
nanj)(un).c(R(yj))|

p
)1/p

=

= sup
‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(T1u1). . . . .anj(Tnun).R′c(yj)|
p
)1/p

= ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R
′‖ sup

‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j

(T1u1

‖T1‖

)
. . . . .anj

(Tnun

‖Tn‖

)
.
R′c

‖R′‖
(yj)|

p
)1/p

≤ ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R‖ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1). . . . anj(xn).b(yj)|
p
)1/p

para cada representação de S. Por acima temos também que

sup
‖ui‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=m

|(T ′
1a1j)(u1). . . . .(T

′
nanj)(un).c(R(yj))|

p
)1/p

≤

≤ ‖T1‖ . . . ‖Tn‖‖R‖ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|a1j(x1). . . . anj(xn).b(yj)|
p
)1/p

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo RS(T1, . . . , Tn) é σ1(p)-nuclear e ‖RS(T1,

. . . , Tn)‖σ1(p) ≤ ‖T1‖. . . . ‖Tn‖.‖R‖‖S‖σ1(p).
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Portanto, Lσ1(p) com a norma ‖.‖σ1(p) é Ln-módulo de Banach de aplicações n-lineares e portanto

temos que ‖S‖ ≤ ‖S‖σ1(p) e que ‖a1 ⊗ . . . ⊗ an ⊗ y‖σ1(p) = ‖a1‖. . . . ‖an‖.‖y‖.

1.6.2 Teorema (da fatoração para aplicações n-lineares σ(p)-nucleares): Uma apli-

cação multilinear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é σ(p)-nuclear se e só se existe um diagrama comutativo

E1x . . . x En

❅
❅

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅
❅

❅❘

✲S
F

A1 . . . An

Y

U1x . . . x Un
✑

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑
✑✸

onde os Ui’s são espaços de Banach com bases de Schauder {eij}
∞
j=1 e pelo menos um tem

base hiperortogonal, Ai ∈ La(Ei; Ui) para i = 1, . . . , n, Y : U1x . . . xUn → F é diagonal,

Y (e1j, . . . , enj) = λjyj com (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ e yj ∈ F tais que (τ1j . . . τnjyj)

∞
j=1 ∈ lup (F ) para cada

(τij)
∞
j=1 =

∑∞
j=1 τijeij ∈ Ui, i = 1, . . . , n. Neste caso, ‖S‖σ(p) = inf ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖.

Demonstração:

(⇐) S = Y ◦ (A1, . . . , An). Sejam {fij} os funcionais associados às bases {eij}
∞
j=1, i = 1, 2, . . . , n,

com {e1j}
∞
j=1 base hiperortogonal. Então se ui = Ai(xi) tem-se

Ai(xi) =
∞∑

j=1

fij(Ai(xi)).eij =
∞∑

j=1

(A′
ifij)(xi).eij,

bem como

S(x1, . . . , xn) = Y (A1(x1), . . . , An(xn))

= Y
( ∞∑

j1=1

(A′
1f1j1)(x1).e1j1 , . . . ,

∞∑

jn=1

(A′
nfnjn

)(xn).enjn

)

(Y é n−linear) =
∞∑

j1,...,jn=1

(A′
1f1j1)(x1) . . . (A′

nfnjn
)(xn)Y (e1j1 , . . . , enjn

)

(Y é diagonal ⇒) =
∞∑

j=1

(A′
1 ◦ f1j)(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)Y (e1j, . . . , enj).

Logo, se chamamos aij = (A′
ifij) ∈ E ′, i = 1, 2, . . . , n, como existem (λj)

∞
j=1 ∈ lp′ e yj ∈ F tais

que Y (e1j, . . . , enj) = λjyj, então temos a representação

S =
∞∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj.
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Como (a1j(x1) . . . anj(xn)yj)
∞
j=1 ∈ lup (F ) para cada xi ∈ Ei, segue que

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ ∞,

bem como

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

k→∞
−→ 0,

mostrando que S é σ(p)-nuclear. Além disso, temos que:

‖S(x1, . . . , xn)‖ = ‖

∞∑

j=1

λja1j(x1) . . . anj(xn)yj‖

≤ sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(λjyj)|

= sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|A′
1f1j(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)|

(∃|εj| = 1) = sup
‖b‖≤1

|

∞∑

j=1

εj(A
′
1f1j)(x1) . . . (A′

nfnj)(xn)b ◦ Y (e1j, . . . , enj)|

(b linear e Y n-linear e diagonal) = sup
‖b‖≤1

|b ◦ Y
( ∞∑

j=1

εjA
′
1f1j(x1)e1j,

∞∑

j=1

A′
2f2j(x2)e2j , . . . ,

∞∑

j=1

(A′
nfnj)(xn)enj

)
|

(b e Y cont́ınuas) ≤ sup
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

εjA
′
1f1j(x1)e1j

∥∥∥
U1

∥∥∥
∞∑

j=1

A′
2f2j(x2)e2j

∥∥∥
U2

. . .
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′
nfnj)(xn)enj

∥∥∥
Un

({e1j} é hiperortogonal) ≤ ‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′
1f1j)(x1)e1j

∥∥∥
U1

. . .
∥∥∥

∞∑

j=1

A′
nfnj(xn)enj

∥∥∥
Un

= ‖Y ‖‖A1(x1)‖U1 . . . ‖An(xn)‖Un

(Ai cont́ınua ∀i) ≤ ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖‖x1‖ . . . ‖xn‖.

Logo,
‖S‖σ(p) ≤ inf

Y,A1,...,An

‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖. (1.6.2: eq1)

(⇒) Suponha que S 6= 0 é σ(p)-nuclear; dado ǫ > 0, com uma representação S =
∑∞

1 λja1j ⊗

· · · ⊗ anj ⊗ yj satisfazendo
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‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

< (1 + ǫ)‖S‖σ(p). (1.6.2: eq2)

Note que

Ψ1,k := sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p k → ∞

−−−−−→
0.

Vamos construir (ρ1j) ∈ c0 com 1 ≥ ρ11 ≥ ρ12 ≥ . . . ≥ ρ1j ≥ . . . > 0 e satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
1j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

≤

(1 + ǫ)2‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p)‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖. (1.6.2: eq3)

Se existe m = max{j ∈ N : Ψ1,j > 0}, definimos

ρ1j =

{
(1 + ǫ)−1/2 , j ≤ m;

(1 + jǫ)−1/2 , j > m.

Note que para j > m,

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ Ψ1,m‖x1‖ . . . ‖xn‖‖bj‖ = 0.

Então

( ∞∑

j=1

ρ−2p
1j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

=
( m∑

j=1

(1 + ǫ)p|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)
( m∑

j=1

∣∣∣a1j

( x1

‖x1‖

)
. . . anj

( xn

‖xn‖

)b(yj)

‖b‖

∣∣∣
p)1/p

(por 1.6.2: eq2) ≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)(1 + ǫ)‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p).

Para o caso em que Ψ1,j > 0 para cada j ∈ N, existe m ∈ N tal que:

(Ψ1,m+1)
p/2 ≤ min

{
ǫp

2
Ψp

1,1, 1

}
. (1.6.2: eq4)

Fixe um m satisfazendo 1.6.2: eq4, e seja

ρ1j :=

{
1 , se j ≤ m;

(Ψ1,j)
1/4 , se j > m.
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Como Ψ1,j −→ 0, então ρ1j −→ 0 e (ρ1j) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ11 ≥ ρ12 ≥ . . . ≥ ρ1j ≥ . . . > 0.

Para simplificar a notação, chame

Bj :=
∣∣∣a1j

( x1

‖x1‖

)
. . . anj

( xn

‖xn‖

)b(yj)

‖b‖

∣∣∣ (‖xi‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bp
j ≤ Ψp

1,k para cada k ∈ N. Para cada M > m, temos:

( M∑

k=1

ρ−2p
1,k |a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)|

p
)1/p

=

{ m∑

k=1

|a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)|
p +

M∑

k=m+1

ρ−2p
1,k .

[((M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4)4

−
(( M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4)4]}1/p

=

{ m∑

k=1

|a1k(x1) . . . ank(xn)b(yk)|
p +

M∑

k=m+1

[(
(Ψ1,k)

1/4
)−2p

.

{[(M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4]2

+
[( M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4]2}

.

{[(M+1∑

j=k

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4]2

−
[( M+1∑

j=k+1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/4]2}]}1/p

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

[
Ψ

−p/2
1,k .

[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]]}1/p

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]}1/p

= ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bp
k + 2

{[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bp
j

)1/2

−

. . . −
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bp
j

)1/2]}}1/p

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ M∑

k=1

Bp
k + 2

[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2

−
(
Bp

M+1

)1/2]}1/p

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ M∑

k=1

Bp
k + 2

[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2]}1/p
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≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{

Ψp
1,1 + 2.Ψ

p/2
1,m+1

}1/p

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{

Ψp
1,1 + 2.

ǫp

2
.Ψp

1,1

}1/p (
por 1.6.2: eq4

)

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{

Ψ1,1 + ǫΨ1,1

} (
pois 1 ≤ p ⇒ ‖.‖p ≤ ‖.‖1

)

≤ ‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖(1 + ǫ)Ψ1,1

≤ (1 + ǫ)2‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p)‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖

(
por 1.6.2: eq2

)

para cada M ∈ N, seguindo o resultado desejado.

Para i = 1 definimos o espaço U1 das seqüências t1 = (τ1j)
∞
j=1 tais que

∑∞
j=1 ρ−1

1j τ1ja2j ⊗· · ·⊗

anj ⊗ yj)
∞
j=1 está em Lσ1(p)(E2, . . . , En; F ). Nesse espaço definimos a norma

‖t1‖U1 = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

.

Mostraremos que U1 é espaço completo. Para simplificar a notação faremos para o caso n=2.

Seja (t1k)
∞
k=1 uma seqüência de Cauchy em U1, t1k = (τ k

1j)
∞
j=1; logo, dado ǫ > 0

‖t1k − t1l‖U1 = sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
1j (τ k

1j − τ l
1j)a2j(x2)b(yj)|

p
)1/p

≤ ǫ

para k, l suficientemente grandes. Vamos considerar a seqüência de Cauchy (T k)∞k=1, onde

T k =
∞∑

j=1

(ρ−1
1j τ k

1ja2j) ⊗ yj.

Como Lσ1(p)(E2; F ) é completo, existe T =
∑∞

j=1 c2j ⊗ zj ∈ Lσ1(p)(E2, En; F ) tal que

lim
k→∞

‖T − T k‖σ1(p) = 0.

Mostraremos que existe γj ∈ K tal que c2j ⊗ zj = γja2j ⊗ yj, para cada j ∈ N.

Caso contrário, suponha que existe j0 tal que c2j0 ⊗zj0 6= γa2j0 ⊗yj0 para cada γ ∈ K. Vamos

analisar as três situações em que isso ocorre:

(1) c2j0 6= γa2j0 e zj0 6= γyj0 , ∀γ ∈ K.

Se M = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e

a2j0(x2j0) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0.

Então

|bj0(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)bj0(yj0)|

= |1.1 − 0.0| = 1.
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(2) c2j0 = γ2j0a2j0 e zj0 6= γyj0 , ∀γ ∈ K.

Considere x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = γ2j0a2j0(x2j0) 6= 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(yj0) = 0. Então

|bj0(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)bj0(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)bj0(yj0)|

= |c2j0(x2j0).1 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0).0|

= |c2j0(x2j0)| 6= 0.

(3) c2j0 6= γa2j0 , ∀γ ∈ K e zj0 = γj0yj0 .

Se M = [a2j0 , c2j0 ] ∈ DimE ′
2, por 0.2.3 podemos encontrar x2j0 ∈ E2 tal que c2j0(x2j0) = 1 e

a2j0(x2j0) = 0, e seja b ∈ F ′ tal que b(zj0) = γj0b(yj0) 6= 0. Então

|b(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x2j0)| = |c2j0(x2j0)b(zj0) − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0(x2j0)b(yj0)|

= |1.b(zj0) − 0.b(yj0)|

= |b(zj0)| 6= 0.

Seja ν = min{1, |c2j0(x2)|, |b(zj0)|}, então por (1), (2) e (3) para x̄2 ∈ E2 e b̄ ∈ F ′ adequados,

temos

ν ≤
( ∞∑

j=1

|b̄(c2j0 ⊗ zj0 − ρ−1
1,j0

τ k
1j0

a2j0 ⊗ yj0)(x̄2)||
p
)1/p

↓ k → ∞

0

o que é absurdo. Segue então que para cada j ∈ N, existe γj tal que (ρ−1
1,jτ

k
1ja2j ⊗ yj)

∞
k=1 converge

a γja2j ⊗ yj: então se τ1j = ρ1,jγj, tem-se que t1 = (τ1j)
∞
j=1 ∈ U1 é o limite de t1k = (τ k

1j)
∞
j=1.

Agora podemos definir

A1 : E1 −→ U1

x1 7→ (a1j(x1))
∞
j=1.

Seja P1m(τ11, . . . , τ1m, τ1m+1, . . .) = (τ11, . . . , τ1m, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U1; com

n = 2 temos:

‖(A1 − P1mA1)(x̄1)‖U1 = ‖(a1j(x̄1))
∞
j=m+1‖U1

= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

|ρ−1
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

p
)1/p
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= sup
‖x2‖≤1

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

ρp
1j|ρ

−2
1j a1j(x̄1)a2j(x2)b(yj)|

p
)1/p

≤ ρ1m+1‖x̄1‖ sup
‖xi‖=1

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

|ρ−2
1j a1j(x1)a2j(x2)b(yj)|

p
)1/p

(por 1.6.2: eq3) ≤ ρ1m+1(1 + ǫ)2‖(λj)j=1‖
−1
p′ ‖S‖σ(p)‖x̄1‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A1 é aproximável e de modo

semelhante mostra-se que ‖A1‖ ≤ (1 + ǫ)2‖(λj)j=1‖
−1
p′ ‖S‖σ(p).

Agora, para

Ψ2,k := sup
‖t1‖U1

≤1

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|ρ−1
1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p k → ∞

−−−−−→
0,

vamos construir (ρ2j) ∈ c0 com 1 ≥ ρ21 ≥ ρ22 ≥ . . . ≥ ρ2j ≥ . . . ≥ 0, satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
2j |ρ−1

1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖. (1.6.2: eq5)

Observe que Ψ2,1 = 1. Se existe m = max{j ∈ N : Ψ2,j > 0}, definimos

ρ2j =

{
(1 + ǫ)−1/2 , j ≤ m;

(1 + jǫ)−1/2 , j > m.

Para j > m,

|ρ−1
1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)| ≤ Ψ2,m‖x1‖ . . . ‖xn‖‖bj‖ = 0.

Seguindo que

( ∞∑

j=1

ρ−2p
2,j |ρ−1

1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

(1 + ǫ)p|ρ−1
1j τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

= (1 + ǫ)
( m∑

j=1

|ρ−1
1j

τ1j

‖t1‖U1

a2j(
x2

‖x2‖
) . . . anj(

xn

‖xn‖
)
b(yj)

‖b‖
|p

)1/p

‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

≤ (1 + ǫ)Ψ2,1‖t1‖‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

= (1 + ǫ)‖t1‖‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖.

Para o caso em que Ψ2,j > 0 para cada j ∈ N, existe m ∈ N tal que:

(Ψ2,m+1)
p/2 ≤ min

{
ǫp

2
Ψp

2,1, 1

}
. (1.6.2: eq6)
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Fixe um m satisfazendo 1.6.2: eq6, e seja

ρ2j :=

{
1 , se j ≤ m;

(Ψ2,j)
1/4 , se j > m.

Como Ψ2,j −→ 0 , então ρ2j −→ 0 e 1 ≥ ρ21 ≥ ρ22 ≥ . . . ≥ ρ2j ≥ . . . > 0. Para simplificar a

notação, chame

Bj := |ρ−1
1j

τ1j

‖t1‖U1

a2j

( x2

‖x2‖

)
. . . anj

( xn

‖xn‖

)b(yj)

‖b‖
| (‖t1‖U1 , ‖xi‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bp
j ≤ Ψp

2k para cada k ∈ N. Para cada M > m, temos:

( M∑

k=1

ρ−2p
2,k ρ−p

1,k|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)|
p
)1/p

=

{ m∑

k=1

|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)|
p +

M∑

k=m+1

ρ−2p
2,k .

[((M+1∑

j=k

ρ−p
1,k|τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4)4

−
(( M+1∑

j=k+1

ρ−p
1,k|τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4)4]}1/p

=

{ m∑

k=1

ρ−p
1,k|τ1ka2k(x2) . . . ank(xn)b(yk)|

p +
M∑

k=m+1

[(
(Ψ2,k)

1/4
)−2p

.

{[(M+1∑

j=k

ρ−p
1,j |τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4]2

+

[( M+1∑

j=k+1

ρ−p
1,k|τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4]2}

.

{[(M+1∑

j=k

ρ−p
1,k|τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4]2

−

[( M+1∑

j=k+1

ρ−p
1,k|τ1ja2j(x2) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/4]2}]}1/p

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

[
Ψ

−p/2
2,k .

[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]]}1/p

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]}1/p
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= ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

{ m∑

k=1

Bp
k + 2

{[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bp
j

)1/2

−

. . . −
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bp
j

)1/2]}}1/p

≤ ‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
{ M∑

k=1

Bp
k + 2

[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2

−
(
Bp

M+1

)1/2]}1/p

≤
{ ∞∑

k=1

Bp
k + 2

( ∞∑

j=m+1

Bp
j

)1/2}1/p

‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

≤
{ ∞∑

k=1

Bp
k + 2

(
Ψp

2,m+1

)1/2}1/p

‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

≤
{

Ψp
2,1 + 2

ǫp

2

(
Ψp

2,1

)1/2}1/p

‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖
(
por 1.6.2: eq6

)

≤
{

Ψ2,1 + ǫ
(
Ψ2,1

)}
‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

(
pois 1 ≤ p ⇒ ‖.‖1 ≥ ‖.‖p

)

≤ (1 + ǫ)Ψ2,1‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖

= (1 + ǫ)‖t1‖U1‖x2‖ . . . ‖xn‖‖b‖.

para cada M ∈ N, seguindo o resultado desejado.

Para i = 2 definimos o espaço U2 das seqüências t2 = (τ2j)
∞
j=1 tais que

∑∞
j=1 ρ−1

2j ρ−1
1j τ1jτ2ja3j⊗

· · ·⊗anj⊗yj está em Lσ1(p)(E3, . . . , En; F ) sempre que t1 = (τ1j)
∞
j=1 ∈ U1. Nesse espaço definimos

a norma

‖t2‖U2 = sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

ρ−1
2j ρ−1

1j |τ1jτ2ja3j(x3) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

Mostraremos que U2 é espaço completo. Para simplificar a notação faremos para o caso n=3.

Seja (tk)∞k=1 uma seqüência de Cauchy em U2, tk = (τ k
2j)

∞
j=1:

‖tk − tl‖U2 = sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
2j ρ−1

1j τ1j(τ
k
2j − τ l

2j)a3j(x3)b(yj)|
p
)1/p

≤ ǫ

para k, l suficientemente grandes. Vamos considerar a seqüência de Cauchy (T k)∞k=1, onde

T k =
∞∑

j=1

(ρ−1
2j ρ−1

1j τ1jτ
k
2ja3j) ⊗ yj =

∞∑

j=1

(ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j) ⊗ (τ1jyj).

Como Lσ1(p)(E3; F ) é completo, existe T =
∑∞

j=1 c3j ⊗ zj tal que

lim
k→∞

‖T − T k‖σ1(p) = 0.
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Mostraremos que para cada j ∈ N existe γj ∈ K tal que c3j ⊗ zj = γja3j ⊗ (τ1jyj).

Caso contrário, suponha que existe j0 tal que c3j0 ⊗ zj0 6= γa3j0 ⊗ (τ1j0yj0) para cada γ ∈ K.

Vamos analisar as três situações em que isso ocorre:

(1) c3j0 6= γa3j0 e zj0 6= γ(τ1j0yj0), ∀γ ∈ K.

Se M = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3, por 0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e

a3j0(x3j0) = 0, e por Hahn-Banach podemos encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(τ1j0yj0) =

0. Então

∣∣∣bj0

(
c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1

2j ρ−1
1j τ k

2ja3j ⊗ (τ1j0yj0)
)
(x3j0)

∣∣∣ =

= |c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0)bj0(τ1j0yj0)|

= |1.1 − 0.0| = 1.

(2) c3j0 = γ3j0a3j0 e zj0 6= γ(τ1j0yj0), ∀γ ∈ K.

Considere x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = γ3j0a3j0(x3j0) 6= 0, e por Hahn-Banach podemos

encontrar bj0 ∈ F ′ tal que bj0(zj0) = 1 e bj0(τ1j0yj0) = 0. Então

|bj0(c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1j0yj0))(x3j0)| =

= |c3j0(x3j0)bj0(zj0) − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0)bj0(τ1j0yj0)|

= |c3j0(x3j0).1 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0).0|

= |c3j0(x3j0)| 6= 0.

(3) c3j0 6= γa3j0 , ∀γ ∈ K e zj0 = γj0(τ1j0yj0).

Se M = [a3j0 , c3j0 ] ∈ DimE ′
3, por 0.2.3 podemos encontrar x3j0 ∈ E3 tal que c3j0(x3j0) = 1 e

a3j0(x3j0) = 0, e seja b ∈ F ′ tal que b(zj0) = γj0b(τ1j0yj0) 6= 0. Então

|b(c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1j0yj0))(x3j0)| =

= |c3j0(x3j0)b(zj0) − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j(x3j0)b(τ1j0yj0)|

= |1.b(zj0) − 0.b(τ1j0yj0)|

= |b(zj0)| 6= 0.

Seja ν = min{1, |c3j0(x3)|, |b(zj0)|}, então por (1),(2) e (3) para x̄3 ∈ E3 e b̄ ∈ F ′ adequados,

temos

ν ≤
( ∞∑

j=1

|b̄(c3j0 ⊗ zj0 − ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1j0yj0))(x̄3)|

p
)1/p

↓ k → ∞

0
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o que é absurdo. Segue então que para cada j ∈ N, existe γj tal que (ρ−1
2j ρ−1

1j τ k
2ja3j ⊗ (τ1jyj))

∞
k=1

converge a γja3j ⊗ (τ1jyj); logo t2 = (τ2j)
∞
j=1 ∈ U2 é o limite de t2k = (τ k

2j)
∞
j=1.

Então, podemos definir

A2 : E2 −→ U2

x2 7→ (a2j(x2))
∞
j=1

Seja P2m(τ21, . . . , τ2m, τ2m+1, . . .) = (τ21, . . . , τ2m, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U2. Com

n = 3 temos:

‖(A2 − P2mA2)(x̄2)‖U2 = ‖(a2j(x̄2))
∞
j=m+1‖U2

= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

|ρ−1
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|
p
)1/p

= sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖x3‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

ρp
2j|ρ

−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x̄2)a3j(x3)b(yj)|
p
)1/p

≤ ρ2m+1‖x̄2‖ sup
‖t1‖U1

≤1

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

|ρ−2
2j ρ−1

1j τ1ja2j(x2)a3j(x3)b(yj)|
p
)1/p

(por 1.6.2: eq5) ≤ ρ2m+1(1 + ǫ)‖x̄2‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A2 é aproximável e da mesma

forma, mostra-se que ‖A2‖ ≤ (1 + ǫ).

De modo análogo, para cada i = 3, . . . , n − 1, se

Ψi,k = sup
‖tk‖Uk

≤1

‖xk‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|ρ−1
i−1j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τi−1jaij(xi) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

,

constrúımos seqüências (ρij) ∈ c0, com 1 ≥ ρi1 ≥ ρi2 ≥ . . . ≥ ρij ≥ . . . > 0, e satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
ij |ρ−1

i−1j . . . ρ−1
1j τ1j . . . τi−1jaij(xi) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

≤

≤ (1 + ǫ)‖t1‖U1 . . . ‖ti−1‖Ui
‖xi‖ . . . ‖xn‖‖b‖.

A seguir definimos espaços Ui das seqüências ti = (τij)
∞
j=1 tais que para cada tk = (τkj)

∞
j=1 ∈

Uk com k < i

∞∑

j=1

ρ−1
i,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τi−1jτijai+1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj ∈ Lσ1(p)(Ei+1, . . . , En; F )

e com norma
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‖ti‖Ui
= sup

‖tk‖Uk
=1, k<i

‖xk‖≤1, k>i

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
ij . . . ρ−1

1j τ1j . . . τijai+1j(xi+1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

.

Como antes, mostra-se que Ui é Banach para cada i = 3, . . . , n − 1. Também definimos

Ai : Ei −→ Ui

xi 7→ (aij(xi))
∞
j=1,

e como nos casos anteriores, tem-se que

‖(Ai − PimAi)(x̄i)‖Ui
≤ ρim+1(1 + ǫ)Ψi,1‖x̄i‖

= ρim+1(1 + ǫ)‖x̄i‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que Ai é aproximável e tem norma

menor ou igual a (1 + ǫ). Por último, para i = n,

Ψn,k = sup
‖tk‖Uk

≤1

‖xk‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|ρ−1
n−1j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1janj(xn)b(yj)|
p
)1/p

,

constrúımos a seqüência (ρnj) ∈ c0, com 1 ≥ ρn1 ≥ ρn2 ≥ . . . ≥ ρnj ≥ . . . > 0, satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
nj |ρ−1

n−1j . . . ρ−1
1j τ1j . . . τn−1janj(xn)b(yj)|

p
)1/p

≤

≤ (1 + ǫ)‖t1‖U1 . . . ‖tn−1‖Un−1‖xn‖‖b‖.

Finalmente definimos o espaço Un das seqüências tn = (τnj)
∞
j=1 tais que para cada tk =

(τkj)
∞
j=1 ∈ Uk com k < n (

ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jτnjyj

)∞

j=1
∈ lup (F )

e com norma

‖tn‖Un
= sup

‖ti‖Ui
=1, k<n

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
n,j . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jτnjb(yj)|
p
)1/p

.

De modo análogo aos anteriores, mostra-se que Un é Banach. Em todos os espaços Ui, eij =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . .) é base. Vejamos que Un tem base hiperortogonal: sejam |αj| ≤ |βj| para cada

j ∈ N e ti = (τij)
∞
j=1 para i = 1, . . . , n:
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‖

n∑

j=1

αjenj‖Un
= ‖(αj)

n
j=1‖Un

= sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

‖(ρ−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jαjyj)
n
j=1‖

w
p

= sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

sup
‖b‖≤1

( n∑

j=1

|ρ−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jαjb(yj)|
p
)1/p

= sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

sup
‖b‖≤1

( n∑

j=1

|αj||ρ
−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jb(yj)|
p
)1/p

≤ sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

sup
‖b‖≤1

( n∑

j=1

|βj||ρ
−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jb(yj)|
p
)1/p

= sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

sup
‖b‖≤1

( n∑

j=1

|ρ−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jβjb(yj)|
p
)1/p

= sup
‖ti‖Uk

=1

k<n

‖(ρ−1
nj . . . ρ−1

1j τ1j . . . τn−1jβjyj)
n
j=1‖

w
p

= ‖(βj)
n
j=1‖Un

= ‖

n∑

j=1

βjenj‖Un

Também definimos

An : En −→ Un

xn 7→ (anj(xn))∞j=1,

e como nos casos anteriores, tem-se que

‖(An − PnmAn)(x̄n)‖Un
≤ ρn,m+1(1 + ǫ)Ψn,1‖x̄n‖ = ρn,m+1(1 + ǫ)‖x̄n‖ (1.6.2: eq7)

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que An é aproximável e mostra-se

também que ‖An‖ ≤ (1 + ǫ). A seguir definimos:

Y : U1x . . . xUn −→ F

((τ1j)
∞
j=1, . . . , (τnj)

∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 λjτ1j. . . . .τnjyj.

Pela definição de Un temos que Y está bem definida e é diagonal. Vejamos que sua norma é

menor ou igual a ‖(λj)
∞
j=1‖p′ .

‖Y (t1, . . . , tn)‖F = ‖

∞∑

j=1

λjτ1j . . . τnjyj‖F
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= sup
‖b‖≤1

|

∞∑

j=1

λjτ1j . . . τnjb(yj)|

≤ sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρ1j . . . ρn,j|λjρ
−1
1j . . . ρ−1

n,jτ1j . . . τnjb(yj)|

≤ ρ1,1 . . . ρn,1‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,jτ1j . . . τnjb(yj)|
p
)1/p

≤ ‖t1‖U1 . . . ‖tn−1‖Un−1‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,j

τ1j

‖t1‖U1

. . .
τn−1j

‖tn−1‖Un−1

τnjb(yj)|
p
)1/p

≤ ‖t1‖U1 . . . ‖tn−1‖Un−1‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖t̄i‖Ui
≤1

i<n

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
1j . . . ρ−1

n,j τ̄1j . . . τ̄n−1jτnjb(yj)|
p
)1/p

= ‖(λj)
∞
j=1‖p′‖t1‖U1 . . . ‖tn‖Un

.

Y ◦
(
A1(x1), . . . , An(xn)

)
= Y

(
(a1j(x1) . . . anj(xn)yj)

∞
j=1

)

=
∞∑

j=1

λja1j(x1) . . . anj(xn)yj

= S(x1, . . . , xn).

e

‖S(x1, . . . , xn)‖F = ‖Y ◦
(
A1(x1), . . . , An(xn)

)
‖F

≤ ‖Y ‖‖A1(x1)‖U1 . . . ‖An(xn)‖Un

≤ ‖Y ‖‖A1‖‖x1‖ . . . ‖An‖‖xn‖

≤ ‖(λj)
∞
j=1‖p′ .1.(1 + ǫ)2‖(λj)

∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p)‖x1‖(1 + ǫ)‖x2‖ . . . (1 + ǫ)‖xn‖

≤ (1 + ǫ)n+1‖S‖σ(p)‖x1‖ . . . ‖xn‖.

Logo,

‖S‖σ(p) ≥ inf
Y,A1,...,An

‖Y ‖.‖A1‖ . . . .‖An‖.

Juntando com a primeira parte, resulta que vale a igualdade.

De modo análogo ao caso σ-nuclear, com este teorema temos uma ferramenta para construir

aplicações σ(p)-nucleares. Toda vez que tivermos espaços de Banach E1, . . . , En, U1, . . . , Un, F ,

com algum Ui munido de base hiperortogonal, e construirmos operadores aproximáveis Ai : Ei →

Ui e uma aplicação cont́ınua diagonal Y : Ui → F , com Y (e1j, . . . , enj) = λjyj com (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ e
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yj ∈ F tais que (τ1j . . . τnjyj)
∞
j=1 ∈ lup (F ) para cada (τij)

∞
j=1 =

∑∞
j=1 τijeij ∈ Ui, i = 1, . . . , n, então

a composição S = Y ◦ (A1, . . . , An) é uma aplicação σ(p)-nuclear, e ‖S‖σ(p) ≤ ‖Y ‖‖A1‖ . . . ‖An‖.

Este teorema não é extensão do teorema 1.5.5. Foi necessário acrescentar a hipótese Y (e1j, . . . ,

enj) = λjyj com (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ e yj ∈ F tais que (τ1j . . . τnjyj)

∞
j=1 ∈ lup (F ) para (τij)

∞
j=1 ∈ Ui, que

é muito forte.

Vejamos um exemplo: Sejam 1 < p, q, r < ∞ tais que

1 =
1

p
+

1

p′
;

1

p
=

1

q
+

1

q′
;

1

q
=

1

r
+

1

r′
.

Considere espaços de Banach E1, E2, F quaisquer, U1 = lr, U2 = lr′ , (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ , (yj)

∞
j=1 ∈

luq′(F ), (a1j)
∞
j=1 ∈ lr(E1), (a2j)

∞
j=1 ∈ lr′(E2). Pelo teorema acima, a aplicação S = Y ◦ (A1, A2) é

σ(p)-nuclear, e ‖S‖σ(p) ≤ ‖Y ‖.‖A1‖.‖A2‖.

Também é possivel obter o seguinte:

1.6.3 Proposição: Se uma aplicação multilinear S ∈ L(E1, . . . , En; F ) é σ(p)-nuclear, então

existe um diagrama comutativo

E1x . . . x En

A

◗
◗

◗
◗

◗
◗

◗◗s

✲S
F

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑✸

Y

U

onde U é espaço de Banach com base de Schauder hiperortogonal, A ∈ La(E1, . . . , En; U) e

Y ∈ La(U ; F ). Neste caso, ‖S‖σ(p) ≥ inf ‖Y ‖‖A‖.

A demonstração deste resultado segue a mesma idéia do teorema anterior, porém é bem mais

simples.

Demonstração: Seja S =
∑∞

j=1 λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj σ(p)-nuclear, com

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖S‖σ(p). (1.6.3: eq1)

Primeiro constrúımos (ρj) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . ≥ 0, satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
j |a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|

p
)1/p

≤ (1 + ǫ)2‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p)‖x1‖ . . . ‖xn‖‖b‖. (1.6.3: eq2)
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A seguir definimos o espaço U das seqüências t = (τj)
∞
j=1 tais que a seqüência (ρ−1

j τjyj)
∞
j=1 é

incondicionalmente p-somável, i.e.

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
j τjb(yj)|

p
)1/p

< ∞

e

lim
k→∞

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|ρ−1
j τjb(yj)|

p
)1/p

= 0.

Nesse espaço definimos a norma

‖t‖U := ‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
j τjb(yj)|

p
)1/p

.

Verifica-se facilmente que U é espaço completo, com base hiperortogonal {ej}
∞
j=1. A seguir

definimos

A : E1x . . . xEn −→ U

(x1, . . . , xn) 7→ (a1j(x1) . . . anj(xn))∞j=1.

que é aproximável e

‖A‖ ≤ ‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p). (1.6.3: eq3)

A seguir definimos:

Y : U −→ F

((τj)
∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 λjτjyj.

As condições (λj)
∞
j=1 ∈ lup′ e (τjyj)

∞
j=1 ∈ lup (F ) vem do fato de S ser σ(p)-somante. Verifica-se

facilmente que Y : U → F é aproximável e tem norma menor ou igual a ‖(λj)
∞
j=1‖p′ . Dáı resulta

que

Y ◦ (A(x1, . . . , xn)) = Y
(
(a1j(x1) . . . anj(xn))∞j=1

)

=
∞∑

j=1

λja1j(x1) . . . anj(xn)yj

= S(x1, . . . , xn).

e

‖S(x1, . . . , xn)‖ =
∥∥∥Y

(
(a1j(x1) . . . anj(xn))∞j=1

)∥∥∥
(Y cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A(x1, . . . , xn)‖U

(A cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A‖‖x1‖ . . . ‖xn‖

≤ ‖(λj)
∞
j=1‖p′‖(λj)

∞
j=1‖

−1
p′ ‖S‖σ(p)(1 + ǫ)2‖x1‖ . . . ‖xn‖.
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Logo

‖S‖σ(p) ≥ inf
Y,A

‖Y ‖.‖A‖.

1.7 Relação entre aplicações n-lineares τ (p)-somantes e

σ(p)-nucleares

1.7.1 Teorema: Se F é espaço de Banach reflexivo, e E ′
1, . . . , E

′
n têm a propriedade de

aproximação λi-limitada, então se p ≥ 1,

Lτ (p)(E
′
1, . . . , E

′
n; F ′) e (Lσ(p)(E1, . . . , En; F ))′

são isometricamente isomorfos.

Demonstração: Temos por objetivo construir uma bijeção cont́ınua, linear e isométrica entre

os espaços mencionados acima:

(⊆) Seja T ∈ Lτ (p)(E
′
1, . . . , E

′
n; F ′), então:

T : E ′
1x . . . xE ′

n −→ F ′

(a1, . . . , an) 7→ T (a1, . . . , an) : F −→ K

y 7→ T (a1, . . . , an)(y).

Para a =
∑∞

j=1 λja1j⊗· · ·⊗anj⊗yj ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ), seja ϕT : Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) −→ K,

definido por
ϕT (a) =

∞∑

j=1

λjT (a1j, . . . , anj)(yj).

⊢ a série ϕT (a) converge em K: Lembre que se
∑∞

j=1 λja1j ⊗· · ·⊗anj ⊗yj ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ),

então
‖(λj)

∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

< ∞

e
lim

m→∞
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

= 0.

Dado ǫ > 0 considere uma seqüência estritamente crescente de naturais (Nk)
∞
k=1 tais que se

s > r ≥ Nk, então

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( s∑

j=r

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

< ǫ/2k.

Chame N0 = 0:
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|ϕT (
∞∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)| = |

∞∑

j=1

λjT (a1j, . . . , anj)(yj)|

(por Hölder) ≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′

( ∞∑

j=1

|AF (yj)T (a1j, . . . , anj)|
p
)1/p

≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′

( ∞∑

k=0

Nk+1∑

j=Nk+1

|AF (yj)T (a1j, . . . , anj)|
p
)1/p

(T ∈ Lτ (p) ⇒) ≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′

∞∑

k=0

‖T‖τ(p) sup
‖αi‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|α1(a1j) . . . .αn(anj)AF (yj)(b)|
p
)1/p

= ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖T‖τ(p)

∞∑

k=0

sup
‖αi‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|α1(a1j) . . . .αn(anj)b(yj)|
p
)1/p

(por 0.1.2) = ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖T‖τ(p)

∞∑

k=0

sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|a1j(x1) . . . .anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖T‖τ(p)

{
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( N1∑

j=1

|a1j(x1) . . . .anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

+
∞∑

k=1

ǫ/2k

}

≤ ‖T‖τ(p)‖(λj)
∞
1 ‖p′

{
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a1j(x1) . . . .anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
}

< ∞.

⊢ϕT está bem definida: Para um elemento a ∈ Lf (E1, . . . , En; F ), o valor ϕT (a) não depende

da representação de a: Suponha que temos uma representação finita do zero, 0 =
∑m

j=1 λja1j ⊗

· · · ⊗ anj ⊗ yj e pelas contas acima, obtemos

|ϕT (
m∑

j=1

λja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)| = |

m∑

j=1

λjT (a1j, . . . , anj)(yj)|

≤ ‖T‖τ(p)‖(λj)
m
j=1‖p′

{
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|a1j(x1) . . . .anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
}

.

para todo ǫ > 0; logo, a restrição de ϕT a Lf (E1, . . . , En; F ) está bem definida, e para cada

a ∈ Lf (E1, . . . , En; F ) temos:

|ϕT |Lf (E1,...,En;F )(a)| ≤ ‖T‖τ(p)‖(λj)
m
j=1‖p′

[
sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|a1j(x1) . . . .anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
]
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de onde segue que

|ϕT |Lf (E1,...,En;F )(a)| ≤ ‖T‖τ(p)‖a‖σ(p)f , para cada a ∈ Lf (E1, . . . , En; F ).

Como os espaços E ′
i tem a propriedade de aproximação λi-limitada para i = 1, . . . , n, por 1.4.3

segue que |ϕT |Lf (E1,...,En;F )(a)| ≤ ‖T‖τ(p)‖a‖σ(p). Logo, ϕT |Lf (E1,...,En;F ) : [Lf (E1, . . . , En; F ),

‖.‖σ(p)] 7→ [K, ‖.‖] é cont́ınua. Lembre que a 7→ ϕ(a) e T 7→ ϕT são lineares. Por 1.4.4,

Lf (E1, . . . , En; F ) é ‖.‖σ(p)-denso em Lσ(p)(E1, . . . , En; F ), seguindo que ϕT |Lf (E1,...,En;F pode

ser estendida a [Lσ(p)(E1, . . . , En; F ), ‖.‖σ(p)] de modo único. Ou seja, a extensão coincide com

ϕT e

|ϕT (a)| ≤ ‖T‖τ(p)‖a‖σ(p), para cada a ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ).

Isso mostra que ϕT está bem definida, e

‖ϕT‖ ≤ ‖T‖τ(p). (1.7.1: eq1)

(⊇) Seja ϕ ∈ (Lσ(p)(E1, . . . , En; F ))′,

ϕ : Lσ(p)(E1, . . . , En; F ) −→ K

a =
∑∞

j=1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj 7→ ϕ(a) = ϕ(
∑∞

j=1 a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)

definimos

Tϕ : E ′
1x . . . xE ′

n −→ F ′

(a1, . . . , an) 7→ Tϕ(a1, . . . , an) : F −→ K

y 7→ Tϕ(a1, . . . , an)(y) := ϕ(a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ y)

⊢ Tϕ ∈ Lτ (p)(E
′
1, . . . , E

′
n; F ′): Queremos saber se existe C ≥ 0 tal que para β1, . . . , βm ∈ F ′′ e

ai1, . . . , aim ∈ E ′
i, i = 1, . . . , n,

( m∑

j=1

|βj(Tϕ(a1j, . . . , anj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖αi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|α1(a1j), . . . , αn(anj)βj(b)|
p
)1/p

.

Como F é reflexivo, para cada βj ∈ F ′′ existe yj ∈ F tal que AF yj = βj. Logo, para

Tϕ(a1j, . . . , anj) ∈ F ′ temos que

( m∑

j=1

|βj(Tϕ(a1j, . . . , anj))|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|AF yj(Tϕ(a1j, . . . , anj))|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|Tϕ(a1j, . . . , anj)(yj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|ϕ(a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)|
p
)1/p
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(por Hahn-Banach, ∃‖(ǫj)
m
j=1‖p′ = 1) = |

m∑

j=1

ǫjϕ(a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)|

= |ϕ(
m∑

j=1

ǫja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)|

(ϕ cont́ınua) ≤ ‖ϕ‖‖

m∑

j=1

(ǫja1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)‖σ(p)

≤ ‖ϕ‖‖(ǫj)
m
1 ‖p′ sup

‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|a1j(x1) . . . anj(xn)b(yj)|
p
)1/p

(por 0.1.2) = ‖ϕ‖ sup
‖αi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|AF yj(b)α1(a1j) . . . αn(anj)|
p
)1/p

= ‖ϕ‖ sup
‖αi‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|βj(b)α1(a1j) . . . αn(anj)|
p
)1/p

mostrando que Tϕ é τ(p)-somante e

‖Tϕ‖τ(p) ≤ ‖ϕ‖. (1.7.1: eq2)

Note que ϕ 7→ Tϕ e T 7→ ϕT são inversas uma da outra: dadas ϕ ∈ [Lσ(p)(E1, . . . , En; F )]′,

T ∈ Lτ (p)(E
′
1, . . . , E

′
n; F ′),

∑∞
j=1 a1j ⊗· · ·⊗anj ⊗ yj ∈ Lσ(p)(E1, . . . , En; F ), a1 ∈ E ′

1, . . . , an ∈ E ′
n

e y ∈ F ′
i , temos:

ϕTϕ
(

∞∑

j=1

a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj) =
∞∑

j=1

Tϕ(a1j, . . . , anj)(yj)

=
∞∑

j=1

ϕ(a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)

= ϕ(
∞∑

j=1

a1j ⊗ · · · ⊗ anj ⊗ yj)

bem como

TϕT
(a1, . . . , an)(y) = ϕT (a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ yj)

= T (a1, . . . , an)(y).

Obtivemos uma bijeção cont́ınua, linear e de 1.7.1: eq1 e 1.7.1: eq2 segue que ‖Tϕ‖τ(p) = ‖ϕ‖.



Caṕıtulo 2

Polinômios n-homogêneos

2.1 Polinômios n-homogêneos

Dados E, F espaços de Banach, escreveremos L(nE; F ) := L(E, . . .n vezes , E; F ). Seja Σn o con-

junto de todas as permutações de {1, . . . , n}. Dizemos que T ∈ L(nE; F ) é aplicação n-linear

simétrica se

T (x1, . . . , xn) = T (xσ(1), . . . , xσ(n)), ∀σ ∈ Σn, ∀x1, . . . , xn ∈ E.

Denotamos por Ls(
nE; F ) o espaço das aplicações n-lineares simétricas. O espaço [Ls(

nE; F ), ‖.‖]

é fechado em [L(nE; F ), ‖.‖] (ver [6] proposição 1 pg2). A aplicação n-linear de simetrização

s : L(nE; F ) −→ Ls(
nE; F )

T 7→ Ts

onde

T (x1, . . . , xn) = 1
n!

∑
σ∈Σn

T (xσ(1), . . . , xσ(n))

é uma projeção cont́ınua (ver [6] proposição 2 pg 3).

Escrevemos xn := (x, . . .n vezes , x). Um polinômio n-homogêneo cont́ınuo é uma aplicação

P : E → F para a qual existe T ∈ L(nE; F ) tal que P (x) = T (xn) para cada x ∈ E. Para

mostrar que T corresponde a P , escrevemos T̂ = P . Denotaremos por P(nE; F ) o espaço de

Banach dos polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em F em relação às operações pontuais

de vetores e à norma definida por

‖P‖ := sup{‖P (x)‖ : x ∈ BE}.

73
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Observe que ‖P (x)‖ ≤ ‖P‖‖x‖n, pois se T̂ = P , então

‖P (x)‖ = ‖T̂ (x)‖ = ‖T (xn)‖ ≤ ‖T‖‖x‖n,

e

‖T̂‖ := sup{‖T̂ (x)‖ : x ∈ BE}

= sup{‖T (xn)‖ : x ∈ BE}

≤ sup{‖T (x1, . . . xn)‖ : xi ∈ BE} = ‖T‖.

A aplicação

Ls(
nE; F ) −→ P(nE; F )

T 7→ T̂

é um isomorfismo de espaços vetoriais bem como um homeomorfismo do espaço de Banach

Ls(
nE; F ) sobre P(nE; F ) (ver [6] proposição 3 pg 4). Para n = 0, escrevemos P(0E; F ) = F , o

espaço das aplicações constantes de E em F .

Um polinômio cont́ınuo P de E em F é uma aplicação P : E → F para a qual existem

n ∈ N0 e Pk ∈ P(kE; F ), k = 0, 1, . . . , n tais que P = P0+P1+ . . .+Pn. O espaço dos polinômios

cont́ınuos será denotado por P(E; F ). Também em [6] mostra-se que se P ∈ P(E; F ), P 6= 0,

existe uma única forma de escrever

P = P0 + P1 + . . . + Pn

com n ∈ N0 e Pk ∈ P(kE; F ), k = 0, 1, . . . , n e Pn 6= 0.

No espaço das aplicações n-lineares de tipo finito Lf (
nE; F ) podemos considerar o subcon-

junto das aplicações simétricas

Lfs(
nE; F ) := Lf (

nE; F )
⋂

Ls(
nE; F ).

É claro que para uma aplicação T ∈ Lf (
nE; F ) sua simetrização T̂ está em Lfs(

nE; F ). Deno-

taremos por Pf (
nE; F ) o espaço dos polinômios n-homogêneos P tais que P (x) = Txn, onde

T ∈ Lfs(
nE; F ), e diremos que P é polinômio n-homogêneo cont́ınuo de tipo finito. A aplicação

T ∈ Ls(
nE; F ) 7→ T̂ ∈ P(nE; F ) induz um isomorfismo de espaços vetoriais entre Lfs(

nE; F ) e

Pf (
nE; F ).

2.2 Ideais de polinômios n-homogêneos

Denotaremos por P a classe de todos os polinômios cont́ınuos entre espaços de Banach ar-

bitrários. Um ideal de polinômios n-homogêneos cont́ınuos I é um subconjunto de P tal que as

componentes
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I(nE; F ) := I ∩ P(nE; F )

satisfazem as seguintes condições:

(I1) In ∈ P(n
K; K), onde In(λ) = λn.

(I2) Se P1, P2 ∈ I(nE; F ), então P1 + P2 ∈ I(nE; F ).

(I3) Se P ∈ I(nE; F ), O ∈ L(F ; G) e Q ∈ L(D; E), então OPQ ∈ I(nD; G).

Note que a aplicação nula de E em F está em I(nE; F ), pois se O : y ∈ F 7→ O(y) := 0 ∈ F

e Q ∈ L(E; E), ela pode ser obtida pela composição OPQ, que pela propriedade (M3) está em

I(nE; F ).

Sob a condição (I3), a propriedade (I1) é equivalente à propriedade (I1′):

(I1′) a ∈ E ′ e y ∈ F implicam an ⊗ y ∈ I(nE; F ) para cada n ∈ N.

⊢(I1) ⇔ (I1′)

(⇒) Como an ⊗ y = (1 ⊗ y) ◦ In ◦ (a ⊗ 1) por (I3) e (I1)segue que an ⊗ y ∈ I.

(⇐) Como In = 1n ⊗ 1 por (I1′) segue que In ∈ I.

Uma aplicação não negativa ‖.‖I de I em K será chamada quasi-norma em I se:

(PQN1) ‖In‖I = ‖1n ⊗ 1‖ = 1.

(PQN2) Existe uma constante cI ≥ 1 tal que ‖P1 + P2‖I ≤ cI

(
‖P1‖I + ‖P2‖I

)
para cada

Pi ∈ I(nE; F ), ∀E, ∀F .

(PQN3) ‖OPQ‖I ≤ ‖O‖ ‖P‖I ‖Q‖n para P ∈ I(nE; F ), O ∈ L(F ; G) e Q ∈ L(D; E).

Se a constante cI for igual a 1, então ‖.‖I é uma norma. Como conseqüência dessa definição

temos a seguinte propriedade:

⊢Se P ∈ I(nE; F ), então ‖P‖ ≤ ‖P‖I . Com efeito, seja b ∈ F ′, então:

|b(P (x))| ≤ ‖b ⊗ 1‖‖P‖I‖1 ⊗ x‖

e considerando o supremo temos:

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖F = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

|b(P (x))| ≤ sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

‖b ⊗ 1‖ ‖P‖I ‖1 ⊗ x‖ = ‖P‖I .

Note que a propriedade (PQN1) é equivalente a

(PQN1′) ‖an ⊗ y‖ = ‖a‖n ‖y‖ para cada a ∈ E ′ e y ∈ F .
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⊢
(
‖an ⊗ y‖ = ‖a‖n‖y‖

)
⇔

(
‖1n ⊗ 1‖ = 1

)

(⇒) É claro.

(⇐) Já sabemos que ‖an⊗y‖ ≤ ‖an⊗y‖I . Por outro lado, temos que an⊗y = (1⊗y)In(a1⊗1),

e por (PQN3) tem-se ‖an ⊗ y‖I ≤ ‖1 ⊗ y‖‖In‖I‖a
1 ⊗ 1‖n = ‖y‖1‖a‖n.

Uma quasi-norma ‖.‖I é chamada de r-norma (0 < r ≤ 1) se vale a desigualdade r-triangular

(PQN2′) ‖P1 + P2‖
r
I ≤ ‖P1‖

r
I + ‖P2‖

r
I para P1, P2 ∈ I(nE; F ).

Se r = 1, ‖.‖I é chamada de norma. Diremos que [I, ‖.‖I ] é um ideal r-normado de polinômios

n-homogêneos cont́ınuos se I for um ideal de polinômios n-homogêneos cont́ınuos com uma r-

norma ‖.‖I tal que todo subespaço vetorial topológico Hausdorff I(nE; F ) seja completo. Se

r = 1, diremos que [I, ‖.‖I ] é um ideal de Banach de polinômios n-homogêneos cont́ınuos.

O resultado a seguir é muito útil:

2.2.1 Teorema: Seja I uma subclasse de P com uma função com valores reais não negativos

‖.‖I tal que para algum 0 < r ≤ 1 são satisfeitas as seguintes condições:

(0) In ∈ I e ‖In‖I = 1.

(1) Se P1, P2, . . . ∈ I(nE; F ) e
∑∞

k=1 ‖Pk‖
r
I < ∞, então P =

∑∞
k=1 Pk ∈ I(nE; F ) e ‖P‖r

I ≤
∑∞

k=1 ‖Pk‖
r
I.

(2) Q ∈ P(1D; E), P ∈ I(nE; F ) e O ∈ P(1F ; G), implicam OPQ ∈ I(nD; G) e ‖OPQ‖I ≤

‖O‖‖P‖I‖Q‖.

Então [I, ‖.‖I ] é um ideal r-normado de polinômios n-homogêneos cont́ınuos, e se r = 1, é um

ideal de Banach de polinômios n-homogêneos cont́ınuos.

Demonstração: Note que (0) implica (I1) e (PQN1), (2) implica (I3) e (PQN3) e (1) implica

(I2), (PQN2′). A completude do espaço vetorial topológico Hausdorff I(nE; F ) também segue

de (1): Seja (Oj)
∞
j=1 uma seqüência de Cauchy em I(nE; F ); logo, dado ǫ > 0 existe Jǫ ∈ N tal

que se k, l ≥ Jǫ, então

‖Ok − Ol‖
r
I ≤ ǫ.

Sejam Q1 = O1, Q2 = O2 −O1, . . . , Qk = Ok −Ok−1, então
∑k

j=1 Qj = Ok. Vejamos que a série
∑k

j=1 Qj é de Cauchy:
∥∥∥

k∑

j=1

Qj −

l∑

j=1

Qj

∥∥∥
r

I
≤

∥∥∥Ok − Ol

∥∥∥
r

I
≤ ǫ,
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para k, l ≥ Jǫ. A seguir considere uma seqüência de naturais (nk)
∞
k=1 tais que nk ≤ nk+1 para

cada k e satisfazendo
∥∥∥

nk+1∑

j=1

Qj −

nk∑

j=1

Qj

︸ ︷︷ ︸
Pk

∥∥∥
r

I
≤ ǫ/2k.

Então
∑∞

k=1 ‖Pk‖
r
I ≤

∑∞
k=1 ǫ/2k = ǫ < ∞. Por (1) tem-se que P =

∑∞
k=1 Pk ∈ I(nE; F ) e que

‖P‖r
I ≤

∑∞
k=1 ‖Pk‖

r
I < ǫ. Como

P =
∞∑

k=1

Pk =
∞∑

k=1

( nk+1∑

j=1

Qj −

nk∑

j=1

Qj

)
=

∞∑

j=nk+1

Qj,

se O =
∑n1

j=1 Qj + P ∈ I(nE; F ), então

‖Ok − O‖r
I =

∥∥∥
k∑

j=1

Qj −
( n1∑

j=1

Qj + P
)∥∥∥

r

I

≤
∥∥∥

k∑

j=1

Qj −

n1∑

j=1

Qj

∥∥∥
r

I
+ ‖P‖r

I

(k, n1 ≥ Jǫ) < ǫ + ǫ

seguindo a completude do espaço.

Mostra-se facilmente que os polinômios Pf de tipo finito formam um ideal de polinômios

n-homogêneos e estão contidos em todo ideal de polinômios n-homogêneos P .

2.3 O teorema da dominação para polinômios n-homogê-

neos τ (p)-somantes

Para um polinômio n-homogêneo P ∈ P(nE; F ), diremos que P é τ(p; q)-somante se existe uma

constante C ≥ 0 tal que para quaisquer m ∈ N, xj ∈ E, bj ∈ F ′, j = 1, 2, . . . , m vale a

desigualdade seguinte:

( m∑

j=1

|bj(P (xj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖a‖≤1
‖y‖≤1

( m∑

j=1

|a(xj)bj(y)|q
)1/q

.

Denotaremos o conjunto dos polinômios n-homogêneos τ(p; q)-somantes de E em F por Pτ(p;q)(
nE;

F ) e nele definimos a norma ‖P‖τ(p;q) := inf C para a constante que aparece na expressão

acima. Quando p = q escreve-se apenas Pτ(p)(
nE; F ) e dizemos que é conjunto dos polinômios
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n-homogêneos τ(p)-somantes de E em F . Verificar que [Pτ(p;q)(
nE; F ), ‖.‖τ(p;q)] é ideal de Banach

de polinômios n-homogêneos é simples com o uso do teorema 2.2.1. Observe que tal como no

caso das aplicações τ(p; q)-somantes, só é interessante se p ≥ q.

2.3.1 Teorema (da dominação para polinômios n-homogêneos τ(p)-somantes): Um

polinômio n-homogêneo P ∈ P(nE; F ) é τ(p)-somante se e só se existem uma constante σ ≥ 0

e uma medida de probabilidade µ ∈ W (BE′xBF ′′), o conjunto das probabilidades de Borel em

BE′xBF ′′, tais que

|b(P (x))| ≤ σ
(∫

BE′xBF ′′

|a(x)nβ(b)|pdµ(a, β)
)1/p

, ∀x ∈ E,∀b ∈ F ′. (2.3.1: eq1)

Demonstração:

(⇐) Temos:
( m∑

j=1

|bjP (xj)|
p
)1/p

≤
{ m∑

j=1

[
σ
(∫

BE′xBF ′′

|a(xj)
nβ(bj)|

p dµ(a, β)
)1/p]p}1/p

(soma finita ⇒) = σ
{∫

BE′xBF ′′

m∑

j=1

|a(xj)
nβ(bj)|

p dµ(a, β)
}1/p

≤ σ
{∫

BE′xBF ′′

sup
‖a‖≤1
‖β‖≤1

m∑

j=1

|a(xj)
nβ(bj)|

pdµ(a, β)
}1/p

= σ sup
‖a‖≤1
‖β‖≤1

{ m∑

j=1

|a(xj)
nβ(bj)|

p
}1/p

.

(⇒) Supondo que P ∈ Pτ(p)(
nE; F ), fixe σ = ‖P‖τ(p). Considere C(BE′xBF ′′)′ (dual do conjunto

das funções cont́ınuas) com a topologia C(BE′xBF ′′)-fraca. Então W (BE′xBF ′′) é subconjunto

convexo e compacto1. Para qualquer famı́lia finita de elementos x1, . . . , xm ∈ E e funcionais

b1, . . . , bm ∈ F ′ a equação

φ(µ) :=
m∑

j=1

{
|bjP (xj)|

p − σp

∫

BE′xBF ′′

|a(xj)
nβ(bj)|

pdµ(a, β)
}

define uma função real convexa e cont́ınua φ sobre W (BE′xBF ′′). Escolha a0 ∈ BE′ e β0 ∈ BF ′′
2

tais que

sup
{ m∑

j=1

|a(xj)
nβ(bj)|

p : ‖a‖, ‖β‖ ≤ 1
}

=
m∑

j=1

|a0(xj)
nβ0(bj)|

p.

1Pelo teorema da representação de Riesz 0.1.10, W (BE′xBF ′′) é isomorfo a B[C(B
E′xBF ′′ )]′ ; por Alaoglu 0.1.11,

este último é compacto na topologia considerada, e claramente é convexo.
2Isso é possivel, uma vez que BE′ , BF ′′ são compactos
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Se δ(a0, β0) denota a medida de Dirac no ponto (a0, β0), então temos

φ(δ(a0, β0)) =
m∑

j=1

|bjP (xj)|
p − σp|a0(xj)

nβ0(bj)|
p ≤ 0.

Como a coleção F das funções obtidas desta forma é côncava3, pelo Lema de Ky Fan 0.1.7, existe

uma medida µ0 ∈ W (BE′xBF ′′) tal que φ(µ0) ≤ 0, ∀φ ∈ F simultaneamente. Em particular, se

φ é gerada por x e b, segue que

|b(P (x))|p − σp
∫

BE′xBF ′′
|a(x)nβ(b)|p dµ0(a, β) ≤ 0.

Logo

|b(P (x))|p ≤ σp
∫

BE′xBF ′′
|a(x)nβ(b)|p dµ0(a, β)

e dáı

|b(P (x))| ≤ σ
(∫

BE′xBF ′′
|a(x)nβ(b)|p dµ0(a, β)

)1/p

.

Lembremos a seguinte definição (ver pg 10 [1] e pg 98 [15]): Um polinômio n-homogêneo

P ∈ P(nE; F ) é dito p-semi-integral se existem uma constante C ≥ 0 e uma medida regular de

probabilidade µ ∈ W (BE′) tais que

‖P (x)‖ ≤ C
(∫

BE′

|a(x)n|p dµ(a)
)1/p

∀x ∈ E.

Seja ν medida regular de probabilidade dada por ν(C) = µ(CxBF ′′) para cada C subconjunto

Boreliano de BE′ . Segue que se P ∈ Pτ(p)(
nE; F ), então

|bP (x)| = |b(P (x))|

≤ σ
(∫

BE′xBF

|a(x)nβ(b)|pdµ(a, β)
)1/p

≤ ‖b‖σ
(∫

BE′

|a(x)n|pdν(a)
)1/p

para cada x ∈ E, onde ν é medida regular de probabilidade dada por ν(C) = µ(CxBF ′′) para

cada C subconjunto Boreliano de BE. Segue que

‖P (x)‖ = sup
‖b‖≤1

|bP (x)|

≤ sup
‖b‖≤1

‖b‖σ
(∫

BE′

|a(λ1/n.x)n|pdν(a)
)1/p

≤ σ
(∫

BE′

|a(λ1/n.x)n|pdν(a)
)1/p

,

para cada x ∈ E. ou seja, P é p-semi-integral, ie Pτ(p)(
nE; F ) ⊆ Psi(p)(

nE; F ).

3A demonstração é análoga ao caso n-linear.
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2.4 Polinômios n-homogêneos σ(p)-nucleares

Sejam D,E, F,G espaços de Banach sobre um corpo K. Diremos que um polinômio n-homogêneo

P : E → F é σ(p)-nuclear, se P admite uma representação da forma

P =
∞∑

j=1

λja
n
j ⊗ yj

onde λj ∈ K, aj ∈ E ′, yj ∈ F , j ∈ N, onde (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ e

sup ‖x‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=1 |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p

< ∞

com

limm→∞ sup ‖x‖≤1
‖b‖≤1

(∑∞
j=m |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p

= 0.

Observe que x ∈ E e b ∈ F ′. Denotaremos o conjunto dessas aplicações por Pσ(p)(
nE; F ), e nele

podemos definir a norma:

‖P‖σ(p) = inf
representa̧c̃oes

de P

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

.

A seguir mostraremos que Pσ(p) com a norma ‖.‖σ(p) é ideal normado de polinômios n-

homogêneos, usando o teorema 2.2.1.

⊢(0): Veja que In ∈ Pσ(p), pois para In = 1 ⊗ n vezes. . . ⊗ 1 ⊗ 1, temos sup ‖x‖≤1
‖b‖≤1

|1.x. . . . .1.xb.1| ≤ 1;

como para x = b = 1 tem-se a igualdade, vemos que ‖In‖σ(p) = 1.

⊢(1): Sejam P1, P2, . . . ∈ Pσ(p)(
nE; F ) tais que

∑∞
k=1 ‖Pk‖σ(p) < ∞, e considere representações

tais que para cada k, Pk =
∑∞

j=1 λkja
n
kj ⊗ ykj com

‖(λkj)
∞
j=1‖p′ ≤

[
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

]1/p′

e

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

≤
[
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

]1/p

. (2.4.0: eq1)

Isto é posśıvel, pois se

C1 = ‖(λk
j )

∞
j=1‖p′

e

C2 = sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

,

podemos considerar nova representação trocando
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λk
j por

λk
j C2

(
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

)1/p
e yk

j por
yk

j C1
(
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

)1/p′

que satisfará as desigualdades citadas acima. Segue que

‖(λk
j )

∞
j,k=1‖p′ := (

∞∑

k=1

∞∑

j=1

|λk
j |

p′)1/p′ =
[ ∞∑

k=1

([ ∞∑

j=1

|λk
j |

p′
]1/p′)p′]1/p′

≤

≤
[ ∞∑

k=1

([
(1 + ǫ)‖Sk‖σ(p)

]1/p′)p′]1/p′

= (1 + ǫ)1/p′
[ ∞∑

k=1

‖Sk‖σ(p)

]1/p′

e

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=1

∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

=
[

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

k=1

([ ∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
]1/p)p]1/p

≤
[ ∞∑

k=1

(
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

[ ∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
]1/p)p]1/p

≤
[ ∞∑

k=1

([
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

]1/p)p]1/p

= (1 + ǫ)1/p
[ ∞∑

k=1

‖Pk‖σ(p)

]1/p

.

Então P =
∑∞

k=1

∑∞
j=1 λkja

n
kj ⊗ ykj e

‖(λkj)
∞
j,k=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=1

∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

≤

≤ (1 + ǫ)1/p′
[ ∞∑

k=1

‖Pk‖σ(p)

]1/p′

(1 + ǫ)1/p
[ ∞∑

k=1

‖Pk‖σ(p)

]1/p

(1/p′ + 1/p = 1 ⇒) = (1 + ǫ)
[ ∞∑

k=1

‖Pk‖σ(p)

]
.

Como isso pode ser feito para cada ǫ > 0, segue que

‖P‖σ(p) ≤

∞∑

k=1

‖Pk‖σ(p) < ∞.

Falta mostrar que

lim
m→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

= 0.

Para isso, observe que:
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sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

k=m

∞∑

j=m

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

≤
( ∞∑

k=m

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=m

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

≤
( ∞∑

k=m

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p

=
( ∞∑

k=m

[
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|akj(x)nb(ykj)|
p
)1/p]p)1/p

(por 2.4.0: eq1) ≤
( ∞∑

k=m

[(
(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

)1/p]p)1/p

=
( ∞∑

k=m

(1 + ǫ)‖Pk‖σ(p)

)1/p

< ∞

que converge a zero quando m tende a infinito, ou seja, P é σ(p)-nuclear.

⊢(2): Agora considere os polinômios 1-homogêneos Q : D −→ E e O : F −→ G e um polinômio

n-homogêneo P : E → F em Pσ(p)(
nE; F ). Queremos mostrar que OPQ ∈ [Pσ(p)(

nD; G), ‖.‖σ(p)].

OPQ(u) = O
( ∞∑

1

λjaj(Q(u))nyj

)

=
∞∑

1

λjaj(Q(u))n.O(yj)

=
∞∑

1

λj(Q
′aj)(u)n.O(yj).

Logo,

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖u‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

1

|(Q′aj)(u).c(O(yj))|
p
)1/p

=

= ‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖u‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

1

|aj(Qu).O′c(yj)|
p
)1/p

= ‖Q‖‖O′‖‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖u‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

1

|aj

( Qu

‖Q‖

) O′c

‖O′‖
(yj)|

p
)1/p

≤ ‖Q‖‖O‖‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

1

|aj(x)n.b(yj)|
p
)1/p

para cada representação de P . Por acima temos também que
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sup
‖u‖≤1
‖c‖≤1

( ∞∑

j=m

|[(Q′aj)(u)]n.c(O(yj))|
p
)1/p

≤

≤ ‖Q‖‖O‖ sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|aj(x)n.b(yj)|
p
)1/p

que tende a zero quando m vai para infinito. Logo OPQ é σ(p)-nuclear e

‖OPQ‖σ(p) ≤ ‖Q‖.‖O‖‖P‖σ(p).

Logo, Pσ(p) com a norma ‖.‖σ(p) é ideal de Banach de polinômios n-homogêneos e portanto

temos que ‖P‖ ≤ ‖P‖σ(p) e ‖λan ⊗ y‖σ(p) = |λ|‖a‖n.‖y‖.

Gostaŕıamos de saber se para 1 ≤ q ≤ p existe alguma relação entre ‖.‖σ(p) e ‖.‖σ(q). Temos

certamente Pσ(p) ⊂ Pσ(1), mas como comparar

inf
representa̧c̃oes

de P

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

e

inf
representa̧c̃oes

de P

‖(λj)
∞
j=1‖q′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x1)
nb(yj)|

q
)1/q

uma vez que q ≤ p implica p′ ≤ q′, obtendo que

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
q
)1/q

e

‖(λj)
∞
j=1‖p′ ≥ ‖(λj)

∞
j=1‖q′?

No conjunto Pf (
nE; F ) podemos considerar a norma ‖.‖σ(p)f , induzida pela norma ‖.‖σ(p) de

Pσ(p)(
nE; F ).

‖P‖σ(p)f = inf
representa̧c̃oes

finitas
de P

‖(λj)
m
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

.

Pelas definições de ‖.‖σ(p)f e ‖.‖σ(p), é claro que ‖P‖σ(p) ≤ ‖P‖σ(p)f , sempre que P ∈

Lf (
nE; F ) ⊂ Lσ(p)(

nE; F ). É natural perguntar quando ocorre a igualdade:

2.4.1 Proposição: Se o espaço E tiver dimensão finita e P ∈ P(nE; F ), então ‖P‖σ(p) =

‖P‖σ(p)f .
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Demonstração: Como dim E < ∞, segue que P(nE; F ) = Pf (
nE; F ) é um espaço completo

para ambas as normas ‖.‖σ(p) e ‖.‖σ(p)f . Considere a aplicação identidade id : Pf (
nE; F ) →

P(nE; F ), então como ‖id(P )‖σ(p) = ‖P‖σ(p) ≤ ‖P‖σ(p)f , a identidade é cont́ınua, e por ser

bijetiva, pelo teorema da aplicação aberta segue que é isomorfismo, i.e., existe uma constante

c ≥ 0 tal que

‖P‖σ(p)f ≤ c‖P‖σ(p). (2.4.1: eq1)

A seguir provaremos que c = 1. Dados P ∈ Pf (
nE; F ) e ǫ > 0, considere uma representação

infinita P =
∑∞

j=1 λja
n
j ⊗ yj tal que

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ/2)‖P‖σ(p).

Em particular, para cada m ∈ N

‖

m−1∑

j=1

λja
n
j ⊗ yj‖σ(p)f ≤ ‖(λj)

m−1
j=1 ‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

(m−1∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ/2)‖P‖σ(p). (2.4.1: eq2)

Como

lim
m→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

= 0,

para um m ∈ N grande o bastante, tem-se

c‖

∞∑

j=m

λja
n
j ⊗ yj‖σ(p) ≤ c‖(λj)

∞
j=m‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ ǫ/2‖P‖σ(p). (2.4.1: eq3)

Chame P1 =
∑m−1

j=1 λja
n
j ⊗ yj, então P − P1 =

∑∞
j=m λja

n
j ⊗ yj ∈ Pf (

nE; F ). Segue que

‖P‖σ(p)f ≤ ‖

m−1∑

j=1

λja
n
j ⊗ yj‖σ(p)f + ‖

∞∑

j=m

λja
n
j ⊗ yj‖σ(p)f

(por 2.4.1: eq2 e 2.4.1: eq1) ≤ (1 + ǫ/2)‖P‖σ(p) + c‖

∞∑

j=m

λja
n
j ⊗ yj‖σ(p)

(por 2.4.1: eq3) ≤ (1 + ǫ/2)‖P‖σ(p) + ǫ/2‖P‖σ(p)

≤ (1 + ǫ)‖P‖σ(p).

Como isso vale para todo ǫ > 0, segue o resultado.

Nem sempre é posśıvel trabalhar com espaços de dimensão finita. A seguir temos um resul-

tado que pode ser útil:
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2.4.2 Proposição: Se P ∈ Pσ(p)(
nE; F ) e Q ∈ Pf (

1D; E), então ‖P ◦Q‖σ(p)f ≤ ‖P‖σ(p)‖Q‖n.

Demonstração: Seja J a injeção natural de Q(D) em E; então, podemos escrever Q = J ◦ Q̃,

onde Q̃ : u ∈ D 7→ Q̃(u) := Q(u) ∈ Q(D), ‖Q̃‖ = ‖Q‖. Logo, Q ◦ J ∈ P(1Q(D); F ), onde

dimQ(D) < ∞ e pela proposição anterior

‖P ◦ J‖σ(p)f = ‖P ◦ J‖σ(p) ≤ ‖P‖σ(p)‖J‖
n = ‖P‖σ(p)

de onde temos

‖P ◦ Q‖σ(p)f = ‖P ◦ J ◦ Q̃‖σ(p)f ≤ ‖P ◦ J‖σ(p)f‖Q̃‖n = ‖P‖σ(p)‖Q‖n.

2.4.3 Proposição: Se E ′ tem a propriedade de aproximação limitada, então ‖P‖σ(p)f =

‖P‖σ(p), para cada P ∈ Pf (
nE; F ).

Demonstração: Faremos uma prova para n = 2; para outros p’s é análogo. Seja P ∈ Pf (
2E; F ).

Sabemos que Lf (E,E; F ) é isométricamente isomorfo a Lf (E;Lf (E; F ), pela aplicação que

associa S ∈ Lf (E;Lf (E; F ) a S ∈ Lf (E,E; F ) por S(x1)(x2) := S(x1, x2). Se S = P̌ é

a aplicação bilinear simétrica associada a P , note que S(x1)(x2) = S(x1, x2) = S(x2, x1) =

S(x2)(x1). Como E ′ tem a propriedade de aproximação limitada, por 0.3.5, dado ǫ > 0, existe

T ∈ Lσ(E; E) tal que ‖T‖ ≤ (1 + ǫ)γ, com γ ≥ 1 e ST = S. Logo temos

S(Tx1, x2) = S(Tx1)(x2) = ST (x1)(x2) = S(x1)(x2) = S(x1, x2)

E pela simetria de S,

S(x1, Tx2) = S(Tx2, x1) = S(x2, x1) = S(x1, x2).

Logo, S ◦ (T , T ) = S, e para cada x ∈ E temos

P (x) = S(x, x) = S ◦ (Tx, Tx) = P (Tx) = P ◦ T (x).

Então

‖P‖σ(p)f = ‖P ◦ T‖σ(p)f

(2.4.2) ≤ ‖P‖σ(p)‖T‖2

≤ (1 + ǫ)2γ2‖P‖σ(p)

Como isso vale para cada ǫ > 0, segue que ‖P‖σ(p)f ≤ γ2‖P‖σ(p). Repetindo o processo feito em

2.4.1, mostra-se que γ2 = 1 e ‖P‖σ(p)f ≤ ‖P‖σ(p).
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2.4.4 Proposição: Se E ′ tem a propriedade de aproximação limitada, então Pf (
nE; F ) é denso

em Pσ(p)(
nE; F ) na norma ‖.‖σ(p).

Demonstração: Seja P ∈ Pσ(p)(
nE; F ) e dado ǫ > 0 considere uma representação de P tal que

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖P‖σ(p).

Sabemos que

lim
k→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

= 0. (2.4.4: eq1)

Considere Pk =
∑k

j=1 λja
n
j ⊗ yj ∈ Pf (

nE; F ), então por 2.4.4: eq1, Pk converge a P na norma

‖.‖σ(p) (bem como na norma ‖.‖σ(p)f , pelo resultado acima) provando o que queŕıamos.

No caṕıtulo anterior mostramos que Lσ(1)(E1, . . . , En; F ) = Lσ(E1, . . . , En; F ). De modo

análogo mostra-se para polinômios resultado semelhante. Quando tivermos p = 1 falaremos de

polinômios σ-nucleares, denotando seu espaço por Pσ(nE; F ) com norma ‖.‖σ, e representação

P =
∑∞

j=1 an
j ⊗ yj tal que

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)| < ∞, com lim
k→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|aj(x)nb(yj)| = 0

e

‖P‖σ(1) = ‖P‖σ := inf
P=
P∞

j=1 an
j ⊗yj

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|.

2.4.5 Definição: Diremos que um polinômio n-homogêneo cont́ınuo P é aproximável se existe

uma seqüência Pj ∈ Pf (
nE; F ) tal que limj→∞ ‖P − Pj‖ = 0. Nesse caso, escrevemos P ∈

Pa(
nE; F ).

Os resultados de fatoração para polinômios exigem a hipótese de que U seja espaço de Banach

complexo.

2.4.6 Teorema: Um polinômio n-homogêneo cont́ınuo P ∈ P(nE; F ) é σ-nuclear, se e so-

mente se existe um diagrama comutativo

E

A ÂÂ@
@@

@@
@@

P // F

U
Y

??~~~~~~~
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onde U é espaço de Banach complexo com base de Schauder hiperortogonal {ej}
∞
j=1, A ∈ Pa(

1E; U)

e Y ∈ Pa(
nU ; F ) de modo que sua aplicação n-linear associada Y̌ ∈ Ls(

nU ; F ) seja diagonal.

Neste caso, ‖P‖σ = inf ‖Y ‖‖A‖n.

Demonstração:

(⇐) P = Y ◦ A. Sejam {fj}
∞
j=1 os funcionais associados de {ej}

∞
j=1. Se u ∈ U , temos

u =
∞∑

j=1

fj(u).ej.

E se u = A(x) tem-se

A(x) =
∞∑

j=1

fj(A(x)).ej =
∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej,

bem como

P (x) = Y (A(x))

= Y
( ∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej

)

= Y̌
([ ∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej

]n)

(Y̌ é diagonal) =
∞∑

j=1

[A′fj(x)]nY̌ (en
j )

=
∞∑

j=1

[(A′fj)(x)]nY (ej).

Logo, se chamamos aj = (A′fj) ∈ E ′, e yj = Y (ej) ∈ F , temos a representação P =
∑∞

j=1 an
j ⊗yj.

Queremos saber se P é σ-nuclear:

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|[(A′fj)(x)]nb ◦ Y (ej)| = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|[(A′fj)(x)]nb ◦ Y (ej)|

( para certos |εj| = 1) = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∣∣∣
( ∞∑

j=1

εj[(A
′fj)(x)]nb ◦ Y (ej)

)∣∣∣

(b linear, Y n-homogêneo e U complexo) = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∣∣∣
∞∑

j=1

b ◦ Y
(
ε
1/n
j (A′fj)(x)ej

)∣∣∣

= sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∣∣∣
∞∑

j=1

b ◦ Y̌
(
[ε

1/n
j (A′fj)(x)ej]

n
)∣∣∣

(Y̌ é diagonal) = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∣∣∣b ◦ Y̌
( ∞∑

j=1

[ε
1/n
j (A′fj)(x)ej]

n
)∣∣∣
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= sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∣∣∣b ◦ Y
( ∞∑

j=1

ε
1/n
j (A′fj)(x)ej

)∣∣∣

(b, Y cont́ınuas) ≤ sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

ε
1/n
j (A′fj)(x)ej

∥∥∥
n

U

({ej} hiperortogonal, |ε
1/n
j | ≤ 1) ≤ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′fj)(x)ej

∥∥∥
n

U

= ‖Y ‖ sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖n
U

(A cont́ınua) ≤ ‖Y ‖ sup
‖x‖≤1

‖A‖n‖x‖n

= ‖Y ‖‖A‖n < ∞.

Como A é aproximável, é operador compacto (ver [17] 1.11.2). Portanto, a imagem da bola

unitária BE por A é relativamente compacta em U . Segue que a sua aderência A(BE) é um

compacto em U . Como Y é cont́ınua em U e A(BE) é subconjunto compacto, existe u0 ∈ A(BE)

tal que

‖Y (u0)‖F ≥ ‖Y (u)‖F

para todo u ∈ A(BE), em particular para cada x ∈ BE, tem-se

‖Y (u0)‖F ≥ ‖Y (A(x))‖F .

Segue que

∞∑

j=k

|A′fj(x)nb ◦ Y (ej)| = |

∞∑

j=k

εj[(A
′fj)(x)]nb ◦ Y (ej)| (para certos |εj| = 1)

= |b ◦ Y
( ∞∑

j=k

εj[(A
′fj)(x)]nej

)
|

≤ ‖b‖
∥∥∥Y

( ∞∑

j=k

[(A′fj)(x)]nej

)∥∥∥

≤ ‖b‖
∥∥∥Y

( ∞∑

j=k

[(A′fj)(u0)]
nej

)∥∥∥

≤ ‖b‖.‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=k

(A′fj)(u0)ej

∥∥∥
n

U
.

Como
∥∥∥
∑∞

j=k(A
′fj)(u0)ej

∥∥∥
U

vai para 0 quando k tende a infinito, o mesmo ocorre para qualquer

x ∈ BE:
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lim
k→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|[A′fj(x)]nb ◦ Y (ej)| = 0.

Logo, S é σ-nuclear com

‖S‖σ ≤ inf
Y,A

‖Y ‖.‖A‖n. (2.4.6: eq1)

(⇒) Esta demonstração é análoga ao caso n-linear, porém bem mais simples. Suponha que

P 6= 0 é σ-nuclear; dado ǫ > 0, considere uma representação P =
∑∞

j=1 an
j ⊗ yj tal que

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)| < (1 + ǫ)‖P‖σ. (2.4.6: eq2)

Note que

σk := sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

∞∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
k → ∞

−−−−−→
0.

Vamos construir (ρj) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0 e satisfazendo

∞∑

j=1

ρ−2
j |aj(x)nb(yj)| ≤ (1 + ǫ)2‖P‖σ‖x‖

n‖b‖ (2.4.6: eq3)

Se existe m = max{j ∈ N : σj > 0}, definimos

ρj =

{
(1 + ǫ)−1/2 , j ≤ m;

(1 + jǫ)−1/2 , j > m

Note que para j > m

|aj(x)nb(yj)| ≤ σj‖x‖
n‖bj‖ = 0.

Então

∞∑

j=1

ρ−2
j |aj(x)nb(yj)| =

m∑

j=1

(1 + ǫ)|aj(x)n(xn)b(yj)|

= ‖x‖n‖b‖(1 + ǫ)
m∑

j=1

∣∣∣aj

( x

‖x‖

)n b(yj)

‖b‖

∣∣∣

(por 2.4.6: eq2) ≤ ‖x‖n‖b‖(1 + ǫ)(1 + ǫ)‖P‖σ.

Para o caso em que σj > 0 para cada j ∈ N, existe m ∈ N tal que:
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(σm+1)
1/2 ≤ min

{ ǫ

2
σ1, 1

}
(2.4.6: eq4)

Fixe um m satisfazendo 2.4.6: eq4, e seja

ρj :=

{
1 , se j ≤ m;

(σj)
1/4 , se j > m.

Como σj −→ 0 , então ρj −→ 0 e (ρj) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0. Para

simplificar a notação, chame

Bj :=
∣∣∣aj

( x

‖x‖

)n b(yj)

‖b‖

∣∣∣ (‖x‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bj ≤ σk. Segue que para cada M > m:

M∑

k=1

ρ−2
k |ak(x)nb(yk)| =

m∑

k=1

|ak(x)nb(yk)|+

M∑

k=m+1

ρ−2
k

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)4

−
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)4]

=
m∑

k=1

|ak(x)nb(yk)| +
M∑

k=m+1

(
(σk)

1/4
)−2

.

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)2

+
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)2]

.

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)2

−
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
)1/4)2]

≤ ‖x‖n‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

σ
−1/2
k .

[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}

≤ ‖x‖n‖b‖
{ m∑

k=1

Bk +
M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bj

)1/2]}

= ‖x‖n‖b‖

{ m∑

k=1

Bk + 2
{[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bj

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bj

)1/2

− . . .

−
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bj

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}}
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= ‖x‖n‖b‖

{ m∑

k=1

Bk + 2
{[( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bj

)1/2]}}

≤ ‖x‖n‖b‖
{ m∑

k=1

Bk + 2
( M+1∑

j=m+1

Bj

)1/2}

≤ ‖x‖n‖b‖
{

σ1 + 2.
ǫ

2
.σ1

} (
por 2.4.6: eq4

)

≤ ‖x‖n‖b‖(1 + ǫ)σ1

≤ (1 + ǫ)2‖P‖σ‖x‖
n‖b‖

(
por 2.4.6: eq2

)

como queŕıamos mostrar.

A seguir definimos o espaço U das seqüências de números complexos t = (τj)
∞
j=1 tais que

(ρ−1
j τn

j yj)
∞
j=1 está em lu1 (F ). Nesse espaço definimos a norma

‖t‖U =
(

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
j τn

j b(yj)|
)1/n

.

Mostra-se que U é espaço completo com base hiperortogonal de modo análogo ao feito para Un

no caso n-linear. Então, podemos definir

A : E −→ U

x 7→ (aj(x))∞j=1

Seja Pm(τ1, . . . , τm, τm + 1, . . .) = (τ1, . . . , τm, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U :

‖(A − PmA)(x)‖U = ‖(aj(x))∞j=m+1‖U

=
(

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−1
j aj(x)nb(yj)|

)1/n

=
(

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

ρj|ρ
−2
j aj(x)nb(yj)|

)1/n

≤
(
ρm+1 sup

‖b‖≤1

∞∑

j=m+1

|ρ−2
j aj(x)nb(yj)|

)1/n

(por 2.4.6: eq3) ≤ ρ
1/n
m+1(1 + ǫ)2/n‖P‖1/n

σ ‖x‖

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A é aproximável.

‖A(x)‖U = ‖(aj(x))∞j=1‖U

=
(

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
j aj(x)nb(yj)|

)1/n
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=
(

sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρj|ρ
−2
j aj(x)nb(yj)|

)1/n

≤
(
ρ1 sup

‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−2
j aj(x)nb(yj)|

)1/n

(por 2.4.6: eq3) ≤ ρ
1/n
1 (1 + ǫ)2/n‖P‖1/n

σ ‖x‖ (2.4.6: eq5)

mostrando que ‖A‖ tem norma menor ou igual a (1 + ǫ)2/n‖P‖
1/n
σ .

A seguir definimos:

Y : U −→ F

((τj)
∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 τn

j yj.

Pela definição de U temos que Y está bem definida, e é diagonal. Vejamos que sua norma é

menor ou igual a um.

‖Y (t)‖F = ‖

∞∑

j=1

τn
j yj‖F

= sup
‖b‖≤1

|

∞∑

j=1

τn
j b(yj)|

≤ sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

ρj|ρ
−1
j τn

j b(yj)|

≤ ρ1 sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|ρ−1
j τn

j b(yj)|

(ρ1 ≤ 1) ≤ ‖t‖n
U . (2.4.6: eq6)

Dáı resulta que

Y ◦ (A(x)) = Y
(
(aj(x))∞j=1

)

=
∞∑

j=1

aj(x)nyj

= P (x)

e

‖P (x)‖ = ‖Y
(
(aj(x))∞j=1

)
‖

≤ ‖Y ‖‖A(x)‖n
U

≤ ‖Y ‖‖A‖n‖x‖n

(por 2.4.6: eq5 e 2.4.6: eq6) ≤ 1.
[
(1 + ǫ)2/n‖P‖1/n

σ

]n

‖x‖n

≤ 1.(1 + ǫ)2/n‖P‖σ‖x‖
n, ∀ǫ > 0. (2.4.6: eq7)
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Juntando 2.4.6: eq1 e 2.4.6: eq7 obtemos

‖P‖σ = inf
Y,A,...,An

‖Y ‖.‖A‖n

2.4.7 Teorema: Um polinômio n-homogêneo P ∈ P(nE; F ) é σ(p)-nuclear se e somente se

existe um diagrama comutativo
E

A ÂÂ@
@@

@@
@@

P // F

U
Y

??~~~~~~~

onde U é espaço de Banach complexo com base de Schauder hiperortogonal {ej}
∞
j=1, A ∈ Pa(

1E; U),

Y ∈ Pa(
nU ; F ) com Y (ej) = λjyj, (λj)

∞
j=1 ∈ lp′ e yj ∈ F tais que (τjyj)

∞
j=1 ∈ lup (F ) para (τj)

∞
j=1 =

∑∞
j=1 τjej ∈ U , e de modo que sua aplicação n-linear simétrica associada Y̌ ∈ Ls(

nU ; F ) seja

diagonal. Neste caso, ‖P‖σ(p) ≤ inf ‖Y ‖.‖A‖n.

Demonstração:

(⇐) P = Y ◦ A. Sejam {fj}
∞
j=1 os funcionais conjugados da base {ej}

∞
j=1. Como antes,

A(x) =
∞∑

j=1

fj(A(x)).ej =
∞∑

j=1

(A′fj)(x).ej,

e como em 2.4.6,

P (x) =
∞∑

j=1

(A′fj)(x)nY (ej).

Logo, se chamamos aj = (A′fj) ∈ E ′, como existem (λj)
∞
j=1 ∈ lp′ e yj ∈ F tais que Y (ej) = λjyj,

então temos a representação P =
∑∞

j=1 λja
n
j ⊗ yj. Como (aj(x)nyj)

∞
j=1 ∈ lup (F ) para cada x ∈ E,

segue que

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|a(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ ∞,

bem como

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|a(x)nb(yj)|
p
)1/p

k→∞
−→ 0,

mostrando que P é σ(p)-nuclear. Além disso, temos que:

‖P (x)‖ = ‖

∞∑

j=1

λjaj(x)nyj‖
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≤ sup
‖b‖≤1

‖b
( ∞∑

j=1

λjaj(x)nyj

)
‖

(b é linear) ≤ sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|aj(x)nb(λjyj)|

= sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|[(A′fj)(x)]nb ◦ Y (ej)|

= sup
‖b‖≤1

∞∑

j=1

|[(A′fj)(x)]nb ◦ Y̌ (en
j )|

( para certos |εj| = 1) = sup
‖b‖≤1

∣∣∣
( ∞∑

j=1

εj[(A
′fj)(x)]nb ◦ Y̌ (en

j )
)∣∣∣

(U complexo, b linear, Y̌ n-linear e diagonal) ≤ sup
‖b‖≤1

∣∣∣b ◦ Y̌
( ∞∑

j=1

[ε
1/n
j (A′fj)(x)ej]

n
)∣∣∣

= sup
‖b‖≤1

∣∣∣b ◦ Y
( ∞∑

j=1

ε
1/n
j (A′fj)(x)ej

)∣∣∣

(b, Y cont́ınuas) ≤ sup
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

ε
1/n
j (A′fj)(x)ej

∥∥∥
n

U

({ej} hiperortogonal) ≤ sup
‖b‖≤1

‖b‖‖Y ‖
∥∥∥

∞∑

j=1

(A′fj)(x)ej

∥∥∥
n

U

= ‖Y ‖‖A(x)‖n
U

(A cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A‖n‖x‖n.

Logo,
‖P‖σ(p) ≤ inf

Y,A
‖Y ‖‖A‖n. (2.4.7: eq1)

(⇒) Dado ǫ > 0, seja P =
∑∞

j=1 λja
n
j ⊗ yj σ(p)-nuclear, com

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ (1 + ǫ)‖P‖σ(p). (2.4.7: eq2)

Note que

σk = sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p k → ∞

−−−−−→
0.

Vamos construir (ρj) ∈ c0 com 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . ≥ 0, satisfazendo

( ∞∑

j=1

ρ−2p
j |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p

≤ (1 + ǫ)2‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖P‖σ(p)‖x‖

n‖b‖. (2.4.7: eq3)
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O caso em que existe m = max{j ∈ N : σj > 0} é trivial. Para o caso em que σj > 0 para cada

j ∈ N, dado ǫ > 0, existe m ∈ N tal que:

(σm+1)
p/2 ≤ min

{
ǫp

2
σp

1, 1

}
(2.4.7: eq4)

Fixe um m satisfazendo 2.4.7: eq4, e seja

ρj :=

{
1 , se j ≤ m;

(σj)
1/4 , se j > m.

Como σj −→ 0 , então ρj −→ 0 e (ρj) ∈ c0. Além disso, 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ . . . ≥ ρj ≥ . . . > 0. Para

simplificar a notação, chame

Bj :=
∣∣∣aj

( x

‖x‖

)n b(yj)

‖b‖

∣∣∣ (‖xi‖, ‖b‖ 6= 0).

Note que
∑∞

j=k Bp
j ≤ σp

k para cada k ∈ N. Para cada M > m, temos:

( M∑

k=1

ρ−2p
k |ak(x)nb(yk)|

p
)1/p

=
{ m∑

k=1

|ak(x)nb(yk)|
p +

M∑

k=m+1

ρ−2p
k .

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)4

−
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)4]}1/p

=
{ m∑

k=1

|ak(x)nb(yk)|
p +

M∑

k=m+1

(
(σk)

1/4
)−2p

.

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)2

+
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)2]

.

[((M+1∑

j=k

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)2

−
(( M+1∑

j=k+1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/4)2]}1/p

≤ ‖x‖n‖b‖
{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

σ
−p/2
k .

[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

+
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]
.
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]}1/p

≤ ‖x‖n‖b‖
{ m∑

k=1

Bp
k +

M∑

k=m+1

2
[(M+1∑

j=k

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=k+1

Bp
j

)1/2]}1/p

= ‖x‖n‖b‖

{ m∑

k=1

Bp
k + 2

{[( M+1∑

j=m+1

Bp
j

)1/2

−
(

✏✏✏✏✏
M+1∑

j=(m+1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(
✏✏✏✏✏

M+1∑

j=m+2

Bp
j

)1/2

−
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. . . −
(PPPPP

M+1∑

j=(M−1)+1

Bp
j

)1/2]
+

[(PPPPP

M+1∑

j=M

Bp
j

)1/2

−
( M+1∑

j=(M)+1

Bp
j

)1/2]}}1/p

≤ ‖x‖n‖b‖
{ ∞∑

k=1

Bp
k + 2

( ∞∑

j=m+1

Bp
j

)1/2}1/p

≤ ‖x‖n‖b‖
{

σp
1 + 2.

ǫp

2
.σp

1

}1/p

(por 2.4.7: eq4 )

≤ ‖x‖n‖b‖
{

σ1 + ǫσ1

}
(1 ≤ p ⇒ ‖.‖p ≤ ‖.‖1)

≤ ‖x‖n‖b‖(1 + ǫ)σ1

≤ (1 + ǫ)2‖(λj)
∞
j=1‖

−1
p′ ‖P‖σ(p)‖x‖

n‖b‖ (por 2.4.7: eq2 )

como queŕıamos mostrar.

A seguir definimos o espaço U das seqüências complexas t = (τj)
∞
j=1 tais que a seqüência

(ρ−1
j τn

j yj)
∞
j=1 é incondicionalmente p-somável. Nesse espaço definimos a norma

‖t‖U :=
[

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|ρ−1
j τn

j b(yj)|
p
)1/p]1/n

.

Como em 1.6.3, o espaço U é completo e tem base hiperortogonal. A seguir definimos

A : E −→ U

x 7→ (aj(x)n)∞j=1.

Seja Pm(τ1, . . . , τm, τm+1, . . .) = (τ1, . . . , τm, 0, 0, . . .) a projeção canônica usual em U :

‖(A − PmA)(x)‖U = ‖(aj(x)n)∞j=m+1‖U

=
[

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

ρ−p
j |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p]1/n

=
[

sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

ρp
jρ

−2p
j |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p]1/n

≤ ρ
1/n
m+1

[
sup
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m+1

ρ−2p
j |aj(x)nb(yj)|

p
)1/p]1/n

(por 2.4.7: eq3) ≤ ρ
1/n
m+1(1 + ǫ)2/n

[
‖(λj)

∞
j=1‖

−1
p′ ‖P‖σ(p)‖x‖

n
]1/n

que converge a zero, quando m tende a infinito, mostrando que A é aproximável e

‖A‖ ≤ (1 + ǫ)2/n
[
‖(λj)

∞
j=1‖

−1
p′ ‖P‖σ(p)‖x‖

n
]1/n

. (2.4.7: eq5)
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A seguir definimos:

Y : U −→ F

((τj)
∞
j=1) 7→

∑∞
j=1 λjτ

n
j yj.

Como em 1.6.3, temos que Y está bem definida,é diagonal, aproximável e com norma menor ou

igual a ‖(λj)
∞
j=1‖p′ . Dáı resulta que

Y ◦ (A(x)) = Y
(
(aj(x))∞j=1

)
=

∞∑

j=1

λjaj(x)nyj = P (x).

e

‖P (x)‖ = ‖Y (A(x)))‖

(Y cont́ınua) ≤ ‖Y ‖‖A(x)‖n
U

(A cont́ınua e n-homogênea) ≤ ‖Y ‖‖A‖n‖x‖n

(por 2.4.7: eq5 e ‖Y ‖ ≤ ‖(λj)
∞
j=1‖p′) ≤ ‖(λj)

∞
j=1‖p′ .

{
(1 + ǫ)2/n

[
‖(λj)

∞
j=1‖

−1
p′ ‖P‖σ(p)

]1/n}n

‖x‖n.

Logo
‖P‖σ(p) ≥ inf

Y,A
‖Y ‖.‖A‖n,

e por 2.4.7: eq1 segue que

‖P‖σ(p) = inf
Y,A

‖Y ‖.‖A‖n.

2.5 Relação entre polinômios n-homogêneos τ (p)-soman-

tes e σ(p)-nucleares

2.5.1 Teorema: Se E, F são espaços de Banach, E ′ tem a propriedade de aproximação λ-

limitada, F é reflexivo, e p ≥ 1, então os espaços

Pτ (p)(
nE ′; F ′) e [Pσ(p)(

nE; F )]′

são isometricamente isomorfos.

Demonstração:

(⊆) Seja P ∈ Pτ (p)(
nE ′; F ′), então:

P : E ′ −→ F ′

a 7→ Pa : F −→ K

y 7→ Pa(y).
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Para a =
∑∞

j=1 λja
n
j ⊗ yj ∈ Pσ(p)(

nE; F ), seja ϕP : Pσ(p)(
nE; F ) −→ K , definido por

ϕP (a) =
∞∑

j=1

λj(Paj)(yj)

⊢ a série ϕP (a) converge em K: Lembre que se
∑∞

j=1 λja
n
j ⊗ yj ∈ Pσ(p)(

nE; F ), então

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

< ∞

e

lim
m→∞

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=m

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

= 0.

Dado ǫ > 0 considere uma seqüência estritamente crescente de naturais (Nk)
∞
k=1 tais que se

s > r ≥ Nk, então

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( s∑

j=r

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

< ǫ/2k.

Chame N0 = 0, então segue que

|ϕP

( ∞∑

j=1

λja
n
j ⊗ yj

)
| = |

∞∑

j=1

λj(Paj)(yj)|

(por Hölder) ≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′

( ∞∑

j=1

|(AF yj)(Paj)|
p
)1/p

= ‖(λj)
∞
1 ‖p′

( ∞∑

k=0

Nk+1∑

j=Nk+1

|(AF yj)(Paj)|
p
)1/p

(P ∈ Pτ (p) ⇒) ≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′

∞∑

k=0

‖P‖τ(p) sup
‖α‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|α(aj)
n(AF yj)(b)|

p
)1/p

= ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖P‖τ(p)

∞∑

k=0

sup
‖α‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|α(aj)
nb(yj)|

p
)1/p

(por 0.1.2) = ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖P‖τ(p)

∞∑

k=0

sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( Nk+1∑

j=Nk+1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

≤ ‖(λj)
∞
1 ‖p′‖P‖τ(p)

{
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( N1∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

+
∞∑

k=1

ǫ/2k

}

≤ ‖P‖τ(p)‖(λj)
∞
1 ‖p′

{
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
}

< ∞.
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⊢ ϕ está bem definida: Para um elemento a ∈ Pf (
nE; F ), o valor ϕP (a) não depende da repre-

sentação de a: Suponha que temos uma representação finita do zero, 0 =
∑m

j=1 λja
n
j ⊗ yj e pelas

contas acima obtemos

|ϕP

( m∑

j=1

λja
n
j ⊗ yj

)
| = |

m∑

j=1

λj(Paj)(yj)|

≤ ‖P‖τ(p)‖(λj)
∞
1 ‖p′

{
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
}

.

para todo ǫ > 0; logo a restrição de ϕP a Lf (
nE; F ) está bem definida, e para cada a ∈ Lf (

nE; F )

temos

|ϕP |Pf (nE;F )(a)| ≤ ‖P‖τ(p)‖(λj)
m
j=1‖p′

[
sup
‖x‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|aj(x)nb(yj)|
p
)1/p

+ ǫ
]

de onde segue que

|ϕP |Pf (nE;F )(a)| ≤ ‖P‖τ(p)‖a‖σ(p)f , para cada a ∈ Pf (
nE; F ).

Como o espaço E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, por 2.4.3 |ϕP |Pf (nE;F )(a)|

≤ ‖P‖τ(p)‖a‖σ(p). Logo, ϕP |Pf (nE;F ) : [Pf (
nE; F ), ‖.‖σ(p)] 7→ [K, ‖.‖] é cont́ınua. Temos que

A 7→ ϕP (A) e P 7→ ϕP são lineares. Por 1.4.4, Pf (
nE; F ) é ‖.‖σ(p)-denso em Pσ(p)(

nE; F );

logo ϕP |Pf (nE;F ) pode ser estendida a [Pσ(p)(
nE; F ), ‖.‖σ(p)] de modo único. Ou seja a extensão

coincide com ϕP e

|ϕP (a)| ≤ ‖P‖τ(p)‖a‖σ(p), para cada a ∈ Pσ(p)(
nE; F ). (2.5.1: eq1)

Logo,
‖ϕP‖ ≤ ‖P‖τ(p). (2.5.1: eq2)

(⊇) Seja ϕ ∈ (Pσ(p)(E; F ))′,

ϕ : Pσ(p)(E; F ) −→ K

a =
∑∞

j=1 an
j ⊗ yj 7→ ϕ(a) = ϕ(

∑∞
j=1 an

j ⊗ yj)

definimos

Pϕ : E ′ −→ F ′

a 7→ Pϕa : F −→ K

y 7→ Pϕa(y) := ϕ(an ⊗ y)

⊢Pϕ ∈ Pτ (p)(
nE ′; F ′): Vamos ver se existe C ≥ 0 tal que para β1, . . . , βm ∈ F ′′ e a1, . . . , am ∈ E ′,

( m∑

j=1

|βj(Pϕ(aj))|
p
)1/p

≤ C sup
‖α‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|α(aj)
nβj(b)|

p
)1/p

.
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Como F é reflexivo, para cada βj ∈ F ′′ existe yj ∈ F tal que AF yj = βj:

( m∑

j=1

|βj(Pϕaj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|AF yj(Pϕaj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|(Pϕaj)(yj)|
p
)1/p

=
( m∑

j=1

|ϕ(an
j ⊗ yj)|

p
)1/p

(por Hahn-Banach ∃‖(εj)
m
1 ‖p′ = 1 tal que) = |

m∑

j=1

εjϕ(an
j ⊗ yj)|

= |ϕ(
m∑

j=1

εja
n
j ⊗ yj)|

(ϕ cont́ınua) ≤ ‖ϕ‖
∥∥∥

m∑

j=1

(εja
n
j ⊗ yj)

∥∥∥
σ(p)

≤ ‖ϕ‖‖(εj)
m
1 ‖p′ sup

‖x‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|an
j (x)b(yj)|

p
)1/p

(por 0.1.2) = ‖ϕ‖ sup
‖α‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|AF yj(b)α(aj)
n|p

)1/p

= ‖ϕ‖ sup
‖α‖≤1
‖b‖≤1

( m∑

j=1

|βj(b)α(aj)
n|p

)1/p

mostrando que Pϕ é τ(p)-somante e

‖Pϕ‖τ(p) ≤ ‖ϕ‖. (2.5.1: eq3)

Note que ϕ 7→ Pϕ e P 7→ ϕP são inversas uma da outra: dadas ϕ ∈ [Pσ(p)(
nE; F )]′, P ∈

Pτ(p)(
nE ′; F ′),

∑∞
j=1 an

j ⊗ yj ∈ Pσ(p)(
nE; F ), a ∈ E ′ e y ∈ F ′

i , temos:

ϕPϕ
(

∞∑

j=1

an
j ⊗ yj) =

∞∑

j=1

Pϕ(aj)(yj) =
∞∑

j=1

ϕ(an
j ⊗ yj) = ϕ(

∞∑

j=1

an
j ⊗ yj)

bem como
PϕP

a(y) = ϕP (an ⊗ yj) = Pa(y).

De 2.5.1: eq2 e 2.5.1: eq3 segue que ‖Pϕ‖τ(p) = ‖ϕ‖.



Caṕıtulo 3

Aplicações holomorfas

3.1 Aplicações holomorfas

Dados E, F espaços de Banach complexos e U subconjunto aberto em E. Uma função f : U → F

é dita holomorfa em U se para cada ξ ∈ U existe uma série de potências de polinômios n-

homogêneos cont́ınuos
∞∑

n=0

Pn(x − ξ).

de E em F em volta de ξ, existe ρ > 0 tal que a bola aberta Bρ(ξ) está contida em U e

f(x) =
∞∑

n=0

Pn(x − ξ)

uniformemente para x ∈ Bρ(ξ). A seqüência (Pn)∞n=0 é única em cada ponto ξ ∈ U (ver [6]).

Esta série de potências é chamada série de Taylor de f em ξ e escrevemos

f(x) ∼=

∞∑

n=0

Pn(x − ξ)

para denotar a relação entre f e a série de potências.

Denotamos por H(U ; F ) o espaço vetorial das aplicações holomorfas de U em F . Se Pn ∈

P(nE; F ) é o polinômio correspondente a Sn ∈ Ls(
nE; F ) por Pn = Ŝn (n = 0, 1, 2, . . .), fixemos

as notações

dnf(ξ) = n! Sn e d̂nf(ξ) = n! Pn

de modo a obter as aplicações diferenciais

101
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dnf : ξ ∈ U → dnf(ξ) ∈ Ls(
nE; F ) e d̂nf : ξ ∈ U → d̂nf(ξ) ∈ P(nE; F )

e os operadores diferenciais

dn : f ∈ H(U ; F ) → dnf ∈ H(U ;Ls(
nE; F ))

e

d̂n : f ∈ H(U ; F ) → d̂nf ∈ H(U ;P(nE; F ))

de ordens n = 0, 1, 2, . . . Se f é holomorfa em cada ξ em E, dizemos que f é inteira e escrevemos

f ∈ H(E; F ). O polinômio de Taylor τn,f,ξ(x) de ordem n de f em ξ para x em E é definido por

τn,f,ξ(x) =
n∑

k=0

1

k!
dkf(ξ)(x − ξ)k =

n∑

k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x − ξ).

A seguir mencionamos resultados cujas demonstrações podem ser vistas em [6] pgs 21 a 25:

3.1.1 Proposição: P(E; F ) ⊂ H(E; F ).

3.1.2 Proposição (Fórmula integral de Cauchy): Sejam E, F espaços de Banach com-

plexos, U ⊆ E um aberto, f ∈ H(U ; F ), ξ ∈ U , x ∈ U e ρ > 1 tais que (1 − λ)ξ + λx ∈ U para

cada λ ∈ C, |λ| ≤ ρ. Então

f(x) =
1

2πi

∫

|λ|=ρ

f [(1 − λ)ξ + λx]

λ − 1
dλ.

3.1.3 Proposição (Fórmula integral de Cauchy): Sejam E, F espaços de Banach com-

plexos, U ⊆ E um aberto, f ∈ H(U ; F ), ξ ∈ U , x ∈ E e ρ > 0 tais que ξ + λx ∈ U para cada

λ ∈ C, |λ| ≤ ρ. Então

1

n!
d̂nf(ξ)(x) =

1

2πi

∫

|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λn+1
dλ

para cada n = 0, 1, 2, . . .

3.1.4 Proposição (Desigualdades de Cauchy): Sejam U ⊆ E um aberto, f ∈ H(U ; F ),

ρ > 0 e Bρ ⊂ U . Então
∥∥∥ 1

n!
d̂nf(ξ)

∥∥∥ ≤
1

ρn
sup

‖x−ξ‖=ρ

‖f(x)‖, para cada n = 0, 1, 2, . . .

3.1.5 Proposição: Seja C(U ; F ) o espaço vetorial das aplicações cont́ınuas do aberto U ⊆ E

em F . Então H(U ; F ) está contido em C(U ; F ), e é fechado em C(U ; F ) munido da topologia

compacto-aberta.
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3.2 Topologia das funções holomorfas σ(p)-nucleares de

tipo limitado

3.2.1 Definição: Sejam E, F espaços de Banach, U ⊂ E aberto e f : U → F função

holomorfa em U com série de Taylor em volta de ξ

f(x) =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(ξ)(x − ξ).

Diremos que ela é holomorfa σ(p)-nuclear de tipo limitado de E em F se

(i) 1
n!

d̂nf(0) ∈ Pσ(p)(
nE; F ) para cada n = 0, 1, 2, . . .;

(ii) limn→∞

(
1
n!
‖d̂nf(0)‖σ(p)

)1/n

= 0 .

Neste caso escrevemos f ∈ Hσ(p)b(E; F ). Note que P(nE; F ) ⊂ Hσ(p)b(E; F ), ∀n ∈ N.

Vamos munir o espaço Hσ(p)b(E; F ) com a seguinte famı́lia de normas:

f ∈ Hσ(p)b(E; F ) 7→ ‖f‖σ(p),ρ :=
∞∑

n=0

ρn

n!
‖d̂nf(0)‖σ(p)

para cada ρ > 0. Note que

‖f‖σ(p),ρ :=
∞∑

n=0

ρn

n!
‖d̂nf(0)‖σ(p) = 0 ⇔ ‖d̂nf(0)‖σ(p) = 0, ∀n = 0, 1, 2, . . . ⇔ f ≡ 0.

3.2.2 Proposição: [Hσ(p)b(E; F ), τ ] é espaço de Frechét.

Demonstração: Para ser espaço de Frechét, deve ser espaço localmente convexo, metrizável

e completo. Como a topologia gerada pelas normas ‖.‖σ(p),ρ é localmente convexa, falta apenas

mostrar que é metrizável e completo.

⊢[Hσ(p)b(E; F ), τ ] é metrizável: Por um resultado para espaços vetoriais topológicos, um espaço

localmente convexo de Hausdorff é metrizável se, e só se existe uma seqüência de semi-normas

que define a topologia (esse resultado pode ser visto em [10] pg 38 12.2). Basta considerar a

famı́lia enumerável de semi-normas

F = {‖.‖σ(p),1/n : n = 1, 2, . . .}

que claramente define a topologia τ em Hσ(p)b(E).
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⊢[Hσ(p)b(E; F ), τ ] é completo: Seja {fk}k≥1 seqüência de Cauchy em [Hσ(p)b(E; F ), τ ]. Logo,

dados ǫ > 0, ρ ≥ 1, existe k0 ∈ N tal que para cada n

∥∥∥ 1

n!
d̂nfi(0) −

1

n!
d̂nfj(0)

∥∥∥
σ(p)

≤ ρn
∥∥∥ 1

n!
d̂nfi(0) −

1

n!
d̂nfj(0)

∥∥∥
σ(p)

≤ ‖fi − fj‖σ(p),ρ

<
ǫ

4
(3.2.2: eq1)

para cada n ∈ N0 e i, j,≥ k0. Logo, { 1
n!

d̂nfk(0)}k≥1 é seqüência de Cauchy em Pσ(p)(
nE; F ) que

é completo. Logo, existe Pn ∈ Pσ(p)(
nE; F ) tal que

lim
k→∞

1

n!
d̂nfk(0) = Pn.

Então,

‖Pn‖σ(p) = lim
k→∞

‖Pn‖σ(p) ≤ lim
k→∞

‖1/n!d̂nfk(0)‖σ(p),

e assim

lim
n→∞

‖Pn‖
1/n
σ(p) ≤ lim

n→∞

(
lim
k→∞

‖1/n!d̂nfk(0)‖σ(p)

)1/n

(podemos trocar os limites) = lim
k→∞

(
lim

n→∞
‖1/n!d̂nfk(0)‖σ(p)

)1/n

(fk ∈ Hσ(p)b(E; F ), ∀k) = lim
k→∞

0 = 0,

e portanto

f(x) =
∞∑

n=0

Pn(x)

está em Hσ(p)b(E; F ).

Resta saber se fk → f na topologia τ . Fixados ǫ > 0 e ρ > 0, se m é grande o suficiente,

∞∑

n=m

ρn

n!
‖n!Pn(x)‖σ(p) = ‖

∞∑

n=m

Pn(x)‖σ(p),ρ ≤ ǫ/4. (3.2.2: eq2)

Como 1/n!d̂nfj(0)
j→∞
−→ Pn, para j grande o bastante temos

m−1∑

n=0

ρn

n!
‖d̂nfj(0) − n!Pn‖σ(p) < ǫ/4. (3.2.2: eq3)

Como fk ∈ Hσ(p)b(E; F ), para m grande o bastante,

∞∑

n=m

ρn

n!
‖d̂nfk(0)‖σ(p) < ǫ/4; (3.2.2: eq4)
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Logo, para uma boa escolha de j, k e m, temos

‖fk − f‖σ(p),ρ ≤ ‖fk − fj‖σ(p),ρ + ‖fj − f‖σ(p),ρ

(por 3.2.2: eq1) ≤ ǫ/4 + ‖

∞∑

n=1

Pn −

∞∑

n=1

1

n!
d̂nfj(0)‖σ(p),ρ

≤ ǫ/4 +
m−1∑

n=1

ρn

n!

∥∥∥n!Pn − d̂nfj(0)
∥∥∥

σ(p)
+

∞∑

n=m

ρn

n!

∥∥∥n!Pn − d̂nfj(0)
∥∥∥

σ(p)

(por 3.2.2: eq3) ≤ ǫ/4 +
∞∑

n=m

ρn

n!
‖n!Pn‖σ(p) +

∞∑

n=m

ρn

n!
‖d̂nfj(0)‖σ(p),ρ + ǫ/4

≤ ǫ/4 + ǫ/4 + ǫ/4 + ǫ/4 = ǫ. (por 3.2.2: eq2 e 3.2.2: eq4)

Isso conclui o resultado.

No caṕıtulo anterior mostramos que se E, F são espaços de Banach, E ′ tem a propriedade

de aproximação λ-limitada, F é reflexivo e 1 ≤ p, então os espaços

Pτ(p)(E
′; F ′) e [Pσ(p)(E; F )]′

são isometricamente isomorfos. Logo, é natural perguntar se essa relação se estende às aplicações

holomorfas, i.e. se

Hτ(p)(E
′; F ′) e [Hσ(p)(E; F )]′

são isometricamente isomorfos. Para responder essa pergunta, precisamos de alguns resultados.

Em [6] (pgs 28,29) está o seguinte resultado:

3.2.3 Proposição: Se f ∈ H(U ; F ) então

dnf ∈ H(U ;Ls(
nE; F )) e d̂nf ∈ H(U ;H(U ;P(nE; F )))

para n = 0, 1, 2 . . . , e se

f(x) ∼=

∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(ξ)(x − ξ) =

∞∑

n=0

Pn(x − ξ)

é a série de Taylor para f em volta de ξ, então as séries de Taylor para dnf e d̂nf em volta de

ξ, no ponto x, são dadas por

dnf(x) ∼=
∑∞

k=0 dn
(

1
(n+k)!

dn+kf(ξ)
)
(x − ξ)k =

∑∞
k=0 dnPn+k(x − ξ)k

e

d̂nf(x) ∼=
∑∞

k=0 d̂n
(

1
(n+k)!

d̂n+kf(ξ)
)
(x − ξ) =

∑∞
k=0 d̂nPn+k(x − ξ). (3.2.3: eq1)
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3.2.4 Observações:

1. 2n+k = (1 + 1)n+k =
n+k∑

j=1

(
n + k

j

)
1n+k−j.1j

≥

(
n + k

j

)
=

(n + k)!

j!(n + k − j)!

e se j = n, tem-se

2n+k ≥
(n + k)!

n!k!
. (3.2.4: eq1)

2. Usando a fórmula integral de Cauchy 3.1.3, mostra-se que

d̂n
( 1

(n + k)!
d̂n+kf(ξ)

)
(x) =

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(ξ)xk (3.2.4: eq2)

Demonstração: Note que g = 1
(n+k)!

d̂n+kf(ξ) ∈ P(n+kE; F ) ⊂ H(E; F ). Usando a fórmula

integral de Cauchy 3.1.3 para encontrar d̂ng(ξ)(x):

d̂n
( 1

n + k!
d̂n+kf(ξ)

)
(x)(a) =

n!

2πi

∫

|λ|=ρ

1
n+k!

d̂n+kf(ξ)(x + λa)

λn+1
dλ

=
1

n + k!

n!

2πi

∫

|λ|=ρ

dn+kf(ξ)(x + λa)n+k

λn+1
dλ

=
1

n + k!

n!

2πi

∫

|λ|=ρ

n+k∑

j=0

(
n + k

j

)
dn+kf(ξ)xn+k−jλjaj

λn+1
dλ

=
1

n + k!

n!

2πi

n+k∑

j=0

(
n + k

j

)
dn+kf(ξ)xn+k−jaj

∫

|λ|=ρ

λj

λn+1
dλ

=
1

n + k!

n!

2πi

(
n + k

n

)
dn+kf(ξ)xkan2πi

=
n!

n + k!

n + k!

n!k!
dn+kf(ξ)xkan

=
1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(ξ)xk (a). (3.2.4: eq3)

Como vale para cada a, segue o resultado.

3. Usando 3.2.3: eq1 mostra-se que

1

k!
d̂k

( 1

n!
d̂nf(ξ)

)
=

1

n!
d̂n

( 1

(n + k)!
d̂n+kf(ξ)

)
(3.2.4: eq4)

Demonstração: Desenvolvendo a série de Taylor para d̂nf , temos:
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d̂nf(x) ∼=

n∑

k=0

1

k!
d̂k(d̂nf)(ξ)(x − ξ) (I).

Por 3.2.3: eq1, temos:

d̂nf(x) ∼=

n∑

k=0

d̂n
[ 1

(n + k)!
d̂n+kf(ξ)

]
(x − ξ) (II).

Igualando (I) e (II) termo-a-termo e dividindo por n!, obtem-se o resultado.

A seguir, seguem três lemas para o espaço Hσ(p)b(E; F ) cujas demonstrações são praticamente

idênticas às correspondentes ao espaço das funções nuclearmente inteiras de tipo limitado (ver

[6] pgs 52 a 57). De agora em diante, estaremos trabalhando com F = K = C.

3.2.5 Lema: Sejam a ∈ E e f ∈ Hσ(p)b(E). Então:

(i) d̂nf(x) ∈ Hσ(p)b(E) e

d̂nf(x)(a) =
∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)xk (a)

no sentido de Hσ(p)b(E) para cada n = 0, 1, 2, . . .
(ii)

(τ−af)(x) =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(x)(a)

no sentido de Hσ(p)b(E) para cada n = 0, 1, 2, . . ., onde (τ−af)(x) = f(x−(−a)) = f(x+a).

Demonstração:

(i) Se f ∈ Hσ(p)b(E), então a série de Taylor de f em volta de 0 em x, é

f(x) =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(0)(x)

com d̂nf(0) ∈ Pσ(p)(
nE), bem como

lim
n→∞

1

n!

∥∥∥d̂nf(0)
∥∥∥

1/n

σ(p)
= 0.

Temos que

d̂nf(x) =
∞∑

k=0

d̂n

[
1

(n + k)!
d̂n+kf(0)

]
(x) (por 3.2.3: eq1)

(por 3.2.4: eq2) =
∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)xk .
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Portanto,

d̂nf(x)(a) =
∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)xk (a)

=
∞∑

k=0

1

k!
dn+kf(0)xkan

=
∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (x) = d̂nf(a)(x). (3.2.5: eq1)

Logo, segue que dn+kf(0) ∈ Lσ(p)(
n+kE; F ),

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an∈ Pσ(p)(

kE; F ) e como

‖d̂n+kf(0)‖σ(p) =

= inf
reps

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1, 1≤i≤k

‖ai‖≤1, 1≤i≤n

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . ckj(xk)c(k+1)j(a1) . . . c(k+n)j(an)b(yj)|
p
)1/p

,

segue que

‖dn+kf(0)an‖σ(p) =

= inf
reps

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1, 1≤i≤k

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . ckj(xk)c(k+1)l(a) . . . c(k+n)l(a)b(yj)|
p
)1/p

= ‖a‖n inf
reps

‖(λj)
∞
j=1‖p′ sup

‖xi‖≤1, 1≤i≤k

‖b‖≤1

( ∞∑

j=1

|c1j(x1) . . . ckj(xk)c(k+1)j(
a

‖a‖
) . . . c(k+n)j(

a

‖a‖
)b(yj)|

p
)1/p

≤ ‖a‖n‖d̂n+kf(0)‖σ(p). (3.2.5: eq2)

Falta mostrar que d̂nf(0)(.)(a) =
∑∞

k=0
1
k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (.) está em (Hσ(p)b(E), τ). Considere

ρ > 0:

∥∥∥d̂nf(0)(.)(a) −

η−1∑

k=0

1

k!

✭✭❤❤
dn+kf(0) .k (a)

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∥∥∥

∞∑

k=η

1

k!
dn+kf(0) .kan

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∞∑

k=η

ρk

k!

∥∥∥dn+kf(0)an
∥∥∥

σ(p)

(por 3.2.5: eq2) ≤

∞∑

k=η

ρk

k!
‖a‖n

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)

≤
n!

ρn
‖a‖n

∞∑

k=η

ρk+n

k!n!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)
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(por 3.2.4: eq1) ≤
n!

ρn
‖a‖n

∞∑

k=η

(2ρ)k+n

(k + n)!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)

=
n!

ρn
‖a‖n

∥∥∥
∞∑

k=η

1

(k + n)!
d̂n+kf(0)

∥∥∥
σ(p),2ρ

que converge a 0 quando η vai a infinito, pois f ∈ (Hσ(p)b(E), τ).

(ii) Dada f ∈ Hσ(p)b(E), definimos

(τ−af)(x) = f(x − a)

para um a ∈ E fixo. Claro que (τ−af) ∈ Hσ(p)b(E). Queremos mostrar que a série

∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(.)(a)

converge a (τ−af) no sentido de Hσ(p)b(E). A série de Taylor de (τ−af)(x) em volta de 0 é:

(τ−af)(x) =
∞∑

n=0

1

n!
d̂nτ−af(0)(x)

=
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(0 − (−a))(x)

=
∞∑

n=0

1

n!
d̂nf(a)(x)

(por 3.2.5: eq1) =
∞∑

n=0

1

n!

∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (x) (3.2.5: eq3)

=
∞∑

k=0

1

k!

∞∑

n=0

1

n!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (x) (3.2.5: eq4)

∥∥∥τ−af −

ν∑

n=0

1

n!
d̂nf(.)(a)

∥∥∥
σ(p),ρ

=

(por 3.2.5: eq1) =
∥∥∥

∞∑

k=0

1

k!
d̂k(τ−af)(0)(.) −

ν∑

n=0

1

n!

[ ∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (.)

]∥∥∥
σ(p),ρ

=
∞∑

k=0

ρk

k!

∥∥∥d̂k(τ−af)(0) −
ν∑

n=0

1

n!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an (.)

∥∥∥
σ(p)

(por 3.2.5: eq4) =
∞∑

k=0

ρk

k!

∥∥∥
∞∑

n=ν+1

1

n!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an

∥∥∥
σ(p)
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≤

∞∑

k=0

ρk

k!

∞∑

n=ν+1

1

n!

∥∥∥
✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0)an

∥∥∥
σ(p)

(por 3.2.5: eq2) =
∞∑

k=0

∞∑

n=ν+1

ρk (n + k)!

n!k!
‖a‖n 1

(n + k)!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)

(por 3.2.4: eq1) =
∞∑

k=0

∞∑

n=ν+1

ρk2(n+k)‖a‖n 1

(n + k)!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)
.

Agora como f ∈ Hσ(p)b(E), tem-se que

lim
j→∞

( 1

j!
‖d̂jf(0)‖σ(p)

)1/j

= 0

ou seja, dado ǫ > 0 existe Nǫ natural, tal que se j ≥ Nǫ

1

j!
‖d̂jf(0)‖σ(p) ≤ ǫj.

Escolha ǫ > 0 tal que 2ǫ‖a‖ < 1 e 2ρǫ ≤ 1. Segue que

∞∑

k=0

∞∑

n=ν+1

ρk2n+k‖a‖n 1

(n + k)!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)
=

∞∑

k=0

∞∑

n=ν+1

(2ρ)k(2‖a‖)n 1

(n + k)!

∥∥∥d̂n+kf(0)
∥∥∥

σ(p)

(ν ≥ Nǫ) ≤

∞∑

k=0

∞∑

n=ν+1

(2ρ)k(2‖a‖)nǫn+k

≤

∞∑

k=0

(2ρǫ)k

∞∑

n=ν+1

(2‖a‖ǫ)n

=
1

1 − 2ρǫ
.
[ 1

1 − 2‖a‖ǫ
−

ν∑

n=1

(2‖a‖ǫ)n
]

que tende a 0 quando ν tende ao infinito.

3.2.6 Lema: Seja E espaço de Banach tal que E ′ tem a propriedade de aproximação λ-

limitada. Seja T ∈ [Hσ(p)b(E)]′ , então existem ρ, c > 0 tais que |T (f)| ≤ c‖f‖σ(p),ρ para cada

f ∈ Hσ(p)b(E). Para cada P =
∑∞

j=1 λjϕ
n
j ∈ Pσ(p)(

nE) com A ∈ Lσ(p)s(
nE) tal que P = Â, defi-

nimos Tx(Âxk) :=
∑∞

j=1 λjT (ϕk
j )ϕ

n−k
j ∈ Pσ(p)(

n−kE). Logo, para cada y ∈ E, Tx(Âxk)(y) ∈ C.

Além disso,

‖Tx(Âxk)‖σ(p) ≤ cρk‖P‖σ(p).

Demonstração: Quando E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, Pf (
nE) é denso

em Pσ(p)(
nE) na norma ‖.‖σ(p); logo, basta considerar P ∈ Pf (

nE).
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P =
m∑

j=1

ϕn
j = Â, A ∈ Lfs(

nE),

Então

Tx(Âxk)(y) =
m∑

j=1

T (ϕk
j )ϕj(y)n−k,

e temos

Tx(Âxk) =
m∑

j=1

T (ϕk
j )ϕ

n−k
j ∈ Pf (

n−kE).

Como ϕk
j ∈ Pf (

kE) ⊂ Hσ(p)b(E),

|T (ϕk
j )| ≤ c‖ϕk

j‖σ(p),ρ ≤ cρk‖ϕk
j‖σ(p).

Logo,

‖Tx(Âxk)‖p
σ(p) =

∥∥∥
m∑

j=1

T (ϕj)
kϕn−k

j

∥∥∥
p

σ(p)

≤

m∑

j=1

|T (ϕk
j )|

p.‖ϕj‖
(n−k)p
σ(p)

≤

m∑

j=1

cpρkp‖ϕj‖
kp
σ(p)‖ϕj‖

(n−k)p
σ(p)

= cpρkp

m∑

j=1

‖ϕj‖
np

≤ cpρkp sup
‖x‖=1

m∑

j=1

|ϕj(x)|np

para cada representação de P . Logo, elevando a 1/p ambos lados,

‖Tx(Âxk)‖σ(p) ≤ cρk‖P‖σ(p), ∀k ≤ n.

3.2.7 Lema: Sejam E espaço de Banach tal que E ′ tem a propriedade de aproximação λ-

limitada e T ∈ (Hσ(p)b(E))′. Então, (T ∗ f)(x) := T (τ−xf), x ∈ E define uma função T ∗ f ∈

Hσ(p)b(E) para cada f ∈ Hσ(p)b(E). Além disso, a aplicação f ∈ Hσ(p)b(E) 7→ T ∗ f ∈ Hσ(p)b(E)

é cont́ınua, linear e invariante sob translação.

Demonstração: Queremos mostrar que existem polinômios Pn ∈ P(nE) tais que
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(T ∗ f)(x) =
∞∑

n=0

Pn(x).

Sabemos que (T ∗ f)(x) = T (τ−xf); logo

(T ∗ f)(x) = T (τ−xf) = T (f(· + x))

(por 3.2.5: eq3) = T
[ ∞∑

n=0

1

n!

( ∞∑

k=0

1

k!

✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)]

=
∞∑

n=0

1

n!

[ ∞∑

k=0

1

k!
T

( ✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)

︸ ︷︷ ︸

]

=
∞∑

n=0

1

n!

[ ∞∑

k=0

1

k!
Tx

( ✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)

︸ ︷︷ ︸

]

será que converge em Pσ(p)(
nE)?

Como T ∈ (Hσ(p)b(E))′, pelo lema 3.2.6 Tx(
✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk) ∈ Pσ(p)(

nE), para cada k = 0, 1, . . .,

existem ρ, c > 0 tais que |T (f)| ≤ c.‖f‖σ(p) e

‖Tx(
✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk)‖σ(p) ≤ cρk‖d̂n+kf(0)‖σ(p). (3.2.7: eq1)

Seja ρ0 > ρ, então

‖
∞∑

k=0

1

k!
Tx

( ✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)
‖σ(p) ≤

∞∑

k=0

1

k!
‖Tx

( ✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)
‖σ(p)

(por 3.2.7: eq1) ≤

∞∑

k=0

1

k!
cρk‖d̂n+kf(0)‖σ(p)

(ρ < ρ0) ≤

∞∑

k=0

1

k!
cρk

0‖d̂
n+kf(0)‖σ(p)

= c
n!

ρn
0

∞∑

k=0

1

k!n!
ρn+k

0 ‖d̂n+kf(0)‖σ(p)

(por 3.2.4: eq1) ≤ c
n!

ρn
0

∞∑

k=0

2n+k

(n + k)!
ρn+k

0 ‖d̂n+kf(0)‖σ(p)

= c
n!

ρn
0

∞∑

k=n

2k

k!
ρk

0‖d̂
kf(0)‖σ(p)

≤ c
n!

ρn
0

∞∑

k=0

(2ρ0)
k

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p)
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= c
n!

ρn
0

∥∥∥
∞∑

k=0

1

k!
d̂kf(0)

∥∥∥
σ(p),2ρ0

= c
n!

ρn
0

‖f‖σ(p),2ρ0 (3.2.7: eq2)

< ∞.

Logo, a série ∞∑

k=0

1

k!
Tx

( ✭✭✭❤❤❤
dn+kf(0) xk

)

converge para um polinômio Pn ∈ Pσ(p)(
nE) e temos que

‖Pn‖σ(p) ≤ c
n!

ρn
0

‖f‖σ(p),2ρ0 (3.2.7: eq3)

e portanto

lim
n→∞

( 1

n!
‖Pn‖σ(p)

)1/n

≤ lim
n→∞

( 1

n!
c
n!

ρn
0

‖f‖σ(p),2ρ0

)1/n

≤
1

ρ0

lim
n→∞

(
c‖f‖σ(p),2ρ0

)1/n

.

Como isto vale para cada ρ0 > ρ, tem-se que o limite é zero. Segue que

(T ∗ f)(x) =
∞∑

n=0

Pn(x) ∈ Hσ(p)b(E).

⊢T∗ é:

1. linear:
[T ∗ (λf + g)](x) = T (τ−x(λf + g))

= T (λτ−x(f) + τ−x(g))

= λT ∗ f(x) + T ∗ g(x).

2. cont́ınua: Sejam ρ1 > 0 e ρ0 > ρ1 + ρ > ρ. Da linearidade e da definição de ‖.‖σ(p),ρ1 temos

‖T ∗ f‖σ(p),ρ1 =
∞∑

n=0

ρn
1

n!
‖Pn‖σ(p)

(por 3.2.7: eq3) ≤

∞∑

n=0

ρn
1

n!

cn!

(ρ + ρ1)n
‖f‖σ(p),2(ρ+ρ1)

≤ c
( ∞∑

n=0

ρn
1

(ρ + ρ1)n

)
‖f‖σ(p),2(ρ+ρ1)

(
ρ1

(ρ + ρ1)
< 1 ⇒ ∃c̄ < ∞ tal que) ≤ c̄ ‖f‖σ(p),2(ρ+ρ1)

logo, f é cont́ınua.
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3. invariante sob translação:

(T ∗ τaf)(x) = T (τ−x ◦ τaf)

= T (τ−x+af)

= T ∗ f(· − [−x + a])

= T ∗ f([· + x] − a)

= [τa(T ∗ f)](x).

3.2.8 Definição: Uma aplicação O : Hσ(p)b(E) → Hσ(p)b(E) é chamada operador de con-

volução sobre Hσ(p)b(E) se, e só se:

(1) O é linear;

(2) O é cont́ınua;

(3) O é invariante sob translação, no sentido que para cada a ∈ E, f ∈ Hσ(p)b(E),

O(τaf) = τa(Of),

onde τa : x ∈ E 7→ x + a ∈ E e τaf : x ∈ E 7→ f(x − a) ∈ E. Chame Cl o conjunto

dos operadores de convolução sobre Hσ(p)b(E), que é uma álgebra com unidade, sob a

composição de operadores como multiplicação e as operações usuais de espaço vetorial.

3.2.9 Proposição: Considere a seguinte aplicação:

γ : Cl → [Hσ(p)b(E)]′

O 7→ γO : Hσ(p)b(E) → K

f 7→ (γO)(f) := (Of)(0).

A aplicação γ é linear e bijetiva de Cl em [Hσ(p)b(E)]′.

Demonstração: Considere a seguinte aplicação:

γ̄ : [Hσ(p)b(E)]′ → Cl

ϕ 7→ γ̄ϕ ∼= O : Hσ(p)b(E) → Hσ(p)b(E)

f 7→ γ̄ϕ(f) = O(f) := ϕ ∗ f,

onde (ϕ ∗ f) : x ∈ E 7→ ϕ(τ−xf) ∈ K. Pelo lema 3.2.7 γ̄ϕ é um operador de convolução para

cada ϕ em [Hσ(p)b(E)]′. Agora considere O ∈ Cl , a composição γ̄ ◦ γ e x ∈ E:



Topologia das funções holomorfas σ(p)-nucleares de tipo limitado 115

{[γ̄ ◦ γ(O)](f)}(x) = {[γ̄(γO)](f)}(x)

(pela definição de γ̄) = [γ(O) ∗ f ](x)

(pela definição de ϕ ∗ f) = (γO)(τ−xf)

(pela definição de γO) = [O(τ−xf)](0)

(O é invariante sob translação) = τ−x(Of)(0)

= Of(0 − (−x))

= Of(x)

logo, γ̄ ◦ γ é a identidade em Cl. Sejam agora ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′ e γ̄ ◦ γ:

[γ ◦ γ̄(ϕ)](f) = γ[γ̄(ϕ)](f)

(pela definição de γ) = [γ̄(ϕ)]f(0)

= (ϕ ∗ f)(0)

= ϕ(τ−0f)

= ϕ(f)

logo, γ ◦ γ̄ é a identidade em [Hσ(p)b(E)]′. Com isso tem-se que γ é bijetiva, e a linearidade é

clara.

Notação: Para cada ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′ escreveremos γ̄(ϕ) = ϕ∗ ∈ Cl, onde γ̄ é a aplicação

definida na proposição que acabamos de ver.

3.2.10 Definição: Para ϕi ∈ [Hσ(p)b(E)]′, ϕi∗ ∈ Cl , i = 1, 2, definimos

ϕ1 ∗ ϕ2 := γ(ϕ1∗ ◦ ϕ2∗) ∈ [Hσ(p)b(E)]′.

Temos também que para cada f ∈ Hσ(p)b(E),

(ϕ1 ∗ ϕ2) ∗ f = γ̄(ϕ1 ∗ ϕ2)(f) = γ̄[γ(ϕ1∗ ◦ ϕ2∗)](f) = ϕ1∗ ◦ ϕ2 ∗ (f).

Dizemos que ϕ1 ∗ ϕ2 é o produto convolução ou simplesmente a convolução de ϕ1 e ϕ2.

Considere as álgebras com unidade (Cl, +, ., ◦) e ([Hσ(p)b(E)]′, +, ., ∗). Observe que a aplicação

γ preserva os produtos em Cl e [Hσ(p)b(E)]′; sejam O1,O2 ∈ Cl, ϕ1, ϕ2 ∈ [Hσ(p)b(E)]′ tais que

Oi = ϕi∗, então
γ(O1 ◦ O2) = γ(ϕ1∗ ◦ ϕ2∗) = ϕ1 ∗ ϕ2.
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Seja u ∈ [Hσ(p)b(E )]′ a unidade dessa álgebra, então como 1Cl = idHσ(p)b(E) é a unidade em

Cl, temos
u(f) = γ1Cl(f) = 1Clf(0) = f(0).

3.2.11 Lema: Seja f ∈ Hσ(p)b(E; F ) e seja τn,f,0 o polinômio de Taylor de grau n de f na

origem. Então, para cada ρ > 0, temos

‖f − τn,f,0‖σ(p),ρ → 0 para n → ∞.

Demonstração:

‖f − τn,f,0‖σ(p),ρ = ‖

∞∑

k=0

1

k!
d̂kf(0) −

n∑

k=0

1

k!
d̂kf(0)‖σ(p),ρ

= ‖

∞∑

k=n+1

1

k!
d̂kf(0)‖σ(p),ρ

=
∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p). (3.2.11:eq1)

Como f ∈ Hσ(p)b(E; F ), temos que

lim
k→∞

( 1

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p)

)1/k

= 0

e como conseqüência temos que

lim
k→∞

(ρk

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p)

)1/k

= lim
k→∞

ρ
( 1

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p)

)1/k

= 0.

Segue pelo teste da ráız que a série converge:

∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p) < ρ

∞∑

k=n+1

1

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p) < ∞

e portanto

∞∑

k=n+1

ρk

k!
‖d̂kf(0)‖σ(p)

n→∞
−→ 0.

3.2.12 Proposição: Se E ′ tem a propriedade de aproximação λ-limitada, então o espaço

vetorial gerado por
{eφy : φ ∈ E ′, y ∈ F}

é denso em Hσ(p)b(E; F ).
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Demonstração: Chame ß o subespaço vetorial fechado de Hσ(p)b(E; F ) gerado por S = {eφy :

φ ∈ E ′, y ∈ F}. Se f ∈ Hσ(p)b(E; F ), então

f =
∞∑

k=0

1

k!
d̂kf(0)

ou seja, se cada d̂kf(0) ∈ ß , então f ∈ ß . Logo, basta mostrar que Pσ(p)(
nE; F ) ⊆ ß , para

cada n = 0, 1, 2, . . . Temos que

eφ.y =
∞∑

n=0

1

n!
φn.y, ∀φ ∈ E ′, ∀y ∈ F

no sentido de Hσ(p)b(E; F ). Logo,

eλφ.y =
∞∑

n=0

λnφn.y

n!
, ∀λ ∈ C, ∀φ ∈ E ′, ∀y ∈ F

no sentido de Hσ(p)b(E; F ). Note que y = e0.y ∈ S . Queremos mostrar que φn.y ∈ ß , para cada

n = 0, 1, 2, . . .. Se ρ > 0, e 0 6= λ ∈ C, temos:

∥∥∥eλφ.y − y

λ
− φ.y

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∥∥∥

∞∑

n=0

λn−1φn.y

n!
− λ−1y − φ.y

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∥∥∥λ−1φ0.y

0!
+

λ0φ1.y

1!
+

∞∑

n=2

λn−1φn.y

n!
− λ−1y − φ.y

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∞∑

n=2

ρn|λ|

n!

∥∥∥λn−2φn.y

n!

∥∥∥
σ(p)

= |λ|

∞∑

n=2

ρn

n!
|λ|n−2‖φ‖n‖y‖

↓

0 se |λ| → 0, ∀φ ∈ E ′, ∀y ∈ F ;

logo, φ.y ∈ ß . Hipótese de indução: y, φ.y, φ2.y
n!

, . . . , φn−1.y
(n−1)!

∈ ß .

∥∥∥
eλφ.y −

∑n−1
k=0

λkφk.y
k!

λn
−

φn.y

n!

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∥∥∥

∞∑

k=0

λk−nφk.y

k!
−

n−1∑

k=0

λk−nφk.y

k!
−

φn.y

n!

∥∥∥
σ(p),ρ

=
∥∥∥

∞∑

k=n+1

λk−nφk.y

k!

∥∥∥
σ(p),ρ

= |λ|

∞∑

k=n+1

ρk

k!
|λ|k−n−1‖φ‖k‖y‖

↓

0 se |λ| → 0, ∀φ ∈ E ′, ∀y ∈ F ;
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segue que φn.y ∈ ß , e Pf (
nE; F ) ⊆ ß . Como E ′ tem a propriedade de aproximação λ-

limitada, Pf (
nE; F ) é denso em Pσ(p)(

nE; F ) e Pσ(p)(
nE; F ) ⊆ ß , para cada n = 0, 1, 2, . . .

Como Pσ(p)(
nE; F ) é denso em Hσ(p)b(E; F ), temos Hσ(p)b(E; F ) = ß .

3.3 Relação entre o dual das funções holomorfas σ(p)-

nucleares de tipo limitado e as funções holomorfas

de tipo τ (p)-somante exponencial

3.3.1 Definição: A transformada de Borel ϕ̂ de um funcional ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′

ϕ̂ E ′ → C

a 7→ ϕ̂(a) := ϕ(ea)

que está bem definida, uma vez que ea ∈ Hσ(p)b(E) para cada a ∈ E ′.

3.3.2 Definição: Dada uma função inteira f ∈ H(E; F ), diremos que ela é τ(p; q)-somante de

tipo exponencial, se:

(i) d̂nf(0) ∈ Pτ(p;q)(
nE; F ) para cada n = 0, 1, 2, . . .;

(ii) existirem constantes C ≥ 0 e ρ > 0 tais que

‖d̂nf(0)‖τ(p;q) ≤ Cρn, ∀n = 0, 1, 2, . . . .

Denotaremos o conjunto de tais funções por Expτ(p;q)(E; F )1.

3.3.3 Proposição: Sejam E Banach, E ′ com a propriedade de aproximação λ-limitada. Para

cada ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′, ϕ̂ é uma função holomorfa τ(p)-somante de tipo exponencial em E ′, e a

aplicação

β : [Hσ(p)b(E)]′ → Expτ(p)(E
′)

ϕ 7→ ϕ̂

estabelece um isomorfismo de álgebras.

1Para ver mais sobre funções de tipo exponencial, ver [12] pg 240.



Relação entre [Hσ(p)b(E)]′ e Expτ(p)(E
′) 119

Demonstração:

⊢β está bem definida:

Sejam ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′ e a ∈ E ′, então

β(ϕ)(a) = ϕ̂(a) = ϕ(ea) =
∞∑

n=0

ϕ(an)

n!
.

Como Pσ(p)(
nE) ⊆ Hσ(p)b(E), podemos considerar a restrição ϕn = ϕ|Pσ(p)(

nE). Pelo teorema

2.5.1 sabemos que

[Pσ(p)(
nE)]′ ∼=1 Pτ (p)(

nE ′).

Logo, para cada ϕn ∈ [Pσ(p)(
nE)]′ existe um único polinômio Pn ∈ Pτ (p)(

nE ′) tal que

ϕn(φn) = Pn(φ), ‖ϕn‖ = ‖Pn‖τ(p), n = 0, 1, 2, . . . .

Como ϕ é cont́ınua, existem C ≥ 0, ρ ≥ 0 tais que para cada h ∈ Hσ(p)b(E) tem-se |ϕ(h)| ≤

C‖h‖σ(p),ρ. Em particular, para cada qn ∈ Pσ(p)(
nE), temos

|ϕn(qn)| = |ϕ(qn)| ≤ C‖qn‖σ(p),ρ = Cρn‖qn‖σ(p) (3.3.3: eq1)

e portanto ‖ϕn‖ = ‖Pn‖τ(p) ≤ Cρn, n = 0, 1, 2, . . . Como

ϕ̂(a) = ϕ(ea) =
∞∑

j=1

ϕ(an)

n!
=

∞∑

j=1

ϕn(an)

n!
=

∞∑

j=1

Pn(a)

n!
,

segue que ϕ̂ ∈ Expτ(p)(E
′).

⊢β é linear:

β(λϕ + ψ)(a) =
✭✭✭❤❤❤
(λϕ + ψ) (a)

= (λϕ + ψ)(ea)

= λϕ(ea) + ψ(ea)

= λϕ̂(a) + ψ̂(a)

= λβ(ϕ)(a) + β(ψ)(a).

⊢β é injetiva:

Como β é linear, basta ver que β(ϕ) = 0 implica que ϕ = 0. Se β(ϕ) = 0, então para cada

a ∈ E ′, temos ϕ(ea) = 0. Se h ∈ Hσ(p)b(E), como {ea : a ∈ E ′} é denso em Hσ(p)b(E), existe

uma seqüência {ean}n≥1 que converge a h. Como ϕ é cont́ınua,

ϕ(h) = lim
n→∞

ϕ(ean) = 0.
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Logo, ϕ ≡ 0 e β é injetiva.

⊢β é sobrejetiva: Seja P ∈ Expτ(p)(E
′), com

P (a) =
∞∑

n=0

1

n!
Pn(a),

onde Pn ∈ Pτ(p)(
nE ′), n = 0, 1, 2, . . . e {‖Pn‖

1/n
τ(p)}n≥1 limitada. Logo, existem constantes C ≥ 0

e ρ ≥ 0 tais que

‖Pn‖
1/n
τ(p) ≤ ρ

‖P0‖τ(p) ≤ C

∣∣∣∣∣ ⇒ ‖Pn‖τ(p) ≤ Cρn.

Como [Pσ(p)(
nE)]′ ∼=1 Pτ (p)(

nE ′), existe um único funcional ϕn ∈ [Pσ(p)(
nE)]′ tal que ϕn(an) =

Pn(a), para cada a ∈ E ′ e cada n = 0, 1, 2, . . . , bem como ‖ϕn‖ = ‖Pn‖τ(p). Para h ∈ Hσ(p)b(E),

com h =
∑∞

n=0 qn , fixe

ϕ(h) =
∞∑

n=0

ϕn(qn).

Então

∞∑

n=0

|ϕn(qn)| ≤

∞∑

n=0

‖ϕn‖‖qn‖σ(p) =
∞∑

n=0

‖Pn‖τ(p)‖qn‖σ(p) ≤

≤ C

∞∑

n=0

ρn‖qn‖σ(p) = C

∞∑

n=0

‖qn‖σ(p),ρ =

= C‖h‖σ(p),ρ

ou seja, ϕ(h) ∈ K, estando bem definida para cada h ∈ Hσ(p)b(E). Além disso, se a ∈ E ′,

ϕ̂(a) = ϕ(ea) =
∞∑

n=0

ϕn(an)

n!
=

∞∑

n=0

Pn(a)

n!
= P (a).

Logo, dado P ∈ Expτ(p)(E
′), encontramos ϕ ∈ [Hσ(p)b(E)]′ tal que β(ϕ) = ϕ̂ = P .

⊢β preserva os produtos nas álgebras: Sejam ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ [Hσ(p)b(E)]′, h ∈ Hσ(p)b(E) , an ∈ E ′,

x ∈ E com h(x) = limn→∞ eanx:

(ϕ ∗ h)(x) = ϕ(τ−xh) = ϕ(h(. + x))

= ϕ( lim
n→∞

ean(.+x)) = lim
n→∞

ϕ(ean(.+x))

= lim
n→∞

ean(x)ϕ(ean(.)) = h(x)ϕ(h)

= (hϕ(h))(x). (3.3.3: eq2)

Logo, ϕ ∗ h = hϕ(h). Segue que:
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✭✭❤❤
ϕ1 ∗ ϕ2 (a) := (ϕ1 ∗ ϕ2)(e

a)

(definição de ϕ1 ∗ ϕ2) = γ(ϕ1∗ ◦ ϕ2∗)(e
a)

(definição de γ) = (ϕ1∗ ◦ ϕ2∗)(e
a)(0)

(definição de ϕ∗) = ϕ1(τ−0(ϕ2 ∗ ea))

= ϕ1(ϕ2 ∗ (ea))

(por acima com h = ea) = ϕ1(e
aϕ2(e

a))

= ϕ1(e
a)ϕ2(e

a)

= ϕ̂1(a)ϕ̂2(a).

Isso completa o teorema.

Em [6] é estudado o seguinte resultado:

3.3.4 Proposição: Sejam f1, f2, g ∈ H(E) tais que f1 = f2.g e f1, f2 são funções inteiras de

tipo exponencial em E com f2 não identicamente nula. Então g é também função inteira de tipo

exponencial em E.

Matos obteve resultado análogo para aplicações de tipo (p; m(s; q))-somante exponencial:

3.3.5 Proposição: Para 0 < s < q ≤ +∞, se f1, g são aplicações inteiras em E com valores

em F , f2 inteira sobre E com valores em C, f2(a) 6= 0, f1(x) = f2(x)g(x) para cada x ∈ E com

f1, f2 de tipo (p; m(s; q))-somante exponencial em a ∈ E, então g é de tipo (p; m(s; q))-somante

exponencial em a ∈ E.

Surge então a pergunta natural: as funções holomorfas de tipo τ(p; q)-somante exponencial

satisfazem resultado análogo? Para obter tal resultado não é posśıvel fazer demonstrações se-

melhantes àquelas feitas por Matos e Gupta, uma vez que a caracterização destas funções não

envolve convergência de seqüências.
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de Hölder generalizada, 3

função

convexa, 4

semi-cont́ınua inferior, 4
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