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Introducao

Nesta monografia temos o objetivo de estudar as leis de reciprocidade de
graus 2, 3 e 4 (capitulo 5), bem como leis de reciprocidade racionais de graus
3 e 4 (capitulo 6) devidas & von Lienen [7] e Burde [1]. Para tal, daremos
uma sucinta introducao da Teoria dos Numeros Algébricos e da Teoria dos
Corpos Ciclotomicos no capitulo 2 secoes 2.1 e 2.2 e, de tal forma, estaremos
em condicoes no capitulo 3 de definirmos o simbolo de residuos m-ésimos, o
qual serd fundamental para nosso trabalho. Poderiamos ter optado por um
caminho diferente que envolveria menos teoria, qual seja, o de definir apenas
os simbolos de residuos de graus 2, 3 e 4, em vez de nos preocuparmos
com o caso geral. Isto seria razoavel, visto que os tnicos casos particulares
que estudaremos sao estes, mas para deduzirmos as leis de reciprocidade
racionais acima citadas usaremos um teorema devido a Charles Helou [4] que
nos permite, dada uma lei de reciprocidade em Z[(,,], (, uma raiz m-ésima
primitiva da unidade, m um inteiro positivo qualquer, obtermos uma lei de
reciprocidade racional m-ésima. Se optassemos pelo caminho mais simples
perderiamos a generalidade deste elegante teorema.

Para demonstrarmos as leis de reciprocidade de graus 2, 3 e 4 usaremos
as somas de Gauss e as somas de Jacobi, cujas propriedades fundamentais
serao demonstradas no capitulo 4. Iniciamos esta monografia com uma breve
introducao historica.



Capitulo 1

Breve introducao histoérica

Dos registros que temos da Teoria dos Nimeros na antiguidade se desta-
cam os Elementos de Euclides, que datam por volta de 300 a.C., e a Arit-
mética de Diophanto, que data por volta de 200 d.C(de 13 livros que con-
stituem o Aritmética apenas 6 chegaram aos nossos dias). Entao até o século
dezessete a Teoria dos Ntimeros - bem como a maioria das areas do conhec-
imento - ficaram praticamente estacionadas. Com a chegada do [luminismo
uma reimpressao do livro de Diophanto chega as maos do matematico amador
Pierre de Fermat. O titulo de amador se deve unicamente a Fermat ser juiz
de profissao e nao devido a qualidade do seu trabalho; de fato, muito da Teo-
ria dos Nimeros que se faz hoje em dia é inspirada nas anotagoes que Fermat
deixou nas margens de sua copia de Diophanto e que foram publicadas pos-
teriormente por seu filho. Além disso, Newton se inspirou nos trabalhos de
Fermat para criar o Calculo Diferencial e Integral.

Em [8] A. Weil diz que aqueles eram tempos confortaveis para um teorico
dos numeros devido a pouca competicao que eles enfrentavam. O que nao
era o caso do Calculo Diferencial e Integral; com efeito, j4 naquela época
houveram disputas entre Fermat e Descartes nesta area. No que diz respeito
a Teoria dos Numeros, Fermat esteve praticamente isolado durante todo o
século dezessete e o0 mesmo aconteceu com Euler em grande parte do século
seguinte, até que Lagrange se juntou a ele. Mais tarde no século dezoito
apareceu Legendre e ja no século dezenove apareceu Gauss. O lado bom
desse isolamento - continua Weil - é que o mateméatico podia se dedicar a
problemas profundos sem se preocupar que outro matematico chegasse aos
resultados antes dele. Por outro lado, Fermat e Fuler chegaram a reclamar de
falta de companhia neste campo. Talvez seja por isso que Fermat nao deixou
muitos registros de seus métodos e das demonstracoes de suas afirmacoes,
deixando assim para que Euler e outros o fizessem.
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Euler ficou fascinado com afirmagoes que Fermat fizera para um primo
impar p tais como:

p=2>+y* 1, yc€Z & p
p=a>+2y% =z, ycZ & p
p=2>+3y% =z, ye€Z & p=

1 (mod 4)
1,3 (mod 8)
3oup=1 (mod 3)

No entanto, Fermat deixou a maioria de seus resultados sem demons-
tracao. A busca de Euler pelas demonstragoes pode ser acompanhada em sua
correspondéncia com Goldbach. Goldbach era um matematico amador muito
interessado em Teoria dos Numeros, mas talvez suas maiores contribuicoes
foram a de ser correspondente de Euler, e, claro, a conjectura que leva seu
nome, a saber que todo ntimero par ¢ a soma de dois nimeros primos. Como
correspondente, Goldbach foi uma grande motivagao para Euler. Como Fuler
pode comunicar a alguém suas descobertas, assim como suas dificuldades, nao
ficou tao isolado quanto Fermat.

A investigacao das equactes acima levaram Euler naturalmente ao estudo
dos nimeros que sdo congruentes & um quadrado modulo um primo p (os
residuos quadraticos mod p) da seguinte maneira: se p é da forma 2% + Ny?,
x,y, N € Z entao p, para algum par de inteiros xg, yo, deve dividir 34+ Ny2,
onde g e yo nao sao divisiveis por p. O que é equivalente & =N = (29 /yo)?
(mod p).

Para um dado primo p o problema de decidir quais sao seus residuos
quadréticos é de facil tratamento (basta testar todos os residuos). Mas o
problema mais interessante é decidir para quais primos seria um dado N
um residuo quadratico. Este problema levou Euler a descoberta da Lei de
Reciprocidade Quadratica (Para detalhes da sequéncia de raciocinios que
levaram Euler de um problema a outro até a referida lei ver [3] ).

A Lei de Reciprocidade Quadratica - por brevidade denotaremos LRQ -
diz que para primos impares distintos p e ¢ vale

(0)-()-oeer

Onde <—) ¢ o simbolo de Legendre (defini¢ao 3.2.3).

Euler nao chegou a demonstrar a LRQ. Legendre, que a descobriu inde-
pendentemente de Euler, deu uma demonstracao incompleta e Gauss, que
também a descobriu sozinho (com apenas dezessete anos), depois de mais de
um ano tentando demonstra-la, obteve sucesso.

Ao longo da vida Gauss daria outras cinco demonstragoes. A motivacgao
para a busca de outras demonstracoes foi que logo que demonstrou a LRQ
Gauss comecgou a encontrar evidéncias de Leis de reciprocidade para residuos
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de poténcias de graus mais altos. Contudo, seus primeiros esforcos para
demonstra-las nao foram bem sucedidos e isso o motivou a encontrar uma
demonstracao da LRQ cujos métodos elucidassem algum argumento para
os graus mais elevados. Em sua sexta demonstracao, que data de 1817,
Gauss alcangou seus objetivos e logo seriam publicadas seus dois ensaios
sobre residuos biquadraticos.

Em seu primeiro ensaio, que data de 1828, Gauss desenvolveu os teo-
remas elementares da teoria e deu um critério para determinar o caracter
biquadratico do ntimero 2. J& em seu segundo ensaio, 1832, ele desenvolveu
a teoria dos inteiros gaussianos, os quais seriam necessarios para formular e
para demonstrar o problema, e enunciou a Lei de Reciprocidade Biquadratica,
mas deixou a demonstra¢ao para um terceiro ensaio (Para um breve apan-
hado histérico do surgimento das leis de reciprocidade ctubica e biquadratica
ver [2]).

Gauss nao chegou a publicar seu terceiro ensaio, provavelmente desenco-
rajado pela curta demonstracao que Jacobi o enviou da lei de reciprocidade
biquadréatica.

Em 1844, com 21 anos, Eisenstein publicou 25 artigos, entre eles estao as
primeiras demonstracoes das Leis de Reciprocidade Cubica e Biquadratica
que foram publicadas. Quanto & Lei de Reciprocidade Cubica houve uma
amarga disputa pela prioridade na demonstracao entre Jacobi e Ensenstein.
Em um artigo de 1846 Jacobi acusou Eisenstein de plagio alegando que ja
havia demonstrado a Lei de Reciprocidade ciibica em suas aulas de 1837.

Kummer considerou o problema de formular uma lei de reciprocidade
de grau um primo k e desenvolveu a teoria dos corpos ciclotémicos para
demonstrar uma lei de reciprocidade em tais corpos. Hilbert generalizou as
leis de reciprocidade para corpos de niimeros algébricos quaisquer e em seu
nono problema Hilbert perguntou qual seria a lei de reciprocidade mais geral
em um corpo de niimeros algébricos.

A melhor resposta que temos para o nono problema de Hilbert hoje em
dia é a Lei de Reciprocidade de Artin, que, apesar de conter as leis de recipro-
cidade ciibica e biquadratica como casos particulares, em pouco as lembra.

O problema de que forma uma lei de reciprocidade deve ter é abordado
em [9] onde Wyman faz o seguinte comentério

“Finally, I have to confess that I still do not know what a reci-
procity law is, or what one should be. The reciprocity problem,
like so many other number theory problems, can be stated in a
very simple and concrete way. However, the simply stated pro-
blems are often the hardest, and a complete solution seems to be
the far out of reach. In fact, we probably will not know what we
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are looking for until we found it.”

Acontece que na década de 70 foram desenvolvidas leis de reciprocidade
racionais para residuos de poténcias de graus mais altos que sao mais facil-
mente reconhecidas como generalizacoes da lei de reciprocidade quadrética.
Como por exemplo a lei de reciprocidade de Burde que diz que se p e g sao

primos tais que p = a®’+b?* e ¢ = A’ +B*coma=A=1 (mod 4) e <§> =1,

(6), G (557,

onde () ¢ o simbolo de residuos biquadraticos(defini¢ao 3.2.3).
4

entao

Em [6], Lehmer expoe o que havia sido feito neste assunto até entdo e
como resposta a questao levantada por Wyman [9] diz que seu artigo é para
aqueles tedricos dos numeros que. ..

“...believe that they know what a reciprocity law is and not only
know what they are looking for but have actually been discovering
new rational reciprocity laws...”

Atualmente, muitos pesquisadores tém contribuido para o surgimento de
novas leis de reciprocidade racionais. Citamos em particular [4] onde o autor
contribui com métodos para que dada uma lei de reciprocidade geral, uma
racional seja obtida.

Finalizamos esta nota com as palavras de Weil [§]:

“Number theory is not standing still.”



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo desenvolveremos os aspectos basicos da teoria dos nimeros
algébricos e da teoria dos corpos ciclotomicos. Nosso objetivo central é desen-
volver a teoria necessaria para estudarmos o simbolo de residuos m - ésimos e
algumas leis de reciprocidade. Como todos os resultados podem ser encontra-
dos em livros introdutérios da drea, como [5], omitiremos as demonstragoes.

2.1 Teoria dos ntimeros algébricos

Seja L/K uma extensao finita de corpos. A dimensao de L/K, [L : K],
serd denotada por n.

Suponha que {a4,...,a,} ¢ uma base de L/K e a € L. Entao aq; =
> aijay, com a;; € K.

Definicao 2.1.1 A norma de o, Ny i (), € o determinante da matriz (a;;).

O trago de o, Tr /g (), € a1y + -+ + app.

Sabemos que a definicao acima independe da escolha da base e sempre
que o contexto permitir usaremos a notacao N(a) = Ny k().

Os principais resultados sobre tracos e normas sao enunciados nas duas
proposigoes que seguem.
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Proposicao 2.1.2 Sea,8 € L ea € K entao
(a) N(af) = N(a)N(J).
(b) N(aa) = a®N(a).
(c) T(a+ B) = T(a) + T(8).
(d) T(aa) = aT(«).
(€) Se a0, entdo N(a~') = N(a)™\.
(f) Se L/K ¢é separdvel, entio T nio ¢é identicamente nulo.

Sejam L/K separavel e o1, ..., 0, os monomorfismos distintos de L sobre
um fecho algébrico de K que deixam K fixo. Para o € L denotaremos o,(«)
por a¥). Os elementos a) sdo chamados de conjugados de o e (V) = a.

Proposicio 2.1.3 Se a € L, entio T(a) = oY) + ... +a™ e N(a) =

Definigao 2.1.4 Se ay,...,q, ¢ uma n-upla de elementos de L entao o

discriminante D(aq,...,,) € definido por D(ay, ..., a,) = det(T(a,0)).

Temos os seguintes resultados acerca do calculo de determinantes.

Proposicao 2.1.5 Suponha que ay,...,a, € (1,..., [0, sio bases de L/K.
Seja o; = Zj aijfj,a;; € K. Entio D(ay,...,a,) = det(a;)* DBy, ..., Bn).

Proposicao 2.1.6 Para ay,...,a, € L e L/K separdvel temos

D(ay, ..., ap) = det(a?)?.

Definicao 2.1.7 Um subcorpo F' do corpo dos nimeros complexos C € cha-
mado corpo de nuimero algébricos se [F': Q] € finito. Se F' é um corpo
de niimeros algébricos, o subconjunto de F' formado pelos inteiros algébricos

de F' ¢ um anel D chamado de anel de inteiros algébricos de F.
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Proposicao 2.1.8 Seja €2 o conjunto de todos inteiros algébricos de C. En-

tao ) € um anel.

Temos o importante e 1til resultado sobre o anel de congruéncia D/I,
onde [ é um ideal qualquer de D e D é o anel de inteiros de um corpo de
nimeros algébricos F'.

Proposicao 2.1.9 Para qualquer ideal I nao nulo, D/1 € finito.

Da proposicao acima e do fato que todo dominio de integridade finito é
corpo segue o seguinte corolario.

Corolario 2.1.10 Todo ideal primo nao nulo de D é maximal.

Observamos que em geral D nao é um dominio de fatoragao tnica. Entre-
tanto, D tem uma propriedade que é quase tao boa, a saber que todo ideal
nao nulo pode ser escrito de maneira tnica como produto finito de ideais
primos. O que nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.1.11 Seja A um dominio de integridade. Se todo ideal nao nulo
de A pode ser escrito de maneira unica como produto finito de ideais primos

entao dizemos que A € um dominio de Dedekind.

Muitos anéis importantes sao dominios de Dedekind.

Proposicao 2.1.12 D ¢ um dominio de Dedekind.

Seja P um ideal primo nao nulo de D. Observamos que P N Z é nao
nulo. De fato, para o € P, tome aq, ..., a,_1 € Z tais que ag + aja + - - - +
am_10™ 1 +a™ =0, onde a; € Z e ayg # 0. Segue que ag = —(aja + -+ +
Um_10™ +a™) € PNZ.

Como P NZ é nao nulo e claramente é um ideal primo de Z segue que
¢ gerado por um primo p. Vimos que (p) (agora visto como ideal em D)

pode ser decomposto de maneira tinica como produto de ideais primos de D.
Suponha (p) = Pt P52 -+ Py°.

Proposicao 2.1.13 Na situacao acima os P;s sao exatamente os ideais de
D tais que P; N Z = pZ.
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Vemos que D/P; é um corpo finito contendo Z/pZ. Portanto o nimero
de elementos de D/P; deve ser da forma pli, fi > 1.
Das consideracoes acima temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.14 O numero e; € chamado indice de ramificacao de P,.
O nidmero f; é chamado grau de inércia de P;. Se existe 1 tal que e; > 1,
entio dizemos que (p) se ramifica em D. Se g =1 e e; =1, entdo dizemos

que (p) é inerte em D.

Existe uma importante relacao entre os nimeros e;, f;en,i=1,...,¢.

Proposigao 2.1.15 Y 7 e fi = n.

O seguinte resultado sera usado mais adiante.

Proposigao 2.1.16 Seja P C D um ideal primo e seja p/ o nimero de

elementos em D/P. Se m € N*, entao o nimero de elementos em D/P™ ¢

pm.

Suponha agora que F/Q é uma extensdo galoisiana, isto é, que todos
monomorfismos de F' em C tem F' como imagem. Suponha que G é o grupo
de Galois de F/Q. Se D é o anel de inteiros algébricos de F', I é um ideal
qualquer de D e 0 € G, entao ol = {o(a);a € I} também & um ideal.
Temos também que oD = D, e, portanto, D/ol = oD/ol ~ D/I. Em
particular vemos que se P é um ideal primo entao o P também é um ideal
primo. Nestas condigoes temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.17 Seja p € Z wm nimero primo. Suponha que P; e P;

sejam ideats primos de D contendo p. Entao existe o € G tal que oP; = P;.

Da proposicao acima segue que dados P; e P; contendo p existe o tal que
D/P,~ D/oP, ~ D/P;. Segue que f; = f; e, portanto, todos f;’s sdo iguais.

Suponha (p) = P'Ps?--- P;°. Suponha também que o € G é tal que
o P, = P;, aplicando ¢ nos dois lados da decomposicao de (p) obtemos

(p) = (e P) (0 Pp)? -+ - (0 P,))%.

Vemos que e; é expoente de P, e de o P, = P,. Pela unicidade da de-
composicao em ideais primos temos que e; = e; e consequentemente todos
e;’s sao iguais. Formalizamos a discussao acima na seguinte proposicao que
¢ uma versao mais forte da proposicao 2.1.15.
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Proposicao 2.1.18 Suponha que F/Q € uma extensao galoisiana. Seja p €

Z um primo e suponha (p) = P{'Py*---P;°. Entio e = e3 = ... = ¢,
efi=1fo=...=f;. Seeef denotam esses valores em comum, entao
efg=n.

Se nas consideracoes da proposicao acima temos e = 1 e f = 1, entao
g = n. Se tivermos e = n, entao f = g = 1. Estas situagoes nos motivam a
seguinte definicao.

Definicao 2.1.19 No primeiro caso acima dizemos que (p) se decompoem
completamente em D. No sequndo caso dizemos que p se ramifica com-

pletamente.

2.2 Corpos ciclotomicos

Sejam m um inteiro positivo e ¢, = e™/™ O ntimero complexo
¢ uma raiz primitiva m - ésima da unidade, isto é, (,,, bem como todas as
suas poténcias, satisfazem a equacdo 2™ — 1 = 0. Como para a,d’ € Z,
a =da (mod m) temos que ¢% = (%, observamos que z™ — 1 = (z — 1)(x —

Cm) -+ (z = ¢™ 1. Sendo assim o corpo Q((,,) € corpo de raizes de ™ — 1
e, portanto, a extensio Q((,,)/Q é galoisiana.

Definigdo 2.2.1 O polinomio ®,,(x) =[],

ésimo polinémio ciclotémico.

(x— (%) € chamado o m -

a,m)=

As raizes de ®,,(z) sdo precisamente as m - ésimas raizes primitivas da
unidade.

Como ®,,(z) é o produto de ¢(m) fatores lineares (onde ¢ é funcao de
Euler, ¢(m) é igual ao nimero de inteiros entre 1 e m que sao primos com
m), observamos que o grau de ®,,(x) é igual & ¢(m).

Segue da definigdo que os coeficientes de ®@,,(x) sdo combinagoes lineares
de raizes m - ésimas da unidade e portanto sao inteiros algébricos. Se G
é o grupo de Galois de Q((,,)/Q, entdo para ¢ € G qualquer segue que
o®,,(z) =][(z — o(¢%)) = ®,,(z). Portanto ¥,,(z) € Z[x].

A seguinte proposicao relaciona polinémios ciclétomicos com z™ — 1.

Proposi¢ao 2.2.2 2™ — 1 =[], Pa(z).
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De agora em diante usaremos a notacao D,, para o anel de inteiros de

Q(Gm)-

Proposicao 2.2.3 Suponha que p seja um primo racional e que p{m. Seja
P um ideal primo de D,, contendo p. Entdo as classes de 1,(pm, ..., """ em
D,/ P sao todas distintas. Se f denota o grau de inércia de P entdo p/ =1

(mod m).

A seguir apresentamos uma importante proposicao e suas importantes
consequéncias.

Proposicao 2.2.4 O polinomio ®,,(x) € irredutivel em Z|x].
Corolério 2.2.5 [Q((n) : Q] = ¢(m).

Corolario 2.2.6 Seja G o grupo de Galois de Q((,,)/Q. Suponha que o € G
e que 0Cm = (7). A aplicagio 6 : G — U(Z/mZ) definida por o +— 0(o) €

um isomorfismo.

Daremos a seguir um resultado sobre a decomposicao de primos que nao
dividem m.

Proposigao 2.2.7 Seja p um primo, ptm. Seja f o menor inteiro positivo

tal que p’ =1 (mod m). Entao em D,, C Q((n) temos que

(p):PIPQ"'Pga

onde para todo i, P; é primo, P; # P; se i # j e P; tem grau de inércia

fyparai,j=1,... g. Além disso, g = p(m)/f.

Definimos para p primo tal que p t m, o automorfismo o, de Q((p,)
definido por 0,((y) = C5,.
Usando a mesma notacao da proposi¢ao acima temos o seguinte corolério.

Corolario 2.2.8 Seja P = P;. Considere o subgrupo de G dado por G(P) =
{0 € G;0(P) = P}. Entio G(P) é um subgrupo ciclico gerado por o,.

Quanto aos primos que dividem m apresentaremos os seguintes resultados.
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Proposicao 2.2.9 Seja | um primo em Z. Entdo, em Q((;), | se ramifica
completamente. Mais precisamente, seja L = (1 — ;). Entdo L é um ideal

primo e (1) = L'"1. Portanto L tem grau de inércia 1.

Proposicao 2.2.10 Sejam P um ideal primo de D,, e PN7Z = pZ. Sep é
impar, entdo P se ramifica se, e somente se, p | m. Se p = 2, enldo P se

ramifica se, e somente se, 4 | m.

O anel D,, é caracterizado pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.11 D,,, = Z[(y]-



Capitulo 3

O simbolo de residuos m - ésimos

Neste capitulo, usando as propriedades dos corpos ciclotomicos, vamos
definir um dos objetos centrais desta dissertacao, a saber, o simbolo de resi-
duos de poténcias m - ésimas, ou, simplesmente, simbolo de residuos m -
ésimos. Também vamos demonstrar suas principais propriedades.

3.1 A norma de um ideal

Precisaremos de alguns resultados adicionais da teoria de corpos de ni-
meros algébricos.

Sejam K /Q um corpo de numeros algébricos, D o anel de inteiros de K,
e I um ideal. Assumimos ao longo deste capitulo que os ideais sao nao nulos.

Defini¢ao 3.1.1 Definimos a norma de I, N(I), como sendo o nimero de

elementos em D/I.

Proposicao 3.1.2 Se I, J C D sao ideais, entao N(IJ) = N(I)N(J).

DEMONSTRACAO: Se I e J sao primos entre si, entao pelo teorema do resto
chinés D/IJ = D/I @ D/J. Portanto, o resultado segue neste caso.

Seja [ = P"Py?--- P a decomposicdo prima de [. Afirmamos que
N(I) = (N(P))"(N(P2))*---(N(F))*. Como P; e P; sao primos entre si
para ¢ # j, pelo que vimos acima basta mostrarmos que N(P%) = (N(P))*

14
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para um ideal primo P qualquer. Mas, isso segue diretamente da proposicao
2.1.16.

Agora, para o caso geral basta decompormos [ e J, multiplicarmos e
usar a afirmacao acima. Reorganizando os termos de forma conveniente
concluimos a proposigao.

Proposicao 3.1.3 Suponha que K/Q seja uma extensao galoisiana com grupo
de Galois G. Entao

[[o) =)

oeG

DEMONSTRACAO: Como ambos os lados da expressao acima sao multiplica-
tivos em I, basta mostrarmos que o resultado é valido para um ideal primo
P.

Sejam Py, P, ..., P, os ideais primos distintos no conjunto {o(P); 0 € G}.
Considerando o subgrupo de G, G(P) = {0 € G;0(P) = P}, e observando
que G(P) tem g classes laterais, pelo teorema de lagrange segue que |G| =
gIG(P)].

Observamos que P, P, ..., P, sao exatamente os ideais primos da de-
composicao de (p) = PNZ em D. Assim, pela proposi¢ao 2.1.18 temos que
efg=n=[K:Q]=|G|. O queimplica que |G(P)| = ef.

Usando a proposicao 2.1.17 e novamente a proposicao 2.1.18 temos que

[[o(P) = (PP P)Y = (p)) = ().

oceG
E a demonstracao esta completa.

Proposicao 3.1.4 Suponha que K/Q seja uma extensao galoisiana com grupo
de Galois G. Sejam o € D e I = () o ideal principal gerado por . Entao
N(I) = [N(a)].

DEMONSTRACAO: Da proposi¢ao acima e da proposicao 2.1.3 segue que

(N() = [[ o) =[] ol(@) =](e(a) = (] o) = (N(a)).

ceG
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Portanto N(/) e N(«) diferem por uma unidade. Como ambas pertencem
a 7 e, por defini¢do, N(I) é sempre positiva, segue que N(I) = |N(«a)|.

3.2 O simbolo de residuos m - ésimos

Sejam m um inteiro positivo e D,, o anel de inteiros de Q((,,). Sejam P
um ideal primo de D,, que ndo contenha m e ¢ = N(P) = |D,,/P|. Pela
proposigao 2.2.3 sabemos que as classes de 1, (p, . .., (™! sdo todas distintas
em D,,/Pequeqg=1 (mod m).

Proposicao 3.2.1 Seja o € D,y,, tal que o ¢ P. Existe um inteiro i, 1inico

modulo m, tal que

o= b/m =i (mod P).

DEMONSTRAGAO: Como o grupo multiplicativo de D,,/P tem g —1 elemen-
tos temos que a?~! =1 (mod P). Portanto

—_

(@ 4=D/m _ iy =0 (mod P).
i=0
Como P & um ideal primo segue que D,,,/P é um dominio de integridade
e, portanto, existe i, 0 < i < m—1 tal que a%~Y/™ = ¢?  (mod P). Sabemos
que se i £ j (mod m) entao ¢, # ¢ e pela proposi¢ao 2.2.3 segue que (' #
¢/, (mod P). Portanto i é tinico moédulo m.

Definicao 3.2.2 Sejam o € D,, e P um ideal primo que nao contém m.

Definimos o simbolo de residuos m - ésimos , (%) , COMO seque:
m

(a) (%>m20 sea € P.

(b) Se a nao pertence a P, entao (%) € a unica raiz m - ésima da unidade
m

tal que o N(P)=D/m = (%)m (mod P).



CAPITULO 3. O SIMBOLO DE RESIDUOS M - ESIMOS 17

Trabalharemos essencialmente com os seguintes casos particulares da defini-
¢ao acima.

Definicao 3.2.3 Quando m = 2 usaremos a nota¢ao (%) = <%> e neste
2

caso chamaremos o simbolo de residuos 2 - ésimos de simbolo de Legen-
dre. Quando m = 3 chamaremos o simbolo de residuos 3 - ésimos de sim-
bolo de residuos ctbicos. Quando m = 4 diremos simbolo de residuos

biquadraticos.

Antes de demonstrarmos as principais propriedades do simbolo de resi-
duos m - ésimos precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3.2.4 Sejam a,b inteiros ed = (a,m). A congruéncia ax = b (mod m)
tem solugao se, e somente se, d | b. Se d | b, entao existem exatamente d

solucoes modulo m.

DEMONSTRAGAO: Se xy é uma solugdo, entdo axrg — b = myy para algum
Yo € Z. Portanto axg — myo = b. Como d | (axg — myo) segue que d | b.

Reciprocamente, suponha que d | b. Seja ¢ = b/d. Sabemos que existem
inteiros xz e y( tais que az{ — my) = d. Multiplique ambos os lados da
tltima equacdo por ¢. Entao a(zjc) — m(yic) = b. Tome x5 = z{c. Segue
que axg = b (mod m) e mostramos que azryg = b (mod m) tem solugao se, e
somente se d | b.

Suponha que axrg = b (mod m) e axy = b (mod m). Segue que a(x; —
z9) = 0 (mod m). Tome o' = a/d e m'" = m/d. Vimos que m | a(x; — o)
e portanto m’ | @'(x; — xp). Como m’ e a’ sdo primos entre si, segue que
m’ | (r1 — xp), ou, equivalentemente, 1 = xg + km’ para algum inteiro k.
Vimos que dada uma solucao xy tem-se que qualquer outra solucao x; deve
ser da forma x; = x¢ + km/, para algum k.

Reciprocamente, dada uma solugao x( vemos facilmente que todo nimero
da forma xzo + km/, k € Z deve ser solucao.

Vamos mostrar que dada uma solu¢ao g, o conjunto xg, xo+m/,..., o+
(d — 1)m’ contém todas as solugoes distintas moédulo m. Suponha que para
i,7 €{1,2,...,d—1} vale que zg+im’' = 2o+ jm’ (mod m). Como m/m’ =
d, segue que i = j (mod d) e, portanto, i = j.

Agora, suponha que exista uma solucao x; = zo + km' tal que x; nao
pertence a xg, xog+m’, ..., xo+ (d—1)m'. Pelo algoritmo euclideano sabemos
que existem inteiros r,s, 0 < s < d, tais que k = rd + s. Portanto, z; =
To+sm'+rm e x1 é equivalente & o+ sm’. O que completa a demonstragao.
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Lema 3.2.5 Sejam F' um corpo finito com q elementos e o € F*. FEntao
™ = a tem solucdo se, e somente se, a4/ =1 onde d = (m,q—1). Se

existem solucoes, entao existem exatamente d solucgoes.

DEMONSTRACAO: Seja v um gerador de F* e suponha que oo = 7% e o = .

Entdo 2™ = a é equivalente a 7*™ = 7%, que é equivalente &, mb = a
(mod g — 1). Agora, pelo lema anterior (substituindo em sua notagao x por
b, a por m, b por a e lembrando que d = (m,q — 1)), temos que mb = a
(mod g — 1) se, e somente se, (m,q — 1) = d | a. E, como a ordem de 7 é
q — 1, isso ocorre se, e somente se, ol471)/d = yala=1/d) — 1

As primeiras propriedades elementares sobre o simbolo de residuos m -
ésimos sao:

Proposi¢ao 3.2.6

(a) <%) =1 se, e somente se, ™ = a (mod P) ¢é solivel em D,,.

(b) Critério de Euler: Para todo o € D,,, aN)=D/m = (%) (mod P).

@ (7),=(5),(),,
(d) Se a = (mod P), entdo (%)m = (%)m

DEMONSTRAGAO: A parte (a) segue do lema 3.2.5 tomando F = D,,/P
e ¢ = N(P). A parte (b) segue diretamente da definicdo. Quanto a parte

(c) basta observar que (%ﬂ) = (aB)NP)=D/m = o(N(P)=1)/mgN(P)=1)/m —

P P
= qWP)-)/m = gWNP)-1)/m = (%)m (mod P). Pela proposigao

<9> <£> (mod P). Para a parte (d) temos que se « = (3 (mod P), entao

m

P
2.2.3 segue que (%) = <Iﬁj> .
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Corolario 3.2.7 Seja P um ideal primo que ndo contenha m. Entdo

Gn\  _ AN(P)-1)/m
Cm

DEMONSTRAGAO: Pela parte (b) da proposicdo acima vemos que <7> e
m

C&N(P)_l)/m sao congruentes modulo P. Como ambos sao raizes m - ésimas

da unidade e m nao pertence a P segue, pela proposi¢ao 2.2.3, que sao iguais.

E importante que estendamos a definicao de (%) de tal maneira que o
m

simbolo (%) faca sentido para 3 € D,, e primo com m.

Definicao 3.2.8 Seja I C D, um ideal primo com (m). Seja I = PPy --- P,
uma decomposicao prima de I. Para o € D,, definimos <%> =1L (%)

Se 3 € D, é primo com m definimos <%> = <%> .

A generalizacao feita acima tem as mesmas propriedades e elas sao dadas
no resultado abaixo.

Proposigao 3.2.9 Sejam I e J ideais co-primos com (m). Entdo
0 ().~ 0),0).
0 (5),=(),0),

(¢) Sea € primo com I e x™ = « (mod 1) € solivel em D,,, entio (%) =
1.

DEMONSTRAGAO: Para o item (a) basta decompormos I em ideais primos,
usarmos a defini¢do acima, aplicar o item (c¢) da proposi¢ao 3.2.6 e reagru-
parmos de forma conveniente usando a defini¢do. O item (b) é demonstrado
de maneira similar, basta decompormos I.J, aplicarmos a definicdo acima,
reagruparmos de maneira conveniente e usarmos novamente a definicao. O
item (c) segue diretamente da definicao e da proposicao 3.2.6 item (b). Ob-

servamos que a reciproca de (c¢) é falsa. De fato, (g = %) = —1,e, no
2 2

3y —
entanto, (§>2 =1.
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Seja o um automorfismo do grupo de Galois G de Q((,,)/Q. Nos sera ttil

observarmos o comportamento do simbolo (%) sob a acao de o. No que
m

segue usaremos a notagao exponencial para automorfismos, isto é, se a« € D,,
e I é um ideal de D,,, usaremos a seguinte notacio o(a) =a’ e ol = 1°.

Proposicao 3.2.10 Sejam [ um ideal co-primo com (m) e o € G. Entao

a\’ o’

1) \I°)
DEMONSTRAGAO: Como ambos os lados da igualdade acima sao multiplica-
tivos em [, sera suficiente se demonstrarmos a proposi¢ao apenas para o caso

I = P, P um ideal primo.
Pela definicao 3.2.2 segue que

N P)=1m — (%)m (mod P).

Aplicando o & ambos os lados da igualdade acima obtemos

(o) NP)=1/m — (%)0 (mod P?).

(mod P7), segue que <%)g =

m

Como por definigio (a7)NV(P)=D/m = (;—Z)

(%Z) (mod P7). Sendo (%) e (%Z) raizes m - ésimas da unidade,
seguengx igualdade. " "
Observamos que usamos acima o fato que N(P) = N(P?).



Capitulo 4

Somas de Gauss e de Jacobi

Neste capitulo vamos introduzir as noc¢oes de somas de Gauss e de Jacobi.
Flas serao usadas no capitulo 5 para demonstrar as leis de reciprocidade
quadratica, ciibica e biquadratica. Durante este capitulo p denotara um
nimero primo, F,, = Z/pZ o corpo finito com p elementos e F) o seu grupo
multiplicativo. Também denotaremos por ¢ uma raiz primitiva p - ésima da
unidade

4.1 Caracteres multiplicativos

Comecamos esta secao com a seguinte definicao.

Definicao 4.1.1 Um caracter multiplicativo é um homomorfismo multi-

plicativo x de F; no corpo dos nimeros complezos C.
Exemplo 4.1.2
(a) O caracter multiplicativo trivial € que ¢ definido por e(a) =1 Va € F}.

(b) O simbolo de residuos m - ésimos definido em 3.2.2.

Quando estiver claro no contexto deveremos dizer apenas caracter ao
invés de caracter multiplicativo.

21
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Um caracter x pode ser estendido & uma funcao de F), definindo x(0) =0
ee(0)=1.

As duas proposicoes que seguem apresentam algumas propriedades fun-
damentais dos caracteres.

Proposicao 4.1.3 Seja x um caracter multiplicalivo e a € F;. Entao

(a) x(1) =1

(b) x(a) € uma (p—1) - ésima raiz da unidade

Onde o 1 do lado esquerdo de (a) pertence & F,, enquanto o 1 do lado direito

pertence a C e a barra sobre x(a) em (c) denota a conjugacio compleza de

x(a).

DEMONSTRAGAO: Para demonstrarrnos (a) basta observarmos que (1) =
X(1-1) = x(1)x(1) e assim x(1) = (b) segue do Pequeno Teorema de
Fermat, de fato, a?~' = 1 e portanto X( 1) = x(a)P~! = 1. Para a primeira

igualdade de (c ), utilizando (a), observamos que:

aa™t =1=1=x(aa™") = x(a)x(a™") = x(a™") = x(a) ™"
Para a segunda igualdade de (c), utilizando (b) e a norma complexa |-|,
segue que [x(a)| = 1, logo x(a)x(a) = x(a)x(a)~" e entdo x(a) = x(a)~".

Proposicao 4.1.4 Seja x um caracter. Se x # €, entao Zter x(t) =0. Se
X =¢ entdo ) ,cp X(t) = p.

DEMONSTRAGAO: A tultima afirmacao é clara. Suponha y # . Nesse
caso existe a € F), tal que x(a) # 1. Seja T' = >, p x(f). Temos que
x(@)T'=>",cp x(at) = T e assim T' = 0, uma vez que x(a) # 1. Usamos
que at percorre todo F), conforme ¢ o faz.

Os caracteres formam um grupo abeliano com identidade igual a e, onde
o produto e o inverso sao definidos da seguinte forma:
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XAk — C X*l:FJ;)k — C
a — x(a)A(a) a +— x(a)™

Vamos mostrar que este grupo ¢ um grupo ciclico de ordem p — 1.

Proposicao 4.1.5 O grupo dos caracteres é um grupo ciclico de ordem p—1.

Sea # 1€ F}, entdo existe x tal que x(a) # 1.

DEMONSTRAGAO: Sabemos que F) ¢é ciclico. Tome g um gerador de F;. Se
a = ¢, entdo x(a) = x(g)', o que mostra que x é unicamente determinado
pelo valor de x(g). Como x(g) é uma p — 1 ésima raiz da unidade e sabemos
que existem exatamente p — 1 delas, segue que o grupo de caracteres tem
ordem no méaximo p — 1.

Defina o caracter A por A\(gF) = e™*)/P=1 " Afirmamos que p— 1 é o menor
inteiro n tal que A" = . De fato, se \" = ¢ entdo A(g)” = ¢(g) = 1 o que
implica e(?7/P=1 = 1 ¢ portanto p — 1|n. Como \?~(a) = A(a?™) = A(1), a
afirmacdo segue e os caracteres ¢, \, ..., \’~2 sdo todos distintos e, pelo que
vimos acima, sao todos os caracteres.

Agora, se a € Iy e a # 1, entdao a = g' para algum [ € {1,...,p —2} e
assim A(a) = \(g') = e®mi/p=1 £ 1,

2mik)

Temos o seguinte corolario da proposicao acima.

Corolério 4.1.6 Sea € F ea # 1, entao 3 x(a) = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja S =3 x(a). Como a # 1, existe A tal que A(a) # 1
Dai, como Ax percorre todos caracteres conforme x o faz, segue que A(a)S
Yo AMa)x(a) =32 Ax(a) =9 = (AMa) —1)S=0= S =0.

4.2 Somas de Gauss

Nesta secao introduziremos o importante conceito de somas de Gauss bem
como suas principais propriedades.
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Definicao 4.2.1 Sejam x um caracter sobre F, e a € F,. A soma de

Gauss sobre F), pertencente ao caracter x, g.(x), € definida por

9a(x) = D x(£)¢™.

teF,

O proximo resultado caracteriza a soma de gauss g,(x) em termos de a e
do caracter .

Proposicao 4.2.2 Sejam x um caracter sobre I, e a € F,. Sea # 0 e

X # &, entdo go(x) = x(aHgi(x). Sea #0 e x =¢, entio g,(¢) = 0. Se
a=0ex#e, entdo g.(x) =0. Sea=0 e x =¢, entdo g.(c) = p.

DEMONSTRAGAO: Sea # 0e x # €, entao x(a)g.(x) = x(a) ZteFP x(t) ¢ =
> rer, X(@t)C* = gi(x). Se a#0ex = (g), entdo go(e) = > ,cp (t)(* =
Doier, € =2 en, (F=0(Ceraizde 1 + x4+ 2P 1). E, se a =0, entdo
90(x) = D er, X()C"" = 32 X(t) = pou 0, dependendo se y = e ou x # ¢
pela proposicao 4.1.4.

n

A proposigao anterior nos leva a tratar g;(y) de maneira especial e por-
tanto a partir de agora denotaremos ¢;(x) por ¢g(x). E mais ainda, a partir
dela temos que se a # 0 e x # ¢, entao |g.(x)| = |g|- Na proxima proposigao
vamos calcular esse valor comum e para isto precisaremos do seguinte resul-
tado.

Lema 4.2.3 Dados z,y € Z tem-se que p~! Zf:_é (=) = §(z,y), onde
dz,y)=1sex =y (mod p) e d(x,y) =0 se x £y (mod p).

DEMONSTRAGAO: Se z —y = 0 (mod p), entdo (*7¥ = 1, e portanto
Zf;ql 0t =p. Sea=x—y#0 (mod p), entdo (" ¥ # 1e S b (vt =
p—1 st
0 ¢ =0.

Proposigao 4.2.4 Se x # ¢, entdo |g(x)| = /D



CAPITULO 4. SOMAS DE GAUSS E DE JACOBI 25

DEMONSTRAGAO: Se a # 0, entdo pela proposi¢ao 4.2.2 temos g,(x) =
_ : 413 —
x(a™h)g(x), assim, g.(x) = x(a)g(x) = x(a™') g(x) =" x(a)g(x) e por-

tanto,

9.(x)9.(x) = x(a™)x(a)g(x)g(x) = l9(x)

Como go(x) = 0, somando a equagdo acima em a obtemos

> 9a(0)9a(x) = (0 = Dlg(x)]. (4.1)

ackFy

%

Por outro lado,

9a(X)9a(X) = D> > x(@)x(m)¢™ .

Somando ambos os lados em a e usando o lema 4.2.3 temos

D 900900 = D> x(@)x®)d(z,y)p = (p— p.

ackFy

Substituindo o valor acima em 4.1 temos (p—1)|g(x)]* = (p—1)p e entao
90O = p.

Como consequéncia desta tltima proposicao tem-se:

Corolario 4.2.5 Se x € um caracter multiplicativo qualquer entdao:

DEMONSTRAGAO: Seja x um caracter multiplicativo qualquer. Como y(—1)% =

x((=1)?) = x(1) = 1, segue que x(—1) = +1 e portanto x(—1) = x(-1) =
x(=1)"1. Entao temos que

900 = Y x(O¢ = x(=1) > x(=H)¢ " = x(=1)g(0)-

teF, teF,

Agora, o fato que |g(x)|? = p, pode ser escrito como
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4.3 Somas de Jacobi

Nesta secao introduziremos o importante conceito de somas de Jacobi
bem como suas principais propriedades.

Definicao 4.3.1 Sejam x e X caracteres de F,,. A soma de Jacobi, J(x, \),
€ definida por:

JOeAN) = ) x(@)A®).

a+b=1

Enunciaremos na proposicao a seguir as principais propriedades das somas
de Jacobi.

Proposicao 4.3.2 Sejam x e A caracteres nao triviais. Entao
(a) J(e,e)=p

(b) J(e,x) =0

() JOxx™) =—x(-1)

(d) Se x\ # ¢ entao

DEMONSTRAGAO: Para demonstramos (a) basta usarmos a definicdo. De
fato, J(e,e) = > 1po1€(a)e(b) = >, .,y 1 = p. Para (b), usando a proposicao
4.1.4, temos J (g, x) = D opeq €(a)X(b) = D 1pey X (D) = 0.

Para demonstrarmos a parte (c¢) observamos que

)= X o= v (2) = Sx ().
a#l

a+b=1 a+b=1
b#0

Tome ¢ = a/(1 —a). Se ¢ # —1 entdo a = ¢/(1 + ¢). Observe que se a
varia sobre F), \ {1} entdo c varia sobre F, \ {—1}. De fato, se ¢ = a/(1 — a)
ecd =d/(1—-d), entdo

a#ad =a—ad #£d —ad =a/(1—a)#£d/(1-d)=c#c.
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Portanto,

Toex™ =3 x(e) "= —x(-1).

Para a parte (d) repare que

g(X)gO‘) = Z X(l’)cm Z )\(y)gy = Z X(x))\(y)cm—l—y =

z€Fp z€Fp z,YyeFp

=) < ) (4.2)

Se t =0, entdo 3 . o X(2)A(y) = 22, X(2)A(—x) = A(=1) 32, xA(z) =
0 (pela proposicao 4.1.4 e o fato de x\ # ¢).

Se t #£ 0, defina 2’ e 3/ tais que x = t2’ e y = ty/, dai, se x +y = t, entao
2’ 4+ 1y = 1. Segue que

> x@Aw) = D xt)A\ty') = xAB)T(x, A).

r+y=t z/4y'=1

E substituindo em 4.2 obtemos

=D XA (6 A = g T (G A).

teF,
n
Corolario 4.3.3 Se x, A e x\ sao diferentes de ¢, entio [J(x,\)| = /D
DEMONSTRAGAO: Pela parte (d) acima e pela proposi¢ao 4.2.4 temos
| = BIs _ BE
’ 9N VD
]

Para demonstrarmos as leis de reciprocidade cibica e biquadratica nos
serd muito util obter relacoes entre somas de Gauss e de Jacobi, o que seréa
feito nas seguintes proposicoes.
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Proposicao 4.3.4 Suponha quen > 2,p =1 (mod n) e que x € um caracter

de ordem n. Entao

g™ = x(=1)pJ (x, )T (x. X*) -+ T, X" 72).

DEMONSTRAGAO: Pela parte (d) da proposigao 4.3.2 temos que g(x)* =
J(xx)g(x?). Multiplicando por g() obtemos

9()® = T, \)9(x*)g9(x)- (4.3)

Novamente usando a proposigao 4.3.2 parte (d) temos que

J06x9(x) = 9P g(x).

E substituindo em 4.3 obtemos

9(x)® = T )T (6 X3 g ().

Continuando esse processo obtemos

g™ =T )T X)  J0G X T g(tT.

Agora, como X" ! = x~! =Y, e vimos no corolario 4.2.5 que g(x)g(x" ') =

g(x)g9(X) = x(—=1)p. Multiplicando ambos os lados da equacao acima por
g(x) obtemos o resultado desejado.

Vimos que o grupo dos caracteres sobre F}, ¢ um grupo ciclico de ordem
p — 1. Suponha que A seja um gerador e que p = 1 (mod 3). Se x é um
caracter de ordem 3 entdo y = AP~D/3 ou y = \2®P~1D/3_ Dizemos que um
caracter y de ordem 3 é um caracter ciibico.

Temos o seguinte corolario da proposicao acima:

Corolario 4.3.5 Se x é um caracter cibico de F,, entao

g(x)” = pJ(x, x)-

DEMONSTRAGAO: Basta usar a proposi¢do acima e o fato que x(—1) =
X((-1)%) = x(-1)* = 1.
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Seja x um caracter cibico e a € Fy qualquer. Como x(a)® = x*(a) = 1,
entdo y(a) é uma raiz cibica da unidade. Segue que, J(x,x) € Z[w], onde
w = e?™/3 = (1 4+ /=3)/2 ¢ uma raiz primitiva ctibica da unidade.

Proposicao 4.3.6 Suponha p =1 (mod 3) e que x seja um caracter cibico

da unidade. Seja J(x,x) = a + bw. Entdo,
(a) b=0 (mod 3).
(b) a = —1 (mod 3).

DEMONSTRAGAO: Iremos usar congruéncias no anel de inteiros algébricos.
Usando apenas teoria dos niimeros elementar temos que

g00)® = [ Do x| =D x(1)*¢*  (mod 3).

teF, teF,

Como x(0) = 0 e x()*> = 1set # 0, temos que y_, . X()°C* =
D120 = > 1206 = —1 (mod 3). Portanto, pelo coroldrio 4.3, segue que

g(x)? =pJ(x,x) =a+bw=-1 (mod 3).
Agora, repetindo este processo para Y e reparando que da demonstracao
do corolario 4.2.5 segue que g(x) = g(X) temos
g =pJ(,X) =a+bw=-1 (mod 3).

Subtraindo as duas equagoes acima temos b(w—w) = by/—3 =0 (mod 3).
Portanto, —3b> = 0 (mod 9) e 3b*> € N, o que implica 3|b em Z. Como
a+bw = —1 (mod 3), segue que a = —1 (mod 3). n



Capitulo 5

Leis de reciprocidade

Neste capitulo usaremos as somas de Gauss e de Jacobi para demonstrar-
mos as leis de reciprocidade quadratica, ciibica e biquadratica. Como usual
(ver defini¢ées 3.2.2 e 7?7 )denotaremos o simbolo de residuos m - ésimos por

(—) e reservamos a notacao <—) para o simbolo de residuos quadraticos, ou
m

simbolo de Legendre. Antes de enunciarmos a lei de reciprocidade ciibica (bi-
quadrética) serd necessario desenvolver algumas propriedades do anel Z|w|,
w sendo uma raiz primitiva de 1 (Z[i], o anel de Gauss).

5.1 A Lei de reciprocidade quadratica

Dado um primo impar p o simbolo de Legendre (%), assume o valor 1

se a € um residuo quadratico moédulo p, —1 se a nao é residuo quadratico
modulo p e 0 se p | a.

Durante esta se¢cao, sempre que o contexto permitir, diremos apenas resi-
duo ao invés de residuo quadréatico.

A Lei de reciprocidade quadratica diz que:

Teorema 5.1.1 (Lei de reciprocidade quadratica) Se p e g sdo primos

impares distintos, entao

30
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()=

Vamos demonstrar o teorema acima mais adiante. A lei de reciprocidade
quadratica foi conjecturada por Euler e por Legendre e foi demonstrada pela
primeira vez por Gauss. Os seguintes complementos da lei de reciprocidade
quadratica foram demonstrados por Euler.

Proposicao 5.1.2 Se p é um primo impar, entio

DEMONSTRAGAO: A parte (a) segue diretamente do critério de Euler, proposigao
1

3.2.6 (b). De fato, pelo critério de Euler temos (—1)"z = <;1> (mod p) e

p
assim (—1)"z = (%)
Para a parte (b) seja ( = e uma raiz primitiva oitava da unidade.
Temos que ¥ —1 =0, isto ¢ (¢* —1)(¢*+ 1) = 0. Como ¢* # 1 temos

2mi/8

CH1=0"5 (P 0s (CHCTP =242

Seja T = (+(~ L. Como ¢ & um inteiro algébrico, (7! é um inteiro algébrico
e, consequentemente, 7 é um inteiro algébrico.
No que segue usaremos congruéncias no anel de inteiros algébricos.
Seja p um primo impar em 7Z e repare que
2

=1 (7_2)(p—1)/2 =20—1)/2 = (—) (mod p).
p

Segue que

= (2) r (mod p) (5.1)

p
Como 77 = ((+ 1P =P+ (P (mod p) e (8 =1, segue que se p = +1
(mod 8), entdao 7P =P+ (P =+ (=7 (mod p) e se p=+3 (mod 8),
entao 7P = P+ (P =G+ (3 = —(C+ ') = —7 (mod p)(usamos que
¢ =),

Usando as consideracoes acima em 5.1 obtemos
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rr= () modp)

onde o = (p? —1)/8(repare que (—1)* =1se p==+1 (mod 8) e (—1)* =
—1sep=+3 (mod 8)).
Multiplicando por 7 obtemos

(—1)°2 = (]%) 2 (mod p) =

()

Denotemos a soma de Gauss g((%)) apenas por g e ga<<%)> por g,.

A relagao (¢(+¢71)? = 2 nos motiva a encontrar uma relagao onde 2 possa
ser substituido por um primo impar p qualquer. Essa nova relacao segue do
corolario 4.2.5. De fato, ele nos diz que

90x)g(x) = x(=1p.
Se x é o simbolo de Legendre entdo Y = x e pela proposi¢ao 5.1.2 (a) a
equacao acima pode ser escrita como
g = (=12, (5.2)

Agora vamos demonstrar a lei de reciprocidade quadrética.

DEMONSTRAGAO: Seja p* = (—1P~1/2)p. Reescrevendo a equacdo 5.2 temos

g* = p* que é o anélogo da equagao 72 = 2 que estavamos procurando. Seja

q # p um primo impar. Usaremos congruéncias no anel de inteiros algébricos.
Pelo critério de Euler (proposi¢ao 3.2.6 (b)) temos que

g0t = (g?) @2 = (pr)aD/2 = (%) (mod q).

O que implica que

9" = <p—*) g (mod gq). (5.3)
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Mas,

Lt Tl e
gq:< (‘) Ct) - (_) ¢ =g, (mod gq).
t=0 p t=0 p

E, como g, = (%)g (proposigao 4.2.2), segue que

9" =9,= (g) g (mod gq). (5.4)

(5)s=()s w0

Multiplicando ambos os lados por g, e usando que g% = p*:

()= o

Como (p,q) = 1 a equagao acima implica que

()-() 0= (2)-(2)

Finalmente, observamos que pela multiplicidade do simbolo de Legendre
e pela proposi¢ao 5.1.2 (a) segue que

(-G Qe ()=6)
)

De 5.3 e 5.4 temos

-1
E o resultado segue do fato de (%) = (

5.2 O anel Z|w]

As propriedades mais usuais do anel Z[w] serao enunciadas sem demons-
tracdo. As demonstracoes podem ser encontradas em livros introdutérios
como [5].
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Vimos na proposicao 2.2.11 que se w é uma raiz clbica primitiva da
unidade entao o anel de inteiros de Q[w] ¢ igual & Z[w]. Os elementos de Z[w]
sao numeros complexos que se escrevem, de maneira tnica, na forma a + bw,
a,b € Z. Se o = a+ bw € Z]w], entdo definimos a norma de «, N(«), por
N(a) = aa = a® — ab + b*, onde @ é o conjugado complexo de a. Sabemos
que Z[w] é um dominio euclideano e, consequentemente, Z[w] ¢ um dominio
fatorial.

Se v ¢ um inteiro algébrico qualquer, entao o ¢ uma unidade se, e somente
se, N(a) = £1. Usando isso pode-se provar o seguinte:

Proposi¢ao 5.2.1 As unidades de Z[w| sio 1, —1,w, —w,w?, e —w?.

Iremos agora classificar os nimeros primos de Z[w].

Proposicao 5.2.2 Suponha que p e q sejam primos racionais. Se ¢ = 2
(mod 3), entdo q é primo em Z[w]. Se p =1 (mod 3), entao p = 77, onde

7 € primo em Zlw]. E 3= —w*(1 —w)?, onde 1 —w € primo em Z|w)].

Usaremos a partir de agora a seguinte notacao. Um primo racional con-
gruente a 2 modulo 3 serd denotado por g e m denotara um primo complexo
tal que N(m) = p, p um primo racional. Ocasionalmente 7w denotard um
primo qualquer de Z[w], conforme o contexto permitir.

Nos sera extremamente 1til a nogdo de congruéncias em Z[w]. Se «, 3,7 €
Z|w] entao dizemos que o = [ (mod ) se v divide a — 3. Como em Z as
classes de congruéncia modulo v podem ser consideradas como um anel,
chamado o anel de classes residuais modulo « e denotado por Z[w|/~vZ[w].

Proposigao 5.2.3 Seja m € Z[w| um primo. Entdo Z|w|/nZ]w] é um corpo

com N(r) elementos.

Da proposi¢ao acima segue o pequeno teorema de Fermat para Z[w]/7Z|w].

Proposicio 5.2.4 Se 1 a, entio o™~ =1 (mod 7).

Para enunciarmos a lei de reciprocidade ctbica precisaremos antes definir
o conceito de primo primario em Z[w].

Definigao 5.2.5 Se 7 é um primo em Zlw|, dizemos que w é primario se
7 =2 (mod 3).
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Esta definicao de primario tem a funcao de eliminar a ambiguidade cau-
sada pelo fato de todo elemento diferente de zero de Z[w] ter seis associados.
Isto é semelhante & considerarmos apenas primos positivos em Z.

Se 1 = ¢, m # 3, ¢ um primo racional e m nao é primario, entao —m é
primario. Se m = a+bw é um primo complexo, a definicao acima é equivalente
a dizer que a =2 (mod 3) e b =0 (mod 3).

Proposicao 5.2.6 Suponha que N(m) = p =1 (mod 3). Entre 0s associa-

dos de m exatamente um € primdrio.

DEMONSTRACAO: Os associados de m = a + bw sdo:

Como p = a? — ab+ b?, nao podemos ter a e b simultaneamente divisiveis
por 3. Segue das partes a e b que podemos assumir que 3 1 a. Das partes a e d
segue que a = 2 (mod 3). Destas consideragoes e do fato que p = a? —ab+b?,
segue que 1 =4 — 2b+ b* (mod 3), ou b(b—2) =0 (mod 3). Se 3 | b, entdo
a + bw é primério. Se b =2 (mod 3), entdo b+ (b — a)w é primario.

Para mostrar a unicidade basta assumir que a + bw € priméario e verificar
que do item b ao f nenhum ntmero é primario.

5.3 A lei de reciprocidade cubica

Durante esta se¢ao nos sera tutil a notagdo x.(a) = (%) , onde ™ é um
3

primo e a é um elemento qualquer de Z[w].
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Teorema 5.3.1 (Lei de reciprocidade cabica) Sejam 7 e o primdrios,
N(my), N(mp) # 3, e N(m) # N(m). Entdo

X1 <7T2) = Xz (7?1).

A demonstragdo do teorema acima serd dada mais adiante, no entanto
observamos que temos trés casos a considerar. O primeiro quando 7 e my
sao ambos racionais, o segundo quando 7 é racional e m é complexo, e o
terceiro quando ambos m; e my sd@o complexos. O primeiro caso é o mais facil
de ser tratado e segue como corolario da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.3.2 Se m € um primo e a € um elemento qualquer de Z|w],

entao

DEMONSTRAGAO: Para a parte (a), se 7 | @ o resultado é trivial. Se 71 «,
entdo basta repararmos que x(a) = lL,w, ouw? e 12 =10 =W e (W?)? =
w=w?.

Para a parte (b), pelo critério de Euler (proposi¢ao 3.2.6) temos que

aW=D)3 = (@) (mod 7)

o que implica que

a3 =y (o) (mod 7)

Usamos o fato que N(7) = N(m). A equagdo acima, pelo critério de
Euler, implica que x=(@) = x.(«).

Corolério 5.3.3 Se g € um primo racional, ¢ = 2 (mod 3), entdo x,(a) =
Xq(a?). Se n é um inteiro racional primo com q, entdo x,(n) = 1. Sep é

um primo racional e p e q sao primos entre si, entdo X,(q) = Xq(p)-
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DEMONSTRAGAO: Como § = ¢ temos pela proposicdo acima que x,(a) =

Xg(@) = xq(@) = xq(a?).
Como n =1 temos que x,(n) = x,(n) = x,(n)?, e uma vez que x,(n) # 0
segue que x,(n) = 1. Agora, temos claramente que se p # ¢ entdo x,(q) =

Xq(P)-

Os seguinte complemento da lei de reciprocidade ciibica determina o car-
acter cubico das unidades.

Proposigao 5.3.4 Seja m um primo de Z|w]. Entao:

(a) x=(=1) =1, para todo primo .
(b) xr(w) = wWN @13 ge N(7) £ 3.

DEMONSTRAGAO: A parte (a) segue do fato que —1 = (—1)3, logo x.(—1) =
1, para todo primo 7 de Z[w]. A parte (b) segue do critério do Euler. De
fato, x(w) = wN™=D/3 (mod 1), logo xx(w) = wN™=1/3 " Agora, observe
que pela proposicao 5.2.2, N(m) = 1 (mod 3) para todo primo de Z[w| tal
que N(m) # 3. Segue que N(7) = 1,4,7 (mod 9) e, como w" = w" sen = n'
(mod 3), entdo x,(w) = 1,w,w? dependendo se N(7) é congruente moédulo 9
a 1, 4, ou 7 respectivamente.

5.4 Demonstracao da lei de reciprocidade cabica

Seja m um primo complexo tal que N(m) = p = 1 (mod 3). Como
Z|w]|/7Z[w] é um corpo de caracteristica p (proposi¢do 5.2.3), ele contém
uma copia de F,. E como Z|w|/nZ]w] tem exatamente p elementos ele ¢ iso-
morfo a F,. Este isomorfismo pode ser tomado como a funcao que identifica
a classe de n em F, a classe de n em Z[w|/7Z[w].

Esta identificacao nos permite considerar y, como um caracter ciibico
sobre F},, no sentido da pagina 28 . Sendo assim podemos trabalhar com as
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somas de Gauss g,(xr) e as somas de Jacobi J(xr, X») para demonstrar a lei
de reciprocidade ciibica.

A demonstracdao da lei de reciprocidade cibica que daremos foi dada
por Eisenstein e é muito similar a demonstracao da lei de reciprocidade
quadratica que demos na secao 5.1.

Antes precisaremos de alguns resultados.

Vimos no corolario 4.3.5 e na proposicao 4.3.4 que

(@) 9(x)* = pJ(x; x)-
(b) Se J(x,x) = a+ bw, entdao a = —1 (mod 3) e b =0 (mod 3).

Como J(x, x)J(x,x) = p (proposicao 4.3.3), a parte (b) acima nos diz
que J(x, x) € um primo priméario em Z[w| de norma p.

Lema 5.4.1 Sek nao divide p—1, entio 1°+28+...+(p—1)* =0 (mod p).

DEMONSTRAGAO: Seja S = 1¥+ 2%+ ...+ (p—1)¥. Tome A um gerador de
Fy. Como k { p— 1, segue que ¥ £ 1. Portanto, \¥S = S (mod p) e assim
S =0 (mod p).

]
No que segue assuma que 7 é priméario e que N () = p.

Lema 5.4.2 Se mw é um primo primdrio tal que N(m) = p, entdo J(Xx, Xrx) =

.

DEMONSTRAGAO: Suponha que J(xx,Xx) = 7, onde 7’ é priméario pelas
consideragoes acima. Como J(Xx, Xx)J (Xrs Xx) = T'T 22 = Segue
que 7|7, ou 7|7

Como todos os primos envolvidos s&@o primarios segue que m = 7, ou
7w = 7. Usando a defini¢ao de soma de Jacobi e o critério de Euler temos que
T(Otms Xn) = Pser, Xn(@)xn(1 = 2) = 30 cpp 2@ V31 = 2)® D/ (mod m).

Agora, repare que o polinomio z®~1/3(1—2)®=1/3 ¢ de grau 2/3(p—1) <
p—1. Segue pelo lema acima que > 2®~V/3(1 —)®=1/3 = 0 (mod p) o que
implica que J(xx, Xx) =7 =0 (mod 7) e portanto = = 7’. m

Usando que g(x)* = pJ(x, x) temos o seguinte corolario.

Corolario 5.4.3 g(x.)® = pr.
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Agora, vamos demonstrar a lei de reciprocidade cibica.

Teorema 5.4.4 (Lei de reciprocidade cabica) Sejam 7 e o primdrios,
N(m), N(me) # 3, e N(m) # N(mq). Entdo

Xy (T2) = Xy (711)-

DEMONSTRACAO: Como vimos temos trés casos a considerar. Quando 7y é
racional e my é complexo, m e my sao complexos e m; e my sao racionais. O
altimo caso demonstramos na pagina 37. Vamos agora demonstrar o primeiro
caso.

Sejam m = ¢ =2 (mod 3) e mp = 7, ondeN () =

Pelo corolario 5.4.3 temos que g(x,)® = pr. Elevando os dois lados desta
ignaldade a (¢ —1)/3 obtemos g(x,) @~ = (pr)@=D/3_ O que, pelo critério
de Euler implica que g(x-)” " = x,(p7) (mod ¢). Como ja vimos que se
(p,q) =1, entdo x,(q) = 1 segue que

90x=)" = xg(1)g(xx)  (mod q). (5.5)

Usando a definicao de somas de Gauss para analisar o lado esquerdo da
equacao acima, obtemos

> Xw(t>Ct =) x(H)7¢"" (mod g).

teF, teF,

Como x,(t) ¢ uma raiz ctibica da unidade e ¢> = 1 (mod 3) temos que
X=()7 = xx(t). O que implica que g(x»)? = gp2(xx) (mod q). Mas, pela
proposicao 4.2.2, temos que g2 (xx) = X»(¢"3)9(xx), logo

g(Xﬂ>q2 = Xw(QiQ)Q(Xw) (mOd Q> (5'6)

Combinando as equagoes 5.5 e 5.6 temos x.(¢2)g(xx) = Xq(m)g(Xx)
(mod ¢). Multiplicando por g(x») temos que x(¢~2)p = x,(m)p (mod q) e
entdao X.(q7%) = x4(7) (mod ¢q). Como —2 =1 (mod 3) e, xx(q) e x,(7) sdo
raizes ctbicas da unidade, pela proposicao 2.2.3,segue que

X (q) = Xq(T)
Agora, vamos demonstrar o segundo caso.
Sejam 7, e 5 sao dois primos complexos tais que N (m;) = p; = 1 (mod 3),
para i =1,2.
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Sejam ~; = 7;,1 = 1,2. Como m; é primario, é facil ver que ; é primério.
Temos também que p; = mv;,t =1, 2.

Pelo corolario 5.4.3 temos que g(x+,)* = p171. Elevando a (N(mp)—1)/3 =
(p2—1)/3 e tomando congruéncias modulo 7, da mesma maneira que fizemos
no primeiro caso, obtemos

X (3) = Xmo (P171). (5.7)

Do mesmo modo, pelo corolério 5.4.3 temos que g(xr,)> = pams. Elevando
a (N(m)—1)/3=(p1 —1)/3 e tomando congruéncias médulo m; obtemos

Xma (p%> = Xm (p27r2)- (5'8)

Em 5.3.2 vimos que x.(a) = xx(a)? = xz(a?) e que (o) = x=(@), o
que implica que

X (3) = X, (P2) (5.9)

Agora, repare que
Xert (T2)Xees (P171) = Xy (72) X (P3) (eq. 5.7 vezes X, (m2))
= Xm (WQ)XTH (p2) = Xm (7T2p2) (eq. 59)
(P1) = X (T1p171) (eq. 5.8)
= X (1) Xz (P171)-
Cancelando X, (p171) obtemos

Xy (7T2> = X (77—1)'

5.5 O anel Z|i]

Enunciaremos, sem demonstragao, as propriedades mais usuais do anel de
Gauss Z[i]. As demonstragdes podem ser encontradas em textos introdutorios
como [5].

Os elementos de Z[i] sdo nimeros complexos que se escrevem, de maneira
tnica, na forma a+bi,a,b € Z. Se a = a+bi € Z[i], entdo definimos a norma
de a, N(a) = aa = a®>+1?, onde @ é o conjugado complexo de a.. O anel Z[i]
com a norma complexa é um dominio euclideano e, consequentemente, um
dominio fatorial. Do fato que N(a) = 1 se, e somente se, o ¢ uma unidade,
segue que as unidades de Z[i] sao +1, £i.
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Os irredutiveis de Z[i] sdo descritos na seguinte proposicao.

Proposicao 5.5.1 Sejam p e q primos racionais. Se p =1 (mod 4), entao
existe um irredutivel m € Z[i] tal que p = 7. Se ¢ = 3 (mod 4), entdo q ¢é

irredutivel em Z[i]. O elemento 1+ i € irredutivel e 2 = —i(1 4 1)?.

Assim como fizemos em Z|w], vamos definir o conceito de elemento priméario

de Z][i].

Definigao 5.5.2 Se a € Z[i] ¢ tal que N(a) # 1 e a =1 (mod (1 +14)?),

entao dizemos que o € primario.

O seguinte resultado da uma caracterizacao dos elementos primérios de
VAR

Proposicao 5.5.3 Se a = a + bi e N(a) # 1, entdo o é primdrio se, e
somente se, a = 1 (mod 4) e b = 0 (mod 4), ou, a = 3 (mod 4) eb = 2
(mod 4).

DEMONSTRAGAO: Como (1 + )% = —2 + 2i, segue que a + bi é primario se,
e somente se,

(a—1)+bi b—a+1+—b—a+1.
= )
-2+ 2 4 4

O que é equivalente a dizer que a —b=1 (mod 4) e a+b =1 (mod 4).
Resolvendo esse sistema obtemos o resultado desejado.

€ Z[i).

Segue da proposi¢ao acima que se « é tal que N(a) # 1e o =1 (mod 4),
entdao « é primario. Ainda, se a é primario, entao (1+1) { @. Se ¢ € um primo
real tal que ¢ = 3 (mod 4), entdo —q ¢ um irredutivel primério. Quanto aos
irredutiveis que dividem os primos racionais da forma p =1 (mod 4) temos
o seguinte resultado.

Proposicao 5.5.4 Seja o € Zl[i] tal que N(a) # 1 e (141) 1 . Enlao existe

uma unica unidade u tal que uae € primdrio.
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DEMONSTRAGAO: Suponha a = a + bi. Como (1 +4) 1 «, segue que 2 ¢
N(a) = a® + b? logo a e b nao sdo nem ambos pares, nem ambos impares.

Suponha a impar e b par. Se a = 1 (mod 4), entdo « é primario. Se
a =3 (mod 4), entdo —« é primario. Caso a seja par e b impar, temos que
i, ou —ia, devem ser primarios, dependendo se b = 1, ou 3 (mod 4).

Se tivéssemos uj« e uga primérios, onde u; e up sdo unidades de Z[i],
entao como (1 + 1)t @ temos que u; = up (mod (1 +14)3). Analisando todos
0s casos concluimos que u; = us.

Agora estamos em condigoes de enunciar este importante resultado sobre
elementos primarios.

Proposicao 5.5.5 Um elemento primdrio o pode ser escrito como produto

de primdrios rredutiveis.

DEMONSTRAGAO: Seja a = Umi7 * ** TimGma1Gm+2 * * * Gmin UMa decomposicao
em irredutiveis de «, onde N(m;) = 1 (mod4), i = 1,...,m, e ¢ = 3
(mod 4), i=m+1,...,m+ne, Nu)=1.

Tome u; uma unidade tal que u;m; seja primério e € uma unidade tal que
e(—1") TT", u; = u. Agora, observe que ov = e [T, u;m; [[[0"  (—=1)g; e que
a=1 (mod (144)%) = e [[, wim [ [ (—1)g; = 1 (mod (1+i)3). Como
u;m; € —q; sao primarios, temos que ¢ = 1 (mod (1+1)3) = & = 1. Portanto,
a =TT wm [T (—1)g; é uma decomposicdo em irredutiveis primarios.

]

Seja m um elemento irredutivel de Z[i]. Como em Z[w] temos o seguinte
resultado sobre o anel Z[i]/7Z[i| das classes de equivaléncia modulo 7.

Proposicao 5.5.6 O anel Z[i|/7Z[i] € um corpo finito com N(7) elementos.

Da proposi¢io acima segue o pequeno teorema de Fermat para Z[i| /nZ]1].

Proposicdo 5.5.7 Se m{ a, entio o™~ =1 (mod 7).

5.6 A lei de reciprocidade biquadratica

Por conveniéncia durante esta se¢ao utilizaremos a seguinte notacao (%) =
4

Xp(a).
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A lei de reciprocidade biquadrética diz que:

Teorema 5.6.1 (Lei de reciprocidade biquadréatica) Sejam \ e 7 ele-

mentos primdrios relativamente primos de Zl[i]. Entdo,

X=(A) = XA(W)(_1)(N(A—1)/4)(N(7r)—1)/4.

Vamos demonstrar a lei de reciprocidade biquadratica mais adiante nesta
secao.

Seja av um elemento primario de Z[i]. Apresentaremos agora um resultado
muito util a respeito da paridade da N(«).

Lema 5.6.2 Seja a = a+ bi primdrio. Entao (N(a) —1)/4 e (a—1)/2 tem

a mesma paridade.

DEMONSTRAGAO: Da proposi¢ao 5.5.3 segue que se o« = a + bi é primario,
entdo a =1 (mod 4) e b =0 (mod 4), ou a =3 (mod 4) e b =2 (mod 4).
No primeiro caso temos (a> —1)/4 = 0 = (a — 1)/2 (mod 2) e b*/4 = 0
(mod 2), portanto (N(a) — 1)/4 = (a — 1)/2 (mod 2). No segundo caso
temos (a® —1)/4 = 0 (mod 2) e b*/4 = 1 = (a — 1)/2 (mod 2), portanto
(N(a) —1)/4=(a—1)/2 (mod 2).

Suponha A\ = a + bi e 7 = ¢ + di. Devido ao lema acima podemos
reescrever a lei de reciprocidade biquadratica da seguinte forma:

Xx(A) = xa(m) (=) ez,

Da expressao acima é facil ver que se m ou A é congruente & 1 modulo 4,
entdo xr(A) = xa(m). Entretanto, se ambos sdo congruentes a 3 4+ 2i moédulo
4 (i.e., a,c =3 (mod 4) e b,d =2 (mod 4)), entao x,(A) = —xa(7).

Agora demonstraremos dois resultados sobre o caracter biquadratico das
unidades.

Proposicao 5.6.3 Se m = a+bi é um primdrio irredutivel, entao x,(—1) =
(_1)(a71)/2.

DEMONSTRAGAO: Usando o critério de Euler e o lema 5.6.2 temos que
Xﬂ'(_]-> = <_1)(N(7r)_1)/4 (mod 7]') = Xﬂ’(_]'> — (—1)(N(7r)_1)/4 — (—1)(‘1_1)/2.
]
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Proposicao 5.6.4 Se n # 1 € um inteiro racional, n = 1 (mod 4), entdo
Xa(i) = (1)~ D/%,

DEMONSTRACAO: Repare que n pode ser negativo. Se n = p é um primo
positivo com p = 1 (mod 4), entdo podemos escrever p = w7, 7 irredutivel
em Z[i]. Pelo critério de Euler segue que

Xp(1) = Xa(D)x(d) = (7Y = (=1)""V" (mod p).

O que implica que y,(i) = (=1)P~D/4,

Se n = —¢, ¢ =3 (mod 4) primo, entdo, pelo critério de Euler, xy_,(i) =
(DA = () et/ = (—1)(ce D/ Se n = 1 (mod 4) é um inteiro
racional arbitrario, entdo n = py---p,q1---¢qs, onde p; = 1 (mod 4), i =
l,...,r, ¢ = 3 (mod4), j =1,...,s e s & par(caso contrario terfamos
n =3 (mod 4)). Como s é par podemos escrever

n=p1-pe(=q) (=) (5-10)

Usando a multiplicidade do simbolo de residuos biquadraticos e o que
analisamos acima temos que

Demonstraremos logo abaixo a seguinte afirmacao.

Afirmagao: Se w; =1 (mod 4), i = 1,...,v, entdo ([[._,wi —1)/4 =
Yo (u; —1)/4 (mod 4).

Da afirmacgao acima e de 5.10 segue que

(n—l)/4=2 —1/42 i —1)/4 (mod 4).

=1

Sendo assim,
Xn(i) = (=1)Xim i DA (G =1)/4 — (1) (=174,

Agora, para demonstrarmos a afirmacao observe que se u = 4k + 1 e
t =4l + 1 sdo dois inteiros, entao (ut —1)/4 = (16kl + 4k +4l+1—-1)/4 =
dkl+k+1=k+1 (mod 4). Como (u—1)/4+(t—1)/4 = k+1, concluimos
que (ut—1)/4=(u—1)/44(t—1)/4 (mod 4). Como o produto de niimeros
congruos a 1 médulo 4 continua congruo a 1 médulo 4, o resultado segue por
inducao.
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Observamos que pelo mesmo argumento usado em 5.3.2 (b) podemos
demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 5.6.5 Se m ¢ um primo e a é um elemento qualquer de Z][i],

entao

Nas duas proposicoes que seguem iremos calcular alguns casos particula-
res do simbolo de residuos biquadraticos.
Proposicao 5.6.6 Seja ¢ = 3 (mod 4) um primo. Sea € Z e q1 a, entao
Xq(a) = 1.

DEMONSTRAGAO: Como N(q) = ¢, pelo critério de Euler e pelo Pequeno
Teorema de Fermat, segue que

Xq(a) = =174 — (@)@t =1 (mod g).

Proposigao 5.6.7 Sejam a,b € Z tais que a é impar, a # 1, e b # 0. Se
(a,b) =1, entdo

Xa(D) = 1.

DEMONSTRAGAO: Assuma a > 0. Escreva a = [[p;[[ ¢, onde, p; e ¢;
sao primos, p; = 1 (mod 4) e ¢; = 3 (mod 4). Devido a proposigdo 5.6.6
apenas resta verificar que x,,(b) = 1. Se p; = 77, m irredutivel de Z[i], entao
Xpi (D) = Xx(0)Xx7(b) = x= (D)X (b) = 1 pela proposi¢ao 5.6.5.

Na proxima secao desenvolveremos uma série de resultados que culmi-
narao na demonstracao da lei de reciprocidade biquadratica.
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5.7 Demonstracao da lei de reciprocidade bi-

quadratica

Nesta se¢ao desenvolveremos uma série de resultados que culminarao na
demonstracao da lei de reciprocidade ctibica. Para isto reservamos a notacao
7 e A para elementos priméarios de Z[i]. A menos que seja dito o contrario ™
denota um elemento irredutivel.

Suponha N(7) = p = 1 (mod 4) e seja x, o caracter de residuos bi-
quadréticos associado. Como Z[i]/7Z[i] é um corpo finito com p elementos
ele ¢ isomorfo & Z/pZ = F, e podemos considerar y, como um caracter mul-
tiplicativo sobre F,. Se ( = e™/P seja g(x,) = D jer, X=(7)¢7 a soma de
Gauss associada & . Se ¥ = x2 entdo v ¢ o caracter multiplicativo nao
trivial de ordem 2 sobre [}, e portanto ¢ o simbolo de Legendre. Lembramos
ainda que J(xr, Xx) € a soma de Jacobi determinada por x;.

Proposicao 5.7.1 Usando as notagoes descritas acima tem-se

(X, X)) = X (=1) T (X, ).

DEMONSTRAGAO: Pela proposi¢ao 4.3.2 temos que J(xx, Xr) = 9(xx)?/g(1).
Portanto,

g(XW)4
g()?

Pela proposi¢io 4.3.4 temos que g(xx)* = Xa(=1)pJ (Xr, Xr)J (X, ) €
pelo corolaro 4.2.5 g(¢)? = (—=1)P~Y/2p = p. Assim, a equago acima implica
que

J(XTH XT()2 =

T (s X)? = X (= 1) (s Xor) T (X, ).
E cancelando J(x, X») obtemos

‘](Xfra Xﬂ) = Xﬂ(_l)J(Xﬂa ID)

Proposicao 5.7.2 Em relacao a soma de Gauss tem-se
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9(xx)" = pJ (X, Xr)-

DEMONSTRACAO: Na demonstracao da proposicao acima vimos que

9(xn)t = J(Xr, Xx) 29 (1)

Pelo corolario 4.2.5 g(¢)? = (=1)®=1Y/2p = p. Substituindo na equacio
acima obtemos o resultado desejado.

Proposicao 5.7.3 O elemento —x(—1)J(Xx, Xx) € primdrio.

DEMONSTRAGAO: Mostraremos que —Xx(—1)J(Xx, Xx) =1 (mod 2+ 2i), o
que ¢ suficiente uma vez que 2 + 2i = (1 +4)3(—i).

Pela definigao de somas de Jacobi ( 4.3.1 ) temos que J (X, Xx) = > by X (t)
Xrx(1 —1t). Observamos que o termo do somatorio associado at = (p+1)/2 é
X=((p+1)/2)xx(1 — (p+1)/2) = xx((p + 1)/2)*. Também observamos que
para todo t # (p+1)/2, o termo do somatorio referente ao indice ¢ e ao indice
p+(1—1) sdo iguais, i.e., Xx()xx(1—=1) = xx(p+ (1 =) x=(1—(p+ (1—1))).
Sendo assim podemos escrever

(p—1)/2 p+1 2
=2 1- T2y
S =2 Y w1 = 0+ x (25

t=2

Agora, faremos trés observacoes acerca de residuos modulo 2 + 2i.

(1) 2¢ =2 (mod 2 + 2i), onde € € uma unidade qualquer de Z[i].

De fato, se ¢ = 1 nada temos a fazer; se ¢ = —1, basta observarmos que
(24 2i)(1 — i) = 4; se € = i, basta observarmos que (2 + 2i)i = 2i — 2; e se
¢ = —i nada temos a fazer.

(2) p=1 (mod 2 + 2i).
Como p=1 (mod 4) e (2+ 2i) | 4 a observagao segue.

(3) xx((p +1)/2)* = xx(=1).

Como (p+1)/2 =1/2 (mod p), temos que x((p+1)/2)* = x,((2)71)? =
X~(2)72. Uma vez que x,(2) = 1, —1,4, ou—1i, temos que x(2)? = 1,ou—1, e
portanto, x,((p+1)/2)? = xx(2)72 = xx(2)?. Como 2 = —i(1+4)?, temos que
Xr((p+1)/2)* = X (—i(141)%)? = Xx(=1)*xx ((141)%)? = Xa(—1)? = Xz (1)
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De (1) e (2) segue que 22?:21)/2 Xr(O)x-(1 —1t) = 2(p—3)/2 = -2
(mod 2 + 27). Portanto, usando (3) temos
J (X, Xrx) = =24 Xx(—1) (mod 2 + 2i).
Da proposigao 5.6.3 temos que x.(—1) = £1. Logo,
Xra(=1)J (Xr, Xr) = =2+ xx(—1) (mod 2+ 2i).
Novamente por (1) acima temos que
Xa(=1)J (Xas Xx) =1 (mod 2 + 2i).

]

Vamos agora encontrar o valor de —x(—1)J (X, Xx)-

Proposicao 5.7.4 Dado o elemento irredutivel m tem-se que

~Xa(=1)J (X Xx) = T

DEMONSTRACAO: Pela proposicao 5.5.4 vemos que é suficiente mostrar que
J(Xr, Xx) € 7 diferem por uma unidade uma vez que ambos sdo priméarios.

Pelo corolario 4.3.3, temos que N(J(Xx, Xx)) = P, € portanto J (X, Xr)

¢ irredutivel. Mas, J(xx, Xx) = Soby tPD/A(1 — £)®=D/4 (mod ) (pelo

critério de Euler) e assim da proposi¢ao 5.5.4 segue que J(Xx,Xx) = 0
(mod 7). Logo J(Xx, Xr) € m diferem por uma unidade e o resultado segue.

]

Estamos agora em posigao de exibir a fatoragao de g(y.)*.

Proposic¢ao 5.7.5 A fatoracio de g(xx)* é dada por g(x.)* = ©°T.

DEMONSTRAGAO: Pela proposi¢ao 5.7.2 temos que g(xx)* = pJ(Xx, Xx)>-
Usando o fato que x,(—1) = %, pela proposicao 5.7.4 segue que g(x.)* =

TR,

Agora vamos demonstrar dois casos particulares da lei de reciprocidade
biquadratica.
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Proposigao 5.7.6 Seja ¢ > 0 um irredutivel racional em Z[i|. Entao

X (=4) = Xq(7)-
DEMONSTRAGAO: Como ¢ =3 (mod 4) e x, tem ordem 4 temos que x4 =
X2 = X;' = Xa- Segue que

p—1

g(x=)" =Y xx(4)%¢Y = Zx Y = g,(Xx) (mod q).

=1

Pelo corolério 4.2.5 e pela proposigio 4.2.2 temos que ¢,(X7) = Xx(¢71)9(Xz)-
Mas, pela proposicao 4.1.3 x(¢)~' = xx(¢). Sendo assim, a equac¢ao acima
implica que

9(xx)" = Xx()9(Xz) (mod q).

Por um lado temos que

(90D T = g(0) ™ = Xa(@)9(xn)9(Xx)  (mod ).
Pela proposi¢do 5.7.5 temos que (g(x,)*)@V/* = (7%7)@FD/4 Agsim,

(7)1 = 3 (9)9(xx)9(Xz)  (mod q).
Agora, observe que 77 = (a + bi)?! = a? + b%? = a — bi = 7 (mod q).
Portanto,

NI = x o (@)g(xx)g () (mod ).
Pelo corolario 4.2.5 g(xx) = xx(—1)g(%(=) e pela proposi¢ao 4.2.4 N(g(xr)) =

p = . Com essas consideracoes, e com a observacao que fizemos acima que
7 =7 (mod ¢), temos que

lla+3)(g+1)]/4 — Xw(—l)Xw(q)ﬂ'qH (mod q).

o que implica que

@D/ = X-(—¢q) (mod q).
Mas, pelo critério de Buler, 7(@*~D/4 = Xq(m) (mod q), logo

Xq(m) = Xx(—¢) (mod q).
E, finalmente, como ambos os lados sao raizes biquadraticas da unidade,
pela proposicao 2.2.3, temos que
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Xq(T) = Xx(—4q).

Como —q ¢ primério e (N(q) — 1)/4 = (¢* — 1)/4 é par, segue que a
proposicao acima é de fato um caso particular da lei de reciprocidade bi-
quadratica.

Proposicao 5.7.7 Seja ¢ um primo, ¢ =1 (mod 4). Entao

Xr(q) = Xq(7)-

DEMONSTRAGAO: Como ¢ = 1 (mod 4) e x, tem ordem 4, segue que
XL = xr. Como pela proposicdo 4.2.2 e pela proposicdo 4.1.3 g,(xr) =

Xr (G 9(xx) = X () 9(xx) segue que

7= Z )4CY = Zxﬂ(j) Y = x2(q)9(Xx) (mod q)

Multiplicando por g(x,)® temos

4

9(x) " = X2 (0)g(x)*  (mod q).

Agora, pela proposicao 5.7.5, segue que

() = ()7*T  (mod q).
Como ambos os lados da congruéncia acima pertencem a Z[i] e (¢, 7) =
(¢,7) = 1, dividindo por 737, obtemos
(7*7) /" = x2(g) (mod g).

Se ¢ = A\, A irredutivel em Z[i], entdo pelo critério de Euler segue que

AT )XA(T) = xa(q)  (mod (X))

Como ambos os lados sao raizes biquadraticas da unidade segue que

AT A (T) = xx(q)

Usando o fato que x,(7®) = xa(7)® = xa(m)™' = xa(7) e a proposi¢ao

5.6.5, temos
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X (q) = Xa (M) XA (T) = x5(T)XA(T) = X4 (7).

Tomando os conjugados dos dois lados e usando novamente a proposi¢ao
5.6.5 segue que

Xr(q) = Xq(7)-

Proposicao 5.7.8 Seja a um inteiro racional tal que a = 1 (mod 4) e A

primdrio (nao necessariamente irredutivel) tal que (a,\) = 1. Entdo

Xa(A) = xa(a).

DEMONSTRAGAO: Suponha a = [[p; ][] ¢, onde p; e ¢; sdo primos racionais
tais que p; =1 (mod 4) e ¢; = 3 (mod 4). Sabemos que como a = 1 (mod 4)
0s ¢;s devem aparecer em uma quantidade par.

Pela proposicao 5.5.5 e pela bimultiplicidade do simbolo de residuos bi-
quadraticos podemos supor A irredutivel.

Por sucessivas aplicacoes das proposicoes 5.7.6 e 5.7.7 temos que

HXPi(A) H XQi()\) = H X)\(pi) H X)\(_Qi)'

Novamente pela dupla multiplicidade do simbolo de residuos biquadrati-
cos e pelo fato de termos uma quantidade par de ¢;s segue que

Xa(A) = xa(a)-

Proposicao 5.7.9 Suponha que m = a+ bi e A = ¢+ di sejam elementos
primdrios nao necessariamente irredutiveis, primos entre si. Se (a,b) =1 e
(¢,d) =1, entao

Xﬂ'()\) _ X)\(’/T)(—l)(a_l)/z(c_l)/z.
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DEMONSTRAGAO: Das hipoteses segue que (a,7) = (b, ) =(c,\) = (d,\) =
1. Como (c A) = 1 temos que \bi = bci—bd = bi = bde™" (mod \) = a+b =

a+bdc™t (mod \) = c¢r = ca+bd (mod N).
A relagdo cm = ca+bd (mod \) implica que (ac+0bd, \) = (ac+bd, 7) = 1.
Portanto,

xa(e)xa(m) = xalac — bd). (5.11)

e da mesma forma

Xr(@)Xx(A) = Xr(ac — bd). (5.12)

Tomando o conjugado de 5.12, multiplicando por 5.11 e usando a proposigao
5.6.5 obtemos

X (@) xr(@)xa(m)xx(A) = xar(ac + bd).

Usando o fato que xy~! = X para um caracter multiplicativo y qualquer
e, novamente, a proposicao 5.6.5 obtemos

XA(m)Xx(A) = x5xx (@) xor(ac + bd). (5.13)

Assuma que ¢, a, e ac + bd nao sejam unidades. Para um inteiro impar n
defina e(n) = (—1)(n — 1)/2. Entdo, e(n)n =1 (mod 4). De fato, se n =1
(mod 4), entdao e(n) = 1,e,se n = —1 (mod 4), entdo €(n) = —1 e, portanto,
e(n)n = (=1)(=1) =1 (mod 4). Temos também que e(ac + bd) = (a)e(c).
De fato, como A e 7 sd@o priméarios temos que b e d = 0, ou 2 (mod 4), e
portanto, bd = 0 (mod 4). Entao, nos resta verificar que (ac) = £(a)e(c), o
que segue se verificarmos os trés casos possiveis, quais sejam, a = 1 (mod 4)
ec=1 (mod4),a=1 (mod4)ec=3 (mod4),e,a=3 (mod4)ec=3
(mod 4).

Observamos também que xo(z) = xa(e(2))xa(e(x)z), € que, como e(x) =
+1, pelo critério de Euler, x,(e(z)) = %1, o que impica que xz(e(z)) =
Xale@)) = xale(@).

Agora, usando as proposigoes 5.7.8 ¢ 5.6.3, e o fato que e(x)? = 1 podemos
calcular o lado esquerdo da equacao 5.13.

(mx=(A) = e(a)*e(e)’xzle(c)e)xx(e(a)a)xam(e(ac + bd)ac + bd)
= X (e(0)*)xx(e(@)?)xa(5(@)) xr (£(@)) Xe(N) X (T) Xae (AT
= ( 1)@= D/2e=D/22y (KN ¥ o () Xaerba(AT)

= Xe(MXa(T)Xacra(AT). (5.14)
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Usando a proposi¢ao 5.6.7 e o fato que yo(z) = xo(y) se x =y (mod «)
(segue da proposigao 3.2.6 ) podemos calcular os trés termos do lado direito
da equacao 5.14.

Xe(A) = xele = di) = xe(—di) = xc(i),
Xa(7) = Xala + bi) = Xa(bi) = ( ),
Xac—&-bd(ﬂ_/\) - Xac-i—bd((ad - bC)Z) Xac—i—bd( )

Portanto temos a seguinte relacao

XA(W)XW—(A) = X(achbd)aC(i) :

Como ac =1, ou, 3 (mod 4) e bd =0 (mod 4) temos que (ac+bd)ac =
(mod 4). Sendo assim podemos usar a proposi¢io 5.6.4 obtendo

(T xn () = (—1)((actbdac=1)/4

Se verificarmos todos os casos possiveis para os valores de a, b, ¢ e d explici-
tados na proposicdo 5.5.3 concluimos que (—1){(@ctbdac=1)/4 — (_1)(a=1)/2(c=1)/2,
Portanto

Xa(M)x=(A) = (—1)le D722,

Como queriamos.
Quando a, ¢, ou ac+bd sao unidades basta adaptarmos o mesmo raciocinio
usado acima.

Estamos agora em posicao de demonstrar a lei de reciprocidade biquadratica.
Vamos enunciar novamente o teorema.

Teorema 5.7.10 (Lei de reciprocidade biquadratica) Sejam A e 7 el-

ementos primdrios relativamente primos de Z[i|. Entao,

r(A) = ya () (= 1) VO-D/DN ) -1/

DEMONSTRAGAO: Para usarmos a proposicao 5.7.9 considere m = m(a + bi)
e A =n(c+di), onde (a,b) =1, (¢,d) =1em,n=1 (mod 4). Observe que
como 7 e A sao primarios segue que existe uma decomposicao tal que m e n
sdo primdrios, assim m,n =1 (mod 2(—1+1)3), o que implica que m,n = 1
(mod 4).
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Pela proposicao 5.7.8 temos que x(n) = x,(7) € xa(m) = xm(A). Temos
também que pela proposi¢ao 5.6.7 x,,(n) = xn(m) = 1. Como, a+bi e c+di
sao primarios segue que

A(m) = xala+ bi)
= Xm(A)Xn(a + b)) Xerai(a + bi)
= XX (s + di) (-1 /26012
— XW()\)(—]_)(Q_I)/2(C_1)/2.

Como m,n =1 (mod 4), segue que (N(w) —1)/4 = (N(m)N(a + bi) —
1)/4 = (N (a + bi) — 1)/4 (mod 4), e, da mesma forma (N(\) —1)/4 =
(N(c +di) — 1)/4 (mod 4). Pelo lema 5.6.2 temos (—1)V(m=D/ANA-)/4 —
(—1)(a=0/20=1)/2 Sendo assim segue que

Xa(7) = X (A) (—1) N =D/



Capitulo 6

Leis de reciprocidade racionais

Nosso objetivo neste capitulo é expor um método devido a Charles Helou
[4] que deduz uma lei de reciprocidade racional m - ésima sempre que uma lei
de reciprocidade m - ésima em Z[(,,| é dada, onde (,, é uma raiz primitiva m
- ésima da unidade. Aplicaremos este método aos casos m = 3 e 4 obtendo
resultados devidos a von Lienen [7] e Burde [1].

6.1 O fator de inversao racional

Seja m > 1 um numero natural. Sejam p e ¢ primos racionais distintos tais
que p,q =1 (mod m). Sejam (,, a m - ésima raiz da unidade e D,;, = Z[(,,] o
anel de inteiros de Q((,,). Segue da proposicao 2.2.7 que se p = 1 (mod m),
entdo a decomposi¢ao primaria de (p) é da forma (p) = Py P - - Py, onde
¢ é a funcdo de Euler e os primos P;, i = 1,...,¢(m) sdo todos distintos e
de grau de inércia 1. Em outras palavras, (p) se decompdem completamente
(ver definicao 2.1.19) em D,,.

Tome P = P, para algum i. Como P tem grau de inércia 1, segue que
N(P) = p. Suponha que 7 e v sejam elementos primos de D,, tais que
N(r) = pe N(v) = q. Assim, D,,/(7) =~ Z,. Devido a este isomorfismo
existe um inteiro racional z satisfazendo z = (,, (mod ), e z é tinico moédulo
p.

Apresentaremos agora uma importante definicao.

25
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Definicao 6.1.1 O m - ésimo fator de inversao racional de p e g,

mio= (), (2),

Entendemos por lei de reciprocidade racional uma relacao de reciproci-
dade entre caracteres de dois primos impares racionais que dependa unica-
mente de tais primos. Nossa defini¢cao é a mesma usada em [4]|. Esta defini¢ao
é mais geral do que a usada em [6], onde a autora exige também que o produto
dos caracteres seja 1. Na proposi¢ao a seguir mostraremos que o valor de

(%) (respectivamente <% ) depende apenas de p e ¢, e ndo da escolha do

m
irredutivel v (respectivamente 7). Sendo assim, uma expressao para p,(p, q)

pode ser chamada uma lei de reciprocidade racional m - ésima.

Pm(D, q), € definido por

Proposicao 6.1.2 Com p e v nas condicdes acima temos que (%) =1

se, e somente se, x™ = p (mod q) para algum x € 7.

DEMONSTRAGAO: Como D,,/(v) = Z,, temos que os inteiros 0,1,...,¢—1

formam um sistema completo de residuos para as classes de residuos de D,,

modulo v. Portanto (%) = 1 se, e somente se, z™ = p (mod v) para algum
m

x € Z. Como para todo o no grupo de Galois, G, de Q((,)/Q tem-se que
o(x) = x e o(p) = p, segue que, para qualquer tal o, ™ = p (mod o(v)).
Uma vez que os conjugados de v sao elementos primos de D,, e nao sao
associados dois a dois, podemos concluir que ¢ = N(v) | 2™ — p.

Se conhecemos uma lei de reciprocidade m - ésima em D,,, entao temos
-1
uma expressao para <%> (g) ,onde a,b € Dy, a,b ¢ (m), a ¢ (b) e
m m
b¢ (a).

Defini¢ao 6.1.3 Nas condig¢des acima definimos o simbolo e, (a,b) pela ex-

o-(5). )

Daremos agora uma expressao para p.,(p, q) que usa e, (p,v).

pressao



CAPITULO 6. LEIS DE RECIPROCIDADE RACIONAIS 57

Teorema 6.1.4 Seja f(z) € Zlz] um polinomio tal que f((y) = v. Seja z

um inteiro racional tal que z = (,, (mod 7). Entao

pm (P, @) = €m(p, v) (;)m

onde, s € um inteiro racional tal que

s=[]r(G)"" (modp),

com k percorrendo um conjunto positivo de representantes de Z,,*, e k'

um inteiro positivo tal que kk' =1 (mod m).

DEMONSTRAGAO: Comecaremos fazendo uma série de observagoes.
Seja G o grupo de Galois de Q((,,,)/Q. Pela proposicao 2.1.3 temos que

p=[lyeco(m) e que ¢ =[], cno(v). Assim, segue que

= (). (), LEE), (),

Temos também que

(2 (1), () (2] o

Agora, pela proposicao 3.2.10, temos que

(st ). (757).

E, pela proposicao 2.2.6, temos que para todo

o c
ave 0(Cu) = 04(Gn) = Gl Segue aue 0x(v) = 0u(/(¢
(mod 7). Como o;,' = o}, temos que o}, ' (v) = f(zF
estas consideracoes na equagao acima, mais o fato que

em (%) = (%) , obtemos

()=o) =) - (1)

e também

G existe k: € Z,," tal

m)) = f(Gn) = f(z")
") (mod 7). Usando
a =b (mod 7) implica
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Logo,

(aim). () = (). ().

Substituindo a ultima equagao na equacgao 6.2 obtemos

(kajﬂ))m<ak7(rv))ml e (0(m)0) (f(j’))i(f(;k))m{

Usando a bimultiplicidade de e,,(,) e substituindo o resultado acima na
equagao 6.1 temos

(),(2), e (*55) ()

onde k € Z,,*. Observe que [[,(f(z*)*/m)m = [1.(f(z5)¥ /7)m, 0 que

implica
(£).(9), - (2),

E cortando m do expoente, uma vez que o simbolo de residuos m - ésimos
¢ uma raiz m - ésima da unidade, obtemos a igualdade desejada.

6.2 Aplicacoes

Agora aplicaremos o teorema 6.1.4 para calcularmos os casos em que
m = 3 e m = 4, obtendo teoremas devido & von Lienen [7] e Burde [1].
No que segue, usaremos a mesma notagao do teorema 6.1.4, a saber, (,, ¢é
uma raiz m - ésima primitiva da unidade, f(x) € Z[z] é um polinémio tal
que f((n) = v, z € um inteiro racional tal que z = (,, (mod 7), e s é um
inteiro racional tal que s = ], f(¢*)¥~! (mod p), com k percorrendo um
conjunto positivo de representantes de Z,,", e k' um inteiro positivo tal que
kk' = 1 (mod m). Para sermos coerentes com a notagdo que usamos até
agora usaremos (3 = w e (4 = 1.
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Proposicao 6.2.1 (von Lienen) Sejaw uma raiz cibica primitiva da unidade.
Sejam p,q = 1 (mod 3) primos racionais. Sejam m = a+bw e v = ¢+ dw
primos primdrios de Z[w] tais que N(w) = p e N(v) = q, onde a,b,c e d € Z.
Entao

pa(p,q) = (

DEMONSTRAGAO: Observamos que p = a® — ab + b* implica que (p,a) =
(p,b) = 1. Seja ¥/ o inverso de b modulo p. Como m = a+ bw =0 (mod ),
temos que z = —ab’ (mod p) (devido ao isomorfismo entre D,,/wD,, e Z,).

a?(ac — bd)) |

™

~1
Pela lei de reciprocidade cubica (pagina 39) temos que <E) (9) =1,
3

logo e, (p, v) = ep(m,v)en, (T, v) = 1. ’

Calculando s, com k € Z3, obtemos s = f(z?) (mod p). Seja f(w) =
¢+ dw = v. Observe que w? = 2 (mod p) implica que 2% = 2’ (mod p) e,
portanto, 22 = —a’b (mod p). Assim, f(2?) = ¢ — da’b (mod 7). Portanto,
aplicando o teorema 6.1.4, obtemos

p3(p,q) = (C — da,b)?)-

™

Agora, basta observarmos que pelas proposicoes 4.1.3 (¢) e 5.3.2 (a) segue
que (%) = (%) . Portanto
3 3

p3(p,q) = (ML'

™

Para aplicarmos o teorema 6.1.4 para o caso m = 4 precisaremos do lema
que vem a seguir, mas antes fixaremos algumas notagoes. Dado um divisor n
de m, denotaremos por N,, a norma relativa a extensao Q((,)/Q(¢,) e N a
norma relativa a extensao Q(¢,)/Q, onde (,, é uma raiz primitiva m - ésima
da unidade e (,, é uma raiz primitiva n - ésima da unidade.

Lema 6.2.2 Sejam p = 1 (mod m) um primo racional e m um primo de
D, = Z[(n] tal que N(w) = p. Suponha que d | m. Sejam n = m/d e
D,, = Z[(,]. Se a € D, entio
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DEMONSTRAGAO: Seja G o grupo de Galois da extensao Q((,)/Q(¢,). Se
7 | a, entdo para qualquer o € G temos que o(7) | o(a) = a, agora como
os conjugados de 7w sao elementos primos de D,, e nao sao associados dois a
dois, tem-se que N, (7) =[], ., o(7) divide a. E entao

a\* a
— =——| =0.
Agora, suponha que 7 { a. Por defini¢ao (3.2.2) temos que

(%)d = q4p=D/m — op=1)/n (mod ).

Afirmamos que N (N, (7)) = p. De fato, considere o homomorfismo de
anéis ¢ : D, /N,(m)D,, — Dy,/mD,,, definido por ¢(z + (N,(7))) = = +
(7). Observe que se p(x + (N,(7))) = x + (7) = 0+ (7), entdo 7 | =
e, usando o mesmo argumento usado acima tem-se que, N,(7) | z, logo
x4+ (N(m)) =0+ (N(m)) e concluimos que ¢ é um homomorfismo injetor.
Portanto D,,/N, (7)D,, é isomorfo & um subanel de D,,/7D,,. Usando o
mesmo argumento temos que Z/pZ ¢ isomorfo a um subanel de D,,/N(7)D,,.
Como D,,/nD,, ~ Z/pZ, segue que D,,/N(m)D,, € um corpo de p elementos.
Portanto, N (N, (7)) = p.

Como, por definicao,

a@=D/n — J(N(Nu(m)=1)/n — < a ) (mod N, (7)),

e 7| N,(m), segue que

QD = (ﬁ(ﬁ))n (mod ).

(4) = (5f), twoam

Como ambos os lados da congruéncia acima sao raizes n - ésimas da
unidade, pelo teorema 2.2.3, temos a igualdade que queriamos.

Portanto,

Proposicao 6.2.3 Seja i o nimero complezo tal que i> = —1. Sejam p,q =

1 (mod 4) primos racionais. Sejam m = a+bi e v = c+di primos primdrios

de Zli] tais que N(m) =p e N(v) = q, onde a,b,c e d € Z. Entao
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pa(p,q) = (=1)~ D (aderc)z‘

p

DEMONSTRAGAO: Observamos que p = a® + b? implica que (p,a) = (p,b) =
1. Sejam d’ e b’ os inversos de a e b mdédulo p respectivamente. Como 7 =
a+bi =0 (mod 7), temos que i = z = —ab’ (mod p). Repare também que
p | (—ab'—a'b). De fato, (—ab'—a'b) = —a/(a*V'+b) = —a't/ (a®>+b?) = —a'b'p.
E, portanto, z = —ab' = d’b (mod p).

Pelo teorema 5.7.7 temos que e, (p,v) = (2)4<9>4 =1.

v p

Calculando s, com k € Z, obtemos s = f(2*)? (mod p). Seja f(i) =
¢+ di = v. Observe que $° = (mod p) implica que 2* = 2/ (mod p) e
portanto, z3 = ab/ (mod p). Assnn f(2%) = c+dal’ (mod 7). Logo ,usando

que <(b7?2> =41 e que (%) ( ) temos (@)4 = (%)4, obtemos
¢+ dabt/ b2 be + ad >
i = () = (9),(45),
@ 4
m),
1

Agora, como a*+b* = 0 (mod

semneane (2) = (=) = () (%),

Pela proposi¢ao 5.6.3 temos que (— = (—1)®=D/4, Pelo lema acima segue

2 . . .
que <“—> = (%) . Decompondo a em fatores primos, aplicando sucessivas
4 2

™

vezes a lei de reciprocidade quadratica e usando que p = 1 (mod 4), obtemos

(9) = (2> = <E> = 1. Logo, usando as consideracoes acima e aplicando
2 2 2

p a a

2
o lema na expressao (@) , obtemos
4

pa(p,q) = (=1)~ D (bc ki ad) .
2

p

Proposigao 6.2.4 (Burde) Seja i o nimero complero tal que i = —1.
Sejam p,q = 1 (mod 4) primos racionais. Sejam m = a+bi e v = c+ di

primos primdrios de Z[i] tais que N(m) =p e N(v) = q, onde a,b,c e d € Z.

Entao
(). G), = (57),
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DEMONSTRACAO: Para obtermos o teorema de Burde da proposicao acima,

-1
basta substituirmos 7 por T e observarmos que <%> = (%) .
4

T/ 4
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