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INTRODUGAO

Este trabalho se constitul numa tentativa inicial de
compreender o processo de construglo das regras de diagnéstico médico,
especialmente no que diz respeito a selegdo das varlavels par‘a' tal
propésito. |

Obviamente esta tarefa & muito complexa, exigindo uma relacgéo
harmoniosa entre as regras estatisticas de classificaglio e sua
aplicabilidade e clareza por parte dos médicos que as utilizariam.
Enquanto o estatistico tenta criar um critério de diagnéstico a partir
de modelos e suposicdes especificas, a maloria dos médicos tem um
procedimento Jja estabelecide para a tomada de decisfeo sobre uma
intervencfio no paciente, baseado em seu quadro clinico observado.

Entretanto, esta habilidade gque ¢ médico adquiriu ao conviver
com inumeros pacientes expostos a enfermidade de interesse nfo consegue
ser captada inteiramente pelo estatistico. Além de conviver mais
intimamente com o problema, o médico utiliza sua percepc@o e prende-se
a detalhes muito ricos, nfc perfeitamente mensuraveis por um matemadtico
ou possiveis de serem expressos por um indicader médico convencional.

Assim, € natural que as regras estatisticas apresentem grande
dificuldade ou mesmo nfio cheguem a alcancar a utilidade que gostariam.
Diversos autores tem discutido este problema em seus trabalhos na area
clinica, citando a falha das regras estatisticas em estabelecer
critérios pouco clares ou mesmo coerentes a respeito do diagnéstice
sobre ¢ paciente. Uma transformacio de dados, por exemple, ou a
inclusfic de variaveis com qualidades guestionavels de infeormacio, pode
conduzir a um modelo confuso e nfio inteligivel por parte des médicos.
Neste caso, embora a regra de classificagio tenha propriedades
matematicas satistatérias, provavelmente seria ignorada pelos clinicos.

Outros autores, buscando captar a experiéncia e informagio
relevante, tentaram estabelecer modelcs de inteligéneia artificial
Junto acs hospitails e centros clinicos para tornar a aprendizagem mais
din&mica. Entretanto, as dificuldades para implementar os sistemas

computacionais e estabelecer regras mais ageis também sio apontadas.



Mesmo com tais dificuldades, a tentativa de construgéo de
regras que possam eventualmente prevenir um enfarte‘ futuro em um
paciente é por demais justificavel.

Consideremos entfo o problema de alocar o paciente a uma
classe de doengas D={D1,D2}, onde D1 e D2 seriam exclusivas e
exaustivas, a partir de indicadores X=(X1,...,Xd) observados. A
alocagdo seria o paciente "tem/n8o tem a doenga, Ird/nio ira se
recuperar do estado de coma pés-cirurgia" e assim por diante.

Quanto acs indicadores, disponiveis e/ou tradicionalmente
cbservados em pacientes gque buscam ccnsulta médica para certa
enfermidade, refletiriam o resultado de um teste clinico, um sintoma ou
presenga de uma caracteristica e seriam considerades como os mais
relevantes para enmitir o diagnoéstico.

A decisfo consiste em escolher os melheres indicadores a
serem observados para construir a regra e, baseado nos valores
assumidos em um certce paciente, que tipo de diagnostico devera ser
emitide. Nesta alocagfio, que poderd alterar o tratamento ou mesmo nao
prevenir um problema iminente, precisamos considerar as conseqiiéncias e
ndc apenas a probabilidade do diagnéstico ser correto.

Considerando iguais ceonsegiiéncias aos erros, a alocagio do
paciente a classe gue fornece mixima utilidade esperada levaria a
classificar o paciente na classe julgada mais provavel. Entretanto, ao
assessar a verossimilhanga de diferentes classes para um paciente com
um quadro clinico complexo, requer-se a investigacio da incidéncia
conjunta dos indicadores e doenga.

Para contornar o problema, cestuma-se assumir Iindependéncia
entre os indicadores, para cada classe fixada da deoenga. Este
procedimente, questionavel, pode levar a erros sérics de alocacgdo, de
forma que sflo consideradas estruturas de dependéncia e mesmo outro tipo
de funcdo utilidade para a alocagfo dos paciéntes , O que estabelece
novos critérios de selecgio dos indicadores.

Também sob outro contexte, sfo selecicnados indicadores de
forma sequencial, ou seja, condicionado na observagioe de X1=xi busca-se

a observagio da variavel Xj {j#1) mais Gtil para classificagioc. Assim,



a partir de um Indicador ja observado, seriam buscados somente aqueles
contendo informagic significativa, escapando-se do problema quase
intratavel de escolher o melhor sub-grupe de varléaveis em um grupo
disponivel muito grande.

Pode-se ainda selecionar os indicadores através dos fatores
de Bayes, buscando aqueles com maior diagnosticabilidade, isto &, o
poder de modificar os valores das quantidades diagnéstico
(probabilidades de ter ou ndo a doenga) a partir da evidéncia
observada.

Alias, Jja fol constatada a vantagem de adotar o diagnoéstico
scb o contexto Bayesiane, mesmo com a natural dificuldade de elaborar a
distribuicfo a priori para os modelos de classificagio.

Utilizando conceitos de Teoria da Informagéio, como a entropia
de uma distribuiciic ou a divergéncia entre duas populagdes, pode-se
selecionar as variaveis com maior valor para a alocagio dos pacientes
em um dos grupos.Dentro desta 1linha serd selecicnado um sub-grupo
fixado de varidveis entre um conjunto disponivel através de um
coeficiente que mega a utilidade dos indicadores em estabelecer a
separagio dos grupos.

Este coeficiente, sob enfoque BRayesiano, serd comparado com
alguns outros quanto ao poder de detectar as melhores variaveis, em
estruturas simuladas gque permitem a Iidentificag@o dos testes mais
informativos.

A partir das variaveis selecionadas, o desempenho da regra de
classificagdo serd medide através da taxa de erro obtida sob varias
estruturas, com diferentes configuragdes de dependéncia entre os

indicadores clinicos.

Em funglo do interesse inicial sobre diagndsticoe médico, que
ao final ficou restrito a utilizagio de variavels binarias, muitos
artigos foram lidos. Embora ndo haja uma referéncia explicita a alguns
deles no texto, os mesmos se inserem no contexto deste estudo e servem

como fonte de consulta a interessados.



1. A CONSTRUGAD E ANALISE DE DISTRIBUICOES DIAGNOSTICO

1.1 Objetivo

Seja D={Df""Dt} um: conjunto de classes de doengas, onde
"doenga" & usado como um termo associado a uma enfermidade ou mesmo uma
classe de resposta de um paciente frente a determinado tratamento,
assumindo-se inicialmente que um paclente pertence a uma e somente uma
destas classes. As t classes podem representar também distintas doengas
presentes em uma certa clinica especializada ou alternativamente podem
ser grupadas Jjuntas em uma classe correspondendo 4 doengas que exijam
tratamento similar.

Em cada paciente um conjunto de indicadores X=(X1,...,Xd)’ é
observado, onde "indicador" representa um sintoma observado, o
resultado de um teste clinico ou a presenga de uma caracteristica no
paciente, segundo Good e Card(1971).

Un sistema de diagnostico estatistico tenta utilizar algum
medelo matemdtico para assessar a quantidade P(Di/X], i=1,...,t, que
sumarize o suporte dado a cada classe da doenga pela evidéncia
disponivel, na qual, se apropriado, uma regra de classificagdo pode ser
baseada.

No momento da alocag@o do paciente por algum critéric, a
quantidade P(Di/X) pode ser interpretada como a estimativa da
probabilidade de que este novo paciente esteja em Di ou entdo apenas

uma medida de evidéncia, frente acs dados observados.

Spiegelhalter e Knill-Jones(1984}), em um artige muito rico
sobre o assunto, apontam como opinifio geral na &rea clinica que a
técnica estatistica & geralmente muito simplista para problemas reais,
inaplicavel porque os dados sfo insuficientes e incompreensivel ao
usuario. Em resposta parcial apresentam a aplicagio de um processo
probabilistico a um problema clinice complexo, como o diagndéstico das

causas de “dyspepsia". Neste sistema, que procurou a utilizagidaoc de



técnicas probabilistiéas confiavels, Incorporaram-se também alguns
aspectos de inteligéncia artificial A complexidade e explanagfo .

No histérice que estes autores fazem sobre as técnicas de
classificagdo, evoluindo do uso corrente do teorema de Bayes & técnicas
de Inteligéncia Artificial implementadas nos hospitals, percebe4se a
complexidade do problema.

Na discusslo que se segue com outros cientistas, conclui-se
pela dificuldade em uniformizar critérios de classificag@o, desde a
construgdo de técnicas que levantam as probabilidades subjetivas Jjunto
aos médicos até a obltengfo de um desempenho satisfatério dos sistemas
computacionais gue buscam a sumarizagfo da informagdo clinica e sua

aprendizagem sequencial.

1.2 Paradigmas e Modelos

QO paradigma amostral concentra-se na distribuicéo de X dado
D, considerando a variavel doenca como um parametro desconhecido e as
facetas{ou indicadores) como variaveis aleatérias com uma distribuicio
conjunta fixada dado a doenga, enfatizando =a estimagic destas
distribuigdes.

Segundo Dawid(1976), este paradigma surge da situag8o de
sintoma puro, na qual a doenga ¢é considerada como causativa.
Entretante, as varias técnicas de diagnéstico derivadas sio geralmente
aplicadas quando alguns indicadores s&o apenas classificatérios ou
causativos. Além disso, had uma confusioc geral da consténcia de P{X/D)
sob trocas nas taxas de incidéncia com constincia sob irocas em
processos de selegfio amostral. Vicios de selegBio que surgem
naturalmente porque diferentes centros clinicoes se especializam em
dreas distintas da Medicina e aseim podem ter diferentes.critérios de
admissdo dos pacientes e a variacie da prevaléncia da doenga em
diferentes regifes ou periodos de tempo podem alterar a distribuigfo de

X dado D.



Embora o pafadigma amostral leve A apllcagfio de técnicas
discriminantes e mais comumente A classificagio de Bayes, onde & quase
geral assumir que os varios indicadores sfo condiclionalmente
independentes dado D, a estimagio de P(X/D) geralmente envolve muitos
paramétros, forgando as técnicas ao uso de um nimero consideravel de
indicadores.

Alternat ivamente, o paradigma diagnéstico considera a
distribuigdo de D dado X como o objeto apropriado de analise. Dawid
sugere em seu artigo que as vantagens de se trabalhar sob este
paradigma s&o conceituais e praticas.

Percebe-se que sob condigdes razoaveis os efeitos de selegdo
pedem ser ignerados e a transformagfio de uma distribuicio diagnéstico

se movendo de uma populacio para outra pode ser feita facilmente.

Uma extensfio da forma logistica de Cox(1968) e Day &
Kerridge(1867) para as probabilidades a posteriori com t=2, isto é,

D={D1,D2},

]

P{Di/x] exp{BO + lei L ded} P(Dg/x)

onde,

1]

P(D2/x) 1/ {1+ exp(Bo + lel + .0 4+ ded)}

leva ao modelo logistico

exp{yi(x]}

d
s com yi(x)= ¥ quzq

P(Di/x)=
q=0

Y exply (%)}
3 J

sendo os B’s parametros desconhecidos e os z’s fungdes especificadas de

.

Dawid cita que este modelo surge sempre gue a distribuigdo
de X dade D forma uma familia exponencial e os z's atuam como
estatisticas suficientes naturais. A grande variedade de situagdes em

que este modelo pode surgir, suva resisténcia aos efeitos de selegio e o



comportamento simples sob trocas de taxas de incidéncia torna-o um

sério candidato para modelar distribuigdes diagnéstico.’

1.3 Indicadores clinicos

Neste trabalho restringiremos nossa atengéo a indicadores
binarios, tornando-se necessario uma categorizagic adequada de tal
forma a manter relevante a infermagdo de wvarliavels mensuradas
originalmente sob outra escala.

Poderiames ter, por exemplo, Iindicaderes representando a
presenga de um sintoma, o resultado de um teste clinico quanto a
presenga de um virus, se o pacliente fuma mais que 20 cigarros diarios
ou se sua presséo arterial estd abaixo de um certo nivel.

No caso de dicotomizagiio de uma wvariavel continua ou
discreta, como o exemplo do consumo de cigarros, seria razoavel gue um
especialista da enfermidade sob estudo ¢ quem defina o ponto de
corte (nivel critico de cigarros fumados) para a caracterizagéo.

Entretanto, ao realizar uma anadlise exploratoria num conjunto
de dados contendo as caracteristicas e o verdadeiro estado do paciente
quante a doenga, o estatistico pode estabelecer sua proépria
categorizagéo. Por algum critério, trabalhande com diferentes
categorizacgdes das variaveis, peder-se-ia chegar a uma categorizagio
mais informativa, mantendo-se em mente ¢gue a mesma possa ser observada
com facilidade em novos pacientes e centros clinicos.

Cenericamente teriameos

X = 1, se a i—ésima caracteristica estd presente ne paciente
i 0,caso contréario

Consideraremos, segunde Dawid(1976), que nem D nem X variem
gignificativamente para um dado individuo e que os mesmos podem ser

determinados sem erro.



Teremos entdc um particular par (Dl,x) como reallzagbes das

variaveis (D,X), com uma distribuigfio conjunta sobre a populagio,

1.3.1 Do relacionamento entre os indicadores

A busca da verossimilhanga das diferentes classes, para um
paciente com um particular quadro de indicadores, requer a investlgacéo
da incidéncia conjunta da doenga e indicadores. Em geral, como estas
distribuices e incidéncias s&o desconhecidas, & necessaria a
existéncia de um conjunto de dados de pacientes antigos com registros
disponiveis.

Para contornar a dificuldade em obter as estimativas das
possivels distribuig¢des conjuntas apropriadas em um nimero muito grande
de indicadores disponiveis, assume~se independéncia condicionzl entre
os indicadores dentro de cada classe da doenga,

Segunde Teather(1974), esta suposigio leva a considerar
apenas a Iincidéncia marginal de cada indicador em cada classe,
acessando-se apenas a utilidade dos indicadores através de tabelas de
duas entradas para (D,Xi].

A tabela abaixe mostra um exemple hipotético que conduz a

erro, baseado em 100 pacientes observados sob dois indicadores

dicotémicos.
X X X X
1 2 2
1 0 10 11 10 01 00
D=D 30 30 30 30 30 0 0 30
D=D. 20 20 20 20 0 20 20 0

Cada  variavel sozinha ndoc  fornece informagio  para
discriminagfio. Entretanto, a distribuicio conjunta para [D’X1’X2)
mostra que as duas variiveis Jjuntas permitem perfeita discriminagéo

entre as duas categorias (tem/nfo tem a doenga).



Além disso, segundo Teather, ao assumir independéncia ndo se
permite a expleoraglec da redundancia da informaqﬁo' gerada pelas
variaveis, ou seja, duas ou mais varidveis podem dar a mesma informacéc

em forma diferente sem que isto seja utilizado.

Ser4 discutido adiante, por outro lado, o efeito da
dependéncia entre os indicadores quanto ac critério utilizado para

expressar o desempenho das regras de classificacdo,

1.3.2 Da gelecdo dos indicadores

A malior questdo, segundo Spiegelhalter e Knill-Jones(1884),
parece ser se uma entidade complexa sobre a qual se tenha conhecimento
incompieto, se o processo de Jjulgamento de um clinice ou o préprio
processo da doenga, € melhor modelado por um sistema que é
incrivelmente grande mas essencialmente deterministico, ou que ¢&
parcimonioso e probabilistico.

Como a teoria estatistica e pratica enfatizam a necessidade
para parciménia nos modelos, os autores acreditam que se a intencgfo do
sistema ¢ boa predigfic de futuros casos, o enfoque probabilistico &
apropriado.

Teather alertou que se desejarmos incluir todas as variaveis
disponiveis em uma regra de classificagfio, o conjunto de dados tomado
como base n&o providenciaria estimativas razoAveis das incidéncias
conjuntas,

Além disse, © custo de aplicagfio de testes clinicos e a
necessidade de rapidez na obtengfo dos indicadores para emitir o
diagndéstico sobre o paciente sdo motivos naturais gue levam a gque se
preste atengdo scomente nas varidveis relevantes e informativas, dal

ser necessario o egtabelecimento de critérios de selegfic das mesmas.

0s critérios que estabelecem a selegio de indicadores para

consiruir a regra dependem basicamente da utilidade Lji de alocar um



paciente & classe DJ quando sua verdadeira classe é Dy

Se estamos frente a um problema onde seja razoavel tratar os
diferentes erros possiveis de diagnéstico igualmente, podemos adotar
uma estrutura de utilidade mais simples, com utilidade 1 para correta
élocaqéo e 0 em caso de erro.

Assim, dado o acessc & probabilidade das diferentes classes,
a alocagie do paciente & classe que fornece maxima utilidade esperada
leva a maximizagdo da chance de diagndstico correto, alocando-se o
paciente 4 classe julgada mals possivel.

Entretanto, tal matriz utilidade sera inapropriada em muitos

problemas reais.

Bernardo e Bermudez(1985), embora estudando a intengéo de
voto eleitoral, consideram a seleg8o de varidveis através de fungBes
utilidade legaritmica e  quadratica, onde a conseqiiéncia da
classificacio pode ser local, isto &, a fungdo utilidade se relaciona
com a distribuicéo diagndéstico apenas com a probabilidade atribuida a
verdadeira classe, ou ndo. Esta condig@o de regra local pode se tornar
vaga para estudos com apenas duas classes a serem diagnosticadas.

O critério estabelecido pelos autores, sob enfoque Bayesiano,
seleciona as variaveis que minimizam a entropia esperada ou maximizam
a norma quadrdtica esperada da distribuicio diagnéstico resultante,
conseguindo—-se boas aproximagdes tante para estudos prospectivos como
retrospectivos. Assim, o© método de busca seleciona ou retira um
indicador a partir de alteracfo significativa na fung@o utilidade.

Utilizando—se conceites de Teoria da Informagfo, a busca das
melhores varidveis conduz Aguelas que tenham o maior poder de
estabelecer a separagfo dos grupos com sua distribuig@o conjunta.
Alguns coeficientes e medidas de informagfie serdc estudados adiante,
permitindo-se a selegfo de variaveis sob tal enfoque.

Stanish e Allred(1881} selecionam variavels categéricas
utilizande a fungfio de entropia como uma medida de variabilidade. O

critérioc usa o teste da razfio de verossimilhanca(TRV) que, para a
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hipétese sob conslderagfo, €& idéntico as estatisticas de informagaioc de
minima discriminagéio. ’

A sele¢fio & baseada em sua contribuligio A redugldo de entropia
na variavel dependente, sendo a significAncia assessada pelo TRV mas
com valor critico associado ac nivel de significéncia geral, fornecendo
um método que tende a selecicnar mals variédvels.

Havende um grande numero de variavels dispenivels, a selecgéo
de um sub-grupo de tamanho k fixado pode se tornar Iimpraticavel devido
ao numero enorme de sub-grupos a considerar. Além disso, a selegde do
melhor sub-grupo de (k+1) variaveis poderia naéo conter o sub-grupo ja
selecionado de tamanho k.

Assim, sfc desenvolvidos métodos sequenciais de selegio de
variaveis, incluindeo~se uma nova variavel ac sub-grupo com o qual ja se
trabalha a partir de algum critério que mede se sua contribuigio £
significativa, Para a maioria deles, entretanto, o "ponto de corte"
para definir a importéncia da variavel é discutivel, em funcdo do
problema estudado.

Preccupados com a identificaglio de categorias de resposta
especificas que Jjustificam mensuragfio, Goldstein e Dillon{(1977)
utilizam a medida de divergéncia entre dols grupos segundo o critério
de Kullback(1959).

Através da diver‘génciAa maxima sucessiva :I(Xl), 3(}{1,}{2), -
das divergéncias condicionais J(XZ/X1=X1), x1=0,1, s8o selecionadas as
vartavels mais significativag baseado na distribuicio assintética de K>
{qui-quadrado).

Fntretantoe, este ajuste do valor critico por Kz pode levar
a seleclo de mais varidveis do que poderia ser necessarioc com base nas
propriedades esiritas da distribuiglo das estatisticas max 3, sob ©
qual o critério de selegédo destes autores trabalha.

Un indicador clinice pode ser escolhide também considerando
sua habilidade em alterar as probabilidades a prieri de ter ou ndo ter
a doenga, isto &, P(D1) e P(Dz}, onde D ¢ o complementar 51 de D,

especificadas inicialmente por um médicoe em fungfio de sua experiéncia.

il



Este tipo de anAlise leva ao estudo do peso da evidéncia,
isto &, o logaritmo do fator de Bayes (definido como a razio do “"odds"
a posteriori para o "odds" a priori). Considerando uma unica variavel,
o fator de Bayes em favor de D1’ a partir da evidéncia observada X=1,

seria

[P(Di/X=1)/P(D2/X=1)]

[P{Dl)/P(Dzll

(igual a sensibilidade dividida por l-especificidade).

Pereira e Pericchi(1985) sugerem a selegio do indicador
apropriado a partir do maximo poder de diagnéstice, definido por uma
medida de divergéncia, estabelecida sobre o peso da evidéncia. Neste
trabalho sBo obtides o©os momentos para o estimador do peso da
evidéncia, para uma ou mais varidveils.

Pcde-se considerar também as fungdes

f[hj)(a) = P(D=D1/X1=1,Xé=j] -4

)(6] = P[D=D1/X1=i) -8

f _ (8) = P[D=D1/X2=j) -8

onde 1i,j=0,1 e 6=P(D=D1), para buscar o(s) teste(s) que mais
contribui para alterar a quantidade & especificada a priori para Dx’ 0
gue & estudado por Pereira e Barlow(1989).

Em outro trabalho sobre o© assunto, mas com enfoque
ligeiramente diferente, Pereira(1989]} obtém as distribuigdes a
posteriori da sensibilidade e da especificidade, as distribuigdes
preditivas e as probabilidades diagnéstico, expressando o

desenvelvimente dos resultados através de diagramas.
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1.4 Das regras de classificacio
1.4.1 O desempenho das regras

A partir do acesso 2 P[Di/X} através de alguma técnica
aprepriada, sua utllizaglo peode consistir numa informagfo auxiliar ao
médico que trata do paciente ou numa tomada de agfo quante ao
tratamento. Evidentemente o tipo de doenga e o propésite que motivou a
buseca da quantidade diagnésfice é gue definem sua utilizagio.

Especificamente no caso de alocacde, para um paciente

classificado scb uso da regra em fungio de P(Di/X}, teriamos

Regra
Paciente E portador Nao é
Tem doenqa(Dl) correto “nfo previniu”
Nao tem (Dz) "alarme falso" correto

E 6bvio que os erros de alocaciio deverio ter tratamento
diferenciado em funco da gravidade da  doenca investigada,
considerando-se uma tomada de decis@o efetiva sob tal alocagdo, como
decidir por cirurgia, alterar ou interromper tratamentc, etc. Assim,
uma fung@o utilidade adequada deverd atribuir as perdas proporcionais a
um “alarme falso" (classificar o paciente como doente quandoe na
verdade ele & sadio) ou "n3o prevencadc” (classificar o paciente como
livre de um perigo de salde a partir das evidéncias observadas, quando
o mesmc estd prestes a té&-loj).

Torna-se necessario também, na ~ utilizacgio da fungdo
utilidade, =a devida caracterizagio da classe de doengas a ser
diagnesticada.

Embora seja insensivel a4 seriedade das consegiiéncias dos
diferentes erros possiveis de alocagio, a medida de separagio mails
comumente utilizada ¢ a proporg¢iic de erros cometidos nos dados sob

teste alocades a uma classe errada.
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Titterington et. al.(1981) descrevem varias medidas de
separacio e de confiabilidade para as regras de dlagnéstico, citando
também a construgcdo de uma matriz-perda associada a erros de
classificaclo de paclentes que apds permanecerem em coma por mais de B
horas poderiam ter morte ou vida vegetativa, problemas severos ou
recuperagao.

Teather(1974) estabelece uma medida de acuracia do verdadeliro
diagnésticoe, ou Incidéncia de correto diagnéstico, encontrando sua
distribuigéo a posteriori. A partir destes resultados pcde-se construir
intervalos Bayesianos de confilanga para a medida criada, tante para uma

varidvel como para a inclusio de um novo indicador.

Acreditamos que somente o© problema real que esta sendo
considerade & que podera garantir a validade de um certo critério para
avaliar se a regra de classificagio é Dboa.

Embora seja trabalhose e resultade de muita ceonsulta junte 2a
especialistag que convivem com a enfermidade analisada, parece ser
fundamental a construgic de uma matriz-perda adequada, o que podera
levar & selegfo de varliéiveis e classificagio dos pacientes dentro do

contexto de Teoria da Deciséo.

1.4.2 A validade da regra construida

Segundo Spiegelhalter e Knill-Jones, um nuamero de
dificuldades técnicas surge guando itentamos utilizar uma regra de
classificacdo em uma populagdo diferente daquela onde a regra foi

construida.

Fm primeiroe lugar, diferentes dados clinicos podem ser
rotineiramente coletados, de forma que somente variaveis comumente
disponiveis deveriam ser usadas para classificagioc. Além disso, se a
variacdo do observador em sugerir indicaderes difere nc nove leocal,

isto pode viciar as predi¢des probabilisticas.
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A prevaléncia das doengas também pode variar de um local para
outro, devido & varlacdo geografica natural ou a diferentes razdes de
encaminhamento dos pacientes ao centro clinico.

Além de processos intrinsecos a prépria doenga, sua presenga
pode variar devido a diferentes definigdes dos indicadores.

Dawid(1976) considera o vicio de selegio decorrente de
diferentes critérios de admissfic de pacientes aos centros clinices,
levando o grupo estudado a nfc ser representativo da populacdc geral.

Ao supor que nenhuma ouira informagdo € de relevancia para
diagndstico quando os indicadores diagndsticos X jai sioc conhecidos e
considerar a distribuigfo conjunta de (X,D) n@o variando com tempc ou
locagae, © autor estabelece que as distribuigbes diagnostico ndo sfo
afetadas seriamente por este tipo de erro.

Além da preocupagio com a ftransferibilidade da regra de
classificagBo, €& wvalido preocupar-se também com a aquisicdac de
conhecimento, o que € pessivel através do ceonvivice com especialistas
frente a um grande nimero de informagdes e problemas praticos que
surgem a sua volta.

Spiegelhalter e Knill-Jones apontam o sucesso e dificuldades
encontradas por varias tentativas de implementar diferentes sistemas
compitacionais que trabalham com Inteligéncia Artificial em clinicas e

hospitals.
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2. TAXAS DE ERRO PARA VARIAVEIS BINARIAS SOB A REGRA DE BAYES

Geralmente os métodos desenvelvidos para anilise
discriminante linear com variaveis normais 580 simplesmente
transferidos ao caso de variédveis qualitativas. Entretanto, este tipo
de variaveis tem qualidades especiais que precisam ser consideradas,
como por exempleo, sua estrutura de interagdo nfo ¢é inteiranmente
descrita com interagtes de primeira ordem, como é o caso com variaveis
nermais, ou seja, somente as correlagdes entre cada par de variaveis
gualitativas nio determina seu compertamento conjunto.

Para selecicnar sub-grupcs de variaveis qualitativas em uma
maneira o6tima somente varidveis gqualitativas dicotémicas serdo
consideradas, com os parametros de probabilidade das variaveis
assumidos como conhecidos, por questio de simplicidade,

Consideremos o problema ja exposto, ou seja, alocar o
paciente a classe D1 ou Dz' onde D2=51’ a partir de um vetor observado
de indicadores X={X1,...,Xd]’. Se tratarmos as conseqgiéncias dos
diferentes erros possiveis de diagnéstico com igual peso, isto &, perda
1(D,a(x)}=0 quando o paciente & alocado corretamente e perda igual a 1
quando a =alocagio €& errdnealindependentemente do fate de ser "falso
positivo® ou "falso negativo"), a alocagBo que fornece o maximo valor
esperado para esta utilidade conduz o paciente & classe mais provavel.
Desta forma, chega-se & aplicaclo da regra de classificagio de Bayes.

Adotande a notacgio

Hi:prevaléncia populacional de individuos com a doenca, isto &, P(XeDl)
Plzprobabilidade a priori atribuida & prevaléncia da doenga na
populacio através da informagio médica, isto é, P(Di]

P =1-P
2 1

distribuigfdo unidimensional
X =1 =
P( ; /Dl} pj
P(X =1/D_)=
(j ) q,

(J=1,...,d)
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¢ para uma distribuigiico bidimensional de (Xi,XJ]

P = = = =
(Xi xi.Xj XJ/D1) pxlxj x’,xj 0,1
P(X1=XI,XJ=XJ/D2)=qxlxj 1,=1,....,d

as distribuigbes de probabilidade de {XI,X}} en D1 e Dz, ao assumir-se
independéncia condicional das d variéveis nos dois grupos, podem ser

escritas como

P, =P,P, 9,,"9,9,
p1o=p1(1apj] qlﬂqu(l_qj)
pm=[1~'pi)pJ qm={1—qi)qj
poox[l—pi)[l—pj] q00=[1—q1)(1—qj)

Assumindo-se que H1 & conhecida, isto &, P1=H1, a regra 6tima

de classificagio de Bayes é dada por:

Hlf[x/D1] > Hzf[x/Dz}: alocar o paciente na classe D1
Se Hlf(x/D1]

Héf(x/Dz): alocar ¢ paciente aleatoriamente em D1 ou D2

Hlf(x/Dl} < Hzf(x/Dz): alocar o paciente na classe D2
sendo f(x/Di), i=1,2 , as fungdes de probabilidade nas duas classes.
Para uma variavel dicotdmica com

P(X=1/D )=p P(X=1/D_)=q
P(X=0/D )=(1-p) P(X=0/D_)=(1-q)

as regifes de aleocaglo 6tima, associadas a regra de classificagéo

I: aloca o paciente sempre em D1

11 X=1: aloca em D1
X=0: aloca em D2
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1] =1: aloca em D2
X=0: aloca em D1

IV: aloca o paciente sempre em D2

s&o apresentadas na figura a seguilr

(a) (b)

Figura 1: Regides de alocagfBio para o problema de classificagho de dois
grupos com probabilidades a priori difetentes e uma variavel
dicoténica[fig.la:n1>né, fig.lb:n1<n2L

Nas regides 1 e IV a alocaglc € independente do wvalor
abservado, ou seja, a evidéncia fornecida por X nido auxilia o processe

de classificagéioe.

0 erro o6timo & definide «como @ probabilidade de
mé—classificagio ac utilizarmos a regra de Bayes com os parametros

conhecidos.

Para uma variavel binaria o erro 6fimo é dadoc por:

F(¥X) = min (H1p , Haq) + min (Hl{l—p) , Hé[l—q]) (1)
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A extensdolou grau) das regides apresentadas na figura 1
depende da diferenga entre Hle Hz' Considerando H1=H2.'as regides s&o
separadas pela reta p=g no quadrado unitério, come se percebe na figura

abaixo. As paralelas a esta reta correspondem com taxas 6timas de erro

iguais.
ai

if————7——7 =~ 7 ——a{i4}

p'-‘ / g

2 Q;::.'-" '

/ o? |

<’ > |

0-
o I

Ql
O
/ A |
<«

&
&
/ S
_€ /Q | ,.___p
1

Figura 2: Taxa 6tima de erro F para o problema de classificagio em dois
grupos com probabilidades a priori iguais(n1=n2L

Aplicande a regra de Bayes para um par arbitrario de

variavels (Xl’xj) chega-se a

1
F(X ,X)
]

b
1

min (Hlplm , Haqlm) (2}
1,m=0

Considerande prioris iguais as classes D1 e Dz’ obtemos
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Desde que q = P, (i=1,...,d), isto &, a probabilidade de
presenca dos indicadores é sempre maior no grupo D2 (ou em Di, desde
gue se redefina simbolicamente D2 como o grupo de "doentes" e D1 como
os "sadiosg"), Haerting(1983} estabelece que a taxa 6tima de erro do par

[Xi.Xj) é dada por

1

F[Xi,XJ) = 5= [F[X1] + F[XJ) - |F(Xi) - S{XI,XJ]E + IF(XJ) - 6(X1,XJJ|]

(3)

- 1 _
com S{Xi.XJ) = >- {1 qiqj + Pipj)

Assim, ao calcularmos a taxa de errc de um par de varidveis
dicotémicas independentes nido & suficiente considerar as taxas de erro
das variaveis individuais mas também um termo S{Xi,XJ) que depende de
ambas as variaveis.

Além disso, o autor afirma que ao selecionarmos varidveis de
uma. seqiéncia ordenada de acordo com suas taxas de erro ndo é valido
conciuir que as taxas de erro dos correspendentes pares de variavels
tenham uma ordem correspondente.

Lego, se F(X1] < F{Xz] < F(Xg]’ por exemplo, a relagao
F(Xl,XE} < F(XQ'XSJ pode n&o ocorrer em itcdos os cascs, ceomo no exemplo

abaixo:
p1=0.10 q1=0.90

p2=0.05 q2=0.80
XS: pSzO.Ol q3=0.71,
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de (1) teriamos
F(X1)=0.10
F(X2)=D.125
F{X3]=U.15

Assumindo independéncia de todos os pares das trés variaveis
consideradas temos de (2) as seguintes taxas de erro
F[Xl,Xz):0.0BZS
F(X ,X )=0.069
13
F(X_,X )=0.0575
2'73

Esta propriedade de ndo-monotonicidade na ordenagho da
selegdo de pares de variaveis independentes dicotémicas & surpreendente
em contraste com o comportamento de variéveis normais independentes na
andlise discriminante linear, onde o melhor sub-grupo de k variaveis é
composto pelas k melhores varidveis individuais. Haerting afirma que no
passado este fato fol negligenciade em todas as aplicagbes da regra de
Bayes com variédveis independentes na elaboragfio de diagnéstico médico.

A observagio acima fol feita por outros pesquisadores como
Elashoff et. al.(1967) e depois por Toussaint(1971) e Cover(1974), mas
segundo Haerting pode-se chegar & conclusbes incorretas devido a
férmulas erradas como a apresentada por Elashoff.

Ao considerar a questéo, sob as suposigdes
i < <
1]F{X1) F{Xz] F(Xs)

ii)q1 > P, para i=1,2,3
111)q1-p1 > 4,7P, > 957P,

para i, j=1,2,3

i=d
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Toussaint afirma que uma condigfio suficiente para a situagdo citada
ocorrer é dada por
Ih | > Ih_|

e uma condigado suficiente e necessaria é dada por

31 2 1
2

1 11_ 13
T < [—m] (1 +2lh 1)
Ao considerarmos dependéncia entre as variaveis dicotémlicas,
introduzinde a covariincia como parémetro de interagfo para cada classe

da doencga, podemos escrever a distribuicio de probabilidade de um par

de variaveis {Xl,XJ) COmo

P,“PP, * P 9,9,9, * T

PP, (1-P)) ~p 909, (1mq) - 7
pm=(1—pi)pj -p qm=(1—qi)qj -
p00=(1—pi](1—pj] +p qoo-—'(l—qi)[l—qj) + T

sendo p e T as covariancias entre Xi e Xj nas classes 01 e Dg,
respectivamente, com os indices i,]J omitidos para p e 1, onde
1,2
max { {pi{l—pi)pj{hpj)] » PP
—ll—pi][l-pjl }

o
v

, p.(1-p} - 1, (1-pJp - 1,
y P (1P, (1-pJp,

: 1/2
p < mnin { [pi(l pl)pj(l pj)] » 1 PP, pitl pJ), (1 pl)pj.
1 - [l-pi][l-pj] }
e o mesmo valendo para T, com as correspcndentes probabilidades qi e

Assumindo p e T conhecidas e usando
A =p -q 1,m=0,1

lm Im 1m

obtemos de (3):
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1 1 2 |
F[XI.XJ] = ‘—2— [1 - “2— E IA]m' ] [4)

1, m
[(1-p)(1-p)) = (1-q)(1-q)) + (p = D)
I(1—pi)pj - tl—qj)qJ - {p - 1)

}pi(l-pjl - ql(l—qJ) - (p - Tl

I\J\'-' m|»—- l\J]n- l'\J||-r

Assim, somente a diferenga entre cos parametros de covariancia
necessita ser conhecida ao calcularmos a taxa de erro de um par de
varidveis dicotémicas. Se esta diferenga é nula, as taxas de erro dos
pares de variaveis dependentes se comportam come as variéveis
independentes,

Covariincias desiguais nas duas classes D1 e D2 resultam em
alguns casos em um decréscimo, em cutros em um acréscimo ou em nao
alteracfio nas taxas de erro, se comparadas com as correspondentes
variadveis Iindependentes. Haerting cita outro trabalho seu, onde se
encontra uma anilise detalhada sobre este comportamento, e o resultadoe
devido a Cochran{1964) e Skarabis(1970), onde para variaveis normais
com igual correlagic nos dois grupos, correlagdes negativas sempre
diminuem a taxa de erro enquanto correlagbes positivas somente
diminuem & taxa se estiverem acima de um certs valor.

Assuminde-se independéncia geral entre as variaveis nos
grupos e aplicando a "selegBo passe a frente”, a adigéo de uma nova
variavel nunca aumenta a taxa de erro. Entretanteo, um método de busca
deste tipe em geral nf&o chega ao sub-grupo otimoe de variavels de
tamanhe fixado.

- Mesmo sob a suposicgic de independéncia, pode acontecer que
para tamanhos amostrais fixades a taxa atual de erro em regras de
classificacfo estimadas decresga com ¢ aumento de nimero de varidveis

até um certo valor, aumentando novamente a partir dai.
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A taxa de erro atual, definida como a probabllidade de
mé-classificagéo que resulta quando a regra de alocagfo é construida
com estimativas dos parémetros, & uma varidvel aleatéria que Cochran e
Hopkins(1961) mostraram ter esperanca sempre maior ou igual ao erro
étimo. |

Vacek(1885) estudou o efeito da dependéncia dos testes
clinicos na taxa de erro e estimadores das prevaléncias da doenga para
situagdes em que ambos os testes tem taxas de erro desconhecidas, O
trabalho, associado a testes aplicados simultaneamente a duas
populacdes com prevaléncias diferentes da doenga, encontrou resultados
similares a Thibodeau(1981). Este investigou o efeito de uma correlagio
positiva entre testes diagndstices, guande a taxa de erro de um novo
teste ¢é estimada por comparag@o com um teste referéncia que tem taxa
de erro Jja4 conhecida.

Thibodeau encontrou limites inferiores para a sensibilidade e
especificidade do novo teste, demonstrande que esies limites podem ser
bem amplos, particularmente guandc a eficiéncia do teste referéncia ¢é
baixa. Assim, a suposicic de Iindependéncia peode resultar em um
sub-estimaglio da taxa de erro de um novo teste, se ele for
positivamente correlacionado com o teste referéncia.

Além disso, Vacek encontrou gque os estimadores das taxas de
prevaléncia nas duas populagbes podem ser positivamente ou
negativamente viclados, dependendo da magnitude relativa das duas
covariancias condicionais e o valor do parametro de prevaléncia.

Sob coutro contexte, ao analisar um exemplo, Pereira e
Pericchi(1985) concluem que se a independéncia condicional é utilizada
no estudo do peso da evidéncia, ocorre uma sub-estimac¢io da dispersao
das caselas e uma super-estimagio do poder de sensibilidade e

especificidade do efeito conjunte de dois testes clinicos.
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3. O CRITERIO DE KOKOLAKIS PARA SELECAC DE VARIAVEIS

3.1 Introdugao

Considerande ainda o problema de classificar um paciente a um
dos grupos de D = {D1'Dz}’ com m = P(XGDI) en = 1 - T conhecidas,

duas amostras de tamanhos m1 e m2 de um vetor d-dimensional X =

[X1""'Xd)' de indicadores médicos s@o retiradas dos grupos D1 e D2,
respectivamente.

Se jam Bi (i=1,...,n=2d] as chances das caselas das 2d
possivels seqgliéncias binarias de D1 e wi {i=1,..,n) aqueles de D?

As distribuigbes a priori conjugadas para estes parameiros
sfo Dirichlet ou misturas de prioris Dirichlet. Contudo, Brown (1878)
mostreu que estas prioris sfo irrealistas, Em primeiro lugar, a média a
posteriori da chance de qualquer casela depende somente na frequéncia
da correspondente casela nas amestras piloto, tornande dificil a
classificacfo quando o nuamero n=2d de caselas & proxime do tamanho
amostral m.

Além disso, a priori conjugada nac permite correlagio
positiva entre as probabilidades das caselas, quando seria razoavel
esperar que as chances assocliadas a seqiléncias similares (como d-1
coincidéncias nos d indicadores médicos) fossem correlacionadas
positivamente. Ao considerar dois pacientes que diferem somente em um
sintoma, como x(M=41,0.1,1,1) e xtm=41,0,1,1,0}, Lindley(1978) julga
que as duas chances de que pertengam & classe D1 devam ser
correlacionadas. Em linguagem médica, pacientes com 4 sintomas comuns
em 5 s8o "similares", no sentido de que se um deles & da classe Dx’ é
provéavel que ¢ outro também © seja. Este tipo de correlagio parece
essencial ao autor para evitar a dificuldade de que mesmo com grande
tamanho amostral deis pacientes nfic sfo iguais, de tal forma que x €
diferente para cada paciente de D1 e D2.A1ém disso, Lindley cita o
estudo de Hughes(1968}) que calculou a probabilidade de classificacio

cerreta p, com classificagBio baseada na malior probabilidade a
I
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posteriori e lignorando qualquer consideragio sobre utilidade. Ao
assumir que @ (e independentemente ¥) é uniformemente distribuida sobre

o n-simplex 6120, EB1=1, Hughes encontrou

21 - _ 3n -2
P =3 Ei E max{el,wi} T Z(2n - 1)

NN

com lim p =
n

n o
(assumindo a dispenibilidade de wuma amostra pileto de tamanho
infinito).Entretanto, supondo n=2° e que o refinamente ¢é realizado
pela adicBo de uma variivel extra X . tal gque =2 probabilidade de

s+
X44=1 dade gqualquer conjunto Xi,...,XS ¢ uniferme no intervalo

uiitario, todas elas sendo independentes, Lindley encontra lim I%s):l
(s w), com P,o, SEMPTE excedendo P {n=2%)

Sob tal enfeque, na classificagdo com duas variaveis
binarias, por exemplo, onde as chances de que X£=1, de que X2=1 dado
X1=0 e dado X1=1, s@io todas independentes e unifermes ne intervalo

unitéario, Lindley encontra que a chance A de que Xé=1 tem a densidade

marginal
-2 [A log A + (1-2) log (1-A)]

gque ¢ mals concentrada em torne de A=1/2 do que a distribuicgio
uniforme. Consequentemente, a ordem de XI,X2 é relevante e atribuir
esta distribuigdce significa que estamos mais incertos schre X1 do que
sobre Xz' Embora a distribuigfio de Xi {i > 2) nfo seja conhecida sua
varinciz ¢ igualmente menor, o que nio seria razoadvel na pratica e
certamente também pao com sintomas médicos.

Assim, é requeride gue todas as chances de X1=1 (i=1,...,d)
tenham a mesma distribuigfo marginal e similarmente pares de variaveis,
trios e assim por diante, ou seja, uma forma de permutabilidade parcial
nestas chances.

Com d=2 temos as selis chances doncminadas doravante de

chances condicionais, contrastando com os 8’s:
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u = P(x1=1l r = P[X2=1}

v = P(X =1/X =1) s = P(X =1/X =1)
2 1 1 2

W= P{x2=1/x1=0) = P[X1=1/X2=U]

sendo requerido que os vetores aleatérios (u,v,w) e (r,s,t) sejam
identicamente distribuidos.

Assim, a ordem em que os dois lestes seriam considerados nZo
deve afetar a especificagie a priori para as chances condicionais, ou
seja, esta priori é requerida invariante sob permutacgic dos testes.

Good (1965, apéndice E) considera este problema sob enfoque
adicional requerende gque todas estas chances condicionais sejam
independentes com distribuigdes idénticas e siméiricas em torno de 1/2.
Fntretanto, conclui que nic existe wuma distribuicdce continua
satisfazendeo estas exigéncias.

Kokolakis(1983) caracteriza uma familia de priecris que sio
invariantes sob permutacdes dos testies.

Se ja 9i (i=1,...,n) as chances das caselas das seqliéncias
d-dimensionais de 1's (presenca) e 0's (auséncia) em ordem

lexicografica, com 1 antes de 0. Temos

& = P(X=1,X=1,...,X=1/D)

1 1 2 d 1

6 = P(X.=1,X.=1,...,X =1,X=0/D.)
2 1 2 d-1 d 1
8 = P(X,=0,X,=0,...,X =0/D )

Consideremos também as seguintes probabilidades condicionais,

restritas somente a D=D1:

u = P(X=1)
11 1

u = P(¥X =1/¥ =1)
21 2 1

u = P(X =1/X =0)
22 2 1

u = P(¥X =1/ =1,X =1)
31 3 1 2

u = P(X =1/%X =1,X =0)
32 3 1 2
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u,, = P[X3=1/X1=0,x2=1)

v, = P(X =1/X =0,X =0)

iy ® P(Xi=1/X1=x1,._ "x1-1:x1—1) 1=1,...,d
. 1-1
J=1, )

Assim,

6 = u u

1 11 21 d-1,1 d,1
0, =1, Uy Y11 (1 - ,1)
Bn = (1 - u11}(1 - u21}"'(1 - ud_i’grz)[l - ud,zd—l)
ou seja,
8 = T(u)

onde T & uma transformagio 1-1, isto &

U=T"(8)

Assim, pode-se trabalhar de forma equivalente com 8 ou o
correspondente u.

Para obter uma distribuigdc para € (ou u) invariante sob
todas as permutacgdes dos testes, precisames somente de invariancia

sobre Pk (k=2,...,d}, onde Pk transpbe os testes (k-1) e k.

Lema: A permutagéo Pk nes testes implica na seguinte permutacéo Qk nas

chances das cagelas

——> 8 m=0,1,..,2 -1

(4] d-k d-k
{4m+1)2 +1 {(4m+2)2 +1

permanecende inalterados os demais 8's.
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Exemplo:

X X X =] X X X (2]
1 2 3 1 2 1 3 i
1 1 1 91 P2 1 1 1 81
1 1 ] 5] ’ 1 1 0 [c]
2 2
1 o} 1 8 1 0 1 (4]
3 5
1 0 0 (2] 1 0 0 a
4 B
0 1 1 a 9] 1 1 )
5 3
0 i 0 () 0 1 4] g
(2} 4
0 0 1 a 0 0] 1 e
7 7
0 0 1] e 0 0 0 e
B 8
Logoe,
P m=0
I=1,2
g ¢—— B
3 g
8 ¢«—— 8
4 B
Os elementozs do grupo de permutagdes geradoc por Qk
*
(k=2,...,d) serdo denotados por Qi (i=1,...,d!).

Corolério: Permutabilidade parcial entre os 6's correspondentes a
sequéncias com o mesmo numero de 1’s implica uma distribuigéo para @
(ou U) invariante sob permutacgdes dos testes.

Isto ocorre porque gualquer permutacfio dos testes implica uma
troca entre os 8's com ¢ mesmo numero de 1's.

Em particular, teremes que toda distribuigide Dirichlet
simétrica induzira distribuig¢des invariantes sob permutacgdes dos testies

para as chances condicicnals.
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3.2 Mistura generalizada de prioris Dirichlet

Suponha que as chances condicionais u (i=1,...,d,

,j=1,...,21 1) sio quantidades aleatérias independentes com densidade

beta, ou seja,

r(azjiiJ * aztll ) % Ei]“l mz”)_1
plu ) = - > N . (1 -, ) ro, (5)
J NG INT )
29-1 2]
u € (0,1), com « (“, oc“) > 0.
1) 2j-1 2J
Tem-se que a fungdo densidade de 6 ¢ dada por
()
(1} (&) & -
gle) = Cla 7, Jo ) [1_1 8, }

2] (2y (1) (2)y (2) {1}
ns2 ai +(12 —11 n txa +Ct“1 —i’.‘(z
i=1 1={ns2)+1

{6)

(&) () (d-1}
+ -

2 C(l o D:]
2ol
i=1

{n) . . . . . .
onde 5 indica o simplex n-dimensional e a constante normalizadora ¢&

dada por
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Se os parametros o's satisfazem

(1) (1 -
+ o - a“ B i=2,....,4d
2)-1 2) J o1
J=1,....,2
ou seja,
(1) (1) {0}
24 + =
1 2 1
(2) (2) (1)
o + o =
1 2 1
2y, @ a(ﬂ
3 4 2
(d)

temos de (6) a distribuic@o de Dirichlet com paréametros «

Como g(6) nd3o satisfaz a permutabilidade para os 8’'s
especificadeos para invariancia, p(U) nio serd invariante sob permutagdo

dos testes,

Entretanto, tomande a mistura

1

ple) = -3 gla’ ()}, ges™ (7)

g e

i=1

a funciio densidade induzida de U serd invariante.

Segundo o autor, este meio de produzir uma prieri invariante
parece ser complicado em demasia, mas seria de fato a uUnica maneira ao

se utilizar nucleos da forma como {6).

Além disseo, estes nlGcleos sio trataveis matematicamente e
implicam em correlagio positiva entre as chances das caselas
correspondentes a seqiiéncias que tenham um numero relativamente grande

de elementos em comum.

Apenas por razBes de simplicidade assume-se dque oS

hiperparametros a's em (5) sfo todos iguals a uma constante positiva a.
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Assim, g[g) dado em (6) se tornaria

g(8) = Cla)

n/2 n 2 n o
(Fe(E, [ E (50
1=1 l=(n/2)+1 p=1 1
pesS ' (8)
de forma que o085 u's serdo Iindependentes com distribuicio beta de
parametro «, o que ndo ocorrerd para as distribuigbes dos u’s derivados

de (7).

Exemplo; Utilizande duas varidveis (d=2) para classificar
peopulagdes, com

P(X,X /D) P(X,X_/D,)
X : X
N 1 0 et 0
1 1
1 o | 8, 1 v, | ¥,
0 o, | o, 0 v, | v,

temos de (7) e (B)

1
p(91’92’63’64) T2 [

3
I'(2w)
Ia)®

4
1 + 1 m %! (9)

« o
(e, +8 )(0_+8 )] [(8,+8,)(8 +8 )] i=1

Trabalhando com as chances condicionais j& definidas

u = P(X1=1) = 91+92 r = P(X2=1) = 91+93
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B : 8
v = PXFI/X=1) = s s = PIX=1/X =1) = 45
1 2 1 3
83 82
W = P(X=1/X=0) = ——1x t = P(X=1/X =0) = &
3 4 2 4

o autor encontra que (u,v,w) e (r,s,t) séc identicamente distribuidos e
as chances condicicnals distribuidas simetricamente em torne de =

Além disse, de (9) Kokolakis (1983) encontra que os B's saéo
individualmente distribuidos como o produto de duas variaveis
aleatérias independentes com distribuicic beta simétrica de parametro
o.

A distribuigfic preditiva de X' = (X1’X2),E {(1,1},(1,0),
(0,1),(0,0)} é dada por

R + o R + & R + «a
x1x2 x1 x2
p(x/r) = m+ 2o Rx + 20 W1 * Bk + 2o wa
1 2
COm
F(r +r +a)l(r +r +a)T{r +r +20)F(r_+r +2a)
Wo= 11 4 1 3 2 4 1 2 3 4 -1 -y
1 I{r +r _ +a)l{r +r +a)T{r +r_+20)F(r_+r +2u) 2
1 2 3 4 1 3 2 4
Rx , (k=1,...,d) a frequéncia do vetor [XI,...,Xk] na
1"k
amostra piloto e r = (rl,ra,rs,rq]' a estatistica suficiente para
4
o= (8,0,6,8) , m=Fr.
i=1
filuande « = 1, o© peso Wi ¢ aproximadamente inversamente
preporcional A egtimativa amostral da variancia igual a

(e +r 3 +r,)
do primeiro teste, com caso similar para Wg

2
m
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Com d>2 em (7) e g(8) dada por {8) todas as chances
condicionais uU sdo simetricamente distribuidas em torno de 1/2, todas

as chances condicionais da mesma geragéo, por exemple k,

k-1
=1,...,2
ukj {j=1, }
sao identicamente distribuidas, e @as chances das caselas 91
(i=1....,n=2d) sdo distribuidas como o produte de d variaveis

aleatérias independentes simétricas beta de parametro a.
Além disso, para duas chances Gi e Bj com 1 (0=1<1) elementos
em comum no vetor de realizacgdes bindrias, tem-se

1 2« ¢ (1+1)0(d-1+1) 1

29 1 + 2« L M{I1-t+1)I'(d-1+t+1) (1:2a)

-1

C1 = Cov (Gi,BJ) =

funglo com comportamentc monotonicamente crescente em relagao a 1.

Dois pacientes com um quadre clinice de indicaderes muite
. parecidos, por exemplo ! = d-1 coincidéncias entre os velores de
realizagdes binarias, apresentam a covariancia entre as correspondenies

chances dag caselas

1 [ 2« 2(1+a)}?
Cd—{_ _;E [ d [[ 1+2ax ] 1] - 1]

d
2(1+a) d
7“2@] > 1T a

com Cd1>0 desde que [

o que é satisfeito para um nimero d de indicadores suficientemente

grande.
A distribuicfo preditiva de X' = (Xl,...,Xd)' dado r é dada
por
R +a a:
p(X/r) = o 121 VW (10)
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onde

R + o R + o
X X X
11 ld—i f!1
vV (X} = {i=1,...,d!)
1 Rx X + Da Rx + 2o
1 1 1
1 d-1 i
sendo (Xi ,...,}'{i ) a permutagédc de (Xl....,Xd} gue corresponde 2
1 d
permutacio Qi dos R'g, Rx X {k=1,...d} a frequéncia do vetor
11 ik
{Xi,...,Xi) nos dados amosirais
1 n
e
1 * -
ctase () 17
Hi = —————— , i=1, ,d!
Cle;Q (r))
=1 QJ
cnde
F[ ) r'1 + 20&]
_ 1=1
Cla;r) = — -
1"[ ¥ ro+ cr.]l‘[ ¥ e+ m]
1=1 t=(n/2)+1
n/2 n
F[}: r'i+2oc] F[E r'1+2o:]
i=1 i=(ns/2)+1
n/4 n/2 ns/4 n
1"[ L r‘1+ tx]F[E r'1 + rx]I" r£+ oc]l"[}: 1"i + oc]
i=1 i=({n/4)+1 i=({n/2)+1 i=(3n/4)+1
Fir +r +2x) ... Tlr +r +2a)
1 2 n-1 n
Tlr +eT(r +a) ... Ti{r +a)
1 2 n
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3.3 Um modelo para a selegioc de variaveis

Suponha
() (0 i=1, K
= = > -
23-1 a2j « 0 j=1,...21 !
e W gt 1 e Fkﬂ"“;di
2j-1 2y 2 3 ’ J=1,....2

para a densidade dada em (6).
Estas suposicgdes c8o0 equivalentes a assumir igualdade dos

| d .
"pesos’ 7(9I)) das seguintes chances de caselas:

(1) (1)
o =« =
1 2
isto &,

(1)

(1, _
) = ar(e2

7(91 )

?[P(X1=1)] = y[P(X=0]] = «

(2 _ (2
[+4 o

1 2

ar[P(x1=1,x2=1]} arIP(x1=1,x2=0)] =

(2) (2}
4 = & = o
2 4

¥[P(X =0,X =1)]

]
R

?{P[X1=O,X£:O}]

W[P(X1=1,X2=1,X3=1)] = 7[P(X1=1,X2=1,X3=0)] = o

P

7 8
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3[P(X1=0,X2=0,X3=1)] = 7[P(X1=0,X2=0.X3=0)1 = o

(k) (k)
44 = = o
1 2
viP(X=1,....X =1)] = ¥[P(X=0,...,X ,=1,X=0)] = «
(k) (k)
14 = =
k-1 X
2 2
ar[P(XfO, . ,Xk_1=0,Xk=1]] = 7[P(X1=0, - ,Xk=0)] = &
{k+1) (k+1) 1 (k)
o = o = ___
1 2 2 1
'J[P(X1=1, - ,xk+ =1)] = ',r[P(X1=1,....Xk=1,Xk+1=O)]

(k+1) {k+1) 1 (k)
[ 4 = X = -
3 4 2 2
p[P(X=1,... X =0.X =11 =y[P(X=1,...,X=0,X =0)]
=1 aip(x =1 X =1,X=0)] = —
2 AR " R e ¥ 2
{k+2) {(k+2} 1 {k+1)
o = = -
1 2 2 1
ar{P(X1=1,...,Xk+2=1)] = ?[P(Xfl""’Xkﬂ:l'ka:m]

_ - “1y] =
= W[P(Xl 1""’xk+1 1)1 z
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oc{k+2) - (k+2) _ 1 atku) P
k+2 k+2 A ket 4
2z -1 2 2
(d) _  (d) 1 {d-1)
= _
1 2 Z 1
y[P(X=1,... X =1)] = [P(X =1,...,X  =1,X=0)]
= 1 ylP(x=1,...,% =1)] = %
2 1 T -1 d-k
2
(d) (d} 1 (d-1) o
o = o E — =
d d 2 d-1 d-k
2 -1 2 2 2

Assim, o modelo de Kokeolakis atribul pesos 1iguais as

probabilidades das caselas das seguintes probabilidades
P(X =1), P(X.=0), P(X =x ,X=x), P(X=x ,X=x,X=x1),...
1 1 i i 3 j i 1 i i 14 t

para quaisquer variaveis entre as k fixadas cemo sub-grupe étimo,
privilegiando as probabilidades destas caselas.

Para as demais, =zcompanhando as k melhores, teriamos pesos
divididos simeiricamente (uniformemente) e cada vez menores a medida

que aumenta o nimero destas variaveis "desnecessarias”™ no modelo de

clagsificacgio.

. d) (d)
Enquantoe isso, para o vetor de parametros g{ = (e ..,

a(d}}' da densidade de Dirichlet, =zo atribuirmes
n

oc“) =oc(1) =g >0
1 2

isto &,

1"

?P(X=1)] = 7{P(X=0}) = «
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(1 o 1y 1
2

2)-1 25

{1-1)
o
) qj=1!'°-r2

teremos a densidade simétrica da Dirichlet com parametro —%E ;

Entdc, sob a suposicio dada no inicio desta segho, temos

8(2&/v%ﬂ

g(8) « hig) = =1 13(9) , o6es™ (11)

onde

(E R ) R

A posteriori, dado a estatistica suficiente r = (ri,...,r_)’,

6 teria densidade

I
1=1 i (n)
D(8} '

p(e/r) = Cle; r)
onde

f(Eroza ) (o[ T ry v 2B rond]

i=1 =1 i={n/2)+1

Cla; r) =
n n/2 n
il ]"(ri + 2®/1) F[ 1. T a]F[ ¥ ro¥ a]
1=1 1=1 1={n/2)+1

F[ig T &4 S F[ E ro* &q

l=n-v+}

I‘[i):r1+a]...l'[§j r1+2a]

} =n-v+l
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Kokolakis {1985} mostrou que a chance de Xi ser igual a 1 & a

priori simetricamente distribuida em torno de 1/2, com variincia

1-1
1 1 + «a 1=1 K
40 1+2a) 1l + 2« ! ! '
Var [P(Xi=1)] = ' 1+ o 1¥1 . |
401+2¢) 1 + 2 ' Pt

Para d=2, por exemplo, istoc pode ser encontrade utilizando

I'(2a) Fla + 8) ]2 i=1,...,4
e} T(2a + 8) 5012,

E(e®) = [
i
obtida de (8) e o fato de que os 0's sfo distribuidos individualmente
como o produto de duas distribuicldes betas simétricas e independentes
de parametro «.

Assim, por exemplo, © resultado pode ser achado para

u=PX=1) =8 +8
! 1 2

A variéncia encontrada acima é uma funcio decrescente de i

(i=1,...,k). Logo, o (i + 1)-ésimo teste, correspondendo a variavel
XH1 ¢ a priori esperadec ser menos Util que o i-ésimo testie
(i=1,...,k).

Iste parece intuitive pois cada particular configuracidoe do
vetor [X1‘X2""’qu) deveria influenciar ° valor de
P(X1=1/X1,...,Xi_1]. A presenga de muitos sintomas, por exemplo,

deveria estar acompanhada por uma alta probabilidade para o ocorréncia

do i-ésimo sintoma, com raciocinic andlogo a auséncia da malorlia deles.

Assim,
P(X=1/X=1,X~=1,...,X =1,X =1} deveria ser alta
i 1 2 i-2 1-1
P(Xi=1/X1=O,X230,.-.,X _1=O} deveria ser baixa
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logo, P[Xl=1) deveria ser uma quantidade com muita osclilag¢dc, tornande
V[P{Xi=1]1 alta ou pelo menos ndo-decrescente em fung¢io de i (ordem do
teste).

Como V[P{Xi=1)] ¢ decrescente isto indica que o j-ésimo teste
(i=1,...,k) tende a apresentar ¢ sintoma com uma probabilidade estavel,
independente dos sintomas anteriores j& observados. Logo, para i
suficientemente grande, o teste seria praticamente indtil em relagéo a
contribuigfic que poderia dar para a separagio dos grupos (diagnéstice
do paciente no grupo sadio ou ne grupo doente)., Assim, o5 testes
anteriores ja estariam fornecendo a informagdc relevante para
classificagio.

Além disso, a priori g(8) dada em (11} ¢& invariante sob
permutagdes dos ultimos (d-k) testes mas ndo em relagdo acs primeiros k
testes.

Contudo, tomando novamente uma mistura (como em {7), dada por

Kokolakis (1883), atinge-se invariancia com

N
p(6) « o T hQ (8)} g es™
i=1
_T(d+1)
N = F(d-k+1) [d)k

onde Qite} é uma permutagidc dos 6's correspondendo & ordenagao
(il,...,ik] de k testes, do conjunto {31,2,...,d}, considerados
primeiro.

Na mistura a posteriori

N T r
p(/r) = T W Cla; Q ()} hiQ(e)} M e ', oes™
i=1
0S5 pesos wi dades por
1/C{«; Ql{r)}
W o= i=1,...,N (12)

1 N
E 1/Cle; Q}(P]}

j=1

a1



indicam o grau com gue os dados sustentam a suposig¢ic a priori de que o
(ij+1)—ésimo teste ¢ menos Gtil do que o [1j]*ésimo teste (j=1,...,k).

Considerande {12) para a=1 e i=1, temos

W = ! . !
1 n/2 n nS4 n
(Ere ) (B ()
1=1 i=(n/2)+1 i=1 i={3n 4)+l
1
v n
FTRERY
=1 1=n-v+1
V=2d—k+1

Como ja discutido para d=2, vemos que o produto de cada dois

termos sucessivos no denominador da expressio acima € aproximadamente

proporcional a variédncia amostral de XJ dado Xl,...,qu
(j=1,....,k}.

Condicionado em X1""’Xj-f quanto mai?r a variancia
amostral de uma varidvel Xj, ocorrendo © maximo para P(XJ=1/Xi,...X}4]

= 1/2, menos util para classificacic ela sera. Segue-se entio que
guanto mencr for o peso wi, menas Util serd a ordenagdo de testes
[Xi,...,Xk), com conclusdo andloga para qualgquer o > 0.

Observe, por exemplo, a interpretagio de Cl[a; Q(r)) em d=3,

a=l e k=2
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xi x2 Xa rl
1 1 1 r
. 1
1 1 0 r
—— e t— . 2
1 0 1 r
3
1 #] 0 r
4
0 1 1 r
5
0 1 0 r
6
9] 0 1 r
b 7
) 0 G r
8
n= 2d = 8
ve 2d—k+1 I

Para que wl geja grande deve ocorrer o inversoc com Clia,r).

associado & ordenagao {X1’X2’X3)’ de forma gque Qj[r) = (rl,...,FSL
Temos
n/2 n
Ci(a;p} = _ﬁ__[ Z r.+ l][ E roo+ l]
; NS SRR L ' i =({n/2)+1
1=1 i
onde

P(X1=1] P(X1=O)
Clo; r) « — = =
! P(X =1,X =1,X =1)P(X =1,X =1,X =0)...P(X.=0,X =0, X_=0)
1 2 32 1 2 3 1 2 3

P(X =1)
1

P(X =1,X =1/¥ =1)P(X =1)P(X =1, X =1, X_=0)
2 3 1 1 1 2 3

1
P(X =1 %X =0,X =1)P(X =1,X =0, X =0)
1 2 3 1 2 3
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P(X1=0)

P[X2=1,X3=1/Xj=O)P(X1=D)P[X1=D,X2=1,X3=O]

1

P{X =0,X =0,X =1)P(X =0,X =0,X =0)
1 2 3 1 2 3

1

- -~

P(X =1,X =1/%X =1)P(¥ =1, X =0/% =1)P(X =0,% =1/¥ =1}
2 3 1 2 3 1 2 3 1

1
P(X =0, X =0/X =1} [P(X =1}]

3

1
P{X =1,X =1/X =0}P(X =1,X_=0/X =0)P(X =0,X_=1/X =0)
2 3 1 2 3 1 2 3 1

1
- _ _ _ - B 3
P(XE_O,X3~O/X1—O){Pfxl—o}]

Vemos na expressic acima gue Cl(a; r) sera minime gquande
1

4 © que tornaria maximo o produto do

P(X =x ,¥X =x_/X )
223 "3 "1
denominador.
Assim, condicionado na observagic de X1 as variaveis X2 e X3
seriam poucc valiosas para =auxiliar a classificagie, como se X1 fosse
"quase suficiente" para cumprir este objetivo.
Poderiamos raciocinar também gque o par de testes (X1’Xz] &
"inteiramente informative", tornandc X3 desprezivel, se enxergarmes a

expressio Ci[m; r) em funcio de P(X3=XB/X1,X2) e estas probabilidades

forem muito préoximas de —%—.

Assim, entre os ¢Z= (:] sub-grupos de k variaveis, a utilidade

de um deles para classificacfo pode ser expressa pelo produtédrio

i wi
i€z
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ende Z2 €& o conjunte de k! elementos do conjunto {1""’N=(ddi“}'
correspondendo as k! permutagdes das variaveis Xz (j=1,...,k).

3

Voltande ao problema da classificagée do pacliente em duas
classes D1 e Dg, consideremos P1 e P2 suas probabilidades a priori,
respectivamente, P1 + P2 = 1, isto &, P1 = P(Dz] ¢ a probabilidade

a pricri atribuida a H1'

{1} 21

Trés grupos de pesos, como definidos acima, {\-.'i ¥, {Wi } e

{0 . = . X s .
)}, {(i=1,...,N) sdc derivados, sendo os deis primeiros nos dados

{W

1

amostrais de D1 e D2, respectivamente, e o ultime do conjunte inteiro
de dados, como se tivessem sido originades da mesma classe.

Em concordancia &as Iinterpretagtes vistas acima, pode-se

< . {0} ip 2 . o

concluir que quanto malor for o peso W menos Util seria a ordenacéc

1

{Xi ,X’ ,...,Xi ) para classificagdo. Iste ocorre porque se Wi(O)

1 2 n
alte nos dados dos dois grupcs reunidos, os sintomas (Xi ....,Xi )
1 K
teriam sua ccorréncia com comportamento muite similar dentro de cada
grupo D1 e D2. Logo, esta ordenagdo de testes nfc daria um subsidio
valioso para separar os dols grupos.
Kokolakis {1985) estabelece © seguinte critério para

selecionar as melhores kK variaveils (1 = k < d) entre as d disponiveis.

Para um sub-grupo de Kk variaveis {XS ,...,Xs } do grupo
1 k
{Xi,...,Xa} considera-se
P P
{witl)} 1 {witzi} 2
R= H T3 (13)
€2 W
i
onde Z & o grupo de k! elementos do conjunto {1,...,N} correspondendo
as k! permutagtes do sub-grupo {XZ,...,XZ}.
1 n
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Fixande este ntimeros de k variaveis a serem escolhidas, o
critério estabelece entdo a preferéncia pelo sub-grupo gue apresenta o
maior valor para R.

A titulo de llustiragio observemos o seguinte exempio.

Exemplo:
d = 3 testes disponiveis
k = 2 testes a serem selecionados
Temos N M 6 permutacdes dos testes X X e X
T{d-k+1) P & ™ 3

Evidentemente cada uma destas permutagdes tem um sentide
proprie, gquante & viabilidade da aplicagio sucegsiva dos testes
clinicos ou mesmc em relacio & observacdo dos sintomas.

A utilidade dos Liestes X:L e X2 para classificagio dos
pacientes seria medida pele R12’ associade aos pescs das permutagdes

X doi lo
(Xi,XZ,XS) e (Xz, 1,X3] nos deis grupos D1 e D,'2 e no global Do‘
onde D =D uD_.
01 =2
Consideremos hipoteticamente
(1) (2) (o

0,6 W 0,5 Wi = 0,53
1 1 1

E
[}

Il

(a)

{1} 0.2 {2} 0,25 {e)
2 2 2

N

W

x
1]

E
j

= 0,23

(a)

(1) (0} . ; . =
Os peses W1 , ‘n'1 e '.».f1 seriam assecciados & permutagdo

(Xl,X ,X ) nog grupos D_, D2 e DO. respectivamente, o mesmo ocorrende
{1) {2) (o)

para Wz , Nz e Wz quanto a permutacéo {Xz,Xi,XB).
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Assim

(31]
P'!. R12
0,6 1,0047
0,4 1,0088
0,1 1,0213

Vemos que embora os indicaderes clinicos tenham grande
associacdo entre Si nos grupos D1 e Dz‘ este comportamento ¢ similar de
forma que os testes clinicos X1 e X2 ndo sio utelis para classificacdo

dos pacientes.

Entretanto, mudando os pesos de Nim’, (i=1,2), pera w1‘°’=
0,21 e w2‘°’= 0,18, temos

[az)
Py Ri2
0,5 3, 2401
0,4 3,2533
0,1 3, 2834

Agora percebe-se a enorme utilidade de Xl e X2 para
clasgificagido, pols suas distribuigdes nos grupos D1 e D2 estéo
fortemente associadas mas em sentido inverse, de forma que na
distribuicéo global [DO] esta associaclc gquase desaparece.

Considerando por ouiro lado

WM = 0,40 W = 0,38 W' = 0,37
(b) ' ’
W'Y = g,28 w'® =g 27 w'® = 0,273
2 2 2
temos agora pesos mais proximes do "peso neutre 1/8" {quando wi = —%— =

—é"} nos grupos D1 e D2. De maneira analoga a (al} encontramos
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{p)
1

0.5 1.0328
1.0184
0. 9780

Redefinindo ¢os pesos de D0 para w§m=0. iS e w;m:O.lB, temos

(bz)

P R
1 12

0.5 3.4322
3.3839
0.1 3.2430

Vemos portanio que R é sensivel em relacfo a diferenca entre
0s pesos de {D1 e Dz} e Do' A comparagéo de (az] e (b2] mostra que
embora as sequéncias (X1’X2’X3] e (X2,X1,X3) de indicadores clinicos
tenham menor importancia no ultimo case, as variaveis X1 e X2 continuam
mantende uma grande utilidade para classificagéo, Jjd& gque o
comportamento destes sintomas difere nosg grupos D1 e Dz'

A0 ocbservarmos as tabelas acima ndoc fica claro a forma de
influéncia das prioris P1 e P2 nos dados hipotéticos. Certamente uma
utilidade crescente das variaveis X1 e X2, como em (a), a medida que a
classe de doentes D1 se torna rara, deve estar correspendide a
niveis de sensibilidade e especificidade dos dois testes.

Nas simulagdes {feitas adiante poderdo ser tiradas algumas

concluades a respeito.

48



3.4 Comparaglo com outros critérios de selegio

Embora muiteos critérios se prestem para selegio de variaveis
binarias, restringiremos a comparagfo do desempenho do coeficiente de

Kokeolakis em relacio a apenas quatre, definidos abaixo.
3.4.1 Critério de Informagio de Akaike [AIC)

A intreducBo do AlC é baseada no principico de maximizagdo de
entropia: formula-se come objetive de inferéncia estatistica a
estimaclo da verdadeira distribuicéo dos dades e tenta-se encontrar a
estimativa que maximiza a entropia esperada. Assim, a média do log
esperado da verossimilhanca seria considerada como uma medida de ajuste
de um modelo, sende que guanto maior seu valor melhor seria o ajuste do
modelo,

Entretante, o maximo do leog da vercessimilhanga tem a tendéncia
geral de sub-estimar o verdadeiro valor da média do log esperado da
verossimilhanca, sendo esta tendéncia mais comum em modelos com um
grande numerc de parametros.

Loge, o valor de

AIC = -2 x (méximo do log da verossimilhanga do modelo) +

+2 % (n2 de paradmetros livres do modelo)

€ o critério para seleclo de modelo.

Especificamente, no caso de selegcdo de variavels para
classificagio onde ¢ interesse & diagnosticar o individuce ne grupo
Dl(indicando este fate por h=1) ou DE(quando h=0), =a partir das
variaveis explanatérias binarias Xi,...,Xd, teriamos o seguinte.
Denotando qualquer sub-grupo do conjunto de indicadores (X1""’Xd]’ o
AIC correspondente aoc modelo em que a classificagio de paciente
dependeria apenas de k (k=1,...,d) variaveis segundc Sakamoto et.

al. (1983} é dado por:
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m.m(h, xl,...,xk]
= (-2) E m{h, xl,...,xk) log L TC TS +
h, x.,...,x 1 k
1 k
+ 2(C - 1), (14}
X
h, x,...,x =0,1
1 k
onde
m{xl,...,x } & A{frequéncia marginal de uma combinagio das
n
variaveis explanatérias
C: ng de calegorias relativas ao sub-grupo (X1""’Xk]' logo,
x
C = 2* assuminde-se m(¢) =n
C. =1
¢

Assim, para um ntmero fixado de k variaveis, geria escolhide
aquele sub-grupo com menor AIC, indicando ent&o os melhores indicadores
para estabelecer um modelo de classificagdo, a partir do relacionamento

entre a posse ou nAc da doenga e os indicadores binarios.
3.4.2 Medida de Informagio de Lindley e Divergéncia de Jeffreys

Para uma dada fungio ¢ definida em um intervalo I, =a

¢-entropia de p = (p.,...,p ) € 1" é definida (Burbea e Rao(1982)) como
I

1

n
Hn,¢(p] = - iEici:(pi], pel

. 1 2 :
¢ para deils vetores p( ), p( - ", a diferenga de Jensen

a0



p(l]+ ptz)
n (2, _ o1 (n (2)
Jn|¢{p P ] N Hnl¢[ 2 ] 2 [Hn!¢ (p ] * Hns¢[p } ]

baseada na ¢-entropia torna-se

{1} {2}
ey, _ o 1 (1) (2) P, ¥ P
el P = L {—2‘ [*"‘pi A )] - ¢[‘“—'z—“— ]}

[Ptl).p(E)}

e 1" x 1"

Quando ¢(x) = x lecg x, a diferenga de Jensen reduz-se 2

Medida de Informagic de Lindley fornecida por um experimento

L=np® - pHEY) - PEG®) (15)

Baseado em entropiacs de grau «, H]_l a(p]' com

24

-1
- - %
¢ (p) = (¢ = 1) “(p p) e * 1
p log p a =1
a medida de divergéncia de Kullback e Leibler para a« = 1 equivale &
Divergéncia de Jeffreys
- (1) 2 (1) (2)
J= % [pi - P, ) llog p.~ - log p, ] (18)

3.4.3 Coeficiente de Bhattacharyya

Sejam duas populagdes multinomials caracterizadas por deis

vetores de probabilidade (pil), ... ,‘p(n) e {piz), . (2))

p(z)= 1, [/pi“"”'/p:) ] o [/p(z))‘“’

Entéao,

It
1
COmo Ep( = 1 e
. 1

i=1 i

i 1

Wopg o

1

(2) . .
pn ] podem ser considerados os cossenos diretores das duas retas
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passando pela origem em um espago n-dimensional.
0 quadrade do 4ngulo entre estas duas linhas pode ser
considerado uma medida apropriada de divergéncia entre estas duas

populaqées[Bhattacharyya[1948)L

Assim, se 2 medida de divergéncia é denotada por Az. entao

cos A = /pmptz) s /pmptzy

1 1 n n

A partir desta medida, Matusita(1951) apresenta o coeficiente

B = - log p, conde
Do ]V
p = [ ¥ P, P, ] {17)
i=1
come uma medida de afinidade entre as duas distribuigdes.
Para as dltimas trés medidas, - Lindley, Jeffreys e

Bhattacharyya, um grande valor para o¢ coeficiente indica que a
distribuicdc cenjunta dos indicadores clinicos em cada grupo de
paciéntes (portadores e néo-portadores da doenga) diverge bastante.
Logo, =& observagao destas variavels em um paciente se constitul num

subsidio valioso para diagnéstico.
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4. COMPARACOES POR SIMULACOES EM MONTE CARLO

4.1 Intreodugao

O objetive das simulagbes €& observar o comportamento do
desempernho de coeficiente de Kokolakis na selegdo das melhores
variaveis para classificagdo, frente a outros critéries, aplicado a
particulares estruturas de dependéncia entre os testes. Estas
simulagdes foram realizadas através de um programa em linguagem
Fortran no VAX da Unicamp, sendo os resultados apresentados no capitulo
5.

Consideremes o casoc especial onde seria buscada a selegic de
duas varidveis em trés disponivels para classificacdo dos pacientes. O
motivo da redugdo deste numero de variavels, como Jja fol discutide
anteriormente, seria no sentido de reduzir o custe da aplicagfo dos
testes clinicos nos pacientes ou ocutro associado & rapidez na coleta
dos dados possibilitando também a construgfo de regras parcimoniosas de
diagnostico.

Suponhamos entéo a disponibilidade dos testes clinicos Xl, X2
e Xs’ que indicam a presenca ou nido de trés caracteristicas distintas

associadas a uma determinada doenga de interesse, com as seguintes

distribuicbes:

]
X, (P(X /D) P(X /D) X, (P(X/D)P(X,/D) X |P(X /D )P(X. /D)

1 .8 g.2 1 0.85 0.48 1 0.75 0.3
0 0.1 0.8 o 0.45 0.52 0 G.25 0.7

Observando estas distribuicgdes acima e as distribuigdes

conjuntas de (X1’X3)’ sob independéncia nas classes D1 e D2
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P(X ,X /D) P(X ,X /D)
1" 73" 1'73" T2

X XB 1 0 X Xa 1 0
1 1
1 0.675 0.225 1 0.08 0.14
0 0.975 0.025 G G.24 0.56

parece evidente que os testes X1 e Xs constituem o melhor par de
indicadores para classificar um paciente, sendo o teste X2 praticamente
inutil para auxiliar no diagnastico.

A observagao da presenga conjunta das caracteristicas X:l e

X isto &, [xl,x3)=(1,1), ou a auséncia conjunta de ambas, aparenta

’
ser uma evidéncia valiosa para diagnosticar o paciente como integrante
da classe D1 ou D2, respectivamente.

Entretanto, aoc utilizarmos a taxa de erro come critério de
desempenho das regras de classificagio, sem © uso de uma fungio
utilidade com consegliéncias diferenciadas para o false positivo ou
false negailiveo, a regra de Bayes pode criar um par melhor do gque este
acima.

Para a situacgic de independéncia conjunta entre as trés
variaveis em ambos o©0s grupos, teriamos as taxas 6timas de erro para

variavels e pares segundo niveis de prevaléncia da doenga, conforme

tabela abalxoc.
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“1

F 0.1 0.2 0.3 C.4 0.5
Xl 0.10 0.18 0.17 0.16 0.15
Xz 0.10 0.20 0.30 0.40 G. 465
Xs 0.10 0.20 0.285 0.28 0.275
Xl’xz 0.10 0.1778] 0.17 0.16 0.13
X1,X3 GC.08B5) 0.113 } 0.1385 | 0.16 0.15
XZ,X3 0.10 0.20 0.27705] 0.28 0.275

Inicialmente percebemos que sob o critério da taxa de erro de
classificacéo as variaveis X1 e X3 se constituem sempre nos melhores
testes individuais, na regifoc de incidéncia (ou prevaléncia)
considerada da doenca (isto &, o tamanho da classe D1L

Entretanto, dependendo da prevaléncia da doenga sob esiude, ¢
par {Xl,Xz) pode competir com (X1’X3)’ apresentandc o mesmo desempenho.
Nesta sitvacio, dependendo do esforge ou custe para observar as
variaveis X2 e Xs’ ¢ pesquisador poderia optar pela utilizacfo de X1 e
Xz. Contudo, este nio parece ser ainda ¢ caso onde este deveria ser o
par de variavels a ser escelhido peois X2 ndo consegue nunca contribuir
de forma significativa na redugfo da taxa individual de errco sob
utilizagho de X{

Vemos também gque a medida gque a prevaléncla da doenga diminui
nao se distingue a melhor variavel individual ou par de testes para
classificacgao.

Nao estudaremos aquil diferentes niveis de sensibilidade e
especificidade para que os testes criem sifuagdes mais ricas e
conclusivas a respeito de doencas raras, para observar o desempenho do

coeficiente de Kokelakis.
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Assim, serée consideradas nove formas de estruturas de
dependéncia entre oS trés lestes, para suas distribuicgtes
unidimensionais fixadas no inicio. Em relacdo as taxas de prevaléncia

da doenga ser#éc considerados os niveis H1=O.5, 0.25 e 0.10,

4.2 As estruturas simuladas de dependéncia entre os indicadores

As estruturas criadas foram Independéncia entre os trés
testes e outras oito siluagdes de dependéncia entre duas variavels. Ao
utilizarmos a express@o (4) para a taxa de erro étima dada pele par
[X1’X2) vemes que sua taxa nfoc & alterada por qualquer valor da
diferenga das covariancias entre estas variaveis nos grupos D1 e D2, no
caso I =II_.

12

Criamos assim oito situagdes com diferentes valores para as
covariancias entre X1 e X3 ou X2 e X3 nas classes, de forma a tornar o
par {X1'Xa} como agquele com menor taxa o6tima de errc ou entfo diminuir
a taxa de erro do par (Xz’xs] para que ¢ mesmo atrapalhe um pouco a
superioridade dos outros dois pares de testes.

Entretanto, como estas estruturas de covariancia também foram
estendidas aocs c2sos onde I&=U.25 e (.10, diferentes situacgbes iréo
surgir, chegande mesmo a inverter a ordem de supericridade entre os
trés pares.

N&o & nossa preocupagio explicar agqui a viabilidade dos
valores das covariancias, quando poderemos assumir, por exemplo, uma
forte correlacio negativa entre deis sintomas no grupo de individuos
portadores da deoenga.

Na classificacido de nascimentos de criangas, por exemplo,
poderiam ser consideradas ‘“normais" aquelas com pequeno tfempo de
gestaclo e baixo peso ac nascer ou com tempo de gestagio longo e alto
peso ao nascer. Enguante isso, criancas "n&o normais” seriam aquelas de
longa gestachBo mes balxo peso ao nascer ou com curta gestagido e alto

PeES0O a0 nascer.
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Loge, dependendo da aplicagio pratica, pode ocorrer que
determinadas estruturas de dependéncla entre as caracteristicas ou
sintomas levem a regra a classificar um individuo com indicadores
bﬂ,xj)=(0,0) e (1,1) em um grupo, e (0,1) e (1,0) em outro, embora

isto n&o parega comum.
Temos entfo as seguintes estruturas estudadas, acompanhadas
pelas taxas 6timas de erro individuals e para pares de testes, para os

trés niveis de prevaléncia estudados:.

elzindependéncia

i
1
F 0.10 0.25 0.5
X1 0.10 0.175 0.15
X2 C. 10 0.25 0. 4865
XS G. 10 0.28 0.275
Xi,X2 4. 10 G.175% 0.15
XI'XS 0.0865 0.12625] 0.15
X X G. 10 0.25 0.273
2 =
X X & Q.086% 0.12625| 0.15
1 2 3
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(pw =0.05, T = 0.05)

i
1
F 0.1 0.25 0.5
X ,X 0.10 0. 175 0.15
1 2
XX, 0. 10 0.15125} 0. 15
X ,X 0.10 0.25 0.275
o
X, XX 0.10 0.15125| 0.15
(p_=0.03, t = -0.04)
13
i
1
F 0.1 0.25 0.5
X, % 0. 11 0.175 0.15
i 2
X, X, 0.0575 0.08875{ 0. 15
X ,X 0.11 0.25 0.275
2 3
XX, X 0.0575 0.08875( 0.14708
(p._ = 0.05, T = -0.045)
13
- 1
1
F 0.1 0.25 0.5
X, X 0.10 0.173 0.15
1 2
X, X, 0. 041 0.08 Q. 145
X, X 0.10 0.25 0.275
2 3
XXX 0.041 0.08 0.14128

58



e (p,, =0.10, T_ = -0.08)
F 0.1 0.25 .5
XX 0.10 0.175 15
172
Xl’xa 0. 0865 0.12625 .15
2. X 0.10 0. 18988 . 275
2" g
X ’XE’XS 0. 0654 0.12104 . 12525
ey [pz3 = -0.10, 7__ = 0.13)
F a.1 0.25 L3
XI'X .10 0.175 .15
Xl'Xa 0.0865 0.12625 .15
XZ,XS 0.07965 0.18013 . 25925
X ,XE,XB 0.08531 0.10371 . 09475
1
e (p. =0.12, *__ = -0.11)
F 0.1 0.258 .5
X ,X 0.10 0.175 .15
1’72
Xl,XS 0.0865 0.12625 .15
XZ’XS Q.07735 0. 14238 . 25075
X, X X 0. 0582 0.11204 . 10025
1" 2" e |
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e, [pz3 = -0.08, Toa = 0.14)
Tl
1
F 0.1 0.25 0.5
X X 0.10 0.175 0.15
17 %2
XI’XS 0. 0865 0.12625; 0.15
XQ’XB 0.07065 0. 15283 0.25428
X ’XE'XS 0.06351 ¢.10088( 0.08875
e: (p 5 = 0.10, T, T -0.13)
]
1
F 0.1 0.25 0.5
X1’X2 0.10 0.175 0.15
Xi,XB 0.08B5 0.12625| 0.15
XE’XS 0.06135 0.13238] 0.25075
Xl,Xz,XS 0.0584 0.10813| 9.10025

4.3 Dos itamanhos amosirais e numero de simulacgles

Para cada situacho, isto &, uma estrutura =zssociada com um
nivel de prevaléncia da deenga, foram tomadas 500 amostras simuladas de
pacientes. 0 processe fol amostragem aleatéria simples na populagio
D0=D10 D2 de interesse, de forma gue o numerc esperado de pacientes com

a doenga na amostra era mﬂi, onde m era o tamanho amesiral fixadao.
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Em cada situagio foram tomados trés tamanhos diferenies de
amostira, fixades em 100, 250 e 380 pacientes, para acompanhar o
desempenho dos coeficientes sob comparacgio de forma sucessiva, 0 ultimo
tamanhe amostral, 360, foi tomadeo pafa satisfazer ¢ reguisito citado
por Stanish e Allred{1981). Em uma tabela multidimensional, onde cada
sub-tabela representa a classificagic cruzada da variavel dependente
(grupe ou classe do paciente, D1 ou Dz] com a covarldvel que estda sendo
considerada para inclusdc no modelo, esta pode ser vista come um
conjunto de sub-tabelas rxc.

0 teste da razio de verossimilhanga{TRV) para inclusio de
variaveis que causem a maior reducdo na eniropia somente seria
apropriade gquando o tamanho amostral de cada sub-tabela fosse
suficientemente grande (m maior gue 20 para cada grau de liberdade
extraido dos dados). Ac aplicarmos este conceito as estruturas acima,
uma delas exigiu 363 pacientes, sendo este numero o maximo solicitado.
Assim, foi este o maximo assumido para todas, onde entio haveria
estabilidade para a inclusio de variaveis no modelo sob o TRY,

Teremos entio para cada uma das 27 situagbes (9 estruturas de
dependéncia das veridveis combinadas com 3 niveis de prevaléncia da
doenga na peopulacéo) 500 amostras aleatérias simples de tamanhos 100,

250 e 360 pacientes.

4.4 Sobre o critérie para desempenho dos coeficientes

Em cada uma das situacbes, para cada tamanhe amostral sera
registrade o numerc de vezes nas 500 amostras geradas em gue os
coeficientes de Kokolaskis, Lindley, Jeffreys, Akaike e Bhattacharyya
sfo maximos para o par {X1’X3]’ indicande (ou detectando) que estes
gseriam os melhores indicadores para classificagéo.

A opcio por este par deve-se ac fate de que em todas as
estruturas simuladas sob prevaléncias 0.850 e 0.25, o mesmo & composto
pelas melhores variaveis individuals e sua taxa de erro comum ¢ péo

superior acs outros dois pares. Além disso, sem considerarmos o custo
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de observacgioc das variaveis, nho caso de valor perdido ou informagdo ndo
registrada de um destes dois indicadores num paciente, © outro
restante permitiria um diagnéstico ainda satigfatério, com taxa de erro
nao significativamente aumentada.

Assim, na esirutura e, com prevaléncia 0.25, por exemplo,
para confirmar sua utilidade de gelecho de variaveis, todos os
coeficientes investigados deverfio detectar o par (Xi,Xs) come ¢ melhor
em quase todas as 500 amostras geradas para cada um dos i{rés tamanhos
amostrais pols sua taxa 6tima de erro & minima.

Contudo, sob prevaléncia 0.10, este par ndo se constitui no
melhor (com menor taxa otima de erro) nas estruturas € €, € e e
Neste caso, embora as simulagdes possam criar particulares amostras
onde (xl,xg) se mostre o melhor par, espera-se gue um bom coeficiente
selecione este par um numere multo pegueno de vezes entre as 500
simulagdes. Obviamente as taxas de erro dos pares (X1,X3] e (XE,XSJ S&0
relativamente préximas, mas os coeficienies deverdo ser sensiveis para
a superioridade deste tliimo par, gue apresenta a menor taxa otima de
erro.

Para os coeficientes de Lindley e de Kokolakis veremcs também
o efeito da prebabilidade a priori atribuida acs deis grupos, supondo
gque ¢ pesquisador desconhega a prevaléncia que a doenga exerce na
populacéo sob estudo.

Logo, para cada nivel de prevaléncia em que as simulacgdes
serdo feitas consideraremes o poder de deteccfo do par [X1’X3) pelos
coeficientes citados, utilizando as prioris de (.10, 0.25 e 0.850.
Veremos entdc o© desempenho de cada coeficiente ac especificar uma
probabilidade a priori P1 que concerda com a prevaléncia Tfl da doenga

ou que comete uma alta sub-estimacio ou super-estimacdo de seu valor.
0Os cceficientes de Bhattacharyya, Jeffreys e Lindley f{foram

calculados através de distribuigbes  preditivas  baseadas em

distribuicbes a priori dadas como em {11).
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4.5 0s modelos de classificagho e seu desempenho

As irés regras de classificagio gue usaremos aguil para um
paciente com um vetor de indicadores observados x:{xf...,xd}
proveniente da classe D1 {i=1,2) com probabilidade a priori Pi serao:

Modelo 1: Kokolakis

Aloca-se x a D1 se

%4 (1)

S S S SV @
i i

o !
(1) X d (2)
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¥
o
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£

(18)

e, caso contrario, a Dg

Segundo Kokolakis(1983) prioris do tipo (7) com g(@) definida
por (8) n3o sio coerentes com cada uma das outras para diferentes
dimensionalidades do vetor de indicadores. Entretanto, pode-se atingir

uma coeréncia aproximada reguerendo-se gue a prieri as varifncias de

P{¥X =1} (i=1,...,d) para d fixado sejam todas iguais a
1 1+« d
V(a,d) = VEP(X1=1)] = m— [1 - [—l—m] ] (.‘L:l,...,d}

podendo permanecer a mMesma Se indicadores sac introduzides ou
deletados.

Como V(«,d) é decrescente tanto em o como em d, um decréscimo
apropriado de « precisa acompanhar um acréscimc de d devido 2

introducdo de indicadores adicicnais.

Modelo 2: Dirichlet Simétrica

Aloca-se x a D1 se
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'Y 2 R'®y 2/n
x x

1 m + 2 = Pa m + Z (13)
1 2

e, caso contrarioc, a D?

Modelo 3: Independéncia
Embora possa ser inadequado ou irrealista, fol encentrado por
Titterington et. al.(1981) como um dos melhores modelos para
classificagéo.

Assim, aloca-se X a D1 se

(1) (2)
d R i + 1/2 d R i + 1/2
P1 1 (1) (1) = F; m (2) {2} (20)
1=1 R + R- + 1 iz1 R + R- + 1
X X X X
1 g i i
e, casg conirédrio, =a De’ com ;l = 1 - X, (i=1,...,d) e
RX‘”,...,X (j=1.2 : 1=1,...,d) =a frequéncia do vetor (x,..., x )

1 1
nos dados da amestra plloto da classe Df

Este modelo de classificagioc é equivalente a assumir que as
chances P(Xi=l) (i=1,...,d) s=fo independentes com probabilidades =a
1

priori simétricas beta de parametro a = 5

Por motivos de esforgo compuiacional as trés regras de
classificagio acima foram estabelecidas somente para o casoc em que H1

era conhecida.
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Para cada uma das situagbes {estrutura associada ac nivel de
prevaléncia da doenga), sob tamanho amostral fixade, os trés modeleos de
classificacio foram aplicados aos pacientes em cada amostra das 500
simuladas.

A comparagdoc entre eles deu-se pelas taxas atuais de erro,
registrando—-se sob cada par de variaveis empregadas para classificagio
o numcro de amosiras em que cada modelo obtém falso positive e falso
negativo nao superior aos demais pares,

Assim, por exemplo, um modelo que Tregisirasse, numa
particular situacéo, 487 vezes um falso positive e 432 vezes um falso
negative n&o superiores aos correspondentes falsc positive e Talso
negalivo dados peles outros dois modelos, nas 500 amostras simuladas,
estaria apresentandoc um 6timo desempenho ao utilizar aquele par de
variaveis para emitir diagnéstico.

Além disse, fol registrado o desempenho de cada modelo na
amostra futura, ou seja, a regra de classificagfo criada na t-ésima
amostra fol aplicada na (t+1)-ésima amostra. Para a regra construida na
altima amostra (t=500) foi gerada uma amostra adicional com o cbjetive
exclusivo de aplicachce desta regra existente, para cada modelec de
classificacgéo.

Tivemos assim & comparagdo de cada modelo através da taxa de
falso positivo e falsco negativo na amostra atual e na amostra futura,
para cada par de indicadores utilizados para classificaclo. Ao final,
além do regisiro do niumero de amostiras em gue cada modelo se mestrou
ndc inferior acs demals, fol observado também a taxa média de falso
positivo e falso negative, para cada medelo, sob cada par de variaveis
empregado,

Devide & balxa dimensionalidade do vetor de informagdes para
diagnéstico, as observacdes (xi,xj)=[1,1), (1,0), (0, 1) ou
(0,0) poderiam tornar os modelos pouco distintos entre si, em relagio a
regra de classificagéo para cada evidéncia observada no paciente.

Assim, registrou-se também em guantas vezes das 2000
possiveis (500 amostras com 4 evidéncias possiveis} o modelo 1 de

Kokolakis concordava com o modelo 2 e com o modelo 3 na regra de
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classiflicacde, em todas as situagdes simuladas. Associado a isto,
anotou-se também o© numero de paclentes que foram diagnosticados
similarmente, em correspondéncia a igualdade dos modelos quanto & regra

estabelecida para cada par utilizado de indicadores.
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5. APRESENTACAO E DISCUSSAC DUS RESULTADOS

As tabelas 1 a 8 gue se seguem apresentam os  resultadosg
gquante ao numerc de vezes em 500 amostras geradas em que os
coeficientes estudados delectaram o par (X;'Xs) comc © melhor para
classiflicacao,

Inicialmente, cbservando a tabela 1. VEemos que sob
independénecia os coeficientes apresentaram um bom desempenho para todos

os nivels de prevaléncia da doenga.

Tabela 1: Detecgio do par (X1'X3] pelos coeficientes sob
estrutura € por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amosiral e priori.

n1=DA10 ﬂ1=0.25 ﬂ1=0.50
m m m
Coeficiente 100 250 360 100 250 380 100 250 360
Akaike 447 481 500 476 500 500 489 500 500
Bhattacharyya | 436 481 482 467 498 488 467 488 4498
Jeffreys 457 48B3 474 469 487 498 477 500 500
0.10 403 4BZ 488 442 495 488 347 428 457
L 0.25 320 427 458 461 489 498 407 481 488
0.50 256 362 408 416 484 488 462 500 500
0.10 488 498 500 489 500 500 481 488 500
R 0.25 397 466 481 498 500 500 492 500 500
0. 350 305 403 435 477 495 500 499 50C 500
I

(Nota; L indica ¢ coeficiente de Lindley, L G.1i0 este mesmo
coeficiente sob priori 0.10, R o coeficiente de Kokola-
kis, e assim por diante)

Vemos que, <ob Independéncia e prevaléncia H1=O‘10, as

coeficientes de Lindley e de Kokolakis apresentam um desempenho
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inferior quando utilizam uma priori que super-estima a prevaléncia da
doenga, embora o par fixado (Xl.XS) seja aquele com menor taxa 6tima de
erro.

Para as outras duas prevaléncias percebe-se que, embora os
demais coeficientes apresentem uma boa detecgio do par citado, o
desempenho do coeficiente R & ligeiramente melhor aos demals,
independente da priori utilizada.

Quande colocamos covariéncias entre X1 e X3 iguais nas duas
classes D1 e D2, nfo alterando as taxas 6timas de errc sob prevaléncia
0.50 e sem formar um par melhor do que [X1’x:3) para os outros dois
niveis de Hl, percebemos uma alteragfo do desempenho, come mostra a

tabela 2.

Tabela 2: DetecGio do par (X1’x9) pelos coeficientes sob
estrutura e Ppor nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amostral e priori.

n_=0.10 n =0,258 w =0.50
1 1 1
m m m
Coeficiente 100 250 380 100 250 360 100 250 360
Akaike 325 407 426 350 438 467 | 359 429 453
Bhatiacharyya 137 79 S8 i1z 56 30 117 56 32
Jeffreys 344 322 332 323 375 400 | 378 422 450
0.10 159 286 358 169 215 248 130 97 75
L 0.25 205 306 356 | 229 383 415 146 133 121
0.50 210 314 358 299 411 440 | 283 385 404
0.10 465 488 500 | 498 500 500 | 482 500 500
R 0.25 403 468 483 491 500 500 | 485 500 500
0.50 324 410 4458 471 497 500 | 498 500 500

Os resultados acima mostram a grande vantagem de utilizar o

ceeficiente R para selecionar o melhor par de variavels. Mesmo gque
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outros pares apresentem mesma taxa o6tima de erro sob prevaléncias 0.10
e 0.50, insistimos na definicdc de (X1’X3) come o melhor par de
indicadores, como j& reiterade antes.

Entretantc, ao colocarmos covariincias baixas com sentidos
opostos nos grupos, embora o par (XI,XB) seja realmente o melher, volta

a ocorrer um desempenho proximo ac da situagdc de independéncia.

Tabela 3: Deteccie do par (X1’X3) pelos coeficientes sob
estrutura eg, per nivel de prevaléncia da doenca, tamanho

amosiral e priori,.

nl=0.10 n1=0.25 n1=0.50
m m m
Coeficiente 100 250 380 100 250 380 100 250 360
Akaike 490 500 500 4836 500 500 | 482 500 500
Bhattacharyya 431 488 496 | 484 4989 500 | 4892 500 500
Jeffreys 464 475 484 487 497 500 424 500 500
0.10 474 500 500 488 500 500 | 407 472 482
L 0.25 403 487 499 4856 500 500 | 449 492 488
0. 50 284 409 425 | 482 500 500 | 483 500 500
G.10 A59 495 500 | 488 500 500 482 500 500
R 0.25 366 453 480 496 4239 3500 433 500 500
0.50 268 3656 371 471 4898 489 | 459 500 500

A tabela 3 mostra gue, como ocorreu para a estrutura € sob
prevaléncia 0.10, o coeficiente de Kokelakis reduz seu desempenhoc =ao
super-estimar a prevaléncia da doenca. Contudo, seu desempenho &
excelente sob as outras prevaléncias, sendo equivalente aos demais.

Resultados praticamente analogos aocs da ultima estrutura s3o
cbtides para covariancias ainda baixas, guase iguais as fixadas

anteriormente, como mostra a tabela 4 abalxe.
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Tabela 4: Detecgdo deo par (X1’X3) pelocs coeficientes sob
estrutura e, por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho
amostral e priori.
n =0.10 n =0.25 n_=0.50
1 1 1
m m m
Coeficiente 100 250 360 100 250 360 100 250 360
Akaike 498 500 500 492 500 500 437 500 300
Bhattacharyya | 460 485 499 488 488 500 489 500 500
Jeffreys 484 4893 496 494 489 BoOo | 487 500 500
0.10 492 500 500 495 500 500 | 410 473 489
L 0.25 447 498 500 498 B0OO BQO 452 484 499
0.50 374 470 4885 433 500 500 | 485 500 500
C. 10 472 499 500 489 bBCO 500 | 483 500 500
R 0.25 396 474 486 | 483 489 500 | 493 500. 500
0.50 305 425 439 470 497 500G | 500 500 500
Covariancias altas e em sentido oposte nas c¢lasses, como

simuladoe na estrutura eS,

mostram a superioridade do coeficiente de

Kokolakis. Como podemcs ver adiante na tabela 5, o par (X1’X3}’ gue

apresenta menor taxa de erro sob as prevaléncias fixadas é melhor

detectado pelo R, principalmente sob peguenc tamanho amostral.

70



Tabela §: Detecgdo do par (X.X,) pelos coeficientes sob
estrutura e, por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amostral e priori.

n_=0. 10 n =0,23 n =0.50
1 1 1
m m m
Coeficiente 100 250 380 100 250 360 100 250 3860
Akaike 410 479 494 453 4389 500 462 500 500
Bhattacharyya 410 471 492 457 488 500 460 488 498
Jeffreys 437 A4AB3 489 459 487 488 454 499 500
0.10 367 478 494 424 491 497 302 388 447
L 0.25 289 411 480 444 4939 500 3689 483 488
0.50 239 324 394 408 486 500 462 492 500
0.10 475 498 50O 499 500 500 466 497 500
R Q.25 400 476 489 498 500 500 487 500 500
0.50 326 419 459 485 500 &§00 500 500 S00

Mantendo ainda altas as covariidncias mas invertendo seu sinal
nos grupos em relagdo a ultima estrutura, a superioridade do R aumenta
significativamente sobre os demais coeficientes.

Entretanto, sob prevaléncia 0.10 o melhor par de indicadores
Jja nio & mais [XI,XS) mas Sim (Xz,Xgl, exatamente aquele composto pelas
picres variavels individuais para classificagfo. Assim, mesmo que as
taxas 6étimas de erro destes pares sejam préoximas e os demals
coeficientes cometam o0 mesmoe equivoco quanto a selecfo de (Xl,XSJ,
surpreende o fato de Kokolakis apresentar uma detecg@o tdo alta, como

mostra a tabela B.
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Tabela B: Deteccao do par (X1’X3) pelos coeflclentes sob
estrutura e, por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amostral e prieri.

1t =0.10 n =0.25 7t =0.50
1 1 1
m m m
Coeficiente 100 250 360 100 250 380 100 250 380
Akaike 345 414 434 387 457 481 408 479 487
Bhattacharyya | 383 4865 481 432 488 499 AA2 A96 499
Jeffreys 383 377 365 391 3B9 381 382 411 400
0.10 308 425 444 325 387 393 185 197 190
L 0.25 280 401 438 394 470 487 263 316 331
0.50 264 357 391 391 470 492 423 485 4§93
0.10 451 498 499 498 50O 800 484 500 8BGO
R 0.258 394 4B0 479 480 498 S00 497 500 500
0.50 321 408 444 465 496 500 497 500 500

Trabalhando =ainda com covarifdnecias altas nos grupos,
colocadas de forma a tornar menor o erro do par (Xa,XSJ sob
prevaléncias balixas, chega-se a resultados similares aos encontrados
para a estrutura e

Cbhservando 2as tabelas que se seguem, quando © par [XZ,XBJ
passa a ser o melhor sob n1=0.10, o coeficiente R continua acusando

(Xl,XS) como o par ideal de variaveis num nimerc excessivo de amostras.
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Tabela 7: DetecgBo do par {X1’x3) pelos coeficientes sob
estrutura e, por nivel de prevaléncia da doenga, tamanhe

amostral e priori.

n_=0.10 n =0.25 n_=0.50
b 1 1
m m m
Coeficliente 100 250 360 100 250 360 100 250 360
Akaike 312 390 416 | 380 455 461 403 469 479
Bhattacharyya | 368 462 476 420 483 483 425 481 494
Jeffreys 405 434 420 | 407 417 419 | 399 417 440
0.10 274 398 423 | 330 409 427 | 242 288 337
L 0.25 244 373 409 | 381 464 472 | 3068 378 428
0.50 220 319 370 | 368 466 481 409 473 485
0.10 477 493 500 | 496 S00 500 | 468 497 500
R 0.25 401 479 4893 | 499 500 500 | 486 499 500
0.50 316 426 458 | 487 500 S00 | 800 500 500
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Tabela B8: Detecgdo do par (xl,xa) pelos coeficientes sob
estrutura es, por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amostral e priori.

n1=0.10 n1=0.25 n1=0.50
m m m
Coeficiente 100 250 360 100 250 380 | 100 250 380
Akaike 292 344 390 | 363 425 441 | 373 447 464
Brattacharyya| 383 449 479 434 486 497 | 428 483 498
Jeffreys 382 334 349 | 361 334 311 | 362 346 336
0.10 288 354 404 | 284 280 286 | 130 111 101
L 0.258 270 373 441 | 383 440 484 | 214 237 238
0.50 258 348 382 | 388 471 492 | 412 463 470
0.10 459 492 497 | 498 500 500 | 485 500 500
R 0.25 388 452 474 | 493 500 500 | 492 500 500
0.50 310 394 428 | 469 497 499 | 499 500 500
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Tabela 9: Detecgéo do par (X1’Xa) pelos coeficlientes sob
estrutura ey por nivel de prevaléncia da doenga, tamanho

amostral e priori.

n1=0.10 n1=0.25 n1=0.50
m m m
Coeficiente 100 250 360 100 250 360 100 250 360
Akaike 268 322 324 | 339 407 441 | 401 465 487
Brattacharyya! 369 448 462 | 417 482 492 | 426 478 491
Jeffreys 383 423 411 395 431 448 | 388 418 417
0.10 246 317 334 | 287 28B6 276 167 171 139
L 0.25 269 376 409 | 351 420 446 | 245 312 315
Q.50 237 346 391 374 375 488 | 422 463 487
0.10 469 500 500 | 497 500 500 | 473 496 489
R 0.25 411 482 491 494 500 500 | 486 500 3500
0.50 308 428 4852 | 482 500 500 | 497 500 3500

Todos os coeficientes estudades expressam a utilidade do par
de variaveis (X1’x3) para classificagfo, ou seja, quanto maior for o
valor assumide por um coeficiente maior serd a Iimporténcia dos
indicadores para emitir diagnostico, com exceglio de critéric de Akalke,
expresso em unidade negativa,

Assim, seria esperada uma correlacio expressiva entre eles,
Ja que s8c guiados pelo mesmo principio.

No casc de independéncia sob prevaléncia 0.50, os resultados
ndo mostram tal fato, mesme sendo {X1’X3] o melhor par de testes, de
forma que todos os indicadores deveriam simultaneamente apresentar
altos valores para cada amostra simulada.

As tabelas abaixe mostram as correlagdes estimadas para a

situagio citada, sob o5 irés tamanhos amostrais fixados.
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Sob m1=100

B J L0.10 L0.25 Lo.sn RO.IO Ro.zs Ro.so
A F0.949 -0.990 -0.658 -0.807 -0.975% -0.503 -0.494 —0.3721
B 0.941 0.761 0.874 0.944 0.630 0.B20 0.481
J 0.B57 0.801 0.960 0.523 0.503 0.369
LO 10 ¢.973 0.687 0.803 0.724 0.434
Lb o5 0.8356 0.781 0.719 0. 462
L 0. 552 0.544 0.424
0.50
R 0.860 0. 690
0.10
R 0. 866
0.25|, J
Sob m_ =250
2
B J Lo.10 Lo.zs Lo.so Ro.1o Ro.as Ro.so
A -0.9B3 ~D.971 -0.702 -0.839 -0.980 -0.637 -0.B61 =-0.604)
B 0.928 0.800 0. 900 0.848 0.722 0.741 0.659
J 0.689 0.802 0.%44 0.813 0.6842 0.597
L010 0.974 0.723 . 880 0.818 0.563
L 0.880 0. 8BS 0.827 0.620
0.25
L 0.659 0.685 0.627
Q.50
R 0.974 0.767
0.10
R 0.832
0.25| J
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Sob m_=360
3

B J I"0.10 L0.2S LO.SO Ro.1o R0.25 RO.SO
A [-0.866 -0.969 -0.715 -0.846 ~-0.983 -0.650 -0.664 -0.599)
B 0.830 0.814 ©0.8910 0.952 0.748 0.757 0.668
J 0.684 0.813 0.951 0.637 0.855 0.600
Lo 1o 0.975 0.733 0.888 0.826 0.583
L 0.866 0.871 0.830 0.830
0.25
L 0.668 0.683 0.815
0.50
R 0.978 0.793
a.10
R 0.904
0.25 J

Vemos acima a evoluglio crescente das correlagbes, na medida
em que o tamanho amostral aumenta. Na verdade estes resultaddos apenas
exibem a grande concordancia des coeficientes em identificar os
indicadores (XI,XS) para classificagée, como visto na tabela 1.

Entretanto, cabe ressaltar a baixa correlagic que o
coeficiente R, sob priori 0.50, apresenta com os coeficientes de
Akaike, Bhattacharyya, Jeffreys e Lindley (este, sob a mesma priori
0.50}. Embora todos eles tenham uma 6tima deteccSo do melhor par, na
medida que uma amostra muito informativa reforgasse a superioridade de
“&'Xa) para classificagfo, todos estes coeficientes deveriam assumir
um alto valor. Além disso, segundo Kokolakis(1985), seu critério e o de
Lindley compeortam-se similarmente, com excegBo de vetores extremos de
prebabilidades preditivas.

Ainda sob a esirutura de independéncia com prevaléncia 0,50,
o coeficiente R apresentou uma variabilidade muitc baixa, para todes es
trés niveis de priori fixadoes.

Para =a priori fixada 0.50, combinandc portanto com a
verdadeira prevaléncia da doenga, vemos no histograma e informagbes
abaixo o comportamento estavel deste coeficiente, para o tamanho

amostral m=360 a partir da utilizacdo de (XI.XS}.
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Quanto & concordéncla entre os modelos de classiflcagdo,
encontrou-se um diagnéstico praticamente igual fornecidos pelo modelo
de Kokolakis e o da Dirichlet simétrica para qualquer quadro clinico
dos paclentes, dado pelos pares de variaveis.

Sob utilizagBo do par (Xi,Xa) na sltuagfo de independéncia,
vemos também na tabela 10 uma discordancia malor entre os meodelos de
Kokelakis e o de Independéncia na classificaglio dos pacientes, sob

baixas prevaléncias (0.10 e 0.25).

Tabela 10: Concordancia no diagnéstico entre o modelo de
Kokeolakis e os demails através de [XI,XS) e o numero de
pacientes com Igual classificaglc pelos modelos sob estrutura

e, por incidéncia e tamanho amostral.

a: u1=0.10
m
Modeles 100 250 380
Concordéncia 1980 1997 1995
K-DS pacientes 49876 124900 179819
Concordancia 157E 1638 1660
K- Pacientes 44458 1126879 183341
b: n1=0.25
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 2000 2600 2000
K=D5 Pacientes 50000 125000 180000
Concordancia 1551 1507 1503
K1 pacientes 42736 105011 151274
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c: w =0,50
1

m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1995 2000 2000
K"DS pacientes 49929 125000 180000
Concordancia 1835 1984 1890
K1 pacientes 48852 124273 179353

A diferenga entre o diagnéstico emitido pelo

modelo de

Kokolakis e o de Independéncia ao utilizar o par (XE,XSJ se acentua

mais sob a prevaléncia 0.10, guande estas variaveis passam a ter uma

pequena covariéncia nas classes.

Tabela 11: Concordancia no

diagnoéstico entre

o modele de

Kokolakis e os demais através de (Xi,XS} e ¢ numero de pacientes

com igual classificagio pelos modelos

prevaléncia e tamanho amostral.

sob estrutura ez,

a:n1=0.10
m
Modelos 100 250 380
Concordincia 1999 1999 2000
K-S pacientes 49989 124963 180000
Concordancia 1302 1176 1138
K-l pacientes 40044 96279 137094
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b: n1=0.25

m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1996 - 1998 1999
K-DS Pacientes 49960 124951 179855
Concordancia 1590 1557 1533
" Pacientes 45308 112576 161253
c: u1=0.50
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1988 1889 2000
KPS pacientes 49970 124966 180000
Concordancia 1937 1985 1898
Pacientes 49244 124538 179910

As tabelas 12 e 13 que se seguem apresentam outros niveis de
concerdancia entre os modelos ao utilizar o par de indicadores ja
citado acima. A primeira delas, referente a estrutura ea, encontra
valores praticamente iguais aos encontrados para a estrutura €, néo
apresentados aqui.

Enquanto isso, a tabela 13 apresenta resultados praticamente
idénticos aqueles encontrados para as estruturas €, a €., sob

utilizacfo de [XI,XS].
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Tabela 12: Concordincia no diagnéstico

entre o modele de

Kokolakis e os demals através de (xl.xa) e o nimero de paclentes

com lgual classificacfio pelos modelos sob' estrutura e, Ppor

prevaléncia e tamanho amostral.

a:u1=0.10
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1995 2000 2000
KDS pacientes 49960 125000 180000
Concordancia 1748 1741 1704
Pacientes 46008 113306 160353
b: m =0.25
H|
Modelos 100 250 360
Concordancia 1999 2000 2000
KDS pocientes 49989 125000 180000
Concordancia 1510 1500 1500
K1 pacientes 40920 101968 146965
¢: m =0.50
m
Modelos 100 250 360
Concordéncia 18998 2000 18093
kDS pacientes 499685 125000 179527
Concerdancia 1792 1799 1831
B-1  pacientes 46146 115564 168890
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Tabela 13: Concordancia no

diagnéstico

entre o

modelo de

Keokolakis e os demais através de {xl,xs) e 0 numero de pacientes

com lgual classificagfo pelos modelos sob estrutura e, por

prevaléncia e tamanho amostral.

a: n1=0.10
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1996 1994 1999
K-DS Pacientes 49854 124823 179857
Concordancia 1573 1620 1660
"% Pacientes 44386 112083 163127
b: n1=0.25
m
Modelos 100 250 360
Concordéncia 1996 2000 2000
K-DS pacientes 49941 125000 180000
Concordancia 1522 1510 1501
K1 pacientes 42762 105058 150923
c: 1!1=O.50
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1896 2000 2000
K-DS pocientes 49929 125000 180000
Concordancia | 1930 1979 1991
K1 pacientes 48734 124030 179432
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Ao utilizarﬁos 0 par (XI.XE) para classificagfo, os
resultados da concordancia mostraram-se praticamente iéuais para todas
as nove estruturas. Vemos na tabela 14 o grande nimero de vezes em que
o modelo de Kokolakis e o de Independéncia estabeleceram diagnéstico
diferente a partir da mesma evidéncia, sob balxa prevaléncia da doenca.
Para prevaléncia 0.50 o modelo de Kokolakis estabeleceu regra igual ao
modelo de Dirichlet Simétrica e o de Independéncia em todas as 2000

vezes, sob qualquer estrutura, para gualguer tamanho amostral.

Tabela 14: Concordancia no diagnéstico entre o modele de
Kokolakis e o5 demais através de (Xl,Xz] e o0 numero de
pacientes com igual classificagloc pelos modeles sob estrutura

€. por prevaléncia e tamanho amostral

a: n1=0. 10
]
Modelos 100 250 360
Concordancia | 1998 2000 1999
K-DS pocientes 48976 125000 179962
Concordancia | 1142 1030 1007
k=1 pacientes 38452 92238 131493
b: 1I1=0.25
m
Modelos 100 250 360
Concordéneia | 18988 2000 2000
K-DS pacientes 49928 125000 180000
Concordancia | 1817 1892 1943
K-l pocientes 4B501 119986 176139
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c: n1=0.50

m
Modelos 100 250 360
Concordancia 2000 2000 2000
kDS pocientes 50000 125000 180000
Concordancia 2000 2000 2000
K1 pacientes 50000 125000 180000

Quanto ao par (Xa’xs) surgem duas situagdes relativamente
distintas a respeito da concordéncia do diagnéstico feito pelos
modelos. A primeira, vista na tabela 15, mostra uma menor concordancia
entre o modele de Kokolakis e o de Independéncia para prevaléncia 0.25,

ocorrendo ¢ mesmo nas estruturas €, €, € €,

Tabela 15: Concordiancia no diagnéstice entre o modelo de
Kokelakis e 05 demais através de (Xa'xé} e © numero de
pacientes com igual classificagio pelos modelogs sob estrutura

e,, por prevaléncia e {amanho amostral

a: n1=0.10
m
Modelos 100 250 360
Concordéncia | 1999 25000 2000
K-DS pacientes 49983 125000 180000
Concordancia 1994 2000 2000
K1 pacientes 49925 112083 183127
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h: n1=0.25

m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1983 1996 1997
K-D5 pacientes 49669 124794 179776
Concordancia. 1829 1845 1839
K-1' pacientes 46553 116950 168104
c: n1=0.50
m
Modelos 100 250 360
Concordancia | 2000 2000 2000
K-DS pacientes 50000 125000 180000
Concordancia | 1948 1991 2000
K1 pacientes 48758 124480 180000

Lembramos que em todas as quatro primeiras estruturas o par
[XQ,XS) nunca se constituiu no melhor, sob o critério da taxa 6tima de
erro.

Entretanto, quando as covarifncias assumidas diminuem sua
taxa de erro, chegando a tornid-lo o melhor par para classificacfo sob
prevaléncia 0.10, muda a concordancia entre os modelos de Kokolakis e o
de Independéncia. Podemos ver na tabela abaixo os resultados para a

estrutura e, andlogos aos das demais [ea,eB e egL
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Tabela 16: Concordancia no dlagnéstice entre o modelo de
Kokolakis e o5 demais através de (xz.xa) e © numero de
pacientes com ligual classiflcacfio pelos modelos sob estrutura

€, por prevaléncia e tamanho amostral.

a: n1=0.10
1]
Modelos 100 250 360
Concordéncia 1974 1889 1988
KDS pacientes 49770 124769 179929
Concordincia 1792 1679 1647
K1 pacientes 48184 118146 169194
b: m =0.25
m
Modelos 100 250 360
Concordancia 1949 2000 2000
K-DS pocientes 49986 125000 180000
Concordancia 1880 1848 1881
k-1 pacientes 47719 122384 178493
c: n1=0.50
h
Modelos 100 250 360
Concordancia 1981 1987 1980
KDS pacientes 49525 124204 178174
Concordancia 1486 1440 1418
K1 pacientes 37548 81171 128955
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A partir daldiscordancia de dlagnéstico verificada entre os
medelos de Kokolakls e o de Independéncia, baseado’ nos indicadores
observados no pacliente, estudou-se o comportamento do tipo de erro
assocliado a cada modelo. Até citaglo em contrério, os resultados a
seguir sio referentes ao desempenho dos modelos na amostra atual.

FPercebeu—se, entao, que para tedas as situagdes sob
utilizagéo de (Xi,Xé) o modelo de Kokolakis teve melhor desempenho
quante =zo erro de falso positive, apresentande erro nac superior aos
demais modelos em quase todas as amostras geradas.

Em compensagfo, o modelo de Kokolakis apresentou malor falso
negativo em quase todas as simulagdes, o que é mostrado na tabela

abaixo, referente a estrutura de independéncia entre os indicadores.

Tabela 17: Nimero de amostras com erro nao superior aos demais
modelos sob utilizagdo de {X1'x3) para estrutura e por modelo,

tipo de erro, prevaléncia e tamanho amostral.

,=0.10 T.=0.25 .=0.50
Modelos | 100 250 360 100 250 360 100 250 360
K 500 500 500 500 500 500 495 499 500
FP 185 193 202 51 7 3 437 485 490
K 158 193 202 51 7 3 436 485 490
Ny 500 500 500 500 500 500 494 499 500

Como vimes para as tabelas anteriores, para prevaléncia 0.25
havia uma baixa concordancia entre os diagnésticos emitidos peles
modelos de Kokolakic e o de Independéncia. Na tabela 17 vemos agora o
sentido da conseqii®éncia originada pela discordancia entre as regras.

0 resultado acima ¢é praticamente andloge a todas as
estruturas estudadas, com exceclo das estruturas 23 e 84’ que
apresentam niveis diferentes de discordéncia para os erros cometidos,

embora o sentido ainda seja o mesme, como mostra a tabela 18.
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Tabela 18: Numero de amostras com err¢ nfo Superior aos demals
modelos sob utilizagfo de (Xl,Xa) para estrutura ea,'por modelo,

tipe de erro, prevaléncla e tamanhe amostral.

20,10 M=0.25 T =0.50
Modelos | 100 250 380 100 250 380 100 250 380
K 500 500 50O 499 500 500 198 500 493
FP 253 241 204 9 0 0 290 299 324
K 956 241 204 10 0 0 202 298 331
N 500 500 500 500 500 500 500 500 500

Entretanto, embora o modelo de Kokolakis tenha se mostrado
inferior em relacdo ac numerc de amostras onde cometeu malor falso
negative, a analise dos resultadoes da taxa média de erro observada
permite conclusfic diferente.

Em todas as estruturas e prevalénclas estudadas o modelo de
Kokolakis sempre apresentou mencr taxa média de erro atual, inclusive
no caso de independéncia. Embora ji tenhamos afirmade que ele comete
maior falso negativo na maioria das amostras, seu erro de classificagéo
estd bem préximo ao que seria esperade ao aplicarmos a regra 6tima de
clasgificacio de Bayes. A vnica excegdo €& para as estruturas e, e,

1 5
e, e, e g eg sob prevaléncia 0.10, quando o false negativo

5 7 8
apresentado pelo modelo I (de Kokolakis) é& relativamente maior que o
erro esperado.
Contudo, como mostra a tabela 19, ¢ modelo I sempre €
superior ao III, obtendo niveis maiores de classificagfo correta, mesmo

com o comportamento de cometer maior falso negativo na maloria das

amostras.
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Tabela 19: Taxa média de erro observada sob utilizagfo de
(Xi,Xal para a estrutura e, por tipo de erro, modelo,

prevaléncia e tamanho amostral.

a: n_=0.10
1
m
Erro Modelo F 100 2580 360
ep Kokolakis 0.054 0.0211 0.0333 0.0378
Independéncia 0.0829 0.,1024 0.1045
Kokolakis 0.0618 0,0%13 0.0481
FN Independéncia 0.0325 0.0227 0.0219 0.0223
b: m =0.25
1
m
Erro Modelo F 100 250 360
o Kokolakis 0. 045 0.0505 0.0483 0.0454
Independéncia 0.1467 0.1507 0.1496
Kokolakis 0.0749 0.0805 0. 0806
FN' Independéncia| ©° 98925, oz88 0.0280 0.0252
c: n =0.50
1
m
Erro Modelo F 100 250 380
Kokelakis 0.0876 0.0966 0.0987
Fp 0. 10
Independéncia 0.0933 0.08994 0. 1005
Kokolakis 0.05877 0.0523 0.0813
FN . 0.08
Independéncia 0.0486 0.0498 0.0486

Outro resultade, viste acima para H1=0'50’ foi constante
para todas as estruturas, isto &, sob esta prevaléncia sempre houve
equilibric entre os modelos de Kokolakis e ¢ de Independéncia ac se

utilizar o par {XI,XBJ para classificago.
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Em relagfio ao par [X1’x2)’ o comportamento das taxas de erro
na comparagio entre os modelos mostrou-se igual ao encontrade sob

utilizagio do par (Xi,XS).

Quante ao par [Xé,Xa]. que sob baixa prevaléncia [H1=0.1O] se
constituiu no melhor nas dltimas quatro estruturas(e6 a eg), seu
comportamento & inverso ao de (Xl,Xa} nas taxas médias de erro
observadas.

As tabelas seguintes, com resultados praticamente iguals para
todas as quatro estruturas citadas, mostram que agora o modelo de

Kokolakis apresenta maior numero de amostras com menor falso negativo

guando H1=0.10.

Tabela 20: Namero de amocstras com erroe ndo superior aos demais
modelos sob utilizagio de [Xz’xs) para a estruiura és' por tipo de

erro, modelo, prevaléncia e tamanho amostral.

1=0.10 T =0.25 T=0.50

1 1 1
Modelos | 100 250 360 100 250 360 100 250 360
K 575 111 Bl 463 481 492 580 248 225
FP ass 500 500 261 254 235 359 376 392
K 471 293 498 326 290 275 412 414 418
N 241 104 79 414 446 455 228 208 199
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Tabela 21: Taxa média de erro observado sob utilizagfio de
{Xz’xs) para a estrutura ey por tipo de erro, modelo,

prevaléncia e tamanho amostral.

a: n_=0.10
1
m
Erro Modelo F 100 250 360
- Kokolakis 0.0234 0.0118 0.0184 0.0212
Independéncia 0.0023 0.0014 0.0015
Kokolakis 0.0B663 0.0602 0.0577
N Independéncia 0'055250.0881 0.0845 0.0845
b: w =0.25
1
m
Erro Modelo F 100 250 360
oo Kokolakis 0.0195 0.0200 0.0190 0.0191
Independéncia 0.0881 0.1085 0.1194
Kokolakis 0.1397 0.1410 0. 1402
FN' Independencia| O 14983 1245 o0.1186 0.1077
C: n1=0.50
m
Erro Modelo F 100 250 360
ep Kokolakis 0. 253 0.1627 0. 1800 0. 1904
Independéncia 0.1503 0, 1500 0.14386
Kekolakis D.0784 0.0698 0.0626
N Independéncia O'006250.1242 0.1243 0.1257

Quanto ac desempenho dos modelos na amostra fulura, isto é,

as conseqliéncias da aplicagfio na préxima amostra da regra construida na
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atual, percebeu-se ligual comportamento ao descrito acima para todas as
situagdes. 1

Embera, como JaA esperado, todas as taxas de erre fossem
ligeiramente majores para todos os modelos sob utilizagBo de qualquer
par de variéveis, o= resultados foram similares aos ja discutidos

quanto 4 comparagio dos modelos.

a3



6. CONCLUSQOES

Os resultados encontrados para as estruturas simuladas
permitiram a distingio de duas situagdes quanto a detecgfio do par
(X1’X§) pelo coeficiente R de Kokolakis.

Nas primeiras cinco estruturas (31 a es). onde sua taxa otima
de erro € sempre menor ou igual a dos outros pares, o desempenho do R é
influenciado pelo tamanho amostral e pela priori atribuida as classes
D e D2. Sob prevaléncia 0.10, onde a taxa de erro de [Xx’xa) & sempre
menor com exceg¢fo de € R s6 costuma ganhar dos outros coeficientes
sob priori 0.10, perdendo ao super-estimar a prevaléncia com priori
0. 50,

Sob prevaléncia 0.25, onde sua taxa de erro é sempre menor, o
R ¢ melhor sempre, com desempenho de detecgdo afetado apenas em
amostras pequenas (m=100) sob priori 0.50. Na ultima prevaléncia,
0.50, onde ocorre empate deste par com {Xi,XZ) com excecgio de €, © R
também & melhor sempre, com problema apenas no desempenho em amostras
pegquenas (m=100) sob priori 0. 10.

Nas 1dltimas quatre estruturas simuladas, as altas
covariancias colocadas entre X2 e Ix.3 torparam a taxa &tima de erro
deste par como a menor, seguida pela de [Xl,XG], sob prevaléncia 0. 10,
Sob prevaléncia 0.25, o par [Xl,XSJ teve taxa Otima de erro sempre
menor a dos outres pares e sob prevaléncia 0.850, houve empate com a
taxa do par (X1’X2}‘

Nestes casos, embora o par {X1’X3) néo se constitua ne melheor
sob prevaléncia 0.10, sua detecgfo é muito alta pelo coeficiente de
Kokolakis, que s6 reduz a indicagfio deste par sob priori 0.50.

Sob as duas dltimas prevaléncias, quandoe de fato o par
(XI,XS) se constitui ne melhor, o coeficiente R detecta este par com
vantagem nitida sobre os demais critérios de selegdo, principalmente

gquando a amostra é pequena (100 pacientes), sob qualquer priori.
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Aparentemente, quando a covariaAncia entre as variaveis no
assume um valor expressivo de forma a distanciar-se da situacio de
independéncia geral entre os indicadores, o coeficlente de Kokolakis &
melhor que os demals para detectar as melhores variaveis.

Entretanto, seu desempenho sob baixas prevaléncias pode
depender essencialmente da priori utilizada, que ndo deve super-estimar
a prevaléncia da doenga. Sob demals prevaléncias, desde que se trabalhe
com amostras grandes (250 ou 380 pacientes), a priori especificada nfo
afeta seu desempenho na detecgéio do melhor par de variaveis.

Quande duas variaveis apresentam covarifncias expressivas
entre si nas duas classes D! e Dz, o coeficiente R é muito sensivel
para identificar o melhor par de varidveis sob prevaléncias 0.25 e
0.50, convivendo bem com a concorréncia dos demais pares quanto a taxa
étima de erro.

Contude, o© problema apresentade sob baixa prevaléncia em
situagdes proximas a Iindependéncia volita a ocorrer sé que de forma
diferente. Embora o par {x1’X3) apresente maior taxa 6tima e atual de
erro, sSuperiores as do par (Xl,Xz), o coeficiente de Kokolakis tem a
tendéncia de detecgfic excessiva do par fixado, compostoe pelas melhores
variaveis individuais.

A partir da detecgf@o do par (X1’X3)’ a regra de classificacgfo
criada consegue um bom degempenhc ao utilizar o modelo de Kokolakis,
embora sem vantagem expressiva sobre o modelo dade pela Dirichlet
Simétrica e o modelo de Independéncia.

Kokolakis{1983), ao estudar a classificagfo de pacientes com
problemas cardiacos sob prevaléncia de 26% dos casos, encontrou este
mesmo resultado de classificagiie correta, sob =z utilizagfo de duas
varidveis entre cinco disponiveis. Enitretanto, a medida que seu modelo
inclui mais wvariaveis estabelece-se sua superioridade, mesme con
pequenc tamanho amostral (n8o excedendo 100 pacientes). Para um grande
numero de variaveis, o autor encontrou melhor desempenho do modelo de
Independéncia scbre o modelo da Dirichlet Siméirica quande o tamanho
amostral ¢ pequeno. Isto talvez possa ser explicado devido a priori

Dirichlet nfio tratar bem o problemz de caselas com freqiéncias nulas,
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enquanto o modelo que assume Independéncia dos indicadores nféc é
realista e tem efeitos plores quando o tamanho amostral ¢ grande.

Voltando ao nosso estudo, ainda em relacfic ao desempenho dos
modelos de classificagéo sob utilizagfio de um par de variaveis, ocorrem
novamente duas situagles interessantes.

Como vimos, sob utilizagdo do par (Xl,Xa} o modelo de
classificacfio de Kokolakis sempre apresenta menor erro médio atual, mas
apresenta especificamente um maior nimero de amostras onde se apresenta
comc o modelo que comete maior taxa de erro de falso negativo.

Dependendo do tipo de enfermidade a ser diagnosticada, para
providenciar um tratamento wurgente, este compertamento pode ter
consegiiéncias ruins. Entretanto, o erre atual do falso negativo
cometido apresenta-se bem préxime ac erro 6timo esperado sob utilizacso
da regra de Bayes, ou seja, este tipo de erro cometido por Kckolakis
ndo decepciona seu desempenho.

Contudo, sob prevaléncia 0.10 em estruturas onde o par
(X1’X3) ¢ sobrepujade por {xz,xa) quante & taxa 6tima de erro, a
selegio do primeiro par pode ter uma conseqlidncia pier. Neste caso, o
errc médio atual de falseo negativp ¢ expressivamente malor do que o
cometido pele modelo de Independéncia e o erro 6timo esperado,
principalmente se o tamanho amostral for pequeno. Lembramos a
conseqiiétncia danosa deste fato, devide a grande detecgio do par
(XI,XS] pelo coeficiente R, observada nesta situagio citada.

Se o par (XE,XBJ, efetivamente o melhor, fosse selecionado
haveria um maior mimero de amostras com menor falso negativo, com taxa

atual ligeiramente acima da esperada.

De certa forma, comparando a detecgdo do par (X1’X3] e o
desempenho da classificagfio pelo modelo de Kokolakis sob sua
utilizacio, parece que ambas sfo muito afetadas peleo comportamento
individual dos testes em cada classe D1 e Dz’ ou seja, por sua
sensibilidade e sua especificidade.

Intencionalmente simulamos estruturas de testes com maior

sensibilidade do que especificidade, e simultaneamente um teste &
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melhor do que ocutro em relagfdoc a qualquer uma destas qualidades.

Assim, a observacdo "positiva" do indicador permite malor
seguranga para emltir diagnostico ‘"positivo”, isto &, ‘“paciente
pertence & classe D1"' do que a correspondente alocacfo resultante de
observagio "negativa". Neste caso, nfic sendo observada a caracteristica
desejada no indicador clinico, devido a menor especificidade o modelo
de classificagfio néc teria a mesma ousadia para emitir diagnéstico,
agora "paciente pertence a classe D2". Logo, explica-se o malor rfalse

pogitivo de Kokolakis, acarretado por utilizar em excesso" a
sensibilidade alta dos testes e o malor falso negativeo, decorrente de
sua relutéancia em classificar ¢ paciente como doente, devido a
especificidade menor dos testes.

Pevido a esta caracieristica aparente de valorizar demais a
distribuigfo marginal dos testes e escolher em excesse a composicic
destas varidvels que conjuntamente nfo teriz menor taxa de erro,
poder-se-ia pensar numa selegfo sequencial dos indicadores.

Teriamos entéeo, a partir de um grupo Jja selecicnado de
variaveis com as qualis se trabalha, a selegio de um novo indicador
baseado no majior valor assumido pelo coeficiente R, Mesmo que este novo
sub-grupo de variaveis ndo fosse 6timo, vale lembrar que se o mesmo for
basicamente constituido pelas melhores variaveis individuais,
consegue-se conviver razoavelmente bem no caso de perda de observagio
de um dos indicadores.

0 critério que seria estabelecido para incluséo sequencial de
testes poderia depender da distribuicgdo do coeficiente R, a ser melhor
estudada para varias estruturas diferentes de dependéncia entre as
variaveis.

Entretanto, vemos com preocupagdo a necessidade de um grande
bance de dados para estabelecer a seleglio e testar a regra nos
pacientes, para uma grande dimensiopalidade de indicadores, que podem
geralmente estarem disponiveis em problemas reais de diagnéstico

médico,
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Embora tenhamos estudado a aplicagfo das regras na amostira
futura, nfo tinhamos Intencéo de estabelecer conclusBes a respeito da
transferibilidade dos modelos de classiflcagfo.

Isto poderia ser felto estabelecendo-se diferentes critérios
amostrais de <centros «clinicos, onde a prevaléncia da doenga,
sensibilidades/especificidade dos testes e sua estrutura de dependéncia
pederiam ser variadveis, seguindo uma distribuicgio fixada.

Além disso, também néo estudamos o desempenho do coeficiente
e modelo de classificagfo de Kokolakis para uma classe mals numerosa de
doengas, onde algumas poderiam cocorrer simultaneamente em um mesmo
paciente. No casc onde D:{DI,DQ,D1 u D2,D3}, onde D1 e D2 seriam duas
deengas distintas e EE a ndo-ocorréncia de nenhuma destas, poderiamos
talvez seguir a idéia de Pereira e Pericchi(1985}, que sugerem uma
discriminagéio inicial entre (D1 U Dz} e Da’ para uma posterior
discriminacio entre D1 e Dz, a partir da eficiéncia em separar os

primeiros grupos.

Desde que a situagido permita no problema estudado, seria
interessante também buscar a melhor® categorizagio binaria, para o
coeficiente R melhorar sua detecgdo e a regra construida apresentar
melhor desempenho na alocagéo. Contudo, isto s¢ deveria ser feito se
houver facilidade em observar os indicadores sob a nova categorizagéo
nos mals diferentes centros clinicos que tratam a enfermidade sob

estudo.

De uma maneira geral, poderiamocs dizer que o cceficiente R de
Kokolakis ¢ um bom critério para selegfio de variavels, conseguindo
também melhores taxas de erro do que og outros modeles, sob utilizagio
dos indicadores ja escolhidos.

Entretanto, o critéric que derivou este ceoeficiente deve ser
compreendido estritamente sob a utilizagfo da priori que tenta
responder acos requisitos de Lindley(1978). Assim, na verdade, nfo
teriamos exatamente um critérico mas sim um coeficiente que pode ser

criado a partir do emprego desta priori, que usa misturas de prioris
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Dirichlet.
Além disso, seria interessante um estudo de seu desempenho

num contexto onde a c¢onseqiéncia dos possivels erros cometidos ndo

assumisse uma estrutura t8oc simples, tratando-os com mesmo peso, mas

sim sob o ehfoque de Teoria da Deciséo.
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RESUMO

Com énfase especlal ao diagnéstico médico, para selecionar o
melhor sub-grupo de k testes clinicos binarios entre d disponivels e
classificar o paciente como portador(Di) ou néo(Da) de uma doenga a
partir de sua observagio, é utilizado o critério de Kokolakis, Este
critério, sob enfoque Bayesiano, & baseado nos pesos a posteriori de
uma mistura de (d)k prioris, cada uma correspondendo a uma partjcular
ordenacio das k variavels, invariante sob permutagio dos testes. Além
de permitir correlagéo positiva entre probabilidades de caselas
associadas & seqiiénclas similares, esta nova caracterizagio de prioris
implica que a priori cada teste é sucessivamente menos Gutil de que o
anterior,

O estudo analisa o casc especial onde d=3 e k=2, para nove
diferentes estruturas de dependéncia entre os trés testes clinicos,
trés niveis de prevaléncia da doenga e trés niveis de probabilidade a
priori especificada para D1’ Através de simulagbes, onde os trés testes
s8o definidos com sensibilidade e especificidade conhecidas, &
comparado o poder de detecgfo do par 6timo de variaveis pelo criterio
proposte e pelos critérios de Akaike, Bhattacharyya, Jeffreys e
Lindley.

A partir do par seleciconado de testes, a regra de
classificagdo derivada € comparada com as dos modelos de Independéncia
¢ de Dirichlet Simétrica em relagfo a taxa de erro, encontrando-se um

desempenhe relativamente melhor do modelo de Kokolakis sobre os demais.
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