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Resumo

Esta tese consiste do estudo das OCHAs (Open-Closed Homotopy Alge-
bras) sob os pontos de vista algébrico e geométrico. Sao demonstrados essencial-
mente dois resultados novos. O primeiro refere-se & defini¢do de OCHA através
de coderivagbes. Mais especificamente, provamos que qualquer coderivacao
D € Coder' (S“H, ® T°H,) de grau 1 satisfazendo D? = 0 define uma estrutura
de OCHA em H = H.®H,. Onde H,. e H, sdo os espacos de estados da teoria de
campo de corda para cordas fechadas (“closed strings”) e cordas abertas (“open
strings”), respectivamente. Até entdo, sabia-se que as OCHAs eram dadas por
coderivagoes [14], mas o fato de que qualquer coderivagdo define uma OCHA,
é novo. O segundo resultado envolve a relacdo entre OCHA e a versdo real da
compactificacdo de Fulton MacPherson do espaco de configuracoes de pontos
no semi-plano superior fechado. Este resultado mostra a estreita relacao entre
OCHAs e a operada do “Queijo Sui¢o” introduzida por Voronov [41], tal relagdo
foi de fato sugerida na introdugdo de [14]. O capitulo 1 contém uma discussao
sobre a definicio de OCHA usando codlgebras e a conseqiiente caracterizagio
das coderivagoes mencionada acima. Mostramos também que a estrutura de
OCHA pode ser obtida a partir de certas algebras A, de forma inteiramente
analoga ao modo como &lgebras de Lie podem ser obtidas a partir de &lgebras
associativas. Em seguida, o capitulo 2 traz a abordagem das OCHAs através de
operadas. O capitulo 3 traz uma discussido detalhada do espaco m (a com-
pactificagdo de Fulton-MacPherson do espago de configuragoes de p + ¢ pontos
no semi-plano superior fechado com p pontos no interior e ¢ pontos no bordo)
e no capitulo 4 mostramos que a parte essencial da operada que descreve as
OCHASs aparece na primeira linha do termo E' da seqiiéncia espectral induzida
por aquele espaco. O resultado mencionado acima significa que a estrutura
algébrica das OCHASs esta codificada na estratificagdo do bordo da variedade
m, visto que esta ultima tem uma estrutura de variedade com cérneres. No
capitulo final discutimos o significado dos dois resultados obtidos procurando
fazer um paralelo entre as abordagens geométrica e algébrica e mencionamos
alguns problemas interessantes, como continuacao deste trabalho, que podem
ser considerados por estudantes interessados em Algebras Homotopicas e temas

relacionados.
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Abstract

This thesis consists of the study of OCHA (Open-Closed Homotopy Algebras)
from both the algebraic and geometric viewpoint. It essentially contains the proof
of two new results. The first one is related to the definition of OCHA through
coderivations. More specifically, it is shown that any degree one coderivation D €
Coder'(S“H. ® T“H,) such that D?> = 0 defines an OCHA structure on H =
H. ® H,. Where H. and H, are respectively the state spaces of Closed String
Field Theory and Open String Field Theory. It was clear since its definition in
2004 that OCHAs can be defined in terms of coderivations. Nevertheless, the
fact that any such coderivation is of the OCHA form is new. The second result
involves the relation between OCHA and the real version of the Fulton MacPherson
compactification of the configuration space of points on the closed upper half-plane.
That result shows the close relation between OCHAs and the Swiss-Cheese operad
introduced by Voronov [41]. Such relation was in fact suggested in the introduction
of [14]. Chapter 1 contains a discussion about the coalgebraic definition of OCHA
and the above mentioned characterization of all coderivations. It is also shown
that OCHA can be obtained from certain A, algebras, similarly to way in which
Lie algebras are obtained from associative algebras. Chapter 2 then shows how
to approach OCHA using Operads. The space m (the Fulton-MacPherson
compactification of the configuration space of p 4+ ¢ points on the upper half-plane
with p interior points and ¢ boundary points) is discussed on chapter 3 and on
chapter 4 it is shown that the essential part of the operad describing OCHA appears
on the first line of the spectral sequence induced by that space. In other words,
we could say that the algebraic structure of OCHA is encoded in the stratification
of C(p, q), since this space has the structure of a manifold with corners. The final
chapter is a discussion about the meaning of the two mais results of this thesis.

After that, some problems which could be explored by the student interested on

homotopy algebras and related subjects are mentioned.
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Introducao

Neste trabalho as OCHAs (Open-Closed Homotopy Algebras) sao estudadas sob dois
pontos de vista. O primeiro ponto de vista é algébrico e envolve coderivagoes, ao
passo que o segundo enfatiza os aspectos geométricos através da compactificacdo de
Fulton-MacPherson. OCHAs foram introduzidas por Kajiura e Stasheff [14] moti-
vados pela Teoria de Campo de Corda considerando cordas abertas (open string) e
cordas fechadas (closed string) no nivel classico, isto é, envolvendo apenas superfi-
cies de género zero (ver Zwiebach [42]). A estrutura definida em [14| é uma algebra
homotopica. Kajiura e Stasheff definem primeiramente as chamadas algebras As
sobre algebras L.,. Tal estrutura é introduzida tomando-se propriedades algébri-
cas conhecidas (identidade de Jacobi, associatividade, derivagdo e representacao) e
“relaxando-as” de modo que passam a valer apenas a menos de homotopia. OCHAs
sdao definidas colocando-se um ingrediente a mais nas algebras A, sobre algebras
L, de forma que as propriedades vélidas anteriormente sdo alteradas. Assim, ndo
se pode mais dizer simplesmente que as OCHAs sdo também definidas a partir das
propriedades listadas acima. Os novos ingredientes, por assim dizer, destroem as pro-
priedades que eram validas nas algebras A, sobre algebras L.,. Kajiura e Stasheff
introduziram as OCHAs motivados inteiramente pelo seu aparecimento em Teoria do
Campo de Corda, afirmando inclusive que a estrutura mais natural de um ponto de
vista puramente mateméatico é a das algebras A, sobre algebras Lo,. Os resultados
demonstrados neste trabalho mostram que as OCHAs possuem aspectos puramente
matematicos interessantes que merecem atencao.

A relacdo com espacgos de configuragdes e a definicdo em termos de coderivacoes



que serdo demonstradas nesta tese, também sao validas para as dlgebras Ay e Loo.
Estas ultimas estruturas também estdo relacionadas com a Teoria de Campo de
Corda: A para cordas abertas (OSFT) e Lo, para cordas fechadas (CSFT).

A seguir mencionaremos de modo muito breve e superficial a relagdo entre teo-
ria. de campo de corda e algebras homotdpicas. As 4 ou 5 péaginas seguintes estao
aqui apenas a titulo de motivacao. Esta tese estd totalmente restrita aos aspectos

matematicos das OCHAs.

Algebras A, e OSFT

Algebras A, foram introduzidas na década de 60 por Stasheff [33, 34] no seu estudo
sobre H-espacos X que sao homotopicamente equivalentes a um espaco de lagos,
X = QY. A condicao sobre o H-espaco X para ser equivalente a um espaco de lagos
é dada na linguagem das operadas, ver secao 2.1. De fato, X é homotopicamente
equivalente a um espago de lacos se e somente se tiver uma estrutura de dlgebra
(definigdo 2.6) sobre a operada K = {K,,},>1, onde cada K,, ¢ um politopo! convexo,
conhecido como associaedro (do inglés “associahedra”), que contém um vértice para
cada maneira de associar n variaveis ordenadas, isto é, maneiras de inserir parénteses
numa expressdo de n letras, de forma que os parénteses inseridos facam sentido
em termos de operacoes (que estejam aninhados: dados dois conjuntos de pontos
limitados por parénteses, se um nao esta contido no outro, entao eles sao disjuntos).
A Figura 1 abaixo ilustra os associaedros K3 e Ky.

Devido a estrutura celular do associaedro K,, os complexos celulares A, =
{CC(Ky)}n>1 (onde CCL(K,,) denota o complexo de cadeias celulares sobre um
corpo K fixado de caracteristica 0) formam uma operada de espagos vetoriais gradu-
ados (ou operada-DG). Algebras sobre a operada A, sdo, por defini¢do, as algebras
Aso- Se'Y éum espago de lagos, Y = QX entdo o espaco Cy(Q2X) admite uma estru-
tura de dlgebra A, [33, 34, 36]. No proximo capitulo, algebras Ao, serdo definidas

em termos de aplicagoes multilineares, ver Definicao 1.8.

'Traducao livre do inglés polytope que significa a versdo hiper-dimensional do conceito usual de

poliedro.
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Figura 1: associaedros K3 e K4

Na década de 90 percebeu-se que as estruturas de algebras Ao, estdo presentes
na teoria de campo de corda [29, 15, 11]. A teoria de campo de corda é definida
a partir de uma variedade diferenciavel (espago-tempo), munida de uma métrica g,
(M, g) na qual as superficies de Riemann ¥ correspondentes a propagacao de uma
corda através do tempo (world sheet) sdo mapeadas: ¥ — M. Dizemos entdo que a
teoria estd definida sobre um ‘background’ conforme fixado.

O espaco de estados na Teoria de Campo de Corda é um espaco de Hilbert Z-
graduado H. A graduagao é conhecida na literatura Fisica como ‘nimero de ghost’
dos estados de cordas. Além disso temos um operador de cobordo de grau um @ :
H — H satisfazendo Q2 = 0 e uma forma bilinear antisimétrica de grau menos um
w:H®H — C. Q ew sdo chamados respectivamente operador BRST e operador

produto interno-BPZ. Nesta teoria a acao é dada por:

S(®) = 5u(®,Q0) + Y. V(@ .., @),
k>3

onde V;, : H®F — C sio dadas em termos de uma integral
Vk(éha@k‘):/ Qk(®177¢k>
MO
k

sobre uma certa variedade com corneres (ver segao 3.1) denotada M. Onde € ¢
uma forma diferencial a valores no espaco de aplicacdes lineares da forma H®* — C.

Uma descricao mais precisa estd em [13] e nas referéncias ali citadas. A variedade



com corneres em questao é precisamente a versao real da compactificacao de Fulton
MacPherson do espaco de configuracoes de pontos em RP! moédulo a acio natural
do grupo PGL(2,R). Usando-se a forma nao degenerada w, induz-se a partir de Vj
aplicacoes multilineares my_; : H¥*~! — H que dao a H uma estrutura de algebra
As. Este fato decorre da combinatéria (a qual é abordada nos capitulos 3 e 4)
presente na estratificacao do bordo de Mg usando-se o teorema de Stokes e algumas

propriedades da forma Qj [13].

Algebras L., e CSFT

De modo anélogo as algebras A, discutidas acima, dlgebras L., podem ser definidas
sobre um espaco vetorial graduado V' como uma coderivacao D € Coderl(TV) tal
que D? = 0.

O interesse em algebras L., surgiu na década de 80 em funcao das suas aplicacoes
a teoria de deformagao [32]. Na década de 90 percebeu-se que tais estruturas tém
também interesse na fisica pois estavam presentes na teoria de campo de corda para
cordas fechadas (CSFT) de Zwiebach, ver [42, 43, 22]. Novamente temos um espago
de Hilbert H, Z-graduado, dos estados de corda fechada.

A idéia béasica de considerar aplicacoes ¥ — M onde X é uma superficie de
Riemann com bordo igual a uma unido disjunta de circulos S! leva, analogamente ao

caso envolvendo cordas abertas, a uma aplicacao H®* — C dada por uma integral
vk(\pl,...,\pk):/ Q(W1,..., 1)
MO
k

onde ./\/lg ¢ a compactificacio do espaco de configuracoes de pontos na esfera CP!
modulo a ac¢do natural do grupo PGL(2,C). Tal integral induz uma aplicagdo mul-
tilinear

Loy : HF ' > H

lg—1(v1, ..., v—1) = [v1,...,0k—1] & qual satisfaz as condigoes da definigao de &l-
gebras Lo, em funcdo da combinatoéria intrinseca na estrutura de variedade com

corneres (isto é, na estratificacao de seu bordo) de ./\/lg. Uma exposicao muito clara



da estrutura de algebra Lo, em CSFT é feita em [18|. Ali o conceito de operada é
usado para fornecer uma demonstracao matematicamente rigorosa de que a estrutura

de élgebra L, aparece em CSFT no nivel classico (género zero).

OCHA e OCSFT

Quando se considera a teoria de campo de corda envolvendo cordas abertas e fechadas
[42] a estrutura de algebra homotodpica que esta presente, no nivel classico, é a das
“Open-closed homotopy algebras” (OCHA) introduzidas por Kajiura e Stasheff. Con-
forme afirmamos no inicio, o principal objetivo desta tese é mostrar que tais 4lgebras

homotdpicas sao “naturais” com base em argumentos puramente matemaéticos.

Compactificagao de Fulton MacPherson

No caso das algebras A, (relacionas com teoria de campo de corda classica para
cordas abertas), seu aparecimento naquela teoria se deve ao papel desempenhado pela
compactificacio dos espacos de configuraces de pontos em RP!. Tal compactificacio
é uma variedade com corneres (nesse caso é mais simplesmente um politopo, ver nota
de rodapé pg. 2). E a estrutura de algebras A, esté contida na estratificagdo do seu
bordo (i.e., nas faces de codimensao k, no caso de um politopo).

Da mesma forma, a estrutura de algebras L., aparece na estratificagdo do bordo
de uma outra compactificagdo. Neste caso, trata-se do espaco de configuracoes de
pontos em CP!. Conforme demonstrado em [18], a estrutura de algebras Lo, estd
contida na estratificacdo do bordo desta compactificacao.

O espaco de modulos relevante para OCHA, que envolve interagdes entre cordas
abertas e fechadas no nivel cléssico, de certa forma engloba os dois espagos menciona-
dos acima. Trata-se do espago de configuracoes de pontos no disco, com pontos tanto
no bordo como no interior do disco, ou equivalentemente do espaco de médulos de
discos de Riemann com pontos marcados. No capitulo 4 mostramos que a estrutura
de OCHA, de modo analogo aos casos anteriores, aparece na estratificagdo do bordo

desta compactificacao.



A seguir listamos os aspectos relevantes das OCHAs abordados nesta tese:

1. Descricao via coalgebra: Coderivagoes diferenciais na coalgebra S°H. ® TH,.

Caracterizacdo das coderivagoes na codlgebra S“H. ® T°H, mostrando que
todas sao da mesma forma que as coderivacoes que aparecem em OCHA [14] e

demonstracao da relagdo entre OCHAs e algebras A.

. Espago de Mdédulos envolvido: compactificagao rFM do espago de configuragoes
de pontos no semi-plano superior com pontos no bordo (reta real) e no interior
do semiplano moédulo transformacoes afins z +— az + b com a,b € Rea > 0. A

estrutura de OCHA aparece na seqiiéncia espectral desta compactificagio.

. Descricao via operadas: OCHASs sao descritas através de uma operada com
duas cores formada por arvores parcialmente planas. Cada cor corresponde a

um tipo de ponto sobre o disco: aresta plana < ponto no bordo, aresta espacial

< ponto no interior.

Na tabela a seguir mostramos as analogias entre as trés estruturas de algebras
homotoépicas Aso, L € OCHA:

Moduli Coder Operada
Algebras Ay, | Conf(RP')/PGL(2,R) TH, arvores planas
Algebras L., | Conf(CP')/PGL(2,C) S°H, arvores espaciais
OCHA Conf(H)/(z — az+0b) | S“H. ® T°H, | arvores parcialmente planas

aqui temos os espagos de M6dulos para cada uma das estruturas algébricas homoto6pi-

cas mencionadas e as correspondentes descrigoes em termos de codlgebras e de oper-

adas. Na ultima linha, Conf(H)/(z — az + b) denota o espaco de configuracoes de

pontos no semi-plano fechado superior H moédulo certas transformacoes afins, como

mencionamos acima. O significado preciso de cada um dos termos e simbolos apre-

sentados serd desenvolvido no corpo desta tese. A terceira linha da tabela acima s6

pode ser preenchida em funcao dos resultados demonstrados neste trabalho.




Capitulo 1

Algebras Homotodpicas,
Coderivacoes e OCHA

Em [14], Kajiura e Stasheff mostraram que as OCHAs podem ser definidas como
certas coderivacoes D que satisfazem D? = 0. Neste capitulo mostraremos que
qualquer coderivagdo D na codlgebra em questdo S“H. ® TH, (ver a secao 1.3)
satisfazendo D? = 0 define uma estrutura de OCHA. A idéia chave para provar tal
fato é usar um certo morfismo de coélgebras = (férmula 1.21) o qual é inspirado na
geometria de certos espagos de configuragdes que estao diretamente ligados com as
OCHAs, conforme veremos no capitulo 4.

O resultado que provaremos aqui é na verdade uma caracterizacao de todas as
coderivagoes na codlgebra Coder(S°U ® T°V) para quaisquer espagos vetoriais U
e V. A afirmagdo acima sobre OCHA, segue-se como corolario. O morfismo =
mencionado acima é também usado para mostrar que, para estruturas A, (U®V,m =
{my}) (exemplo 1.8) sobre o espaco U @&V satisfazendo certas condigdes, temos uma

estrutura de OCHA m o E naquele espago (Teorema 1.46).



Notacao e Terminologia

Antes de comecarmos nosso estudo, faremos algumas observagdes sobre a notagao
que serd empregada. Procuraremos manter, sempre que possivel, nossa notagao de
acordo com aquela empregada no livro de Markl, Shnider e Stasheff sobre operadas
[25].

Considere um corpo K fixado de caracteristica zero. Salvo mencao explicita em
contrario, todos os espacos vetoriais mencionados nesta tese devem ser considerados
sobre o corpo K.

Num espaco vetorial Z-graduado qualquer V' = @, V", dizemos que um vetor
v € V & um elemento homogéneo de V', se v € V" para algum n € Z. Nesse caso,
n = |v| é definido como o grau do vetor v. Dados dois espagos vetoriais graduados U
e V, uma aplicagao linear f : U — V é dita uma aplicacdo linear homogéna se existe
um inteiro n € Z tal que f(U*) C V¥ para todo k € Z. Neste caso f é dita uma
aplicacao linear de grau |f| = n.

Seja A uma, algebra Z-graduada, isto ¢, um espago vetorial A = @, < A™ munido

de um produto m : A® A — A de grau zero, ou seja, |a - b| = |a| + |b].

Defini¢ao 1.1 (Sinal de Koszul). Seja 0 € %, uma permuta¢io de n elemen-
tos. Dado um conjunto {x1,...,x,} qualquer de n elementos homogéneos de A. O
sinal de Koszul €(o; 21, ..., xy,) da permutagdo o agindo em x1, ..., x, serd denotado

abreviadamente por (—1)€(U) e € definido da sequinte maneira:
1. seT € uma transposicio de dois elementos x; e x;11, o sinal de Koszul € definido
por (_1)6(7) = (—1)|IZHx’L+1‘}
2. se o € o produto de duas permutagoes o = o109, entao

(=1 = (1) (=1,

Definigao 1.2. Sejam U e V espagos wvetoriais graduados, dadas duas aplicagies
lineares homogéneas f,g: U — V entre espagos vetoriais graduados, o produto f & g
¢ definido por

(f @ g)(w®w) = (~1)"9f () © g(w).



Nas secoes 1.1 e 1.2 faremos uma revisao (baseada nas referéncias [9, 21, 22, 23,
35]) sobre algebras homotopicas e coderivagoes. Ja na segdo 1.3 apresentamos de
forma explicita o levantamento como coderivacao usado implicitamente em [14]. A
secao 1.4 apresenta nosso primeiro resultado original, nela mostramos como carac-
terizar todas as coderivagoes da codlgebra usada para definir OCHA e obtemos como
corolario o fato de que uma OCHA é dada simplesmente por uma coderivagao D
com D? = 0. Finalmente, na tltima parte deste capitulo, secio 1.5, mostramos como

obter uma OCHA a partir de uma certa estrutura de algebra A..

1.1 Algebras Homotopicas

Um espaco vetorial V' é dito diferencial graduado se estiver munido de uma Z-
graduacao V = @, cz V" e de um operador linear d : V — V de grau 1 e tal
que d?> = 0. Espacos vetoriais diferenciais graduados serdo chamados simplesmente

de DG-espacos.

Definig¢ao 1.3 (Morfismo). Um morfismo entre dois DG-espagos (V,dy) e (W, dw)

¢ uma aplicacao linear f:V — W de grau zero, tal que dw f = fdy .
Observacao 1.4. Morfismos serdao também chamados de aplicagoes de cadeia.

Definicao 1.5 (Homotopia de Cadeias). Sejam (V,dy) e (W,dw) dois DG-
espagos e fi, fo : V. — W aplicagdes de cadeias. Uma homotopia de cadeias entre os
dois morfismos f1, fa € uma aplicagao linear h : (V,dy) — (W,dw) de grau —1 tal
que f1 — fo =dwh + hdy.

Como veremos a seguir, podemos ainda definir homotopias de homotopias, tam-
bém conhecidas como homotopias de ordem superior. Por exemplo, dados dois mor-
fismos f1, fo e duas homotopias h, k como acima, uma homotopia de segunda ordem é

uma aplicagao linear hg : (V,dy) — (W, dw ) de grau —2 tal que h—k = dyho—hady .

Definig¢ao 1.6 (Homotopias de Ordem Superior). Sejam (V,dy) e (W, dw ) dois
DG-espagos e {hy}n>0 uma familia de aplicagoes hy, : (V,dy) — (W, dw) tais que:



1. |hy| = —n e hy € uma aplicag¢io de cadeia;
2. para todo n > 1, dywh, — (—=1)"hpdy = Py(hp-1,...,ho),

onde cada P, denota uma “propriedade” que as aplicacoes devem satisfazer. Cada
propriedade P, € definida em termos de composi¢oes das aplicagoes e permutagoes
das varidveis (tais como as propriedades conhecidas de Associatividade, Identidade
de Jacobi, Comutatividade, etc...).

As aplicagoes hy, para n > 1, satisfazendo as condigoes acima, sao chamadas de
homotopias de ordem superior ¢ dizemos que as propriedades P, sdo vdlidas a

menos de homotopia.

Observacao 1.7. A palavra “propriedade” foi empregada de maneira bastante vaga na

defini¢ao acima. Este problema pode ser contornado através do conceito de Operada,

ver Markl [26].

Uma algebra homotodpica em geral é um DG-espaco (4, d) munido de uma

familia de aplicacoes {hy : A%¥ — A} satisfazendo as seguintes condigoes:
1. hlzid;
2. hy é uma aplicacio de cadeia, i.e., dha(a,b) = ho(da,b) + (—1)1%hy(a, db);

3. as aplicagoes h, para n > 3 sao homotopias de ordem superior, no sentido da

definicdo acima.

Exemplo 1.8 (Algebras A.)). Uma dlgebra Ay consiste de um espaco vetorial

diferencial graduado A munido de aplicagoes lineares
my : A% — A de grau 2 —n

satisfazendo as sequintes relagdes para cada n > 1:
n—j+1
Y. Y Bl kmi(a® Qa1 @mi(ar®- - ®@agsj1) @ ®ap) =0 (L1)
itj=n+l k=1

onde ((i,j, k) € igual a —1 elevado a (j + 1)k + j(n + X5 jam|). Nos casos

n = 1,2,3,4 a expressao acima nos diz que as operagoes satisfazem as sequintes

propriedades:
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(A1) my =d é um diferencial: d* =0,

(A2) m=mgo: A® A — A é uma aplicagao de cadeia, ou seja, d € uma derivagdo

com respeito a m = mao,

(A3) m3: A®3 — A ¢ uma homotopia de cadeias para a associatividade da multipli-

cagao m, ou Seja
mad® 4+ dms = m(m @ 1) — m(1 © m)
onde d¥ denota a aplicacio d®1%?2 +1®d® 1+ 19?2 @d,

(A4) my é uma homotopia superior (de sequnda ordem,) de forma que myd® — dmy

tem cinco termos correspondendo as arestas de Ky (ver figura 1, a pdgina 3):

mad¥ — dmy = 77"43(mg®1®2 — 1®m2®1+1®2®m2) —ma(m3®@1+1R0ms3).

Antes de mencionarmos as Algebras Lo, precisamos definir um tipo de permu-

tacdo que serd freqiientemente usado neste trabalho.

Definigao 1.9 (Desembaralhamentos). Uma permutacio o € X, ¢ chamada de
(p,n — p)-desembaralhamento quando (1) < --- < o(p) ec(p+1) < --- < a(n).
Denotaremos por ¥, ,—p, a colegao de todos (p,n — p)-desembaralhamentos.

n!

Observacgao 1.10. O nimero de (p,n — p)-desembaralhamentos é ﬁ
n—p)! p!

Exemplo 1.11 (Algebras L.,). Uma dlgebra Lo, consiste de um DG-espago L

munido de aplicagoes multilineares 1, : L®" — L anti-simétricas, isto é:
ln(.ilfl, S ,iL‘n) = —(—1)6(0)ln(aﬁ0(1), ce ,:L‘U(n)) Yo € S,
de grau 2 — n satisfazendo as sequintes condigdes para cada n > 1:

Y Y e(@)(—1)7 (= 1) V(L (05(1) @+ ® Vg(j)) @ Vo(j1) @+ @ Vg(ny) =0
i+j=n+1 o
(1.2)

onde o percorre todos (j,n — j)-desembaralhamentos.
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A formula acima, para n = 1, diz que ly € um diferencial (l12 = 0). Quando
n =2, a formula afirma que ls € uma aplicagdo de cadeia e, quando n = 3, temos a

identidade de Jacobi a menos de homotopia tendo I3 como operador de homotopia.

A seguir passaremos a estudar as coderivacoes, as quais podem ser usadas para
definir um grande numero de algebras homotoépicas. Daremos énfase especial as
algebras Ay, Loo € OCHA.

1.2 CoAlgebras e coderivagoes

Definicao 1.12 (Coalgebra). Uma codlgebra é uma tripla (C,A,€), onde C é um
espago vetorial, A : C — C R C e e: C — K sao aplicagées lineares satisfazendo

0s azxtomas de coassociatividade e counitdade dados pelos sequintes diagramas comu-

tativos:
c—2 cwcC CoK - cgc - KkecC
Ax A®{ \A[ / (13)
CoC—Calac C

Definigao 1.13 (Coproduto Iterado). Para qualquer codlgebra A : C — C ® C,
pode-se definir o coproduto iterado: AY . C — C®" para n > 2, da seguinte
forma:
AP D —(A®1®---®@1)o---0 (A1) oA,
T

A posicdo do A em cada um dos fatores acima é de fato irrelevante em funcao da

associatividade da coalgebra.

Defini¢ao 1.14 (Morfismo de Coalgebras). Dadas duas codlgebras, (C,A,€) e

(C', A €"). Um morfismo entre elas é uma aplicagio ¢ : C — C' satisfazendo
Ao = (¢ p)A e €p=c.

Lema 1.15. Sex : C — C’ ¢ um morfismo injetor de codlgebras, entio x ' : x(C) —

C € um morfismo de codlgebras.
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Demonstracio. (x@x)A = Ay = (x@x)Ax ' =A' = (x ey HA = Ay~ O

Definigao 1.16 (Coderivagao). Uma aplicagao linear f : C — C é uma coderivagao

da codlgebra (C,A,¢) se ela satisfaz as sequintes condigoes: ef =0 e
(fel+1® f)A=Af.

Observacao 1.17. Lembramos que se m : AQ A — A é uma dlgebra, entdo uma

derivagio é uma aplicagio d : A — A satisfazendo m(d® 1+ 1® d) = dm.

O conjunto de todas as coderivagoes numa dada coalgebra C formam um espago
vetorial que serd denotado por Coder(C'). A seguir apresentamos dois lemas sobre

coderivacoes que serdo uteis no decorrer deste trabalho.

Lema 1.18. Sejam (C,A) e (C',A") duas codlgebras e x : C — C’ um morfismo
injetor de codlgebras. Se f' : C" — C' é uma coderivag¢io cuja imagem estd contida

em x(C), entio f = x"Lf'x é uma coderivagio de C.

Demonstragio. Pelo lema 1.15 acima, sabemos que x ™! : x(C) — C é um morfismo

de coalgebras. Temos que

(fOl+1@floA=(x"fx@Ll+1@x 'fX)oA=
=(x'ex No(f®l+1@f)o(x®@x)oA=
—(x'ex No(fel+1e oA oy =
=(x'ex o(Aofox=
= (x"®x HoA)ofox=
=Aox tofloxy=Aof.

Como x : C — C" ¢ um morfismo de coalgebras, devemos ter € o y = ¢, sendo € e ¢

as counidades de C' e C' respectivamente. Temos assim

cof=co(x toflox)=(cox ) ofox=
=(€of)ox=00x=0. O

13



Definicao 1.19 (Coalgebra Produto). Dadas duas codlgebras (C,A) e (C', A).
A codlgebra produto (C @ C', W) ¢é definida pelo sequinte coproduto

V.0 - (CeC)e(Cel)

v lcer®1c) o (Ae A,

onde T ¢ 0 isomorfismo T : C®C' — C'®C, 1(z®y) = (—D¥y oz Com a
counidade definida por ecger : C @ C' =K, ecger(x @ ') = ec(x)eci ().

Lema 1.20. Sejam (C,A) e (C',A’) duas codlgebras. Se f : C — C é uma
coderivacao, entio f @ 1o : C @ C' — C ® C' € uma coderivacio na codlgebra

produto.

Demonstracao.

(f®le) ®@leger + loge @ (f @ 10)¥ =
=((f®le) ®leger +1loge @ (f@ 1)) o (le®@T @ 1er) o (A® A')
=(le®r®@1le)o[(f®1lc) ®loge + (1o ® f) ® Lleger)] o (A @ A)
=(lcer@le)o[(f@le+1lc® f)oA)@ (loger 0 A')] =
=(le@T7@1le)(Af@A)=(1c®@T7@ 1) o (AR AN (f@ 1) = ¥(f ® 1o).

A condigao ecger o (f @ 1or) = 0, segue-se diretamente da condic¢do eco f =0. O

1.2.1 Coderivagoes na Coalgebra Tensorial

Definigcao 1.21. Dado um espago vetorial V qualquer, a codlgebra tensorial gerada
por V€ definida como (T°V, Ag,m), onde TV = @,,> VO o coproduto

Ag : TV - TVRTV
¢ definido por

Ag(1 @ @up) =1 @1+, (1Q Q1) ® (Vi1 ® -~ B vy) + 1 @ vy
1<i<n—1
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onde v, =v1 @ -+ @ vp; € a counidade € dada pela proje¢ao canodnica

WO:@V®"—>K

n>0
convencionando-se que V&0 =K.

O objetivo desta sec@o é mostrar como caracterizar todas as coderivagoes na
coélgebra tensorial através do levantamento de coderivagées. O qual passaremos a
explicar. Primeiramente um lema mostrando como a projecao canoénica pode ser

dada em termos do coproduto.

Lema 1.22. Seja m, : TV — V" q projecio canénica. Em termos do coproduto

Ag, ela pode ser expressa como:
_ (n—1)
Th=(M® - Qm)Ay /, para n > 2 (1.4)
onde Agﬁl) é o coproduto iterado da defini¢ao 1.13.

Demonstragao. Pela defini¢do de Ag, temos que o coproduto iterado Ag_l) é dado

por:
~1

AT V(@@ @a) =Y 21 © Triga) @ O Ty 11] (1.5)

onde a soma acima percorre todas as (n — 1)-uplas (j1,...,jn—1) de inteiros tais que

0=jo<j1<: - <jn1<Jn=ke, paracada r =21 ®--- ®z; o multi-indice z; ;
é definido da seguinte forma:
1, sej <1
Tl = i, sei=] (1.6)
T @ @xy, sei <.
note-se que a expressao (1.5) contém n multi-indices.

Como a projecao canonica 7, : TV — V& & definida por

1R - QRxE, Sek=n

(= ) 0, se k # n,
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aplicando-se ] ® - -+ ® m na expressao (1.5), obtemos
—_————

n termos
D (M@ @) (@) @ Tpjra1a) © 0 B T 41,4

Mas a expressao dentro do somatoério é nao nula se, e somente se, todos os multi-
indices x(;,41,j,,,) pertencerem a V', ou seja, se k =n e Tljo_yy+1,4,] = T para todo

1 <1 < n. Em outras palavras
(Mm&--om)AY V@ e - ©)
éigual a 1 ® -+ ® x, quando k = n e é zero nos outros casos. O

Observacao 1.23. Neste trabalho usaremos a notacao T°V para denotar a codlgebra
tensorial gerada por V. A dlgebra tensorial serd denotada por T*V . Note-se que,
como espago vetorial, TV =TV .

Seja A uma dlgebra e G C A um subconjunto de geradores. Dadas duas derivagdes
quaisquer dy,ds : A — A. Se dy|q = da|g entdo dy = da, pois todos elementos de A
sao produtos de elementos de G e dy e do satisfazem a regra de Leibniz.

No caso especifico da dlgebra tensorial T*V = @ V™ com produto dado por:
(T1® @) @B QYm) = T1Q QT QY1 @+ @ Ym,

dada qualquer aplicagdo linear f : 'V — TV, podemos estendé-la de forma tinica
como uma deriva¢ao f 2TV — TV da dlgebra tensorial. O enunciado dual também
¢ verdadeiro para codlgebras e coderivagoes. Qualquer aplicagao f : T°V — V pode ser
unicamente levantada como uma coderiva¢do f : TV — T°V. Como mostraremos a

Sequir.

Definicao 1.24 (Levantamento como Coderivagao). Se f : VO — V ¢ uma
aplicagao linear, ela pode ser levantada como uma coderivac¢do f TV — TV

definindo-se f(v1 ® --- @) =0 para k <n e

~

k—n
floy®-- @) = Z(l@ @ fR 1Ny ®--- @), para k> n. (1.7)
=0
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A definicao acima foi dada para qualquer espaco vetorial V. Note-se que, se V' é
um espago vetorial graduado V = @,,c; V®™ e f ¢ homogeénea de grau | f|, usando a
Defini¢ao 1.2 entao a formula (1.7) na defini¢do acima fica:

k—n
fo1®--®uy) = Z(—1)(|”1|+"'+‘”i‘)|f‘v1®- QU [ (Vi 1y - -+ Vi) Vg 41+ + - QU
= (1.8)
Um espago vetorial qualquer V' pode ser considerado um espago vetorial graduado
onde todo espaco estd ‘concentrado’ no grau zero. Nesse caso a féormula acima se

reduz simplesmente a,
fr @ @) Zvl @V ® f(Vit1s -, Vidn) @ Vignt1 @ -+ @ Vg

Lema 1.25. Para qualquer espago vetorial V e qualquer f : V™ — V| a aplicagdo
f 2TV — TV é uma coderivacao.

Demonstrag¢ao. Provaremos primeiramente o caso nao-graduado. Pela formula acima

temos:
R k—n
Apfor @ @vp) =Y A1 ® - 0; ® f(Vig1,- .., Vign) ® Vigns1 - @ V) =
i=0
- Z {Z( @) @ (Vi1 ® 0 ® f(Vig1, -5 Vidn) ®Uz‘+n+1"'®vk)>+
=0 =0

+ Z ((v1 Q0 @ f(Vig1,- s Vign) @ Vigmt1 -+ Q) @ (V141 ®"'®Uk)>]-
l=i+n

Por outro lado:

k
(Fel+1e HAcie - ou) =fol+1ef)(Xme ou) (e ou)) =
1=0
k ~
Z( v, ®(Ul+1®"'®’l)k)+(’Ul®"'®’Ul)®f(’Ul+1a---aUk)):
k l—n
:[Z< Ul®”’Ui®f(vi+17---7vi+n)®Ui+n+1”’®Ul)®(Ul+l®"’®vk)]+
l=n =0
k—n k—n—I1
+[ (U1®“'®vz)®( 'Ul+1®“"Ul+i®f(vl+i+la---avl+i+n)®'Ul+i+n+1"'®vk)]
1=0 i=0
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k—n

n
((m Q- ®u)® (Z(UlJrl ®“"Ui®f(vi+la'~avi+n)®'Ui+n+1“‘®Uk))>+
i=l

i

Il
(]

Iy
=

l_
( (U1®"'Uz'®f(vz'+1,~-,vi+n)®Uz'+n+1"'®Ul)®(vl+1®"'®vk))~

n 1

3

M=

+
l

segue-se que Ag f(11 @ - Qup) = (fR1+1® flAg(v @ -+ @ vp).

O caso graduado segue-se do caso nao graduado provado acima apenas observando-

I
o

se que os sinais, tanto na defini¢ao de coderivagao (f ®1+1® f)A = Af quanto na

definicao de f seguem o mesmo principio dado pela Defini¢ao 1.2. U

Para qualquer espago vetorial V', cada aplicacao linear f € Hom(7“V, V') (Salvo
mencdo explicita em contrario, neste trabalho Hom(V, W) = Hom, (V, W) denota o
espaco das aplicacoes lineares de V' em W), pode ser escrita como f = > 2 f, com
fn 1 VO — V. Aplicando o levantamento como coderivacao para cada fn temos

fn : TV — TV, Assim temos uma aplicacao linear
Hom(T°V, V) -2 Coder(TV)

f=200fa = o(f) = 200 fn
Note-se que ¢(f) é uma aplicacdo bem definida, pois para cada v; ® - -- @ v, € TV

(1.9)

d(f)(v1®---®ui) é dada por uma soma finita, uma vez que fn(vl ®---®u) = 0 para

n > k. A soma de coderivagoes é uma coderivacao, portanto ¢(f) é uma coderivacao.

Proposicao 1.26. A aplicacao linear ¢ : Hom(T°V,V) — Coder(T°V) é um iso-

morfismo de espagos vetoriais.
Antes de provarmos a proposicao acima, precisamos de mais um lema.

Lema 1.27. As coderivagoes na codlgebra tensorial TV sao determinadas pelas suas
projecoes em V. Em outras palavras, dadas duas coderivagoes quaisquer f,g: TV —

TV se mif = myg, entio f =g.

Demonstracao. Primeiramente observamos que para qualquer coproduto A e qual-

quer coderivagao f, por inducao temos:

A(nfl)f _ (f ® 1®n71 I 1®n72 ® f ®14+ 1®n71 ® f)A(nfl)
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De fato, para n = 2 a expressao acima é simplesmente a definicdo de coderivacao.

Assumindo que a férmula é valida para para n — 1, temos
A(an)f _ (f ® 1©n—2 NI 1©n—3 ® f ®14+ 1©n—2 ® f)A(an)

Aplicando-se (A® 1® --- ® 1) em cada parcela da igualdade acima obtém-se:
—_———
n—2

(A ®&;-2ﬁ1)(f® 1¥ ) = ((fe1+1 )1 ) (Al .;.2® 1)

. ®n—1 n—2
=(fel +lefel JARI® - -®1)

n—2
e para cada 2 < k < n:
(A RIR - 1)(1®n71€ ® f ® 1®k72) _ (1®n71€+1 ® f® 1®k72)(A 1R ® 1)
—— —_—————
n—2 n—2
pois Al = (1 ® 1)A, isto é, a identidade 1: C'— C é uma aplicacdo de coélgebra.

Como por definicio (A ® 1® --- ® AT = A= " aorupando-se os termos
—_——

n—2
calculados acima, obtemos:

A(n_l)f _ (f ® 1®n—1 4t 1®n—2 ® f ®1+ 1®n—1 ® f)A(n_l)

Dada uma coderivagdo qualquer f € Coder(T°V), usando a formula (1.4) e a

igualdade acima que acabamos de verificar, segue-se que
-1
Tf =(m®- @m)AT Dy
= Z(Wl®---®7T1f®---®7T1)Agfl)'
para qualquer n > 1. Concluimos que qualquer coderivagdo f é determinada pela

sua projecao i f. O

Prova da proposi¢ao 1.26. ¢(f) é, por definigdo, ¢(f) := S f € Coder(TV). Pela
Defini¢ao (1.7), 71 fn = frn. Portanto m¢(f) = f. Segue-se que ¢ é injetora.

Dada uma coderivagao qualquer g € Coder(T¢V), temos mg € Hom(TV,V).
Conforme vimos acima m¢(m1g) = m1g, mas como as coderivagoes dependem apenas

de 7, segue-se que ¢(m1g) = g. Portanto ¢ é sobrejetora. U
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Definigao de algebras A,, em termos de coderivagoes

Para qualquer espaco vetorial graduado V', seja TV a suspensao de V', isto é, o espago
vetorial graduado definido por (V)™ = V" ou seja., |Tv| = |v| + 1 para todo
elemento homogéneo v € V.

Em termos de coderivacgoes, uma estrutura de algebra A, num espago vetorial V'
é equivalente a uma coderivacio de grau um D € Coder! (T¢(1V)), onde o grau de D é
induzido pela graduacdo de V, tal que D? = 0. De fato, para qualquer coderivacio D,
D? também é uma coderivacdo e portanto é determinada pela projecao w1 D? : T¢((1
V)) — (1V). A condigao D? = 0 ¢é portanto equivalente a 3 D? = 0. Pode-se ver que
esta ultima igualdade é equivalente a defini¢do de algebra A, vista anteriormente,
ver [25].

1.2.2 Coderivagoes na Coalgebra Simétrica

Faremos aqui, para a coalgebra simétrica S¢(V'), um estudo de coderivagoes analogo
ao feito na segdo anterior para 7¢(V'). Antes de introduzirmos a coélgebra simétrica,

algumas defini¢coes sdo necessarias.

Definigao 1.28. S¢(V) ¢ definido como o espago vetorial quociente T(V')/I onde I
¢ o ideal gerado por x @y — (—1)‘$Hy|y ® x para todos elementos homogéneos x,y de
Vv

I=<z@y—(-DFWy oz . va,yeV >

A palavra ideal € empregada aqui em relagio a estrutura de dlgebra associativa em
T°V dada pelo produto tensorial. Uma classe [v1 @ --- @ vy] € SE(V) serd denotada

por vy N\ -+ A\ vp.

Observacao 1.29. Usualmente em dlgebra multilinear o simbolo de cunha N € usado
para denotar o produto antisimétrico, ou de Grassmann, o qual satisfaz x Ny =
—(—1)"””9@ A x. Neste trabalho no entanto, N serd usado para denotar o produto

simétrico graduado, o qual satisfaz

VA AN = (—1)6(0)110(1) N NUg (k)

20



onde (—1)(9) ¢ o sinal de Koszul da permutagio o introduzido na Defini¢io 1.1,

Definigao 1.30 (Coalgebra Simétrica). Para qualquer espago vetorial graduado

V', a codlgebra simétrica gerada por'V ¢ definida como a tripla (S°(V') = @,,>0 VA An, o),
onde mo : @, V""" — K ¢ a projegio candnica e o coproduto A : S¢(V) —
S¢(V)® S¢(V) € definido por

Ap(iA--Avp) = 3 3 (=D (o) A+ Ap(i)) @ (Vo (14 1) A AVg(ny)- (1.10)

0<i<n 0€S; n—;

onde ¥, ,,—; denota o conjunto dos (i,n — i)-desembaralhamentos, ver Defini¢io 1.9.

Seja x : SV — TV a aplicagdo de codlgebra definida por:

XA Avg) = D (1) D, ) @ -+ @ vy, (1.11)
gESy

E facil ver que x é um morfismo injetor de coalgebras (ver Kassel [17]). Segue-se
que, X~ : x[S°V] — SV também é um morfismo de coalgebras. O préximo lema
estabelece que a projecao canodnica p, : SV — V" na codlgebra simétrica também

pode ser determinada pelo coproduto iterado.

Lema 1.31. A projecao candnica p, € expressa em termos do coproduto A como:

=Xt ®- ®P1)A(An71)-

Demonstracao. Relembrando que na codlgebra tensorial temos
(n—1)
Tp=(m® - @m)Ay 7,

observamos que p, = x ! m,x. De fato, para qualquer vy A --- A v, € S¢(V), temos

Xil TaX (V1 A= Awy) = Xil 7Tn< Z (_1)6(0)UU(1) ®--® Ua(n))

oESy
- Xﬁl( Z (_1)6(0)UU(1) Q- ® Uo’(n))
oESy
=1 VANEERIVAN (.

21



e x 'anx(vy A--- Avg) = 0 para k # n. Como y é uma aplicacdo de coalgebra,

Angl) ox=x%"o0 A(A"*U, entao temos:

(n—1)

Pn = 1(7T1®"-®7T1)A®

- ®p1)A(A”_1) pois T x = p1. O

-
X m @ m)y Al
-

Usando exatamente a mesma demonstracdo do caso da codlgebra tensorial, o

proximo lema afirma que toda coderivacao em Coder(S¢(V')) é determinada pela sua

projecao p1 f.

Lema 1.32. Dadas duas coderivagoes f,g € Coder(S¢(V)). Se p1f = pig, entdio
f=y-

Definicao 1.33. Dada uma aplicagdo linear f : V" — V| podemos levantd-la como

uma coderiva¢do da seguinte maneira: f : SV — SV é definida por:

~

for Ao~ Avg) =0 para k <n e

Forn-Av) =3 (D F ey -3 Vo) Aoy Ao Avpy (1.12)

UESn,k_n

para k > n.

Lema 1.34. Para qualquer espaco vetorial graduado e qualquer aplicagcao multilin-
ear simétrica graduada f : V¥ — V. O levantamento f, definido acima, € uma

coderivacao.

Demonstragio. Dada a aplicacao f : V¥ — V, a qual pode ser vista como uma

aplicacdo simétrica graduada f : V®* — V, definimos a seguinte aplicacio:

sf

vk 1%
U1®®Uk — %f(q)l@@vk)’
vale lembrar que estamos trabalhando sobre um corpo de caracteristica zero. Seja
¢(sf) : TV — TV o levantamento como coderiva¢ao na coédlgebra tensorial dado

pela féormula 1.9.
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Agora observamos que a imagem de ¢(sf) o x, esta contida na imagem de Y, isto
¢ (p(sf) ox)(SV) C x(SV). De fato,

B(sfox(@ A Aan) =d(sf)( D To) @+ @ To()) =

gESy
n—k
= Z Z :t(xa(l) - ® Lo (i) ® sf(xa(i—i—l)’ s 7xa(i+k)) ® Lo(itk+1) - ® xa(n))
=0 c€Sy,

(1.13)

onde o sinal na expressdo acima é dado por: (—1)€(%)(=1)@em*+F2o@)I/f]

Tomamos agora a aplicagao 57;( : 9¢(V) — S¢V) dada por

m(:ﬂl AN Nay) = Z(—l)e(”)sf o X(:ca(l) AN NTgy) A To(h1) N A To(n)-

UESk,n_k

—

Aplicando-se x a esta expressao pode-se ver que: x o (sf ox) = ¢(sf) o x.

Em outras palavras, o diagrama:

ey —X s ey (1.14)
7] een] N
C X C Sf .
SV TV V' & comutativo.

Portanto, x ' o ¢(sf)ox = 37;(. Pelo Lema 1.18, sabemos que x o @(sf)ox
¢ uma coderivacao em S¢(V'), portanto s?o\x ¢ uma coderivacao. Mas pela definicao

de sf, é imediato que sf o x = f. Portanto f ¢ uma coderivagao. U
Com a mesma prova dada no caso da coalgebra tensorial, temos a seguinte

Proposigao 1.35. O levantamento como coderivagdo

Hom(SV, V) — Coder(S¢V)

€ um tsomorfismo de espagos vetoriais.
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Definigao de algebras L., em termos de coderivagoes

Usaremos também a suspensao TV de um espaco vetorial graduado V para definir
algebras Lo, em termos de coderivagoes. Uma estrutura de algebra L., num espago
vetorial V & equivalente a uma coderivacio de grau um D € Coder!(S¢(1V)), com o
grau de D induzido pela graduacdo de V, tal que D? = 0. Como D? tamém é uma
coderivacdo, D? = 0 se, e somente se, p;D? = 0. Esta tltima igualdade ¢ equivalente
a sequéncia de igualdades dadas na definigao de élgebra L, ver [25].

A relagdo usual entre algebras associativas e algebras de Lie estende-se natural-

mente para o contexto de algebras homotoépicas através do seguinte teorema

Teorema 1.36 (Lada [21]). Seja x o morfismo de codlgebras definido pela formula
1.11. Suponhamos que {my} : TV — V é uma estrutura Ao, em V. Entao {m,ox}

€ uma estrutura Lo, em V.

Demonstra¢ao. Uma estrutura A, em V' é uma seqiiéncia {my,},>1 de aplicacoes
lineares de grau 1, m,, : V€™ — V| tais que depois de levantadas como coderivacoes
D = Y1, : T°V — T°V, definem um diferencial: D? = 0. Uma estrutura L., é
definida da mesma forma através de aplicacdes I, : V" — V tais que D' = E[n :
SV — SV satistaz (D)2 = 0.

Agora consideremos a coderiva¢ao D' : 8V — SV definida por D' = S Ty O X

Pelo lema 1.34 sabemos que o seguinte diagrama é comutativo:

Sy —X s ey (1.15)

o ol

SV —>TeV

o ol

SV —=TeV.
Como D? = 0 e x ¢é injetora, concluimos que (D/)2 = 0. O

No restante deste capitulo mostraremos que versoes anélogas dos resultados mostra-

dos acima também sao validos para as OCHAs. O papel crucial é desempenhado por
um morfismo de codlgebras Z : SU @ TV — T¢(U & V) cuja formula (1.21) envolve

o produto baralhamento definido pela formula (1.19).
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1.3 Definicao de OCHA via coderivacoes

Nesta se¢ao relembraremos a definicdo de OCHA através de coalgebras dada em [14].
Como usual na teoria de Algebras Homotopicas [25], “open-closed homotopy algebras”
podem ser descritas como uma coderivagao diferencial numa coalgebra apropriada.
No caso das OCHASs, a codlgebra é S°H.®T“H,. Onde H. e H, sao respectivamente
o espaco de estados da teoria de campo de corda para cordas fechadas e abertas.
Como o objetivo desta tese é estudar os aspectos puramente mateméticos daquelas
algebras, trabalharemos com espagos vetoriais graduados em geral.

Sejam U e V espagos vetoriais Z-graduados. Vamos primeiramente relembrar a
definicao do coproduto A em SU ® T°V:

A((ur Ao AN @ (01 @ - ®@vp)) =
= Z (_1)5(0)(_1)77(19,11)((“0(1) A Ng(p) ® (V1 @ - ® 1))@

0ESp,m—
op<m P
<n

0<q ® ((ua(p-i-l) AREEA ua(m)) ® ('Uq+1 Q- Un))v (1-16)

onde : n(p,q) = ([uo@E+yl + -+ [ugEm) (o1 + - - + |vg]).
Defini¢ao 1.37. Dada uma aplicacio f: U’ @ V¥4 — V| seu lavantamento como
coderiagao € definido da sequinte maneira: para r = p,s = q definimos:

A~

fur A Aup) @ (11 @ - @ vg)) =
— Z (—1)“T—P’j(a)(ua(1) A A Ua(r—p)) ® (v @ QV®

o€Sr—p,p

0<i<og @ f(Uo(rpt1)s -+ > Uo(r)s Vjt1s- > Vjig) @ - @vg) (L.17)

onde: pipq(0) = €(0) + ([uoyl + - + [t ) + (lor] + -+ + |vg))+

+ (lorl + -+ [og (g g1y [+ -+ + [uom) ),
Observacio 1.38. O fato de que a aplicagio f : SE(V)eTU) — S¢(V)®T¢U)
assim definida € de fato uma coderivac¢do serd provado, de modo andlogo ao caso da

codlgebra simétrica, na proxima se¢ao apds introduzirmos o morfismo de codlgebras
E:S(V)@TU) - T4V @&U). Ver Proposicio 1.42.
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J4 vimos que qualquer aplicagiao g : U’ — U pode ser levantada como uma

coderivagao g : S°U — S°U, usando-se a formula (1.12).

Definicao 1.39. Uma aplicagdo g : UP — U pode ser levantada como uma coderivagao
g de SCU @ TV definida como ¢ = g® 1, onde 1 denota a identidade em TV . Mais
explicitamente, temos g : S°U @ TV — SU @ TV

@((m/\'--/\un)®(v1®...®vp)):

o€Sp,n—p

(1.18)

Pelo Lema 1.20, sabemos que g : S°U ® T°V — S°U ® TV é uma coderivagao.
Concluimos que, dadas duas aplicagoes f : U @ V¥ — V e g : UM — U,
podemos levanta-las como uma coderivacao f—i— g € Coder(S°U @ T°V). Con-
forme descrito em [14] uma OCHA ¢é uma soma de espacos vetoriais graduados
H = H.® H, munidos de duas familias de aplicacoes multilineares de grau 1,
= {l, : HI? — Helpso e n = {nyq : HIP @ HEY — Holp g0, pqg>0, tais que,
levantando-se aquelas aplicacoes para coderivagoes, tal como definidas nas férmulas
1.17 e 1.18, [, € Coder(S“H.@T°H,) e n, 4 € Coder(S“H.®TH,), temos [ =", [,

en=73, Mg satisfazendo (I+ )2 =0,

Na proxima se¢ao mostraremos que qualquer ¢ € Coder(S°U ® T°V) pode ser
escrita como ¢ = 3_,, g+, , fp.g, Onde gy € f g 880 coderivagoes obtidas levantando-
se aplica¢des multilineares g, : UM — U e f,q: U @ V¥ — V. Em vista deste
fato, podemos simplesmente dizer que uma estrutura de OCHA em U @ V é dada
por uma, coderivacao diferencial de grau um na codlgebra S°U @ TV .

Isto também nos d4 uma explicacdo puramente algébrica para as restrigdoes nas
aplicagoes multilineares f : H/? @ H®? — H. @ H, que aparecem na definigdo
de OCHA [14]. De fato, as aplicagoes multilineares sdo restritas ao subespago de
Hom(S°H, ® T°H,, He ® H,) gerado pelas aplicagoes da forma f : HA? @ HE? — H,
e g:H — H. A proposi¢ao 1 diz que este subespago ¢ isomorfo a Coder(S°H, ®

T°H,) e podemos concluir que as restricoes em OCHA sdo intrinsecas ao espago
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Coder(S“H. ® TH,). Foi Martin Markl quem nos sugeriu considerar as restrigoes

em OCHA como intrinsecas nas coderivacoes acima.

1.4 Coderivacoes em S°U ® TV

Nesta secao mostraremos como caracterizar todas coderivagoes em S°U ®T“V usando

um morfismo injetor de codlgebras apropriado.

Defini¢ao 1.40 (Produto Baralhamento). Seja E um espaco vetorial Z-graduado
esejam a1 ®@---Qa, € B e 0 < i< n. O produto baralhamento de a1 ®---®a; €
E®i ¢ Ait1 Q- Qay € E®"=i ¢ definido como

Sh(lar ® -+ ®a;) ® (a1 @+ @ an)) = . (1) Pa,q) @+ @ ay( (1.19)
Ueu(i’n,i)
onde ¢ ,_s) € o conjunto de todos (i,n — i)-baralhamentos, isto €, permutagoes o €
Xn com

ol <o <ot@), o7 i+ 1) < <o (n).

E bem conhecido (ver Kassel [17]) que Sh : T°E ® T°E — T°E é um morfismo de
coélgebras.

Vamos considerar agora o espago vetorial U & V junto com a inclusao natural
TU - T(U®V)eTV —TUa®&V). Tomando o produto tensorial das inclusoes
e compondo com Sh obtemos uma morfismo injetor de coalgebra Il : T°U TV —

T¢(UaV). Consideremos Z : SURTV — T¢(UdV') dada pela seguinte composigao

—_
=)
—

SU & TV T(U & V) (1.20)
\&1‘\ y
TU TV

onde x foi definido em (1.11). Vejamos a formula explicita para o morfismo injetor

de coélgebras =:

Eor A Avgsug A Ayg) = Z (—1)6(‘7) I (Vg(1)ys -« - s Vo(h)i Uty - - - w)  (1.21)
o€Sk
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onde IIT, conforme vimos acima, é dado pela soma de todos os baralhamentos entre

elementos de V e de U.

Lema 1.41. Para qualquer funcao f : @, 4=y, UN @ V® — V existe uma fungdo
bf: (U V)® -V tal que bf o= = f. Onde = : @ UMY @V® — (Ug V)

é visto aqui como a restrigéo do morfismo = ao subespago P UM @ Ve,

p+q=n

pt+g=n

Demonstragao. Para definir bf, observamos primeiro que qualquer elemento de (U &
V)®" & uma combinagao linear de elementos da forma Ag(1) @ <+ ® Ag(y) COM a; =
u; € Uparal <t < pea; =v; € Vparap+1<j<mn, ondeocéum
(p,n — p)-baralhamento, com p variando entre 0 e n. Denotaremos tais elementos
por o (Ui, ..., Up; Upsl,---,Un).

A aplicagao bf : (U ® V)®" — V ¢ entdo definida da seguinte forma: para cada

o(ur, ..., Up; Uptts- -, Un),

bf(o(ut, ..., Up;Vpt1, ... = ———foE((u1 A+ Atp) @ (Vpy1 @ - @uy)). O

Proposicao 1.42. Dada uma aplicagio f : U’ @ V& — V, seu levantamento
f:SURTYV — 58U @TV dado pela féormula (1.17) define uma coderivagio.

Demonstragio. Primeiramente tomamos a aplicagao bf : (U & V)®" — V definida
no lema acima e seja ¢(bf) : T(U @ V) — T°(U & V) o seu levantamento como
coderivagao na coalgebra tensorial.

Nio é dificil ver que Zof = ¢(bf)oZ. Portanto, f = 2~ od(bf)o=. Como ¢(bf) ¢

uma coderivacao em T¢(U®V), segue-se que f é uma coderivacao em SURQRTV. O

Lema 1.43. A projecio canonica 6, : SU @ TV — P UMN @ V%1 ¢ determi-

p+g=n
nada pelo coproduto iterado através da formula

0, =270, @ ®0;)AP).

Demonstragio. Observamos que 6, = 2~ 1,2 onde 1, : T¢(U D V) — (U V)& &

a projegao canodnica (a verificacao desta igualdade é totalmente andloga a verificagao
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de p, = x 'max, feita no caso da codlgebra simétrica). Em particular, 6y

SURTV —Ua®V. Lembrando que 7, = (m ® - -+ ® Wl)Aég_l), temos:

Il
2
[1]

0, = Eil(ﬂ'l XX Wl)Agil)E
== (m®- - @m)E®"ARY (1.22)
== ® - ® QI)A("*U
onde Ag é o coproduto em T¢(U @ V') e A é definida por (1.16). O

Dada uma coderivagao qualquer ¢ € Coder(S°U ® T¢V), aplicando-a em (1.22):

Ond == 101 @ ®6,)A Vg

(1.23)
=1 2(91 ® - R010® - ®0;)AMY,

¢ é portanto determinada por sua projegao 610 : S URKTV - UGV, 010 =gd f.
Pode-se escrever g e f como: g =Y gpqe f = fpq onde gpq : U QVE - U e
fpq : U @VEL -V, para p,q > 0.

[1]

O ="' (1@ @ (f+g) @ ®0;)ANY
-1 2(91 R+ R (ng,q + prvq) R ® HI)A(n—l)’

¢ ¢ portanto determinada por g, 4 e fp 4 através das formulas acima.

[1]

Por outro lado, vimos que f,, e gno podem ser levantadas como coderivagoes
pelas formulas (1.17) e (1.18). Conseqiientemente, como >, fp,q + >, 0n € uma
coderivacao, qb/ =¢— 2,4 fp,q + >, Gn € uma coderivacdo cuja projecdo tem a
forma:

016 = > gpq onde gy, UV @VE U

(p,9)>(0,1)
Proposicao 1.44. Toda coderivagio ¢ € Coder(S°U @ TV) pode ser escrita como
¢ =000t 2y fp,q; onde gy e fpﬂ sao coderivagoes obtidas pelo levantamento,

definido pelas expressoes (1.17) and (1.18), das aplicagées multilineares g, : UN* — U
e fpg: U @VP -V,
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Corolario 1.45. Dados dois espagos vetoriais diferenciais graduados H. e H,. Uma
estrutura de OCHA em H = H.® H, € equivalente a uma coderivagio diferencial de

grau um
D € Coder*(S“H, ® T°H,) : D?*=0.

Prova da Proposigcao 1.44. Pela discussao acima, basta mostrar que qualquer coderivagao
¢ € Coder(S°U @ T°V) tal que
010 = Z Ip.q onde gy, : U @ V¥ — U,
(p,a)>(0,1)

deve ser identicamente nula.

De fato, a formula (1.23) nos diz que
Ebro= Z (Ip.g ® 01+ 01 ® gpq) A
(p,9)2(0,1)

Aplicando-se upy @ vjy1) = (U1 A+~ Aug) @ (V1 @ -+ - @wp41) (onde vy # vi41) no lado

direito, temos:

Z Fgp— 11 (WA A @ o)) @ wp £ U @ g1 (WA T Aug @ vpg))

7

+ gr (U @ V1@ QU ® Vi1 £ V1 ® Gr (U] @ V2@- - QUIL1).

Esta expressao deve pertencer & imagem de Z. Os termos envolvendo gr_1 ;41 natu-
ralmente pertencem a ela, pois eles sao somas de comutadores de elementos de U. Os
termos envolvendo g ; devem entdo pertencer a Im(=Z) também. Mas como v1 # vj41,

tais termos nao sao baralhamentos e s6 podem pertencer a Im(=) se

Gei((UI A Aup) @ (@ @) =0 YVu €U, v €V. O

1.5 Comutadores e baralhamentos de estruturas A,

Dizemos que uma aplicacao f : T°(H. ® H,) — H. ® Ho € Open-Closed restrita,
ou simplesmente OC-restrita, se f =l +n com | : TH, — Heen : T(H. @
H,) — H,. E imediato ver que se duas aplicacdes f,g : T(He ® Ho) — He ® Ho
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sao OC-restritas, entao seu colchete de Gerstenhaber [f,g] ¢ também OC-restrito.
O proximo teorema diz que comutadores e baralhamentos de estruturas A,, OC-

restritas induzem estruturas de OCHA.

Teorema 1.46. Dada uma estrutura Aso, M = {My} : T*(H. ® Ho) — He @ Ho, a
qual é OC-restrita. Entao {MyoZ} define uma estrutura de OCHA em H = H.®H,.

Demonstrac¢ao. Basta mostrar que temos um diagrama comutativo anélogo ao dia-
grama (1.14). Como M = {M} = l;, + ni} é OC-restrita, a composicao M o = =
{My o =} nos da duas seqiiéncias de aplicacdes: I, = € 0= : S¥H, — H. e
Npg = ng o= : HOP @ HY? — H, com p+ g = k. As equagoes (1.17) e (1.18) nos
dizem como levantar estas aplica¢oes como coderivagoes [ € Coder(S“H. ® TH,)
e n,, € Coder(S“H. ® T“H,). Denotamos por MoZa coderivagao [+n = > [ +
1,4 € Coder(S°H, ® T°H,). Como = é injetora, teremos (]\70\5)2 =({+n)?2=0

pela comutatividade do seguinte diagrama:

S, @ T*H, —— T°(H, & H,) (1.24)

— R TeDmo
MoZ= M

SH, @ T*Hy ——> T(He & Ho) 2> He & Ho,

— ~

O mesmo argumento usado na prova da Proposicao 1.42 prova que =oM o Z = Mo

[1]

Y

O

isto é, que o diagrama acima é comutativo.

O resultado acima é o anélogo para OCHA da relacao usual entre algebras de Lie

a algebras associativas.
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Capitulo 2

A Operada OC

No capitulo anterior vimos a definicao de OCHA através de coderivacoes. Aqui
estudaremos a Operada OC tal que as OCHASs s@o precisamente as algebras sobre
OCo. Tal operada foi introduzida por Kajiura e Stasheff em [14]. No entanto, os
autores nao deixaram inteiramente claro como definir o operador d, de expansao
de vértices, para as arvores que definem OC,,. Neste capitulo apresentamos uma
maneira de solucionar o problema através das drvores parcialmente planas definidas
na secao 2.2.

Este capitulo comecga com um breve apanhado geral sobre operadas e termina com
a definicdo da operada OC, em termos de arvores parcialmente planas e do operador
de expansao de vértices d. Nos exemplos, discutimos algumas das propriedades mais

peculiares das OCHAs usando o operador d.

2.1 Operadas

Definigao 2.1 (Operada de Espagos Vetoriais). Uma operada de espagos ve-
toriais é uma seqiéncia O = {O(n)}n>1 de espagos vetoriais munida da sequinte

estrutura:

(1) wma agao o direita do grupo simétrico ¥, em cada espago vetorial O(n);
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(i) uma lei de composi¢ao
Tma,mn 2 O(n) @ O(mn) © -+ @ O(my) — O(my + -+ + my)
para todo n,mq, ..., My = 1;
(11i) um elemento identidade e € O(1). Satisfazendo as sequintes propriedades:

(P1) A composi¢ao € equivariante com respeito as agoes do grupo simétrico: X, X
Y, X X X, age no lado esquerdo e sua agao € levada naturalmente a agao

de YXmy4-tm, - Ou seja, para todo c € O(k), ds € O(my), 0 € X e 7, € Xy,
Yleojdy, ... dy) =y(c;do-101ys -y do—1(y) (M1, .00 M)

ev(c;dym, ..., dp7e) =v(c;dr,y ..., dg) (11 @ - @ Tk) onde o(my,...,my) de-
nota a permutacao de m = ) ,m; letras que permutam os k blocos de letras

determinados pela dada particao de m da mesma forma que o permuta k letras.

(P2) A composigao € associativa, i.e., o sequinte diagrama é comutativo:

Ok) ® O(n1) @ - - © O(n) 95 0 8 O e O]
®@0(mi11) ® -+ ® O(myp,)
Vesng ...,y Qid v
! !
O(n) @ O(m11) @ -+ ® O(my.n,) : O(m)

onde m; = Ej Mg, W=7 ;N €M = . M;;

(P3) O elemento identidade e satisfaz propriedades naturais com respeito a com-

posicao: y(e;d) =d e y(dse,...,e) =d para cada f € O(k).

Uma operada de espacos topologicos ou de conjuntos pode ser definida com as
mesmas sentencas substituindo-se o produto tensorial ® pelo produto cartesiano
x. De fato, a mesma definicdo acima aplica-se para qualquer categoria monoidal
simétrica, basta substituir o produto ® acima pelo produto simétrico ® da catego-

ria, ver [25]. Assim, falaremos de operadas topoldgicas; operadas vetoriais; operadas
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diferenciais graduadas (DG); operadas (...) em geral. Onde os parénteses contém o
nome da categoria a qual os objetos da operada pertencem.

A melhor maneira de entender o conceito de Operada é através de exemplos. Os
exemplos classicos sdo a operada das aplicagdes multilineares e a das arvores. Apos

discutir estes exemplos, estudaremos outros conceitos relacionados.

Aplicagoes multilineares

Seja V um espago vetorial, para cada n > 1 seja Endy(n) o espago das aplicagoes
multilineares Endy (n) = Hom(V®", V). O grupo simétrico 3,, age & esquerda em

V¥ de maneira natural:
1@ @@y e (_1)6(U)x0*1(1) @ D Tg—1(n)

e portanto induz uma agao a direita em Hom(V®" V). Para cada 1 < i < n,
podemos compor uma aplicagao f € Hom(V®" V) com outra g € Hom(V®™ V)
obtendo f o; g € Hom(V&"+™=1 V) dada por:

foi 9(361, e ,$m+n71) = f(xlu .- ,5617179(5617 . ,ﬂfi+m71),$z’+m, .- 71’m+n71)-

As composicoes do tipo o; satisfazem naturalmente propriedades de associatividade
e equivaridncia em relacdo a acdo a direita de ¥,,. De fato, para inteiros 7, j,7,s

apropriados e aplicagbes multilineares f, g, h, temos

(foig)ojh=for(gosh)

A operacio o; : Hom(V®" V) @ Hom(V®™, V) — Hom(VE™tn=1 V) & equivariante
em relagao & agao do grupo %, x %, em Hom(V®" V)@ Hom(V®™ V) e do grupo

Yman—1 em Hom(V®m+n=11y)

Arvores

Uma &arvore é um grafo finito conexo e contratil. Vamos modificar um pouco a
convencao usual e “apagar” os vértices que tém apenas uma aresta adjacente. Conse-

qlientemente, algumas arestas terao apenas um vértice adjacente e serao chamadas de
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arestas externas ou pernas. Arestas que tém dois vértices adjacentes serao chamadas
arestas internas.

Assumimos que todas as arvores tém ao menos uma aresta. A arvore com apenas
uma aresta e nenhum vértice é chamada de drvore trivial. Uma &rvore sem arestas
internas serd chamada de corola.

Uma drvore com raiz é uma arvore com uma aresta externa distinguida chamada
raiz. As outras arestas externas remanescentes numa arvore com raiz serao chamadas
folhas. Uma vez que sua raiz estd fixa, uma arvore com raiz tem uma orientacao
natural na qual toda aresta estd orientada em direcao ao vértice mais préximo da
raiz.

Salvo mencao explicita em contrario, daqui em diante a expressao drvore sempre
significara arvore com raiz e orientada. Uma arvore n-rotulada é um par (7', ¢) onde
T & uma arvore e £ : Fol(T) — [n] é uma bijegdo, onde Fol(T') é o conjunto das
folhas de T' e [n] = {1,...,n}. O grupo das permutacoes ¥,, age & direita nas arvores
n-rotuladas: para cada bije¢ao o : [n] — [n] definimos o(T,¢) := (T,0~ ! o /).

Um isomorfismo entre arvores é uma funcao continua ¢ : T3 — 75 que induz
uma bije¢do no conjunto de vértices e tal que, se (v,v’) é a aresta de T} determinada
pelos vértices v e v/, entdo (¢(v),p(v')) € uma aresta em Tp. Assumimos que todo
isomorfismo preserva as raizes das arvores. Se (77,¢1) é uma arvore n-rotulada,
o isomorfismo ¢ : 77 — T5 induz um ro6tulo natural ¢(¢1) em 7. Dizemos que
duas arvores n-rotuladas (77,¢1) e (T3, ¢2) sao isomorfas se existe um isomorfismo
¢ Ty — Ty tal que ¢(£1) = lo. A classe de isomorfismo de uma arvore n-rotulada
serd denotada por [T ].

Para cada inteiro n > 1, temos um conjunto Tree(n) das classes de isomorfismo
de arvores n-rotuladas (ou m-arvores). Conforme vimos acima, o grupo %, age em
Tree(n). Agora vamos definir uma composicao entre arvores tal que, dada uma n-

arvore e uma m-arvore, obtemos uma (m + n — 1)-arvore.

Definicio 2.2 (Composicio de Arvores). Dada uma n-drvore (T,f) e uma m-
drvore (S, \) e um inteiro 1 < i < n, existe uma drvore denotada T o; S chamada a

composi¢ao de S com T na folha i de T. Tal drvore é obtida identificando-se a raiz
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de S com a folha i de T. A nova drvore obtida tem n + m — 1 folhas e seu rétulo

denotado por £ o; A ¢ definido da segquinte forma:

(1) uma folha vinda de T com rétulo j, tal que 1 < j < i—1, recebe o mesmo rétulo

na nova drvore
(i) uma folha vinda de S rotulada por j, recebe o rétulo j+i—1 e

(13i) uma folha vinda de T cujo rétulo é j e i +1 < j < n, recebe o novo rétulo

j+m—1.
As figuras a seguir ilustram a regra descrita acima.

Exemplo 2.3.
1 3 2 2 1 14 32 1 2 3 2 1 13 24

VY

Observacao 2.4. A composi¢ao acima € bem definida em relagio ao isomorfismo
de drvores rotuladas. Portanto, para cada 1 < ¢ < n, temos uma opera¢dao o; :

Tree(n) x Tree(m) — Tree(m +n — 1).

Associatividade: A composicdo de arvores satisfaz a propriedade natural de as-
sociatividade: dadas trés arvores rotuladas T%,7T5,T5, compor as duas primeiras e
depois compor a arvore assim obtida com T3 em nada difere de compor as duas
tltimas (nas mesmas folhas) e depois compor 77 com a &rvore obtida através das fol-
has correspondentes. Desde que usemos as mesmas folhas nos dois casos, as arvores
obtidas serao idénticas.

Equivariancia: A operacao o; : Tree(n) x Tree(m) — Tree(m-+n—1) é equivariante,
num certo sentido natural, em relagao a acao do grupo X,, x 3, em Tree(n) x Tree(m)

e Ymtn—1 em Tree(m +n —1).

2.1.1 Representacoes de Operadas

O conceito de operada de espagos vetoriais € uma generalizacao do conceito de algebra

associativa. Assim como no caso das algebras, pode-se definir morfismos, represen-
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tacoes, modulos e ideais no contexto de operadas, os quais apresentaremos a seguir.

Para as defini¢oes dos conceitos de operada livre e presentagao, ver [25].

Definigao 2.5. Um morfismo entre operadas v : O — O’ é uma seqiiéncia de apli-
cagoes Xj-equivariantes 1 : O(j) — O'(j) tais que (1) =1 e o sequinte diagrama

€ comutativo:
O(k) ® O(j1) ® - -+ © O(jx) —— O(j)
Tﬁk@wjl@"'@d’jkl %l
O'(k)® 0'(j1) ® - @ O'(ji) —— O'(j),
onde j = jk-

Definigao 2.6. Uma representagdo de uma operada O € um espago vetorial V que
admite um morfismo de operadas O — End(V'), onde End(V) ¢ a operada dos

endomorfismos definida no inicio deste capitulo.

Representagoes de operadas sdo também freqiientemente chamadas de dlgebras
sobre uma operada. De fato, o morfismo acima implica em particular que para cada
elemento d,, € O(n) corresponde uma aplicagao multilinear ¥(d,) : V¥ — V. V
estd portanto munido de uma seqiiéncia de aplicacdes multilineares as quais sat-
isfazem propriedades descritas em termos de composicoes de operacoes e acdao do
grupo simétrico X, (tais como associatividade m(m(zx,y),z) — m(zx,m(y,z)) = 0 e
identidade de Jacobi I(I(x,y),z) + (I(y,2),x) +1(l(z,x),y) = 0). Tais propriedades

refletem a estrutura da operada.

Observacao 2.7. Conforme mencionado anteriormente, o conceito de dlgebra sobre
uma operada, definido acima para espagos vetoriais, pode naturalmente ser definido
para qualquer categoria monoidal simétrica. Em particular pode ser definida para op-
eradas de espagos topoldgicos substituindo-se o produto tensorial pelo produto carte-

stano.

Definigao 2.8. Um mddulo a esquerda sobre uma operada P é uma familia de espagos

vetoriais M = {M(n)},>1 tal que ¥,, age a direita em cada M(n) e estd munida de
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aplicagoes

Am : D {73(1) ®P(m1) @ - @ M(my) ®...®p(ml)} s M(my 4 )
1<l
para quaisquer L = 1 emy,...,my > 1, satisfazendo as propriedades usuais de modulo

sobre uma dlgebra traduzidas no contexto de operadas.

Similarmente, um mddulo & direita sobre uma operada P é uma familia M =

{M(n)}n>1 tal que 3, age & direita em cada M (n) munida de aplicacoes

Plim @ {M(l)@P(ml)gg...@p(ml)} — M(my+ - +my),

1<igl

satisfazendo as correspondentes identidades para médulo a direita traduzidas no con-

texto de operadas.

Definicao 2.9. Um ideal I numa operada P é uma familia I = {I(n)},>1 de sube-
spagos 1(n) C P(n) invariantes pela agao a direita de 3, em P(n) e tais que I é um

maddulo o esquerda e o direita sobre P. Denotaremos tal relacdo por I < P.

2.1.2 Operadas coloridas

Existe uma generalizagdo natural do conceito de operada. Trata-se das Operadas
Coloridas. Exemplos de tais operadas, entre outros, sao a operada do queijo suico
SC [41] e a operada OC, (ver secao 2.2.1) que descreve as OCHAs. A importancia
deste conceito neste trabalho é portanto crucial. Outros exemplos estao no trabalho
recente de Berger e Moerdijk [2]

O exemplo canénico de operada é a dos endomorfismos {Hom (X ®", X)},,>1, dis-
cutida no inicio deste capitulo. A extensdo natural da definicdo da operada dos
endomorfismos para uma operada colorida é feita da seguinte forma. Seja C' um con-
junto (os elementos de C serao chamados de cores), e { X.}.ec uma familia de espagos
vetoriais indexada por C. Para cada n + 1-upla (cy,...,cy;c) de cores, associamos o

espaco vetorial das aplicacoes multilineares:
(c1y...,¢p;¢) — Hom(X,, ® -+ @ X, X.),
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a aplicacao estrutural desta operada é novamente dada pela composicao de aplicacoes
lineares, com a tunica observacao de que a composicao deve respeitar a compatibili-
dade das cores, conforme descrito na definicao abaixo. Esta aplicacao estrutural sat-
isfaz as propriedades de associatividade, equivaridncia e elemento identidade dadas

na defini¢do a seguir.

Definigao 2.10 (Operada C-colorida). Seja C um conjunto (seus elementos serao

chamados de cores). Uma operada C-colorida P ¢ definida pela sequinte estrutura:

(1) para cadan > 0, e cada (n+1)-upla (c1,...,cn;c) de cores, temos um K-espago
vetorial:
P(eci, ... cp50);

(i) para cada cor ¢, um elemento identidade 1. : K — P(c;c);

111) para cada (n 4+ 1)-upla (c1,...,cp;c) de cores e outras n k;-uplas de cores
p 14 j-up

(dl,h s adl,kl)a- LR (dn,la s adn,kn)

temos uma aplicagio estrutural:

P(cr,...,cn50) @ P(dig, ... diggic1) @ @ P(dna, .o dn ks Cn)

l)P(dl,la---adn,k:n;C);

(iv) para cada o € Xy, uma aplicagdo o : P(c1,...,cn5¢) — P(Co1)s- -+ Co(n); C)-

Os quatro objetos dados acima, devem satisfazer certos aziomas andlogos aos da
defini¢ao 2.1: as aplicagoes em (iv) definem uma agao a direita do grupo ¥, no sen-
tido de que o*17* = (170)* para qualquer 1,0 € 3,; cada elemento 1. € uma identidade
a esquerda e & direita para a aplicagdo estrutural v; e finalmente esta aplicagdo sat-
1sfaz propriedades de associatividade e X, -equivaridncia no sentido natural andlogo

a defini¢ao 2.1.

O conceito de algebras sobre uma operada C-colorida pode ser definido de forma

anédloga a definicao acima para operadas.
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Definicao 2.11 (P-algebras). Para uma operada C-colorida P, uma P-dlgebra é

uma familia A = {A(c)}ecc de espagos vetoriais que admite aplicagies
Qep,ense t Pler, .o en0) @ Ac) @ - - ® Ale,) — Alc)

satisfazendo axiomas de associatividade, identidade e equivaridncia andlogos aos dis-

cutidos acima.
Por exemplo, para cada o € ¥, o diagrama:

Pler, ... cnic) @ Alcr) ® -+ @ Alen) — A(e) —2m 5 A(e)

* -1 -C
0" Qo J{ %
o 60\\

P(ca(l)v <5 Co(n); C) ® A(Ca(l)) K- ® A(Ca(n)) o

é comutativo, onde o, denota a acdo & esquerda nos produtos tensoriais induzida por
.
Exemplos de Operadas coloridas

(1) Queijo Suigo: A operada do queijo suigo introduzida por Voronov [41] é um
exemplo de operada 2-colorida. Nesse caso o conjunto binério de cores é C' = {d, s}

correspondendo as cores (d)isco e (s)emi-circulo. Por defini¢ao temos:

n m>0 n

onde D(n) é a bem conhecida operada dos discos pequenos [27] e

Pd,...,d,c,...,c;s) = SC(m,n)
~——
n m
onde SC(m,n) é a variedade diferenciavel, descrita em [41] (ver também Kontsevich
[19]), do espago de configuragoes dos discos disjuntos rotulados de 1 até m e semidis-
cos superiores disjuntos rotulados de 1 até n. Todos dentro do semi-disco superior
padrao (de raio 1 no plano). O grupo oy age naturalmente permutando os rotulos;
a aplicagdo estrutural é definida colando-se discos e semi-discos pelo seus bordos e

posteriormente 'apagando-se’ os bordos identificados (ver [41] para mais detalhes);
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o elemento identidade de P(d;d) é o proprio disco unitério, assim como o elemento
identidade de P(s;s) é o proprio semi-disco unitério.

(2) Operada no sentido usual: Seja S = {*} um conjunto contendo apenas
um elemento. Toda operada (no sentido da defini¢ao 2.1) é uma S-operada.

Outros exemplos interessantes estao em Berger-Moerdijk [2].

2.2 Arvores Parcialmente Planas e OC.,

Seja T uma &arvore e f : T — R3 uma funcdo continua que induz um homeomor-
fismo entre T' e sua imagem f(7). Dizemos entao que 7" estd mergulhada no espaco
euclidiano com mergulho dado por f. Em particular, f(7') é também uma arvore.
Considere T' mergulhada no espaco euclidiano R3. Vamos escolher um certo sub-
conjunto, possivelmente vazio, o(T') C edge(T') (onde edge(T') é o conjunto de todas
as arestas de T') tal que as arestas em o(T") estao contidas no plano zy. O conjunto es-
colhido o(T") sera chamado o conjunto das arestas planas (também chamadas arestas
abertas em alusdo as cordas abertas, correspondendo aos pontos marcados no bordo

do disco de Riemann.).

Definicdo 2.12. Uma Arvore Parcialmente Plana é uma classe de isotopia de dr-
vores T mergulhadas no espago euclidiano com um conjunto o(T') de arestas planas,
considerando-se apenas isotopias fi tais que o conjunto de arestas planas permanece

no plano para qualquer t € [0, 1].

Vamos denotar arestas planas com linhas retas e arestas espaciais (também chamadas
fechadas em alusdo as cordas fechadas, pontos marcados no interior do disco de Rie-
mann) serao denotadas com linhas onduladas, como nas figuras 4.1.a) e 4.1.b) na

pégina 64.

Exemplo. de acordo com a definicao acima:

1 2 3 2 3 1 1 2 3 1 3 2
\‘/=\‘/ m\‘/%\‘/
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Arvores parcialmente planas definem uma operada 2-colorida (ver secdo 2.1.2).
De fato, arvores parcialmente planas sao arvores com 2 tipos de arestas. A colagem
de tais arvores estd definida apenas quando a cor da raiz da primeira arvore coincide
com a cor da folha da arvore sobre a qual ela vai ser colada. Uma vez estabelecido
o tipo de arvore que seréd usado na descricdo das OCHAs, podemos passar ao estudo

especifico da operada que as descreve.

2.2.1 A Operada OC

Antes de introduzirmos a operada OC,, precisamos dar algumas defini¢oes. Comecare-
mos definindo uma orientacao externa para arvores (diferente da orientagao interna

definida associando-se uma dire¢do a cada aresta da arvore).

Defini¢ao 2.13 (orientagao externa). Uma orientagdo numa arvore T é uma
orientagcao & no espago vetorial real = RIEDI onde e(T) é o conjunto de arestas
internas de T'. Uma drvore orientada serd denotada por (T,£).

Seja 0 uma corola, isto €, uma drvore sem arestas internas. Uma orientagdo
neste caso € simplesmente um sinal que adicionamos & drvore: (0, +). Dadas drvores
orientadas (T1,&1), (T2, &) e seja T = T o; Ty outra drvore obtida através de uma
colagem que respeita a compatibilidade de cores entre raiz e folha. A orientagao & em

T =17 0; Ty € a orientagao induzida pelo isomorfismo

Re(T2) R x Re(T1) =, ge(TioiTe) o~ Rle(Th)|+]e(T2)|+1

onde o R sem expoente no lado esquerdo da expressao representa a aresta adicional
criada pela colagem das drvores. Como toda drvore € obtida por colagem de um
numero finito de corolas, a orientacdo de uma drvore pode ser determinada uma vez

que a orientacdo das corolas que a compoem estejam escolhidas.
2 . . . !
Quando uma &arvore T pode ser obtida contraindo-se uma aresta interna de 1",

denotamos esta relagao por T —T. por exemplo: —
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Definigao 2.14. Se (T/,f/) ¢ uma drvore orientada ¢ T — T, entao T induz uma
orientagio & em T através do mergulho natural R€T) — ReT) - Isto ¢, tomando-
se RED) como o bordo do semi-espaco superior de RET) ¢ definindo-se & como a

orientac¢do induzida no bordo.

Assim temos a seguinte relacio bem definida: (T",¢") — (T, €). Nas discussoes a
seguir todas as arvores T' devem ser consideradas arvores orientadas (7', &), mas elas
serao denotadas por T para simplificar a notacao.

Uma &arvore com apenas um vértice interno é chamada uma corola. Qualquer
arvore pode ser obtida colando-se um ntimero finito de corolas. As figuras a seguir

ilustram os dois tipos de corolas que serao usadas para gerar a operada OC.

2.1)

Seja 7 (n) o conjunto de todas as arvores parcialmente planas orientadas 7' com
n folhas que podem ser obtidas colando-se corolas da forma n,, e [, para todos
inteiros positivos p, q,r satisfazendo a 2p+q > 2er > 2.

Seja 7,(p,q) € T (p + q) o subconjunto das arvores orientadas cuja raiz é plana
e tem p folhas espaciais e ¢ folhas planas e 7.(n) C 7(n) o subconjunto das &r-
vores orientadas com n folhas (espaciais) e tal que todas as arestas sdo espaciais (em

particular, a raiz é espacial).

Definicao 2.15. Definimos Noo(p,q) como o espago vetorial gerado por To(p,q) e
Loo(n) 0 espago vetorial gerado por T.(n), ambos satisfazendo a relagao T+ (—T) = 0,
onde (—=T') denota a drvore T com orientagdo externa oposta.
Noo(p,q) e Loo(n) sdo graduados: para cada arvore T seu grau é dado por
e(T)[+2—2p—gq, seT € To(p,q)
T| = (2.2)
le(T)| + 3 — 2n, se T € T (n)

onde |e(T")| é o nimero de arestas internas de 7.
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O operador d de expansao de vértices

Uma vez que temos arvores e um espago vetorial graduado por elas gerado, vamos

agora introduzir neste espago um operador diferencial natural d de grau 1.

Definicao 2.16 (operador de expansao de vértices). Definimos o operador de

expansao de vértices d agindo em drvores orientadas da sequinte forma

d(T,&) = Y (T',¢),
T —T
estendendo-se por linearidade para o espago vetorial gerado pelas drvores. A orien-
tagio de T' deve ser compativel com a orientacao de T, tal como descrito na Definicdo

2.14.
Em particular, o operador d esté definido nos espagos Noo(p, q) € Loo(n).

Proposigao 2.17. O operador de expansao de vértices satisfaz a regra de Leibniz em

relagao a composi¢ao de operadas
d(Tl o; Tg) = d(Tl) o; Ty + (—1)U(T1)T1 0; d(Tg)

onde v(T) € o nimero de vértices de T. O operador d também satisfaz d> = 0 e tem

grau 1, ou seja, é um operador diferencial.

Demonstra¢do. Primeiramente observamos que dar uma orientacdo externa a uma
arvore é equivalente a definir uma ordem no seu conjunto de arestas internas. Sendo
que duas ordens numa mesma, drvore definem a mesma orientagdo se uma puder ser
levada na outra através de uma permutacao par.

Assim sendo, a orientacao de 17 o Th é definida tomando-se primeiro a orientacao
de T, seguida da aresta interna gerada pela colagem e finalizando com a orientacao
de T). Por outro lado, se T — T, a orientagao de T’ é determinada pela orientacao
de T observando que T” contém uma aresta interna a mais e colocando-se esta aresta,
na ultima posicao e mantendo-se a ordem das demais arestas dada pela orientacao
de T.
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Feitas estas observagoes, a igualdade
d(Ty 0; Ty) = d(Ty) o; To + (=1)*TVTy o; d(T3)

segue-se observando que (—1)”(Tl) é precisamente o sinal da permutacao necessaria
para levar a orientacdo de T} o; d(T5) na orientagao de d(77 o; T»).

Para mostrar que d? = 0, em vista da igualdade acima, basta provar que d?(6;) =
0 para qualquer corola d;. Vamos usar a seguinte notagdo: dg o §; := Zle 0p 0 0,

de forma que dd; = Zl/+k/:l+1 Oy o 0. Agora basta verificarmos que

d25l = Z d(5l’ o 5k’) = Z (d5l’ 00y + Oy o dék/) =

U'+k'=1+1 U'+k'=1+1
= Z |:< Z 5l” o 5k”) ¢) 5k’ + 51/ o ( Z 51/” o (Sk///):| =
l/+k/:l+1 l//+k”:l/+1 l///_j’_k///:k/_j’_l
= Y 6,008,086 — Y 600006=0 0
r4s+t=I0+2 r4+s+t=I042

Agora podemos dar a seguinte definigao:

Definicao 2.18 (operada OC., das OCHAS). Seja {o,c} um conjunto bindrio de
cores. A DG-operada OCy € definida da sequinte forma: para cada n-upla de cores
(¢y...,c,0,...,0;0),

OCoo(Cy...yc,0,...,0;0) = Noo(p,q), se2p+q>2 (2.3)

—— ——
p q

e, se q=1¢ep=0 entio OCx(0;0) = K onde K € o espago unidimensional gerado

pelo elemento identidade 1, € OC(0;0).

Por outro lado, para cada n-upla de cores (c,...,c,o,...,0;c),
0, se 0
OCx(cy...,co0,...,0;¢) = .7 (2.4)
—— Loo(p) sep>=2eq=0.
P q

Quando p =1 e ¢ = 0 novamente OCx(c;c) = K € o espago unidimensional gerado

pela 1dentidade 1.
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OC é uma DG-operada 2-colorida com aplicagao estrutural dada pela aplicacao
linear definida na base (arvores) pela operagdo de colagem de arvores e diferencial

dado pelo operador de expansao de vértices d.

Observacao 2.19. Note-se que Noo = {No(p,q)} € um ideal de OCw, i.e., Noo <
OC .

Uma OCHA ¢, por definicao, uma algebra sobre a operada OC., e portanto é
dada por um par de espagos diferenciais graduados usualmente denotados (He,d.)
e (H,,d,) munidos de duas familias de operagdes: [ = {l,, : HE" — Hclp>1 e
n={ny,: & @ HST Hetptg>1, tais que Iy = d¢, noy = do, (He,[) é€ uma
algebra L e todas aplicagoes satisfazem as seguintes relagoes (ver a defini¢ao original
em [14]):

0= Z (—1)6(U)n1+r7m(lp(ca(1), R 7CJ(p))7 Co(p+1)r--+1Co(n)s 01y - -+ ,Om) +

Uezp+r:n
A
+ E (_1)#1),1( )np,i+1+j(ca(1)7 5 Co(p)s 01, "7Oi7nr,s(co'(p+1)7 5 Co(n)s Oi+1, "70’i+s)70’i+s+17 Om)

€  ptr=n
i+s+j=m

:U'p,i(a) = 6(J)—i_(ca(l) +-- '+Ca(p))+(01 +-- '+0i)+(01 +-- '+0i)(ca(i+1) +-- '+CU(TL))‘
No proximo exemplo discutimos algumas das propriedades das OCHASs em termos
de arvores e de aplicacoes multilineares. Usaremos a notacio: df = dy f—(—1)/| fdy

para qualquer aplicagao graduada f : (U,dy) — (V,dy) entre DG-espagos. Em

particular, para uma aplicacdo da forma f: U ® ---® U — U, temos:
of =df — (-1 fd@1l® @1+ +1010 - @d).

Exemplo 2.20 (axiomas de OCHA). Neste exemplo ilustramos alguns dos az-

tomas de OCHA usando drvores parcialmente planas e o operador de expansdo de
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vértices d.

(0n1,1)(c,0) =nga(nio(c),0) = no2(o,n1o(c))
1 2 1 2 2 1
NSNS

(On2,0)(c1,c2) = nio(la(er, c2)) £ny1(c2,n10(er)) £ny1(er, nio(e2))

1 2 1 2 1 2 1 2

O primeiro azioma diz que a aplicagao n1 o : He — H, leva H. no centro homotdpico
de H,. A segunda relagdo leva a uma das propriedades mais peculiares das OCHAs.
Abaizo discutimos o seu aspecto geométrico. corresponde geometricamente ao es-
pagco de maodulos chamado “The Eye” por Kontsevich, sendo uma das propriedades
peculiares das OCHAs.

No préozimo capitulo introduziremos certas variedades com cdrneres (uma espé-
cie de variedade diferencidvel na qual o bordo estd estratificado em componentes
para cada codimensdo). Nas variedades com cérneres ld apresentadas, a estrutura
de OCHA estd de certa forma “codificada”. Abaizo temos uma ilustra¢ao de um dos
espacos que serao discutidos no proximo capitulo. Trata-se do espago m o qual

topologicamente € um disco perfurado mas, como variedade com corneres, tem estru-

tura mostrada abaizo. C(2,0) foi batizado por Kontsevich como “The Eye”. A figura

abaizo mostra também a rotulacdo da estratificacao do bordo do The Eye por drvores
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parcialmente planas:

Finalmente observamos que as propriedade bem conhecidas de associatividade e iden-
tidade de Jacobi (presentes na estrutura de OCHA) podem ser vistas através de dr-

vores aplicando-se d as corolas I3 e ng g (ver [26]).
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Capitulo 3

Os espagos C'(n) e C(p,q)

Neste capitulo iniciamos a abordagem geométrica das OCHAs. Embora nenhum
resultado novo seja apresentado, existe alguma originalidade na maneira como o
assunto é apresentado. O objetivo deste capitulo é definir os espagos W e m
explicitando sua estrutura de variedade com cérneres. Esta ultima serd usada no
proximo capitulo onde mostraremos que a parte relevante da operada OC, é isomorfa,
A primeira linha do termo E' da seqiiéncia espectral de m, ver Proposigao 4.6.

A variedade diferenciavel na qual as OCHAs estdao de certa forma codificadas é
obtida através da versao real da compactificacdo de Fulton-MacPherson. Fulton e
MacPherson introduziram uma compactificacao de espagos de configuragoes dentro

do contexto da Geometria Algébrica a qual foi adaptada por Axelrod e Singer para

o contexto da Geometria Diferencial real, [1].

3.1 Variedade com Coérneres

Um dos objetivos deste trabalho (ver Capitulo 4) é mostrar como a estrutura de
OCHA esta “codificada” na estratificacao do bordo da variedade com corneres obtida
pela compactificagdo rFM do espago de configuragoes de pontos no semi-plano supe-

rior fechado.

Definigao 3.1 (Variedades Diferenciavel com Coérneres). Uma variedade difer-
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encidvel com cdrneres (ou simplesmente variedade com cérneres) é um espago topoldgico
de Haussdorff M tal que qualquer ponto x € M admite uma vizinhanga aberta home-

omorfa a um aberto do cone simplicial (Rxo)*?

(R>O)Xd = {(z1,...,24) eR?: Z1y...,xq = 0}

Este sistema de vizinhangas deve ser tal que quaisquer duas vizinhangas se inter-

ceptam diferenciavelmente, no sentido da diferenciabilidade definida no conjunto

(Rxo)*?.

Observacao 3.2. Note-se que, como o cone simplicial (R>0)Xd é homeomorfo ao
semi-espaco superior H = {z € RY : 2y > 0}, entao toda variedade com cérneres
¢ homeomorfa a uma variedade com bordo. Falar sobre variedades com corneres sé
faz sentido, portanto, no contexto de variedades diferencidveis, pois no contexto de

variedades topoldgicas elas se reduzem as variedades com bordo.

Definicao 3.3. Dada uma variedade com cérneres M. O bordo de codimensao k de
M é definido como o congunto de todos os pontos de M com coordenadas (x1,...,2q)
onde pelo menos k coordenadas sao nulas x;, = --- = x;, = 0 e serd denotado por
O M. Quando k =0, por defini¢ao temos OgM = M.

Exemplo 3.4. Se My,..., M, sdo variedades com bordo, entdo seu produto carte-
siano M = My x---x M, é uma variedade com cérneres. OpM € o conjunto dos pontos

(p1,...,pn) onde pelo menos k pontos p;,,...,pi, sao pontos do bordo p; € OM,;.

Em geral 0y M ndo é uma variedade diferencidvel. Basta tomar o cubo M = I*3
e observar que M = 01 M nao tem estrutura diferencidavel. Por outro lado, para
qualquer variedade com corneres M, OxM \ Oxy1M é o conjunto dos pontos com
coordenadas (z1,...,xq) tais que ezatamente k coordenadas sdo nulas. Oy M \ 01 M
é uma variedade diferenciavel (este fato pode ser verificado através de um argumento
exatamente analogo ao usado, no contexto de variedades com bordo, para provar que
o bordo é uma variedade). Oy M \ Oi4+1 M em geral é uma unido disjunta de variedades

diferenciaveis.
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Definicao 3.5. Cada componente coneza de O M \ Ox+1 M serd chamada de estrato
de codimensao k. Eventualmente nos referiremos ao espago OxM \ Ox+1M como os
estratos de codimensao k.

3.1.1 A compactificacao rFM

Dada uma variedade compacta sem bordo M de dimensao d, vamos definir uma

compactificagdo de

COIlfn(M) = {(1’1,. .. ,ﬂ?n) e M*" | Tiy 75 Ty, Vi1 75 ig}

= M*" \ U A{iJ}’ (3.1)
1#]
o espago de configuragoes de n pontos distintos em M, onde Ay; ;4 = {(x1,...,2,) €

M>" ;= )}

Defini¢ao 3.6 (Blowup). Seja L C M uma subvariedade compacta de M com
dimL < dimM. Definimos o Blowup de M através de L, denotado BI(M,L), da
sequinte forma. Primeiramente tomamos uma vizinhanga tubular U C M de L, e
entao definimos

BI(M,L)= (M —U).

Ou seja, o blowup € definido como o complemento de uma vizinhang¢a tubular de L.

Observagao 3.7. Note-se que BI(M,L) é uma variedade compacta com bordo cujo
interior € difeomorfo a M —L e cujo bordo € difeomorfo ao fibrado de esferas associado
ao fibrado normal a L em M.

O fibrado normal serd denotado por N(L C M) e o fibrado de esferas associado,
por S(N(L C M)).

Para todo subconjunto S C [n] = {1,...,n}, Ag denota a menor diagonal em
M* = Map(S, M) consistindo das aplicacdes constantes. Seja BI(M*°, Ag) o blow-up
de M* através da diagonal Ag. Seu interior é homeomorfo a M\ Ag e seu bordo é
o fibrado de esferas S(N(Ag C M*?)) do fibrado normal 4 menor diagonal em M*.
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Considere a projecao canonica mg : M — M definida para qualquer subcon-
junto S C [n] com |S| > 2. Conf,(M) é levado no interior de BI(M*°,Ag), i.e., a

projecao determina uma aplicac¢ao:
Tg: Conf, (M) — int(BI(M?, Ag)).

Colocando estas aplicagoes juntas para cada S (com |S| > 2) bem como a inclusao

fo : Conf, (M) — M obtemos um mergulho

f: Confy, (M) — MM x H BI(M?®, Ag). (3.2)
IS|>2
A variedade a direita serd denotada por B. Como B é um produto de variedades

compactas com bordo, ela é uma variedade compacta com corneres.

Definicao 3.8 (Compactificagao rFM). A compactifica¢cao rFM de Conf,, (M) é

definida como o fecho de sua imagem pelo mergulho acima
Mn] = f(Conf,(M)).

Observacao 3.9. Neste trabalho o espago de configuracoes serd denotado por M(n)
ou Conf, (M) e sua compactifica¢io rFM, por M[n| ou Conf,(M).

Vamos agora descrever M [n] C B explicitamente. Um ponto de B é claramente um
par (7,{Zp,s}) onde & & um elemento de M e Zp g é um elemento de BI(M°, Ag)
para cada subconjunto S C [n] com |S| > 2. Dado tal par, seja Zg a imagem de Zp g
pela aplicacdo blowdown de BI(M?®,Ag) em M®. Se Zs nio pertence a Ag, entio
simplesmente Zp ¢ = Zg. Caso contrario, ¥z s também contém a informacao de um
ponto na fibra de dBI(M?®, Ag) = S(N(Ag C M®)) sobre Zs.

Vamos entdo analisar a informacao contida no segundo caso. Dado Zg € Ag, seja
z € M alocalizagio comum de todos os vértices em S. A fibra N(Ag C M%)z, pode
ser identificada com [T, M ]S /T.M o quociente do conjunto de todas aplicacoes de S
em T, M pelas translacoes (ou seja, quociente pela acio em [T, M]° das aplicacoes
constantes de S em T,M). O fibrado de esferas associado é dado por mais um

quociente no conjunto de todos elementos nao nulos do fibrado normal pelo grupo
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R, das dilatacoes. Dado um ponto iig € [T, M]®, a sua 6rbita pelas acoes combinadas
de T.M e R, sera escrita [iig]. S(N(Ag C M?®)) é portanto o espaco das 6rbitas
[ts] tais que os componentes de ig nao sao todos iguais (elementos ndo nulos do
fibrado normal). [ug] é chamado de retrato de S em z (no exemplo que exploraremos
nesta tese, os retratos serao vistos como configuragioes relativas ou bolhas e o ponto
z, ponto de base da fibra, serd chamado ponto de colisao. Dada uma meétrica em
M, retratos podem ser univocamente representados por vetores ig de norma 1 e
ortogonais & diagonal Ag. Serd conveniente definir ug; =0 € TM,; quando j ¢ S,
de forma que temos @g € TzM™ de norma 1 e ortogonal a Ag (onde Ag é a imagem

inversa de Ag € M* pela projecio canénica g : M MS).

3.2 A compactificagao C(p,q)

Vamos agora estudar a compactificagdo descrita acima no caso de configuragoes de
pontos no semi-plano superior, ver Kontsevich [20]. Sejam p, ¢ inteiros ndo negativos
satisfazendo a desigualdade 2p + ¢ > 2. Conf(p, ¢) denota o espaco de configuragoes
de pontos no semi-plano superior fechado H = {z € C | Im(z) > 0} com p pontos no

interior e ¢ pontos no bordo (reta real):

Conf(p, q) = {(2’1,. Sy Zpy Ty ,iL‘q) & Hp+q ‘ Ziy 7& Zigy Tjy 7& T jy Vil 7& i2,j1 7&]2
Im(z;) > 0, Im(z;) = 0Vi,5}

Conf(p, q) é o produto cartesiano de um sub-conjunto aberto de (H~)? (onde H~¢ é
o interior de H) e um subconjunto aberto de R? e conseqiientemente é uma variedade
de dimensao 2p + ¢. Seja C(p,q) o quociente de Conf(p,q) pela acdo do grupo das

transformacoes afins que fixam a reta real preservando sua orientacao:
C(p,q) := Conf(p, q)/(z —az+0b) a,beR, a>0.

A condicao 2p + g > 2 garante que a acao é livre e portanto C(p,q) é uma variedade
diferenciavel de dimensao 2p +q— 2 .
C(p,q) naturalmente ndo é compacta para 2p + ¢ > 2 pois os pontos em cada

configuragao devem ser distintos e podem, portanto, se aproximar indefinidamente.
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A idéia intuitiva para construir a compactificacao rFM de C(p, q) é incluir ndo ape-
nas todas as possiveis posi¢oes (pontos de H) onde alguns pontos distintos estao
tendendo & colisao mas também todas as ‘configuracoes relativas’ dos pontos que es-
tao colidindo. Antes de entendermos esta compactificacdo de maneira mais precisa,

vamos analisar o caso de configuracoes de pontos no plano complexo.

3.2.1 Configuragoes de pontos no plano complexo C

Seja Conf, (C) o espago de configuracoes de pontos no plano complexo
Conf,(C) ={(z1,...,2n) € C" | z;; # 2iy, Vi1 # 2}

com n > 2. Tomamos o quociente pelas transformacoes afins z — az + b onde a € R,
a>0ebe C,entdo definimos: C(n) := Conf,(C)/(z — az +b). Analogamente a
C(p,q), C(n) é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n — 3.

Vamos agora estudar compactificagdo rFM do espago C'(n). Cada classe [Z] de
configuragoes z2° = (z1,...,2,) em Conf(n) é representada univocamente por uma
configuracao da forma (0,¢%, z3,...,2,). De fato, o primeiro ponto z; pode ser
levado & origem por uma translacdo z — z — z1 e o segundo ponto zo (0 qual é ndo
nulo porque distinto de z;) pode ser levado no circulo unitério S' por uma dilatacio
z = \712| z.

A compactificacao rFM, é definida para configuracoes de pontos numa variedade
compacta. Podemos considerar cada z; como pertencendo & compactificacdo por
um ponto C U {oo} = S2. Configuracdes de n pontos distintos em C podem ser
considerados como configuracoes de n + 1 pontos distintos em S? onde o ultimo

ponto de cada configuragao é fixado como oco. Concluimos que C(n) é igual ao

seguinte espaco:

C(n) = {(21,- - 20, 2n41) € Confyy1(S?) | 21 =0, 22 = €, 2,11 = 00}
= {0} x 8" x (%)% x {oo} \ |JApijy (3.3)
i#]

onde {0} e S! sdo vistos como subconjuntos de C C C U {oo} = 52 e, para qualquer

1 <id,j <n+1, Ayjs éa {ij}-diagonal de (S?)"*+1. A compactificagdo C(n)
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(definida como o fecho da imagem do mergulho 3.2) deve ser considerada como obtida

através de uma seqiiéncia de blowups iterados sobre cada diagonal.

Observacao 3.10. Uma configura¢io Z de n + 1 pontos em S? que esteja na forma
Z = (0, e 2, ... , Zn, 00) Serd chamada uma configura¢ao na posi¢io normal. Deste
ponto em diante, para qualquer subconjunto de indices S C [n] com |S| > 2, todo
elemento de (S?)° deve ser considerado como a restricio Z|s de uma configuragio
7 e (8?1 na posicio normal.

Descrigao e Parametrizagao de C(n)

Inicialmente relembramos que o interior de C'(n) é homeomorfo ao espago C(n). Ja
vimos que C'(n) é uma variedade diferenciavel, portanto cada ponto do interior de
C(n) admite um sistema de coordenadas dado pelas coordenadas de C(n).

Vejamos agora como descrever e parametrizar os pontos que nao estdo no inte-
rior. Se um ponto P = (Z,{#ps}) € C(n) nio é ponto interior, entdo existe um
subconjunto S C [n] tal que #p g € S(N(Ag C (S?)%)). Em outras palavras, i'p s
é um ‘componente’ do ponto P que estd no fibrado de esferas associado ao fibrado

normal da inclusdo Ag C (S?)5.

Definicao 3.11. Os pontos £p.s que pertencerem ao fibrado de esferas S(N(Ag C
(8%)%)) serdo chamados de “configuracoes relativas”. Cada configuragdo relativa tem
seu correspondente ponto de base no fibrado de esferas. Os pontos de base s € Ag
sdo dados por uma seqiéncia constante em (SQ)S. A imagem da seqiiéncia, que
:

contém apenas um elemento x € S?> = CU oo, serd chamada de “ponto de colisdo’

dos pontos indezados por S.

Lema 3.12. Da mesma forma como na definicio do espago C(n). Configuracoes
relativas £ s sao dadas por seqiiéncias de pontos (zs,, ..., x5, ) em CU{oo} tomadas

mddulo translagoes e dilatacoes: z+— az+b, coma >0 ebe C.

Demonstra¢ao. Como o fibrado normal esta identificado com uma vizinhanga tubu-
lar de Ag em (S?)°, cada ponto de S(N(Ag C (52)%)) pode ser visto como uma

seqiiéncia de pontos (zs,,...,%s,) € (5%) onde pelo menos dois pontos sdo distintos,
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caso contrario a seqiiéncia de pontos corresponderia a um ponto na diagonal Ag (ou
seja, ao vetor nulo no fibrado normal) e ndo poderia representar um ponto no fibrado
de esferas associado.

Seja x € S? o ponto de colisdo referente 4 configuracio relativa s = (Toyy- -1 Tsy).
A fibra N(Ag C M9)|z,
(T, M)® /T, M, onde T, M age em (T, M)® via translacoes. Portanto as configuracoes

do fibrado normal em #|s pode ser identificada com

relativas (zg,,. .., s, ) devem ser tomadas médulo translagées. Como o fibrado de es-
feras é o quociente do conjunto de elementos nao-nulos do fibrado normal pelo grupo
R, das dilatagoes e os elementos nao-nulos sdao precisamente configuragoes relati-
vas [Zg] € (TuM)® /T, M onde os componentes (coordenadas do vetor normal) nio
sao todas iguais, temos que as configuragoes relativas devem ser também tomadas

modulo dilatagoes. O

As configuracoes relativas sao dadas portanto por seqiiéncias de pontos & € (S?)*
modulo a acao pelas transformagoes afins z — az+b. Considerando as configuracoes
relativas Z onde todos os pontos sao distintos, obtemos precisamente uma copia
do espaco C(k) onde k = |S|. Considerando apenas pontos P = (Z,{Zps}) tais
que Tp g pertence ao bordo BI((S?)%, Ag) e que os demais Z'p g estdo no interior
de BI((5?)%", Ag), o raciocinio acima nos mostra que tais pontos sio descritos por
configuragoes contendo um ponto de colisao e configuragoes relativas associadas a ele.
O conjunto de tais pontos é portanto parametrizado por C(n — k + 1) x C(k) onde
k =|S| é o nimero de pontos na configuracao relativa e n—k+1 é o ntimero de pontos
nas outras configuragoes adicionado-se o ponto de colisao referente & configuracao

relativa.
Observacao 3.13. Note-se que
dim(C(n—k+1)xC(k))=2n—k+1)—3+2k—3

=2n—3—1=dim(C(n)) — L.

A descricao dos pontos P vista acima, em termos de configuragdes com um ponto
de colisao adicionada e com configuracoes relativas sobre o ponto de colisdo, pode ser

ilustrada intuitivamente como uma configuragdo de pontos numa esfera degenerada:
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O ponto de colagem das duas “componentes irredutiveis” da esfera degenerada cor-
responde ao ponto de colisdo discutido acima e as configuracoes de pontos em cada
uma das esferas correspondem as configuracoes relativas e as configuracdes |[,)_s,
sendo que nesta ultima configuracao todos os pontos sao distintos.

Vimos portanto que os pontos P = (Z, {Zp,s}) do tipo descrito acima sdo parametriza-
dos por C(n — k + 1) x C(k). Um ponto qualquer de C(n) pode ser descrito
reproduzindo-se para cada um dos espagos C(n—k-+1) e C(k) a mesma descri¢ao que
acabamos de dar para os pontos P. Desta forma, iterando a descricdo acima, vemos
que pontos de C(n), em geral, sio descritos por produtos C(1) x C(ny) x - -- x C(ny)
para toda seqiiéncia {l,n1,...,ny} satisfazendo: I,n; >2el+ny1+---+np =n+k.
Em outras palavras, um ponto em W em geral é descrito por uma configuracao de
pontos numa esfera degenerada formada por k 4+ 1 componentes irredutiveis, coladas
através de k pontos de colisdo para todo 1 < k < n — 2. O namero de pontos em

~X
cada componente irredutivel devendo sempre ser > 2.

Proposicao 3.14. C(n) é uma variedade com cdrneres.

Demonstra¢ao. Lembrando que dim C(n) = 2n — 3, precisamos mostrar que cada

ponto de C(n) possui uma vizinhanga homeomorfa a um aberto de (R0)?" ™3 e

que as vizinhancgas interceptam-se diferenciavelmente. Como o interior de C'(n) é

precisamente C(n) e como este altimo espaco ¢ uma variedade diferenciavel, basta

exibir vizinhangas coordenadas para os pontos que nao estdo no interior de C'(n).
Um ponto P € m, que nao estd no interior de m, é um ponto P =
(Z,{Zp.s}) tal que T s, € S(N(Ag, C (52)%), para 1 < i < k. Vimos nas discussoes
acima que o conjunto dos pontos P € m que tém exatamente k componentes g g,
pertencendo ao bordo do seu respectivo blowup é homeomorfo & uniao disjunta dos

conjuntos C(1) x C(ny) X - - - x C(ny) para toda seqiiéncia {l,n1, ..., ny} satisfazendo:
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l,bn; >2el+ni+---+n, =n+k. Podemos supor portanto que o ponto P pertence
a C(l) x C(n1) x --- x C(ng). Sejam « = (x1,Tp,,...,Tp,) as coordenadas de P em
R2"=3-% onde cada x,, ¢ uma coordenada local em C(n;).

Como cada C(n;) esta identificado com S(N(Ag, C (52)%), as coordenadas
Zp, podem ser usados para definirmos uma sistema local de coordenadas no fibrado
normal N(Ag, C (52)%). Para tanto, basta introduzirmos uma parametro a mais e
obtermos (zy,,t;) com t; > 0, tal que (x,,,t;) ¢ um sistema local de coordenadas em
BI((8%)%, Ag,).

O sistema de coordenadas para o ponto P é entao dado por (z;, Tn,,t1,. .., Tn,, tk),
com t; > 0. O fato de que as vizinhancas no atlas que acabamos de definir se inter-

ceptam diferenciavelmente segue-se do fato de que cada (x,,,t;) € um sistema local

de coordenadas numa variedade com bordo BI((S?)%, Ag,). O

Observacao 3.15. Vimos que as esferas degeneradas sao obtidas colando-se duas
esferas, sendo que uma delas contém as configuragoes relativas e a outra contém as
demais configuracoes. As esferas contendo as configuragoes relativas serdo eventual-
mente chamadas de bolhas. Na prorima secio estudaremos configuragoes de pontos
em discos degenerados onde também usaremos a expressao ‘bolha’ para nos referirmos

as configuragoes relativas.

3.2.2 Configuragoes de pontos no semi-plano superior fechado

Definiremos a compactificacao C(p,q) a partir da definigao de C(n). C(p,q) é tam-
bém uma variedade com corneres, Proposigao 3.19, e é nela que esta contida a parte
relevante da estrutura de OCHA, conforme veremos no capitulo 4.

Comegamos definindo o seguinte mergulho:

C(p,q) C(2p+q)

(21, 2ps @1, o )] F= (21,003 2py Z1s oo vy Zps B0, -+ 5 )]

(3.4)
Note-se que este mergulho estd bem definido. De fato, definimos o espaco C(p, ¢) para

inteiros positivos p, g tais que 2p+q > 2. Por outro lado, C'(n) foi definido para n > 2.

Classes de configuragoes em C(p, q) sao definidas em termos de transformagoes afins
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z +— az + b com a,b reais e a > 0 ao passo que em C(2p + q) elas sdo definidas pelas
mesmas transformacoes afins com uma tnica diferenca sendo que b é um ntumero

complexo .

Definicao 3.16 (Kontsevich [20]). A compactificagao do espago de configuragies
C(p, q) de pontos no semi-plano superior fechado é definida como o fecho em C(2p + q)

da imagem do merqulho (3.4) e serd denotada C(p,q).

Observacao 3.17. No estudo de C'(n) vimos que seus pontos podem ser descritos
em termos de ‘pontos de colisao’ e ‘configuragoes relativas’. Mostramos que essas
1déias intuitivas correspondem aos conceitos precisos de pontos no fibrado de esferas
associado (configuragoes relativas) e seus correspondentes pontos em Ag, a base do
fibrado, (pontos de colisao). A seguir usaremos a descri¢ao dada anteriormente para
estudar os pontos de C(p,q). Faremos esta descrigao em termos de pontos de colisao

e configuracoes relativas, uma vez que o conceito preciso por trds destes termos jd

estd determinado.

Pela descrigao dos pontos na compactificacdo C(n) e pela forma do mergulho
(3.4), podemos deduzir uma, descricao dos pontos de C(p,¢). Haviamos considerado
a compactificacdo por um ponto C U {oco} do plano complexo. A compactificagao
por um ponto do semi-plano superior fechado H é o disco fechado H U {occ} = D.
Uma configuragao da forma (p, ¢) no semi-plano superior fechado corresponde a uma
configuracao de p+ g+ 1 pontos no disco fechado (p+ ¢ pontos mais um ponto extra
denotado o). De fato, o disco fechado é precisamente um hemisfério em S? = CU{cc}
onde o bordo do disco é o grande circulo passando pelo co. A orientacdo na reta real
(bordo de H) induz uma orientac¢ao no grande circulo e portanto podemos distinguir
entre o hemisfério superior e inferior. Identificaremos a compactificagdo por um ponto
de H com o hemisfério superior.

Para entender a compactificacdo do espago de configuragdes de pontos no disco
fechado, devemos estudar duas situacoes possiveis.

A primeira trata de um subconjunto (contendo pelo menos dois elementos) de

pontos no interior do disco colidindo em algum ponto do seu interior (ou seja, a
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situagao de um ponto da compactificagdo dado por uma configuracao relativa formada
somente por pontos do interior do disco cujo ponto de colisao também est4 no interior
do disco).

Na segunda situacao temos um subconjunto de po pontos no interior e go pontos
no bordo com 2ps + g2 = 2 tendendo & colisdo em algum ponto do bordo do disco
(ou seja, um ponto da compactificacdo em que a configuragao relativa contém pontos
tanto do interior quanto do bordo e cujo ponto de colisdao esta sobre o bordo). O
‘ponto de colisao’ é sempre distinto dos pontos marcados dados. Vamos estudar cada
caso olhando para a imagem de cada configuragao pelo mergulho (3.4). Em outras
palavras, vamos estudar os dois tipos de ‘bolhas’ que aparecem na compactificacao

do espaco de configuragoes de pontos no disco.

Bolhas no interior

Dado um subconjunto de pontos (2;,,...,z;, ) no interior do disco fechado, sua im-
agem pelo mergulho 3.4 é dada por pontos no hemisfério superior de C U {o0} bem
como sua reflexdo (correspondendo a (Z;,,...,%;)) através do grande circulo con-
tendo o co. Supomos que aqueles pontos vao colidir num ponto interior do disco.
A situac@o correspondente na esfera é a de pontos no hemisfério superior colidindo
sobre algum ponto de seu interior, bem como sua reflexao (Z;, ..., Z;, ) colidindo no
interior do hemisfério inferior. Desta forma temos um ponto no bordo de C'(2p + q).
De acordo com nossa descricao em termos de pontos de colisdo e configuracoes rel-
ativas que traduzimos em configuracoes de pontos em esferas degeneradas (bolhas),
a colisao descrita acima nos d4 uma esfera colada a duas outras esferas através de
pontos no interior de cada um dos hemisférios e tais que uma é o reflexo da outra.
Logo, tais configuragoes sao determinadas pelas suas configuragoes correspondentes
no hemisfério superior e podemos restringir nossa atengao aquele hemisfério. Conse-
qiientemente, este tipo de ponto em C(p,q) é descrito por configuragoes de pontos
num disco degenerado formado por uma esfera colada a um disco através de um ponto

marcado adicional no interior do disco, ver figura 3.5.a).
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Bolhas no bordo

Estudamos agora o caso onde ps pontos do interior e g2 pontos do bordo estao col-
idindo em algum ponto no bordo, com 2ps + g2 > 2. Na esfera, através do mergulho
(3.4), temos py pontos no hemisfério superior, ps pontos no hemisfério inferior (os
quais sao a reflexao dos primeiros ps pontos) e g2 pontos no grande circulo passando
por co. Todos estes 2ps + g2 pontos vao colidir em algum ponto do grande circulo.
A configuragao obtida no limite (um ponto no bordo de m) é representada
por uma esfera com 2po + g2 pontos marcados colada a outra esfera através de um
novo ponto sobre o grande circulo pelo infinito. Como tais configuragdes nas esferas
representam um ponto no fecho da imagem de C(p, ¢), pontos em um hemisfério sao
exatamente a reflexdo dos pontos no outro. Conseqiientemente, este tipo de ponto
em m pode ser representado por configuragdes de pontos num disco degenerado

formado por dois discos colados por um ponto no bordo, ver figura 3.5.b). O ponto

de colagem sempre é distinto dos pontos marcados dados.

a = [ =
e R

As figuras 3.5 a) e b) representam assim dois tipos diferentes de pontos em C(p, q).
Se um ponto P em m ¢ dado por uma bolha no interior, entao temos um sub-
conjunto do conjunto de pontos interiores (indexados por S. C [p], |Sc| = p2 > 2)
colidindo no interior. O conjunto de todos os pontos deste tipo é parametrizado por
C(p1+1,q) x C(p2), onde p1 +p2 =p e ps > 2.

No caso de uma bolha no bordo, temos dois subconjuntos S. C [p] e S, C [¢],
com |S¢| = pa e |S,| = qq satisfazendo 2ps + g2 > 2, tal que os pontos indexados por
estes subconjuntos estdo colidindo no bordo do disco fechado. O conjunto de tais
pontos é parametrizado por C(p1,q1 + 1) X C(p2,q2), com p1 +p2 = p, ¢1 + g2 = q,

2p1+q1 = 1e2py+q > 2.
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Observacao 3.18. Note-se que:

dim(C'(p1,q1 +1) x C(p2,q2)) =2p1 +q1 +1 =2+ 2pa + g2 — 2
=2p+q—2-1=dimC(p,q) — 1

dim(C(p1 +1,¢9) x C(p2)) =2(p1 +1) + ¢ —2+2p2 — 3
=2p+q—2-1=dimC(p,q) — 1

Um ponto qualquer da compactificacao m é dado por configuracoes de pon-
tos em discos degenerados em geral. Tais discos sao obtidos iterando-se o processo
descrito acima. Dado um certo disco degenerado, seu espago de configuracoes é home-
omorfo ao produto de copias de espagos C'(p;, q;) e C(n;) com 2p; +¢q; =2 e n; > 2
conforme descrito na secao 4.1.

Proposicao 3.19. C(p,q) é uma variedade com corneres.

Demonstracao. A demonstracao é idéntica & demonstracao da Proposicao 3.14 us-
ando o fato de que um ponto de C(p, q) que ndo esta no seu interior corresponde a
um ponto num espago obtido pelo produto cartesiano de copias de espacos C'(p;, ¢;)

e C(n;) com 2p; +q; =2 en; > 2. O

Da descri¢cao dos pontos nos estratos de C'(p, q) usando bolhas, passaremos no
proximo capitulo & idéia de usar arvores para rotular sua estratificagao. De fato,
cada disco ou esfera degenerada consiste de um conjunto de discos e esferas com
pontos marcados colados por pontos que sao distintos dos outros pontos marcados.
Agora, para cada disco ou esfera degenerada associamos seu grafo dual (uma arvore
orientada com raiz) da seguinte forma. Para cada disco ou esfera associamos um
vértice e para cada ponto (incluindo o ponto no co e os pontos de colagem ou pontos
duplos) associamos uma aresta. A aresta correspondente a 0o é a raiz da arvore,
as arestas correspondentes aos pontos de colisdo sdo arestas internas unindo seus
vértices correspondentes, e as arestas associadas aos pontos marcados restantes (que

nao sao oo nem pontos duplos) sdo as folhas das arvores.
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Como existem dois tipos de pontos marcados no disco fechado (ponto interior e
ponto sobre o bordo) as arvores duais correspondentes terdo dois tipos de arestas.
Tais arvores foram descritas no capitulo anterior e desempenharao um papel crucial

nos estudos do préoximo capitulo.
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Capitulo 4
A Seqiiéncia Espectral de C(p, q)

Neste capitulo mostraremos que a primeira linha do termo E! da seqiiéncia espectral
de C(p, q) define uma DG-operada isomorfa ao ideal Ny, de OCop

4.1 A Estratificagao de C(p,q)

Nesta se¢do mostraremos como a estrutura de variedade com corneres em C(p,q),
Proposi¢ao 3.19, induz uma filtracdo natural em seu complexo de cadeia singulares
e portanto leva a uma seqiiéncia espectral convergindo para H.(C(p,q)). A intuicao

usada neste capitulo estd resumida na seguinte figura:

G ey

Lembramos que, para cada par de inteiros (p,q) com 2p + ¢ > 2, definimos
Noo(p,q) como o espago vetorial gerado pelas arvores parmalmente planas do tipo
(p,q) satisfazendo T+ (—=T) = 0 onde (—7') denota a arvore T' com orientacao
oposta. Ny (p,q) € um espago vetorial graduado (para cada arvore T € N (p,q),
IT| = |e(T)|+ 2 —2p—q). N2Z(p,q) é o subespaco gerado pelas arvores de grau m.
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Observacao 4.1. Nesta tese, todos os complexos diferenciais sdo tomados com co-
eficientes no corpo K fizado. Em particular, os grupos de homologia e cohomologia

discutidos a sequir também sao tomados com coeficientes em K.

Lema 4.2. Os espagos H <8kC(p, q) \ Ok+1C(p, q)) e N2 (p,q), m=k+2-2p—gq
sao isomorfos como espagos vetoriais.

Demonstragao. Os pontos de 9C(p,q) \ Ok+1C(p,q) sdo exatamente os pontos da

variedade com corneres C(p,q) que tém exatamente k coordenadas nulas. Pela de-

scrigao dos pontos de C(p,q) como configuracoes de pontos em discos degenerados,
vista no capitulo anterior, pontos com k coordenadas nulas correspondem exatamente
a discos degenerados formados por k£ + 1 “componentes irredutiveis” coladas através
de k “pontos duplos”.

Tomando-se o grafo dual de cada disco degenerado, temos uma arvore parcial-
mente plana do tipo (p, ¢) com k arestas internas. Lembrando que uma arvore parcial-

mente plana foi de fato definida como uma classe de isotopia de arvores mergulhadas,

vemos que cada componente conexa de JxC(p,q) \ Ox+1C(p, q) corresponde univoca-
mente a uma arvore do tipo (p,q) com k arestas internas. Mas tais &rvores formam
uma base de N7 (p,q), para m =k +2 — 2p — q. O

O lema acima mostrou que a estratifica¢io (ou seja, as componentes conexas
de OpM \ Opy1M para cada codimensio k) da variedade com corneres C(p,q) é
rotulada por arvores parcialmente planas. Lembrando que cada componente conexa
de O M \ Ox+1 M é chamada de estrato de codimensao k.

A combinatoéria da estratificacio da variedade C(p,q) esta descrita em termos

de arvores parcialmente planas na préxima proposicao. Tal descricao é inteiramente

analoga aquela dada por Axelrod e Singer em [1].

Proposigao 4.3. Para cada drvore parcialmente plana T, seja St seu estrato corre-

spondente em C(p,q). Os estratos St possuem as sequintes propriedades:

i) C(p,q) = HTeTo(p,q) St. Cada estrato St é uma subvariedade diferencidvel de

codimensao |e(T)| = nimero de arestas internas de T';
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i) existe um tinico estrato aberto S,, , = C(p,q) 2p+q=>2;
i11) para cada drvore T' € T,(p,q) temos o homeomorfismo

St =8

Mp1,a1

x S5, % -+ x S5,

onde cada 6; € uma corola da forma ny; ouly, e T' € obtida colando-se as corolas
Oy vosbp emny, g, e, T =5(np, g301,...,0n). Aquipi+pa=peq+q =g,
onde ps (respec. q2) € a soma do nimero de folhas espaciais (respec. planas)

nas corolas 41, ...,0n;

iw) O bordo do fecho St de cada estrato é dado por ST = Hr—p S

Temos assim todos os ingredientes necesséarios para estudarmos a seqiiéncia es-

pectral de C(p, q). Antes disso no entanto, é conveniente darmos alguns exemplos de

espagos C'(p, q) e sua correspondente estratificagao rotulada por arvores parcialmente
planas. O espaco m, conhecido como “The Eye”, foi discutido no exemplo 2.20
e ali apresentamos a rotulacao da sua estratificacao por arvores. Nos dois exemplos
abaixo discutiremos os associaedros e os cicloedros. O espago C(2,1) (altimo exemplo

com dimensao < 3) é apresentado nas ilustragoes a pagina 76.

Exemplo 4.4 (C(0,q) é o associaedro K,). Vamos considerar configuracies de
pontos no semi-plano superior do tipo (0,q), i.e., com q pontos sobre a reta real
apenas. Como estamos tomando configuragées mddulo transformagoes afins z —
az + b, configuragoes do tipo (0,q) podem ser consideradas como configuragoes de
q pontos sobre o intervalo [0,1] tal que o primeiro ponto é sempre 0 e o ltimo
ponto € firo igual a 1. E bem conhecido que a compactificacio rFM do espago de
configuragoes de pontos no intervalo fechado € igual aos associaedros (ver [7, 25]).
Assim m = K. A descrigao acima dos estratos do bordo de C(p,q) em termos
de drvores parcialmente planas ¢ traduzida, no caso de m, a rotulagem usual

das faces do associaedro K, por drvores planas (para uma descri¢do clara com boas

ilustragoes, ver o livro [25]).

Exemplo 4.5 (C(1,q) € o cicloedro W1). O cicloedro foi introduzido por Bott
e Taubes [3] e recebeu seu nome de Stasheff [37]. E definido como a compactificacio
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rFM do espaco de configuragoes de pontos no circulo S* médulo o grupo de rotagoes
SO(2) = St

Considerando configuragdes com apenas um ponto no interior, obtemos um espago
de configuragoes que topologicamente € uma célula. Conseqiientemente, ambos espagos
C(1,q) e Wyy1 sao variedades com corneres e topologicamente sio apenas células
q-dimensionais. Em outras palavras, ambos sao hiper-poliedros (i.e., poliedros de
dimensao arbitrdria.). Para mostrar que eles sao realmente iguais, precisamos apenas
verificar que a combinatoria descrevendo suas faces é a mesma.

De fato, para qualquer ¢ > 0 as faces do cicloedro Wy 1 sao rotuladas por todas as
maneiras coerentes de se inserir colchetes numa expressao de q+1 letras dispostas em
circulo. A codimensdo da face correspondendo a um dado colchete € igual ao nimero

de colchetes inseridos, conforme ilustrado pela figura 4.2.a) (existe um dtimo artigo,

com boas ilustragoes, sobre os cicloedros escrito por Devadoss [6]):

o v
camms vl
CEE R aal

Precisamos mostrar que as faces de codimensao k de C(1,q) estio também em

correspondéncia bijetora com os colchetes sobre o circulo mencionados acima. Pela
descrigao dos pontos daquele espago em termos de bolhas, sabemos que cada face de
codimensao k em C(1,q) corresponde a k + 1 discos colados por pontos no bordo tal
que ezxatamente um destes discos contém um ponto no interior e os outros contém
apenas pontos no bordo.

Primeiramente observamos que configuracoes no semi-plano superior da forma

(p,q) correspondem a configuragées no disco fechado com p pontos no interior e q
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Figura 4.1:

pontos no bordo mais um ponto extra denotado oo, o ponto marcado no infinito.
Portanto de fato temos q+1 pontos no bordo do disco. Para configuracoes degeneradas
pertencentes as faces de codimensao k da compactifica¢do m, nos referimos ao
disco contendo um ponto no interior como o disco-circulo e os outros discos contendo
apenas pontos no bordo serao chamados de discos-colchete. Agora, toda ‘bolha’ pode

ser traduzida no seu colchete correspondente sobre o circulo da sequinte forma:

1. Considere o bordo do disco-circulo como sendo o circulo usado na descri¢ao dos

cicloedros;

2. pontos no bordo do disco-circulo correspondem a pontos no circulo que nao estao

dentro de nenhum colchete;

3. se um disco-colchete estd colado ao disco-circulo, pontos no disco-colchete cor-

respondem a pontos no circulo com um colchete em torno deles;

4. discos-colchetes que NAO estdo ligados ao disco-circulo devem necessariamente
estar ligados a outro disco-colchete. Se dois discos-colchete estao ligados, pontos
em ambos os discos correspondem a pontos no circulo com dois colchetes inseri-
dos tais que um colchete estd dentro do outro. O colchete interno serd aquele
que corresponde ao disco que estd mais longe do disco-circulo, como ilustrado

na figura 4.1.

Temos assim uma correspondéncia bijetora entre ‘bolhas’ no disco e ‘colchetes’ no
circulo provando que os hiper-poliedros C(1,q) e Wyi1 tém faces correspondentes em

cada codimensao e portanto sao iguais (hiper-poliedros equivalentes). Vimos que, em
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geral, os estratos do bordo de C(p,q) sao rotulados por drvores parcialmente planas.

A figura 4.2.b) ilustra esta rotulagem no caso C(1,2) = Ws. Figuras ilustrando o
caso C(1,3) = Wy estio nas ilustragoes a pdgina 73. Os cicloedros bem como outros
conceitos geométricos e fisicos interessantes relacionados as OCHAs foram discutidos

na palestra proferida por Kajiura no Nagoya Institute of Technology [15].

4.1.1 A seqiiéncia espectral

Consideremos a filtracao topologica de C'(p, q) dada por seus k-bordos:

C(p,q) = F2rta=2 5 p2ptq=3 - .~ 0 0,

onde F' = dyp1q—2-:C(p, q), convencionando-se que 9C(p,q) = C(p, q)-

Vale a pena observar que F? = H|T‘>_i St (equivalentemente: ' = HIT\:—Z' ST),

onde a unido disjunta percorre todas as arvores T € 7,(p, q) de grau > —i.

A filtracao topologica de C(p, ¢) induz uma filtragdo no seu complexo de cadeias

singulares e, pelo Teorema 4.15, temos uma seqiiéncia espectral.

Proposicao 4.6. Eriste uma segiiéncia espectral Ey, , convergindo para H.(C(p, q)).

Seu termo E' tem a forma E%%n = Hpypin(F™, F™ 1) ¢, para n =0, o complexo
1 1 1 1
0— E2p+q—2,0 — = Ep o= Ep 10— — Egg — 0

¢ isomorfo ao termo N (p,q) do ideal Noo < OCop

Demonstracao. Pela dualidade de Lefschetz, temos:

Ey o =Hpm(F™ F™ ) = HY(F™\F"") =

=H( H St), e(T") = {arestas internas de T'}
le(T)|=2p+q—2—m

= b -

le(T)|=2p+g—2—m

Portanto, como espaco vetorial, Erlno coincide precisamente com o espaco vetorial

gerado pelas arvores de grau —m em Ny (p, q).
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Precisamos verificar que o diferencial d' na seqiiéncia espectral coincide com d
definido previamente em termos do operador de expansao de vértices. Para cada
arvore parcialmente plana T' € 7,(p, ¢) associamos uma subvariedade St, ver segao
4.1. Seu fecho St define uma classe relativa [St] € H,,(F™, F™~ 1), onde m = —|T|.
O diferencial d' na seqiiéncia espectral é, por construcdo, a relativizacio de 9St
para [0S7] € Hp,_1(F™ 1, F™=2). Conseqiientemente, d*[Sr] = [0Sr] pode ser
visto como uma combinagao linear de arvores do tipo (p,q) e grau —m + 1. Devemos
provar que, como uma combinacao linear de arvores, ela coincide com o diferencial d
definido para arvores, i.e., dT' = [0ST].

Primeiramente observamos que, conforme descrito na secao 4.1, os estratos aber-
tos St satisfazem o seguinte: se 1" é obtida colando-se 17 e T, T' = T} o; Ts, entao

St = St, x St,,. Assim
08t = (957,) x 81, + (=1)*111 57, % (957,

onde |S7,| denota a dimensdo de St, (igual a —|T1]). Por outro lado, o diferencial

nas arvores também satisfaz a regra de Leibniz:
d(T1 O; TQ) - dTl O; T2 + (—1)‘T1‘T1 O; dTQ

Conseqiientemente, apenas precisamos verificar a igualdade dT = [0S7] para as
corolas ny 4 e l,. A igualdade neste caso segue-se facilmente da descricao das bolhas
no bordo de codimensao um de C(p, q) e C(n), pois S,, , = C(p,q) e S, = C(n). O

Observacao 4.7. E7 . estd limitada a regigo 2p —q—2>2m>20e0>2n > —m.

m,n

Observacao 4.8 (OCHA e a Operada do Queijo Suico). A compactificacao
rF'M define uma operada 2-colorida homotopicamente equivalente a operada do queijo
suigo [41]. De fato os semi-discos superiores na operada do queijo sui¢o correspon-
dem as vizinhangas dos pontos no bordo do disco fechado, bem como os discos no
interior do semi-disco padrdao correspondem aos pontos no interior do disco fechado.
Contraindo-se as vizinhancas nos pontos obtém-se a equivaléncia homotdpica entre
as duas operadas. Concluimos que a seqiiéncia espectral apresentada acima estabelece

de maneira precisa a relagio entre OCHA e a operada do queijo suigo.
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Apéndice

Seqiiéncias Espectrais

Definigao 4.9. Um mddulo bigraduado diferencial sobre um anel R é uma colegdo de
R-mdédulos E = {Ep, ,,}, onde m e n sdo inteiros, munidos de uma aplicag¢do R-linear
de grau duplo (—s,s — 1)

d: Enn— En_snys—1

para algum inteiro s, tal que dod = 0.

Dado um moédulo diferencial bigraduado F, podemos definir sua homologia:

kerd : Em,n — Lm—sn+s—1

Hyn(E,d) =
m,n( ) ) imd:Em+s,n*S+1_>Em’n

Definicao 4.10. Uma segqiiéncia espectral é uma colecao de mdodulos diferenciais

bigraduados {Eq ,,d.} parar =1,2,..., com d, tendo grau duplo (—r,r —1), tal que
ErEY € isomorfo a Hyyn(E", d,).

Definicao 4.11. Diremos que um seqiiéncia espectral {E" d,} colapsa no seu N -

ésimo termo se d, = 0 para todo r > N.

Observacgao 4.12. Se {E",d.} colapsa no N-ésimo termo, entio EN = ENtT! =
-« = FE® para todo s > N, ou seja, a seqiiéncia espectral se estabiliza a partir do

mddulo EN . Denotaremos tal médulo por E® = EN = ENtL = ...

Definigao 4.13. Uma filtragao sobre um R-mddulo A é uma familia de submddulos
{FPA} para p € Z tal que

o CFP'AC FPAC FPHAC ... C A
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Definicao 4.14. Um R-mddulo A é um mddulo diferencial graduado filtrado (ou um
DG-mddulo filtrado) se

1) A=,z An € um mddulo diferencial graduado com operador linear d : A, —

An_1, de grau -1, satisfazendo do d = 0;
2) A tem uma filtragao F' e o diferencial d respeita a filtragdao, ou seja,

d: FPA — FPA.

A homologia de A herda sua filtragdo da seguinte forma:

FPH(A,d) = imagem H(FP 5 A)

— imagem (H(FPA,d) ™ H(A, )

Teorema 4.15. Cada DG-mddulo filtrado A determina uma seqiiéncia espectral
{Eeerdr} r=1,2,... comd, de grau duplo (—r,r —1) e

E),~ Hy o(FPA/FPA).

Supondo que a filtragao € limitada, isto €, para cada grau n, existem valores s = s(n)

et =t(n) tais que:
{0}y c FFA" c F*T1AM C ... Cc FT7P C FPA™ = A7,

entao a seqiiéncia espectral converge para H(A,d), ou seja:

_ FPHy(A,d)
Pa = FrTH, J(Ad)

o0

Observacao 4.16. No caso em que A é um DG-espago vetorial sobre um corpo K,

a convergéncia erpressa acima significa que

ptg=n
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4.2 Ilustracoes

Associaedro K5 e suas faces rotuladas por colchetes de pontos no intervalo.
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Cicloedro Wy e suas faces rotuladas por arvores parcialmente planas.



Cicloedro Wy e suas faces rotuladas por colchetes em S*.
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O espago (31 e seus estratos rotulados por arvores parcialmente planas.

Topologicamente, C 1 € um toro solido.
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Capitulo 5

Conclusao

A Proposicao 4.6 nos diz que a estrutura de OCHA esta “codificada” na estratifi-
cacdo do bordo de C(p,q). A combinatéria desta variedade é descrita por arvores
parcialmente planas. Mas as arvores parcialmente planas que de fato aparecem em
OCHA sao de um tipo especifico: de fato, as arvores em OCHA s&o obtidas a partir
de corolas parcialmente planas tais que, se a corola tem raiz espacial, entao toOdas
as suas folhas sdo também espaciais (ver ilustragoes 4.1.a) e 4.1.b)).

Tal restricdo no formato das arvores é as vezes chamada de restrigées de OCHA.
Mostramos no capitulo 1 que tais restri¢oes sao intrinsecas ao espaco das coderivacoes
da coalgebra SCU®T“V . Este fato revela a beleza da estrutura que estamos estudando

e mostra a estreita relacdo entre a estrutra topolégica/combinatoria da compactifi-

cacao de Fulton MacPherson e a estrutura algébricas das coderivagoes.

Algebras A, sobre algebras L., versus OCHA

Dadas uma algebra de Lie g e uma dlgebra associativa A, temos o conceito natural de
representacao por derivagoes, definido simplesmente como um morfismo de 4lgebra
de Lie:

p:g— Der(4).

Suponhamos que ambos espagos g e A sejam DG-espagos munidos respectivamente

dos operadores diferenciais dg e d4. Se o morfismo p for uma aplicacao de cadeia em
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relacao aos diferenciais dg e d4, dizemos que A é uma g-algebra.

Em [14], Kajiura e Stasheff apresentam as dlgebras A, sobre élgebras Lo, como a
versdo homotopica das g-algebras. Algebras A, sobre dlgebras Lo, podem ser vistas
como certas coderivacoes na coalgebra S¢(L) ® T°(A). Vamos agora reproduzir um
trecho do trabalho de Kajiura e Stasheff. Logo apos introduzir as dlgebras A, sobre

algebras Lo, & péagina 13, eles comentam:

“This is just the higher homotopy structure a mathematician would con-

struct by the usual procedures of strong homotopy algebra. (...)

String field theory suggest that an open-closed homotopy algebra includes
the addition of the maps ny o : L — A and in particular nyo: L — A

corresponding to the opening of a closed string to an open one”.

Aplicacoes do tipo n,o : L®” — A ndo estdo presentes na estrutura de algebras
Ao sobre dlgebras Lo,. Kajiura e Stasheff apresentam as OCHASs como uma estrutura
contendo estas aplicagoes adicionais e definidas de modo similar as dlgebras A, sobre
algebras Lo.. E mostram que as OCHAs podem também ser dadas por coderivagoes
em S°(L) @ T¢(A).

O problema que nos propusemos a estudar nesse trabalho era o de determinar se
existem mais estruturas que podem ser dadas por coderivagdes ou se as OCHASs esgo-
tavam todas as possibilidades. Como provamos no capitulo 1, todas as coderivacoes
em S°(L) ® T¢(A) sao da forma de uma OCHA e portanto nao existem outras es-
truturas de algebras homotopicas determinadas por coderivagoes em S¢(L) ® T°(A)
além das OCHAs.

O fato interessante a ser observado aqui é que, a principio, a motivacao para a
definicao das OCHASs era inteiramente fisica. O aspecto matemaético envolvido, como
Kajiura e Stasheff mencionam no texto mencionado acima, estaria restrito apenas as
algebras Ao sobre algebras Lo,. Pois bem, nosso trabalho mostrou que as OCHAs
sao também naturais de um ponto de vista puramente matematico, pois mostramos

que podem ser definidas simplesmente como coderivagoes D:
D € Coder' (S¢(L) ® T°(A)),  D*=0.
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Considerando-se o papel desempenhado pela compactificagao do espago dos discos
de Riemann com pontos marcados em Teoria de Campo de Corda classica (ver [16]),
os resultados do capitulo 4 nos permitem ter uma idéia de como as OCHAs aparecem
naquela teoria. O fato de as OCHAs aparecerem algebricamente de forma natural
como coderivacoes diferenciais de grau 1, vem reforgar a idéia de que na maioria dos
bons conceitos algébricos ha uma estrutura fisica/geométrica subjacente.

Este fato também pode ser visto como um exemplo de Fisica aplicada ¢ matemdtica:
o estudo de certas teorias fisicas surgidas recentemente tem levado & descoberta de
novas estruturas matematicas. Vide os desenvolvimentos da mecanica quantica e seu
conseqiiente impacto na matemética. O presente trabalho é um pequeno exemplo

dessa tendéncia atual.

Abaixo sugerimos alguns problemas que podem ser explorados como continuacao

deste trabalho.

Resolucao de operadas

Algebras homtopicas podem ser abordadas através do conceito de Resolu¢io de Op-
eradas |26, 7, 8].

Problema 1. Definir uma operada de espagos vetoriais OC em termos de geradores
e relacoes descritos via drvores parcialmente planas e uwm morfismo de operadas

OCy — OC que seja um quasi-isomorfismo, i.e., tal que induz um isomorfismo em
homologia H(OCo) — OC.

Pode-se dizer em poucas palavras que algebras L., sdo a versao homotopica das
algebras de Lie e algebras A, a versao homotodpica das algebras associativas. No
entanto, ainda nao se sabe de qual estrutura algébrica as OCHAs sao a versao ho-
motopica. Acreditamos que a solu¢do do problema acima fornecera a resposta a essa
pergunta.

Algebras A, sobre algebras L., sio um caso particular de OCHA. Sabemos
que aquela estrutura é a versao homotdpica de uma g-algebra. Conforme o trecho

reproduzido no inicio deste capitulo, a estrutura de OCHA ¢é obtida a partir das
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dlgebras Ao, sobre algebras Lo, adicionando mais aplicagdes nyo : L®? — A, as
quais, por assim dizer, destroem as relacoes existentes na estrutura anterior. Dai
o problema de se determinar de qual estrutura algébrica classica (ndo homotopica)
OCHA ¢ a versao homotopica (ver o trabalho recente de Berger e Moerdijk sobre

“Retificagio de Algebras Homotopicas” [2]).

Dualidade de Koszul

Outro problema interessante envolve a nogao de Dualidade de Koszul. A demon-
stracdo de que OCHAs podem ser definidas simplesmente como coderivagoes difer-
enciais usou crucialmente uma aplicagdo de codlgebras definida por ‘shuffles’ (ou
embaralhamento). A geometria por tras desta demonstracao fica evidente quando se
olha com mais calma para as arvores parcialmente planas. Mas essa relacao merece
ser estudada em mais detalhe. Um problema interessante é demonstrar rigorosamente

a geometria por tras deste fato algébrico usando-se dualidade de Koszul [39].

Problema 2. Uma vez estabelecida a Operada OC no problema 1, usd-la para dar

uma demonstra¢do imediata do coroldrio 1.45.

Um caminho possivel para resolver este problema seria estender a nocao usual de
dualidade de Koszul para operadas quadraticas de modo a contemplar a operada OC
a qual, apesar de ainda nao estar completamente descrita, ndo pode ser uma operada
quadréatica pois envolve um gerador linear correspondendo a aplicacao nig: L — A
mencionada na citagdo no inicio deste capitulo. Uma vez estando claro quem é seu
dual de Koszul OC', entdao deve-se demonstrar que a OC'-coalgebra livre cogerada
por U e V & precisamente a coalgebra S°U ® T°V. O Corolario 1.45 (pagina 29)

seguiria entao imediatamente da proposigao 3.88 do livro [25].

Estrutura nova

Outro problema interessante é procurar pela estrutura determinada pela operada OC
em outras areas da matemdética. Em especial aplicacoes f : L — A cuja imagem

pertence ao centro homotopico de A. O estudo destas estruturas poderia passar
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eventualmente pelo entendimento de como as OCHAs estdao relacionadas com os

trabalhos de Chas-Sullivan sobre String Topology [4, 38, 5].

Seqiiéncia Espectral

Problema 3. OCHA aparece na primeira coluna do termo E' da segiiéncia espec-

tral de C(p,q). Ezxplorar outras partes desta seqiiéncia espectral em busca de novas

estruturas de dlgebras homotdpicas com potenciais aplicagoes em Teoria de Campo

de Corda.

Ver Voronov [41].
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