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Resumo

Dada uma conexao sobre um fibrado vetorial podemos usa-la para construir o transporte paralelo
de elementos do fibrado ao longo de curvas da variedade base. Esta operacao nos fornece isomorfismos
lineares entre as fibras do fibrado em questao, mas quando consideramos lacos na variedade base o ponto
de partida é igual ao ponto de chegada, desta forma obtemos um isomorfismo da fibra sobre este ponto
nela mesma. O conjunto de isomorfismos obtidos por esta construcao formam um grupo chamado Grupo
de Holonomia.

Quando consideramos o fibrado tangente de uma variedade riemanniana com a conexao Levi-Civita o
grupo de holonomia esta intrinsecamente relacionado com a geometria da variedade. Esta foi explorada
por Marcel Berger para classificar quais grupos podem aparecer como holonomia de uma variedade
riemanniana. O objetivo desta dissertacao é fornecer uma demonstracao geométrica, obtida por Carlos
Olmos, deste resultado.

Palavras-chave: Grupo de Holonomia, Geometria riemaniana, Fibrado.
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Abstract

Given a connection over a vector bundle we can use it to build the parallel transport of elements
in the bundle along curves of the base manifold. This function provides us with linear isomorphisms
between the fibers of the bundle in question, but when we consider loops in the base manifold starting
point is equal to the arrival point, this way we obtain an isomorphism of the fiber over this point in
itself. The set of isomorphism obtained by this construction form a group called Holonomy Group.

When we consider the tangent bundle of a Riemannian manifold with Levi-Civita connection the
holonomy group is intrinsically related to the geometry of the array. This was explored by Marcel
Berger to classify which groups can appear as holonomy of a Riemannian manifold. The objective of
this dissertation is to provide a geometric demonstration, obtained by Carlos Olmos, this result

Keywords: Holonomy Group, Riemannian Geometry, Fiber Bundles.
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Capitulo 1

Variedades Diferenciaveis

Como foi dito, neste capitulo iremos apresentar conceitos basicos de Topologia Diferencial. Dando
destaque ao teorema de Frobenius na tultima secao, importante resultado para o desenvolvimento deste
trabalho principalmente na demonstracao do Teorema de Ambrose-Singer apresentado no capitulo 4.
A teoria deste capitulo com excesao de um resultado, foi retirada dos livros Geometry of Manifolds de
autoria de R.L. Bishop e R.J. Crittenden [4|, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups de
autoria de F. W. Warner (9| e Foundations of Differential Geoometry, vol. 1 de autoria de S. Kobayashi
e K. Nomizu.

1.1 Definicoes basicas

1.1.1 Variedades

Seja M um espago topologico Hausdorff, segundo contéavel (base enumeravel para a topologia):

Defini¢ao 1.1.1. Um sistema de coordenadas (k-dimensional) de M é um par (¢,U), onde U é um
aberto de M e ¢ : U — V é um homeomorfismo de U em um aberto simplesmente conexo V de R*.
Dizemos que M é uma k-variedade topologica se para todo p € M existir um sistema de coordenadas
(¢,U) onde p € U.

Dado um sistema de coordenadas, definimos as fungoes coordenadas por: x; = m; 0 ¢, onde 7; é a
projecdo na j-ésima coordenada de R¥.

Definigao 1.1.2. Seja (¢,U) e (¢,U’) dois sistemas de coordenadas em M. Entao ¢ e ¢ sao C™-
compativeis se UNU’ = () ou se as fungao od™! : ¢(UNU") — P(UNU") e oy : p(UNU’) — p(UNT’)
sao de classe C'™°.

Definicao 1.1.3. Um atlas maximal 2 é um conjunto de sistemas de coordenadas de uma variedade
topologica M que satisfaz:

2. Dados (¢,U), (1, U’) € A entéo ¢ e 1p sao C'°-compativeis;
3. 2 ¢ maximal com respeito aos itens (1) e (2).

Uma C*variedade (ou somente variedade) é o par (M, ), onde M é uma variedade topologica e 2 é
um atlas maximal.



Um conjunto 2y que satisfaga os dois primeiros itens da primeira definicao é dito apenas um atlas.
Todo atlas, 2y, qualquer determina um atlas maximal 2 no qual 2y C 2, basta tomar A = {¢ : U —
R* : (¢, U) & C*-relacionados com todas as cartas de 2g}.

Utilizando o atlas maximal podemos definir um conceito de funcao diferenciavel entre variedades,
por isso damos ao atlas o nome de C*-estrutura.

Definicao 1.1.4. Seja M, N duas variedades, uma fungao ¢) : M — N é de classe C'* se dados quaisquer
dois sistemas de coordenadas (¢, U) de M e (6,V) de N, a fungao 0 oy o ¢~ for de classe C*.
Se 1) acima, for bijetora com inversa de classe C'*°, dizemos que ¥ é um difeomorfismo.

Observagao: Podemos ainda considerar variedades analiticas, em que trocamos a ideia da composicao
dos homeomorfismos serem funcgoes diferenciaveis para fungoes analiticas, ou variedades complexas,
modeladas no espaco euclidiano R?* = C, onde pedimos que a composicao dos sistemas coordenadas
sejam funcoes holomorfas.

Exemplo 1.1.5.
1. O espaco euclidiano R¥ ¢ uma variedade com a estrutura determinada pelo Atlas % = {(R*, Id)}.

2. Dado uma variedade M com a estrutura 2, qualquer conjunto aberto U C M é uma variedade
com a mesma dimensdo de M com a seguinte estrutura 2y = {(V N U, ¢|vry) : (V,¢) € A}.

3. O grupo das matrizes inversiveis com entradas reais, GI(k,R), ¢ uma variedade de dimensao k?,
. , 2 . . ~ . ,
pois é aberto em R*", isto ocorre devido ao fato da funcdo determinante ser continua e que:

Gl(k,R) = det™({0}°).

4. Considere ¢y : S¥ — {N} — R* e ¢g : S*¥ — {S} — R* as projegoes estereograficas da esfera
Sk temos que ™Ay = {(on, S* — {N}), (¢5,S* — {S})} formam uma base de C®-estrutura em S*.
Portanto S* é uma variedade.

5. Dado duas variedade (M,Ay), (N,y), de dimensdes k e d respectivamente, considere a seguinte
estrutura para M x N: A= {(U x V,¢,v) : (U, ¢) € Apr, (V,9) € Ax}. Portanto M x N é uma
variedade de dimensao k + d.

6. Agora, a propriedade do espaco ser Hausdorff nao segue do fato do espaco ser localmente euclidiano.
Como por exemplo a uniao disjunta de duas retas reais com a seguinte relacao de equivaléncia:
x se relaciona com y < x # 0 e x = y. Localmente este espago é euclidiano, portanto tem uma
C*>-estrutura, mas nao ¢ Hausdorff, s6 observar vizinhancas do zero.

7. Temos que toda fungao C* entre variedades é necessariamente continua.

A partir de agora esconderemos na notacao de variedade a sua estrutura para facilitar a leitura, ou
seja ao invés de (M, ) colocaremos simplesmente M.

Como comentado no exemplo acima, o motivo de pedirmos que M seja Hausdorff e 2° contéavel é
que, com estas hipoteses, a variedade é normal, metrizavel e paracompacta. Paracompacidade implica
na existéncia de particao da unidade.

Definicao 1.1.6. Uma particao da unidade em M, é uma colecao ¢; : i € I de funcoes reais C> em M
tal que



e A colegao de suportes
{supp(¢s) = ¢~ (R — {0}) :i € I}

é localmente finitos.
® > .o ®i(p) =1 para todo p € M, e ¢;(p) > 0 para todope M eic I.

Uma parti¢ao da unidade {¢; : ¢ € I'} é subordinada a uma cobertura {U, : a € A} se para cada i € T
existe um « tal que supp(¢;) C U,.

Um resultado importante é:

Teorema 1.1.7. (]|9],p.10) Seja M uma variedade diferenciavel e {U, : @ € A} uma cobertura de M.
Entao existe uma particdo da unidade contavel {¢; : i = 1,2,...} subordinada a cobertura U, onde
supp(¢;) é compacto para cada i.

Corolario 1.1.8. ([|9],p.11) Seja G um aberto de M, e seja A um fechado de M tal que A C G. Entao
existe uma funcao C*°, ¢ : M — R tal que

e 0 < ¢(p) <1 paratodope M.

e o(p) =1sepe A

e supp(¢p) C G.

1.1.2 Espacos Tangentes

Dada uma variedade M e um ponto p € M existe um espago vetorial relacionado a p extremamente
importante para o estudo daqui para frente, este espaco é conhecido como espaco tangente em p. No caso
de curvas, conhecemos como a reta gerada pelo vetor velocidade naquele ponto, no caso de superficies
conhecemos como o espaco de retas que intersectam a superficie somente naquele ponto em questao.

Este espaco podera ser caracterizador como o espaco das derivacoes de fungoes diferenciaveis definidas
localmente em torno do ponto na variedade ou como o espaco de vetores velocidades de curvas passando
por aquele ponto. Iremos apresentar ambas as defini¢oes e mostraremos que elas sao equivalentes.

Definicao 1.1.9. Seja M uma variedade, p € M, duas fungoes diferenciaveis f : U - Reg: V — R
em p, onde U e V sao vizinhancas abertas de p, definem o mesmo germe se existe um aberto W Cc UNV
contendo p tal que

flw = glw.

A igualdade acima determina uma relagao de equivaléncia entre as fungoes diferenciaveis definidas em
abertos em torno do ponto p. O conjunto das classes de equivaléncia definidas em p através dos germes
sera chamado de espago de germes do ponto p e denotaremos como F'(M, p).

Observe que F'(M,p) possui uma estrutura de algebra sobre R, pois as operagoes usuais de fungoes
definem operagoes nas classes de germe de maneira natural, ou seja se [f], [g] € F(M,p), as seguintes
operagoes estao bem definidas:

[f]+ 9] = [f + gl;
k[f] = [kf],VE € R;

[f1lg] = [f9].



Definicao 1.1.10. Seja p € M, uma derivagao de M no ponto p é uma fungao
t: F(M,p) — R, tal que

o t(alf]+blg]) = at([f]) + bt([g]) (linear);
o t([f]lg]) = t([fDg(p) + f(p)t(lg]) (Leibniz);

onde [f], [g] € F(M,p) e a,b € R. Denotaremos o espago das derivagdes em M no ponto p como Der(p).

Jé& a segunda maneira da definicao de vetores tangentes é mais intuitiva. Definimos o espago tangente
em termos de vetores velocidades de curvas sobre a variedade.

Seja M uma variedade e fixe um ponto p € M. Considere todas as curvas diferenciaveis v : (—¢, €) —
M tais que (0) = p e iremos definir a seguinte relagdo de equivaléncia: Duas curvas v; e 7y sdo
equivalentes se dado qualquer sistema de coordenadas (¢, U)

digpov)  d(dpo)
dt =0 dt =0

O espaco das classes de equivaléncia definida pela relagao acima sera chamado de espacgo tangente no
ponto p, um elemento do espago tangente sera chamado de vetor tangente e denotaremos por [y] onde
v € uma curva passando pelo ponto p.

E facil ver que a unido dos vetores tangentes no ponto p denotado como T,M, e o espago das derivacoes
no ponto p, Der(p), sdo espagos vetoriais. Mostraremos que o espago das derivagoes é naturalmente
isomorfo ao espago tangente, mas para isso devemos demonstrar alguns resultados.

Repare que se [c] € F(M,p) for uma fun¢ao constante, entdao para qualquer derivagdo t temos
t(c) = 0.

Seja ¢ = (z1, ..., ) um sistema coordenadas de p € M, a derivada parcial em p com respeito a x;,
denotado como D,,(p), é a derivagao definida como

Datm)f = A28 g,

que também ¢ denotado por D, f(p), onde as coordenadas u; sao as de RF.
Agora defina

F,=A{lf] € F(M,p) : f(p) =0},
repare que F, ¢ um ideal de F(M,p), pois se [f] € F, e [g] € F(M,p) temos [f]lg] = [fg], logo
f(p)g(p) = 0. Definindo F? = {[f][g] : tal que [f],[g] € F}}.

Teorema 1.1.11. (|9],p.13) O espago das derivagoes no ponto p, Der(p), é naturalmente isomorfo ao
espago dual (F,/F?)*.

Demonstracao. Se h € FpQ, entdo h pode ser expresso na forma h = . fig;, com f;,g; € F,,Vi. Se
f.g € F,, et é uma derivagao em p temos

t(fg) = t(f)g(p) +t(9)f(p) = 0= t[rz = 0.

Portanto, t € Der(p) ¢ naturalmente um funcional em F), que se anula em Fp2.
Agora, seja | € (F,/F?)*. Queremos definir uma derivagao em funcao de [. Seja fy a funcao constante

igual a f(p), fo(m) = f(p),Vm € M. Note que fo — f € F, e fo — f(p) = 0. Tome v,([f]) = I(f — fo).



onde f — fy indica a classe de equivaléncia do quociente de F}, por sz , € o germe é dito como [f], v; é
linear por construcdo, agora se [f], [g] € F(M, p):

v([fg]) = U(fg— fgo) = U((f = fo)(g — g0) + (f = fo)go + fo(g — 90)),

como, (f — fo)(g — go) é o produto de duas fungdes que se anulam em p, temos

I((f = fo)(g —g0)) =0

e dai
u([f9]) = gp)u((f]) + f(p)ulg))-

Portanto, v; ¢ uma derivacao.
As duas operagoes que descrevemos, sao inversas, ou seja a composta delas é a identidade em ambos os

espacos. O isomorfismo é natural pois nao depende da expressao dos funcionais em fungoes coordenadas.
O

Agora iremos enunciar a série de Taylor que sera tutil para provarmos que a dimensao do espaco
tangente em um ponto é igual a dimensao da variedade. Ao contrario dos outros resultados deste
capitulo, somente este nao foi retirado em [4] e [9)].

Lema 1.1.12. [14] Seja g uma funcio de classe C* em um aberto convexo U C R¥ ao redor de p € U.
Entao para todo g € U vale

+Zaxz P+ Llela) = w0)(es(0) = 2,0l

onde h é o resto.
Teorema 1.1.13. ([9],p.13) dim(F,/F})* = dim(M).

Demonstracao. Seja f : M — R de classe C*, ¢ : U C M — R* um sistema de coordenadas no ponto
p € M eseja fi = fo¢ !, que por abuso de notagao serd denotada como f. Segundo a expansao de
Taylor,

f=T0)+ 3 ) — ) + 02,

onde x; é a i-ésima projegao e 29 = x;(p). Como f é C™, temos que O(2) também é C*°. Dai, utilizando
a mesma notacao da demonstracao do teorema 1.14,

1= > 5L )i — ) + 00

Por definigao [0(2)] € F?, assim quocientando F, por F?, f — f ¢ escrito como combinagao linear dos

elementos z; — x¥ portanto estes geram este espaco. Para ver que eles sdo l.i., suponha que > a;[z; —
29) € F2, entio - aifa; — 29) = S1/;lgs], onde [fi]lg,] € Fy. Assim

0
Orn |p2a1xl L —Za |pfjgj Za 1,95/ (p

dai a; = 0, para qualquer 1. O



Corolario 1.1.14. dim Der(p) = dim M,Vp € M.

Defini¢ao 1.1.15. Sejam p € M, ¢ : U — R* um sistema de coordenadas em torno de p. Se ¢ =
(21, ..., zx),para cada i = 1, ..., k, definimos a derivagao %]p da seguinte forma:

9 _0fo¢™!

o D=5

onde [f] € F(M,p) e (ri,...,m) sdo as coordenadas usuais de R*

0

Proposicao 1.1.16. Dado v € Der(p) temos v = Y, v(x;) 5

. Em particular {;2-|,} formam uma base
de Der(p).

Demonstragdo. Lembramos que {z; — 29} formava uma base de F,/ FI?. Queremos mostrar que v apli-
cado a um elemento desta base serd igual a > i v(xj)a%i]p aplicado a este mesmo elemento da base.
Deste modo eles coincidirdo como funcional sobre F,/F;. Agora v([z; — 2{]) = v([x]) = v(z;), e por
outro lado 5 9
0] — N ) — .
3 ol bl = ] = S (e ) = ol

]

Como foi dito anteriormente o espaco das derivagoes no ponto p é naturalmente isomorfo ao espago
tangente naquele ponto, pois dado um caminho v : (—¢,¢) — M podemos induzir uma derivagao
naturalmente, como

Y(t) s F(M,y(t) = R

/
fr= (fer)(t).
. ~ . . . )
Agora dada uma derivagdo podemos extrair uma curva. De fato, seja v = > i ajaTj|P’ tome a curva
v(t) = >, a;j04(t), onde o; sdo as curvas coordenadas, ou seja 0, (t) = £|p.
J

Desta forma, quando nos referirmos ao espago tangente podemos pensar tanto como derivagoes ou

como vetores tangentes a curvas.

Definigao 1.1.17. Seja F' : M — N uma fungao C* entre variedades. A diferencial da fungao é
definida por dF), : T,M — Tr)N da seguinte maneira:

dF,(v)([f]) = o([f o F]),
onde v € T,M e [f] € F(N, F(p)).
Repare que a diferencial de uma funcao é linear.

Definigao 1.1.18. Uma fungao F' : M — N de classe C'*° entre variedades é dita singular em p € M
se dF}, for uma transformacao singular.

Considere agora M uma d-variedade, N uma k-variedade, F': M — N de classe C*, (xy, ..., z4) um
sistema de coordenadas de M e (yi, ..., yx) um sistema de coordenadas de N. Dado v € T,M temos que
dF,(v) € Tpp) N logo:

dF(v)(f) =wv(foF)
Z v’ aii (f © F)

_ i 0f OF;
o ZU Oy; Oz
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De onde inferimos que os novos coeficientes sao v; 2% e obtemos a expressao em coordenadas. Portanto,

8171'
escrevendo dF(v)(f) em funcio dos elementos da base -2-, obtemos a matriz [dF(v)];; = %,

By chamada
J

de matriz Jacobiana de F.

Proposicao 1.1.19. ([9],p.17) Regra da Cadeia: Sejam F': M — N e G : N — P duas fung¢oes C*
entre variedades. Entdo d(G o F') = dG o dF.

Demonstracao. Temos que

d(Go F)()(f) = v((f o G) o F) = dF(v)(f o G) = dG(dF(v))(f)-

E usual denotarmos a funcdo dF por F, e chama-lo de push-forward.

Teorema 1.1.20. (]9],p.18) Seja F': M — N uma fungao C*>° e M conexa. Se dF, = 0,Vp € M, entdo
F' & constante.

Demonstragao. Seja (¢,U) e (1, V) dois sistemas de coordenadas de p e F(p) respectivamente. Se
dF, = 0, entdo a sua jacobiana ¢ nula. Assim a fungdo 1) o F' o ¢! tem a jacobiana nula, como os
sistemas de coordenadas sao homeomorfismos, entao F' é localmente constante. Como M é conexa, F' é
constante. ]

Definicao 1.1.21. Dada uma funcao F' : M — N entre variedades, chamamos de difeomorfismo se F'
for uma bijecao tal que F~! € C™,

Existem varios resultados classicos envolvendo a diferencial de fun¢ao, uns dos mais importantes é o
Teorema da Funcao inversa

Teorema 1.1.22. ([9],p.23) Seja F': M — N uma funcdo C'™ entre variedades de mesma dimensao.
Se a matriz jacobiana de F' for nao singular em um ponto m € M, entao existe um aberto A C M que
contém m tal que f|4: A — f(A) é um difeomorfismo.

1.2 Campos de Vetores e Campos Tensoriais

1.2.1 Campos de Vetores

Seja M uma variedade, o seguinte conjunto

™ = | J T,M,

peEM
¢ chamado de fibrado tangente de M, a projegao m : T'M — M ¢ definida como 7(u) = p onde u € T, M.

Teorema 1.2.1. ([9],p.19) Seja M uma variedade de dimensao k. Entdo T'M ¢é uma variedade de
dimensao 2k.

Demonstragao. Seja ¢ € TM e (¢,U) um sistema de coordenadas em torno do ponto n(q) = p € M,
com ¢ = (z1,...,x5) , defina da; € (T,M)* como sendo dz;(3>-) = &;; (delta de Kronecker), assim



podemos estender de forma natural dz; € (7=*(U))*. Entdao 7~ *(U) serd homeomorfo a U x R* via o
homeomorfismo:
d: 7Y (U) = U x R,
O(v) = (n(v), dz1(v), ..., dxg(v)).
Assim consideramos 7'M com uma topologia exigindo que ® definida, para cada sistema de coordenadas,
seja difeomorfismo. Assim T'M temos os seguintes sistemas de coordenadas
Vg Y (U) — R*

v (o(m(v)), dey(v), ..., drg(v)).
0
Por construgao temos que w é C*, dim(T'M)=2dim(M). Se f : M — N, definimos a fungao

df : TM — TN como df (v)(g) = df=(sv))(v)(g) = v(go f),Vg € F(N, f(r(v))) e temos que df € C* se
feC=.

Defini¢ao 1.2.2. Um campo de vetores X ao longo de uma curva o : [a,b] — M diferenciavel é uma
fungao X : [a,b] — TM tal que m o X = 0. Um campo de vetores X em um aberto U C M é uma
funcao X : U — T'M tal que mo X = Idy.

Podemos considerar um campo agindo em uma fungao C*°, f : U — R da seguinte forma: X (f)(p) =
X,(f),¥p € U. Repare que o conjunto dos campos de vetores em U (denotado por X(U)), formam um
espaco vetorial sobre R e um modulo sobre o anel das fungoes C° em U, porém este espago pode nao
ser finitamente gerado, dependendo do aberto U.

Proposigao 1.2.3. ([9],p.35) Seja X um campo de vetores em M, entao sao equivalentes:

1. X e C;
2. Se (U, ¢) é carta em torno de M, X|y = Zaia%i, coma; : M — R e C™;

3. XfeC>® VYV C M abertoe f e C®V).

Definigao 1.2.4. Seja X € X(U), onde U é um aberto de M. Uma curva integral de X é uma curva
v : (a,b) — U diferenciavel, tal que §(t) = X (v(¢)),Vt € (a,b) e X|, = 4.

Sera que curvas integrais realmente existem? Seja ¢ = (z1, ..., 7)) uma carta definida em um aberto
U de M, tome uma curva 7 : (a,b) — U diferenciavel, um campo X € X(U) e considere a seguinte
equacao
1(t) = X(7(1)), vt € (a, b);

)= ot 0

X = ZX@-)%.

2

tomando y; = x; o v, sabemos que

Assim obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

X (z:)(y(t)) = %(t), parai=1,... k.

Pela existéncia e unicidade de solugao deste sistema em um intervalo (—e, €) existe curvas integrais.
Assim temos o seguinte resultado:



Proposicao 1.2.5. (|9],p.37) Seja X € X(M). Entao para todo p € M, existe a(p),b(p) € RU {£oo}
e uma curva, tal que v, : (a(p),b(p)) — M tais que:

L. 0 € (alp), b(p)) € 1 (0) = p;
2. 7, € uma curva integral de X;
3. 7, € tnica a menos de restricao do dominio.

Dizemos que um campo X € X(M) é dito completo se para todo p € M, se existir uma extensao
v : R — M da curva integral v, do campo X. Assim temos o seguinte resultado que podera ser
encontrado em Foundations of Differential Geoometry, vol. 1, [15]:

Proposicao 1.2.6. ([15|,p.14) Em uma variedade compacta M, todo campo X € X(M) é completo.

Existe varias maneiras de derivar campos de vetores, uma delas é a derivagao de Lie, para defini-la
precisamos definir o grupo uniparamétrico.

Definigao 1.2.7. Tomando X € X(M).Para cada t € R, definimos uma transformagio ¢% com o
dominio:
Dy ={pe M :te(alp),bp))},
por
&% (p) = (1)

Chamamos ¢% de fluxo do campo X no tempo t.
Proposigao 1.2.8. (|9],p.37) Seja X € X(M), entdo

1. Para todo p € M, existe uma aberto V' C M contendo p e € > 0, tais que
(t,p) — ¢ (p) é definida e ¢ O em (—e¢,€) X V;

2. D, & aberto para todo t € R;

3. ¢% : Dy — D_; é difeomorfismo com inversa ¢';

4. Se s,t € R entdo o dominio de ¢% o ¢’ estd contido em Dy, e % o ¢ = ¢35

Assim, chamaremos {¢% : t € R} de grupo uniparamétrico associado ao campo X.
Definigao 1.2.9. Seja X € X(M), definimos a derivada de Lie em relagdao ao campo X como:

Ly X(M) = X(M),

tal que se Y € X(M) e p € M temos

—t
(LxY), = lim doy (Ytb&)p - YZD‘

t—0 t



Seria interessante se X(M) tiver uma estrutura de algebra, isto é um espago vetorial com um mapa
produto - : X(M) x X(M) — X(M), porém nao podemos considerar a composi¢do de campos, pois a
composi¢ao de campos nem sempre é campo. De fato, se X € X(M), f,g € C™ sdo fungoes definidas
em um dominio em comum e p € M, por Leibiniz temos a seguinte propriedade:

X(fg)p = X,(fg) = f(p)Xp(9) + 9(p) Xp(f) = (fX(g) + X (f))p,

ou seja todo campo respeita Leibiniz. Agora se X, Y € X(M) temos

Y(X(fg) =Y (fX(g) +9X(f) =Y (X(9)f +X(9)Y(f) +Y(9)X(f) +Y(X(f))g,

logo Y (X)) respeita Leibiniz se, e somente se X (f)Y (g) + X (9)Y (f) = 0. Segue entdo uma defini¢ao de
produto entre dois campos que demonstraremos que iré coincidir com a derivada de Lie.

Definigao 1.2.10. Dados X,Y € X(M), o colchete de Lie entre estes dois campos agindo em uma
funcao f: U C M — R, é dado por

(X, Y]f = X (Y [) = Y(X)).

Repare que o colchete entre dois campos diferenciaveis serda um campo diferenciavel. E facil ver que
o colchete é uma funcao bilinear que respeita Leibiniz e com isso é facil provar a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 1.2.11. (|9],p.36) Seja X,Y € X(M) e f,g € C*(U) com U um aberto de M, entéo
L [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X
2. [X,Y] = -]V, X];
3. [X,Y],Z]+ (2, X],Y] +[[Y. Z], X] = 0.

Teorema 1.2.12. ([4],p.17) Dados X,Y € X(M) temos que £xY = [X,Y].

Demonstrag¢ao. Tome f € C°(M) e seja v uma curva integral do campo X, por defini¢ao

doy' (Y (y()) f =Y (v(1)(f © 6%')-

Agora defina G : R? — R tal que:

G(t,r) = f(ox (¢ (7(1))-

Provaremos primeiro que DyG(t,0) = Y (v(¢))(f o ¢%'), de fato tomando n(r) como uma curva integral
de Y e h = fo ¢ temos

DyG(t,0) = lim,_,o LEXBOON 1656 00)

= d%hmbr( ())\T:o
= —hon( )=
—d r)h Y(?7
= v(t)hY(cb
Y(v(#)(f

!

(r ))|
%( ()))
° px)-



Assim,
Dy(D2G(0,0)) = Di(Y (4(t))(f 0 ¢x')) = %(d¢;(t(y(7(t)))f>‘t:0 = (ExY),/,
onde p = v(0). Defina agora H : R* — R como

H{(t,r,s) = f(dk oy (v(1))),

o D,D,G(0,0) = D1 DyH(0,0,0) — Dy D3H(0,0,0).
Desde que
H(t,r,0) = f(65% (63 (7(0))) = f(¢%(v(1)))-
Segue que ; .
D2 H(t,0,0) = - f 0(0) = dyo) f(n)(0) = dy [Y (4()) = Y F((2));
DiDLH(0,0,0) = (¥ F((0) = dyo)Y FX((0) = X (@)Y .
Agora,
D3H(0,7,0) = dgr (70 f X (03 ((0))) = X f (5 (p)),
e por fim

Dy D5 H(0,0,0) = dy0) X f7(0) = Y (p) X f.
[l

Agora iremos construir a interpretacao geométrica do colchete de Lie entre dois campos. Seja X, Y €
X(M)ep € M, tome g; como a curva integral de X comegando em p, para ¢ > 0 suficientemente pequeno
tome ¢, a curva integral de Y comegando em g¢;(c), g3 a curva integral de —X comegando em gs(c), g4
a curva integral de —Y comegando em g3(c) e por fim defina a curva g(c?) = g4(c).

Teorema 1.2.13. (|4],p.18) Seja X,Y € X(M), p € M ¢ a curva g definida acima, entao
X,Y](0)f = lim . (0.1 € FOM.p).
Demonstracao. Defina as seguintes fungoes:
ha(t,c) = ga(t) = ¢y (ga(c)),

ha(t,c) = gs(t) = ¢ x(g2(c)),
ha(t,c) = ga(t) = ¢y (gs(c)).

Temos que h1, ho, hs € C'™ pois eles sao composicoes de fluxos de campos. Tome
h:R — R tal que h(t) = hs(t,t) e g(t?) = h(t). Primeiro mostraremos que h,(0) = 0: Repare que

Ohl)( ) :Xf(hl(oat))a
fohy Y fohi;

1. Dy(f

2. Di(foh)=

3. Di(fohy)=—Xfohy;
(f o hs)

4. D1 Ohg :—Ythg,
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5. h3(0,1) = ha(t,1);
6. ho(0,1) = hy(t,1).

Agora, pela regra da cadeia:

(f ©h)'(0) = Di(f © hs)(0,0) + Da(f o h3)(0,0) =

dedebd
==Y foh3(0,0) + D1(f o h2)(0,0) + Dy(f o hg)(0,0) =

de 3,6,1¢2
==Y f(p) = Xf(p) + D1(f o h1)(0,0) + Da(f o h1)(0,0) = 0.

Logo h.(0) = 0. Agora
(f o h)"(0) = D§(0,0) + 2D1 Da(f © h3)(0,0) + D3(f o h3)(0,0).

De 4, temos:

DiDL(f 0 hs)(0.0) = (¥ § 0 g3(0)) = Y/ (5s(0)) = V(o).

Dedebd
2D2D1(f e} hg)(o, 0) = —2D1 (Yf o hg(o, O)) — 2D2(Yf O hQ(O, 0))

Temos também que

Dsy(f 0 h3)(0,0) = (f o h2)'(0,0) = Di(f o ha(0,0)) + Da(f o ha(0,0)),

e portanto
DyDs(f 0 h3(0,0)) = DI(f © h3)(0,0) + 2Dy Dy (f 0 h2)(0,0) + D3(f © hy)(0,0).

Assim
(foh)"(0) =Y2f(p) — 2D1(Y f 0 hy)(0,0) — 2D5(Y f 0 hy)(0,0)+
+D?(f 0 hy)(0,0) + 2D Dy(f o hy) + D2(f o hy)(0,0).

Realizando este mesmo processo nos termos com as fungao hy e recursivamente nos termos com as fungao
hi processo analogo mostramos que

(foh)"(0) =2XY f(p) —2Y X f(p).

Provamos que (f o h)”(0) é um vetor tangente de p e por fim

lim g.()(f) = Jim (d9)u(1) = Jim (dg2) () = 3(/ 0 h)'(0).

t—>0+ t—>0+
O

Agora, se ® : M — N for uma funcgao diferenciavel sobrejetora entre variedades e
X € X(M) sera que podemos definir um campo de vetores Y (®(m)) = d®,,(X(m)), para todo m € M?
A resposta é nem sempre, pois pode ser que tenhamos ®(m) = ®(n) para m,n € M porém com
d®,,(X(m)) # d®(X(n)). Caso possamos definir tal campo, temos a seguinte definigao:
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Definicao 1.2.14. Dada ® : M — N uma fungao C* entre variedades. Dizemos que um campo
X € X(M) é ®-relacionado com o campo Y € X(N) se:

ddoX =Y od,
isto é, se p € M, entao dp o X(p) = Y(o(p)).

Teorema 1.2.15. (|9],p.41) Seja & : M — N uma fungdo C* entre variedades, X,Y € X(M) e
X1,Y) € X(N). Se X for ®-relacionado com X; e Y for ®-relacionado com Y; entdo [X,Y] é -
relacionado com [X7, Y7].

Demonstra¢ao. Dados m € M e f € F(N,®(m)) temos
dO([X,Y]n) f = [X,Y](m)(f o @) =

X(m)(Y(fo®)) —Y(m) X( ) =

X(m)(d® oY (f)) =Y (m)

X(m)(Yi(f) o @) =Y (m)(X
= d®(X(m))(V1f) - d@(Y)(Xl(f)) =
= Xu(®(m))(Y1f) = (@(m))(le)Z

—_
A
v

1.2.2 Campos Tensoriais

Considere um espacgo vetorial V' a priori. Usualmente V* denota o espago dual de V', conhecido como
0 espaco dos covetores ou funcionais lineares de V. Devido a um teorema cléssico da teoria de Algebra
Linear chamada a propriedade universal do produto tensorial, podemos definir tensores da seguinte
maneira:

Definigao 1.2.16. e Um k-tensor covariante em V' é um mapa multilinear

F:Vx---xV =R
———

k-copias
e Similarmente, um l-tensor contravariante é um mapa multilinear

F:V*:x...xV* =R
—_———

l-copias

e Um tensor do tipo ([, k), ou um tensor contravariante de grau | e covariante de grau k, ¢ um mapa
multilinear

F:]/*x---xV’ix}/x---xV—HR.

l-copias k-copias

Denotaremos como 7" como o espaco dos l-tensores contravariantes, 7}, como o espaco dos k-tensores
covariantes e por fim 7} como o espago dos tensores do tipo (I, k).

13



O produto tensorial pode ser definido da seguinte maneira: Se F' € T} e G € T} entao o tensor

F® G € T é definido:

1 I+ _ 1 1 I+1 I+
FGw', .. ,w v, .., vpp) = F(w, .. 0w, v, ., 05) G0 o, 0 U1, - Upgp).-

Se {E\, .., E,} for uma base para V e {¢', ..., "} sua base dual correspondente, definida por ¢'(E;) =
5} (delta de Kronecker). Uma base para T} ¢ dado pelo conjunto de todos os tensores da forma

E,®.Q0FE ¢ Q.. ¢*,
com os indices i,, j, variando de 1 até n. Estes tensores agem nos elementos basicos da seguinte forma
B ®.QF,®¢" ®..Q¢* ¢% .., ¢6% ., ..., E,) =03,

onde 05 = 0510510110k . Para qualquer tensor F' € T}, denotaremos Fljllfkl como sendo o coeficiente
de F' que acompanha o seguinte elemento da base, F;, ® ... ® E;, ® ¢ ® ... ® ¢'k.
Agora dado p € M, considerando V = T,M denotaremos T}.(p) como T} construido a partir do

espaco vetorial V.

Definigao 1.2.17. Um campo tensorial do tipo (I,k) é um mapa definido em um subconjunto N da
variedade M que associa a cada ponto p € N um tensor F, € T}(p).

Devido a discussao acima, dado um sistema de coordenadas (z1, ..., z,, U) centrado em um ponto p,
temos que os vetores do tipo
{X1®"'®le®d$iz®"'®dl‘jk}

formam uma base de T}(p) onde X; = 52 |,. Assim um campo tensorial K do tipo (I, k) definido em U
J
pode ser escrito como

K, = ZK?“” X, ® - ®X;, @dr;, ®- - @dzj,,

Ji-Jk

onde { K7 } sdo fungdes em U, chamada de componentes de K com respeito ao sistema de coordenadas

(1, ...,x,,U). Dizemos que o campo tensorial, K, ¢ C* se as fungoes {Kﬁ;;} forem C*°. Pode-se
verificar que esta nogao de suavidade ¢ independente do sistema de coordenadas.

Agora segue algumas propriedades de campos tensoriais demonstradas em Foundations of Differential
Geoometry, vol. 1, [15]:

Proposigao 1.2.18. ([15],p.26)

e Dado um campo tensorial K do tipo (0,k) em M e tomando F' como a algebra das fungoes reais
C definidas em M. Podemos considerar K como um mapa F-linear K : X(M) x ... x X(M) — F
definida da seguinte maneira

K(fiX1, ., fiXe) = fi i K(X1, ..., X3),Vf; € F, X; € 2(M).

e Se K for um (0, k) tensor, X; =Y; € X(M) for uma vizinhanga U de um ponto p, entao
K(Xq,..., X)) = K(Y1,...,Ys)

em U.
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1.3 Subvariedades

Definicao 1.3.1. Seja F': M — N uma funcao C*° entre variedades:
e [ ¢ uma imersao se dF), for injetora para qualquer p € M.
e [ ¢ dita uma submersao se dF}, for sobrejetora para qualquer p € M.

Definicao 1.3.2. Uma variedade N ¢é dita subvariedade imersa em M se existe uma imersao injetiva
t: N — M.

Na definicao acima, a topologia de N nem sempre coincide com a topologia natural de M. De fato,
se considerarmos a seguinte curva: v : R — R?:

Repare que na vizinhanca de p = limy_,, y(t), se considerarmos a topologia como subespaco de R?
nao é localmente euclidiano. Porém com a topologia herdada de R, a I'm(y) é uma variedade.

Para resolvermos este problema iremos definir variedade mergulhada.

Defini¢ao 1.3.3. Dada F': N — M uma imersao injetora é chamada de mergulho se F' : N — F(N)
for um homeomorfismo olhando F'(N) com a topologia induzida de subespago de M. Dizemos que a
variedade N é uma subvariedade mergulhada em M se existir um mergulho entre as duas.

Definigao 1.3.4. Seja f : M — N uma fungao C*°. Dizemos que y € N ¢ valor regular se Vo € f~!(y),
df, for sobrejetiva.

Se y ¢ I'm(f) entao por vacuidade ele ¢ valor regular.
O seguinte resultado tem uma versao muito mais geral em Foundations of Differentiable Manifolds
and Lie Groups, |9], na pagina 31.

Teorema 1.3.5. ([9],p.31) Seja f: M — N uma funcao C*°. Se y € N for um valor regular de f entao
f~Yy) é uma subvariedade de dimensao igual a dim (M) — dim(N).

Demonstragao. Por definigao, para todo x € f~1(y), df, é sobrejetiva. Dai, pelo teorema da forma local
das submersoes |11], existem cartas (1, ..., z,) em torno de x e (yi, ..., y,) em torno de f(z) = y tais que
vi(y) = 0e f(z1,...,xp) = (21,...,75). Entdo f~!(y) no sistema de coordenadas (z1,...,x,) é dado por
(0,...,0,Z441, ..., xp). Sea carta (xy,...,x,) for definida no aberto x € U C M, entdo podemos considerar
V=UnNfy) e (xgs1,...,Tp) serd a carta de f~'(y) definida em V. O

Exemplo 1.3.6. O conjunto O(n) = {A € M,,x,(R) : AA* = Id} é uma subvariedade de M,,x,(R). De
fato, O(n) sera a imagem inversa de um valor regular da seguinte fungao:

F i Mygn(R) = S(n,R) C Myyun(R),
A AA

onde S(n,R) é o espago vetorial das matrizes simétricas. Iremos provar este fato, seja A € O(n), B €
M, «n(R) entao

d
deB — %f(A + tB>|t:0,

mas

f(A+tB) = AA' + tAB' +tBA' + *BB",

assim

df4B = AB' + BA!.
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Se C' € S(n,R), tome B = %CA dai df4 B = C o que implica que para todo A € O(n), df 4 é sobrejetiva e
portanto Id € S(n,R) é um valor regular de f. Assim O(n) = f~!(Id) é uma subvariedade de dimensao
n(n —1)/2.

Agora, se considerarmos SO(n), como o conjunto das matrizes de determinante igual a 1, sera
também uma subvariedade de M, «,(R) via a imagem inversa do 1 via a fungdo determinante. Pelo fato

de det(A) = det(A?), temos que SO(n) C O(n).

Teorema 1.3.7. [11] Sejam f : M — N € C*, y € N um valor regular de f. Entdo T,f !(y) =
ker(df,),Yz € f~1(y).

Demonstragao. Em f~'(y), f é uma funcao constante, logo T, f~(y) C ker(df,) para todo z € f~1(y).
Como dim(Im(f)) = dim(N) e dim(M) = dim(T, M) = dim(ker(df.)) + dim(Im(f)) temos que
dim(ker(df,)) = dim(T,f'(y)) e portanto T, f 1 (y) = ker(df,) para todo xz € f~1(y). O

1.4 Distribuicao e Integrabilidade

Seja M uma variedade de dimensao n e tome p < n.

Definicao 1.4.1. Uma p-distribuicao em M, é uma funcao 6 definida em M que associa a cada m € M
a um subespago vetorial §(m) C T,,M. Uma p-distribui¢ao 6 de M é de classe C*° em m € M se existir
{Xi,..., X, } campos de vetores C*° definidos em uma vizinhanga V' de m, tais que para quaisquer ¢ € V
temos que {Xiq, ..., X,q} formam uma base para 6(q).

Definicao 1.4.2. Dada uma p-distribuicao 6 de M, uma variedade integral N de 6 ¢ uma subvariedade
mergulhada de M tal que
dd(T,N) = 6(®(n)),

onde ® : N — M é um mergulho de N em M.
A distribuigao 6 ¢ integravel se para todo m € M, existe uma variedade integral de 6 que contém m.

Definigao 1.4.3. Uma p-distribui¢do, 6, de M é dita involutiva se dados X,Y € X(M) tais que
X(m),Y(m) € 0(m),Vm € M, temos que [X,Y]|(m) € O(m),Ym € M.

Existe um importante teorema que caracteriza as distribui¢oes integraveis como distribuigoes invo-
lutivas chamado de teorema de Frobenius. Para demonstrar este resultado precisaremos da seguinte
proposicao que pode ser encontrada demonstrada em Foundations of Differentiable Manifolds and Lie
Groups, [9].

Proposicao 1.4.4. (|9],p.40) Seja p € M, onde M é uma variedade de dimensao k, X € X(M) tal que
X(p) # 0. Entao existe uma carta (U, ¢) com fungoes coordenadas (z1, ..., zx) em uma vizinhanga de p

tal que
0

v =5l

Teorema 1.4.5. ([9],p.42)Frobenius. Seja M uma variedade de d-dimensional, # uma
p-distribuicao de M. Entao 0 é integravel se, e somente se, # é involutiva.

Demonstracao.
—
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Seja X, Y € X(M) campos ao longo de §. Tome N a variedade integral sobre um m € M de 0 e
® : N — M seu respectivo mergulho e suponha que ®(n) = m. Como, para cada n € N

d® : T,N — 0(d(n))

¢ um isomorfismo, existe X,Y € X(N) tais que d®(X) = X 0 ® ¢ d®(Y) =Y o ®. Portanto, X ¢ X, Y
e Y sao ambos P-relacionados, pelo teorema 1.48 temos que

[X,Y](m) = d®([X,Y](n)) € 0(m).

p—

Para provar que 6 é integravel iremos mostrar que existe um sistema de coordenadas (U, ¢) centrado
em um ponto m, com func¢oes coordenadas xy, ...,z tal que se tomarmos x; = constante para todo
i € {p+1,...,k} gera uma variedade integral de 6. Faremos por indugdo em p. Para p = 1, escolha
um campo de vetores X ao longo de 6, definido em uma vizinhanca de m, tal que X(m) # 0. Pela
proposigao 1.49, existe um sistema de coordenadas (U, (x1, ..., xx)) tal que

0
Xlv=—1v.
v = glo
Assuma que o teorema vale para p — 1 e suponha que 6 seja uma p-distribuigao. Como 6 ¢ suave, existe
{X1,...,X,} campos de vetores que geram 6 em uma vizinhanca V' de m. Pela proposigao 1.60, existe

um sistema de coordenadas (V, (y1, ..., yx)) centrado em m, com V C V', tal que

v =]
v =5 |v-
Iy

Em V', tome os novos campos:
}/1 = X17

Yi=X; - Xl(yz)Xla para i = 27 Ry

Logo os campos {Y71,...,Y,} sdo Li. e geram 6 em V. Seja S uma fatia com y; = 0 e tome os campos
Z; =Yi|s parai =2, ....,p. Assim

0
Yi(y1) = Xi(y1) — Xza—yl(yl) =0,

e Z; sao campos de vetores em S, isto é, Z;(q) € T,5,Vq € S. Agora {Zs,...,Z,} gera uma p-1-
distribuigao v de S. Afirmamos que «y é involutiva, de fato, os {Z;}; sdo ®-relacionados com {Y;};, onde
®:S — M éainclusdo de S em M, e pelo teorema 1.48 [Z;, Z;] sao ®-relacionados com [Y;,Y;] para
1 <i,j <p. Agora [Y;,Y;] ndo tem nenhuma componente na direcao de Y; e portanto, existem funcoes

cijr € C, tais que

p
Vi, Y3 = Y,
k=2
em V', logo
p
[Xian] = Zcijk|SZk-
k=2
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Portanto ~ é involutiva. Por hipétese de indugao, existe um sistema de coordenadas (wsy, ..., wx) em uma
vizinhanga de m € S tal que se tomarmos w; = constante para ¢ > p, gerara a variedade integral de
nesta vizinhanca. As fungoes
X1 = Y1,
rj=wjom,j =2 ..k,

onde m : V — S é a proje¢do natural no sistema de coordenadas (yi, ..., yq), sdo definidas na mesma
vizinhanga de m € M, nao dependem de m e todos anulam em m. Assim existe um sistema de
coordenadas (U, ¢) com fungdes coordenadas z, ..., z; em uma vizinhanga adequada U de m.

Vamos provar agora que, em U:

Yi(xpir) =0,i=1,..,p,r=1,...,d —p,

pois assim terfamos que {0/0x;} formaria uma base para 6 em U e assim, tomando x; = constante,i =
D, ..., k formaria a variedade integral de § em U. Assim, observe que, em U:

0 0x;
9N g =9 .k
oy o
e assim 5
Y= —
1 ax17

em U. Portanto Yi(z,4,) = 0, para todo r = 1,...,k —r. Agora seja i € {2,...,p} er € {1,....k — p}.
Temos 9

oy

Pelo fato de € ser involutiva, temos que existem fungoes c;, € C*° tais que

(Yi(zpsr)) = Yi(Yi(2pir)) = Y1, Yil (1)

p
Y,V =) el
=1

Portanto

%(Yz‘(fﬁpw)) = Z ciYi(Tpir)-

=2

Tome as fatias de U da forma xy = constante, ...,z = constante. Em tal fatia, Y;(x,1,) é uma funcao
somente de x; e assim terfamos um sistema de p-1 equagoes diferenciais homogéneas lineares, quando
variamos o 7. Tal sistema tem uma tnica solu¢ao quando dados os valores iniciais. Como o sistema é
homogéneo, a funcao 0 é solucao. Mas para cada fatia tem um tnico ponto em SNU e

Yi(@pir) = Zi(wpsr) = 0,
pois a variedade integral da distribui¢ao v em S é dado pelo sistema de coordenadas w. Logo

0

oy

em U. O

(Yi(zp4r)) = 0= Yi(zppr) =0,
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Capitulo 2

Teoria de Fibrados

Neste capitulo, iremos apresentar a teoria basica de fibrados. Na primeira secao apresentaremos
os conceitos mais basicos da Teoria de Grupos de Lie, necessarios para continuar o nosso estudo. Na
segunda secao, definiremos fibrado principal, exibindo varios exemplos inclusive o fibrado das bases.
Agora, de um fibrado principal podemos definir um fibrado associado, este sera o tema da terceira se¢ao
e exibimos nesta a definicao de espago tangente. Por fim, na quarta secao, trabalharemos a nocao de
conexao em fibrados e definiremos o transporte paralelo, importante elemento de geometria diferencial
e essencial para este trabalho. A teoria deste capitulo foi retirada dos livros Geometry of Manifolds de
autoria de R.L. Bishop e R.J. Crittenden [4|, Foundations of Differential Geoometry, vol. 1 de autoria
de S. Kobayashi e K. Nomizu [15], Compact Manifolds with Special Holonomy de autoria de D. Joyce
Joyce e por fim Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups de autoria de F. W. Warner
Warner.

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1.1. Um grupo de Lie G é um conjunto que possui uma estrutura de grupo e uma estrutura
de variedade, tais que as operagoes de grupos sejam C'™, isto é, as fungoes: G x G — G tal que (g,h) —
ghe G — G tal que g — g1, sao C.

Exemplo 2.1.2.

1. Gi(k,R) é um grupo de Lie com respeito a operac¢ao de multiplicagao de matrizes.
2. O espaco euclidiano R¥ é um grupo de Lie em respeito a adicao.

3. O circulo S' é um grupo de Lie com a multiplicacao de niimeros complexos.

4. C* = C — {0} & um grupo de Lie com a multiplicagao usual de niimeros complexos.

5. O produto cartesiano de dois grupos de Lie H, G com a estrutura de variedade produto e a seguinte
operacao:

(HxG)x(HxG)— HXxG,
((g1, P1), (92, h2)) = (9192, hihs),

¢ um grupo de Lie.
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6. O n-toro T™, pois T" = S x ... x St

7. Seja R* = R—{0} e considere R* x R com a estrutura de variedade produto e a estrutura de grupo
definido pela operacao:
(z,y) (2, w) = (v2, 20 + y).

Este ¢ um grupo de Lie conhecido como o grupo dos movimentos afins de R.
8. Agora, tome Gl(k,R) x R* com a operacao
(A, v)(A1,v1) = (AAy, Avy 4 0).
Este é o grupo de Lie dos movimentos afins de R¥.

9. O subgrupo SO(n) C M, x,, das matrizes com o determinante igual a 1 é um grupo de Lie.

Definicao 2.1.3. Um subgrupo de Lie é um subgrupo que também é uma subvariedade de um grupo
de Lie.

Para cada grupo de Lie, temos uma Algebra associada. Provaremos nesta secao que o espaco tangente
de um Grupo de Lie é uma Algebra munido de um produto chamado colchete.

Definigao 2.1.4. Uma algebra de Lie é um espago vetorial h munido de uma func¢ao bilinear [, ] : hxh —
b, chamada colchete, tal que

1. [z,2] =0,Vz € b;
2. [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]] = 0,Vz,y,z € b, (Identidade de Jacobi).
Repare que se z,y € h temos [z,y] = —[y, x|, pois
0=[r—yz—yl=lra] =y 2] = [z.9] + v, 9] = —[2,9] - [y, 2].
Exemplo 2.1.5.

1. Se M é uma variedade, o espago dos campos de vetores em M, X(M) formam uma algebra de Lie
de dimensao infinita.

2. Considerando gl(k,R) como o conjunto de todas as transformacoes lineares de R¥ sobre R munido
da seguinte operagao:
[A, B = AB — BA,VA, B € gl(k,R),

temos que esta operagao satisfaz as propriedades de colchete e portanto gl(k, R) é uma algebra de
Lie. Analogamente, o espaco de todas as transformagdes lineares de um espacgo vetorial V', gl(V')
é uma algebra de Lie.

3. Para qualquer espaco vetorial V', a algebra de Lie abeliana em V', é definida com o seguinte colchete:
[z,y] = 0.
4. Seja g, b duas élgebras de Lie, entao g @ b é uma élgebra de Lie com o colchete:

[z +y, 2"+ ] = [z, 2+ [y, ¥].
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Definicao 2.1.6.
e Uma sub algebra de Lie de g, é um subespago de g que é fechado para a operagao colchete de g.
e Um ideal de g é uma sub-dlgebra b, tal que:

[z,y] € h,Vx € geVy e bh.

e Dizemos que ¢ : g — b, onde g, h sao algebras de Lie, ¢ um homomorfismo se:
oz, y]) = [o(z), 0(y)], Y,y € 9.

e ¢ é um isomorfismo entre g e f se for um homomorfismo bijetor.

Definicao 2.1.7. Seja G um grupo de Lie. Um campo vetorial invariante a esquerda de G é um campo
vetorial X € X(G), tal que dada qualquer translagao a esquerda

L,:G— @,

h +— gh,

entao

dL,(X(h)) = X(gh),Vh € G.
De maneira analoga podemos definir campo vetorial invariante a direita ou seja,
dR,(X (h)) = X(gh),Vh € G.

Repare que dL, é um isomorfismo com a inversa dada por (dL,)~' = dL,-1. O proximo resultado
mostra que o espago tangente de um Grupo de Lie é a algebra dos campos vetoriais esquerda invariante.

Proposicao 2.1.8. (|9],p.85) Seja G um grupo de Lie e g o conjunto de todos os campos invariantes a
esquerda.

1. g é um espago vetorial real e a fun¢do o : g — T.G definida por a(X) = X (e) ¢ um isomorfismo
de g com T.G, onde e é o elemento neutro de G.

2. Se X € g entao X € C%.
3. Se X,Y € g temos [X,Y] € g.
4. g ¢ uma algebra de Lie.

O conjunto g definido na proposigao acima é chamado de algebra de Lie do grupo de Lie G.

Devida a proposicao anterior, temos de imediato que grupos de Lie localmente isomorfos tém algebras
de lie isomorfas, pois definem o mesmo espaco tangente. Temos também que a algebra de Lie de um
produto de grupos de Lie é a soma direta das respectivas algebras de Lie.

E para finalizar esta secao, segue algumas definicoes necessarias para o progresso deste trabalho.

Definigao 2.1.9. Seja G um grupo de Lie e g sua élgebra de Lie associada. A fun¢ao exponencial do
grupo GG é o mapa:
Exp:g—G

A d(e),

onde e € G é o elemento neutro e ¢ é o grupo uniparamétrico de A.
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Para cada g € G, o automorfismo ad(g) ¢ definido como ad(g) : G — G tal que ad(g)h = ghg™',Vh €
G. Todo automorfismo de um grupo de Lie G induz um automorfismo na sua algebra de Lie g. Assim
definimos

Defini¢ao 2.1.10. A representacao g — ad(g) de G é chamado de representagao adjunta de G em g tal
que:
ad(g)V = (R;~1).V,Vg e G,V € g.

Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel.

Definicao 2.1.11. Dizemos que G age em M de forma diferenciavel pela esquerda se existe uma fungao
C>®, ¢:Gx M — M e escrevemos ¢(g, m) = gm, satisfazendo as seguintes condigoes:

e Para cada g € G, a fun¢ao g : M — M, dada por g(m) = gm, é um difeomorfismo;
e Para todo g,h € G, m € M, (gh)m = g(hm).

Agora se gm = m para todo m € M implicar que ¢ = e =identidade de G, dizemos que o G age
efetivamente em M;

G age transitivamente pela esquerda se para todo m,n € M, 3g € G tal que g(m) = n;

G age livremente se dado g € G existir m € M tal que gm = m, entao g = e.

2.2 Fibrados Principais

Definigao 2.2.1. Seja M uma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado principal em M com o
grupo GG é uma variedade P munida de uma agao de G em P, tais que:

1. G age livremente em P pela direita, P x G — P.

2. M é o espago quociente de P pela relacao de equivaléncia induzida pela acao de G e a projecao
canoénica m : P — M é diferenciavel.

3. P ¢ localmente trivial, isto é, para todo x € M existe uma vizinhanca aberta U de z e um
difeomorfismo

Yo (U) = UxG
w i (m(u), o(u)),
onde ¢ é uma fungao que satisfaz ¢p(R,u) = ¢(u)a.
A partir de agora iremos denotar R,(u) = ua.
Chamaremos a variedade P de espaco total, M de espaco base, G de grupo de estrutura, 7 de
projegdo e para cada ¥ € M chamaremos o conjunto 7~ '(x) de fibra sobre z.
Repare que as fibras sao difeomorfas ao grupo G, de fato, dado p € P induzimos o seguinte difeo-
morfismo:
p:G— 7 (m(p)),
g = pg.

A fungao p é C*™ pois a agdo P x G — P ¢ C*. Dado h € 7~ (7(p)), como G age transitivamente nas
fibras, existe um g, tal que pg, = h, logo defina a seguinte funcao:

ptim i (w(p)) = G,
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h = gn,

p~! serd a fungao inversa de p e ela ¢ C™ pois se pry : 7 (7(p)) — G for a projegao em G, considerando a
vizinhanga trivial dada pela terceira propriedade da definicao de fibrado, temos que pry € uma composicao
da acdo P x G — P com p~!. Agora a funcao p podera ser vista como homomorfismo de grupos de Lie,
identificando p € 7 !(7(p)) como o elemento neutro da fibra e dado ¢, dois elementos arbitrarios da
fibra podemos definir o produto como ¢l = p(g192) onde pg; = q e pga = [, assim obtemos uma estrutura
de Grupo para a fibra e o produto foi construido para que a funcao p fosse um homomorfismo.
Dado um fibrado principal (P,G, M), pela trivialidade local, podemos escolher uma cobertura,

{Uqs}aen de M, tal que

7Y U,) — Uy x G,

p = (7(p), da(p));

¢ um difeomorfismo para cada o € A, com a propriedade

¢oz(pg) = ¢a(P)9,Vg € G.

Se p e 71U, NUp), com a, B € A, entao

95(p9) (0a(p9)) ™ = ¢5(p)(dalp)) ', Vg € G,

mostra que a fungao ¢g(p)(¢a(p))~' depende somente do ponto base e ndo do elemento p. Portanto
podemos definir a seguinte funcgao:
waganﬁUg—}G,

m =7(p) = ¢5(p)(da(p)) "
As funcdes 1,5 sdo chamadas de fungdes de transicdes do fibrado (P, G, M). E fécil verificar que

wva(l‘) = ¢%3(CU)¢BO‘(ZE),
para todo z € U,NUzNU,, onde «, 3,7 € A. Esta identificacao é conhecida como condigao de co-ciclo.

Proposicao 2.2.2. ([15],p.52) Seja M uma variedade, {U, },ca uma cobertura contéavel de M e G um
grupo de Lie. Dada uma familia, {t)ns5}a ea tais que

¢a52UaﬂUg—>G,VUang7é®

onde
Yrya(2) = Yyp()Ysalz), Ve € U, NUs N U,,

entdo existe um fibrado principal (P, G, M) tais que {3 }a sen s@0 suas funcoes de transigoes.

Demonstrag¢ao. Primeiro iremos construir o espago fibrado P: Para cada a € A considere o espago
X, =U, xG. Tome
X ={(a,z,9)|xr €U, e g € G},

ou seja, X = Uy, X,. Considere {X,} como uma base da topologia de X. Como X é a tinido enumeravel
e disjuntas de X, entdo X é uma variedade diferenciavel. Assim defina P := X/ ~, onde ~ é a seguinte
relacao de equivaléncia:

(a,z,9) ~ (B,y,h) ©@x=yecU,NUs e h =1)3,.
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Agora defina 7 : P — M como 7(a, x,g) = x para todo (o, z, g) e repare que, devida a relagao de
equivaléncia definida acima, a funcao 7 esta bem definida. Assim, podemos induzir uma estrutura de
diferenciabilidade para P tal que para cada a € A, 771(U,) sera uma subvariedade aberta em P e que
o mapa X — P, induzido pela a relagao de equivaléncia, induz um difeomorfismo de X, em 7=*(U,).

Tome a agao P x G — P tal que (o, z,9)h = (a,x,gh) levando em consideragdo que na classe
de equivaléncia, estd agao fica bem definida. Seja h € G e (a,x,g9) € P elementos arbitrarios tais
que (o, z,9)h = (a,z,g9). Logo (a,x,g) estd na mesma classe de equivaléncia de (a,x, gh), portanto
9 = Vaa(x)gh. Mas ¥4.(2) é 0 elemento neutro de G, portanto h sera o elemento neutro mostrando que
G age livremente pela direita em P.

Assim a agdo de G em P sera diferenciavel e (P, G, M) sera um fibrado principal tal que as suas fun-
¢oes de transicao de P correspondente a cobertura {U, }4ep 880 precisamente {1as}a gen, se definirmos

Vo : 7 H(Uy) — Uy x G,

P (2,9),
onde p € 7~ 1(U,), é a mesma classe de (a, z, g). O
Dado um fibrado principal (P,G, M), W uma subvariedade de M, entao 7' (W) é um fibrado em
W pela mesma agao induzida de G, pois se 1,4 for uma fungao de transicao do fibrado (P, G, M) entao
a restri¢ao desta func¢do para W (aonde o dominio desta fungao intercepta W) serd uma fungao de

transigdo de W, chamaremos este fibrado de restrigao do fibrado (P, G, M) sobre W e denotaremos por
Plw.

Exemplo 2.2.3.

1. Seja M uma variedade e B(M) o conjunto das k-+1-uplas (p, e, ...,ex), onde p € M e {eq,...,ex}
¢ uma base de T,M. E seja 7 : B(M) — M dado por 7 (p, ey, ..., ex) = p.

Primeiro repare que ¢ = (7(q), €1, ...,ex) € B(M) pode ser visto como um isomorfismo de R* em
Tﬂ(q)M onde
q:RF = T M,

(V1 oey VE) Zviei.

O grupo Gl(k) age livremente pela direita em B(M) da seguinte forma: Se
g = (9ij) € Gl(n), temos

(Z% e1,..,er)g = (pa Zgileia e Z%k%) .

Note que as fungoes q e qg sao distintas.

Precisamos entao colocar alguma estrutura de fibrado principal em B(M). Seja ¢ = (7(q), €1, ..., €x) €
B(M), p = 7w(q) e ¢ = (x1,...,x;) uma carta em torno de p. Assim, dado p' € U, e {f1,..., fx}
uma base de T)y M, entdo temos a seguinte matriz {dz;(f;)} =: {g:;;} € Gl(k), assim definimos

Fy:n Y (U) = GI(k),

(p/7f17 7fk) — g.

Repare que estamos forgando a terceira propriedade de fibrado definindo uma
Y N U) = U x G, tal que ¥(p) = (7(p), Fy(p)). Assim encare B(M) com a base da topologia
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de 771(U), onde U é uma vizinhanga coordenada de M. A carta de B(M) sera dada por (y;,vi;)
onde x; = y; e y;; = x50 Fyy, com {x;;} a carta candnica de GI(k). Ou seja, B(M) é uma variedade
de dimensao k + k? e por construgiao (B(M),Gl(k), M) ¢ um fibrado principal conhecido como
fibrado das bases de M.

. Dado um grupo de Lie G e uma variedade M, com G agindo livremente em
P = M x @ da seguinte maneira: para cada b € G,

Ry MxG—MxG

(z,a) — (z,ab).

O fibrado (P, G, M) é chamado de fibrado trivial. Se o fibrado principal (P, G, M) é isomorfo &
um fibrado trivial entdo podemos tomar uma se¢do C*, K : M — P, tal que K(m) = ¢(m,e),
onde e € G é o elemento neutro e ¢ : M x G — P é o isomorfismo em questao, repare que m o K
¢ a identidade em M. Por outro lado, se existir uma secao C*°, K : M — P, tal que mo K é a
identidade em M, defina o seguinte isomorfismo ¢ : P — M x G: Dado p € 7~ *(m), como a agao
¢ transitiva nas fibras, existe um tnico g € G tal que K(m)g = p e assim tome ¢(p) = (m, g).
Portanto ¢ serd um isomorfismo com inversa ¢~'(m,g) = K(m)g. Concluimos que, um fibrado
principal é isomorfo a um fibrado trivial se, e somente se, existir uma secao C*>°, K : M — M, tal
que wo K é a identidade de M.

. Se G é um grupo de Lie, H um subgrupo fechado, entao existe um fibrado principal com o espacgo
base G/H, espago total G e o grupo de estrutura H tal que

m:G — G/H é a projegao canoénica com a acao (g,h) — gh. Estes sdo conhecidos como espagos
homogéneos.

. Seja R—{0} = R* agindo em R¥*! —{0} por multiplicacdo escalar. Entao esta acao ¢ diferenciavel,
livre, e transitiva nas érbitas. O espaco das érbita é o espaco projetivo de dimensao k, RP*. Logo
0 espago projetivo tem como fibrado principal a tripla:

(R —0,R*, RP").
(Rk-‘rl - 07R+’ Sk)

Seja (P, G, M) um fibrado principal e g a algebra de Lie do grupo de estrutura. Para cada A € g,

podemos criar um campo de vetores A* € X(P) da seguinte forma: Tome a exponencial de grupos de
Lie, Fxp : g — G e considere o grupo uniparamétrico de A dada por a; = Ezp(tA). Assim a; age em
P e induz um grupo uniparamétrico nesta variedade, denotaremos o campo de vetores com este grupo
uniparamétrico de A*, ou seja, criamos uma func¢do o : g — X(P), bem definida, tal que o(A) = A*.
Chamamos A* de campo fundamental correspondente a A.

Teorema 2.2.4. ([15],p.42) A aplicacdo o : g — X(P) definida acima é um homomorfismo de Algebras
de Lie. Para cada A # 0, 0(A) nunca se anula em P. Se G age efetivamente em P, entdo ¢ ¢ um
isomorfismo sobre a sua imagem.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Foundations of Differential Geoometry, vol.
1, [15]. E por fim, segue algumas defini¢oes bésicas que serao importantes para a teoria de Grupos de
Holonomia desenvolvida no capitulo 4.

Definicao 2.2.5.

25



e Um homomorfismo (f, f) entre os fibrados principais (P, G, M) e (P',G', M") ¢ um mapa f : P —
P’ acompanhado de um homomorfismo f': G — G’ tal que f(gp) = f'(9)f(p),Y¢' € G',p' € P'.

e (f,f') é chamado de mergulho se f e f’ forem ambos mergulhos.

e Se (f, f') for um mergulho, entdo podemos definir o mapa h : M’ — M como h(7'(p')) = n(f(p'))
e repare que h serd mergulho. Assim o fibrado principal (f(P’), f'(G'), h(M')) é chamado de sub
fibrado de (P,G, M).

e Se M' =M eh: M — M for a identidade entao o sub fibrado (f(F’), f'(G'), M) é chamado de
uma redugao de (P, G, M).

e Dado um subgrupo G’ de G dizemos que o fibrado (P, G, M) é redutivel se existir uma redugao
(P',G',M).
Assim temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.6. ([15|,p.53) Dado G um grupo de Lie e G’ um subgrupo de Lie. O fibrado principal
(P,G, M) é redutivel para um fibrado (P’',G’, M) se, e somente se, existir uma cobertura de abertos
{U,} de M e um conjunto de fungoes de transigoes 15, que assumem valores em G'.

2.3 Fibrados Associados

Seja P, ' duas variedades e considere G um grupo de Lie que age pela direita em P e pela esquerda
em F. Tome G agindo pela direita em P x F da seguinte maneira:

GxPxF—-PxF

(. f.9) = (pg, 97" f).

Denotaremos por P Xg F' como o espaco das orbitas de P x F' pela a acao definida acima.

Se (P, G, M) for um fibrado principal e 7 : P — M for a sua projegao, podemos definir uma projegao
sobrejetora ' : P X¢ F' — M da seguinte forma 7'((p, f)G) = 7(p).

Dado m € M, (P,G, M) um fibrado principal. Pela trivialidade local do fibrado principal, existe
uma vizinhanca aberta de m, U, tal que 7=(U) é isomorfo a U x G. Utilizando esta identificacao, repare
que a acao a direita de GG é dada como:

(UxGExF)xG@—-UxGXxF
(4,9, [)h = (q,9h, b7 f),

assim o isomorfismo de 77}(U) em U x G induz um isomorfismo em 7/~ '(U) em U x F sendo:

7 U)—=UxF
(9,9, f) = (q,9f)

Repare que este mapa estd bem definido. Assim podemos introduzir uma estrutura C* em P X g F
exigindo que para cada m € M e U sua vizinhanga trivializante do fibrado principal, 7'~!(U) seja uma
subvariedade aberta de P x4 F' que é difeomorfa a U x F' via o isomorfismo exibido acima. Deste modo
7' serd um mapa diferenciavel sobrejetivo.
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Definigao 2.3.1. Seja (P, G, M) um fibrado principal com a projegao 7 : P — M e F uma variedade,
tal que G age pela esquerda. Dizemos que (B, F,G, M) é o Fibrado Associado de (P, G, M) com fibra

F se:
[ ]

B=PxF,

B é munido da estrutura C* definida anteriormente.

Chamaremos 7'~!(m) como a fibra do ponto m € M do Fibrado Associado.

Exemplo 2.3.2.

1.

Seja (P, G, M) um fibrado principal, e tome G agindo em si mesmo via translacdo a esquerda.
Entao (P,G, M) é o fibrado associado a si mesmo com fibra G.

Fibrado Tangente: Considere o fibrado das bases B(M). Agora temos que GI(k,R) age em R”
pela esquerda via transformacoes lineares. O fibrado associado com fibra R¥ sera denotado como
T'M e chamaremos de fibrado tangente de M. T'(M) pode ser identificado como o espago de todos
os pares (m,t), onde m € M,t € T,,M da seguinte forma:

(€1, e €)1, s )G, R) > (0, i)

ou, se considerarmos B(M) como o conjunto de mapas p : R¥ — T,, M, entdo para cada x € R*
esta identificagao ¢ (p,z)Gl(k,R) — (m,pz), onde m = m(p). Com esta tltima formulagao fica
mais facil ver que esta identificagdo é bem definida, se (p', 2’)GIl(k,R) = (p, z)Gl(k,R), entdo existe
um g € Gl(k,R), tal que p' = pg, 2’ = g~'x, e portanto, p'z’ = (pg)(g~'x) = px, considerando pg
como composi¢ao de mapas.

Logo vimos que cada fibra de T'M é um espaco tangente, logo T'M pode ser considerado como a
uniao dos espacos tangentes de M.

Fibrado Tensorial: Para um espacgo vetorial V' de dimensao k, definimos no capitulo 1 o seguinte
espaco vetorial:

Tr=VeVe.oVeV eV e.. eV,

S-vezes

o grupo Gl(k, V) pode ser considerado como o grupo das transformagoes lineares do espago T da
seguinte forma: Se g € Gl(k,V)ew' @ - - @uw" v, ® - @ v, € T! entdo g(w' ® - @uw" @v; &
@) = () @ @ gFu" ® guy ® -+ ® gus, onde g*w(v) = w(gT),Yw € V* v € V.

Assim T7 podera ser considerado como um fibrado associado ao fibrado das bases B(M) com a

fibra o produto tensorial citado acima, o chamamos como o fibrado tensorial do tipo (r, s). Repare
que se V = R* entdao T3 é o fibrado tangente.

Fibrado Vetorial: Dado um espago vetorial V' e um fibrado principal (P, G, M). Devido ao exemplo
acima, o fibrado associado (Ty,V, p(G), B(M)) sera chamado de fibrado vetorial onde p : G —
Gl(k) é uma representagao. Como cada fibra deste fibrado serd isomorfa a V', entdo podemos
considerar este fibrado como a uniao de elementos do tipo (p,v) € M x V.

27



5. Seja (P, G, M) um fibrado principal e H um subgrupo do grupo de estrutura GG. Naturalmente G
age no espago das classes laterais G/H via translagao a esquerda. Assim se (B,G/H,G, M) for o
fibrado associado com fibra G/H e considerando a restrigao da a¢ao de G em P como sendo uma
acao de H em P, B se identifica com P/H da seguinte maneira:

Px¢G/H — P/H

(p,9H)G — pgH.

Consequentemente, (P, H, B) é um fibrado principal com o grupo de estrutura H.

Aproveitando que foi apresentado o fibrado tensorial no exemplo 3 acima, vamos apresentar algumas
defini¢oes sobre a teoria de r-formas de uma variedade que serd necesséario para o nosso estudo.

Definig¢ao 2.3.3. Uma p-forma, w, é um mapa p-linear, anti-simétrico, de X(M) x ... x X(M) (p-vezes)
tomando valores em fungoes reais definidas em M.

Denotaremos o espacgo das r-formas C*° definidas em M como A"M e o espaco gerado por todas as
formas C*° definidas em M como AM.

Dada uma r-forma, w, de N e uma funcao, ¢ : M — N, suave entre variedades, temos o seguinte
operador ¢* : A"N — A" M definido da seguinte forma

O w(v1, ey V) = W( (V1) +ny P (V1))

onde vy, ...,v, € T, N. Chamamos o operador ¢* de pull-back.
Dado ¢ uma r-forma g-valorada e w uma s-forma g-valorada entao definimos o colchete entre estas
formas como: [¢,w] é uma (r + s)-forma dada por

[¢7 W](Ul, ) 'Ur-‘,-s) = Z Sgn(a)[¢(va(l)7 ) va(r))w(va(rJrl)a ey Uo’(r+s))]7
oesrts

onde S"** ¢é o grupo das permutagoes do conjunto {1,...,7 + s}.

E para acabar esta secao, existe um mapa extremamente importante chamado de derivada exterior.
Levando em consideracao de que a demonstracao é dada por uma tnica férmula no qual devemos conferir
as propriedades, citamos o livro Geometry of Manifolds, [4], para consultar as contas.

Teorema 2.3.4. (|4],p.64) Existe um tunico mapa d : AM — AM, tal que se w € A" M, d satisfaz as
seguintes propriedades:

o dw e ATTIM;

e se r =0, dw coincide com a definicao da diferencial de uma fungao C*°;

o dominio de w é igual ao dominio de dw;

e d é R-linear;

se ) € A*M, entao d(wi)) = (dw)p + (—1)"w(d);

d(di) = 0,¥) € AM.
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2.4 Conexoes

2.4.1 Conexoes em Fibrados Principais

Seja (P, G, M) um fibrado principal. Para cada p € P, considere T,,P o espago tangente de P em p ¢
V,, o subespago de T,,P de todos os vetores tangentes a fibra 7~ (7(p)), isto &, V}, := {v € T, P|dr(v) = 0}.

Definicao 2.4.1. Uma conexao em P é uma distribuicao H de P tal que
o T,P =V,® H, para cada p € P;

e H,, = (R,).H,, para cadap € P e g € G, onde R, ¢ a translagao a direita dada pela agao de G
em P;

e H ¢ diferenciavel.

Chamamos H, como o espaco horizontal de p e V,, como o espaco vertical.

Pela definicao de conexao, todo vetor tangente X € T,P pode ser escrito unicamente como soma
x =wv(x) + h(xz) onde v(z) é um vetor vertical e h(x) é um vetor horizontal.

Como o nicleo do operador dr restrito ao espaco tangente 7, P sao os vetores verticais temos que
dr|g, : Hy = Ty M é injetor e portanto um isomorfismo entre espagos vetoriais. Portanto, para todo

X € X(M) existe um tnico campo de vetores X € X(P), tal que X (p) € H,e dr(X)(p) = X (7(p)),Vp €
P. Chamamos X de levantamento horizontal do campo X. Temos que se X € C'™ entao X € C*.

Teorema 2.4.2. (|4],p.75) Todo campo X horizontal em P, isto é, vX = 0, e invariante por translagoes,
¢ o levantamento de um campo vetorial X € X(M).

Demonstragao. Seja X um campo horizontal. Para cada z € M, tome um ponto p € P tal que w(p) =z
e defina X (z) = dmp(X(p)). O campo X ¢ independente da escolha de p, pois se p,p’ € 7! (x), entao
existe g € G tal que p’ = pg e portanto:

dmy ()?@/)) = dmpe(gs © )?(p)) = dﬂp()?(p))-
Logo X é o levantamento horizontal de X. O]

Definicao 2.4.3. Dado uma conexao H, a 1-forma de conexao de H é a 1-forma, ¢, g-valorada, tal que,
para todo z € T,P, ¢(x) = X,p € P, onde X induz o campo fundamental X*(p) = v(z).

Uma p-forma w em P ¢é chamada de vertical (horizontal) se se anula quando uma ou mais de suas

entradas for horizontal (vertical). Logo temos que a 1-forma de conexao é sempre vertical.

2.4.2 Transporte Paralelo
Considere o fibrado principal (P, G, M) com a projegao 7 : P — M.

Definigao 2.4.4. Se v for uma curva suave por partes em M, entdo um levantamento (horizontal) de
~ é uma curva suave por partes em P tal que

e 7 é horizontal, isto é, 7, é horizontal e;
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e ToF=17.

Teorema 2.4.5. ([4],p.77) Seja ~y : [0,1] — M uma curva suave por partes e tome p € 7~ '(v(0)). Entao
existe um tnico levantamento horizontal 7 : [0, 1] — P de ~, tal que 7(0) = p.

Demonstragao. Iremos assumir que v é C'°, pois se o teorema for valido para este caso entao s6 devemos
concatenar os levantamentos obtidos em cada parte suave da curva.

Estenda suavemente v como um mapa de (—e, 1 +¢€) =1 em M.

Se {1n5} forem as funcgoes de transicdo do fibrado principal (P, G, M) entdo o conjunto de fungoes
{1ap 0 v} satisfazem as propriedades do 2.2.2, assim a tripla (N, G, I) onde N = {(r,q) € I x P|y(r) =
7(q)}, € um fibrado principal (N, G, I) com a projegao n' : N — I canonica, conhecido como o fibrado
induzido por 7.

Seja w a 1-forma de conexao do fibrado principal (P,G, M) e § : N — P tal que 6(r,q) = ¢q onde
(r,q) € N. Assim w = 0*w sera uma 1-forma de conexao em N.

Desde que dado um campo X em [ existe um tunico levantamento horizontal em N a respeito a
conexao induzida por ¢* e considerando u como a curva integral de X comegando em (0, p). Definimos
v =60 ou. Assim 7 serd um levantamento de 7, e desde que ¢(7.) = ¢(df o u,) = ¢(X) = 0 temos que
~ é horizontal.

A unicidade de 7§ segue do fato que qualquer levantamento pode ser fatorado em N via 6 e um
levantamento de u, no qual o tltimo é tnico. O

Corolario 2.4.6. (|4],p.78) Se H for uma conexao no fibrado principal (P, G, M), v uma curva suave
por partes em M, entdo existe um difeomorfismo T, de 7~ *(v(0)) sobre 7~ *(y(1)). T, é independente
da parametrizacao de v e satisfaz T, o R; = R, 0T,,Vg € G. Além disso, se v e o forem duas curvas
suaves em M com o(0) = (1), entdo T,, = T, o T.,.

Demonstrag¢io. Dado um fibrado principal (P, G, M) munido com uma conexao H, podemos definir
T, : 7 1(v(0)) = 7' (7(1)) da seguinte maneira: Dado p € 7' (7(0)), tome ¥ o levantamento horizontal

de v com 7(0) = p, assim T, (p) := y(1). Primeiro, dado g € G temos que

(1) € Hyy = (Ry)A(t) € (Ry)Hsy = (F(t)g) € Hywy,

portanto a curva (7g)(t) := Y(t)g serd um levantamento horizontal da curva . Assim provando que 7,
comuta com a acao de GG. Verifica-se da mesma maneira as outras propriedades. O]

Devida a definicao da conexao H em fibrados principais, temos que se 7 for uma curva horizontal
em P entao gy também é uma curva horizontal.

Defini¢ao 2.4.7. Dada uma conexdo H em um fibrado principal (P,G, M) e uma curva 7 suave por
partes em M. Chamamos T, definido no corolario acima de transporte paralelo da fibra P, até a fibra

(1)

2.4.3 Curvatura

Com 1-forma de conexao podemos definir um elemento importante no nosso estudo, a forma de
curvatura.

Definicao 2.4.8. Para cada forma w em P, a forma Dw é dada como

Dw =dwo H,
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ou seja, se ty,...,tg11 € T,P, entdo Dw(ty, ..., tg+1) = dw(h(t1), ..., h(tk+1)) onde H é a conex@o e h(t;)
seja a componente horizontal de ¢;,Vj =1, ..., k+1. A 1-forma de curvatura ® da conexao H ¢ a 2-forma
g-valorada, Da.

Citaremos alguns resultados classicos sobre a 1-forma de conexao, iremos somente enuncia-los pois
suas demonstracoes necessitam da teoria de formas diferénciaveis que nao citamos neste trabalho. As
demonstragoes destes resultados estdao em Geometry of Manifolds, [4].

Teorema 2.4.9. ([4],p.81)Equagao Estrutural: Se ¢ for a 1-forma de uma conexdo em P, ¢ sua
forma de curvatura, entao:

16 = —519,0] + @

Teorema 2.4.10. (|4],p.82)A Identidade de Bianchi: Se ® for a forma de curvatura de uma conexao
em um fibrado principal, entao:
D® =0.

Teorema 2.4.11. (|4],p.82) Seja H uma conexdo em P, ® sua forma de curvatura. Entdo ® =0 se, e
somente se, H for uma distribui¢ao involutiva.

2.4.4 Conexoes afins

Seja (P,G, M) um fibrado principal e (B, F,G, M) o seu fibrado associado com a fibra tipica F.
Dada uma conexao no fibrado principal, podemos induzir uma conexdao, no sentido de uma distribuigao,
no fibrado associado.

Considere H uma conexao do fibrado principal (P,G, M), p € P e b € B tal que w(p) = 7'(b), ou
seja b estd na mesma orbita do elemento (p, f) € P x F. Como B é o espaco das orbitas de P x F,
podemos tomar A : P x ' — B como a projecao candnica no espacos das orbitas. Assim defina
H'(b) = (A\s)|p(H(p)). H' sera uma distribuigdo suave em B. Esta definigdo ¢ independente da escolha
do ponto p, pois H é invariante pela agao do grupo G e podemos considerar o mapa:

p: F =7 (x(p)),

f=(p f)G,

é um isomorfismo. Naturalmente chamaremso H'(b) como vetores horizontais da conexao H' e de
maneira analoga, podemos definir a distribuicao vertical em B como
V() = (M) [p(V(p)).

Em particular, considere o fibrado principal (B(M), Gl(k,R), M), assim ganhamos varias estruturas
adicionais sobre uma conexao definida neste fibrado, incluindo forma de torcao e campos de vetores
bésicos. E assim, naturalmente, os fibrados vetoriais possui tais propriedades, ja que todos os fibrados
vetoriais é um fibrado associado a um fibrado das bases. Nesta secao daremos somente as defini¢oes de
forma de torcao e campos de vetores basicos.

Definicao 2.4.12. Considerando M uma variedade de dimensao k. Uma conexao do fibrado principal
(B(M),Gl(k,R), M) é chamado de conexao afim.

Em B(M) sempre podemos definir certas 1-formas, que sao independentes de qualquer conexao deste
fibrado.
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As 1-formas de solda w; sdo definidas da seguinte forma. Seja t € T,B(M), onde b = (p, ey, ..., €x).
Assim dn(t) € T,M e como {ey, ..., e} ¢ uma base de T,M, entao

dr(t) = wilt)e;.
Assim podemos definir a 1-forma de solda como a 1-forma w R¥-valorada, definida por

w(t) = (wi(t), ..., wk(t)).

Seja H uma conexao afim, z € R* e b € B(M). Entdo existe um tnico vetor tangente horizontal
E(z)(b) de b tal que w(E(z)(b)) = x, desde que dr é um isomorfismo de H;, em R*, identificando Ty, M
com R¥. O campo de vetores em B(M) que associa cada b € B(M) com E(z)(b) é chamado de campos
de vetores basicos e denotamos por F(x). Em particular, se {e;} for a base canonica de R*, entdo temos
que os campos basicos F; = FE(J;) geram os espagos horizontais em cada ponto de B(M). Estes campos
E(x) nao sao levantamentos horizontais de qualquer campo de vetores do espago base M, pois nao sao
invariante pela a acao de G.

Pode-se provar que:

o F(x) e C™;
e FE(x) é horizontal;
e g.E(x) = E(g'z) para todo g € GI(k,R), onde g é visto como agao em R*

Por outro lado, dado uma familia de campos E; em B(M) que sao k linearmente independente que
nio se anulam em B(M) satisfazendo w(E;) = ¢; onde {e;} é uma base de R* entdo a distribuicio H
que associa cada ponto b € B(M) com o espago gerado pelos os vetores { F;(b)} serd uma conexao afim
com os campos bésicos Ej;.

Definigao 2.4.13. A forma de torcido Q de uma conexao afim H em B(M) é uma 2-forma R*-valorada
Q= Dw:=dwo H.
Pela defini¢ao, podemos verificar que 2 € C'*° é horizontal e que para todo g € G
Qo (Ry)=g o

Segue-se um importante resultado sobre as formas de curvatura e tor¢ao cuja a demonstragao envolve
um lema técnico no qual ambos podem ser encontrados demonstrados em Geometry of Manifolds, [4].

Teorema 2.4.14. ([4],p.95) Seja ¢ uma forma de conexao de B(M). Entao as formas de curvaturas e
torgao se anulam em B(M) se, e somente se, a seguinte condigao for satisfeita:
Para cada m € M, existe um sistema de coordenadas (z1, ..., ) em m, tal que a imagem da segao

A:U — B(M), definida por
0 0
A(n) = (n,g—xl,..., a_xk> s

for horizontal.
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Capitulo 3

(GGeometria Riemanniana

Neste capitulo iremos apresentar fundamentos de Geometria Riemanniana, separados em 4 secoes.
A primeira introduzira as defini¢oes e teoremas cléssicos de Geometria Riemanniana. Na segunda
secao, trabalhamos o tensor de curvatura de uma variedade Riemanniana, enquanto na terceira nos
preocupamos com as propriedades de subvariedades Riemannianas. A quarta desenvolveremos a teoria
de campos de Killing, conhecido em algumas literaturas como isometrias infinitesimais, e campos de
Jacobi, trazendo como ultimo resultado, uma caracterizacao importante dos campos de Killing. A maior
parte deste capitulo foi retirado de Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature de autoria de
Lee J. M. [16], um resultado em especifico foi retirado de Riemannian Geometry and Geometric Analysis
de autoria de Jost J.[13] e por fim a dltima se¢ao foi retirada de Foundations of Differential Geoometry,
vol. 1 de autoria S. Kobayashi e K. Nomizu [15].

3.1 Variedades Riemannianas

3.1.1 Meétricas Riemannianas

Trataremos nesta secao as definicoes basicas sobre variedades Riemannianas, comec¢ando com a
definicao de métrica.

Definigao 3.1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade M é um (0,2)-campo tensorial g €
TZ(M) tal que

e [ simétrico, isto é, g(z,y) = g(y, x) para todo vetor tangente z,y;
e E positivo definido, isto ¢ g(x,z) > 0 se z # 0.
Dizemos que o par (M, g) é uma variedade Riemanniana, se g for uma métrica Riemanniana em M.

Uma métrica Riemanniana determina um produto interno em cada espago tangente T,M que é
tipicamente escrito como (x,y) := g(z,y) para cada x,y € T,M. Assim, como todo produto interno
podemos definir norma e nogao de angulo entre vetores tangentes utilizando a métrica. Dizemos que
dois vetores tangentes x,y € T,M sao ortogonais se g(z,y) = 0. Um conjunto de vetores tangentes
{E\, ..., B} C T,M é ortonormal se o comprimento de cada vetor deste conjunto for 1 e eles sao dois a
dois ortogonais.

Definigao 3.1.2. Dadas duas variedades Riemannianas (M, g), (M, §). Um difeomorfismo @ : (M, g) —
(M,g) é chamado de isometria se g(®(X),®(Y)) = ¢(X,Y) para todo p € M e todo X,Y € T,M.
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Caso exista uma isometria entre (M, g) e (M, q) dizemos que estas duas variedades Riemannianas sdo
isométricas. Uma isometria de uma variedade Riemanniana ® : (M, g) — (M, g) sera chamada somente
de isometria de M.

Considere {Ej, ..., B} um referencial local de TM, e {¢!, ..., ¢*} o seu referencial dual, assim uma
métrica Riemanniana pode ser escrita como

9= Zgij¢i®¢j-
ij

Repare que a matriz determinada pela a métrica, g;; = g(E;, E;), é simétrica e depende suavemente
de p € M, isto é, suas fungoes coordenadas sao suaves em relacao a p.

3.1.2 Conexoes

No capitulo anterior definimos conexao somente para fibrados principais e induzimos uma conexao
para os fibrados associados.

Definicao 3.1.3. Seja (E,V,Gl(k), M) um fibrado vetorial sobre a variedade Riemanniana (M, g), e
denote £(M) como o espago de todas as segoes suaves de E. Uma conexao em E é um mapa

V:iXM)xEM)— EM),
(X, Y) — VxY,
que satisfaz as seguintes propriedades:

o VY é C°(M)-linear na primeira coordenada:

VfX1+X2Y = valy + VX2Y,VX1,X2 € SE(M),Y € S(M)ef € COO(M>;

e VY é R-linear na segunda coordenada:

Vx(aY; +Y3) = aVyY; + VyYs, VX € X(M),Y;,Ys € E(M)ea € R;

e V satisfaz a seguinte regra de Leibniz:

Vx(fY) = VXY + (X)Y,VX € X(M),Y € E(M)ef € C®(M).

Dado uma conexao V, VxY é chamado de derivada covariante de Y na diregao de X.

Embora a conexao seja definida como uma agao nas segoes globais, ela depende somente de secoes
locais, devido ao seguinte resultado:

Lema 3.1.4. (,p.50)[16] Se V for uma conexao em um fibrado vetorial, X € X(M),Y € E(M)ep e M,
entdo VxY|, depende somente de valores de X e Y em uma vizinhanca arbitrariamente pequena de p.

Mais precisamente, se X = XeY =Y em uma vizinhanca de p, entdo VxY|, = V Y|p
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Demonstragao. Considere primeiro W € X(M) tal que se anula em uma vizinhanga U de p. Considere
¢ uma fungdo bump C*° com suporte em U tal que ¢(p) = 1. Assim ¢W = 0 e, toda a variedade M e
portanto Vx(¢W) = 0.

Como W é nulo no suporte da ¢, temos que (X¢)W = 0 em todo M. Assim, pela regra do produto:

0=Vx(@W) = (X)W + o(VxW) = (VxW).
Concluindo que,
VxWl, = é(p)(VxW|,) = 0.
Agora tome W =Y — }7, temos que W = 0 em uma vizinhanga de p e portanto
0=VxW =Vx(Y -Y)|,=VxY|, - VY],
Utilizando a mesma estratégia, pode-se provar que VY|, = VY|, e concluir:
VXY’p = VXYlp = vXY|p-
]

Agora, iremos considerar apenas conexoes no fibrado tangente. Podemos ver que estas conexoes sao
induzidas do fibrado das bases, ou seja, induzida por uma conexao linear em M, por este motivo também
chamaremos estas conexoes de conexoes lineares. Como o fibrado tangente é um fibrado vetorial, como
acima, podemos descrever a conexao linear da seguinte forma:

v X(M) x X(M) — X(M),

que satisfaz todas as trés propriedades de conexao de fibrado vetorial.
Em coordenadas, considere {Ej, ..., E, } um referencial local de 7'M em um subconjunto aberto
U C M. Para qualquer escolha de indices 7, j, podemos escrever Vg, I; em termos do mesmo referencial:

Zr’f E,.

As fungoes Ffj em U, sao chamados de simbolos de Christoffel de V com respeito a este referencial.
Utilizando as propriedades de conexao e a descricao acima, podemos explicitar a conexao em termos de
um referencial local:

Lema 3.1.5. (|16],p.51) Seja V uma conexao linear, X,Y € X(M) e {E}, ..., E,,} um referencial local.
Expressando X =Y X'E; e Y =Y Y7F;. Entao

VY =) (XY* 4+ X'YITE) By
Demonstracao. Utilizando as propriedades da conexao:
VxY =Vx(3YIE))
YI(VxEj) + (XY7)E;)
(VZXiEzE ) (XY7)E; )
(
)

I
(]
~ <
5\
S
&=

Reorganizando os indices obtemos:

ViY =) (XY* 4+ X'YITH)E,.
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Exemplo 3.1.6. Em R"”, considerando o referencial canonico ortonormal, definimos a conexao Euclidi-

ana Ccomo o ‘ '
Vx () Yi9;) =) (XY)d;.

Em outras palavras, VxY ¢é justamente o campo de vetores onde as componentes sao as derivadas
direcionais das coordenadas de Y na direcao de X. E facil ver que este mapa satisfaz as propriedades
de conexao e que o seus simbolos de Christoffel nas coordenadas canoénicas sao nulos.

Inspirado pelo o lema anterior, podemos construir conexoes explicitamente como para isso necessi-
tamos do seguinte lema:

Lema 3.1.7. (|16],p.52) Suponha que M seja coberta por somente um sistema de coordenadas. Entao
existe uma correspondéncia biunivoca entre as conexoes lineares de M e a escolha de n?® fungoes suaves
{T%} em Mdada pela regra

VxY = Z(X’&;Yk + X'YTY,) 0,
onde X =) X;0, e Y =>"Y;0;.

Demonstragao. Considere (x4, ..., x,) o sistema de coordenadas em M. Dada uma conexao V na varie-
dade M, temos que {0y, ..., 0x} ¢ um referencial global de M e devido ao lema anterior,

VxY = (XY* 4+ X'YITE)o,

onde Vy,0; = > T Ej. Por outro lado, tome o conjunto {I'};} de n® fun¢des suaves em M e defina
VY =) (XY* 4+ XYIT)) 0.

O mapa definido acima satisfaz as propriedades de conexao. O

Proposigao 3.1.8. (|16],p.52) Toda variedade admite uma conexao linear.

Demonstragao. Tome {U,} uma cobertura de vizinhangas coordenadas em M e devido ao lema anterior,
cada U, possui uma conexao V®. Podemos escolher uma partigdo da unidade {¢,} subordinada a
cobertura {U,} (Olhar na segao 1.1). Assim, defina o mapa:

VxY =) 4aV§Y,

para cada X,Y € X(M). Este mapa é suave e:

e Scja fe C®(M)eY, X, Xs € X(M) entao

va1+X2Y - Z% ?Xl-‘rXQY
=2 %a(fVX,Y +VLY)
= [ (X %aVEY) + 2 vaVs,Y
= fVx,Y + Vy,Y,

portanto V é C'*°-linear na primeira coordenada.
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e SejadeRe X, Y], Y, € X(M), entao

V(Wi +Ys) =Y VS + Ya)
= Y va(AVEY: + V4 Y2)

=AY VEY1) + 3 VY,
= AVxY] + VY,

e portanto V é R-linear na segunda coordenada

e E por fim, dado f € C*°(M) e X,Y € X(M) temos

Vx(fY) =2, V(YY)

>0 Ya((X )Y + fVKY)
= (XY + [, VXY
= (Xf)Y + fVyY.

concluindo que V obedece a regra de Leibniz.
Portanto, V é uma conexao em M. O

Agora iremos estudar campos vetoriais sobre curvas para definir uma nocao de derivada direcional
de campos ao longo de curvas. Para isto lembramos que um campo vetorial ao longo de uma curva
v : (a,b) = M, com a,b € R, é uma fungao suave V : (a,b) — T'M tal que V(t) € Ty para todo
t € (a,b). Denotaremos por X(y) como o espaco de todos os campos vetoriais ao longo da curva =.

Lema 3.1.9. (|16],p.57) Seja V uma conexao linear em M e I C R um intervalo aberto. Para cada
curva v : I — M, V determina um tnico operador

Dy : X(v) = X(v)
satisfazendo as seguintes propriedades:

e E linear sobre R:
Di(aV + W) = aD;V + bD,W;

e Regra do produto:
Di(fV) = f'V + fDV;

e Se V for estendivel, isto ¢, se existir um campo de vetores V em uma vizinhanga da imagem de ~
tal que V(y(t)) = V(¢), entdo para qualquer extensao V de V:

DV (t) = Vo ‘7;

Para quaisquer V € X(v), a € Re f € C*(M). D,V é chamada de derivada covariante de V' ao
longo de 7.

Demonstragao. Iremos separar a demonstragao deste lema em trés partes:
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1. Ezisténcia e Unicidade Local: Suponha primeiro que (1) esteja contido inteiramente em um tnico
sistema de coordenadas, assim podemos definir o operador:

DV = 3 (V(to) + V2 (t0) 3 ()T (3(t0)) ) O

onde

V()= V()9 Vel

Fazendo contas simples conclui-se que este operador D, satisfaz as trés propriedades do lema e
devido a terceira propriedade e o lema 3.1.7 D,V seré tnico.

2. Unicidade Global: Suponha que exista um operador D;V, devido ao lema 3.1.4 e a terceira pro-
priedade, temos que o valor de D;V calculado em t; depende somente de valores de V' em uma
vizinhanga pequena de ty em /. Escolhendo um sistema de coordenadas em torno de (ty), pelo
item 1, D, serd da seguinte forma:

DV =3 (VE(to) + V7 (1) (t0)T% (1(t0)) ) O

3. Euzisténcia Global: Seja {U,} uma cobertura de vizinhangas coordenadas de M em (). Pelo item
1, para cada U, possui um operador Dy. Assim se U, N Uz # 0, em U, N U temos D = Df.
Portanto fica bem definido D, como sendo a expressao obtidida no item 1 para cada sistema
coordenada.

]

3.1.3 Geodésicas

Definicao 3.1.10. Seja M uma variedade com uma conexao linear V, e seja v uma curva em M. A
aceleracao de v é o campo vetorial Dy ao longo de v. Uma curva v é chamada geodésica, com respeito
a V, se sua aceleragao for zero, Dy = 0.

Iremos provar agora a existéncia de geodésicas na variedade.

Teorema 3.1.11. ([16],p.58) Seja M uma variedade com uma conexao linear. Para quaisquer p € M,
V eT,M ety € R, existe um intervalo aberto I C R contendo ¢, e uma geodésica y : I — M satistazendo
v(to) = p, ¥(to) = V. Quaisquer duas geodésicas satisfazendo estas duas condigbes sdo iguais em um
dominio em comum.

Demonstragao. Seja ((x1,...,x,),U) um sistema de coordenadas no ponto p. Devida a formula célculada
no Lema 3.9, temos

Dy = (3 (t) + 47 ()7 ()T Ok,

onde a curva é expressa neste sistema de coordenadas como ~(t) = (y!,...,94™). Como {9y, ...,d,} sdo
linearmente idenpendentes, D,y = 0 se, e somente se,

SR + A ()4 (0T = 0

para cada k. Obtemos entao um sistema de equacoes diferencidis de segunda ordem das fungoes
YH(t),...,y"(t). Chame de x; = 4* para cada i, assim para cada k temos um novo sistema de equa-
¢oes diferencidveis de primeira ordem:

PH(t) = o (t);
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D i =Y~z (T ().

Pelo teorema de existéncia e unicidade de solucao de equagoes diferencidis de primeira ordem, para
qualquer (p,V) € U x R", existe um € > 0 e uma tunica solu¢ao f : (ty — €,tg +€) — U x R™, para
este sistema satisfazendo a condigao inicial f(ty) = (p,V). Escrevendo as fungdes componentes de

f(t) = (fi(t), ..., fn(t)), pode-se verificar que Y(t) = (fi(t), ..., fu(f)) € uma geodésica.

Agora, suponha que v,0 : [ — M sao geodésicas definidas em um intervalo aberto com ~y(ty) = 6(to)
e (ty) = é(to). Devida a construgao acima e o teorema de existencia e unicidade de solugao de equagoes
diferenciais, existe uma vizinhanga aberta de y(ty) no qual ambas as geodésicas coincidem. O]

Dada uma variedade M. Pela unicidade local do teorema acima, para cadap € M eV € T, M, existe
uma Unica geodésica maximal v : [ — M, isto é, uma que nao pode ser estendida para um intervalo
maior, com 7(0) = p e ¥(0) = V, definida em um intervalo aberto I, onde I ¢ justamente a unido
de todos os intervalos abertos em que uma geodésica com estas condig¢oes inicias podem ser estendidas.
Estéa geodésica maximal sera simplesmente chamada de geodésica com ponto inicial p e velocidade inicial
V', e denotaremos como y .

Agora enunciaremos resultados e a no¢ao de conexao para campos tensoriais, poderao ser encontrados
em Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature, |16]:

Lema 3.1.12. ([16],p.53) Seja V uma conexao linear em A . Existe uma tnica conex@o em cada fibrado
tensorial 77, também denotado em V, tal que satisfaz:

e Em T'M, V coincide com a conexao dada;

e Em ToM, V é dada pela equacao diferencial de funcgoes:
Vxf=XF[;
e V obedece a seguinte regra do produto com respeito ao produto tensorial:

Vx(F®G)=(VxF)® G+ F® (VxG).

Assim definimos:
Definicao 3.1.13. Seja V uma conexao. Se w for uma 1-forma e X um campo de vetores, definimos
VXCU = Z <Z Xﬁzwk — szjl“fk> dZEk,
k i
dada um sistema de coordenadas (z1, ..., x,).

Esta definicao nao depende do sistema coordenadas e satisfaz as condigoes do lema.
E por fim

Lema 3.1.14. ([15],p.124) Se V for uma conexao linear em M, F € T7(M), o mapa VF é dado como
VEW', ..,w" vy, ...,v, X) = VxF(wh, ...,w", vy, ..., ),

define um (r, s + 1)-campo tensorial. Este campo tensorial é chamado de derivada covariante total.
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3.1.4 Transporte Paralelo em Fibrados Vetoriais

Dando continuidade a discussao do segundo capitulo. Provamos que, dada uma conexao em fibra-
dos principais e uma curva suave por partes, existe um difeomorfismo entre fibras dos pontos desta
curva chamado transporte paralelo. Agora levando em consideragao conexoes lineares temos as seguinte
definigoes:

Um campo de vetores V ao longo de uma curva 7 é dito paralelo ao longo de v com respeito a
conexao linear V se D;V = 0. Assim podemos caracterizar as geodésicas como as curvas onde os seus
vetores velocidades formam um campo paralelo sobre ela mesma. Um campo V em M é dito paralelo
se for paralelo ao longo de qualquer curva, assim V' ¢é paralelo se, e somente se, a derivada covariante
VV for identicamente nula. Um fato fundamental entre campos paralelos é que todo vetor tangente em
qualquer ponto em uma curva pode se estender unicamente para um campo vetorial paralelo sobre esta
curva.

Lema 3.1.15. ([16],p.60) Dada uma curva v : [0,1] =1 — M, ty € I e um vetor vy € T, M entdo
existe um tnico campo vetorial paralelo V' ao longo de 7, tal que V(¢y) = vy9. Chamaremos este campo
como o transporte paralelo de vy ao longo da curva +.

Demonstrag¢ao. Suponha que 7(I) esteja contida em somente uma vizinhanga coordenada. Como foi
feito anteriormente, a derivada covariante em coordenadas é dado por

DV =37 (VE®) + V(7 0T (1)) .

onde V =>"V99; e y(t) = (v'(¢), ...,7"(t)). Parecido ao que fizemos na segao anterior, V sera paralelo
se, e somente se,

VE= 3V Or (1),

para cada k. Formando um sistema de equagoes diferenciaveis para as fungoes V7(t). Novamente, pela a
existéncia e unicidade de equagoes diferénciais de primeira ordem, tomando a condigao inicial V' (¢y) = vy,
existe tal campo e é tnico.

Para o caso geral faremos por contradi¢ao. Considere

B = sup{b € I|b >ty e existe um unico transporte paralelo em [to,b]}.

Tomando b suficientemente proximo de g, temos que v([to, b]) esta contido em uma vizinhanga coor-
denada, portanto existe um tnico campo paralelo sobre 7y([to,b)). Tomando um § > 0 suficientemente
pequeno tal que v(8 — 4, 3+ 0) esteja contido em uma vizinhanga coordenada apenas. Entao existe um
finico campo paralelo V em (8 — 8, 5 + ) que satisfaz a condicao inicial V(8 —6/2) = V(3 —§/2). Pela
unicidade local, V' = V na intersecao dos dominios e portanto V é uma extensdo de V em B, o que
contradiz a definicao de (3. O

Assim denotaremos o transporte paralelo sobre 7 da mesma forma que no capitulo 2, T
to)M — Ty )M, onde que T, (v) = V(7(t1)), onde V' ¢é o transporte paralelo de v sobre 7.
Utilizando um referencial paralelo sobre v temos que

T

~

TAV(t) -Vt
D,V (ty) = lim —® ) (O).

t—to t— 1o

40



3.1.5 Conexao de Levi-Civita

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma conexao linear V é dita compativel com a métrica
Riemanniana ¢ se satisfaz a seguinte regra do produto: Para quaisquer X,Y, 7 € X(M)

Vxg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).
Assim temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.16. ([16],p.67) Dada uma conexao linear V em uma variedade Riemanniana compativel com a
métrica, uma curva v : [0,1] — M. Entao o transporte paralelo, T, : T, M — T,1)yM é uma isometria.

Demonstragao. Considere V, W dois campos de vetores ao longo da curva v e tome ‘7, W suas estensdes
suaves na variedade M. Seja X é um campo de vetores suave tal que X (y(t)) = #(t), calculando nos
pontos da curva 7 e pela compatibilidade da métrica:

d ~ o~ ~ ~ —

como D,V = VXV e DWW = VXW concluimos

Assim, se V, W forem campos paralelos em ~, temos que g(V, W) é constante sobre toda a curva.

Assim se v,w € Ty )M, temos que T,(v) e T,(w) sao dados por campos paralelos sobre a curva v e
portanto 7', ¢ uma isometria. ]

Definigao 3.1.17. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e uma conexao linear V. O tensor de
torgao desta conex@o é um (2, 1)-campo tensorial 7 : X(M) x X(M) — X(M) definida por

T(X, Y) = V)(Y — VyX — [X, Y]
Uma conexao linear V é dita simétrica se sua torcao for identicamente nula, isto é, se
VXY - VYX = [X, Y]

Teorema 3.1.18. ([16],p.68) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Ent&o existe uma tinica conexao
linear V em M que é compativel com g e simétrica. Esta conexao é chamada de conexao de Levi-Civita
ou conexao Riemanniana.

Demonstragao. Seja V uma conexao simétrica e compativel com a métrica, X,Y, Z € X(M) campos de
vetores arbitrarios. Separaremos estd demonstracao em 3 partes. Para isso primeiro iremos encontrar
uma expressao para g(VxY, 7).

Pela compatibilidade da métrica temos

Xg(Y,Z)=qg(VxY,Z)+g(Y,VxZ).
Como V é simetrica temos VxZ = VX + [X, Z], concluindo que

Xg(Y7 Z) = g(VXY7 Z) +g(Y7 VZX) +9<Y7 [X7 Z])
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Analogamente temos
Yg(Z2,X)=9(VyZ,X) +9(Z,VxY) +g(Z,[Y,X]),

Zg(X,Y)=g(VzX,Y) +g(X,VyZ) +g(X,[Z,Y]).

Portanto obtemos a seguinte igualdade:
Xg(Y, Z) + Yg(Z,X) - Zg(X, Y) = 2g(vXY7 Z) + g(Y7 [X7 Z]) + g(Z’ [Yv X]) - g(Xv [Z7 Y])

Finalmente, isolando ¢(VxY, Z):

g(vXY) = %(XQ(Y; Z) + Yg<ZvX) - Zg(X7 Y) - 9<Y7 [Xv Z]) - 9(27 D/a X]) + X? [Zv Y]) (3‘1‘1>

1. Ezisténcia local: Considere ((z1, ...,x,),U) um sistema de coordenadas. Sabemos que [0;,0;] =0
para i # j, assim da equagao 3.1.1, obtemos

1
g(Vaﬁj, 81) = 5(@'9(@, al) + ajg(ala 8@) - alg(aia aj))

Expressando em coordenadas:
" 1
E L gmr = 5(31'9]1 + 0;9i — 01945),

onde g;; = g(9;,9;). Tomando a matriz {¢"*} como a matriz inversa de {g;t}, isto &, gmg™ = Orm
(delta de Kronecker) e multiplicando em ambos os lados da expressdo acima, temos

I‘fj Z 9" (0ig51 + 0;9u — Dugij).-

Assim {Ffj} sera uma familia de n® funcoes diferénciaveis em U e pelo lema 3.1.7 temos que existe
uma tnica conexao V em U e pela expressao da conexao pode-se mostrar que ela é simétrica. Resta
provar a compatibilidade com a métrica. Em termos de um referencial local, as componentes de
Vg sao

Gijik = Z Okgij — Fii - sz-

Z Fﬁm-glj + Fi;jgil = Z O Yij»

logo gij.1 = 0 e portanto Vg = 0 concluindo que V é compativel com a métrica.

Mas

2. Unicidade Global: Suponha que VeV sejam duas conexoes em M que sao simétricas e compativeis
com g. Pela equacao 3.1.1, g(VxY, Z) nao depende da conexao e portanto g(VxY —VxY,Z) =0
para quaisquer campos de vetores X, Y, 7. Logo VxY = VxY para quaisquer X,Y e portanto
V=V.

3. Euxisténcia Global: Seja {U,} uma cobertura da variedade M. Pelo item 1, cada U, possui uma
conexao V% simétrica e compativel com a métrica. Assim, podemos definir V como V¢ se for
calculado em U,. Esta bem definida, pois pela unicidade provada em 2, se U, e Ug se interceptarem
temos V* = V¥ na intersecao.
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O

Uma das propriedades importantes da conexao de Levi-Civita é que ela se comporta bem por isome-
trias.

Proposicao 3.1.19. ([16],p.70) Suponha que ¢ : (M, g) — (]\7, g) seja uma isometria entre variedade
Riemannianas. Entao

e ¢ leva uma conexao de Levi-Civita V de g em uma conexao de Levi-Civita V de g, isto ¢,
$u(VXY) = V. x(.Y);

e Se v for uma curva em M e V um campo vetorial ao longo de v, entao

0D,V = Dy(¢.V);

e ¢ leva geodésicas em geodésicas: se y for uma geodésica em M com ponto inicial p e velocidade
inicial V', entao ¢ oy é uma geodésica em M com ponto inicial ¢(p) e velocidade inicial ¢,V .

Um esboc¢o da demonstracao segue do fato de gb*% define uma conexao em M que ¢ simétrica e
compativel com g, pela unicidade da conexao de Levi-Civita, $*V = V o que no primeiro item. Assim,
restringindo a uma curva v em M concluimos que ¢*D; = D, e assim pela definicao de pull-back segue
o segundo item. E segue imediatamente do segundo item, o terceiro.

3.1.6 Mapa Exponencial

Definigao 3.1.20. Dada uma variedade Riemanniana (M, g). Considere o seguinte subconjunto £ de
TM, como sendo

E:={V eTM : ~y é definido em algum intervalo contendo|0,1]},

e entao definimos o mapa exponencial:
exp(V) =y (1).

Para cada p € M, o mapa exponencial restrito a &, := & N1, M sera denotado como exp,.
Para cada V € T'M e c¢,t € R temos a seguinte relacao:
Yev (1) = v (ct),
este resultado pode ser encontrado em [16].
Proposicao 3.1.21. ([16],p.72)

e £ é um subconjunto aberto de T'M contendo a segao nula, e cada conjunto &, é estrelado com
respeito ao 0 € T, M;

e Para cada V € T M, a geodésica vy é dado por

yw(t) = exp(tV)

para todo t tal que ambos os dois mapas estao definidos;
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¢ O mapa exponencial é suave.

A demonstracao do resultado acima ¢ longa e técnica podendo ser encontrada em [16].
A naturalidade da conexao de Levi-Civita e a unicidade de geodésicas, segue-se a importante pro-
priedade de naturalidade do mapa exponencial.

Proposigao 3.1.22. ([16],p.76) Suponha que ¢ : (M,g) — (M,§) é uma isometria entre variedades
Riemannianas. Entao, para qualquer p € M, o seguinte diagrama comuta:

om 7
T,M— T¢(p)(M)

€xPp l j €TP¢(p)

Demonstracao. Segue imediatamente da proposigao 3.1.19. O

Dado um ponto, p € M, podemos encontrar uma vizinhanca U onde o mapa exp, restrita a este
aberto é um difeomorfismo sobre a sua imagem ou seja geramos um sistema de coordenadas especial.

Lema 3.1.23. (|16],p.76) Para qualquer p € M, existe uma vizinhanga aberta do zero V C T,M e uma
vizinhanca aberta U de p tal que exp, : V — U é um difeomorfismo.

Demonstragao. Primeiro tome 0 € T,M considere a seguinte identificagdo, To(7,M) = T,M. Assim
podemos considerar a aplicagao (expy). : T,M — T, M.
Tome V € T,M arbitrario e defina a curva 7(t) = tV. Assim, podemos calcular a expressao de

(expp).:

d
exp,)V = — exp,oT)(t) = — exp,(tV) = — t)y=1V,
(ezpy) g leappen)(t) =2 eapp(tV) = v (t)
adquirindo o mapa identidade. Assim (exp,). sera invertivel na origem e pelo teorema da fungao inversa
apresentada no capitulo 1, segue o resultado. O

Qualquer vizinhanga aberta ¢ de p € M que ¢é difeomorfa a imagem de exp, de uma vizinhanca
estrelada aberta de 0 € T, M como a do lema anterior é chamada de vizinhanca normal de p. Seja € > 0,
tal que exp, é um difeomorfismo da bola B.(0) C T,,M sobre a sua imagem, entao a imagem exp,(B.(0))
¢ chamada de bola geodésica em M. Da mesma forma, se a bola fechada B.(0) estiver contida em
uma vizinhanca normal V C T,,M, entdo a imagem exp,(B.(0)) ¢ chamada de bola geodésica fechada e
exp,(0B(0)) é chamada de esfera geodésica.

Considere uma base ortonormal {Ei, ..., E,} C T,M e um isomorfismo £ : R — T,M dado por
E(z1,...,x,) = > z;E;. Se U for uma vizinhanga normal de p, podemos compor este isomorfismo com

o mapa exponencial de onde obtemos a carta
1 -1.
¢:=FE oexp, U —R

Chamamos as coordenadas desta carta de coordenadas normais centradas em p
Dado (¢,U) coordenadas normais centradas em p. Repare que se V = )" V;0; € T,M, a geodésica
vy comegando em p com velocidade inicial V' é representada em coordenadas normais pelo segmento:

w(t) = (tVi, .., tV,),
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enquanto vy estiver dentro de U. As coordenadas de p sao (0,...,0). E por fim as componentes da
métrica em p sao g;; = d;; e a primeira derivada parcial de g;; e os simbolos de Christoffel se anulam em

p.
Um conjunto aberto W C M é chamado de uniformemente normal se existir algum § > 0 tal que W
estéd contido em uma bola geodésica de raio J em torno de cada um dos seus pontos.

Lema 3.1.24. (|16],p.78) Dado p € M e uma vizinhanga U de p, existe uma vizinhanga uniformemente
normal W de p contida em U.

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em Riemannian Manifolds: An Introduction to
Curvature, [16].

3.2 Curvatura em variedades Riemannianas

Uma questao importante sobre as variedades Riemannianas é saber quando duas variedades sao
localmente isométricas e se forem quais sao as propriedades que sao preservadas via a isometria. Nesta
secao iremos estudar tensores invariantes por isometrias.

Definigao 3.2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana munida da conexao de Levi-Civita V. O
endomorfismo de curvatura é o mapa R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definida por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — VixyZ.

O endomorfismo de curvatura é um (1, 3)-campo tensorial. Assim podemos expressar o tensor de cur-
vatura em termos de qualquer referencial local em particular se (1, ..., zx) for um sistema de coordenadas
em M. Por convencgao o ultimo indice é o contravariante.

R=) Ridr;®dr’ @ da* 0,

onde os coeficientes Réjk sao definidos como

R(0;,0;)0k = > Ri;00.

Definigao 3.2.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos o tensor de curvatura como um
(0,4)-campo tensorial Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R dada por

Rm(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W),YX,Y, Z,W € X(M).

Da mesma forma que fizemos com o endomorfismo de curvatura, dado um sistema de coordenadas
((x1,...,x,),U) podemos escrever o tensor de curvatura como

Rm = Riyud; ® du; ® dug ® da,

onde Rijr =D, gimP

Lema 3.2.3. ([16],p.119) O endomorfismo de curvatura e o tensor de curvatura sao invariantes via
isometria local. Mais precisamente, se ¢ : (M, g) — (M, g) for uma isometria local, entao

¢*Rm = Rm;
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Demonstragao. Utilizando a proposi¢ao 3.1.19 temos que para todo X, Y, Z, W € X(M):

R(9:X,0.Y)0.Z =V, xVs.v(0:Z) — Vo, y V. x(0xZ)
= V4.x(0:(VyZ)) = Vv (0:(VxZ)) = V. 1xv](0:Z)
= 0.(VxVyZ) — ¢.(VyVxZ) — ¢.(Vix v Z)
= ¢.(R(X,Y)Z).

Agora, como ¢ é uma isometria

¢"Rn(X,Y, Z,W)

9(R(0: X, 0.Y)0. Z, 9. W)
9(0-(R(X,Y)Z), 9. W)
g(R(X,Y)Z,W) = R(X,Y, Z,W)

]

Dizemos que uma variedade é plana se for localmente isométrica a um espago Euclidiano isto ¢, para
cada ponto da variedade existe uma vizinhanga que é isométrica a um subconjunto aberto de R™ com a
métrica Euclidiano.

Segue, varios resultados importantes sobre o tensor de curvatura, todos eles poderao ser encontra-
dos em Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature, [16]. O primeiro resultado possui uma
demonstracao longa e técnica entao resolvemos omiti-los.

Teorema 3.2.4. ([16],p.119) Uma variedade Riemanniana é plana se, e somente se, seu tensor de
curvatura for identicamente nulo.

Proposicao 3.2.5. (|[16],p.121) O tensor de curvatura possui as seguintes simetrias, dada quaisquer
campos de vetores W, XY, Z:

o R(W,X,Y,Z) = —Rm(X,W,Y, Z);

o Rm(W.X,Y.Z) = Rm(Y, Z.W, X);
e Rm(W,X,Y,Z)+ Rm(X,Y,W,Z) 4+ Rm(Y,W, X, Z) = 0 (Identidade de Bianchi).

Demonstra¢ao. 1. Repare que R(W, X)Y = —R(X, W)Y, assim segue-se imediatamente que Rm(W, X, Y, Z) :

BRm(X,W,Y, Z);
2. Como V ¢é a conexao de Levi-Civita, pela compatibilidade da métrica chegamos as seguintes
identidades:
WX |Y|* =W (29(VxY,Y)) = 29(Viw VxY.Y) + 29(VxY, ViyY);
XWY[* = X(2¢(VwY,Y)) = 29(VxVwY,Y) 4+ 29(Vi Y, VxY);
W, X] HYH2 =29(Viwx)Y,Y).
Agora

0 =WX|Y|* = XW|Y]]* = [W,X] Y]
= QQ(VWVXY, Y) — QQ(V)(VWY, Y) — QQ(V[WX}Y, Y)
=2g(R(W, X)Y,Y)
— 2Rm(W, X, Y,Y).
Portanto, para quaisquer W, X, Y € X(M) temos que 0 = 2Rm(W, X, YY), assim Rm(W, X,Y +
Z,Y + Z) = 0 no que implica que Rm(W, XY, Z) = —Rm(W, X, Z,Y).
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3. Para provar este item, iremos assumir que o quarto item vale, (vale observar que nao é utilizado
este item para provar o quarto item, assim fica coerente esta demonstragao). Utilizando os itens
1 e 2 juntamente com a identidade de Bianchi temos

2Rm(Y, W, X,Z) = Rm(Y,W,X,Z)+ Rm(Y,W, X, Z)
= Rm(Y, W, X, Z) + Rm(W,Y, Z, X)
— —Rm(W,X,Y,Z) — Rm(X,Y,W, Z)
—Rm(Z,W,Y,X) — Rm(Y, Z,W, X)

Reorganizando e utilizando novamente a identidade de Bianchi e os itens 1 e 2

= Rm(X,Y,Z,W) + BRm(Y, Z, X, W) + Rm(W, X, Z,Y) + Rm(Z,W, X, Y)
= —Rm(Z,X,Y,W) — Rm(X,Z,W,Y)
= 2Rm(X, Z,Y,W).

4. E por fim, se provarmos que
RW,X)Y + RIX, Y)W + R(Y, W)X =0,
segue automaticamente o resultado. Utilizando a simetria da conexao temos
RW,X)Y + RIX, Y)W + R(Y, W)X

= (VwVxY = VxViY = ViwxY) + (VxVyW = Vy VW — Vixy W)
H(Vy Vi X = Vi Vy X — Viyw X)
— Vi [X, Y]+ V[V, W]+ Vy[W, X] = Viwx)Y = VixyW — Viyw X
= [W, [X, Y]]+ [X, [V, W] + [Y, W, X]] = 0.
0

Existe mais uma identidade que o tensor de curvatura satisfaz. Geralmente, ela é chamada de segunda
identidade de Bianchi, mas atualmente pode-se ser encontrada com o nome Identidade diferencial de
Bianchi. A demonstragao deste resultado pode-se encontrar em Riemannian Manifolds: An Introduction
to Curvature,|16].

Proposicao 3.2.6. Identidade de Bianchi([16],p.123): A derivada covariante total do tensor de
curvatura satisfaz a seguinte identidade:

VRm(X,Y,Z,V,W)+ VRm(X,Y,V,W, Z) + VRm(X,Y,W, Z,V) = 0.

3.3 Subvariedade Riemannianas

Definicao 3.3.1. Seja (M ,g) uma variedade Riemanniana de dimensao m, (M, g) uma variedade de

dimensao n e i : M — M uma imersao injetiva. Dizemos que (M, g) é uma subvariedade Riemanniana

se g = 1*g. neste caso dizemos que a imersao i : M — M de uma subvariedade Riemanniana é uma
imersao isométrica.
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Considerando M uma subvariedade Riemanniana de M. Para cada ponto p € M, o espago tangente
T,M ¢ escrito como soma direta de T,M com o seu complemento ortogonal N,M := (T,M)* com

respeito ao produto interno g em TPM . Chamamos o espago N,M de espaco normal no ponto p. Assim
o fibrado vetorial:
NM = | J N,M
peEM
¢ chamado de fibrado normal da subvariedade M. B
De fato, o fibrado normal ¢ um fibrado vetorial. Seja p € M, assim existe uma vizinhanga U
de p na variedade M e um referencial suave ortonormal {E1,..., E,,} em U tal que as restrigoes de
{Ey, ..., E,} em M formam um referencial ortonormal em 7M. Assim, temos que os ultimos m — n
vetores {Eni1lp, -y Em|p} formam uma base para N,M para cada p € U N M, e podemos utilizar as
componentes dos vetores normais com respeito a esta base para construir uma trivializagao local de
NM. - -
Iremos adotar as notagoes X(M|y) e N (M) para os espagos de segoes de TM |y e NM, respectiva-
mente. N
Projetando ortogonalmente cada vetor v € T'M sobre os subespagos T, M e N, M para algum p € M,
geramos dois mapas -
7l TM|y — TM,

7 TM|y — NM,

chamados de projecdo tangencial e projegao normal, respectivamente. Denotaremos por X7 := 77 (X)
e X+ :=714(X),VX € TM|y.

Se V for a conexdo de Levi-Civita de M e X,Y € X(M), estendendo X em X € X(M) ¢ Y em
Y € X(M), assim 65537 se decompde em

V)}Y = (6)}}7)T + (6)}}7)J‘

Definicao 3.3.2. Seja M uma subvariedade Riemanniana de M e V a conexiio de Levi-Civita de M.
Definimos a segunda forma fundamental como o mapa:

IT:X(M) x X(M) = N (M)
(X.Y) = (V)
onde os campos X, Y sao estendidos arbitrariamente para X , Y € %(]TJ ).

Desde que ' leva secoes suaves em secoes suaves, I1(X,Y) é uma seciao suave de N(M). Ou seja,
a segunda forma fundamental estd bem definida.

Lema 3.3.3. ([16],p.134) A segunda forma fundamental, I7(X,Y’) para X,Y € X(M), é
1. independente das extensoes de X e Y,
2. bilinear sobre C*°(M) e
3. simétrica em X e Y.

Demonstracao. 1. Sabemos que %XY]I, depende somente do ponto X (p), entdo 11(X,Y) independe
da extensao de X.
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2. Pela linealidade de V e da projegao, obviamente [1(X,Y) é C°°(M)-linear na primeira coordenada
e utilizando a simetria concluimos a bilinealidade de I1.

3. Seja X e Y dois campos estendidos arbitrariamente para XeY respectivamente. Como [X, Y]
seré tangente em todos os pontos de M, temos:

II(X,Y)—TI(Y,X) = (VgY — Ve X)' = [X,Y]* =0.
O

Se a componente normal da conexdo de Levi-Civita de M restrita em X(M) x X(M) é a segunda
forma fundamental, a componente tangencial serd exatamente a conexao de Levi-Civita de M devido
ao seguinte teorema:

Teorema 3.3.4. Formula de Gauss:(|16],p.135) Se X,Y € X(M) forem estendidos arbitrariamente
para campos de vetores em M, a seguinte féormula vale:

VxY =VxY + II(X,Y).
Demonstragdo. Considere o mapa VT : X(M) x X(M) — X(M) tal que
VI(X,Y) = (VxY)T,
onde X,Y sao campos estendidos arbitrariamente em M. Por conversao, iremos denotar VI (X,Y) =

VLY. E facil verificar, utilizando a o fato que a projecdo ¢ linear, que V7 é uma conexdo. Sabendo que
[X,Y] é tangente a variedade em M temos

VRY —VIX = (VxY —=VyX)T = [X,Y]" = [X,Y],
portanto V7' é simétrica. Tomando i : M — M imersdo isométrica, temos

Xg(Y,2) =g(i(VxY),i(Z)) +3(i(Y),i(VxZ))

9(VxY)T, 2) + (Y, (Vx Z)7)
9(VLY, Z) + g(Y, V% 2).

Portanto, V7 ¢ uma conexao compativel com g e simétrica. Pela unicidade da conexao de Levi-Civita,
temos que V' = V e portanto (VxY)? = VxY, concluindo o resultado. [

Enquanto a segunda forma fundamental esta definida em termos da derivada covariante de campos
vetoriais tangentes de M, podemos também considerar a derivada covariante dos campos vetoriais
normais de M.

Lema 3.3.5. Equagao de Weingarten([16],p.136): Suponha que X,Y € X(M) e N € N(M). Con-
siderando que X,Y, N sao estendidos arbitrariamente para M, a seguinte equagao vale para todos os

pontos de M: _
g(VxN,Y)=—g(N,I1(X,Y)).

Demonstrag¢ao. Como Y é tangente temos que g(N,Y) = 0 e portanto:
0= Xg(N,Y)=g(VxN,Y) +G(N,VxY)
= G(VxN,Y)+§(N,VxY + II(X,Y))
= §(VxN,Y) + g(N,II(X.,Y)).
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Podemos definir uma conexdo V+ no fibrado normal NM, como V* : X(M) x N (M) — N(M)
definido como sendo V%& = (Vx&)*, onde X, € sdo estendidos arbitrariamente em M.

Definicao 3.3.6. Seja £ € N(M). Definimos o operador de forma (shape operator) de M na dire¢ao
de & como:
At X(M) — X(M)

X — —(Vx&)T.

Pode-se mostrar que o operador de forma de M na direcao de £ se relaciona com a segunda forma
fundamental pela equacao:
gUI(X,Y),§) = g(A:X,Y).

Assim, devido a simetria da segunda forma fundamental, o operador de forma A¢ ¢ um tensor auto
adjunto em M. Podemos definir o operador de forma para qualquer campo normal de M. A colecao
de todos estes endomorfismos é chamado somente de operador de forma de M e é denotado por A. A
decomposi¢ao ortogonal B

Vxé=—AX + (V%6),

¢ conhecido como férmula de Weingarten. .
Agora, a diferenca entre o tensor de curvatura de M e o tensor de curvatura de M é dada somente
pela segunda forma fundamental, conhecido como a Equagao de Gauss.

Teorema 3.3.7. A Equagao de Gauss:(|16],p.136) Para qualquer X,Y, Z, W € T,M, com p € M, a
seguinte equagao vale:

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X.,Y, Z,W) — g(LI(X, W), I1(Y, 2)) + g(II1(X, Z), I1(Y,W)),

onde Rm e Rm sao os tensores de curvatura de M e M respectivamente.

3.4 Campos de Jacobi e Campos de Killing

3.4.1 Familias admissiveis

Considere o mapa continuo T' : (—¢,€) X [a,b] — M que é suave em cada retangulo da forma
(—€,€) X [a;—1, a;] para alguma sub divisdo finita a = ap < a; < ... < ap = b e que para cada s € (—¢,¢€),
[s(t) :=I'(s,t) ¢ uma curva suave por partes. Chamaremos este mapa como uma familia admissivel de
curvas.

Se I' for uma familia admissivel, um campo de vetores ao longo de I' ser4a um mapa continuo V :
(—€,€) x [a,b] = TM tal que V(s,t) € TpiyM para cada (s,t), e que V| —cexfa;_1,0,] € SUAVE para
alguma subdivisdao a = ag < ... < a; = b. Geralmente, denotamos as curvas I'(s) := I'(s, ¢) tomando ¢
constante e definindo em (—¢, €), como as curvas transversais.

Nos pontos em que I' for suave, definimos os seguintes campos:

d d
O,L(s,t) := —T4(t);  0,L(s,t) := —T(s).
(5,0) = STW0: (s.0) = 5 T'(s)
Por convencao, dado um campo de vetores V' ao longo de I', denotaremos a derivada covariante ao
longo das curvas transversais como D¢V e ao longo das curvas I's(t) como D,V. Entao temos o seguinte

resultado:
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Lema 3.4.1. Lema da Simetria:([16],p.97) Seja I' : (—¢,¢€) x [a,b] — M uma familia admissivel de
curvas em uma variedade Riemanniana. Somente no retangulo (—¢, €) X [a;_1, ;] onde I' é suave,

Dsatr - Dtasr.

Demonstragao. Seja ((z1, ..., x,), U) um sistema de coordenadas em torno de um ponto I'y, (¢y). Assim,
em coordenadas I's(t) = (z1(s,t), ..., z,(s,t)) e portanto

ar=%" agt’“ak, or=>3" %ak

Assim, calculando as derivadas covariantes em termos das coordenadas ao longo de curvas, obtemos
82xk Ox; Ox;
Do, = — Ik 9
' Z( 950t " ot as )

0%z, 6@8% 5
DioL = Z( 905 | s 8tr)8k'

Trocando as regras de 7 e j na segunda equagao e utilizando a condi¢ao de simetria, Fk = F?Z, verifica-se

que as expressoes sao equivalentes. 0

Defini¢ao 3.4.2. Seja « : [a,b] — M uma curva suave por partes, uma variagdo de 7 é uma familia
admissivel I', tal que I'o(t) = v(t)Vt € [a,b]. A variagao de v é chamada de variagao propria se I's(a) =
v(a) e Ts(b) = ~v(b),Vs € (—¢,€). Se I for uma variagao da curva v, chamamos o campo V' (t) = 9;'(0, t)
de campo variacional ao longo de . Se o campo variacional V' se anular nas extremidades da curva,
isto ¢, V(a) = V(b) = 0 entao dizemos que o campo é proprio.

Lema 3.4.3. (|16],p.98) Se v for uma curva suave por partes e V for um campo vetorial sobre a curva
v, entao V' é um campo variacional de alguma variagao de . Se V for proprio, a variagao também sera
propria.

Demonstra¢ao. Como |a,b] é compacto, existe um € > 0 tal que em (—¢,€) X [a,b] podemos definir
['(s,t) = exp(sV(t)). Obviamente J;I'(0,¢) = V e I' serd uma variagao de v. Além disso, se V(a) =
V(b) = 0, implica que I'(s,a) = vy(a) e T'(s,b) = 7(b), portanto I" é propria. O

3.4.2 Campos de Jacobi

Seja T': (—¢€,€) X [a,b] = M uma variagao por geodésicas, isto é, I's(t) é um segmento de geodésica
para cada s, assim pela equacgao da geodésica temos:

Do, = 0,V(s,t) € (—e€,€) X [a,b].
Calculando a derivada covariante desta equacao com respeito a s, obtemos
D,D,o,I" =
Para relacionar isto com um campo variacional de 7y, necessitamos que da comutagao entre Dy e D;.

Lema 3.4.4. ([16],p.174) Se I' for uma familia suave admissivel de curvas, e V for um campo vetorial

suave ao longo de I'; entao
DD,V — DD,V = R(9,I",0,I") V.
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A demonstragao do fato acima pode ser encontrada em Riemannian Manifolds: An Introduction to
Curvature, [16].

Teorema 3.4.5. A equagao de Jacobi:([16],p.175) Seja v uma geodésica e V um campo de vetores
ao longo de 7. Se V for um campo variacional via geodésicas, entao V satisfaz

D}V + R(V.A)Y = 0.

Demonstragao. Seja I' uma variagao via geodésicas, temos que I'(sg,t) é uma geodésica para cada sg
fixo, no que implica que
0 - DsDtatF,

assim pelo o lema anterior obtemos,
0= D;D,0,I + R(0,I", 0,1") 0, ",
e pelo o lema de simetria, obtemos
0= D;D;0sI' + R(0,I", 0,I") 0,1
Assim, se s = 0, temos que 9,1'(0,t) = V(t) e 9,1'(0,t) = #(t), portanto
D2V + R(V,4)5 = 0.
O

Qualquer campo de vetores ao longo de um geodésica que satisfaz a equagao de Jacobi sao chamados
de campo de Jacobi.

Proposicao 3.4.6. (|16],p.176) Seja v : I — M uma geodésica, a € I, e p = y(a). Para qualquer par
de vetores X,Y € T,M, existe um tnico campo de Jacobi J ao longo de « satisfazendo as condigoes
iniciais

J(a)=X; DyJ(a)=Y.

Demonstragao. Seja ((x1,...,x,),U) um sistema de coordenadas para p. Portanto, podemos expressar
o campo J como J(t) =Y J;(t)0; e a curva y(t) = (11(¢), ..., 7a(t)). Assim equagao de Jacobi fica:

> Ji+ Ry Jiuh = 0.
Agora, tome V; = J; temos o seguinte sistema equacoes diferénciaveis de primeira ordem:
> Vit Ry Jidk =0,

para as fungoes {.Ji, ..., Jn, V1,...,V,,}. Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes de equagoes
diferenciaveis de primeira ordem, existem fun¢oes tais que J;(a) = X; e Vi(a) = Y; O

Por causa do teorema acima, qualquer campo variacional de uma variagao por geodésicas é um campo
de Jacobi, também vale o contrario.

Lema 3.4.7. ([13],p.182) Todo campo de Jacobi ao longo de uma geodésica vy ¢ um campo variacional
de alguma variacao de v via geodésicas.
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Demonstragao. Seja X um campo de Jacobi ao longo de (t). Tome o : (—e€,¢) — M a geodésica tal
que o(0) =~(0) e 6(0) = X(0).
Tome V' e W dois campos paralelos ao longo de o com

Assim, defina o variacional como sendo,
['(s,t) = expo(s)(t(V(s) + sW(s))).

Pela defini¢ao da exponencial, I's(t) sao geodésicas e I'(0,t) = exp, (t(v)(0)) = ~(t). Portanto, I ¢
uma variagao de v via geodésicas. Seja Y o campo de Jacobi definido por I'. Por definicao:

V(1) = - erpn(0) o = or(s)laco = X(0).

Como V é livre de tor¢cao e V e W sao paralelos:

Y(0)=V, (%F(s,t)) 0=V (%F(s,t)) |s=0
= V2 (V(s) +5W(s)) |s=o = W(0) = X(0).

Assim pela existéncia e unicidade de campos de Jacobi temos que Y = X. O

3.4.3 Campos Killing

Definigao 3.4.8. Dado uma variedade Riemanniana M, um campo X € X(M) é chamado de campo
de Killing, se o seu grupo uniparamétrico, ¢% : M — M, for uma isometria.

Em algumas literaturas, campos de Killing sao conhecidos como isometrias infinitesimais, como por
exemplo no livro Foundations of Differential Geoometry, vol. 1, [15].

Lema 3.4.9. Dada uma geodésica, v : I — M e um campo de Killing X € X(M). Entao X|, é um
campo de Jacobi.

Demonstragao. Seja ¢ o grupo uniparamétrico de X e defina a varia¢ao
I(s,t) = ¢%(2(1)),

como ¢% é uma isometria, leva geodésicas em geodésicas, assim para cada s temos ¢%(7y(t)) ¢ uma
geodésica. Logo pelas propriedades de campos de Jacobi, temos que X ¢é campo de Jacobi. O

Lema 3.4.10. ([15],p.230) Seja X um campo de vetores em uma variedade Riemanniana M. X é um
campo de Killing se, e somente se, Lxg = 0.

Demonstragao. Seja ¢ o grupo uniparamétrico do campo X. Se Lxg = 0, entao

d s _
%((%() 9)|i=0 = 0.

Se isto for é valido para todo ponto de M, obtemos
(0%)'g=g,Vt el

23



Portanto, os difeomorfismos ¢% sdo isometrias, logo X ¢é Killing. Caso contrério, se ¢ sdo isometrias
entao, vale imediatamente que:

d 7. _
%((Q&) 9)|i=0 = 0.

]

Dado um campo de vetor X em M, V uma conexao linear de M, entao definimos o mapa VX (Y) =
Vy X que serd C°.

Uma importante caracterizagao dos campos de Killing com a conexao de Levi-Civita é que um campo
¢ de Killing se, e somente se a derivada covariante VX for anti-simétrica. Para demonstrar isso iremos
introduzir um novo operador.

Dado um campo de vetores X em uma variedade M com uma conexao linear (ndo necessariamente
de Levi-Civita) V, definimos a derivagdo Ax como sendo

AX:LX_VXa

onde Lx é a derivada de Lie com respeito a X.
Para quaisquer campos de vetores X e Y em M, temos

AxY = —VyX = T(X,Y),

onde T' é a torgao da conexdao V. De fato, sabendo que T'(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y] e que
LyY = [X,Y].

Proposicao 3.4.11. ([15],p.237) Dado um campo de vetores X em uma variedade Riemanniana M. X
é de Killing se, e somente se, o campo tensorial Ax do tipo (1, 1) for anti-simétrico, isto é, g(AxY, Z) =
—g(AxZ,Y) para quaisquer campos vetoriais Y e Z.

Demonstracao. Desde que Vxg = 0 para quaisquer campos de vetores X, Lyg = 0 é equivalente a
Axg = 0. Desde que Ay é uma derivagao da algebra dos campos tensoriais, temos

Ax(9(Y. 2)) = (Axg)(Y, Z) + g(AxY, Z) + g(Y, Ax Z),VY, Z € X(M).
Como Ax anula em toda fungao real, Ax(g(Y,Z)) = 0 para todo Y e Z. Concluindo o resultado. [

Como a conexao de Levi-Civita é livre de Torgao, um campo X ¢é de Killing se, e somente se, VX
for anti-simétrica.
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Capitulo 4

Grupo de Holonomia

Neste capitulo iremos estudar a teoria de grupos de Holonomia de uma variedade Riemanniana,
a primeira secao sera dividida em 3 partes, uma s6 definindo o grupo de holonomia para fibrados prin-
cipais e exibindo algumas propriedades deste grupo, na segunda parte definimos para fibrados vetoriais
e exibimos a relagao entre as duas defini¢oes de Holonomia e na terceira definimos o grupo de Holono-
mia Riemanniano. Sabendo a definicao e algumas propriedades do grupo de Holonomia Riemanniano,
podemos demonstrar um resultado classico chamado de Teorema de Ambrose-Singer, que sera feito na
segunda se¢ao. Na terceira se¢ao, definimos a noc¢ao de variedades redutiveis e mostramos o teorema da
decomposi¢ao de de Rham, este teorema sera importante para definirmos mais tarde s-representacao. E
por fim, definimos variedades simétrica e exibiremos algumas propriedades destes tipos de variedades.
A teoria deste capitulo foi retirada dos livros: Compact Manifolds with Special Holonomy de autoria
de D. Joyce, Foundations of Differential Geoometry, vol. 1 de autoria de S. Kobayashi e K. Nomizu,
Riemannian Geometry de autoria de T. Sakai [19].

4.1 Grupo de Holonomia

Neste capitulo, a menos que dito o contrério, as variedade serao consideradas conexas.

4.1.1 Grupo de Holonomia de Fibrados Principais

Seja o fibrado principal (P, G, M) e um conexao H em P. Lembramos que no capitulo 2, que
se v : [0,1] — M for uma curva suave por partes com v(0) = m e p € 7 (m), entdo existe uma tnica
curva suave por partes, horizontal 7 : [0, 1] — P tal que 7(0) = p e m 0y = =, chamada de levantamento
horizontal. Assim podemos considerar a seguinte relacao de equivaléncia em P: Dado p,q € P, dizemos
que p ~ q se existir uma curva horizontal suave por partes em P ligando p a ¢. Utilizando esta relagao
de equivaléncia, definimos:

Definicao 4.1.1. Fixando p € P, definimos o grupo de Holonomia do fibrado da conexao H com o

ponto base p como:
Hol,(P,H) :={g € G|p ~ gp}.

Definimos o grupo de Holonomia restrito, Holg(P, H) C Hol,(P,H) como o conjunto de todos g € G
tal que existe uma curva suave por partes, horizontal, v : [0,1] — P onde v(0) = p,v(1) =gpemoy é
homotopicamente trivial.
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Proposicao 4.1.2. ([8],p.30) Seja (P,G, M) um fibrado principal e H uma conexao em P. Entao o
grupo de Holonomia, Hol,(P, H) sera um subgrupo de G e, a menos de conjugacao, ndo depende do
ponto p € P.

Demonstra¢ao. Para demonstrar os dois fatos, necessitamos mostrar primeiro que se p ~ ¢ entao gp ~
gq, para todo p,g € Pe g € G.

Seja p,q € P tal que p ~ ¢, entao existe uma curva suave por partes [ : [0, 1] — P horizontal ligando
paq. Assim, dado g € G et € [0, 1] temos

B(t) € Hywy = (R)uB(t) € (Ry)Hpw) = 9B(t) € Hypo)-
Logo gf(t) sera uma curva horizontal ligando gp a gq. Portanto gp ~ gq.
1. Hol,(P,H) € subgrupo de G: Obviamente 1 € Hol,(P, H). Dado h € Hol,(P, H), entao
p~hp=hp~hthp=h"lp~p,
logo h™' € Hol,(P, H).
Agora, seja g, h € Hol,(P, H), entao
p~ hp = gp~ (gh)p.

Como ~ ¢ uma rela¢do de equivaléncia, temos p ~ gp ~ (gh)p. Logo gh € Hol,(P, H). Portanto
Hol,(P, H) é um subgrupo de G.

2. Hol,,(P,H) = gHol,(P,H)g~',Vp € P,g € G: Seja h € Holy,(P, H) temos que

gp ~ hgp = p ~ g qgp,
logo g~'hg € Hol,(P, H).

3. Sep ~ q entao Hol,(P,H) = Hol,(P,H): Se h € Hol,(P, H) temos que hp ~ p ~ ¢, logop ~ h™'q
e como p ~ ¢ temos que ¢ ~ h™'q. Portanto h € Hol,(P, H), implicando que Hol,(P, H) C
Hol,(P, H). Analogamente prova-se a inclusao inversa.

4. Hol,(P,H) = gHol,(P,H)g *,VYq € P e para algum g € G: Como M é conexo, existe uma curva
v : [0,1] — M suave por partes tal que v(0) = m(p) e v(1) = w(g). Assim, existe um unico
levantamento horizontal da curva v, 7 : [0,1] — P, suave por partes, tal que 7(0) = p. Tomando
q =7(1), temos que ¢ € 7 (n(q)) e portanto existe g € G tal que g¢ = q. Concluimos que

Hol,(P,H) = Holy,z = gHol,(P,H)g™".

[]

Denotaremos entdo Hol,(P, H) como Hol(P,H). Similarmente pode-se provar para o grupo de
Holonomia restrito, a menos de conjugacao, também nao depende do ponto p € P, por este motivo
denotaremos Hol) (P, H) = Hol’(P,G).

Agora podemos entender o grupo de Holonomia da seguinte maneira: para cada ponto p € M, consi-
dere o espago dos lagos com o ponto base p. Assim para cada lago, 7 : [0, 1] — M, o transporte paralelo
T, : 7= Ym) — 7 *(m) é um isomorfismo. O conjunto de todos estes isomorfismos, via composigao,
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forma um grupo. Este grupo serd chamado de grupo de Holonomia da conexao H no ponto com o
ponto de referéncia m. De maneira andloga, definimos o grupo de Holonomia restrito como o grupo dos
transportes paralelos definidos sobre lagos homotdpicamente triviais. E de fato as duas defini¢coes sao
equivalentes, pois se v for um lago com o ponto base m, o transporte paralelo T, determina um elemento
g € G tal que T, (p) = pg,Vp € 7~ (m). Observagio: Dada duas curvas v : [0,1] = Pe 3:[0,1] = P
em uma variedade P conexo, tais que v(1) = 5(0). Podemos criar entdo uma nova curva A : [0,1] — P
tal que
{ v(2t)  se 0<t<1/2;
Alt) =
B2t —1) se 1/2<t<1;

Chamaremos a curva A como a concatenacao das curvas v e 3 e denotaremos A = v - 5. E facil ver
que, se [ e v for suaves por partes entao a concatenagao - § também sera. Isto sera importante para
demonstragoes de resultados futuros.

O grupo Hol(P, H) é um subgrupo de Lie de G para demonstrar este fato iremos utilizar os dois
seguintes lemas:

Lema 4.1.3. ([2],p.86) Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de G tal que todo elemento de H
pode ser ligado com a identidade por uma curva suave por partes em H. Entao H é um subgrupo de
Lie de G.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Lie Groups beyond an Introduction, [2].

Lema 4.1.4. ([15],p.74) Seja f : I x I — M uma funcio diferenciével de classe C* e ug(s), 0 < s <1,
uma curva diferencidvel de classe C* em P tal que 7(ug(s)) = f(0,s). Para cada s fixado, seja u;(s)
o ponto de P obtido via transporte paralelo de ug(s) ao longo da curva f(t,s), onde 0 <t < 1lesé
fixado. Entao a curva u;(s), 0 < s < 1, é diferenciavel de classe C*.

A demonstracao deste lema podera ser encontrado em Foundations of Differential Geoometry, vol.
1, [15].

Teorema 4.1.5. ([15],p.73) Seja (P, G, M) um fibrado principal. Considere Hol(P, H) e Hol’(P, H) o
grupo de Holonomia e o grupo de Holonomia estrito de uma conexao H em P respectivamente. Entao

e Hol°(P,H) é um subgrupo, conexo, de Lie de G.
e Hol°(P,H) ¢ um subgrupo normal de Hol(P, H) e Hol(P, H)/Hol’(P, H) é contével.

Demonstragao. e Para provar o primeiro item, utilizaremos o lema 4.1.3. Considere primeiro g €
Hol°(P, H) obtido pelo o transporte paralelo de um lago p : [0,1] — M com o ponto base m tal
que esteja contida em um unico sistema de coordenadas ((z1, ..., z,),U) centrado em m. Assim se
w(t) = (z1(t), ..., x,(t)), podemos definir as seguintes fungoes

it s) = s+ (1= s)z(t),

onde i = 0,...,ne0 <t s <1 Entao f(t,s) = (f(t,s),.., f"(t,s)) é uma fungio diferenciavel
de I x I em M, (onde I = [0,1]), tal que f(¢,0) é a curva e f(t,1) ¢ a curva trivial igual a m.
Para cada s fixo, considere b(s) o elemento de Hol’(P, H), obtido pelo lago f(¢,s) com 0 < ¢ < 1.
Repare que b(0) = g e b(1) é o elemento identidade. Segue do lema anterior que b(s) é uma curva

suave.

Tome agora, v o transporte paralelo de p via 7, assim v ~ p, entdo se g € Hol,(P,H), v ~ p ~
gp ~ gv, provando a inclusao Hol,(P,H) C Hol,(P, H), da mesma forma prova-se a inclusao
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contraria e portanto Hol,(P,H) = Hol,(P, H). Agora, considere n uma curva horizontal em P
ligando p a v. Se g € H olg(R H), entdo existe uma curva horizontal o em P de p até gp, onde
7(a) é um lago nulo homotépico em M. Assim a concatenagao (gn).a.(n™'), onde (gn)(t) é a
curva g(n(t)), serd uma curva horizontal em P de v até gv que sua projecdo em M sera nulo
homotopico. Entao g € Hol?(P, H). Analogamente, provamos a inclugao oposta. Concluindo que
Hol"(P, H) = Hol%(P, H),

Considere agora, g € Hol°(P, H) obtido pelo transporte paralelo ao longo de um lago suave
por partes v : [0,1] — M que é homotopicamente trivial. Temos que o lago 7 é equivalente a
concatenagao 7! -y - 7, onde 7 é uma curva suave por partes ligando o ponto m = 7(p) a um
ponto y € M e p é¢ um laco suave com o ponto base y que esta totalmente condito em uma tnica
vizinhanga coordenada de y. De fato, esté fatoragao segue do seguinte lema:

Lema 4.1.6. ([15],p.284) Seja 24 uma cobertura de abertos de M. Entao qualquer laco nulo-
homotoépico com ponto base p é equivalente a concatenagao de um ntmero finito de lagos 7; tal
que, para cada 1:

T = 77_1.0.77,

onde 7 é uma curva de p até um ponto y e o é um lago com ponto base y totalmente contido em
algum aberto de 2. Além disso, se  for suave, entao cada 7; sera suave.

Assim, se v for o transporte paralelo de p via 7, e se ¢ € Hol’(P, H) definido pelo o lago u,
como fizemos anteriormente, g € Hol)(P, H). Logo g pode ser ligado ao elemento identidade via
uma curva suave por partes em Hol(P, H), porém p ~ v e portanto a curva estard contida em
Hol°(P, H). Concluindo o primeiro item.

Tome 7 e p dois lacos em p com g homotépicamente trivial, assim a curva concatenada 7 - p - 77!

também sera homotopicamente trivial. Isto implica que Hol’(P, H) ¢ um subgrupo normal de
Hol(P, H).

Seja m1(M)o grupo fundamental de M com o ponto de referéncia p, podemos definir o homomor-

fismo
f:m(M)— Hol(P,H)/Hol’(P, H)

da seguinte maneira: Para cada elemento o € 7~ (M), cubra o por um nimero finito de vizinhan-
¢as coordenadas, modificando a dentro de cada vizinhanga e obtendo um lago suave por partes a;
com o ponto base p que é homotopico a a. Se a; e ap forem dois lagos construidos desta forma,
entdo a;-a; " é nulo homotoépico e define um elemento de Hol(P, H)/Hol®(P, H), que denotaremos
por f(a). Assim f ¢ um homomorfismo sobrejetor (M) sobre Hol(P, H)/Hol°(P, H). Como M
¢ segundo contével, segue que (M) é enumeravel, concluindo o resultado.

[]

Em virtude do teorema acima, Hol(P, H) sera um subgrupo de Lie de GG, onde a componente da

identidade ¢ Hol’(P, H), de fato como Hol(P, H)/Hol°(P, H) ¢ contavel, entao Hol(P, H) s6 tem uma
quantidade contavel de componentes conexas, assim temos a estrutura de variedade nas outras compo-
nentes via translagao.

Definigao 4.1.7. Seja (P, G, M) um fibrado principal e H uma conexao sobre P. Entao Hol’(P, H) ¢
um subgrupo de Lie, conexo, definido a menos de conjugacio. Definimos a Algebra de Holonomia de
hol(P, H) como a algebra de Lie de Hol’(P, H).
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Agora iremos enunciar um importante resultado conhecido como o teorema de redugao, mas para
demonstra-lo necessitamos dos dois seguintes lemas os quais podem ser encontrados demonstrados em
Foundations of Differential Geoometry, vol. 1, [15]:

Lema 4.1.8. (|15],p.84) Dado um fibrado principal (P,G, M), seja (Q um subconjunto de P e I um
subgrupo de Lie de G. Assuma:

e A projecao m: P — M restrita a () é sobrejetora;
e () é invariante pela a acao de I, isto é Qh = Q,Vh € I;
e Se u,v € ) tais que 7(v) = m(u), entao existe um elemento de h € I tal que v = uh;

e Todo ponto m € M possui uma vizinhanga U e uma segao K : U — P tal que K(U) C Q.
Entao (@, H, M) é um sub fibrado de (P, G, M).

Lema 4.1.9. ([15],p.84) Seja (Q, I, M) um sub fibrado de (P,G, M) ¢ H uma conexao em P. Se, para
todo u € @, o subespago horizontal de T, (P) é tangente a ), entdo H pode se reduzir para uma conexao

em Q).

Teorema 4.1.10. Teorema de Redugao(|15],p.83) Seja (P, G, M) um fibrado principal, H uma co-
nexao de P e p um ponto arbitrario de P. Denote @, = {q € P|p ~ ¢}, ou seja, todos os ¢ € P que sao
ligadas com p via uma curva horizontal. Entao

e (, ¢ um sub fibrado de P com o grupo estrutural Hol(P, H), chamada de reducao de P.

e A conexao H é redutivel para uma conexao em P.

Demonstragao. Para a primeira parte, como Hol(P, H) é um subgrupo de Lie de G e pela definigao de
(), para utilizarmos o lema 4.1.8 necessitaremos provar somente a quarta propriedade para Q).

Tome (x4, ...,2,) um sistema de coordenadas locais centrada em m € M. Restrinja o sistema de
coordenadas a uma vizinhanga cibica U definida por |z;| < d,7=1,....,n e d > 0. Assim, fixando u € @
e dado qualquer ponto y € U, tome 7, uma curva ligando m a y e defina K(y) como o ponto de P
definido via o transporte paralelo de u ao longo de 7,. Portanto K : U — P sera uma secao tal que
K({U) cCQ.

A segunda parte, é uma consequéncia imediata do lema 4.1.9. O

Chamamos @, de fibrado de Holonomia em p de H.

Utilizando este teorema, podemos interpretar os grupos de Holonomia da seguinte maneira: Suponha
que (P, G, M) seja um fibrado principal e H uma conexao em P. Entao o grupo de Holonomia Hol(P, H)
¢ o menor subgrupo de GG, a menos de conjugacao, no qual é possivel encontrar uma redugao ) de P
com fibra Hol(P, H), tal que H se reduz para uma conexao em (.

4.1.2 Grupo de Holonomia em Fibrados Vetoriais

Nesta subsecao iremos somente apresentar a definicao analoga de grupos de Holonomia para fibrados
Vetoriais e exibiremos resultados analogos ao grupo de Holonomia em fibrados principais e resultados
que relacionam o dois tipos, para uma leitura completa sobre o assunto indico o livro Compact Manifolds
with Special Holonomy [8]. Lembrando que podemos definir o transporte paralelo sobre curvas suaves
por partes para fibrados vetoriais, dada uma conexao V, s6 que neste caso o transporte paralelo ¢ um
isomorfismo linear. Assim podemos definir o grupo de Holonomia para fibrados vetoriais de maneira
analoga.
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Defini¢ao 4.1.11. Seja E um fibrado vetorial sobre uma variedade M, e VF uma conexdo em E.
Fixando um ponto m € M, dado v uma curva suave por partes, denotaremos por 7, como o transporte
paralelo sobre 7. Definimos o grupo de Holonomia, Hol,,(V¥), de V¥ com o ponto base m como:

Hol,,(V?) = {T,|y é um lago suave por partes com o ponto base m}.

Se «, B forem lacos suaves por partes com o ponto base m, entdo o~ ! e a concatenacao Sa também
serao lagos s.p.p. em m e como Py,-1 = Pyt e Tz, = Ts 0T, temos que Hol,,(VF) contém todos os
inversos de seus elementos e é fechado pela composicao de mapas. Assim, se o fibrado E tiver fibra
tipica V', Hol,,(VE) ¢ um subgrupo de GI(V).

Suponha que m,n € M. Como M é conexo, podemos encontrar uma curva suave por partes 7y :
0,1] — M, tal que v(0) = m e y(1) = n, portanto T, : 7~ (m) — 7 (n). Se a for um lago suave
por partes com o ponto base m, entao a concatenagao 7047_1 ¢ um laco suave por partes com o ponto
base n, e assim T,,,-1 = T, 0T, o T,-1. Logo se T, € Hol,,(V¥), entdao T, o T,, o T,~1 € Hol,(VF).
Concluindo que

T, Hol,,(V*)T; ' = Hol,,(V").

Assim se V for a fibra tipica de E, isto mostra que o grupo de Holonomia Hol,,(V¥) ¢, a menos de
conjugacao em GI(V'), independente do ponto base m. Por causa disto podemos omitir o ponto base
m da notagao de grupo de Holonomia de VE, Hol(VF) c GI(V), implicitamente supondo que dois
subgrupos de GI(V') sado equivalentes se sdo conjugados em GI(V).

Proposicao 4.1.12. ([8],p.27) Seja M uma variedade simplesmente conexa, F um fibrado vetorial
sobre M com fibra tipica V e V¥ uma conexdo em E. Entao Hol(V¥) ¢ um subgrupo de Lie conexo de
Gl(k,R).

Quando M nao for simplesmente conexa, é conveniente considerar o grupo de Holonomia restrito,
que iremos definir agora.

Defini¢ao 4.1.13. Seja M uma variedade, E um fibrado vetorial sobre M com fibra tipica R* e V¥
uma conexdo em £, fixando m € M. Definimos o grupo de Holonomia restrito, Hol’(V¥), da conexao
V¥ por

Hol%,(VF) = {T,| onde v é um lago nulo homotdpico com ponto base m}.

Entdo, Hol® (V¥) é um subgrupo de Gi(k,R). Como acima, podemos mostrar que Hol%, (VF) ¢ um
subgrupo de GI(k,R) e que, a menos de conjugagao, nao depende do ponto m e portanto iremos também
omitir m, ou seja, Hol,,(VE) = Hol(VF).

A seguir, algumas importantes propriedades de Hol°(VF).

Proposicao 4.1.14. ([8],p.28) Seja M uma variedade, F um fibrado vetorial sobre M com a fibra tipica
RF ¢ VF uma conexao em E. Entao

e Hol°(VF) ¢ um subgrupo de Lie conexo de Gl(k, R);

e Hol°(VF) ¢ a componente conexa de Hol(VF) contendo a identidade;

e Hol°(V¥) ¢ um subgrupo normal de Hol(VF);

e Existe um homomorfismo natural, sobrejetivo ¢ : m (M) — Hol(VE)/Hol°(VE).

Agora podemos definir a algebra de Lie de Hol’(VF).

60



Definigao 4.1.15. Seja Hol°(V¥) um grupo de Holonomia restrito de uma conexao V| assim a algebra
de Lie, hol(V¥), de Hol’(VF) é chamada de Algebra de Holonomia da conexdo V¥.

Note que, por causa de Hol’(VE) ser a componente conexa da identidade de Hol(VF), entdo as
dlgebras de Lie de Hol°(VF) e Hol(VF) coincidem.

Os grupos de Holonomia de conexdes em fibrados vetoriais e fibrados principais se relacionam da
seguinte forma:

Proposicao 4.1.16. ([8],p.31) Seja (P, G, M) um fibrado principal. Suponha que p : G — GI(V') é uma
representacio de G em um espago vetorial V e tome E = p(V). Seja H uma conexao em P e VE uma
conexao em E construida via o fibrado principal. Entao, Hol(P, H) e Hol(V¥) sao subgrupos de G e
GI(V) respectivamente, definidos a menos de conjugacao, e

p(Hol(P,H)) = Hol(V¥)

Similarmente, suponha que E seja um fibrado vetorial sobre M com fibra R¥, e FF o fibrado de
bases de E. Entao F¥ ¢ um fibrado principal com fibra Gi(k,R). Seja V¥ uma conexdo em E e H”
a conexao correspondente em F¥. Entdao Hol(VF) e Hol(F¥, HY) sao ambos subgrupos de Gi(k,R),
definida a menos de conjugacao, e

Hol(V¥) = Hol(F¥, HF).

Dada uma variedade Riemanniana, gostariamos que a métrica fosse invariante pela acao do grupo
de Holonomia. Para isso temos o seguinte resultado:

Proposigao 4.1.17. ([8],p.34) Seja M uma variedade e V uma conexao em TM, fixando m € M.
Entao Hol,,(V) é um subgrupo de GI(T,,M). Seja E o fibrado vetorial T}*(M), definido no capitulo
2, para algum k, I, entdo a conexdo V em T'M induz uma conexao VE em E, e Hol,,(V) tem uma
representacao natural na fibra de m em E que denotaremos como F,,.

Suponha que S € C*(E), tal que VFS = 0. Entao S|,, ¢ invariante pela a agao de Hol,,(V) em
E,,. Consequentemente, se S, € E,, for invariante pela a a¢ao de Hol,,(V), existe um tnico tensor
S € C®(E), tal que VES =0¢e S|, = Spn.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n e V a conexao de Levi-Civita. Devido ao
resultado acima e pela a compatibilidade da conexao com a métrica, se m € M entao a a¢ao de Hol,,(V)
em T, M preserva a métrica g,, em T,,, M. Mas o grupo de transformagoes de T,,M que preserva g|,, ¢
o grupo ortogonal O(n). Portanto, o grupo de holonomia Hol(V) é um subgrupo de O(n).

Utilizando as mesmas ideias do teorema de reducao. Seja F' o fibrado de bases de M. Entao cada
ponto de F' é uma base {eq, ..., e, } de algum espaco tangente T,, M. Defina P o subconjunto dos pontos
{e1,...,e,} em F| tais que {ey,...,e,} sdo ortonormais com respeito a métrica g. Entdo P é um sub
fibrado principal de F' com fibra O(n), isto ¢, uma redugao de F. Além disso, por causa que a conexao
V em F satisfaz Vg = 0, a conexao V se reduz para P. Novamente, podemos olhar Hol(V) como um
subgrupo de O(n), definido a menos de conjugagao.

Defini¢ao 4.1.18. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e V a conexao de Levi-Civita. Definimos
o grupo de Holonomia Riemanniana Hol(g) da métrica g como sendo Hol(V). Entdo Hol(g) ¢ um
subgrupo de O(n), definido a menos de conjugacao em O(n). Similarmente, definimos o grupo de
Holonomia Riemanniana restrito Hol%(g) da métrica g como Hol%(V). Entao Hol’(g) ¢ um subgrupo
de Lie conexo de SO(n) definido ao menos de conjugacao em O(n).

Da mesma forma, definimos a algebra de Holonomia hol(g) como hol(V). Entao hol(g) é uma sub
algebra de so(n), definida a menos de agao adjunta.
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4.2 Teorema de Ambrose-Singer

Iremos demonstrar o seguinte resultado de Ambrose-Singer aplicando o teorema de reducao apre-
sentada na secao 4.1. Mas para isso, necessitaremos de dois lemas técnicos sobre campo fundamental
(olhar no capitulo 2), cujo estdo demonstrados em Foundations of Differential Geoometry, vol. 1 [15].

Considere (P, G, M) um fibrado principal munido com uma conexao H, seja dim(M) = n.

Lema 4.2.1. ([15],p.78) Se A* for um campo fundamental correspondente a um elemento A € g e X
for um campo horizontal, entao [X, A*] é horizontal.

Lema 4.2.2. ([15],p.78) Se X,Y forem ambos campos horizontais em um fibrado principal P, entao
o([X,Y]) = —2¢(X,Y),
onde ¢ é a 1-forma de conexao e ® é a 2-forma de curvatura da conexao H.

Teorema 4.2.3. Teorema de Ambrose-Singer(|15],p.89) Seja (P, G, M) um fibrado principal, H uma
conexao em P, ¢ a forma de curvatura, Hol,(P, H) o grupo de Holonomia com o ponto de referéncia
p € P e @, o fibrado de Holonomia em p de H.

Entao a algebra de Holonomia, hol(P, H), é igual ao subespago de g, a algebra de Lie de G, gerados
por todos os elementos da forma ®,(x,y), onde v € (), e x e y s@o vetores horizontais arbitrarios em v.

Demonstrag¢ao. Podemos supor que P = @), pois devido ao teorema de reducao @), sera um subfibrado
de P e o grupo de Holonomia em relagao a (), coincide com o grupo de Holonomia em relacao a P,
assim supomos também que Hol(P,H) = G.

A ideia é trabalhar com o subespago gerado por vetores do tipo ®,(z,y) com v € P e x e y vetores
horizontais em v, digamos g’ provando que tem a mesma dimensao de g. Para isso, construiremos uma
distribuicao integravel em P, onde sua variedade integral maximal terda a dimensao da algebra de Lie
somado com a dimensao de M, concluindo com um argumento simples de dimensao que as duas algebras
de Lie possuem a mesma dimensao.

Para cada p € P, considere S, o subespaco de T,P gerado pelo subespaco H, e pelo subespaco
g, = {A*|A € ¢'}, onde A* indica o campo fundamental gerado pelo o elemento A € g’ (olhar no
capitulo 2).

Necessitamos mostrar que esta distribuigao é diferenciavel. Seja p € P, U uma vizinhanga triviali-
zante de 7(p) e {X1,..., X;,} um referéncial local em U. Assim

{X7,.., X AT, .. AL}

serd um referencial suave para a distribuigao S onde { X7, ..., X*} sdo os levantamentos horizontais de
{X1, ..., Xy} e{A], ..., A’} s@o os campos fundamentais induzidos por uma base {4y, ..., A, } do subespago
g

Agora, se provarmos que o colchete de qualquer dois campos do referencial da distribuicao estiver
contido em S implicara, via bilinealidade do colchete, que S é integravel. Como, para cada 0 <i,57 <r
[Ai, Aj] € g’ e [A], A5] = [A;, Aj]" temos que [A], A7 estd em S. Pelo o lema 4.2.1, para cada i e j,
[A}, X7] é horizontal e como X} é invariante pela a acdo de G obtemos que [A}, X;] = 0. Por fim,
considerando w a 1-forma de conexao, temos que a componente vertical de [ X, X j*] serd igual ao campo
fundamental By gerado por B = w([X}, X7]), e pelo lema 4.2.2 concluimos que [X}, X7] esta em S.

Assim S serd uma distribuigao involutiva e pelo teorema de Frobenius (ver no capitulo 1), S é
integravel. Tome F, a variedade integral maximal de S. Pelo lema 4.1.9 a conexao H podera se reduzir
para Py e como Hol(P, H) = G temos que isso s6 é possivel se P = Py. Portanto

dim(g) = dim(P) —n = dim(Fy) —n = dim(g’).
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Concluindo que g = ¢’ O

E por fim, segue um teorema cuja a demonstracao é longa e pode ser encontrada em Foundations of
Differential Geoometry, vol. 1, [15].

Teorema 4.2.4. ([15],p.85) Seja (P, G, M) um fibrado principal. Se dim(M) > 2, ent@o existe uma
conexao em P, tal que todos os fibrados de Holonomia, @), p € P, coincidem com P.

4.3 Variedades Riemannianas Redutiveis e a Decomposicao de
de Rham

Seja My, My duas variedades e M; x My a variedade produto. Entao para todo ponto (pi,p2) de
My x My, temos que T{p, p,) (M1 x My) = T, My @ Tp,, M. Seja g1, g» duas métricas Riemannianas em
M, e M, respectivamente. Entao g1|,, + ¢2|p, ¢ uma métrica em 7, My & T,,, M. Definimos a métrica
produto como g = g1 X g» em My x My dada por ¢, p,) = 91lp +921ps» V(P1,p2) € My x M,. Chamaremos
(M x My, g1 X g2) como o produto Riemanniano de (M, g1) e (Ms, g).

Defini¢ao 4.3.1. Uma variedade Riemanniana (M, g) ¢ dita redutivel se for isométrica a um produto
Riemanniano (M; x My, g1 X ¢2), com dim(M;) > 0,5 = 1,2. (M, g) é dito localmente redutivel se
para todo ponto existir uma vizinhanga aberta redutivel. E por fim, (M, g) é dita irredutivel se nao for
localmente redutivel.

Se (My, g1) e (M, g2) forem variedades Riemannianas, entao vale Hol(g; x g2) = Hol(g1) x Hol(ga).
Agora se g for uma métrica Riemanniana e a representacao do grupo de Holonomia de ¢ for redutivel,
entao a métrica é pelo menos localmente redutivel e o seu grupo de Holonomia é um produto. Este
resultado é conhecido como o Teorema da Decomposi¢ao de de Rham.

Devida a demonstragao ser longa, iremos exibir um esboco de construcao do produto de varieda-
des, tal que a variedade sera isométrica e o restante do teorema pode-se encontrar demonstrado em
Riemannian Geometry [19].

Devido ao fato do grupo de Holonomia ser um subgrupo das transormagoes ortogonais. Se D C T,, M
for um subespago nao-nulo e invariante por Hol(g), entao ele admite um subespago vetorial invariante
e irredutivel. Também temos que, se D C T,,M for um subespago invariante por Hol(g), entao D+
também é.

Assim, dado m € M, defina o subespaco:

Dy :={z e T,,M|Tyx = x,VT., € Hol,M}.
Utilizando simples truque de Algebra Linear podemos decompor ortogonalmente
TM = Dy® D1 & ... ® Dy,

onde cada subespago D;, 1 < j <k, é invariante por Hol,,(g) e irredutivel.

Agora, para cada j, defina a distribuigdo ®; da seguinte maneira: Dado n € M, defina ©;(n)
como sendo o transporte paralelo de D; ao longo de qualquer curva suave por partes ligando m a n.
A distribuicao ®; serd suave, uma vez que, numa vizinhanga normal de qualquer ponto n € M, ela
¢ gerada pelos transportes paralelos da base de D; ao longo de geodésicas radiais que partem de n.
Teremos também que ©;(n) sera invariante pelo grupo de Holonomia Hol(g). Por fim, se X, Y for dois
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campos em M e Y uma se¢ao de D, entao VxY também sera uma segao de ©;. De fato, fixado n € M,

temos
(VY| = lim T;4Y (4(t) = Y (n)

t—0 t

bl

onde 6 é a curva integral de X passando por n. Portanto, pela invariancia de ®;(n), juntamente com o
fato de ©;(n) ter dimensao finita (pois subespagos em espaco de dimensao finita sdo fechados), temos
que VxY|, € D;(n).

Para cada j, ®; sera uma distribui¢ao involutiva, pois se X e Y forem duas secoes desta distribuicao,

[X,Y] = VyY — Vy X,

também é. Pelo teorema de Frobenius, ©; sera integravel, dado n € M denotaremos por S,(D;) a
subvariedade integral conexa maximal de ®passando por n. Vale resaltar, que S,(®;) serd uma subva-
riedade totalmente geodésica, pois se X e Y sao campos vetoriais nesta variedade, entao VxY também
é, implicando que sua segunda forma fundamental é nula. Além disso, temos o seguinte resultado:

Lema 4.3.2. (|19],p.125) Se M for completa, entao para todo n € M, S, (D;) serd completa, para cada
j-

E ai temos um caso particular de teorema de decomposicao de de Rham,

Teorema 4.3.3. ([19],p.127) Sejam M uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa e
m € M. Entao M é isométrica a S,,(Dg) X S (Dp).

A demonstracao do resultado acima é muito longa e envolve um resultado conhecido como o Teorema
de Ambrose, porém pode-se encontrar toda a construcao e a demonstracao deste resultado podera ser
encontrado em Riemannian Geometry [19].

Teorema 4.3.4. ([19],p.129) Suponha que (M, g) seja uma variedade Riemanniana completa e simples-
mente conexa. Entao (M, g) é isométrica ao produto:

(My X oo X My, g1 X ... X gg),

onde {(M;, g;)} sdo variedades Riemannianas completas e simplesmente conexas. Ainda mais, a repre-
sentacao de Holonomia de Hol(g;) é irredutivel e age trivialmente nos fibrados tangentes de (M;, g;)
onde i # j. Por fim:

Hol(g) = Hol(g1) % ... x Hol(gy).

Demonstracao. Dado m € M. Pelo teorema 4.3.3, temos que

Sm(g()) X Sm(gl) X Sm(©2 D...D @k)

11

Sm(go) X Sm(gl) X Sm(QQ) X ... X Sm(gk)

121

Devida a definigao de ®g, temos que S,,(Dy) ¢é trivial e portanto, o transporte paralelo independe da
curva escolhida. Assim pode-se mostrar que a S,,(®g) possui o tensor de curvatura identicamente nulo.
Sendo completa e simplesmente conexa, temos que S,,(Dg) serd isométrica a um R%. O

Como consequéncia imediata do teorema acima temos:
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Corolario 4.3.5. ([8],p.48) Seja M uma variedade de dimensao n e g uma métrica irredutivel em M.
Entao as representacoes de Hol(g) e Hol’(g) em R™ sao irredutiveis.

Utilizando a teoria de grupos de Lie pode-se mostrar que todos subgrupos de Lie de SO(n) que agem
de forma irredutivel em R™ sdo fechados em SO(n). Assim temos:

Corolario 4.3.6. ([8],p.50) Seja (M, g) uma variedade de dimensao n. Entao Hol’(g) ¢ um subgrupo
de Lie, conexo e fechado de SO(n).

Corolario 4.3.7. (|8],p.50) Seja (M, g) uma variedade compacta , irredutivel de dimensao n. Entao
Hol(g) é um subgrupo de Lie compacto de O(n).

Como SO(n) é compacto, isto implica que Hol’(g) também é compacto.

4.4 Espacos Riemannianos Simétricos

Definigao 4.4.1. Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada de:

e Simétrica, se para todo ponto p € M existe uma isometria s, : M — M que é uma involucao (isto
é, 5]29 ¢ a identidade), tal que p ¢ um ponto fixo e isolado de s,,.

e Localmente simétrica, se para todo ponto p € M existir uma vizinhanga U, e uma isometria
involutiva s, : U, — U,, cujo o tnico ponto fixo é p.

e Nao simétrica, se nao for localmente simétrica.

O seguinte lema mostra que isometrias assumem uma forma particularmente simples em coordenadas
normais.

Lema 4.4.2. ([8],p.50) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, tome p € M e suponha que s : U, — U,
¢ uma isometria involutiva com o ponto fixo isolado p definida na vizinhan¢a normal U, de p. Entao
s(exp,(v)) = exp,(—v) para todo v € exp=(U,) NT,M.

Demonstragao. Seja s : U, — U, uma isometria involutiva com p sendo o seu ponto fixo isolado. Como
s* = Id, temos que ds* = Id em uma vizinhanga do 0 € T, M. Entao como s é uma isometria, ds(v) = v
ou ds(v) = —wv, porém o primeiro nao ocorre pelo fato de que p ser ponto fixo isolado. Como a exp
comuta com isometrias, temos

s(exp,(v)) = exp,y(ds(v)) = exp,(—v).
]

Com as proximas trés proposi¢oes podemos estudar a relagao dos grupos de isotropia da agao de um
grupo de Lie, via isometrias, com o0s espacos simétricos e a variedade Riemanniana. Iremos somente
enuncia-los podendo encontra-los no capitulo 3 de Compact Manifolds with Special Holonomy, [8]

Proposicao 4.4.3. ([8],p.51) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana simétrica e simplesmente conexa.
Entao a métrica g é completa. Seja G um grupo de isometrias de (M, g) gerado por elementos da forma
S,058, para p,q € M. Entao G ¢ um grupo de Lie conexo agindo transitivamente em M. Escolha p € M
e seja H o subgrupo de isotropia de p, isto é hp = p,Vh € H. Entao H ¢ um subgrupo de Lie de G que
¢ conexo e fechado e M ¢é difeomorfo a G/H.
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Proposicao 4.4.4. ([8],p.51) Seja (M, g), G, p e H satisfazendo as condig¢bes da proposi¢ao acima, e
seja g a algebra de Lie de G. Entao existe um isomorfismo involutivo entre grupos de Lie, 0 : G — G,
e uma decomposicao g = h & m, onde b é a algebra de Lie de H, e h e m sao autoespagos da involugao
do : g — g com autovalores 1 e —1 respectivamente. Estes subespagos satisfazem

[h7 b] C [)7 [h,m] cm € [m, m] C h
Existe um isomorfismo natural m = T, M.

Os resultados acima reduzem o problema de entender e classificar os espacos simplesmente conexos e
simétricos como um problema da Teoria de Grupos de Lie. Este problema foi resolvido completamente
por E. Cartan em 1926, onde ele exibe uma lista de todas as variedades Riemannianas simétricas e
simplesmente conexas. Em Differential Geometry and Symmetric Spaces, [18], ha a demonstracao de
Cartan sobre este fato.

Toda variedade M que isométrica a um quociente de grupos de Lie, G/H, sdao conhecidas como
espagos homogéneos.

Por fim, segue um resultado que caracteriza as variedades localmente simétricas:

Teorema 4.4.5. (|8],p.54) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, V a conexdo de Levi-Civita e R a
curvatura Riemanniana. Entao (M, g) é localmente simétrica se, e somente se, VR = 0.
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Capitulo 5

Geometria das Orbitas

Para demonstrar o teorema da Holonomia de Berger, necessitaremos estudar as érbitas da agao
do grupo de holonomia da variedade sobre o fibrado tangente. Iremos apresentar este capitulo em 5
secoes, a primeira passaremos conceitos basicos sobre a acao do grupo de Lie sobre uma variedade
Riemanniana. Na segunda se¢ao iremos demonstrar um importante fato sobre a existéncia de 6rbitas
com dimensao maximal e provar a densidade da uniao de todos estes tipos de érbitas. Na terceira segao
vamos mostrar alguns conceitos de a¢oes polares e definiremos o que sao s-representacao tendo em vista
o seguinte teorema dado por Dadok: Toda representacao polar em R™ tem o6rbitas isométricas as 6rbitas
de uma s-representacao. Na quarta secao iremos apresentar um resultado importante que caracteriza
o operador forma das orbitas. Na quinta apresentaremos o teorema da existéncia de subvariedade
totalmente geodésica de Cartan, outro teorema importante para demonstrar a proposicao 6.1.4. O
inicio deste capitulo foi retirado do livro Transformation Groups de autoria de T. T. Dieck [20] ¢ a
maior parte foi retirada da obra Submanifolds and Holonomy de autoria Jiirgen Berndt , Sergio Console
e Carlos Olmos,|[3].

5.1 Orbitas e Subgrupo de Isotropia

Lembramos que no capitulo 2, definimos como uma acao diferenciavel de um grupo de Lie G em
uma variedade M como sendo um mapa G x M — M suave, satisfazendo: (g¢')p = g(¢'p), a translacdo
a esquerda de g em M sdo difeomorfismos com ¢g~! é o mapa inverso do mapa g : M — M, para todo
9,9 € Gepe M.

Definicao 5.1.1. Dado G um grupo de Lie agindo diferenciavelmente em uma variedade M. Dado um
ponto p € M definimos a orbita de p:

G-p:={gp e Mg e G},

e o subgrupo de isotropia de p:
G, = {g € Glgp = p}-

Repare que se ¢ : G x M — M for uma acgao diferenciavel, entao para cada p € M, a restricao
Plaxipy : G — M é continua e portanto G, é um subgrupo fechado de G pois (¢|ax(p) ' (p) = Gy
Devido a um resultado classico da teoria de Grupos de Lie, um subgrupo fechado de um grupo de Lie é
um subgrupo de Lie, logo G, possui uma estrutura de grupo de Lie.

Agora provaremos que a Orbita de um ponto é uma subvariedade mergulhada de M. Mas para isso
necessitamos de alguns resultados, o primeiro deles é um resultado de topologia diferencial que poderéa
ser encontrado em Varietés differentielles et analytiques, [17].
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Proposigao 5.1.2. [17]| Seja M uma variedade, R C M x M uma relagao de equivaléncia em M e
p: M — M/R o mapa quociente. Se R for uma subvariedade fechada de M x M e a projegao na
primeira coordenada, pry; : R — M, for uma submersao, entao M /R possui uma estrutura de variedade
diferenciavel tal que p: M — M/R é uma submersao.

Como consequéncia do resultado acima, dado algumas hipoteses na agao, teremos que o espago das
6rbitas possuem uma estrutura de diferenciabilidade. Uma destas hipoteses é da acao ser propria.

Definicao 5.1.3. Uma acao G x M — M é chamada de propria se

C={(p,9p)lg € G,p € M},
é fechada em M x M e
t:C =@
(p,gp) = g

for continua.

Proposicao 5.1.4. (|20],p.38) Seja ¢ : G x M — M uma agao propria, livre e diferenciavel. Entao
M /G possui uma estrutura variedade tal que p : M — M /G é uma submersao.

Demonstragao. Defina o mapa
a:GxM— Mx M,
(9, %) = (z,gx).
Assim a imagem de a sera C' C M x M. O mapa

b:C—Gx M,

(z,y) = (i(z,y),z)
serd continuo. Assim, S o a = Id implicando que o : G x M — C' é um homeomorfismo.

Considere pry : C' — M a projecao na primeira coordenada. O ntucleo da diferencial de pry o a em
(g9,7) € T,G x {0}. Agora se definirmos f : G — M, g — gz temos que f tem diferencial injetora. De
fato se R, : G — G tal que Ry(h) = ghery,: M — M tal que ry(z) = gz, entdo foR, = Lyo f e Ry, L,
sao difeomorfismo. Calculando a diferencial temos posto(D, f) = post(D;, f) onde 1¢ € G é o elemento
neutro. Como a acao é livre, o mapa ¢é injetivo. Assim, pr; : C' — M serd uma submersao, por causa
disto a composi¢cao com « é uma projecao e portanto uma submersao. Logo C' é uma subvariedade e
pela proposicao 5.1.2 conclui-se o resultado. O

Proposicao 5.1.5. ([20],p.39) Seja G um grupo de Lie compacto, M uma variedade e G x M — M
uma agao diferenciavel. Para cada p € M, o mapa

a,: GG, - M
9Gp = gp,
¢ um mergulho. Portanto a érbita G - p é uma subvariedade que é difeomorfa a G/G,,.
Demonstragao. Fixado p € M, assim o mapa
G—-M
g — gp,
e a projegdo G — G /G, ambos tem posto constante; portanto induzimos um mapa diferenciavel «,, :

G/G, — M de posto constante e portanto uma imersao injetiva. Desde que G' é compacto, a, ¢ um
mergulho topolégico. Assim ambos os fatos mostram o resultado. O]
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5.2 Orbitas Principais

Nesta se¢ao trataremos de um tipo de 6rbita em especial, aquelas 6rbitas que tém a maior dimensao
dentre todas as outras. Estas orbitas sao conhecidas como 6rbitas principais e a uniao delas sera um
subconjunto denso na variedade.

Considere G um grupo de Lie agindo suavemente em uma variedade M. Considere a seguinte relagao
de equivaléncia entre os subgrupos de G: se H, K € G, dizemos que H ~ K se, e somente se, 3g € G
tal que H = gKg~! e dizemos que os subgrupos H, K sao conjugados em G. Denotaremos a classe de
conjugacao de H por (H). Dizemos que H é sub conjugado de K se H for conjugado a algum subgrupo
de K. Sub conjugacao define uma ordem parcial no conjunto das classes de conjugacao de subgrupos
de G, isto é, (H) < (K) se, e somente se, H for sub conjugado de K. Para fixar uma notagao considere
o conjunto:

My = {m € M|(Gy) = (H)},

esta é a uniao de todos os pontos tais que o tipo de isotropia é o mesmo de H.

A relacao de equivaléncia definida acima, induz uma relacdo de equivaléncia entre as érbitas da
variedade. Dados p,q € M dizemos que as orbitas G - p e G - ¢ sao equivalentes se, e somente se,
G, ~ Gy, chamamos a classe de equivaléncia da ¢rbita G - p de tipo da érbita. Denotaremos o tipo da
orbita de G - p como [G - p]. Devido a ordem parcial definida acima no grupo GG, podemos definir uma
ordem parcial no tipo de orbitas:

G-pl <G ql <= (Gy) <(Gp), Vp,qge M.

O tipo de o¢rbita maximal em relacao a esta relacao de equivaléncia é chamado de tipo principal e as
orbitas que tem um tipo principal sao chamadas de 6rbitas principais. Para demonstrar que a uniao
das orbitas principais é densa na variedade temos que introduzir um importante resultado de topologia
diferencial.

Lembramos que uma representacao de um grupo G em um espago vetorial V' é um mapa p : G —
Gl(V). Dado um grupo de Lie G, H um subgrupo de Lie, p : H — V uma representagao de H em
um espago vetorial V e a seguinte agao G x V x H — G x V tal que (g,v)h = (gh, p(h~')v), entao
denotaremos G X g V' como o espaco das orbitas desta acao em G x V. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2.1. (|10],p.82) Seja G um grupo de Lie compacto agindo em uma variedade M. Para cada
m € M tome H = G, o seu grupo de isotropia, entao existe uma tnica representagao de H em um
espago vetorial V', fixado, e um difeomorfismo ¢ : G xxg V — M sobre uma vizinhanca aberta de Gm,
tal que ¢ seja invariante pela a agao de G, isto é, ¢p(h(g,v)H) = ho((g,v)H), e vale ¢((g,0)H) = gm,
Vhe H,g € G.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrado em Introduction to Compact Transformation
Groups, capitulo 2, [10].
Assim estamos em condigoes de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.2.2. (|20],p.42) Dada uma agao do grupo de Lie, G C O(n), em uma variedade M. Suponha
que M/G seja conexa. Entdo existe um tunico tipo de orbita, [G - p] maximal. A unido das orbitas
principais formam um espaco aberto e denso em M.

Demonstracao. A demonstracao segue por inducao na dimensao de M.
Se dim(M) = 0: o espago M/G é um ponto e M consiste de uma tnica orbita.
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Suponha que vale para dim(M) < n:

Primeiro iremos considerar somente variedades da forma G x gV de dimensao n, onde H um subgrupo
de G e H — GI(V) é uma representagao de H em um espago vetorial V. Temos que G Xy SV é uma
variedade de dimensao menor do que n, onde SV é a esfera de raio 1 do espaco vetorial V.

Para que o espago das orbitas de G x g SV seja desconexo, a dimensao de V' teria que ser 1, logo a
representacao H — GI(V) seria trivial. Portanto G xg V = G/H x R, no que valeria o resultado.

Por outro lado, se o espago das orbitas de G x g SV for conexo, entao por hipétese de indugao existe
um tunico subgrupo de isotropia, K C H, tal que (K) < (N) para qualquer subgrupo N C H. Agora
podem ocorrer somente dois casos

1. (Gy) = (K) onde 0 € V: Neste caso K = H e portanto H fixa um subespago denso de SV, entao
a representacao H — GI(V) é trivial.

2. Viky = SViky x (0,00) pois K é um subgrupo de O(n) e assim se K fixa um ponto em SV entao
ele fixara qualquer multiplo deste vetor.

Em ambos os casos o resultado vale para G x g V.

Agora dado uma variedade M de dimensao n, devido ao teorema 5.6, podemos cobri-la de vizinhancas
difeomorfas G x g V', onde H é um grupo de isotropia de um ponto no interior da vizinhanca. Primeiro,
dado um ponto m € M que esteja contida em uma vizinhanca difeomorfa a G' <y V, entao Gy =
gH,g~! para qualquer g € G e portanto, o tipo de isotropia que procuramos tem que ser um subgrupo
de H. Dado duas vizinhangas, G x g, V; e G X g, Vs, considere (K;) e (K3) os dois tipos de isotropia
minimais respectivamente. Pela densidade das érbitas principais nas vizinhancas, existem pontos na
intercessdo com os tipos de isotropia (K7) e (K3), por um lado (K;) < (K3) e por outro (K7) > (K3)
logo (K1) = (K3). Desde que M/G ¢ conexo, quaisquer dois tipos de orbitas minimos sdo iguais.
Segue-se que a uniao de todas as 6rbitas principais em cada vizinhanga é denso e aberto em M. O

Proposicao 5.2.3. (|20],p.42) Seja G um grupo de Lie compacto agindo em uma variedade M, tome
H um grupo de isotropia de M de algum ponto de M. Entao, as componentes conexas de My = {m €
M|(G,,) = (H)} sao subvariedade de M.

Demonstragao. Considere primeiro M = G x g V. Dado (g,v)H € G xyz V, entao o grupo de isotropia
Ggoyn = gH,g™". Portanto (G (yu) = (H) se, e somente se, H, = H, assim se

VHE . ={veVlhw=v, VhecH},

v € VH. Mas VH & um subespaco vetorial de V' e portanto uma subvariedade. Assim a inclusao
G xg VH C G xgV éum sub fibrado vetorial e portanto uma subvariedade diferenciavel.

Agora, dado o caso geral, A C M é uma subvariedade de M se, e somente se, cada ponto m € M
existir uma vizinhanca aberta U tal que U N A é uma subvariedade de U. Assim devido ao teorema 5.6,
tome U = G x g V e pelo demonstrado acima obtemos o resultado. O

Iremos construir um caso particular de vizinhancas difeomorfas a um G x gz V dado pelo o teorema
5.2.1, para podermos caracterizar as érbitas principais.

Lembrando do capitulo 3, dado um ponto p em G - p C M entao N,(G - p) denota o espago normal
da orbita G - p no ponto p. Seja p € M e r € R" suficientemente pequeno tal que a restricao do mapa
exponencial, exp,, de M em p restrido a bola de raio r, U,(0) C N,(G - p) seja um mergulho em M.
Entao ¥ = exp,(U,(0)) é um slice, também chamada de slice geodésico. Se percorrermos todos os pontos
da orbita de p e unimos os slices, ou seja G - X, teremos um exemplo de uma vizinhanca difeomorfa a
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G xp V onde H = GG, e tendo uma representagao de H — GL(V'). Assim, considerando G agindo por
isometrias em M. Dado g € ¥ e g € G, temos gq € ¥ e portanto g3 = X. Desde de que XN G.p = {p},
segue que gp = p e portanto, g € G, mostrando o seguinte lema:

Lema 5.2.4. ([3],p.39) Seja G um grupo de Lie, agindo por isometrias em M. Se ¥ for uma slice
geodésico em p, entao G, C G, para todo ¢ € .

Agora, assumindo sempre que G age via isometrias em M. Dado p € M, temos que o subgrupo de
isotropia GG, age no espaco tangente 7,,(G - p) da seguinte maneira:

G, x T,(M) — T,M

(9, X) = g.(X).

Esté acao, preserva o espago tangente 7,(G - p) e o espago normal N,(G - p). Assim chamaremos a
restricao da acao acima no espago normal, isto ¢, a agao

Gp X Np<G 'p) — Np(G ‘p)a

como a representacao slice.

Seja > uma slice geodésico em p. Como a agao do grupo é propria temos que G - > é um conjunto
aberto de M. E devido ao resultado demonstrado anteriormente 5.2.2 de que as orbitas principais
formam um espaco aberto e denso na variedade, o lema acima indica que G - p é uma 6rbita principal
se, e somente se G, = G, para todo ¢ € ¥. Por outro lado, cada g € G, fixa ambos ¢ e p e portanto,
assumimos que a representacao slice é trivial. Isto implica no seguinte resultado:

Teorema 5.2.5. ([3],p.39) Uma orbita G - p é principal se, e somente se o a representagao slice for
trivial.

Por fim, dado uma ¢rbita principal e um vetor normal nesta érbita, pode-se criar um campo normal
invariante da seguinte forma: Seja G - p uma orbita principal e n € N,(G - p), assim defina o campo N

N(gp) :== (9)+ - n.

Seja gp = ¢'p € G - p, entao g~'¢’ € G,, como a 6rbita ¢ principal devido ao resultado acima, te-
mos (¢7'¢').n = n. Assim o campo N estd bem definido. Chamaremos o campo N como o campo
equivariante normal determinado por n.

5.3 Acoes Polares

Seja M uma variedade Riemanianna conexa e completa e G um subgrupo fechado do grupo das
isometrias de M.

Definicao 5.3.1. Uma subvariedade completa, mergulhada e fechada, >, de M é chamada de uma se¢ao
se X interceptar cada orbita perpendicularmente. Se existir uma sec¢ao na variedade, dizemos entao que
a acao de G em M ¢é uma agao polar.

Teorema 5.3.2. ([3]|,p.42) Toda segao de uma acao polar é totalmente geodésica.
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Demonstragao. Seja ¥ uma se¢ao da agao polar. Denote por X, como o conjunto dos pontos principais
em Y. (p € um ponto principal se G - p for uma 6rbita principal).

Dadop € ¥, en € N,X, assim n € T,(G - p) e portanto n = 4(0), onde y(t) = h(t) - p com h(t) C G.
Assim defina o seguinte campo, X (p) = n, para cada ¢ € ¥ X (q) = ¢(0), onde o(t) = h(t) - ¢ e por fim
extenda por invariancia em relacao ao grupo G este campo X, assim obtemos um campo cujo grupo
uniparamétrico é isometrias, ja que G é subgrupo de isometrias e portanto X sera um cammpo de
Killing. Por construcao temos que X é perpendicular a . Seja A o operador forma de . Como X é
um campo de Killing, temos que VX é um campo tensorial anti-simétrico (olhar no capitulo 3). Assim
pela equagao de Weingarten:

g(A,w,w) = g(ViX,w) — g(VX,w),

para todo w € T,(X), considerando w extendivel a um campo suave local. Como a imagem de V* ¢
sempre perpendicular a >, temos que

g(Ayw,w) = —g(V, X, w) =0

devida a anti-simetria de VX. Logo A, = 0.
Como, n € N,(X) é arbitrario, temos que o operador forma é nulo nos pontos de X, e como %, ¢é
aberto e denso em 32, concluimos que > é totalmente geodésico. m

Proposicao 5.3.3. (|3],p.43) A representacao slice de uma agao polar e um ponto arbitrario p também
¢ uma acao polar. Além disso, se ¥ for uma se¢ao de uma acao polar e p € X, entao 7,X é uma secao
da representagao slice.

Demonstracao. Se provarmos que 7,3 intercepta ortogonalmente todas as érbitas principais da repre-
sentacao slice, pela densidade dos vetores principais no espago normal e pela continuidade da métrica,
segue-se que T,% interceptara ortogonalmente todas as 6rbitas da representacao slice. Considere g a
métrica de M.

Dado, v € N,(G - p) um vetor principal da acao de G, no espago normal assim

dim(T,%X) = dim(N,(G - p)) — dim((G,)«v).

Seja X um campo de Killing em M induzido pelo subgrupo de isotropia, temos que X é sempre per-
pendicular a ¥. Desde que X é um campo de Killing, a derivada covariante VX estara em so(7,M).
Portanto, a algebra de Lie de GG, pode ser considerado como o conjunto dos endomorfismos antisimétricos
de N,(G-p). Assim, dado u € 7,2, g(X,u) = 0 e assim pela compatibilidade da métrica g(V,X,u) =0
e pelo fato de ¥ ser totalmente geodésica, temos V, X é ortogonal a 7,%. Assim, dado qualquer campo
de Killing induzido na érbita principal de v, temos que X serd perpendicular a 7,. O

Definigao 5.3.4. Seja M um espago simétrico e M seu recobrimento universal Riemanniano. Tome
My x ... x M}, sua decomposi¢do de de Rham (olhar no capitulo 4). Dizemos que M é um espago
semisimples se a dimensao de Mg for zero. Um espago M e dito de tipo compacto se M for semisimples
e compacto. Uma s-representagao é a representacao de isotropia de um espaco simplesmente conexo,

semisimples, simétrico, M = G/K com G a componente conexa da identidade do grupo de isometrias
de M.

Agora dado duas representagoes p; : G; — SO(n) e py : Gy — SO(n), dos subgrupos de Lie G e
(G, respectivamente, dizemos que suas 6rbitas sao equivalentes se existir uma isometria A : R™ — R" tal
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que A(Gy.v) = G5.A(v), Yv € R". Dadok classificou todas as representagoes polares, [12], utilizando a
proposicao 5.3.3 e por um argumento indutivo. Entao ele viu a partir da lista que representacoes polares
possui orbitas equivalentes a uma representacao isotrépica de um espaco semisimples, simétrico. Isto é,
existe uma s-representacao com as mesmas Orbitas. Portanto, ele provou:

Teorema 5.3.5. (Dadok,p.51): Toda representagao polar em R™ tem suas oOrbitas equivalentes as
orbitas de uma s-representacao.

E por fim, o préximo resultado é conhecido como o teorema de Holonomia normal que possui uma
demonstragao longa e podera ser encontrado em Submanifolds and Holonomy, capitulo 4, [5]:

Teorema 5.3.6. [3| Seja M uma subvariedade de um espago Euclidiano e tome p € M. Entao o grupo
de Holonomia normal estrito de M, age como uma s-representagao.

5.4 Segunda forma fundamental das 6rbitas

Seja G um grupo de Lie agindo isométricamente em uma variedade Riemanniana M. Para cada
p € M, tome A o operador forma da orbita G - p.

Agora tome X* um campo de Killing em G.p induzido pela a agdo de G, assim g =t@m onde t é a
algebra de Lie do grupo de isotropia G}, e portanto

Ty(G-p) ={X;|X € g} = {X][X € m}.

Como X* é um campo de Killing de G - p, dado um campo normal N de G - p e estendendo arbitra-
riamente em M, temos (Vx:N)T = (VyX*)T. Pela formula de Weingarten

AnXy = =((VnX"))",
onde (.)7 denota a proje¢ao ortogonal de T, M em T,(G - p). Assim temos o seguinte resultado

Proposicao 5.4.1. ([3],p.62) Seja G um grupo de Lie agindo isométricamente em uma variedade Rie-
manniana M. Entao para cada p € M o espago tangente de G - p é dado por

T,(G-p) ={X,;|X e g} ={X]|X € m},
onde g = t ® m é uma decomposigao redutivel de g e t é a algebra de Lie do subgrupo de isotropia G,
em p. Sen € No(G-p) e X € g temos que
An(X;) = _(<an*)p)T’

onde (.)” denota a projecao ortogonal de T,M em T,(G - p).

Dado G C SO(n), temos que g € so(n). Assim, podemos considerar cada elemento de g como
um endomorfismo anti simétrico de R™. Assim, tomando M = R", temos que para cada X € g,
(VX*),N)T = (Xn)T e que X, = Xp. Utilizando esté convensao, temos como corolario do resultado
aclima:

Corolario 5.4.2. ([3],p.62) Seja G C SO(n) agindo isométricamente em R". Entao, para cada p € R”
T,(G - p) = {Xp|X € m},

onde g = t ® m é uma decomposicao redutivel de g e t ¢ a algebra de Lie do subgrupo de isotropia G,.
Se n € N,(G) e X € m, o operador forma A,, de G - p é dado por

AnXp = _(Xn>T7
onde 7" denota a projegao ortogonal de R" em T,(G.p).
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5.5 Teorema da Existéncia de Subvariedades Totalmente Geo-
désica de Cartan

Seja. M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M. Lembramos que M é chamado de
totalmente geodésica em M se toda geodésica em M for também uma geodésica na variedade M. Isto
é equivalente a segunda forma fundamental de M ser identicamente nula.

Agora, se V for a conexdo de Levi-Civita de M, entdo definiremos a conexao V+ no fibrado normal
NM como: _

VY = (VgY),
onde X, Y sao campos em M e X , Y sdo extensdes arbitrarias em M. Chamaremos V< como a conexao
normal de M. Assim vale a seguinte equagao de Codazzi:

Lema 5.5.1. ([3],p.10) Seja R o tensor de curvatura de M e I a segunda forma fundamental de M.
Entao
(R(X,Y)Z)" = (VXII)(Y, Z) = (VyI)(X, Z),

onde XY, Z campos de vetores tangentes em M.
Demonstracao. Pela formula de Gauss:
R(X,Y)Z =VyVxZ —VyVxZ —VixyZ
=Vx(VwZ+I11(Y,2)) = Vy(VxZ 4+ 1I1(X.Y)) — (VixyiZ + 1I([X,Y],Z))
e pela formula de Weingarten:
=VxVyZ +11(X,VyZ) — Airv,p) X + VII(Y,Z) = NyVxZ —I1(Y,VxZ)
+Arx,2)Y — VyII(X,Z) — Vixy)Z —1I(VxY,Z)+11(Vy X, Z)
= R(X,Y)Z — AnryvyX + Anix.z)Y + (VID(Y, Z) — (Vy1I)(X, Z),
onde R é o tensor de curvatura de M e A é o operador forma de M. Assim temos:
(R(X,Y)2)" = (VxII)(Y.Z) = (VYII)(X, Z),
O

Para demonstrar o Teorema da Existéncia de Subvariedades Totalmente Geodésicas de Cartan, ne-
cessitaremos do seguinte lema técnico:

Lema 5.5.2. ([3],p.232) Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Tome f : [0,9] x [0,1] — M uma
fungdo suave com f(s,0) = p para todo s € [0,6]. Para cada s € [0, 5] podemos definir f, : [0,1] — M,
t + f(s,t). Similarmente, para cada t € [0,1] podemos definir f* : [0,0] — M, s — f(s,t). Para
cada s € [0, 6], denotaremos por 7(s) € SO(T,M) uma transformacgio ortogonal de T,M obtido pelo
transporte paralelo ao longo de fy de p = f,(0) até fo(1) = f1(0), entdo ao longo f* de f1(0) até fl(s) =
fs(1), e finalmente ao longo de f; de fs(1) até fs(0) = p. Seja A(s) € so(7,M) uma transformacao
anti-simétrica de T, M definida por 7/(s) o 7(s)~! para todo s € [0,d]. Entdo, para cada u,w € T,M,

st = [ o (R(Fis L) v win)

onde g é a métrica de M, R é o tensor de curvatura de M e Uy(t) e W,(t) sdo os campos de vetores
paralelos ao longo de f; com Ug(0) = u e Wy(0) = w, respectivamente.
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Assim temos o Teorema de Cartan:

Teorema 5.5.3. ([3],p.231) Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e V um subespaco linear de
TpM. Entdo existe uma subvariedade totalmente geodésica, M, de M com p € M e T, M =V se,
e somente se, existir um nimero real ¢ € R, tal que para toda geodésica v em M com (0) = p e
4(0) € V N UL(0), o tensor de curvatura Riemanniano de M em ~(1) preserva o transporte paralelo de
V' ao longo de «y de p até y(1).

Demonstracao.
= Seja M uma subvariedade totalmente geodésica, assim pela equacao de Codazzi

(R(X,Y)Z)* =0,

logo R(X,Y)Z = R(X,Y)Z, para quaisquer X,Y,Z campos em M. Portanto o tensor de curvatura
Riemanniano é preservado pelo o transporte paralelo de V' ao longo de qualquer geodésica em M.

< (Caso necessario, diminua ¢ tal que U, seja a vizinhanca normal de p e iremos provar para o caso
exp,(U.) = M. Assim tomaremos M = exp,(V NU,), assimp € M e T,M = V.

Seja g € M e v e VNU0) tal que exp,(v). Dado w € V, v, a geodésica na dire¢ao de v, considere
X, 0 campo de Jacobi ao longo de 7, tal que X,,(0) = 0 e X,,(0) = w, assim (exp,)u(w) = X,,(1). Por
outro lado, identificando naturalmente T, M = T,(T,,M), temos

T,M = (expy)«(V).

Tomando V,, o fibrado vetorial obtido pelo transporte paralelo de V' ao longo de ~,. Por hipotese, temos
que o tensor de curvatura conserva o transporte paralelo de V' ao longo de ~,, assim X,, toma valores
em V,, ao longo de 7,. Portanto {X,,(1)|w € V'} C (expy)p(V), concluindo que

TM = {Xu(D]w € V} =V, (1),

ou seja, T, M ¢& obtido pelo transporte paralelo de V' ao longo v, de p para q.
Seja v : [0,1] - M um lago em M com o ponto base p. Como exp,|y. ¢ um difeomorfismo, existe
uma tnica curva 7 : [0,1] = V N U(0) C T,M tal que v = exp, o y. Agora defina

£:00,1] x [0,1] = M,

(s,t) — exp,y(ty).

Utilizando a notagao do lema anterior, provamos que T, M € obtido pelo transporte paralelo de V' ao
longo da geodésica fs de f4(0) até fs(t) = f(s,t). Pelo lema anterior temos,

oAy w) = [ oEG (5.0, S O W.(0)dt =0

para todo s € [0,1], u € V e w € V*, ou seja se A(s) = 7/(s) o 7(s)”! para s € [0,d], A(s) €
s0(V) @ so(V1) para todo s € [0,1]. Sabendo que 7(0) ¢ a identidade de T,,M, concluimos que 7(s) €
O(V) x O(V1) para todo s € [0,1]. Mas 7(1) é por construcio, o transporte paralelo ao longo do lago
v de v(0) a v(1). Portanto, V' é invariante pelo transporte paralelo ao longo de lagos em M baseados
em p.

Agora, considere 7[0, 1] — M um lago baseado no ponto ¢ dado pela concatenacdo entre a geodésica
v, no sentido oposto com o lago v e novamente pela geodésica -, no sentido natural. Como V' é preservado
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pelo transporte paralelo de lagos em p, e mostramos que 1M ¢ obtido pelo transporte paralelo de V' ao
longo da geodésica 7, portanto T, M sera invariante pelo transporte paralelo ao longo do lago 7.

Por fim, dado 3 : [0,1] — M uma curva arbitraria em M e para cada t € [0, 1], construa um lago
percorrendo primeiro de 5(0) até 5(t) ao longo de 3, depois ao longo d geodésica radial de 5(t) até p e
finalmente ao longo da geodésica radial de p até §(0). Assim, como os transportes paralelos dados por
lacos e por geodésicas radiais preservam os espacos tangente de M, temos que o transporte paralelo na
curva 3 : [0,t] — M preservam os espagos tangentes, para todo t. Isto implica que a conexao induziida
em M coincide com a restricdo de V nos campos de vetores de M. Pela formula de Gauss:

VxY =VxY +11(X,Y),

e portanto 11(X,Y) = 0 para todo X,Y. Entao M é totalmente geodésica.
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Capitulo 6

O Teorema da Holonomia de Berger

Neste capitulo, iremos apresentar a demonstracao do Teorema da Holonomia de Berger dado por
Carlos Olmos no artigo A geometric proof of the Berger Holonomy Theorem |6]. Para isso, iremos separar
este capitulo em trés secoes, na primeira iremos apresentar trés resultados e logo apoés, utilizando estes
resultados, demonstrar o Teorema principal. Na segunda secao, focaremos em demonstrar dois resultados
dos utilizados na demonstragao e deixar o resultado mais importante para a tltima segao.

6.1 Teorema da Holonomia de Berger

O teorema em questao ¢ o seguinte resultado:

Teorema 6.1.1. Holonomia de Berger|6]: Assuma que o grupo de Holonomia de uma variedade
Riemanniana irredutivel M nao é transitiva na esfera. Entao M é localmente simétrica.

Este teorema pode ser utilizado para demonstrar a classificacao dada por Marcel Berger em 1955 de
possiveis grupos de Holonomia de espacos irredutiveis nao localmente simétricos, podendo ser encontrado
em Compact Manifolds with Special Holonomy, pagina 55, [8|.

Para demonstrar o teorema de Holonomia de Berger necessitaremos dos seguintes resultados:

Lembrando do capitulo 3, dado um ponto p em uma subvariedade M C M entao N,(M) denota o
espago normal da variedade M no ponto p.

Lema 6.1.2. [6] Seja G um subgrupo compacto de SO(n) cuja a a¢do nao ¢é transitiva na esfera e tome
v um vetor principal. Entao existe n € N,(G-v), que ndo seja multiplo de v, tal que a familia de espagos
normais, { Ny (G -7v(t))}, gera o R™, onde (t) = v +tn,t € R.

Para o seguinte lema, teremos que introduzir uma notagao. Seja M uma variedade Riemanniana,
p € M e p> 0 o raio de injetividade de p. Para qualquer v € T,M, podemos definir F, como a familia
de subespagos de T,,M, tais que para qualquer W € F,, v € W e exp,(B,(0) N W) é uma subvariedade
totalmente geodésica de M que é localmente simétrica, onde que B,(0) é a bola aberta de raio p centrado
de 0.

Lema 6.1.3. [6] Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e p o raio de injetividade em p. Assuma
que para qualquer v em algum subconjunto denso €2 da bola Euclidiana B,(0) C T,,M, a familia F, gera
T,M. Entao a simetria geodésica s, em p é uma isometria da bola geodésica B,(p).

E por dltimo e também o mais importante resultado:
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Proposicao 6.1.4. [6] Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e tome p o raio de injetividade
em p. Assuma que o grupo de Holonomia, H = Hol,(g), de M no ponto p age irredutivelmente em
T,M. Considere, para cada v € T,M, N,(H - v) o espago normal em v da 6rbita H -v em T,M. Denote
NV = exp,(Ny(H - v) N B,(0)). Entao, para todo v € T, M nao nulo,

1. NV & uma subvariedade totalmente geodésica de M. Além disso, NV divide localmente a geodésica
vy € o grupo de Holonomia Hol,(N") esta contido na imagem, sob uma representagao slice, do
subgrupo de isotropia conexo (H,)o;

2. O grupo de Holonomia normal, H+ = Hol*(H - v), de H - v em v age via isometrias em NV de
maneira natural (isto é, qualquer h € H+ é a diferencial de alguma simetria de NV que fixa p).

3. NV é localmente simétrico.
Assim poderemos demonstrar o teorema da Holonomia de Berger:

Demonstrag¢ao. Teorema da Holonomia de Berger: Seja p € M, 2 o conjunto dos vetores principais
de T,M dada pela a acao do grupo de Holonomia, H = Hol(g), sobre T,M.

Como H C SO(n) nao é transitiva na esfera, dado v € €, pelo lema 6.1.2 obtemos um vetor
n € N,(H - v) que nao é multiplo de v e uma curva 7,(t) = v + tn tal que a familia

Fo=A{Ny 0y (H - 7(t))|t € R}

gera T, M.

Devemos verificar que a familia F, satisfaz as condigoes do lema 6.1.3.

Para cada t € R, dado = € T,y (H - (v + tn)), existe T € bh tal que o campo de Killing indu-
zido 0(Z)|y+tn = x, devido o lema 5.4.1, onde h é a élgebra de Lie de H. Considerando g a métrica
Riemanniana de M e sabendo que b € so(7,M) temos que

g(v,x) =g(v,2.(v+tn)) = —g(z.v,v+tn) =0,

pois z.v € T,(H.v) e v é ortogonal a sua orbita (em agdes de grupos ortogonais, todo vetor é ortogonal
a sua orbita). Logo v € N, ) (H.vn(t)).

Agora, se N7 = exp, (N, 1) (H.4n(t)) N B,(0)), onde B,(0) é a bola euclidiana de raio p centrada
na origem. Pela proposicao 6.1.4 temos que N"»® sera uma subvariedade totalmente geodésica em M
que é localmente simétrica. Do lema 6.1.3 e sabendo que o €2 é aberto e denso na bola euclidiana B,(0),
cocluimos que M é localmente simétrica. O

6.2 Demonstracoes dos lemas 6.2 e 6.3

Por motivo de organizacao, iremos reenunciar os resultados que demonstraremos nesta e na proxima
Secao.

Lema 6.2.1. [6] Seja G um subgrupo compacto de SO(n) cuja a a¢do nao é transitiva na esfera e tome
v um vetor principal. Entao existe n € N,(G-v), que nao seja multiplo de v, tal que a familia de espagos
normais N, (G - y(t)) geram o R", onde y(t) = v+ tn,t € R.
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Demonstragao. Suponha que dim(N,(G.v)) = 1, entdo G.v seria uma subvariedade de codimensao 1 em
R" e sabemos que G.v C S"1(]|v||), pois G é um subgrupo de SO(n). Logo G.v seria uma subvariedade
aberta de S™7!(||v|]). Mas a agdo é continua e G é um grupo compacto, implicando que G.v sera
compacto na esfera, assim G.v = S""!(||v]|) que contradiz a hipotese. Portanto, podemos escolher
n € N,(G.v) que ndo seja multiplo do vetor posi¢ao de v.

Devido ao lema 5.4.2, temos que A, = —Id na orbita G.v (repare que v é sempre normal a sua
Orbita). Assim, podemos assumir eventualemente que det(A,) # 0, caso contréario, s6 tomar alguma
combinacgao linear de n e v onde o coeficiente de n nao se anule e pela continuidade do determinate s
tomar como vetor normal estd combinagao. Repare que A,, é diagonéalizéavel, (isto é um fato geral), pois

9(AX)Y) = —g(VxN,Y) = g(VxY,N) — Vxg(N,Y)
g(VxY,N)=g([X,Y] - VyX,N) = —g(VyN, X) = g(A.(Y), X),

assim como det(A,) # 0 entdo todos os seus auto-valores s@o nao nulos.

Seja y(t) = v+tn e V o complemento ortogonal do espago gerado pela a familia { N, ) (G .7 (t))|t €
R}. Queremos mostrar que V = {0}.

Sey €V, entao y LN, )(G.y,(t)) para todo t € R, logo y € T, y(G.7,(t)) para todo t € R. Assim,
seja X € g tal que X.v =y e tome J,(t) a restrigao deste campo de Killing na geodésica 7, (t). Sabemos
que J,(t) serda um campo de Jacobi, assim se w := Jy(0), pelo o teorema de existéncia e unicidade de
campos de Jacobi, J,(t) = X.v 4 tw. Para cada n € N, )(G.7,(t)), como X.v +tw € T, iy (G.n(t)):

g(Xv+tw,n)=0= g(w,n) =0,

portanto wLN,, )(G.yn(t)) quando ¢t # 0. Mas, para t suficientemente pequeno, 7,(t) ¢ um vetor
principal para a a¢ao de G e, portanto, o espago normal das orbitas associadas convergem para N,(G.v).
Entao wlN,(G.v).

Agora, considerando ~,(t) parametrizado pelo comprimento de arco. Suponha que V(s,t) uma
variagao por geodésicas com V(0,t) = 7,(t) e n(s) = 9,V (s,0) € N,, (G 7(t)). O campo de Jacobi
serd determinado pelas as seguintes condi¢oes iniciais

Jn(0) = X.v,
0

. b d
T(0) = 55 Codtise” 5D = )

= Vyon(s) = —An©)Jn(0) + Vx 1,

onde A,, denota o operador forma da 6rbita G.v e n é considerado como o campo equivariante normal com
valor de n. Assim A,,(X.v) € V, como X.v é arbitrario temos que A, (V) C V. Como V é A,-invariante,
temos que V*+ também sera A,-invariante.

Tome, Y = V- N T,(G.v), temos que se y € Y, A,(y) € V* e por outro lado

An(y) = =(Vyn)T € T,(Gw).

Concluindo que A,(Y) C Y.

Agora, seja Y € g tal que Y.v € Y (Podendo ser o elemento neutro). Entdo o campo de Jacobi J,,(t)
ao longo da geodésica 7, (t), induzido por Y, como feito acima, tem como condicdes iniciais, .J,,(0) = Y.v
e J,(0) = Vi, n — A,(Y.v) ambos em V*.

Reelembramos que se M é uma variedade Riemanniana, p € M e p > 0 o raio de injetividade de
p, para qualquer v € T,M, podemos definir F, como a familia de subespagos de T,M tais que, para
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qualquer W € F, v € W e exp,(B,(0) N W) é uma subvariedade totalmente geodésica de M onde é
localmente simétrica. Pela o teorema de existencia e unicidade de campos de Jacobi,

Tu(t) =Y+ t(Vi,n— A, (Yv)),

concluindo que J,(t) é ortogonal em V.

Seja X7, ..., X} elementos em g tal que {Xjv,..., Xyv} é uma base ortonormal que diagonaliza a
restricio de Ay a V. Assim J'(t) = (1 — t\;)X;v, ¢ o campo de Jacobi relacionado a X;, onde \; é o
autovalor de A,, associado a X;v, i = 1,..,k. Como A; é nao nulo, temos que

9(J(L/X), Xjv) = g(Xiv — (1/A)AiXw, Xjv) = 0,Vi, j.

Assim tomando Z € g arbitrério, escreva Z = X +Y, onde X ¢é a combinagao linear de Xjv, ..., Xpv
e Yov € Y. Concluimos, disto obtemos que o campo de Jacobi induzido por Z ao longo de 7,(t), em
t = 1/\;, ¢ perpendicular a X;.v. Como Z ¢ arbitréario, temos que X;v € N, 1/x,)(G .7 (1/A;) que é uma
contradigdo a menos que V = {0}. O

Lema 6.2.2. [6] Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e p o raio de injetividade em p. Assuma
que para qualquer v em algum subconjunto denso €2 da bola Euclidiana B,(0) C T,,M, a familia F, gera
T,M. Entao a simetria geodésica s, em p é uma isometria da bola geodésica B,(p).

Demonstragao. Seja v € 0, W € F,. Pela defini¢do de F,, temos que N = exp,(W N B,(0)) ¢ uma
subvariedade totalmente geodésica em M e portanto contém a geodésica 7, (t). Temos que o operador
de Jacobi, R(-,4,)%, € auto-adjunto, de fato, utilizando as simetrias da curvatura Riemanniana:

g(R(X> Pﬂ)’%a ) = Rm(X Yos Yos )
- RTTL(Y 7127 X 71))

- Rm(y 71177”07 )

= g(R(Y, Y)Y, X),

Como N é simétrica, temos que o operador de Jacobi, diagonaliza, em um referencial paralelo ao longo
da geodésica ~,. Assim, para qualquer w € T, M

4
dt

VX,Y € X(N)

9((5p) sy, vy (eap(tw)), (8p) sy, (1) (exp(tw))) = 2g(Df exp(—tw), ($p)ss, (1) (exp(tw))),

pela equacgao de Jacobi, o primeiro termo ird se anular, concluindo o resultado ja que €2 é denso em
T,M. O

6.3 Demonstracao da Proposicao 6.4

Antes de demonstrar necessitaremos de dois lemas:

Lema 6.3.1. [6] Seja hy : S — M, |t| < €, uma familia de subvariedades totalmente geodésicas de uma
variedade Riemanniana (M, g). Se o campo variacional

0
~ £(a)

for perpendicular a subvariedade S; entao ¢; : So — S; é uma isometria, onde S; é S com a métrica
induzida por h;.
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Demonstragao. De fato, se 7, é uma geodésica de Sy em ¢, temos

S o(ua(w), (h)egw)) = 005 hulruls)) o il (5)) =

pela regra do produto temos
D 0

= 29(%&5:0}%(%0(8))’ (ht)*qw) -

assim pelo Lema de Simetria (olhar no capitulo 3),

=29( S (o)), (h)uge) =,

como por hipotese o campo N; : q — %ht(q) é sempre perpendicular a Sy, temos

D 0 D
%S:()Eht(’)/w(s)) - %SZONt(rwaS)) - _ANz(ht)*q7

onde A denota o operador forma de S;. Assim
* = _QQ(ANt(ht)*qu (ht)*qw) = 0.

Assim, g((hy)«q(w), (ht)«g(w)) ndo depende de t e como hy : Sy — Sp é a identidade, concluindo que
h : S; — Sy é uma isometria. O

Lema 6.3.2. [6] Seja M uma variedade Riemanniana com a propriedade de que para cada p € M toda
transformagao de holonomia (estrito) de T, M estenda via o mapa exponencial para uma isometria local.
Entao M é localmente simétrico.

Demonstragao. Primeiro, podemos assumir que o grupo de Holonomia H(p) := Hol,(g) age irreduti-
velmente em T,M. Considere K a élgebra de Lie dos campos de Killing definidos em uma vizinhanca
de p € M. Assim K.p serd um subespaco de T,M, dado 7 € H(p) temos que 7(K.p) C K.p (olhar no
capitulo 5). Dado ¢ € Mproximo o suficiente de p, temos que H(q) nédo fixa p no seguinte sentido: seja
exp,(V) = p entdo para todo 7 em H(q) entao exp,(7(V)) # p. Assim K.p ndo pode ser trivial, e como
o grupo de Holonomia age irredutivelmente em 7}, M temos que K.p = T,,M e portanto M ¢é localmente
um espago homogéneo.

Tome N, o normalizador em [(T,M) da algebra de Lie b, do grupo de Holonomia H(p) e como M
é localmente homogéneo podemos considerar o mapa: g : K — N, tal que

d

X) = —
9(X) dti=0

Tt_l (exppt X )sp,

onde 7; denota o transporte paralelo ao longo da curva exp(tX).p e deste que isometrias preservam
holonomia g(X) € N,,.

Repare que
d

dt 1=
Se X for um campo de Killing em M tal que X, = 0, entao

Tt_l (exp(tX))*p = (VX)p-

d

atzo(ﬁbi{)*p = (VX)p
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para todo ¢, onde ¢;* ¢ o fluxo uniparamétrico de X. Assim se X € K, entao g(X) = X.
Agora se h € b, temos que h.p = 0, portanto temos as seguintes inclusoes b, C K, C N, C so(T,M).
Considere entao as seguintes decomposicoes

/\[p = hp ©® (bp>la Np = ]Cp S (Ep)Lv

L. Concluindo que H(p) age

como b, age trivialmente em (h,)* e portanto age trivialmente que (L)
trivialmente em M.

Seja m =~ T, M o subespaco complementar Ad(H (p))-invariante de £, em £. Tome § = g|n. Como
H(p) age irredutivelmente em m ~ T,M e trivialmente em IC;. Portanto g = 0, concluindo que
g(K) C K,. Assim para todo v € T,M existe um tnico X € K com g(X) = 0 e X.p = v. Assim
o transporte paralelo ao longo da geodésica exp(tX).p é dado por (exp(tX)).. Tomando a vizinhanca

normal em p, por hipotese concluimos que ela sera simétrica. Portanto M ¢é localmente simétrica. [
O resultado que queremos demonstrar tem o seguinte enunciado:

Proposicao 6.3.3. [6] Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e tome p o raio de injetividade
em p. Assuma que o grupo de Holonomia, H = Hol,(g), de M no ponto p age irredutivelmente em
T,M. Considere, para cada v € T,M, N,(H -v) o espaco normal em v da 6rbita H -v em T,M. Denote
NV = exp,(N,(H -v) N B,(0)). Entao, para todo v € T,M, v # 0,

1. NV é uma subvariedade geodésica de M. Além disso, NV divide, localmente a geodésica v, e o
grupo de Holonomia Hol,(N") esta contido na imagem, sob uma representagao slice, do subgrupo
de isotropia conexo (H,)o;

2. O grupo de Holonomia normal H+ = Hol*(H - v) de H - v em v age via isometrias em NV de
maneira natural (isto é, qualquer g € H+ é a diferencial de alguma simetria de N* que fixa p).

3. NV é localmente simétrico.
Demonstragao.

1. Tome R a familia dos tensores de curvaturas algébricas de 1), M, obtido via pull-back em p, por meio
de transportes paralelos ao longo de curvas arbitrarias v comegando em p, do tensor de curvatura
R,1). Pelo teorema de Ambrose-Singer, R geram a algebra de Lie f do grupo de Holonomia H.
Agora, dado n € N,(H.v) e R € R, temos que

0=g(R(X,Y)v,N),
para todo X,Y € T,M, concluindo que g(h.v, N) = 0. Por outro lado, de N € T,M tal que
g(h.v, N) = {0}, assim para cada = € T,(H.v) tome X € h tal que X.v = z, assim g(xz, N) =
g(X.w,N)=0. Portanto N € N,(H.v) se, e somente se, g(h.v, N) = 0. Concluimos também, que
se N € N,(H.v) temos que g(R(v, N)X,Y) = 0 para todo X,Y € T,M e portanto R(v, N) = 0,
para todo R € R.

Agora, dado N,v € N,(H.v) e R € R, pela identidade de Bianchi temos:

R(N,v)v+ R(v,v)N + R(v, N)v =0
e sabendo que R(v,v) = 0 e R(v, N) = 0 obtemos R(N,v)v = 0. Assim R(N,v) € b, e dado
p € N,(H.v) temos que g(h.v, R(N,v)u) = 0 concluindo que R(N,v)N,(H.v) C N,(H.v). Como

N e v sao arbitrarios, mostramos que

R(N,(H.v), Ny(H.v))N,(Hv) C Ny(H.v),
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para todo R € R.

Assim, devida a definicao de R, dado uma geodésica v tal que v(0) = p e ¥(0) € N,(H.v) N B,(0),
temos que se R for o tensor de curvatura em (1) preserva o transporte paralelo de V' ao longo
de v de p até y(1). Pelo teorema de existéncia de subvariedades totalmente geodésica de Cartan
(olhar no capitulo 5), temos que existe uma subvariedade totalmente geodésica P em M tal que
T,P = N,(H.v), isto implica que N" é totalmente geodésica.

Considere agora R" a subfamilia de R obtida pelo pull-back para p dos tensores de curvaturas
de M, utilizando transportes paralelos ao longo de curvas contidas em NV. Assim, utilizando
o teorema de Ambrose-Singer para NV, temos que a algebra de Lie h” do grupo de holonomia
H" := Hol(N",g), é gerado por R" e como N,(G.v) = T,(N") temos: Para todo N,v € T,(N"),
R(N,v)v = 0 implicando que h estd contida em b, (subalgebra de isotropia) de h em v via
representacao slice, portanto v, é ortogonal a N".

. Considere V+ a conexao normal da érbita H.v definido como VN = (VxN)* (olhar no capitulo
5). Sejav € T,M,~:[0,1] — H.v com v(0) = v e 7;- o transporte paralelo, em respeito a conexao
normal, ao longo da curva |-

Defina g, : N,(H.v) N B,(0) — M, tal que g, = exp, o 7;-. Seja w € g;(N,H.v N B,(0)) e seja vy,
a geodésica em relagdo a M, assim devido ao item anterior, (7;)—1(7,) sera uma geodésica em
NV e portanto 7, estard contida localmente na imagem de g;.Isto implica que g; ¢ uma familia
de subvariedades totalmente geodésicas. Para concluir este item, desejamos utilizar o lema 6.3.1,
para issso temos que mostrar que o campo X; = %gt é sempre perpendicular a subvariedade
exp,(1i-(Ny(H.v)) N B,(0)).

Primeiro, tomando X(sN) onde N € N,,(H.v)NB,(0), como X, é uma campo variacional de uma
variagao de geodésicas, Xo(sV) quando restrido a geodésica yy(s) ¢ um campo de Jacobi. Como
fizemos anteriormente, suas condigoes iniciais sao

Xo(0) = Vg N = Ax(7(0)) = —An(v(0)),
onde A denota o operador forma de H.v. Assim, como X,(0) e Xo(0) estao em T,,(H.v), concluimos
que o campo de Jacobi Xy(sN) é sempre perpendiculares a 7,,(N?) (olhar no capitulo 3). Como
N é arbitrario, concluimos que Xy é sempre perpendicular a N¥. Portanto, pelo lema 6.3.1,

go: NV — N"

1

¢ uma isometria, concluindo que se TOl € H*, entao exp o 7+ é uma isometria.

. Dado v € T,M, considere v : [0,1] — N, tal que 7(0) = p e denote (1) = ¢g. Como o transporte
paralelo 7, : T,M — T,M & uma isometria, temos que 7, mapeia isométricamente de H.v em
H(q).(1y(v)) e portanto leva o espago normal de H.v no espaco normal H(q)(7,(v)). Assim a
imagem de 7, |7, yo serd Ty N ™) Pelo item 1, N e N™(®) s3o totalmente geodésicas, e portanto
T,NY = TqN”(”). Portanto, para cada transformagao de holonomia de NV em ¢ extende via
exponéncia, para uma isometria local. Aplicando o Lema 6.3.2, NV é localmente simétrica.

]
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6.4 A Lista de Berger

Pensando em classificar todas as possibilidades do grupo de Holonomia Riemanniana de variedades
simplesmente conexas, separamos em duas partes: Classificacao para variedades localmente simétricas
e para variedades nao-simétricas.

Devido ao resultado, 6.4.1:

Proposigao 6.4.1. ([8],p.51) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana simétrica e simplesmente conexa.
Entao a métrica g é completa. Seja G o grupo de isometrias de (M, g) gerado por elementos da forma
5405, para p,q € M. Entao G ¢ um grupo de Lie conexo agindo transitivamente em M. Escolha p € M
e seja H o subgrupo de isotropia de p, isto é hp = p,Vh € H. Entao H é um subgrupo de Lie de G que
¢ conexo e fechado e M ¢ difeomorfo a G/H.

Assim, o problema de classificar as variedades simétricas e simplesmente conexas, recai a um problema
de teoria de Grupos de Lie. Este problema foi resolvido por E. Cartan em 1926, dando uma lista
completa de todas as variedades simétricas e simplesmente conexas. A demonstracao de Cartan pode
ser encontrado em Helgason [18] e a lista completa pode ser encontrada em Besse [1].

Portanto os grupos de Holonomia de variedades Riemannianas simétricas sao encontrados. Ou seja,
a classificacao dado por Cartan, implica na classificacao dos grupos de Holonomia de variedades Rie-
mannianas simétricas.

Agora, para o caso cujo a variedade Riemanniana nao-simétrica, podemos utilizar o Teorema da
Holonomia de Berger 6.1.1, para concluir a classificacao dos possiveis grupos de Holonomia. Em Besse
[1] encontra-se a seguinte tabela:

’ Grupo de Lie G ‘ Esfera SP ‘ Subgrupo de Isotropia K ‘

SO(n) g1 SO(n — 1)
U(n) 2=l U(n—1)
SU(n) San—l SU(n —1)
Sp(n)Sp(1) gt Sp(n —1)Sp(1)
Sp(n)U(1) Sin=1 Sp(n —1)U(1)
Spn) 5T Sp(n— 1)
Gy 5 SU(3)

Spin(7) S7 Gs
Spin(9) Sts Spin(7)

Onde a agao do grupo de Lie sobre a sua correspondente esfera SP é obtida via uma representacao
linear de G em RP™! tal que G age transitivamente na esfera unitaria de RP™!. Na lista, O(n) ¢ o
grupo dos automorfismos de R", U(m) é o grupo de automorfismos de C™ e Sp(m)Sp(1) é o grupo de
automorfismos de H™ (quatérnios), todos eles preservando a métrica. SO(n), SU(m) e Sp(m) séo os
subgrupos de de O(n),U(m) e Sp(m)Sp(1) com o determinante igual a 1 em um certo ’sentido’.Gs ¢é o
grupo dos automorfismos de @ (octonos), de 'determinante igual a 1’ e Spin(m) é o duplo recobrimento
do grupo SO(n).

Assim por 6.1.1, temos que a lista de possiveis grupos de Holonomia de variedades nao-simétricas
estaria contida na tabela acima. Analisando os possiveis casos para o grupo de Holonomia, chega-se no
seguinte resultado conhecido como a lista de Berger:

Teorema 6.4.2. Suponha que (M, g) é uma variedade Riemanniana, simplesmente conexa, nao-simétrica,
irredutivel de dimensao n. Entao s6 ocorre um dos seguintes casos:

1. Hol(g) = SO(n),
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2. n=2m comm > 2, e Hol(g) =U(m) em SO(2m),
3. n=2m com m >2,e Hol(g) = SU(m) em SO(2m),
4. n=4m com m > 2, e Hol(g

5. n=4m com m > 2, e Hol(
6. n="7e Hol(g) = Gy em SO(7),

7. n=8e Hol(g) = Spin(7) em SO(8).

Na lista de Berger:

e As métricas ¢ tais que Hol(g) C U(m) sao chamadas de métricas Kéahler;

e As métricas g tais que Hol(g) C SU(m) sao chamadas de métricas Calabi-You;
e As métricas g tais que Hol(g) C Sp(m) sao chamadas de métricas hyperkéhler;

e Asmétricas g tais que Hol(g) C Sp(m)Sp(1) param > 2, sdo chamadas de métricas quaternionicas
Kahler;

e O grupos de holonomia G35 e Spin(7) s@o chamados de grupos de holonomia excepcional.

Maiores detalhes sobre cada caso pode ser encontrado em Compact Manifolds with Special Holonomy,

8].
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