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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de algumas heuristicas para otimizacao global, e
também a generalizacao do algoritmo genético de Aarts, Eiben e van Hee. Propomos
um algoritmo para otimizacao global de problemas canalizados e diferenciaveis utilizando
simulated annealing e o solver local GENCAN. Experimentos numéricos com o problema
OVO (Order-Value Optimization) sdo apresentados, e também com 28 problemas classicos
da literatura. Para problemas de otimizacao com restri¢oes, apontamos idéias de como
utilizar solvers locais e heuristicas globais em busca de bons algoritmos para otimizagao

global, e propomos um algoritmo baseado em simulated annealing com solver local AL-
GENCAN.

Palavras chave: otimizacgao global; otimizagao local; simulated annealing; algoritmo
genético

Abstract

In this work we study the theory behind some classical heuristics for global optimi-
zation, and a generalization of genetic algorithms from Aarts, Eiben and van Hee. We
propose an algorithm for global optimization of box-constrained differentiable problems,
using simulated annealing and the local solver GENCAN. Numerical experiments are
presented for the OVO problem (Order-Value Optimization) and 28 classical problems.
For general nonlinear programming problems, we mention some ideas of how to use local
solvers and global heuristics towards good algorithms for global optimization, we also
propose an algorithm based on simulated annealing with local solver ALGENCAN.

Key words: global optimization; local optimization; simulated annealing; genetic
algorithms
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Capitulo 1

Introducao

Em pesquisas na literatura especializada sobre aplicacoes de técnicas em otimizacao
continua, principalmente na area de Engenharia QQuimica, é possivel constatar que um
grande nimero de problemas resulta em modelos nao lineares com funcgoes nao convexas.
As nao convexidades levam a multiplos 6timos locais tornando dificil a tarefa de identifi-
car o 6timo global, que é a solugao de interesse nestas aplicacoes. A dificuldade central
da busca pelo 6timo global resulta do fato de que os algoritmos usuais em otimizacao
dependem fortemente do ponto inicial. No caso de convergéncia, é obtido um ponto esta-
cionario, que pode nao ser 6timo local do problema, muito menos 6timo global.

A proposta nesta pesquisa é estudar como usar algoritmos de otimizacao local em
conjunto com heuristicas globais em busca de algoritmos de otimizagao global para pro-
blemas de programacao nao linear com restrigoes de caixa e com restricoes gerais.

As heuristicas tém por objetivo:

e identificar boas regioes de busca que contenham boas aproximagoes iniciais para um
otimizador local;

e evitar que um mesmo 6timo local seja obtido repetidas vezes pelo otimizador local;

e identificar sub— e super—solugoes e incorporar estas informacoes no processo de re-
solucao;

e gerar sequéncias que nao caiam em armadilhas de 6timos locais e busquem com mais
intensidade as direcoes que conduzem ao 6timo global.

Identificada uma boa aproximacao inicial, a investigacao sera realizada através do sol-
ver local GENCAN [12], no caso de problemas canalizados ¢ ALGENCAN |[5, 6] no caso
de problemas com restricoes.

Destacamos as principais contribuicoes deste trabalho:



e apresentamos uma proposta de um solver global para problemas canalizados, utili-
zando uma heuristica de otimizacao global e um solver local;

e apontamos idéias de como utilizar uma heuristica de otimizacao global e um solver
local no caso de problemas de otimizagao com restri¢oes, e propomos um algoritmo
utilizando simulated annealing e o solver local ALGENCAN.

O trabalho se divide nos seguintes capitulos:

Capitulo 2

Apresentamos uma descricao de algoritmos genéticos e esquemas evolutivos, em se-
guida descrevemos a teoria para o simulated annealing e apresentamos uma generalizagao
de algoritmos genéticos proposta em |1, 18|.

Capitulo 3

Apresentamos o método DBMS (Darwin and Boltzmann Mized Strategy) para proble-
mas canalizados, proposto em [26] que envolve simulated annealing e uma busca local,
e propomos SA-GENCAN, onde utilizamos o solver local GENCAN juntamente com si-
mulated annealing. O desempenho computacional deste algoritmo é analisado através da
resolucao de 28 problemas classicos. Apresentamos também o desempenho computacional
das heuristicas do Capitulo 2 para o problema OVO (Order-Value Optimization) descrito
em [7, 8,9, 10].

Capitulo 4

Utilizamos o solver local ALGENCAN;, [5, 6] juntamente com simulated annealing
para propormos o SA-ALGENCAN. Experimentos numéricos sao apresentados através
da resolucao de 12 problemas classicos.

Capitulo 5

Realizamos uma anélise dos resultados obtidos.



Capitulo 2

Heuristicas para otimizacao global

H& uma grande variedade de problemas em otimizacao para os quais nenhum algo-
ritmo eficiente foi desenvolvido que consiga obter o 6timo global, mas em muitos casos é
possivel aplicar técnicas eficientes que retornam respostas satisfatorias. Estas técnicas sao
denominadas heuristicas. A otimalidade nao é garantida, mas a execu¢ao por um tempo
suficientemente grande, garante que o erro cometido pode ser feito tao pequeno quanto se
queira. Neste capitulo apresentamos os aspectos tedricos de algumas heuristicas classicas.

Os algoritmos em otimizagao global [30] podem ser classificados em técnicas estocésti-
cas e deterministicas. Métodos estocasticos, apresentam a vantagem de nao fazer qualquer
exigéncia sobre as funcoes que definem o problema e requerem heuristicas em seus procedi-
mentos de busca. Entre os métodos estocasticos destacam—se métodos de busca aleatoria,
clustering e as metaheuristicas: simulated annealing [13], [34], algoritmos genéticos e tabu
search [16], [22] e [23]. As técnicas deterministicas procuram tirar proveito da estrutura
do problema, das particularidades das fungoes envolvidas e em geral garantem conver-
géncia finita a um nivel pré—estabelecido de precisao. Entre os processos deterministicos
podemos citar os métodos do tipo branch-and-bound e algoritmos de decomposicao, [19],
[31].

2.1 Algoritmo Genético
Apresentamos o algoritmo genético aplicado na resolucao de problemas do tipo:

max f(z)

sa. [ <z <u.

Onde f:R"™ — R é continua e f(-) > 0.



Note que um problema geral canalizado pode ser transformado para o tipo descrito
acima, basta trocar f(z) por —f(x) no caso de problemas de minimizagao, e/ou somar
M > 0, suficientemente grande, a fungao objetivo, de modo que valha f(z) >0 Vz € R™

A idéia é representar cada candidato a solucao como uma seqiiéncia de zeros e uns e
efetuar operacoes de cruzamento e mutacao com o intuito de evoluir uma populacao de
candidatos em direcao a um maximizador global. Abaixo esquematizamos estas idéias:

1. Inicializar populagdo.

2. Se ‘“‘critério de parada’ entdo terminar execugdo.
3. Realizar cruzamento.

4. Realizar mutagéo.

D. Selecionar os melhores candidatos.

6. Voltar para 2.

Representacao

Escolhemos h;, o tamanho da discretizacao do espaco de busca na 1—ésima coordenada,
para i =1,...,n. Em seguida encontramos m;, o menor inteiro que satisfaz

§2mz_1a

w — I _ )

ﬁ para k =0,1,...,2™ — 1 através de
1T —

seqiiéncias binarias v; de m; digitos, utilizando a conversao

assim podemos representar os nimeros [; + k

€T; = lz + bin2dec(vi)ﬁ,

onde bin2dec é uma funcao que transforma um nimero bindrio em seu correspondente
em decimal.

Cada candidato a solucao é representado por uma seqiiéncia binaria de tamanho
m = Y. m; formada pela concatenacio dos vetores binarios que representam cada
componente. Cada seqiiéncia deste tipo, que representa um ponto do espaco de busca, é
chamada de cromossomo ou individuo, enquanto um conjunto de cromossomos é chamado
de populacao.



Inicializacao

Escolhemos o tamanho da populacao, denotado por npe.p, que se manterd constante
ao longo da execucao do algoritmo. Em seguida geramos aleatoriamente np., seqiiéncias
binarias de tamanho m, que irao compor a populagao inicial. Se possuirmos algum conhe-
cimento sobre a distribuicao dos maximizadores, poderemos utilizar tal informacao para
gerar de maneira mais eficiente a populacao inicial.

Cruzamento

Antes de iniciarmos a execucao do algoritmo, definimos um de seus parametros, a pro-
babilidade de cruzamento p,, que nos fornece um nimero esperado de p.nyop cruzamentos.

Para cada cromossomo vy, k = 1,...,Npep, geramos um nimero aleatorio ry no inter-
valo [0, 1] e escolhemos vy para cruzamento se 7 < p.

O numero de cromossomos escolhidos para cruzamento deve ser par, caso contrario
excluimos ou incluimos um cromossomo, com igual probabilidade.

Montamos os pares de maneira aleatoéria. Para cada par, escolhemos aleatoriamente
uma posicao da seqiiéncia de m digitos e produzimos dois novos descendentes que substi-
tuirao os dois individuos na préxima populacao.

O cruzamento é feito da seguinte maneira: sendo

(blbg ce bposbpos+l R bm) e (0102 -+« CposCpos+1 - - - Cm)

os individuos selecionados e pos a posicao aleatoria do cromossomo, os dois novos indivi-
duos que substituirao os anteriores sao:

(blbg ce bposcpos+1 . Cm) e (ClCQ R Cposbpos+1 Ce bm)

Mutacao

Apo6s a mudanca da populacao através dos cruzamentos, aplicamos um processo de
mutacao nos cromossomos: para cada um dos m digitos de cada um dos npep cromosso-
mos, geramos um nimero aleatorio r. Se r < p,,, trocamos o digito correspondente, onde
pm € a probabilidade de mutagao, outro parametro do algoritmo.



Selecao

Calculamos o valor da fungao objetivo f; de cada cromossomo vy, parak = 1,..., ngep,
avaliando a funcao f no ponto de R" que v, representa. Em seguida calculamos a proba-
bilidade de selecao py de cada cromossomo:

L
k anop f"

=1 J1
note aqui a necessidade de f ser positiva. Em seguida calculamos a probabilidade acu-
mulada g, para cada cromossomo v:

k
qr = sz'-
i=1

Geramos um nimero aleatorio 7, no intervalo [0, 1], e escolhemos v; se r < ¢; sendo
escolhemos v; tal que g;_; <7 < ¢;. Repetimos o processo np.p vezes de modo a obtermos
uma nova populacao de tamanho np.,, com possivelmente individuos duplicados. Este
processo estd baseado na idéia de selecao natural de Charles Darwin, onde os melhores
individuos tém maiores probabilidades de sobreviver.

Um desenvolvimento mais detalhado do algoritmo genético pode ser encontrado em
[28].

Exemplo

A idéia do algoritmo genético pode ser aplicada em outros contextos, para exemplificar
esta caracteristica, apresentamos uma aplicagio extraida de |28|.

O dilema do prisioneiro é um jogo para duas pessoas, onde a cada rodada os joga-
dores decidem simultaneamente se vao trair ou cooperar. Os pontos para cada possivel
resultado sao mostrados na Tabela 2.1 onde o primeiro elemento corresponde a linha e o
segundo a coluna.

Tabela 2.1: Dilema do Prisioneiro

Trair | Cooperar
Trair | (1,1) (5,0)
Cooperar | (0,5) (3,3)




Considere o problema de encontrar uma estratégia 6tima para o dilema do prisioneiro.
Vamos considerar apenas estratégias baseadas nas trés ultimas jogadas. Uma estratégia
pode ser vista como um vetor de 4% = 64 posicoes, onde cada posicao indica o que deve
ser feito na proxima rodada (T representa trair e C' cooperar) dependendo do resultado
das trés rodadas anteriores. O algoritmo segue de acordo com o esquema abaixo.

Criar aleatoriamente a populagao inicial, ny., vetores de 64 posi¢oes formados por
T’s e C’s.

Simular jogos entre as estratégias. A eficicia é dada pela pontuacao média de cada
estratégia.

e Selecionar as estratégias de acordo com as probabilidades de selecao.
e Criar novas estratégias por cruzamento e mutacao.

De acordo com [28], alguns padroes interessantes aparecem dentre as melhores estra-
tégias:
e (' depois de (CC)(CC)(CC) “Manter cooperagao”

(o)

e T depois de (CC)(CC)(CT) “Revidar”

e (' depois de (T'C)(CT)(CC) “Aceitar trégua”
(reyco)(ce)

e (' depois de (T°C)(CC)(CC) “Esquecer ganho anterior”

T depois de (TT)(TT)(TT) “Manter trai¢ao”

Onde (CT) indica que nesta rodada o primeiro jogador cooperou e o segundo traiu.

2.2 Esquemas Evolutivos

A idéia dos esquemas evolutivos é basicamente a mesma do algoritmo genético, porém
evitando a representacao binédria. Para isto devemos dar um novo sentido para mutacao
e cruzamento.

Representacao

Cada individuo em uma populac¢ao é um par de vetores, isto é, v = (z,0), onde x é um
ponto no espaco de busca e ¢ é um vetor com os desvios padroes para cada componente
de x. O vetor ¢ é utilizado na mutacao, onde a cada componente x; de z, é somada
uma perturbacao normal de média zero e desvio padrao relacionado com o;, a i—ésima
componente do vetor o.



Inicializacao

Inicializamos a populagao inicial com npep vetores, de maneira aleatoéria, juntamente
com seus respectivos desvios padroes.

Cruzamento

Fixamos o inteiro positivo p < npep/2 de novos elementos que gostariamos de gerar.
Selecionamos aleatoriamente 2x individuos da populagao e montamos os pu casais, também
de maneira aleatoria. Sendo

(t, ") = ((z],...,2}), (0f,...,08) e (2%,0%) = ((a3,...,22),(0},...,02))

um casal selecionado. Ha dois tipos de cruzamentos:

Discreto: o novo individuo é

(x,0) = ((«f", ..., 28, (o', ..., 0l)),

onde ¢; = 1 ou ¢; = 2 com igual probabilidade, parat=1,...,n.

Intermediario: o novo individuo é

(z',0h) = (21 +21)/2,. - (@, +27)/2), (01 + 01)/2, ..., (0, + 07)/2))

Diferentemente do algoritmo genético, os novos individuos produzidos nao substituem
os anteriores. Estes sao acrescentados a populacao e competirao com os demais pela
sobrevivéncia no processo de selecao.

Mutacao

Nos esquemas evolutivos, cruzamento e mutacao podem ser vistos como partes de uma,
mesma operacao, pois cada individuo produzido pelo cruzamento sofre obrigatoriamente
a mutacao.

A mutacao do individuo (z, ) consiste em sua substituigao pelo individuo (2, ¢’) dado
por:
o' =0.eNOAD) e g — 4 N(0,0),

onde Ag > 0 é um parametro do método e N(0,¢) é uma variavel aleatoria de distribui¢ao
normal multivariada com vetor de médias nulo e matriz de covariancia diagonal, cujos
elementos sao dados pelo quadrado de cada componente de t. Note que como Ao € R,
N(0,Ao0) se reduz a normal univariada de média zero e desvio—padrao Ac. A idéia por
tras deste procedimento vem da natureza, onde pequenas mudangas ocorrem com maior
probabilidade do que grandes mudancas.



Selecao

Dos i novos individuos produzidos, descartamos os que nao satisfazem as restrigoes.
Dentre os restantes e a populacao anterior escolhemos os 1., melhores, de acordo com o
valor da func¢ao objetivo.

O algoritmo segue repetindo estes passos com a nova populacao construida, até a sa-
tisfacao de algum critério de parada conveniente.

Um desenvolvimento mais detalhado de esquemas evolutivos pode ser encontrado em
[11, 28, 33].

2.3 Simulated Annealing

Annealing é o processo utilizado para fundir um metal, onde este é aquecido a uma
temperatura elevada e em seguida é resfriado lentamente, de modo que o produto final
seja uma massa homogénea.

O simulated annealing surgiu no contexto da mecanica estatistica, desenvolvido por
Kirkpatrick, Gelatt e Vecchi em 1983 [24] e independentemente por Cerny em 1985 [15],
utilizando o algoritmo de Metropolis de 1953 [27].

Esta técnica é utilizada em problemas de otimizacao combinatoria:

min f(x)
sa. r€S

Onde f: S — R, S finito.
O desenvolvimento a seguir é baseado em [2, 36, 25|.

O algoritmo consiste em inicializar uma temperatura inicial 7' e um ponto inicial ¢ € S.
A partir de ¢ geramos j € .9, isto é, geramos j na vizinhanca de ¢ e aceitamos ou rejeitamos
j de acordo com o critério de Metropolis (que depende de T'). Repetimos este processo
Ly, vezes, de modo que um certo equilibrio é atingido, em seguida diminuimos o valor de
T e repetimos o processo. De forma esquemética temos:

INICIALIZAR i, Ty, Lo
k:=0
REPETIR



PARA [ =1 ATE L,
GERAR j de V(i)
SE f(j) < f(i) ENTAOD i :=j

SENAO SE random|0,1) < exp w)
K
ENTAD i:=j
k=k+1
CALCULAR L, e T

ATE ““critério de parada’

A funcao vizinhanga V' é tal que V : § — P(S),i — V(i). Dizemos que V(i) é a
vizinhanga de i e se j € V (i), dizemos que j é vizinho de i. Além disso, assumimos que
jeV(@)eieV(y).

A idéia do algoritmo é inicialmente aceitar quase todas as transicoes propostas, a fim
de escapar de um minimizador local (para isso, Ty deve ser suficientemente grande) e em
seguida aceitar cada vez menos pontos que pioram o valor da funcao objetivo, sendo que
no limite 7" — 0, s6 aceitamos pontos que melhoram o valor da funcao objetivo. Na
Figura 2.1, temos a probabilidade de aceitarmos j a partir de i, dado que f(j) > f(7),
onde Af = f(j) — f(i) é fixo. Vemos que a probabilidade tende a 1 conforme 7" — +o00
e tende a 0 conforme T"— 0

N\

exp (— A?f),Af >0

v

Figura 2.1: Gréafico de exp(—%), Af > 0 para T positivo. % ¢ o ponto que anula a
segunda derivada.

Para descrevermos a teoria por tras deste algoritmo e demonstrarmos a sua conver-
géncia, precisamos entender o que sao cadeias de Markov e o funcionamento do algoritmo
de Metropolis.

10



2.3.1 Cadeias de Markov

Definigao 2.3.1 Uma cadeia de Markov é uma seqiiéncia de varidveis aleatorias Xy que
assume valores em S tal que:

P{X} = ip|Xp1 = ih—1,..., Xo =i} = P{X} = 0| X1 = i1},
além disso, a cadeia é dita finita se S € finito.

Ou seja, em uma cadeia de Markov, a probabilidade de mudarmos de um estado ¢ para
um estado j nao depende dos estados anteriores.

Assim, em uma cadeia de Markov finita, podemos definir para cada k, a matriz de
transicao P%*, onde
k . :
P = P{X) = j| X1 = i}.

(k)

Seja a; ~ a probabilidade da k—ésima varidvel aleatoria assumir o valor ¢, ou seja,

al? = P{X, = i}.

(k)

Podemos encontrar uma férmula recursiva para a;” em funcio de P*);

a? = P{X, =1}
= Y P{X;=i X4y =1}
!

- Z P{Xy =i X} = }P{X} 1 =}

k—1 k
- SR

l

Temos entdo que o vetor a¥) = (agk), aék), ...)T & dado por:
4T DT p)
k

onde a' é o transposto de a.
Definicdo 2.3.2 Dizemos que a cadeia de Markov é homogénea se P nao depende de

k, neste caso escrevemos apenas P, para a matriz de transi¢cao. Caso contrdrio dizemos
que a cadeia € heterogénea.

11



Definicao 2.3.3 Em uma cadeia de Markov finita e homogénea, dizemos que existe a
distribuicao limite se, para cada v € S existe o limite

g = kETOOP{Xk =1i|Xo = j},

além disso q; independe de j. O wvetor q € chamado de distribuicao limite da cadeia de
Markov.

Se existe a distribuicao limite, entao temos

. k) . .
Jim =i PG =)
=l TP =)
J
= kgffooz P{X}, = i[Xo = j}P{Xo = j}
J
= q; ZP{XO = j}
J
=

Logo a distribuicao limite é a distribuicao de probabilidade de cada i € S ap6s um
numero infinito de transicoes da cadeia de Markov. Além disso,

Ou seja, ¢ € um autovetor de PT associado ao autovalor 1.

Definigao 2.3.4 Em cadeias de Markov finitas e homogéneas, definimos a probabilidade
de transicao em n estados por

Pl = P{X, = j| X, = i}.

A matriz P" formada pelos elementos Pj; é chamada matriz de transigao em n estados.
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Devido & cadeia de Markov ser homogénea, podemos escrever Pj; = P{X, ., =
J| X =i}, qualquer que seja m.

Observe a diferenca de notacao entre uma matriz de transicao em n estados P" em
uma cadeia de Markov homogénea, e uma matriz de transicio P*) em uma cadeia de
Markov heterogénea.

Além disso, para cadeias de Markov homogéneas nao ha perigo de confusao entre P",
a matriz de transicao em n estados e P", a n—ésima poténcia da matriz de transicao P,
pois felizmente elas coincidem, conforme vemos no Teorema 2.3.5 abaixo.

Teorema 2.3.5 Fquacoes de Chapman—Kolmogorov

Py =) PiPr" VO<r<neVijeSs.
les

Demonstragao:
B = P{Xy=j|Xo =i}
= ) P{X,=j X, =X, =i}

les

- P{X,=jX,=1,Xo =i} P{X, =1, X, =i}
les P{X’I‘ZZJXO:Z} P{X():Z}

= Y P{X, = jIX, =1, Xo = i}P{X, = [| X, = i}
les

= 2 AR
les

Em notacao matricial temos P" = P"P"~ ", para todo 0 < r < n inteiro.

Usando este resultado para r = 1, provamos facilmente por indugao em n que a matriz
de transicao em n estados P", é igual a n—ésima poténcia da matriz de transicao P.

A seguir apresentaremos uma condi¢ao suficiente para que ¢ seja a distribuicao limite
de uma cadeia de Markov, mas antes de enunciarmos o teorema precisamos das seguintes
definicoes:

Definicao 2.3.6 Uma cadeia de Markov finita e homogénea com matriz de transicao P
¢ irredutivel, se para cada i,j € S existe uma probabilidade positiva de atingir j a partir
de i em um numero finito de passos, isto €

Vi, jes dn>1 | PBj>0.
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Definicao 2.3.7 Uma cadeia de Markov finita e homogénea com matriz de transi¢ao P
€ aperiodica se, para cada © € S, o mdrimo divisor comum dos inteiros n > 0 tal que
P} >0 ¢ igual a 1.

Este méximo divisor comum é chamado de periodo de ¢. Logo a cadeia é aperiddica
se, e sO se o periodo de cada ¢ € S é igual a 1.

Definicao 2.3.8 Um vetor q € dito estocdstico se suas componentes q; satisfazem as se-
gquintes condigoes:

q >0 Vi, eZqizl.

Definicao 2.3.9 Uma matriz P € dita estocdstica se suas componentes P;; satisfazem as
sequintes condigoes:

Pj>0 Yij e} Pj=1
J

Ou seja, uma matriz é estocastica se suas linhas sao vetores estocasticos.

O proximo teorema apresenta uma condigao suficiente para a existéncia da distribuicao
limite:

Teorema 2.3.10 Seja P a matriz de transi¢ao associada a uma cadeia de Markov finita,
homogénea, irredutivel e aperiddica. Se um vetor estocdstico q satisfaz

szzj - quj’i> VZ,j € S>
entao q € a distribuicao limite desta cadeia de Markov.

A demonstracgao deste teorema pode ser encontrada em [2|, pagina 38.

A seguir definimos o algoritmo de Metropolis.

2.3.2 Algoritmo de Metropolis

Dado um conjunto finito S e uma distribuicao de probabilidade ¢ em S, como cons-
truir uma cadeia de Markov em S com distribuicao limite ¢7 O algoritmo de Metropolis,
responde a esta pergunta.

Além da aplicacao deste resultado no simulated annealing, o algoritmo de Metropolis
pode ser usado para calcular aproximadamente a esperanca de variaveis aleatorias. Sendo
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g:S—R

Q
=

| —
3
] =
=8
5

onde N > m > 0 e X} é a cadeia de Markov construida pelo algoritmo de Metropolis
com distribuicao limite q.

A seguir definimos o algoritmo.

Seja G € R™™ uma matriz simétrica e estocastica, onde n < 400 é a cardinalidade de
S. A matriz G é chamada matriz de geragao e G;; é a probabilidade de gerar j a partir de i.
]

Seja o = min{ }, a matriz de aceitagao «. a;; € chamado de critério de Metro-

(2

polis.

O algoritmo consiste em: dado X, = i, gerar 7 a partir de ¢ de acordo com as pro-
babilidades G, Vt € S. Aceitar Xj4; = j com probabilidade «;;, ou rejeitar j, isto é,
Xp41 = ¢ com probabilidade 1 — «;.

Deste modo X}, é uma cadeia de Markov finita e homogénea com
Py = ;;Gij, sei # je Py =1— g Bj;.
JES,jFi
Note que no algoritmo de Metropolis nao é necessario conhecermos o valor da constante
q;

4;

normalizadora da distribuicao ¢, pois o algoritmo s6 depende de ¢ na razao

Lema 2.3.11 Uma cadeia de Markov irredutivel é aperiodica se
djesS | P;>0.
Demonstracgao: Pela irredutibilidade temos que
Vi,je S,k 1>1 | Pi>0eP,;>0.

Sendo m = k + [, temos pelo Teorema 2.3.5 P;* > P} P}, > 0, além disso, aplicando duas

vezes o Teorema 2.3.5 obtemos P't! > P Pj;Pl; > 0. Como mdc(m, m + 1) = 1, temos

que a cadeia é aperiodica. [ ]
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Teorema 2.3.12 Se a distribui¢cao q nao € uniforme em S, ¢; >0 Vi € S e a matriz
de geracao G;j € tal que

Vi,jGS EIle, Hlo,ll,...,lpes,
tal que lo = 1,1, =7 e Gy, >0, para k =0,1,...,p—1.

Entao a cadeia de Markov construida pelo algoritmo de Metropolis € irredutivel e aperio-
dica.

Demonstracao: Podemos supor que [y, ..., [,_; sao distintos e diferentes de i e j. Usando
o Teorema 2.3.5 p — 1 vezes com r = 1, temos

D 3D DD DI W SN

k1€S koS kp71€5'

Pillplllg e Plp_lj

= G, Gui,ou, - Gr,_yjou,
> 0,

jd que a;; > 0,Vi, 5 €85.
O que mostra que a cadeia é irredutivel.

Sejam 4,7 € S com ¢; < ¢; e G;; > 0, devido as hipoteses, o par 7, j sempre existe.
Logo a;; < 1, e

Py = 1- Z G

l€S,I#i

= 1-Gjjay — Z G
1€8,1#i,j
> 1-— Gij — Z Gil
1€S,1#i,j

= 1- > Gy

1€S,1i
= Gy > 0.

Como a cadeia é irredutivel, temos pelo Lema 2.3.11 que a cadeia é aperiddica. [ ]

Além disso, usando a simetria de GG, temos que, para i # j:
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Py = @Gy

= qimin{g,l}Glj

- {%’sz se qj < q
B q:Gi; se q; > g
B {QiGji se q; < qj
4Gy seqi > g

= g min{@, 1} Gji
a;

= 4G
= ¢l

Este resultado e o Teorema 2.3.12 garantem as hipdteses do Teorema 2.3.10. Com isso
temos que a cadeia de Markov construida pelo algoritmo de Metropolis possui distribuicao
limite ¢, se ¢ nao é uniforme em Seq; >0 VieS.

Para a descricao do simulated annealing, é realizada uma escolha conveniente para a
distribuicao limite q.

2.3.3 Distribuicao de Boltzmann
Dado f:S — R, S finito, a distribuicao de Boltzmann é definida por:

a(T) = #exp (—@) Vie S,

onde Ny(T') é uma constante normalizadora, isto é,
No(T) = Zexp <—%‘7)> .

A escolha desta distribuicao se justifica pela seguinte propriedade:

1 .
) ¢ sei€ S
lim q; (T) — q;k dé | Sopt | opt’ . ,
T—0+ 0 caso contrario

onde Sope = {1 € S|f(1) < f(j), Vje€S}el|Spéacardinalidade de Sops.
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De fato, sendo fope 0 minimo global de f em S e usando o fato de que lim,_,+ exp (%)
vale 0 se a < 0 e 1 se a =0, temos que:

lim, (T) = lim N
T—0 T—0 ZJ’GS exp <_TJ>
exp <f0pt f(Z))
= lim

onde (1 € A) vale 1 sei € AeOsei¢ A.

Isto é, conforme T — 0 a distribuicao de Boltzmann tende para uma distribuicao
uniforme nos minimizadores globais.

Note que ¢;(T) >0 Vie S e VT >0, assim obtemos o seguinte resultado:

lim lim Pp{X) =i} = lim ¢(7T) = ¢,
Ao Jm PriXe =i} = lin e =g
ou seja,

lim lim Pp{Xj; € Sops} = 1.

T—0t k—+o0

Note que este resultado também se verifica no caso particular em que a distribuicao
de Boltzmann é a distribuigao uniforme em S, pois neste caso f é constante em S e o
resultado é trivial.

A idéia do simulated annealing é obter ¢ € S com distribuicao ¢*. Para isso cons-
truimos a cadeia de Markov homogénea com T fixo até atingirmos a distribuicao limite,
em seguida diminuimos 7" e restauramos o equilibrio atingindo novamente a distribuicao
limite para a nova temperatura, repetimos o processo até T' ~ 0.
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Em [2]| é obtido um resultado de convergéncia como este, para um algoritmo onde o
numero de iteracoes para cada T fixo é finito, com a hipotese adicional de que o decrés-
cimo da temperatura deve ser suficientemente lento.

Surgem entao alguns parametros em aberto quanto a implementacao do algoritmo:

e O valor inicial para a temperatura (7).

Uma funcao para ditar o decréscimo da temperatura.

Um valor final para a temperatura, ou seja, um critério de parada.
e Um namero finito de transi¢bes para cada temperatura (Lg).

Para implementarmos o simulated annealing devemos ter um esquema de resfriamento,
que especifica os parametros acima.

2.3.4 Esquemas de Resfriamento
Temperatura inicial

Na literatura existem diversos procedimentos para inicializar a temperatura, abaixo
destacamos trés deles:

De acordo com [4] inicia-se a temperatura com um nimero pequeno, tipicamente 107,
e executamos um numero mg de transi¢coes. Em seguida, calculamos a porcentagem de
aceitacao x dos pontos gerados. Se x < xo, com Yo previamente definido (tipicamente
Xo = 0.95), entao incrementamos a temperatura multiplicando-a por uma constante maior
do que 1, caso contrario aceitamos a temperatura atual como temperatura inicial para o
simulated annealing.

Em [2, 14] executa-se mg transigdes com temperatura inicial alta, dada pelo valor da
fungao objetivo em um ponto inicial, multiplicado por uma constante positiva (tipicamente
10°). Calcula-se mq, o nimero de transi¢oes onde o vizinho gerado possui menor valor
da funcgao objetivo, e msy, 0 niimero de transi¢oes aceitas mas com maior valor da fungao
objetivo. Define-se xo, a taxa de aceitacdo inicial (tipicamente xo = 0.95), e calcula-se a
temperatura 1" a partir de

~AfE
my + mo exXp (7@3“131)

Xo = )
my + Mo

onde Af;t; ;. € o aumento médio do valor da funcao objetivo dos msy pontos aceitos que
pioram o valor da funcao objetivo.
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Um terceiro método descrito em [35], consiste em gerar mg transigoes aleatorias cal-
culando Af;f. ..,, a média da variacio absoluta da fungdo objetivo no caso em que o
valor da funcao objetivo aumenta. Sendo Pipician @ probabilidade inicial de aceitacao,

previamente definida, calculamos 7" a partir de

—Aft. .
Pinicial = exXp (%Clal) )

Funcao para decréscimo da temperatura

Uma maneira frequentemente utilizada na literatura é decrescer a temperatura multi-
plicando-a por um fator constante, mas em [2] a fungao é reduzida através de:

T

T log(1+94) ’

T =
1+ 30

onde o é o desvio-padrao dos valores da funcao objetivo dos pontos gerados nesta ite-
ragao com a temperatura fixa, e § & um parametro (tipicamente ¢ varia entre 10~% e 1072).

Em [35] o decréscimo ¢ feito calculando a razao entre o valor da funcao objetivo do
melhor ponto encontrado nesta itera¢do (com a temperatura fixa), e a média do valor
da funcao objetivo dos pontos gerados nesta iteragao. A nova temperatura é a projecao
desta razao no intervalo [0.1,0.9], multiplicado pela temperatura atual. Desta maneira a
temperatura apresenta um decréscimo maior durante as iteragoes iniciais, pois a melhora
da funcao objetivo tende a ser maior no inicio.

Valor final para a temperatura e outros critérios de parada
Em [35] os critérios de parada utilizados sao:

e nenhum ponto foi gerado de modo a melhorar o valor da fungao objetivo durante as
ultimas p trocas de temperatura (tipicamente p = 4);

e 0 numero maximo de avaliagoes da fungao objetivo foi atingido. Tipicamente este
niumero depende linearmente da dimensao do problema;

e baseado no calculo da temperatura inicial apresentado em [35] temos que a tempera-
tura final deve depender da variacao média final da funcao objetivo em movimentos
aceitos que aumentam o valor da funcao objetivo e da probabilidade final de acei-
tacao destes pontos. Uma maneira de calcular a média final e a probabilidade final
é baseado na meédia inicial e probabilidade inicial:

+  _ +
A ffina1 = €18 finiciar T €2
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Ptinar = €1Pinicia1 + €2,

onde Aft; ;.1 € Piniciar foram definidos no calculo da temperatura inicial. Tipica-
mente e, = 107% e 5 = 1078, assim a temperatura final Ttin.1 ¢ calculada por
—AFf
Ptina = exp (7T ffmal) .
final

Assim, a execucao é abortada se a temperatura atual 7' é menor do que a tempera-
tura ﬁnal Tfinal-

Podemos definir também um ntmero maximo de trocas de temperatura.

Em |2, 14] apresenta-se um critério de parada que consiste em calcular a média dos
valores funcionais dos p ultimos pontos gerados e calcular a diferenca com os p anteriores,
normalizando este valor com a média dos p ultimos pontos e por p. A iteracao é inter-
rompida se este nimero for suficientemente pequeno.

Numero de transigcoes para cada temperatura

O namero de transi¢oes deve ser suficiente para garantir o equilibrio, em [35] a tem-
peratura é atualizada se o nimero de movimentos aceitos for maior do que Nin, onde n
é a dimensao do problema, tipicamente N; = 12. Além disso a temperatura é atualizada
se o numero de transicoes nesta temperatura for maior do que Non, onde tipicamente
Ny = 100.

Vizinhancas

A maneira como os novos pontos sao gerados é uma caracteristica essencial do simula-
ted annealing. Em [26] exatamente uma das coordenadas do ponto ¢ modificada, ou seja
é gerada uma diregao de busca paralela & um dos eixos.

Podemos gerar uniformemente pontos que distam menos do que uma distancia r pré
determinada do ponto atual. Para isso, a distancia mais conveniente é a norma infinito,
pois podemos reescrever as restricoes em forma de caixa e a geragao pode ser feita por
componentes. Utilizando outras normas necessitariamos de outras ferramentas estatisti-
cas, como o método da Aceitacao e Rejeicao.

Em [17, 35| a distancia r utilizada varia a cada iteragdo. Usa—se um vetor v, onde
cada componente k do vizinho a ser gerado de x é gerado uniformemente no intervalo
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entre xy — vg € Ty + vg. Em [35] v, aumenta em modulo se os pontos gerados estao sendo
aceitos em excesso ou diminui em modulo se os pontos gerados estao sendo pouco aceitos.
Em [17] o vetor v é atualizado com o intuito de manter a porcentagem de pontos aceitos
em 50%.

2.4 Algoritmo Genético Generalizado

Em 1989, Eiben, Aarts e van Hee [1, 18] generalizam as idéias de algoritmo genético,
esquemas evolutivos e simulated annealing, com o que chamam de “algoritmo genético
abstrato” e fornecem teoremas de convergéncia.

Incluimos aqui um resumo desta teoria, uma vez que unifica as idéias dos algoritmos
anteriormente descritos.

Algoritmo genético generalizado é aplicado em problemas de otimizacao combinatoria:
sa. r€E€S
Onde f: S — R, S finito.

Os elementos de S sao chamados de individuos, e um conjunto de individuos é uma
populacao.

Segue abaixo um esquema do algoritmo:

Construir populagdo inicial
Enquanto ‘‘critério de parada’ ndo for satisfeito

‘““escolher’ os pais a partir da populagdo

““produzir’’ os filhos destes pais

estender a populagdo adicionando os filhos a ela

‘‘selecionar’ elementos da populagdo estendida para sobreviverem
Exibir o melhor elemento da populagdo.

O algoritmo depende essencialmente da escolha da fun¢ao escolha, func¢ao produgao

e funcao selecao, mas antes de definirmos suas caracteristicas precisamos das seguintes
definicoes:

Definig¢ao 2.4.1 Uma fun¢ao vizinhanga V: S — P(S), é uma fun¢ao que a cada i € S
associa V (i), a vizinhanga de i. Se j € V(i) dizemos que j € vizinho de i.
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O conjunto P C P(S) denominado férteis é a cole¢ao dos subconjuntos de S capazes de
produzir descendentes. No caso do algoritmo genético padrao temos apenas cruzamento
e mutacgao, assim P seria:

{{i,j}i,5 € S}

Note que P é a colecao dos subconjuntos de S com um ou dois elementos.

Os elementos de P sao denominados conjuntos—pais, nao havendo restricoes para a
cardinalidade desses conjuntos. Os elementos dos conjuntos—pais sao denominados pais.

Introduzimos os conjuntos A, B, C' e trés parametros o« € A, 3 € B,y € C escolhidos
aleatoriamente que serao os responsaveis pela aleatoriedade em cada geragao.

Definigao 2.4.2 Uma funcao escolha fp: A x P(S) — P(P), associa a cada populagio
uma colegao de conjuntos—pais contidos na populacao, ou seja

Vae AVz eP(5),Vy € fela,z) =y C x.

Definigao 2.4.3 Uma fung¢ao produgao fp: B x P — P(S), produz os filhos de um
congunto—pai, tal que cada filho estd na uniao das vizinhancas dos pais, ou seja

VBeBYzeP= fo(Bx)C| V()

zex

nao havendo restri¢coes quanto ao nimero de filhos produzidos.

Definicao 2.4.4 Uma fungao sele¢io fs: C x P(S) — P(5), seleciona os individuos de
uma populagao estendida que sobrevivem para a proxima gerac¢ao, ou Seja

VyeC,\Vx eP(S) = fs(y,2) C x.
Com base nestas defini¢oes, apresentamos o algoritmo:

Construir populagdo inicial z € P(S5).
Enquanto ‘‘critério de parada’ ndo for satisfeito
Gerar «,(,7 de A, B,C respectivamente.

q = fE(Oé,.’ﬂ)

Yy = Ufp(ﬁvz)
x’ :z;qu

T = fs'(’}/,l'/)

Exibir o melhor elemento da populagdo.
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Em seguida apresentamos as idéias de como obter o simulated annealing como caso
particular do algoritmo genético abstrato. Seja

C' o intervalo (0,1] C R.

P = {{i}]i € S}.

fe(a, {i}) = {{i}} Vae A

fr(B,{i}) ={i(B)} Ve B tal que j(5) € V(i).
. f(@) = f0)

i =] ) ser <o (HEA)

{i}  caso contrario

Antes do teorema de convergéncia, apresentamos as seguintes defini¢oes:

Definigao 2.4.5 Uma estrutura de vizinhancgas € conexa se € possivel, a partir de qual-
quer individuo, alcancar qualquer outro individuo através dos vizinhos. Ou seja,

VieS, VjelS, 3dp>1edlyl,....[,€8
comly =1 el, =7j tal que ly41 € V(Ii)

Vk=0,1,....,p— 1.

Definicao 2.4.6 Uma funcao escolha € generosa se, cada subconjunto unitdario de S é um
congunto—pai, além disso a probabilidade de cada um desses subconjuntos ser escolhido é
positiva. Ou seja,

{i}eP VieSe
Ve eP(S), Viezr, VacA=P{{i} e fe(a,z)} >0

Definicao 2.4.7 Uma funcao producao € gemerosa se, na producao de um conjunto—
pai {i}, existe uma probabilidade positiva de j ser um dos filhos, Vj € V(i). Ou seja,

VieS, VjeV(k), Ve B=P{je fp(B,{i})} >0

Definigao 2.4.8 Uma funcao selecao é generosa se, para cada individuo na populagao
estendida, existe uma probabilidade positiva deste ser selecionado. Ou seja,

Ve eP(S), Viex, VyelC=P{ie fs(y,2)} >0
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Definicao 2.4.9 Uma funcao selecao € conservativa se, a proxima geragcao contém o
melhor elemento da populacao anterior, ou pelo menos um deles, caso exista mais de um
melhor elemento. Ou seja,

VzeP(S), VyeC
= M, N fs(v,2) #0
onde M, ={iex|Vjex: f(i) < f())}

Seja (2, A, P) um espago de probabilidade, onde €2 é um conjunto, A C P(2) é uma
o—dalgebra em Q2 e P: A — R é uma medida de probabilidade em .4, nao negativa e
o—aditiva, com P{Q} = 1. Seja Z,,: 2 — A x B x C a seqiiéncia de variaveis aleatorias
independentes que definem os parametros «, 3,y para cada geracao.

Teorema 2.4.10 Se A, B,C' sao finitos, a estrutura de vizinhancas € conexa, Z, S$Go
identicamente distribuidos, as funcoes escolha, producao e selecao sao generosas, a funcao
selegao € conservativa. Entao independente da populagao inicial, o algoritmo genético
generalizado encontra uwm minimizador global com probabilidade 1, isto é

Jim P {00 S} = L.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [18].

O Teorema 2.4.10 mostra a importancia da mutagao em qualquer algoritmo genético.

Note que o simulated annealing como caso particular do algoritmo genético generali-
zado, nao possui funcao selecao conservativa. Podemos modificar levemente o algoritmo

ao introduzir um novo elemento na populacao, o melhor elemento encontrado até o mo-
mento, assim a funcao selecao para o simulated annealing se torna conservativa.
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Capitulo 3

Algoritmos para problemas canalizados

A proposta central deste capitulo é apresentar um algoritmo para otimizacao de pro-
blemas canalizados que incorpora um processo heuristico e um solver para obtencao de
otimos locais. Um algoritmo nesta linha foi proposto por Ma, Tian e Zhang em 2000 [26],
com a fase local realizada através de um processo de busca local sem uso de derivadas.

Neste trabalhos optamos por formular algoritmos em que a heuristica associada é si-
mulated annealing ou algoritmo genético, e para a obtencao do 6timo local escolhemos
um algoritmo robusto com propriedade de convergéncia global.

3.1 DBMS

Em 2000, Ma, Tian e Zhang apresentam o método DBMS (Darwin and Boltzmann
Mized Strategy) [26|. Este método busca pela solugao global de problemas nao lineares
com restricoes em caixas, sem utilizar informacoes da derivada. A idéia é discretizar o
espaco de busca e aplicar o simulated annealing, com um critério de parada, decréscimo
de temperatura e escolha de vizinhos especificos, além disso, a cada troca do valor da
temperatura 7', a solucao é refinada com uma busca local particular.

Considere o problema
min f(x)
sa. [ <zx<u

Onde l,xz,u € R", e f: R" — R.

Dados: a precisao 6 > 0, o parametro a € [0.8,0.99] para o decréscimo da tempera-
tura, a temperatura inicial 7)), a temperatura final Ty < Tp, Ty € [0.001,0.01], o tamanho
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da k—ésima cadeia de Markov Lj e um ponto inicial . Definimos o algoritmo DBMS
abaixo, sendo que fun¢ado DAS(x) (Discrete Argument Sampling) escolhe um elemento
na vizinhanga de x e DANS(x) (Discrete Argument Neighbourhood Searching) busca um
minimizador em uma vizinhanca, a partir de x.

k=0
REPETIR
PARA [ =1 ATE L,
y = DAS(z)
SE f(y) < f(x) ENTAO z :=y
SENAO SE random[0,1) < exp (M)
k
ENTAO z 1=y
k:=k+1
Tk = OéTk,1
r = DANS(x)
ATE T, < Ty

As fungoes DAS(z) e DANS(z) estao descritas abaixo:

funcdo y =DAS(x)
y:i=2x
Escolha com igual probabilidade r € {1,2,...,n}
Escolha com igual probabilidade s, € {0,1,...,[(u, —I.)/2]}
Onde [z] & o maior inteiro menor ou igual a z.
Az, :=0s,.
SE z, + Az, > u,

ENTAO v, = z, ou y, = x, — Az, com igual probabilidade.
SENAO SE z, — Az, < I,

ENTAO v, = z, ou y, = x, + Az, com igual probabilidade.
SENAO y, = z, com probabilidade 1/2, y, = x,— Az, com probabilidade 1/4 e y, = z,+Axz,
com probabilidade 1/4.

FIM.
funcdo y = DANS(z)
Dadas constantes J, < 1(u, —1,) Vr=1,...,n.
Yy =z
PARA r =1 ATE n

jr =0

REPETIR

Jri=Jr+ J.

SE y, +7r < uy
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ENTAO z = (yb e Yr—1,Yr "tjmerrh s ayn)'
SE f(2) < f(y) ENTAO y := 2
SE Yr _j'r Z lr
ENTAO 2z = (y1,. .., ¥r—1, Yy = Jrs Yrts - - UYn)-
SE f(2) < f(y) ENTAO y := 2
ATE j, > J..
FIM.

Seja S a discretizacao com precisao 0 do espaco de busca | < z < u, seja K =
{k1,..., kp} uma ordenacgao de S e seja G a matriz de geracao, onde G;; é a probabilidade
de k; ser igual a DAS(k;).

Teorema 3.1.1 A probabilidade do algoritmo DBMS convergir para um minimizador glo-
bal de f em S, tende a 1 conforme Ty — 0 e L — +o00, Vk.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [26].

3.2 SA-GENCAN

No algoritmo que propomos para minimizacao em caixas com func¢ao objetivo diferen-
ciavel, o simulated annealing é aplicado, mas aqui o espaco de busca nao é discretizado
como em DBMS, sendo assim, um novo elemento deve ser escolhido da vizinhanca do
ponto atual, sendo esta vizinhanca um subconjunto de R™ com interior em geral nao vazio.

Fixado € > 0, definimos a vizinhanca V' de cada ponto z da caixa, como o conjunto dos
pontos da caixa que distam no méximo € de z, na norma infinito. Um novo ponto é obtido
gerando uma variavel aleatoria uniforme na vizinhanca, o que pode ser feito por compo-
nentes ja que cada vizinhanca também é uma caixa, devido a utilizacao da norma infinito.

Em DBMS, ha uma busca local apos cada troca de temperatura. Em nossa proposta
empregamos na fase local o solver GENCAN para problemas diferenciaveis, nao lineares
com restri¢oes de caixa, proposto e implementado por Birgin e Martinez em 2002, [12].
Trata-se de um método de restrigoes ativas com gradiente espectral projetado, onde a
cada iteracao uma aproximacao quadratica do problema é resolvido em uma regiao de
confianga. Em [12] os autores demonstram a convergéncia global do método.

Em SA-GENCAN, a solucao encontrada pela busca local nao é empregada como ponto
inicial para o proximo valor de temperatura como em DBMS, ao invés disto, construimos
uma lista de solugoes encontradas por GENCAN, sendo que as iteracoes seguem com o
ponto que possuiamos antes de aplicarmos GENCAN. Acreditamos que deste modo esta-
mos sendo mais coerentes com a teoria de simulated annealing, pois evitamos mudancas
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bruscas no valor da funcao objetivo ao longo da cadeia de Markov gerada.

Executamos GENCAN com os parametros padroes, e acrescentamos um novo critério
de parada: retornamos o ponto atual do GENCAN como solucao se ele estiver a uma dis-
tancia euclidiana menor do que 1072 de algum dos pontos da lista. Se este critério nao for
acionado, acrescentamos este novo ponto a lista (mesmo que o GENCAN néo tenha decla-
rado convergéncia para um minimizador local). O objetivo da lista, além de armazenar a
melhor solucao, é evitar que GENCAN encontre uma solugao ja encontrada anteriormente.

O esquema, de resfriamento implementado para o simulated annealing foi o descrito em
[35], apresentado na Se¢do 2.3.4 com os valores tipicos para os parametros, juntamente
com o critério de parada descrito em |2, 14|, apresentado na secao 2.3.4. Além disto
limitamos em 100 o niimero maximo de trocas de temperatura.

Segue abaixo um esboc¢o do algoritmo:

INICIALIZAR =, 7}, Lo
k:=0
REPETIR
PARA [ =1 ATE L,
GERAR y de V(x)
SE f(y) < f(x) ENTAO z =y
SENAQD SE random|0, 1) < exp M)
k
ENTAD z:=y
k:=Fk+1
CALCULAR L, e T}
EXECUTAR GENCAN A PARTIR de x

ATE ““critério de parada”

3.3 AG-GENCAN

Na tentativa de mesclar heuristicas para otimizagao global com solvers de otimizacao
local, introduzimos um algoritmo genético como anteriormente, mas com a modificacao de
que, sempre que o menor elemento da populagao se mantém o mesmo por um certo nimero
de iteragoes (neste caso dizemos que o algoritmo genético esta estagnado), executamos
uma iteracao do solver local GENCAN, a partir deste melhor elemento e substituimos a
solugao encontrada pelo pior elemento da populacao.
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3.4 Experimentos Numéricos: Canalizados

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos pelos diversos solvers apresentados.
A implementacao foi feita em Fortran 77 em uma maquina Pentium 4, 3.5 GHz, 2Gb
Ram. Na Secao 3.4.1 detalhamos o desempenho computacional de algoritmo genético,
AG-GENCAN, esquemas evolutivos, simulated annealing, SA-GENCAN e DBMS apli-
cados ao problema OVO. Na Secao 3.4.2 apresentamos o desempenho computacional de
SA-GENCAN, GENCAN, simulated annealing e DBMS na resolucao dos 28 problemas
descritos no Apéndice A.

3.4.1 O problema OVO

Descrigao do problema

Utilizamos o problema OVO (Order—Value Optimization), de acordo com |7, 8, 9, 10].
A seguir definimos o problema.

Dadas m fungoes fi,..., f,, definidas no conjunto €2 C R"™ e um inteiro positivo
p < m, definimos as m fun¢oes indices iy,... 4, : Q@ — {1,2,...,m} de modo que
{i1(x),12(x), ..., im(x)} é uma permutacdo de {1,2,...,m} e

Ji@)(®) < fis@(@) < < fi,(@) < - < finw (@) Yo el

Assim, podemos definir o problema OVO:

p

rr}vinz fij(fv)(x)
j=1

sa. x €

Em particular, queremos ajustar o modelo y(t,z) = z; + xot + 231> + 24> em um
conjunto de dados (t;,y;), ¢ = 1,...,m, desprezando os m — p piores ajustes. As funcoes
f; sdo as funcdes erro fi(z) = (y(ti, 2) — y:)* .

Sendo © = [—3,3]* e dada a solugao z* = (z}, x5, 23, z}) escolhida aleatoriamente em
Q, m =101 e p = 80 definimos t; = —1 4+ 0.02(i — 1) e w; = y(t;,2*) Vi=1,2,... m.

Escolhemos aleatoriamente m—p = 21 elementos de {1,2...,101}, asaber py,ps, ..., pa

e definimos .
J— 10 se 1€ {p17p27”‘7p21}
Yi w; c.c.

A solucao deste problema é z* com valor nulo para a funcao objetivo.
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Algoritmo Genético

A implementacao foi feita conforme descrito anteriormente, com a diferenca de que
adotamos um critério elitista, onde o melhor elemento sempre se mantém na populacao.
A discretizacao utilizada é h; = 107% para cada componente, deste modo cada cromos-
somo ¢ um vetor binario de tamanho m = 92. O tamanho da populagao é n,,, = 20 e as
probabilidades de cruzamento e mutacao sao respectivamente p. = 0.25 e p,, = 0.01.

Na Figura 3.1 apresentamos o valor médio da funcao objetivo da populacao e na Figura
3.2 o valor da fungao objetivo do melhor elemento da popula¢ao em cada iteragao/geragao.

valor médio populacional da fungéo objetivo em cada geragédo
1200 T T T T

1000
800 -
600 [-

400

200

0 20 40 60 80 100
geragao

Figura 3.1: Desempenho médio da populagao (algoritmo genético).

31



valor minimo da fungéo objetivo na populagdo em cada geragao
120 T T T T

100
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60

40

20

0 20 40 60 80 100
geragao

Figura 3.2: Valor da func¢ao objetivo do melhor elemento da populagao (algoritmo gené-
tico).

AG-GENCAN

Consideramos que o algoritmo genético esta estagnado quando o melhor elemento se
repete por cinco iteragoes.

Na Figura 3.3, marcamos com pequenos circulos as posi¢oes das chamadas do GENCAN.
Comparando as Figuras 3.2 e 3.3 podemos perceber que uma tinica chamada do solver local
fez com que o método escapasse da estagnacao, encontrando a solugao global do problema.
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valor minimo da fungéo objetivo na populagdo em cada geragao
120 T T T T

100

80

60

40

20

0 ] P .
0 20 40 60 80 100

geragao

Figura 3.3: Algoritmo genético com acelerador local (AG-GENCAN).

Esquemas Evolutivos

Utilizamos uma populagao de tamanho n,,, = 20 e geramos 1 = 5 novos elementos
por iteracao através do cruzamento discreto. Ao = 1 e a populacgao é inicializada aleato-
riamente em (2, sendo o0 = 1 o desvio padrao inicial de cada elemento da populacao.

Na Figura 3.4 apresentamos o valor médio da funcao objetivo da populacao e na Figura
3.5 o valor da fun¢ao objetivo do melhor elemento da populagao por iteragao/geragao.
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valor médio populacional da fungéo objetivo em cada geragédo
900 T T T T

800 - b

700 1

600 [- b

500 1

400 1

300 b

200 1

100 4

0 | | T
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geragao

Figura 3.4: Desempenho médio da populagao (esquemas evolutivos).

valor minimo da fungéo objetivo na populagdo em cada geragéo
80 T T T T
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0 | | | |
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Figura 3.5: Valor da fun¢ao objetivo do melhor elemento da populagao (esquemas evolu-
tivos).

Os resultados obtidos sao semelhantes aos obtidos com algoritmo genético.
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Assim como fazemos com o algoritmo genético, poderiamos utilizar um solver local
para evitar a estagnacao.

Simulated Annealing

Nesta implementacao do simulated annealing o esquema de decréscimo da temperatura

¢ dado por
log(100
Tior = Tiz 2000 7, 100,

0g(100 + k)’
Na Figura 3.6 apresentamos o grafico de 7" em funcao de k. A justificativa para esco-
lha deste esquema para este problema é que o comportamento da probabilidade média de

aceitagao de pontos que pioram o valor da funcao objetivo tem um decréscimo adequado
ao longo das iteragoes, como pode ser visto na Figura 3.7.

Esquema de decréscimo de temperatura
100 ‘ ‘

90
sof- T(k+1)=T(k)log(100)/log(100+k)
70} T(0)=100
60

50

temperatura

40

30

20

101

0 20 40 60 80 100
iteracéo

Figura 3.6: Decréscimo da temperatura.
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probabilidade média de aceitagdo de pontos piores por iteragao
1 T T T T

o e o 154
o ~ ™ ©

probabilidade média

I
2

N
~

0 20 40 60 80 100
iteracéo

Figura 3.7: Probabilidade média de aceitagao de pontos que pioram o valor da funcao
objetivo.

Pela Figura 3.6 vemos que a temperatura esta proxima de zero, como prevé a teoria,
conforme nos aproximamos do critério de parada, dado pela execucao de 100 iteracoes.
Mais importante do que isto, ¢ o fato mostrado pela Figura 3.7, de que a probabilidade
meédia de aceitacao de pontos piores é inicialmente proxima de um, e a0 nos aproximarmos
do critério de parada, esta probabilidade esta préxima de zero.

A funcao vizinhanca associa a cada 7 € {2 o conjunto de pontos de £ que distam menos
de uma unidade de ¢ na norma infinito.

O critério de parada é baseado no numero de iteracoes, limitado em 100. A cada
iteracao geramos Lj = 100 vizinhos.

Na Figura 3.8 temos o valor da funcao objetivo de cada elemento da cadeia de Markov

heterogénea gerada, isto é, o valor da funcao objetivo de cada um dos L; = 100 pontos
gerados entre cada troca de temperatura.
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Figura 3.8: Valor da funcao objetivo de cada elemento da cadeia de Markov gerada.
Pela Figura 3.8 percebemos que de fato, nas itera¢oes iniciais o método oscila entre

pontos bons e ruins, enquanto que nas iteracoes finais, pontos com valores piores da fun-
¢ao objetivo nao sao aceitos.
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40

20
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Figura 3.9: Valor da fung¢ao objetivo da cadeia de Markov gerada por SA-GENCAN
Na Figura 3.9 temos a cadeia de Markov gerada como no exemplo anterior, com
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a diferenca de que antes de cada troca de temperatura melhoramos o valor da funcao
objetivo através da execu¢ao de GENCAN, cada execucao estd sinalizada na figura com o
simbolo *. Notamos neste caso uma oscilacao pequena no valor da funcao objetivo apos
gerar 3000 pontos, o que demora mais para ocorrer no caso em que apenas simulated
annealing é executado.

DBMS

Utilizamos os mesmos parametros utilizados em |26], isto ¢, discretizagio de 1072, tem-
peratura inicial 7Ty = 100 sendo que a temperatura decresce de acordo com Ty = 0.8,
e o critério de parada dado pela temperatura final 7y = 0.01. A quantidade de vizinhos
gerados antes da busca local é L, = 10. Na Figura 3.10 apresentamos os resultados.

3000

450[
2500+ 400
350
2000 - 3001
250
1500 200
150
1000 100+
501
s 0
500 o
o Lt ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500

Figura 3.10: valores gerados por DBMS, e ampliacao das primeiras iteragoes.

Como podemos ver na Figura 3.10, o método consegue reduzir significativamente o
valor da funcao objetivo nas dez primeiras iteracoes, mas apresenta grande variacao entre
as iteracoes 10 e 100, antes de conseguir atingir a solucao.

3.4.2 Outros problemas

Nesta secao apresentamos uma compara¢ao dos resultados obtidos por SA-GENCAN,
GENCAN, simulated annealing e DBMS na resolucao dos 28 problemas apresentados no
Apéndice A, sdo problemas classicos com solugdo conhecida extraidos de [20, 21, 26, 29,
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35]. A aproximacao inicial é escolhida aleatoriamente no espago de busca, e cada problema
é resolvido 20 vezes, variando a aproximacao inicial. Na Tabela 3.1 temos os resultados
em quantidade de problemas resolvidos pelo SA-GENCAN, sendo que um problema é
considerado resolvido se o desvio relativo entre a solugao encontrada e a solucao global
conhecida é menor do que 0.01. Além disso, a tabela apresenta a dimensao n do problema,
o numero médio de avaliacoes de funcao e gradiente, o nimero médio de solugdes encon-
tradas por GENCAN (minimizadores locais ou nao), o nimero médio de minimizadores
locais encontrados e o nimero médio de chamadas do GENCAN.
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Tabela 3.1: SA-GENCAN

n | problemas | avaliagbes | avalia¢oes | minimizadores/ | chamadas de
resolvidos | de funcao | do gradiente solucoes GENCAN
1 2 20 5251.1 325.5 24.1/25.1 45.3
2 4 20 3624.7 254.2 20.2/21.2 29.9
3 4 20 3858.9 276.8 22.1/23.2 31.6
4 4 20 4149.0 304.8 26.7/27.9 34.2
5 2 20 11768.1 1474.6 63.5/64.5 100.0
6 2 20 9471.7 520.3 58.2/59.2 86.3
7 2 20 8092.2 362.0 41.5/58.8 58.0
8 2 20 7403.4 482.2 49.6/50.6 65.4
9 2 20 4876.0 132.3 45.2/46.2 46.0
0] 1 20 10995.9 622.7 43.7/44.7 100.0
1| 1 20 11645.5 1534.7 0.9/2.0 100.0
12 1 20 8894.6 370.4 2.9/3.9 82.3
13 1 20 10796.0 496.2 21.5/22.5 99.6
14| 2 20 10984.2 654.8 41.0/42.0 100.0
5] 2 20 10009.4 575.7 91.8/92.8 91.9
16| 1 20 9995.7 504.0 39.3/40.3 91.1
17 2 20 10524.6 543.8 36.5/37.5 94.7
8| 1 20 14319.6 250.5 13.6/85.0 86.9
19| 4 20 19226.7 6108.8 41.9/42.9 100.0
20| 4 20 41538.7 27345.4 83.8/87.8 93.8
21| 10 18 74506.0 26685.2 0.0/3.5 100.0
22 | 10 20 556249.8 512239.7 0.0/52.2 100.0
23| 4 20 21914.8 11721.0 65.2/75.8 91.6
24 || 10 20 110846.0 96871.5 21.2/88.9 88.3
25 || 100 20 6911.6 471.9 0.1/2.3 60.8
26 || 100 20 21776.2 T7785.7 8.1/11.8 64.7
27 || 100 20 12225.7 894.8 1.0/2.0 95.6
281 9 16 870524.2 51501.6 4.6/19.0 18.2

A Tabela 3.2 mostra a freqiiéncia com que cada critério de parada foi acionado em
SA-GENCAN.
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Tabela 3.2: Critérios de parada acionados em SA-GENCAN

Critérios de Parada | Porcentagem
Variacao pequena

da funcao objetivo 35.96%
Namero méaximo

de iteracoes 47.31%
Nimero méaximo de

avaliacoes de funcao 3.28%
Temperatura

muito pequena 3.85%
Nenhuma melhora

nas tltimas iteracoes 9.61%

Na Tabela 3.3 mostramos a quantidade de problemas resolvidos em 20 chamadas de
GENCAN, juntamente com a dimensao n do problema e o niimero médio de avaliacoes de
fungao e gradiente. Na Tabela 3.4 mostramos o desempenho de simulated annealing, ao
ser usado para obter uma boa aproximacao inicial para GENCAN e na Tabela 3.5 temos
o desempenho de DBMS. Os resultados sao referentes & uma média de 20 execugoes.

Podemos observar a dificuldade de DBMS na resolucao de problemas com dimensoes
10 e 100.

Na Figura 3.11 apresentamos o desempenho de SA-GENCAN, GENCAN e simulated
annealing em quantidade de problemas resolvidos, onde podemos ver o desempenho su-
perior de SA-GENCAN.
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Tabela 3.3: GENCAN

n | problemas | avaliacoes | avaliagoes
resolvidos | de funcao | do gradiente
1 2 13 115.8 7.9
2 4 9 118.6 8.9
3 4 7 118.2 8.8
4 4 5 117.4 8.6
5 2 4 120.7 16.4
6 2 20 112.7 7.6
7 2 3 141.3 6.7
8 2 8 114.5 8.0
9 2 3 105.1 2.5
10 1 5 112.8 8.4
11 1 20 123.7 21.2
12 1 18 111.8 7.4
13 1 20 112.8 7.4
14 2 8 112.3 7.6
5] 2 15 108.8 6.4
16| 1 12 111.4 6.9
17 2 16 113.2 6.8
18 1 0 154.7 3.0
19| 4 20 198.6 66.4
20| 4 11 284.6 146.0
21| 10 11 958.0 771.8
22| 10 16 6115.4 5541.0
23| 4 16 2777 161.6
24 || 10 3 272.2 125.8
25 || 100 20 149.9 11.6
26 || 100 17 390.4 178.3
27 || 100 20 132.6 10.5
281 9 1 71479.6 4061.6
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Tabela 3.4: simulated annealing

n | problemas | avaliagoes | avaliagoes
resolvidos | de funcao | do gradiente
1 2 19 4984.4 4.6
2 4 4 10116.4 8.3
3 4 5 10117.2 8.7
4 4 9 9915.8 9.4
5 2 12 10113.0 9.8
6 2 20 8971.6 4.2
7 2 16 6338.6 4.2
8 2 20 6857.3 5.8
9 2 7 5292.5 3.5
10 1 11 10111.3 6.8
1 1 20 10119.0 16.1
12 1 20 8812.0 4.7
13 1 20 10109.0 6.0
14 2 9 10109.8 6.2
15 2 20 9451.0 4.6
16| 1 20 9496.2 5.1
17 2 16 8528.5 4.9
18 1 1 8971.0 2.3
19| 4 20 10211.4 1.7
20| 4 16 10647.7 536.9
21| 10 11 11948.0 769.6
22| 10 12 16765.3 6314.7
23| 4 13 10160.3 73.3
24 || 10 5 11216.2 1094.0
25 || 100 20 9877.2 10.1
26 || 100 17 10370.2 175.4
27 || 100 20 10126.8 9.6
281 9 5 51813.6 2562.1
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Tabela 3.5: DBMS

n | problemas | avaliacoes
resolvidos | de funcao
1 2 14 135211.8
2 4 16 287391.8
3 4 7 284423.3
4 4 6 277611.4
5 2 10 56105.8
6 2 20 176492.5
7 2 20 256696.3
8 2 13 53916.2
9 2 20 124340.6
0] 1 20 62432.0
1] 1 20 5879.6
12 1 20 73798.3
13] 1 20 74871.8
141 2 16 157117.1
5] 2 20 121975.8
16 ] 1 20 76851.0
17 2 20 30517.5
18] 1 20 47753.2
19 4 0 197627.3
20 || 4 0 184358.5
21 || 10 0 1230135.8
22 || 10 0 1267201.9
23| 4 0 51366.8
24 || 10 0 145010.8
25 || 100 0 17435784.0
26 || 100 0 5004338.5
27 || 100 0 5003387.0
28| 9 10 1153736.9
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Figura 3.11: Comparacao: GENCAN, SA-GENCAN, simulated annealing

Observamos também que apenas GENCAN nao é eficiente neste caso, uma vez que o
nimero de problemas resolvidos é bem reduzido, o que era de se esperar pois GENCAN
¢ um método local. O que pode ser feito para melhorar sua performance é executar
GENCAN mais de uma vez com aproximagoes iniciais escolhidas aleatoriamente no es-
paco de busca, neste caso os resultados sao semelhantes aos obtidos por SA-GENCAN
nos problemas de dimensao pequena e se torna ineficiente para problemas de dimensoes
maiores. Além disto, em SA-GENCAN o procedimento realizado pelo simulated annealing
escolhe aproximagoes iniciais mais promissoras o que resulta numa vantagem para este
algoritmo.

Comparando o desempenho de SA-GENCAN na Tabela 3.1 com o desempenho de
DBMS na Tabela 3.5 percebemos que ao utilizar um solver local robusto como GENCAN,
ao invés de uma busca local sem derivadas, temos uma forte melhora de performance.

Analisando os resultados temos que SA-GENCAN ¢é o que consegue resolver o maior
numero de problemas, embora o custo computacional seja substancialmente maior, como
era de se esperar ja que em SA-GENCAN sao feitas chamadas de GENCAN e também
h& o mesmo esforco presente em simulated annealing.
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Capitulo 4

Algoritmo para problemas restritos

4.1 SA-ALGENCAN

Considere o seguinte problema geral de programacao nao linear:

min f(z)

s.a.

g9(z) <0
0

Onde [,z,u € R", f: R* - R, g: R" - R e g: R* — R™P. As fungoes f, g, e h
sao suaves.

Na literatura nao ha uma proposta tinica sobre como utilizar simulated annealing neste
tipo de problema, devido a questoes sobre como lidar com as restricoes. Nos trabalho
de Cardoso, Salcedo, Azevedo em [14]| e Salcedo, Gongalves, Azevedo em [32], os pontos
gerados que nao satisfazem as restri¢oes sao rejeitados. Esta abordagem pode ser desgas-
tante, dependendo do tipo de regiao formada pelas restri¢oes.

Neste trabalho utilizamos um procedimento como SA-GENCAN, com a diferenca que
o solver local utilizado é o ALGENCAN em Fortran, um solver para problemas gerais de
programacao nao linear do tipo Lagrangiano Aumentado que utiliza GENCAN, descrito
em [5, 6.

Em SA-ALGENCAN, nossa proposta para a funcao objetivo utilizada pelo simulated
annealing é denotada por fsy definida por:
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faa(@) = f(z) + psa (1021 + llg* (@)17)

Onde || - || ¢ a norma Euclidiana, g7 (z) = max {0, g(z)} e psa > 0 é incrementado com
um fator multiplicativo a cada troca de temperatura.

4.2 Experimentos Numéricos

Os experimentos numeéricos a seguir foram implementados em Fortran 77, num Pen-
tium 4 3.5 GHz, 2Gb Ram.

Antes de executar ALGENCAN é preciso definir uma aproximagao inicial para os mul-
tiplicadores de Lagrange. Tomamos esta aproximacao sempre nula na primeira vez que
ALGENCAN ¢é executado. Porém, como executamos o ALGENCAN varias vezes para
0 mesmo problema, é possivel usar como aproximagao inicial para os multiplicadores de
Lagrange, os multiplicadores finais da execugao anterior ao invés da aproximacao nula.
Com esta estratégia corremos o risco de viciarmos a proxima execuc¢ao para o minimizador
encontrado na ultima execugao, mas talvez usar estes multiplicadores inicialmente seja me-
lhor do que utilizar uma aproximacao nula. Implementamos ambas as estratégias para os
12 problemas restritos no Apéndice B, que sao problemas classicos e de solu¢ao conhecida.

Nas tabelas apresentadas, SA-ALGENCAN foi executado 20 vezes para cada pro-
blema. Um problema é dito resolvido se o desvio relativo do ponto encontrado para a
solucao correta é menor do que 0.01. Nas tabelas temos a dimensao n do problema, o
numero de restricoes m, o numero médio de avaliacoes de funcao e gradiente, o niimero
médio de solugoes encontradas por ALGENCAN (minimizadores locais ou nao) e o ni-
mero médio de minimizadores locais encontrados.

Na Tabela 4.1 apresentamos os resultados obtidos com SA-—ALGENCAN sem reinicia-
lizar os multiplicadores de Lagrange, isto é, a aproximagao inicial para os multiplicadores
utilizados é sempre o que foi retornado na tltima execucao. Na Tabela 4.2 os multiplica-
dores sao reinicializados em zero antes de cada execucao de ALGENCAN. Nesta execucao
psy foi inicializado como 1 e ap6s cada execucao de ALGENCAN seu valor é multiplicado
por 10.
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Tabela 4.1: SA-ALGENCAN: pg; = 1, sem reinicializar os multiplicadores

(n,m) | problemas | avaliagoes | avaliagdes | nimero de nimero de
resolvidos | de funcao | do gradiente | solugoes | minimizadores
1 (6,6) 12 12884.8 62.3 2.5 2.5
2 (3,2) 12 12116.7 88.2 2.7 2.7
3 (3,1) 20 10940.8 66.5 1.0 1.0
4 (7,6) 20 55306.2 23708.9 1.0 1.0
5 1 (32,19) 20 512286.9 67355.0 2.2 0.0
6 (5,3) 19 14521.2 246.1 2.2 2.2
7 (5,1) 3 12178.1 18.6 3.0 3.0
8 | (20,10) 3 15756.8 102.3 1.6 1.6
9 (5,6) 20 13533.2 44.7 1.0 1.0
10| (2,2) 19 12085.3 125.9 1.4 1.4
11| (13,7) 8 10244.1 135.4 2.7 2.7
12 | (16,13) 20 237402.3 18585.8 1.9 1.8

Tabela 4.2: SA-ALGENCAN: pg, = 1, reinicializando os multiplicadores

(n,m) | problemas | avaliagbes | avaliagdes | nimero de nimero de
resolvidos | de funcao | do gradiente | solugoes | minimizadores
1 (6,6) 12 12887.2 66.0 2.6 2.6
2 (3,2) 13 12108.3 82.6 2.7 2.7
3 (3,1) 20 10952.9 75.3 1.0 1.0
4 (7,6) 20 55765.3 26772.8 1.0 1.0
5 1 (32,19) 20 893670.5 90617.0 2.2 0.1
6 (5,3) 10 14415.2 243.6 1.5 1.5
7 (5,1) 3 12178.5 18.5 3.0 3.0
8 | (20,10) 2 15739.2 92.7 1.5 1.5
9 (5,6) 20 13541.5 471 1.0 1.0
10| (2,2) 19 12061.5 123.0 1.4 1.4
11 (3,7) 9 10179.1 79.6 2.8 2.8
12 | (16,13) 20 60636.8 15945.0 1.4 1.2

Conforme diminuimos o valor de pg, inicial percebemos uma melhora no desempenho,
o que nos fez concluir que a melhor escolha para ps, é 0, 0 que equivale a considerar para
o simulated annealing apenas a funcao objetivo do problema original. Nas Tabelas 4.3 e
4.4 temos o desempenho de SA-ALGENCAN com pgy = 0 sem reinicializar os multipli-
cadores de Lagrange a cada execucao de ALGENCAN e respectivamente reinicializando

48



os multiplicadores em zero.

Tabela 4.3: SA-ALGENCAN: pg = 0, sem reinicializar os multiplicadores

(n,m) | problemas | avaliagoes | avaliagdes | nimero de nimero de
resolvidos | de funcao | do gradiente | solugoes | minimizadores
1 (6,6) 20 20286.6 964.5 12.1 12.1
2 (3,2) 20 15574.9 979.3 5.6 5.6
3 (3,1) 20 13858.5 802.3 1.0 1.0
4 (7,6) 20 1191726.2 477466.8 1.6 1.0
5 1 (32,19) 20 2432632.0 | 408042.1 30.1 0.1
6 (5,3) 20 23137.1 3025.9 3.5 3.5
7 (5,1) 9 14738.0 76.6 9.6 9.6
8 | (20,10) 19 28994.2 3280.6 12.6 12.6
9 (5,6) 20 20178.2 800.8 1.0 1.0
10| (2,2) 19 19848.2 775.0 2.3 2.3
11| (13,7) 19 22982.9 1855.6 38.2 38.2
12 | (16,13) 19 167376.5 43647.0 2.0 1.9

Tabela 4.4: SA-ALGENCAN: pgy = 0, reinicializando os multiplicadores

(n,m) | problemas | avaliagbes | avaliagoes | namero de nimero de
resolvidos | de funcao | do gradiente | solugoes | minimizadores
1 (6,6) 20 20278.6 813.0 13.4 13.4
2 (3,2) 20 15954.0 1056.0 5.6 5.6
3 (3,1) 20 13543.0 497.4 1.0 1.0
4 (7,6) 20 921847.2 600550.6 1.0 1.0
5 | (32,19) 20 31001168.0 | 3419800.5 75.6 1.2
6 (5,3) 20 23247.8 2824.3 2.0 2.0
7 (5,1) 9 14741.5 78.3 9.6 9.6
8 | (20,10) 19 28426.5 3027.3 12.8 12.8
9 (5,6) 20 20981.2 982.0 1.0 1.0
10 | (2,2) 20 19739.2 785.7 2.8 2.8
11 (13,7) 20 23548.8 23404 25.2 25.2
12 || (16,13) 20 624123.9 424496.9 2.0 1.5

Na Tabela 4.5 temos o desempenho médio de 20 execucoes de ALGENCAN para cada

problema.
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Tabela 4.5: ALGENCAN

(n,m) | problemas | avaliagoes | avaliagbes
resolvidos | de funcao | do gradiente
1 (6,6) 1 12435.8 22.4
2 (3,2) 8 10039.2 45.7
3 (3,1) 20 9601.5 9.2
4 (7,6) 20 28420.2 10564.8
5 | (32,19) 19 450581.6 40589.5
6 (5,3) 9 13304.8 66.4
7 (5,1) 0 10751.8 4.8
8 | (20,10) 2 12580.6 75.6
9 (5,6) 20 13337.0 31.5
10 (2,2) 17 9461.0 31.5
11 (13,7) 4 9016.6 26.6
12 || (16, 13) 15 41905.4 7386.2

Analisando os resultados vemos que SA-ALGENCAN com ps; = 0 e reinicializando
os multiplicadores de Lagrange em zero antes de cada execugdo de ALGENCAN ¢é o que
se destaca entre as alternativas propostas. Na comparacao com ALGENCAN, temos que
SA-ALGENCAN resolve mais problemas, embora ocorra um ntimero elevado de avaliacoes
de funcao e gradiente.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a teoria de simulated annealing e a generalizagao do algo-
ritmo genético de Aarts, Eiben e van Hee. Propusemos um algoritmo, SA-GENCAN, do
tipo duas fases para problemas canalizados no qual utilizamos simulated annealing e o sol-
ver local GENCAN. Comparamos os resultados do novo método com simulated annealing,
GENCAN e DBMS. Observamos que SA-GENCAN é mais robusto pois obtém a solucao
global um maior niimero de vezes que os demais métodos, embora o custo computacional
seja, em geral, maior. Para problemas restritos apresentamos um algoritmo semelhante,
utilizando simulated annealing e o solver local ALGENCAN e avaliamos propostas de
como trabalhar com a fungao objetivo e as restricoes na fase heuristica. Os resultados
computacionais mostram um bom desempenho do algoritmo proposto. Observamos que
ainda ha muita pesquisa a ser feita na resolucao de problemas restritos, principalmente
na maneira com que as heuristicas tratam as restrigoes.
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Apéndice A
Problemas Teste: Canalizados

A lista abaixo apresenta uma descricao dos problemas canalizados utilizados nos ex-
perimentos numéricos realizados. Os problemas foram extraidos de [20, 21, 26, 29, 35].

Os problemas sao todos do tipo
min f(x)
xX
sa. [ <zx<u

Onde l,xz,u € R", e f: R" — R.

Os problemas sao descritos ao explicitarmos a dimensao n, a funcao f(-), os vetores
[,u € R" e o valor fi, que minimiza a funcao objetivo. Ao atribuirmos um escalar a [
ou u, significa que cada componente é igual ao escalar.

1. Shekel SQRN(3)

o n =2,
e m =3,

R 1
0= e e A e
o [ =0,u=10.

® fmin = —10.0860

Onde A; é o vetor formado pelos n primeiros elementos da j—ésima linha da matriz
A definida abaixo:
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Os trés proximos problemas sao como este, mas com m = 5, 7 e 10 respectivamente,
en=4.

. Shekel SQRN(5)

o [y = —10.1527

. Shekel SQRN(7)

o fuin = —10.4023
. Shekel SQRN(10)

® fmin = —10.5358
. Goldstein—Price

e n =2

o f(z) =1+ (z1+x2+1)%(19 — 142y + 323 — 1429 + 62179 + 322)) (30 + (271 —
379)%(18 — 32z + 1223 + 48wy — 36z 29 + 2773)),

o [=—-2u=2
L fmin =3
. Branin RCOS

o n =2
5.1 5 ’ 1

o f()= 2y — 2]+ -2,—-6) +10(1—— | +10,
A7 T 8m

o "=( -5 0),ut=(10 15).

® foin = 0.397888
. 2-D Shubert
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10.

11.

e n=2,
5 5

o f(z) = icos((i+ L)z +1i) Y icos((i + 1)zs + 1),

i=1 =1

o l=—10,u=10.
® fmin = —186.730639
2-D Siz-hump Camel Back
e n=2,
4

o f(x)= (4 —2.12% + %) Ty + 1109 + 4(25 — 1)23,

e T=(-3 —2)u'=(3 2).

® fmin = —39.65
Easom
o n=2,
o f(x) = —cos(ry)cos(zz) exp(—(z; — 7)? — (29 — 7)?),
e [=—-5u=5.

® fmin = —0.999999
Wingo (1985)

en=1,
52 . 39 , 71, 79 1
_ 6 __“=_ 5 “r 4 o3 Y2 o
R e T L T AT KRR TIY
o [=—-2u=11.

o foi = —T.58731
Moore (1979)

o n=1,
50

o f(x)= Zaixi,
i=1

o [=1u=2.

® fmin = —663.5
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12.

13.

14.

15.

16.

Onde a = (—500.0, 2.5, 1.666666666, 1.25, 1.0, 0.8333333, 0.714285714,
0.625,0.555555555, 1.0, —43.6363636, 0.41666666, 0.384615384,
0.357142857,0.3333333,0.3125,0.294117647,0.277777777,0.263157894,
0.25,0.238095238, 0.227272727,0.217391304, 0.208333333, 0.2,
0.192307692, 0.185185185, 0.178571428, 0.344827586, 0.6666666,

— 15.48387097,0.15625,0.1515151, 0.14705882, 0.14285712, 0.138888888,
0.135135135,0.131578947, 0.128205128, 0.125, 0.121951219, 0.119047619,
0.116279069, 0.113636363,0.1111111, 0.108695652, 0.106382978,
0.208333333, 0.408163265, 0.8).

Wilkinson (1963)

e n=1,
e f(x) =0.000089248x — 0.0218343z> + 0.9982662> — 1.6995z* + 0.225,
e [=0,u=10.

® foin = —443.67

Dizon e Szegi (1975)

o n=1,

o f(z) =42 — 42® + 2*,
e [=—-5u=>5.

® fuin=0

2-D Three-hump Camel Back

o n =2
26
o f(v) =227 —1.052] + El — 11T + T3,

e [=—-5u=>5.
L4 fmin =0
Goldstein e Price (1971)

o n=1,

o f(z) =% — 152" + 272% + 250,
e [=—-5u=5.

® fmin=7

Dizon (1990)
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en=1,
o f(x)=2a"—32%— 1522+ 10z
e [=—-5u=>5.
[ ] fmin - —75
17. Adjiman et al. (1998)

o n =2

o f(x) = cos(zy)sen(zy) — oL
e/l=—1lu=(2 1)
o fuin = —2.02181

18. Pseudo—etano

O objetivo deste exemplo é determinar a estrutura molecular do pseudo—etano, um
etano onde todos os atomos de hidrogénio foram trocados por atomos de carbono,
nitrogénio ou oxigénio.

e N = 17
588600
"= 2 2 2 21 5 )\ 216
(3rg — 4 cosOr3 — 2 (senf cos (z — &) — cos?0) 1)
_ 1079.1
(37"(2] —4cosOri—2 (sen29 cOS (x — %’f) _ cos? 9) 7"8)3
600800
(3rg — 4 cosOrg — 2 (sen?f cos x — cos? 0) rg)ﬁ
. 1071.5
(3r2 — 4 cos Or2 — 2 (sen20 cos & — cos? 0) r2)°
481300
(3r¢ — 4 cosbrg — 2 (sen?6 cos (z + %) — cos? ) r§)6
_ 1064.6
(32 — 4 cos fr2 — 2 (sen2f cos (z + ) — cos? ) r2)”’
o | =0,u=2m.

e fuin = —1.0711

onde rg = 1.54 e # = 1.9111.
19. PERM(4,50)

e n =4 =50,
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

o J0) = S (S (@ + ) (=) -1))

e /=-—n,u=n.
° fmin:O

Os proximo problemas sio como este mas com (n, 3) = (4,0.5), (10,10°) e (10,107),
respectivamente.

PERM(4,0.5)

® fin=20
PERM(10,10%)

® fmin=20
PERM(10,107)

® fuin=20
PERMO(4,10)

e n=4 =10,

2
NIOES (me (a:f— (3) )) ,
k=1 \i=1 !
o [=—-1,u=1.
b fmin =0
O proximo problema é como este mas com n = 10 e 5 = 100.

PERM0(10,100)

L fmin =0
TRID
e n = 100,
[} f (I‘) = Z (ZL’Z — ].)2 — Z‘Iimi—l
i=1 =2
o [ =-—n? u=n?
b fmin = fn(nJrél)(nfl)
Rosenbrock
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e n = 100,
n—1
2
o f(x)= Z 100 (x? — i) + (z; = 1)%
j=1
o [ = -5, u=10.
b fmin =0
27. Zakharov

e n = 100,

o [ = -5, u=10.
b fmin =0
28. Lennard-Jones

e n=9 m=3,

m j—1

e f(x) :ZZ%’,

j=2 i=1
o rij = (v — xj)Z + (Tigm — $j+m)2 + (Titom — Ij+2m)2 )
o [=-3 u=23.
L4 fmin = -3
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Apéndice B
Problemas Teste: Com restricoes

A lista abaixo apresenta uma descricao dos problemas utilizados nos experimentos
numéricos realizados. Os problemas foram extraidos de |20, 21].

Os problemas sao todos do tipo

min f(x)

T

s.a.
g(z) <0
h(z) =0
[<z<u

Onde l,z,u e R", f: R" - R, g: R - RP, e g: R® — R™P,
Os problemas foram extraidos de [14, 20, 21, 32].

1. Hesse(1973)

en==~0
e m=~0
o f(z)=—-25(x1 —2)*— (29— 2)% — (23— 1)? — (x4 —4)* — (5 — 1)* — (z6 — 4)*
e/=(001010)
eu=(10 10 5 6 5 10)
® fmin = —310
Restrigoes:

(1'3—3)2+ZE4Z4
(1'5—3)2+ZE624
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x1—3;1:2§2
—x1 + 29 <2
I1+ZE2§6
I1+ZE222

2. Luus(1974)

en=23

o m =2

o f(x)=—at—a}—aj
o [=23

o u=27

® fuin=—11.67664

Restrigoes:

4(xy — 0.5)% + 2(zy — 0.2)* + 23 4+ 0.1z129 + 027973 < 16
203 + 23 — 222 > 2

3. Luus and Jaakola(1973)

e n—23
e m—1

f(z) = (1.4609 + 0.15186x; + 0.0014522)z5 + (0.8008 + 0.2031(50 — 1) +
0.000916(50 — 21)?)5

I=(25 0 0)
eu=(301 1)
 fmin = 3.0521

Restricoes:

(1 — 2)(1.5742 + 0.1631z1 + 0.00135822) + (1 — 23)(0.7266 + 0.2256(50 — 1) +
0.000778(50 — 21)?) < 10

4. Ben-Tal(1994)
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o f(z)=—(9— 6z — 1629 — 15x3)x4 — (15 — 621 — 1629 — 1523)25 + T6 — D7

e [=0
eu=(1 11 1 200 100 200 )
b fmin = —450

Restrigoes:

T3x4 + 325 < 50

T4+ xg < 100

T5 + Ty S 200

(3z1 + 29 + w3 — 2.5)x4 — 0.526 < 0
(3x1 + 29 + 23 — 1.5)x5 + 0.527 < 0
r| + ro + T3 = 1

5. Ben-Tal(199/4)

e n =232
e m=19

o f(z) = (=18 + 6z + 1624 + 1527 + 12210)x13 +
(—18 + 61‘2 + 16[E5 -+ 151‘8 -+ 121‘11)1’14 +

(—18 + 61‘3 + 16[E6 -+ 151‘9 -+ 121‘12)1’15 +

(—15 + 61‘1 + 16[[’4 + ]_51'7 + 121‘10)1’16 -+

(—15 + 61‘2 + 16.%5 + 151‘8 + 121‘11)1’17 +

(—15 + 61‘3 + 16.%6 + 151‘9 + 121‘12)1'18 +

(=19 + 621 + 1624 + 1527 + 12210) 219 +

(—19 + 61‘2 + 16[[’5 -+ 151‘8 -+ 121’11) 20 -+

(—19 + 61‘3 + 16[[‘6 -+ 151‘9 -+ 121’12) 21 +

(= )

(= )

(= )

(= )

(= )

(= )

8 8

16 4+ 6z + 1624 + 1527 + 12210) 299 +
16 4+ 6x9 + 1625 + 1525 + 12211 ) 293 +
16 + 61‘3 + 16.1'6 + 151‘9 + 121‘12 Tog4 +
14 + 61‘1 + 16[[‘4 -+ ]_51'7 -+ 121’10 T25 -+
14 + 61‘2 + 161’5 -+ 151‘8 -+ 121‘11 T26 -+
14 + 6x3 + 1626 + 1529 + 12219) 207

— 8Tog — dwag — Y39 — 631 — 439

e[ =10

e yu=(111111111111100 100 100 200 200 200
100 100 100 100 100 100 100 200 100 100 100)

o fiin = —3500
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Restricoes:

1‘7(.1’13 +.T16 + 219 + Xog +.T25) +.T8(.1'14 +.T17 + Xog + X3 +$26) +.T9(.1'15 +.T18 + X9 +
Tog + To7) < 50

13 + x4 + 215 + 228 < 100
T16 + T17 + T18 + T29 < 200
T1g + Too + T21 + 230 < 100
Ty + To3 + Loy + 231 < 100
Tos + Toe + To7 + 232 < 100

(3![’1 + T4+ 27 + 1.5:[‘10 — 2.5):[‘13 +
(3![’2 + T5 +x8 + 1.5:[‘11 — 2.5):[‘14 +
(3![’3 + 26 + x9 + 1.5:[‘12 — 2.5):[‘15 - 0.51‘28 S 0

(1‘1 + 31‘4 -+ 25.1'7 + 2.5.1'10 — 2)1‘13 +
(r2 + 3x5 + 2.518 + 2.5211 — 2)x14 +
(1'3 -+ 31’6 -+ 25.1'9 + 2.51’12 — 2)[[’15 + 0.51’28 < 0

(3![’1 + T4+ 27 + 1.5:[‘10 — 1.5):[‘16 +
(3![’2 + T5 +x8 + 1.5:[‘11 — 1.5):[‘17 +
(3![’3 + 26 + x9 + 1.5:[‘12 — 1.5):[‘18 + 0.5I29 S 0

(1‘1 + 31‘4 -+ 25.1'7 + 2.5.1'10 — 2.5)1‘16 +
([BQ + 31’5 -+ 25.1'8 + 2.5.1'11 — 2.5)[[’17 +
(Ig -+ 31‘6 + 25[[‘9 + 2.5[[‘12 - 2.5)1’18 S 0

(3$1 + T4+ 27 + 1.5[[’10 — 2)[[‘19 -+
(3xg 4+ x5+ wg + 1.5x17 — 2) 290 +
(3.1'3 + T+ 19 + 1.5.1'12 — 2).1'21 S 0

(1‘1 + 31‘4 -+ 25.1'7 + 2.5.1'10 — 2.6)1‘19 +
([BQ -+ 31’5 -+ 25.1'8 + 2.5.1'11 — 2.6)[[’20 +
(Ig + 31‘6 -+ 25[[‘9 -+ 2.5[[‘12 - 2.6)1‘21 - 0.11‘30 S 0

(3![’1 + x4 + Ty + 1.51‘10 — 2)1’22 +
(3![’2 + Ty + s + 1.51‘11 — 2)1’23 +
(3.1'3 + xg + 19 + 1.5.1'12 — 2).1'24 S 0
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(1‘1 + 31‘4 + 25.1'7 + 2.5.1'10 — 2)1‘22 +

(Ig + 31‘5 -+ 25[[‘8 -+ 2.5[[’11 - 2)1‘23 +

(Ig + 31‘6 -+ 25:[‘9 -+ 2.5:[‘12 — 2)1'24 + 0.5![’31 S 0
5 (3x1 4+ x4 + 27 + 1.5x10 — 2) 205 +

(3xo + x5 + x5 + 1.5x1) — 2) 296 +

(3x3 4+ x6 + w9 + 15215 — 2)x97 <0

(1‘1 -+ 31‘4 -+ 25.1'7 + 2.5.1'10 — 2)1‘25 +
(IQ + 31‘5 + 25[[’8 + 2.5[E11 - 2)1‘26 +
(Ig + 31‘6 -+ 25:[‘9 -+ 2.5:[‘12 - 2)1‘27 + 0.5![’32 S 0

$1+$4+I7+£L‘10:1
To+ x5 +as+2x11 =1
T3+ T+ X9+ x120=1

6. Murtagh and Saunders(1993)

e m=23

o f(z)= (21 —1)%+ (x1 — 29)® + (w9 — x3)3 + (w3 — x4)* + (24 — 25)*
e[ =-5

e u=2>5

® fnin = 0.0293

Restricoes:

T+ wi ol =3v2+2
Ty — 22 + 24 =2V/2 —2
1'11'5:2

7. Funcao objetivo quadrdtica 1

e n=>5

e m=1

o f(x) =42z + 44ao + 4525 + 47wy + 47.525 — 50(2] + 23 + 23 + 27 + 23)
e [=0

o u=1

® fuin = —17
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Restricoes:

20r1 + 1229 + 11xg + Ty + 45 < 40

8. Funcao objetivo quadrdtica 2

e n =20
e m =10

20

o f(x)=-05) (z;—2)

1

7

e yu =230

—394.7506

1 fmin

Restricoes:

Ax >b

Onde

bt = (=5,2,—1,-3,5,4,—1,0,9,40)

-1 1
-9 1

-1
-9
3

-1
-1
-9

2
—1
—1
-9

3

2
—1
-1
-9

3

2
-1
-1
-9

2
-1
-1
-9

2
-1
-1

2
-1

3

7
—4
—6
-3

-7
—4
—6
-3

0
1

-7
—4
—6
-3

7
-7
—4
—6
-3

1
7

1

1
7
-7
—4
—6
-3

-7
—4
—6
-3

1
7

1
7
-7
—4
—6

-7
—4
—6
-3

1
7

-7
—4
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9.

10.

11.

Restricoes quadrdticas

en=2>,

e m==0

f(z) = 37.293239x, + 0.83568912 25 + 5.3578547232 — 40792.141
o [= (78 33 27 27 27)

e u=(102 45 45 45 45)

® fumin = —30665.5387

Restricoes:

—0.0022053z3x5 + 0.005685872x5 + 0.00062627124 — 6.665593 < 0
0.0022053z3x5 — 0.00568587925 — 0.00062622124 — 85.334407 < 0
0.0071317x9x5 + 0.002181322 + 0.002995521 15 — 29.48751 < 0
—0.0071317x575 — 0.002181322 — 0.0029955x1 9 + 9.48751 < 0
0.0047026zx325 + 0.0019085x324 + 0.00125472125 — 15.699039 < 0
—0.0047026z325 — 0.0019085x324 — 0.00125472125 + 10.699039 < 0

on=2

o m=2

o f(zx)=—x1 — 29

e [=0

° U= ( 3 4 )

® fmin = —5.5079
Restricoes:

Ty < 227 — 823 + 8z + 2
2o < 4ot — 3223 + 8822 — 96z, + 36

Encontrar o maior quadrado inscrito em um cubo

em=171

o f(x)=—z13

e [=0
eu=(1111111111113)
® foin=—1.125
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12.

Restricoes:

(r1 — 24)? + (3 — 25)* + (23 — 16)* = 713

(24 — 957) (z5 — $8)2 + (26 — 959)2 = 13

( )2+ (25 — x11)* + (19 — T12)* = 13

(1 — x4) (24 — 27) + (22 — 25) (25 — 28) + (03 — 26) (T6 — T9) = 0

(1751 - $4)($1 - 17510) (1752 - $5)(ZE2 - 17511) + (1753 - $6)($3 - 17512) =0
(10 — 27) (27 — 24) + (11 — 28) (208 — 25) + (w12 — T9) (9 — 26) = 0
(w10 — 27) (210 — 1) + (211 — @8) (11 — X2) + (12 — T9)(T12 — 23) = 0

Modelo de troca de calor 1

o n=16
e m =13
1000 "
e f(x)=1300 5 - +
0.05 (3 /7122 + § (21 + 2))

600 o
1300 - -
0.05 (2y/Z32s + ¢ (23 + 24))
e/=(10 10 10 10 0 0 0 0 0 0 2941 3.158 150 250 150

° u:(250 100 140 50 10 10 10 10 10 10 10 10 240 490 190 340)

® fmin = H6825
Restrigoes:
x5 + 26 < 10

x5 +r7 — 211 <0

T+ 13 —x12 <0

Tg + Tg — T11 S 0
Tio+x7 — 212 <0

150.%5 + T16X7 — T13%11 < 0
1501’6 + L1408 — T15%12 S 0
211 (214 — 213) < 1000
T12(216 — 215) < 600

1+ 214 S 500

To + 113 < 250

T3+ 16 S 350

Ty + X135 S 200

66

250 )



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

5]

(6]

7]

8]

9]

E.H.L. Aarts, A.E. Eiben e K.M. van Hee. A general theory of genetic algorithms.
Technical report, Eindhoven University of Technology, Department of Mathematics
and Computer Science, Holanda, 1989.

E.H.L. Aarts e J.H.M. Korst. Simulated Annealing and Boltzmann Machines. John
Wiley & Sons, 1989.

E.H.L. Aarts, J.H.M. Korst e P.J.M. van Laarhoven. Simulated annealing. In E.H.L.
Aarts e J.K. Lenstra, editors, Local Search in Combinatorial Optimization, pages
91-120. John Wiley & Sons, 1997.

E.H.L. Aarts e P.J.M. van Laarhoven. Statistical cooling: a general approach to
combinatorial optimization problems. Philips Journal of Research, 40:193-226, 1985.

R. Andreani, E.G. Birgin, J.M. Martinez e M.L. Schuverdt. Augmented lagrangian
methods under the constant positive linear dependence constraint qualification. Te-
chnical Report MCDO-040806, Departamento de Matematica Aplicada, UNICAMP,
Brasil, 2004.

R. Andreani, E.G. Birgin, J.M. Martinez e M.L. Schuverdt. On augmented lagran-
gian methods with general lower-level constraints. Technical Report MCDO-050304,
Departamento de Matematica Aplicada, UNICAMP, Brasil, 2005.

R. Andreani, C. Dunder e J.M. Martinez. Order-Value Optimization: formulation
and solution by means of a primal Cauchy method. Mathematical Methods of Ope-
rations Research, 58:387-399, 2003.

R. Andreani, C. Dunder e J.M. Martinez. Nonlinear-programming reformulation of
the Order-Value Optimization problem. Mathematical Methods of Operations Rese-
arch, 61:365-384, 2005.

R. Andreani, J.M. Martinez, M. Salvatierra e F. Yano. Global rder-Value
Optimization by means of a multistart harmonic oscillator tunneling strategy. Global
Optimization: from Theory to Implementation.

67



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

R. Andreani, J.M. Martinez, M. Salvatierra e F. Yano. Quasi-Newton methods for
Order—Value Optimization and Value-at-Risk calculations. Pacific Journal of Opti-
mization, 2:11-33, 2006.

T. Béch, F. Hoffmeister e H.-P. Schwefel. A survey of evolution strategies. In R. Be-
lew and L. Booker, editors, Proceedings of the Fourth International Conference on
Genetic Algorithms, San Mateo, CA, 1991. Morgan Kaufmann Publishers.

E.G. Birgin e J.M. Martinez. Large-scale active-set box—constrained optimization
method with spectral projected gradients. Computational Optimization and Appli-
cations, 23:101-125, 2002.

M. F. Cardoso, R. L. Salcedo, S. Feyo de Azevedo e D. Barbosa. A simulated
annealing to the solution of MINLP problems. Computers and Chemical Engineering,
1997.

M. F. Cardoso, R. L. Salcedo e S. Feyo de Azevedo. The simplex—simulated anne-
aling approach to continuous non-linear optimization. Computers Chem. Engng.,
20(9):1065-1080, 1995.

V. Cerny. Thermodynamical approach to the traveling salesman problem: an efficient
simulation algorithm. Journal of Optimization Theory and Applications, 45:41-51,
1985.

R. Chelouah e P. Siarry. Tabu search applied to global optimization. Furopean
Journal of Operational Research, 2000.

A. Corana, M. Marchesi, C. Martini e S. Ridella. Minimizing multimodal functions

of continuous variable with the simulated annealing algorithm. ACM Transactions
on Mathematical Software, 13(3):262-280, 1987.

ALE. Eiben, E.H.L. Aarts e K.M. van Hee. Global convergence of genetic algorithms:
a Markov chain analysis. In H.-P. Schwefel e R. Méanner, editors, Parallel Problem

Solving from Nature, volume 496 of Lecture Notes in Computer Science. Springer,
Berlim, 1991.

C. A. Floudas, A. Aggarwal e A. R. Ciric. Global optimum search for nonconvex
NLP and MINLP problems. Computers and Chemical Engineering, 1989.

C.A. Floudas e P.M. Pardalos. A collection of test problems for constrained glo-
bal optimization algorithms. In G. Goos e J. Hartmanis, editors, Lecture Notes in
Computer Science, volume 455. Springer—Verlag, 1990.

C.A. Floudas e P.M. Pardalos. Handbook of Test Problems in Local and Global Op-
timization. Kluwer Academic Publishers, 1999.

68



[22| F. Glover. Tabu search: Part I. ORSA Journal on Computing, 1989.
[23] F. Glover. Tabu search: Part II. ORSA Journal on Computing, 1990.

[24] S. Kirkpatrick, C. D. Gelatt e M. P. Vecchi. Optimization by simulated annealing.
Science, 220:671-680, 1983.

[25] P.J.M. van Laarhoven e E.H.L. Aarts. Simulated Annealing: Theory and Applications.
Kluwer Academic Publishers, 1987.

[26] J. Ma, P. Tian e D.-M. Zhang. Global optimization by Darwin and Boltzmann mixed
strategy. Computers & Operations Research, 27:143-159, 2000.

[27] N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller e E. Teller. Equa-
tions of state calculations by fast computing machines. The Journal of Chemical
Physics, 21(6):1087-1092, 1953.

[28] Z. Michalewicz. Genetic Algorithms + Data Structure = FEvolution Programs.
Springer—Verlag, 1996.

[29] A. Neumaier. Some hard global optimization problems.
hitp:/ /www.mat.univie.ac.at/~neum/glopt/my_problems.html.

[30] P. M. Pardalos, H. E. Romeijn e H. Tuy. Recent developments and trends in glo-
bal optimization. Journal of Computational and Applied Mathematics, 124:209-228,
2000.

[31] H. S Ryoo e N. V. Sahinidis. Global optimization of nonconvex NLPs and MINLPs
with applications in process design. Computers Chemical Engineering, 1995.

[32] R. L. Salcedo, M. J. Gongalves e S. Feyo de Azevedo. And improved random-search
algorithm for non-linear optimization. Computers Chem. Engng., 14(10):1111-1126,
1990.

[33] H.-P. Schwefel. Evolution & Optimum Seeking. John Wiley & Sons, Cichester, UK,
1995.

[34] P. Siarry, G. Berthiau, F. Durbin e J. Haussi. Enhanced simulated annealing for
globally minimizing functions for many-continuous variables. ACM Transactions on
Mathematical Software, 1997.

[35] P. Siarry, G. Berthiau, F. Durbin e J. Haussy. Enhanced simulated annealing for
globally minimizing functions of many continuous variables. ACM Transactions on
Mathematical Software, 23(2):209-228, 1997.

[36] M. W. Trosset. What is simulated annealing?  Optimization and Engineering,
2(2):201-213, 2001.

69



