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Resumo

O objetivo central desta dissertacao foi o de apresentar os Codigos Geométri-
cos de Goppa via métodos elementares que foram introduzidos por J. H. van Lint,
R. Pellikaan e T. Hghold por volta de 1998. Numa primeira parte da dissertacao
sao apresentados os conceitos fundamentais sobre corpos de funcoes racionais de
uma curva algébrica na direcao de se definir os codigos de Goppa de maneira
classica, neste estudo nos baseamos principalmente no livro “Algebraic Function
Fields and Codes” de H. Stichtenoth. A segunda parte inicia-se com a introducao
dos conceitos de funcoes peso, grau e ordem que sao fundamentais para o estudo
dos Codigos de Goppa via métodos elementares de algebra linear e de semigru-
pos, tal estudo foi baseado em “Algebraic geometry codes” de J. H. van Lint, R.
Pellikaan e T. Hghold.

A dissertacao termina com a apresentacao de exemplos que ilustram os méto-

dos elementares que nos referimos acima.
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Abstract

The central objective of this dissertation was to present the Goppa Geome-
try Codes via elementary methods which were introduced by J.H. van Lint,
R.Pellikaan and T. Hghold about 1998. On the first part of such dissertation
are presented the fundamental concepts about fields of rational functions of an
algebraic curve in the direction as to define the Goppa Codes on a classical man-
ner. In this study we based ourselves mainly on the book “Algebraic Function
Fields and Codes” of H. Stichtenoth. The second part is initiated with an intro-
duction about the functions weight, degree and order which are fundamental for
the study of the Goppa Codes through elementary methods of linear algebra and
of semigroups and such study was based on “Algebraic Geometry Codes” of J.H.
van Lint, R.Pellikaan and T. Hghold.

The dissertation ends up with a presentation of examples which illustrate the

elementary methods that we have referred to above.
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Introducao

A teoria de codigos corretores de erros teve inicio com as pesquisas de mateméti-
cos da Bell Lab. na década de 1940. Apesar da grande utilizacao na engenharia,
a teoria utiliza de sofisticadas técnicas matematicas fazendo uso de varias areas
tais como Geometria Algébrica, Teoria dos Numeros, Teoria dos Grupos e Com-
binatoria.

Os codigos corretores de erros estao presentes no nosso cotidiano sempre que
usamos o computador (no uso da internet ou na armazenagem de dados, por
exemplo), transmitimos dados, assistimos um DVD, etc.

Os codigos algébricos geométricos, que sao uma sub-classe dos codigos lineares
(subespagos linear de um determinado espago vetorial munido com uma métrica),
foram inicialmente apresentados por V. D. Goppa num artigo, [3|, publicado em
1981. Essa classe de codigos, que ¢ uma das mais estudadas atualmente, utiliza
como ferramenta principal a geometria algébrica.

Nesse texto apresentamos os codigos de avaliagao, que foram introduzidos por
Tom Hghold , Jacobus H. van Lint e Ruud Pellikaan através das func¢oes ordem
e peso. Tais codigos tém um tratamento muito mais simples do que os codigos
algébricos, geométricos visto que estes usam como teorias base os semigrupos e a
algebra linear.

O primeiro capitulo desse texto, capitulo onde a maioria das proposicoes ti-
veram suas demonstracoes omitidas, traz uma introducgao a teoria de codigos e
também algumas ferramentas da geométria algébrica tendo como um dos princi-
pais resultados o teorema de Riemann-Roch.

J& no segundo capitulo fazemos uma apresentacao dos codigos algébricos

geométicos, codigos que também sao chamados de c6digos geométricos de
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Goppa. Tal apresentacao é feita de maneira sucinta.

No terceiro capitulo trazemos as fungoes ordem, peso e grau, que sao funda-
mentais para calcularmos os parametros dos codigos de avaliagao, que ali também
sao apresentados. Tais funcoes, unidas a teoria de semigrupo, nos permite des-
crever os codigos de avaliacao de modo simples, fazendo desses uma alternativa
aos codigos algébricos geométricos.

No quarto e ultimo capitulo fazemos a conexao entre codigos de Goppa pontu-
ais e codigos de avaliacao e apresentamos alguns exemplos. Ali tentamos mostrar
de modo pratico a diferenca entre ambos os cddigos e ao mesmo tempo a proxi-

midade dos dois.



Capitulo 1
Nocoes Basicas

Este capitulo esti dedicado a introducao da notagao que utilizaremos, assim como
expor definicoes e teoremas cléssicos da teoria, os quais, na maioria das vezes,
terao suas demonstragoes omitidas, visto que a bibliografia indicada ao final desse
texto as fazem muito bem. Um dos principais teoremas que iremos encontrar aqui

é o Teorema de Riemann-Roch.

1.1 Cobdigos

Nessa secao iremos introduzir um dos principais objetos que serao tratados nesse
texto (codigo). Usaremos aqui um conjunto () com ¢ elementos e o chamaremos

de alfabeto.

Definicao 1.1.1. A um subconjunto préprio nao vazio, C, de Q", damos o nome

de codigo. Chamaremos de palavras codigo de comprimento n aos seus elementos.

Dizemos que um codigo C' é trivial se #C = 1.
Em seguida apresentamos as definicoes elementares e o resultado, proposicao

1.1.5, que caracteriza os codigos perfeitos.

Definigao 1.1.2 (Distancia de Hamming). Sendo x,y € Q" definimos distancia

de x a1y como:
d(z,y) =#{i;1 <i<newx; #yi}.
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Definicao 1.1.3. Quando Q) € um corpo e x € Q" 0 peso de x € definido como
w(z) = d(x,0).

Definicao 1.1.4. Chamamos de distancia minima do codigo C' ao natural d =

min{d(z,y); z,y € C}.

Proposicao 1.1.5. Dado um cédigo com distancia minima d = 2e+1 temos que
as bolas do conjunto B = {B|z,e];x € C} sao disjuntas, onde Bz, e] = {y €
Q" d(z,y) < e}

Demonstracao. Segue diretamente da desigualdade triangular visto que a distan-

cia de Hamming é uma métrica. O

Observacao 1.1.6. Dizemos que um codigo com distancia minima d = 2e + 1
detecta 2e e corrige e erros, ou seja, ocorrendo até e erros € possivel decodificar

a palavra codigo transmitida.

Definicao 1.1.7. Um cddigo C C Q" com distdncia minima 2e + 1 € dito codigo
perfeito se Q" =, B(z,e).

1.2 Cobdigos Lineares

Nessa secao definiremos uma das principais classes de c6digos e para tais codigos
o alfabeto, Q, € um corpo finito F, com ¢ elementos, onde ¢ = p” e p ¢ um nimero

primo.

Definigao 1.2.1 (Codigo Linear). Um cddigo linear C' sobre um alfabeto F, € um

F,—subespaco vetorial de Fy. Se dimp,(C) = k chamamos C de um [n, k|-cddigo.

Usaremos a notagao [n, k, d|-codigo, para um codigo linear com distancia mi-

nima d.
Teorema 1.2.2. Num codigo linear a distincia minima € iqual ao peso minimo.

Demonstracao. Como C' é um subespacgo vetorial e dados z,y € C' temos que
x—y € C. Sejam z,y € C tais que d(z,y) seja minima. Logo d(z,y) = d(x —

y,0) = w(x — y) e mais w(z — y) é minimo. O
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Na descrigao de um cédigo linear um importante ingrediente ¢ o que se chama

matriz geradora.

Definicao 1.2.3. Uma matriz k x n, G, € dita geradora de um cddigo linear C

se 0s seus vetores linha formam uma base para C.

Definicao 1.2.4. Dizemos que uma matriz geradora, G, de um cdodigo linear, C,

estd na forma padrao se esta matriz estd escrita em blocos da sequinte maneira:
G = [Ix|P]
onde 1), € a matriz identidade k X k e P é uma k x (n — k) matriz.

Em [4] vemos que nem todo codigo tem uma matriz geradora na forma padrao,
contudo vé-se também que pode-se definir c6digos equivalentes com os mesmos
parametros n, k e d de modo que essa possua uma matriz geradora na forma

padrao.

Proposicao 1.2.5. O complemento ortogonal de um |n, k,d|—cdédigo C, em rela-
cao ao produto interno canodnico®, também é um codigo e esse é chamado cddigo
dual e denotado por C+. Além disso a dimensao do cidigo dual é n — k e mais,
sendo G = [I4|P] a matriz geradora do cddigo C, entao H = [—P'|I,_] € a
matriz geradora do codigo dual C*+. A matriz H assim definida é dita matriz de

teste de paridade pois x € C se, e somente se, Hz' = 0.

A proposicao acima nos da uma informacao muito importante sobre a perti-
néncia de uma dada palavra ao codigo, o que é fundamental para a sua decodi-
ficacao. Assim ficam justificadas a definicao e o resultado que apresentaremos a

seguir:

Definicao 1.2.6. Sendo C' um cddigo linear com matriz de teste de paridade H,

entao para todo x € Fj chamamos Hz' de sindrome de x.

Teorema 1.2.7. Dados z,y € F} entao x e y tem a mesma sindrome se, e

somente se, v —y € C.

!'Dados dois vetores em Fy, a=(a1,...,a,) e b= (by,...,by), definimos o produto interno

canonico como (a,b) = Y"1 | a;b;.
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Demonstracao. Seja H a matriz de teste de paridade do cédigo C, entao temos:
Hi'=Hy' < He' —Hy' =0 Hxz—y)! =02 —-yecC.
O

As definic¢oes e resultados que apresentaremos abaixo estao todos relacionados

com a codificacao de uma mensagem enviada.

Definicao 1.2.8. Seja ¢ uma palavra transmitida e x o vetor recebido, definimos
o vetor erro como sendo e = x—c, observamos que a quantidade de erros ocorridos

na transmissao € o peso de e.

Definicao 1.2.9. Dizemos que dois vetores estao numa mesma classe lateral se

eles tem a mesma sindrome. Um vetor de menor peso na classe é dito lider.

Teorema 1.2.10. Sendo C um [n, k, d]—cddigo, seu € F? € tal que w(u) < [45*]?

entao u € o lider de sua classe.

Demonstragao. Sejam u,v € Fy, com w(u) < [dT] [ﬂ] seu—veC
temos que w(u—v) < w(u)+w(v) < [ +[4F] < d 1, logo u—v =0, assim
temos que u = v. U
Teorema 1.2.11. Sendo H uma matriz de teste de paridade de C' temos que

w(C) = r se, e somente se, quaisquer r — 1 colunas de H sao lineramente inde-

pendentes (L.I.).

Demonstragao. <) Seja ¢ € C, ¢ # 0, H = [hy,hg, -+, hy]. Entdo 0 = Hc' =
> o, cihi. Logo w(e) > r, pois, caso contrario teriamos uma combinacio linear
de r — 1 vetores L.I. dando zero.

=) Suponha que exista r — 1 colunas L.D., sem perda de generalidade podemos

supor que sao as r—1 primeiras colunas hy, - - - h,_1. Logo existem cy,---c,—1 € Fy,
nao todos nulos, com Y\, Ycihi = 0. Assim ¢ = (1, ,¢—1,0,--+,0) € C pois
Hct=0ew(c) <r—1, absurdo. O

Uma cota que relaciona os parametros de um cédigo aparecem no teorema:

2 A notacdo [%} denota o maior inteiro menor ou igual a §
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Teorema 1.2.12 (Cota de Singleton). Seja C' um [n, k, d]—cddigo linear, entio
d < n—k+1. Chamamos de cidigo MDS (Mazimum Distance Separable) ao
codigo tal que d =n —k + 1.

Demonstracao. Seja H a matriz de teste de paridade de C. Logo, posto de
H =n—k. Do teorema 1.2.11 segue que quaisquer (d — 1) colunas de H sao L.I..
Assim d — 1 < (posto de H), temos que d < n — k + 1. O

1.3 Lugares

Nessa secao apresentaremos as estruturas necessarias para a definicao dos codigos

algébricos geométricos que veremos no préoximo capitulo.

Definigao 1.3.1. Um corpo de fungoes algébricas F/K de uma varidvel sobre K
¢ uma extensao de corpos F' DO K tal que F' é uma extensao algébrica finita de

K(x) com z € F e transcendente sobre K.

O conjunto K = {a € F;a é algébrico em K} é um subcorpo de F e mais F/K
é um corpo de funcoes algébricas sobre K. Esse conjunto é chamado de corpo

de constantes de F'/K. Neste trabalho vamos supor sempre que K = K.

Exemplo 1.3.2 (Corpo de Fungoes racionais). O corpo de fungdes F'//K é dito
racional se F' = K (x) para algum x que é transcendente sobre K, onde K(z) é o

corpo de fragoes do anel de polindomios, K [x], em uma variavel sobre o corpo K.

Qualquer elemento nao nulo, z € K(x), tem uma anica representagao
z=a H Pi(x)™
i

com 0 # a € K, Pj(x) € K[z] monicos irredutiveis distintos e n; € Z.
A proxima definicdo nos traz um tipo de anel fundamental para o desenvolvi-

mento do nosso trabalho.

Definigao 1.3.3. Um anel de valorizagao de um corpo de funcgées F/K é um

sub-anel O C F com as sequintes propriedades:

1. KCOCF;
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2. Para qualquer z € F, 2 € O ou 27! € O.

Exemplo 1.3.4. No corpo de fungoes racionais K (x) aparecem os primeiros anéis
de valorizacoes fundamentais, a saber:

Seja p(x) € K|[z], um polinémio irredutivel. Definimos o conjunto

Oy — {M; F(@),g(2) € Klal, pla) Tg(x)} |

g(x)
Assim definido, O,(,) é um anel de valorizacao de K (z)/K. Observe que se ¢(z)

for outro polinoémio irredutivel, nao associado a p(z), temos que Opyy # Oy(a)-

Os anéis de valorizagoes sao caracterizados, segundo sua estrutura, pelos re-

sultados:

Proposicao 1.3.5. Seja O um anel de valorizagio do corpo de fungoes F/K

entao:

a. O € anel local, isto € O tem um tinico ideal mazimal P = O\ O*, onde O*

€ o conjunto das unidades de O;
b. Para0#x € F, xe P& ot ¢ O;
c. Para o corpo de constantes K de F/K temos que KcOeKNP=0.

Do item (b), segue que O é unicamente determinado por P. De fato, Op :=
O={zxe€F;x¢P}.

Teorema 1.3.6. Seja O um anel de valorizacao do corpo de fungées F/K e P

o seu ideal mazrimal. Entao,
a. P € principal;

b. Se P = tO entao qualquer 0 # z € F tem uma unica representacdo da

forma z = t"™u, para algum n € Z e u € OF;
c. O € um dominio principal.

Os anéis de valorarizagao nos levam a um outro conceito, a saber, o conceito

de lugar.
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Defini¢ao 1.3.7. 1. Um lugar P do corpo de fungoes F// K é um ideal mazimal
de algum anel de valorizagcio de F/K. Qualquer elemento t que gera P

(P =tQ) é dito elemento principal de P;
2. Pp={P; P ¢ lugar em F/K}.
Também um lugar da origem a uma funcao especial que definiremos a seguir:

Defini¢ao 1.3.8. Uma valorizacao discreta de F/K é uma fung¢io v : F —

Z U {oo} com as sequintes propriedades:
1. v(x) =00 x=0;
2. v(zy) = v(z) +v(y), para qualquer x,y € F;
3. v(z+y) = min{v(z),v(y)}, para qualquer z,y, € F;
4. Existe z € F comv(z) = 1;
5. v(a) =0, para todo a € K.

Definicao 1.3.9. Para P € Pr associamos uma func¢ao de valorizagao, vp : F —
Z.U{o0}, da sequinte maneira: dado um elemento principal t € P temos que todo
elemento 0 # z em F € escrito de maneira unica na forma z = t"u, com n € Z

eu € O, Assim fazemos vp(z) =n e vp(0) = oco.

Um primeiro resultado importante a respeito de vp ¢ dado no seguinte teo-

rema:
Teorema 1.3.10. Seja F//K um corpo de fungoes entao:

a. Para qualquer P € Pr, a funcao de valorizacao vp definida como acima €

uma valorizagao discreta que satisfaz:
a.l1. Op ={z € F;vp(z) = 0};

a.2. Op ={z € F;vp(z) =0}

a.3. P={z¢€ F;vp(z) > 0};

a.4. Um elemento v € F € principal de P se, e somente se, vp(x) = 1.
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b. Qualquer anel de valorizagio O de F/K € um subanel mazimal de F.

Definiremos agora alguns elementos da teoria que serao muito utilizados em

nossa explanacao.

Defini¢ao 1.3.11. Sejam P € Pr e Fp = Op/P o corpo de residuos de P. A
aplicagio x — x(P) de F' em Fp U {0}, onde 2(P) = x + P sex € Op e

x(P) =00 se x & Op, € chamada de aplica¢ao de residuos com respeito a P.

Pode-se provar que (veja em [7]) se P € Pp entdo K C Fp e Fp/K é uma

extensao finita e assim definimos:
Definicao 1.3.12. Se P € Pr definimos o grau de P como sendo:
gr(P) = [Fp: K].

Os conceitos de zeros e polos sao de importancia fundamental para a descri¢ao

dos codigos algébricos geométricos.

Definicao 1.3.13. Seja z € F e P € Pr. Dizemos que P é um zero de z se,
e somente se, vp(z) > 0, e P € um pdlo de z se, e somente se, vp(z) < 0. Se
vp(z) = m > 0 falamos que P é um zero de ordem m e se vp(z) = —m < 0

dizemos que € um polo de ordem m.

O proximo resultado, chamado de teorema da aproximacao fraca, vai ser ttil

na descricao de um dos codigos que iremos definir.

Teorema 1.3.14 (Aproximacao Fraca). Sejam F/K wum corpo de  fun-
coes, Py,..., P, € Pp lugares de F/K, dois a dois distintos, xi,...,z, € F e

r1,...,"n € Z. Entao, existe x € F' tal que:
vp(x —x;) =714 parai=1,...,n.

Corolario 1.3.15. O corpo de fungoes possui infinitos lugares.
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1.4 O Corpo de Funcoes Racionais

Como definimos anteriormente, o corpo de fungoes racionais é o préprio corpo de
fracoes K (x)/K. Ja tinhamos definido o anel de valorizacao
f(z)
O = { 1 (0).ate) € Klol. i) o)},
9(x)
para um polindémio p(z) € KJ[z] irredutivel. Observamos agora que para esse
anel, o ideal
b = ) f(x),9(z) € Klz], p(2)|f(2),p(z)tg(z) ¢,
é seu unico ideal maximal. Consideremos agora um outro anel de valorizagao
O = /(@) f e K f <
=g (x),9(x) € K[z], gr(f(z)) <gr(g(z)) ¢,
que tem como ideal maximal
~ =g f(x),9(x) € Klz], gr(f(z)) <gr(g(z)) -
Na realidade estes sdo os tnicos anéis de valorizagoes de K (x) e tal fato é

expresso no resultado:

Teorema 1.4.1. Os unicos lugares de K(x)/K sao os da forma P,y e Psx como

acima definidos.

1.5 Divisores

Nessa secao estaremos preocupados com a definicao dos divisores de um corpo
de fungoes, os quais serao fundamentais para a construcao de alguns dos codigos

que trataremos neste trabalho.

Definicao 1.5.1. O grupo aditivo abeliano livre que tem como base livre os lugares
de F/K € denotado por Dr e é chamado de grupo de divisores de F/K. Os

elementos de D sao chamados de divisores e sao da forma

D = g npP, com np € Z, unico e quase sempre nulo.
PePp
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Chamamos de suporte de um divisor D o conjunto dos lugares P tais
que np # 0 e denotamos por supp(D). Dados dois divisores D = Y npP e
D" =3 n/,P asoma deles é dada por:

D+D' = (np+np)P.
PePp

E mais, para cada P € Pp, definimos vp(D) = np, assim também podemos

definir uma ordem parcial de Dg por
D <Dy UP(Dl) < UP(DQ), VP e Pr.

Chamamos de grau de um divisor D ao nimero gr(D) = > pcp, ve(D)gr(P).
Definiremos agora os divisores principais, os quais trazem importantes con-
seqiiéncias para a teoria. Pode-se provar, veja em [7]|, que se € F entdo o

nimero de zeros e polos de x ¢ finito e esse fato nos leva a seguinte definicao:

Definicao 1.5.2. Seja 0 # x € F' e denotemos por Z e N o conjunto de zeros e

polos de x em Pr, respectivamente, assim definimos:
1. ()0 = Y peyvp(x)P, o divisor de zeros de x;
2. (2)oo = 2 pen(—vp(x))P, o divisor de pdlos de x;
3. () = (2)g — (¥)eo, 0 divisor principal de x.

Defini¢ao 1.5.3. Definimos o grupo de divisores principais de F/K como
sendo Pr = {(x);0 # x € F} (este é um subgrupo de D desde que para 0 #
x,y € F, (zy) = () + (y)). O quociente Cr = Dr/Pr é chamado grupo de
classe de divisores e dizemos que D € equivalente a D', denotando por D ~ D',

se [D] = [D'], isto é, se D' = (x) + D para algum x € F.

Agora vamos definir um espaco vetorial associado a um divisor, o qual nos
dard a definicio de dimensao desse divisor e também de um invariante muito

importante para a teoria.

Definigao 1.5.4. Para um divisor A € Dg definimos o conjunto

L(A) ={z € F;(x) > -A} U{0}.
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Lema 1.5.5. Seja A € Dr entao temos
a. L(A) € um K—espago vetorial, de dimensao finita;
b. Se A" ~ A entao L(A") ~ L(A).

Definicao 1.5.6. Para A € Dr, definimos a dimensao do divisor A como sendo
dim(A) = dimg(L(A)).

Teorema 1.5.7. Qualquer divisor principal tem grau zero. Mais precisamente
dado x € F\ K e (x)o, (¢)e denotando os divisores de zeros e pdlos, respectiva-

mente, do divisor de x, entao:

gr((@)o) = gr((x)e) = [F: K(2)].
Como conseqiiéncia imediata deste teorema temos:

Corolario 1.5.8. 1. Seja A, A’ divisores tais que A ~ A'. Assim temos que
dim(A) = dim(A") e que gr(A) = gr(A’);

2. Se gr(A) <0 entao dim(A) = 0;
3. Para um divisor A de grau zero , temos que sao equivalentes:

(a) A é um divisor principal;
(b) dim(A) > 0;
(¢) dim(A) = 1.

A partir da proposicao que enuciaremos a seguir definimos o género de um

corpo de funcoes algébricas que é um invariante que depende apenas do corpo.

Proposicao 1.5.9. Eziste uma constante v € Z tal que, para todo divisor A € Dp

temos que:

gr(A) — dim(A) < 7.
Defini¢ao 1.5.10. Definimos o género do corpo de fungoes F/K como sendo

g = mazx{gr(A) —dim(A) +1; A € Dg}.
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O primeiro resultado envolvendo o género de um corpo de funcoes é o seguinte:

Teorema 1.5.11 (Teorema de Riemann). Seja F'/K uma corpo de fungoes algé-

bricas com género g entao:
1. Para qualquer divisor A € Dp, dim(A) > gr(A)+ 1 —g;

2. Eziste um inteiro ¢, dependendo de F/K tal que dim(A) = gr(A)+1—g
sempre que gr(A) > c.

1.6 O Teorema de Riemann-Roch

Aqui F'/K denota um corpo de fungoes algébricas com género g.

Definicao 1.6.1. Para A € Dr definimos o indice de especialidade de A como

sendo:

i(A) = dim(A) — gr(A) +g— 1.

Como se vé o Teorema de Riemann garante que o indice de especialidade
de um divisor A é inteiro nao negativo e na verdade nos vamos apresentar i(A)
como a dimensao de certos espacos vetoriais. Assim para isto comegamos com as

defini¢oes abaixo:

Definigao 1.6.2. Um adele de F/K € uma fungao

tal que ap € Op para quase todos P € Pp. Podemos ver um adele como um
elemento do produto direto HPEIP’F F e usamos a nota¢ao a = (ap)pepy, € para

encurtar, o = (ap).
Chamamos de espago de adeles de F'/K ao conjunto:
Ap ={a; a é adele de F/K}.

Definicao 1.6.3. 1. Definimos como adele principal de um elemento x € F
como sendo o adele cujas as componentes sao todas iguais a x ou seja a

seqiiéncia constante (x).
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2. Dado P € Pr ex € F, o adele cuja as componentes sao nulas a menos da

componente P, a qual € x, serd denotado por tp(x).

Definicao 1.6.4. A um adele «, associamos uma funcao de valorizagao discreta

dada por: vp(a) := vp(ap).
Definicao 1.6.5. Para um divisor A € Dr definimos o conjunto:
AF(A) = {Oé € AF, UP(OZ) Z —UP(A), VP e ]P)F}

Facilmente pode se ver que o conjunto acima definido é um K —subespago
vetorial de Ap.
No proximo teorema explicitamos um espaco vetorial cuja a dimensao é o

indice de especialidade do divisor A.

Teorema 1.6.6. Dado um divisor A, o seu indice de especialidade é dado por:
E como conseqiiéncia imediata temos:

Corolario 1.6.7.

g = dlmK(AF/(.AF(O) + F))

Agora veremos o conceito de diferenciais de Weil, o qual nos dara mais infor-

macoes sobre o indice de especialidade de um divisor.

Definicao 1.6.8. Uma aplicacao K—linear, w : Ar — K, que se anula em
Ar(A) + F para algum divisor A € Dg é dita diferencial de Weil de F/K .
Denotamos por Qp ao conjunto dos diferenciais de Weil de F/K e por Qp(A) ao
conjunto de diferenciais de Weil de F/K que se anulam em Ap(A)+ F.

O conceito de divisor canoénico é de fundamental importancia para o Teorema

de Riemann-Roch e ele é definido a partir da proxima definicao e do lema seguinte.

Definigao 1.6.9. Para um diferencial de Weil w # 0 definimos o conjunto de
divisores:
M(w) ={A € Dp; w se anula em Ap(A) + F'}.
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Lema 1.6.10. Seja w € Qp, w # 0, entao existe um inico divisor W € M(w)
tal que A < W para todo A € M(w).

Defini¢ao 1.6.11 (Divisor Canonico). 1. O divisor (w) de um diferencial de

Weil w # 0 € o divisor de F/K unicamente determinado por:

(a) w se anula em Ap((w)) + F;
(b) Se w se anula em Ap(A)+ F entao A < (w).
2. Para 0 # w € Qp e P € Pp definimos vp(w) = vp((w));

3. Um lugar P é dito zero (resp. pdlo) de w se vp(w) > 0 (resp. vp(w) < 0).
w € chamado de regular em P se vp(w) > 0, e simplesmente de reqular se

for reqular em todos os lugares em Pp;

4. Um divisor W ¢é dito divisor candnico de F/K se W = (w) para algum

WEQF.

Proposigao 1.6.12. 1. Para 0 # z € F ¢ 0 # w € Qp temos que (aw) =
(2) + (w);

2. Quaisquer dois divisores candnicos sao equivalentes.

Esse proximo teorema vai nos permitir calcular o indice de especialidade de

um divisor (mais uma vez como dimensao de um espago vetorial).

Teorema 1.6.13. Seja A um divisor arbitrdario e W = (w) um divisor candénico

de F/K. Entao a aplicagao

p: LW —A) — Qp(A)

x = Zw
¢ um isomorfismo de K—espagos Vetoriais, e mais i(A) = dim(W — A).
Em fim chegamos ao principal teorema da teoria até aqui apresentada.

Corolario 1.6.14 (Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de F/ K. Assim

para qualquer A € Dg temos que:

dim(A) = gr(A) +1— g+ dim(W — A).
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Teorema 1.6.15. Sendo A um divisor de F'/K de grau maior ou igual que 2g—1,
temos:
dim(A) = gr(A)+1—g.

A proxima definicdo nos serd bastante tutil para o entendimento de um de

nossos codigos.

Definigao 1.6.16 (Componente Local). Seja um diferencial de Weil w € Qp.

Definimos a componente local de w como sendo a aplicagao K — linear
wp: F — K
r = wlp(®)

Sobre as componentes locais temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.6.17. Sejam um diferencial de Weil w € Qp e um adele o =

(ap) € Ap. Entao wp(ap) # 0 no mdzimo em finitos lugares P, e mais,
w(a) = Z wp(ap).
PePp

Em particular,

> wp(1)=0.

PePp
O proximo resultado nos mostra que um diferencial de Weil é unicamente

determinado em relacao aos seus componentes locais.

Proposicao 1.6.18. 1. Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K, P € Pg
e W = (w). Entao:

vp(W) = max{r € Z; wp(x) =0 para todo x € F' com vp(x) = —r}.

2. Sew, W € Qp ewp =w, para algum P € Pr, entio w = '

1.7 Curvas Algébricas

Nessa secao apresentaremos as curvas algébricas e sua ligacao com os corpos de

funcoes algébricas.
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Definigao 1.7.1. Seja I um ideal em Fxq,--- ,x,] (anel de polinémios em n in-
determinadas com coeficientes sobre um corpo F). Definimos o conjunto algébrico

obtido a partir de I como sendo:
V(I)={a= (a1, - ,a,) €F* f(a) =0,Yf €I}

Dizemos que um conjunto algébrico B é irredutivel se nao pode ser escrito
como unido de dois outros conjuntos algébricos proprios. Temos que V(I) é
irredutivel quando o radical de I ¢é ideal primo. Tal resultado nos leva as duas

defini¢oes abaixo:

Defini¢ao 1.7.2. 1. Dado um ideal primo I C Flzy, -+ ,x,] 0 conjunto X =

¢ dito variedade afim.
2. O anel Flxy,--- ,x,]/I = F[X] € dito anel de coordenadas de X .

Definicao 1.7.3. Dada uma variedade algébrica X definimos o corpo de funcoes
racionais de X como sendo o corpo de fragées do anel de coordenadas F[X] que

¢ denotado por F(X).

Um resultado classico da algebra comutativa (Teorema de normalizagido de
Noether) nos diz que podemos dar a dimensao da variedade algébrica da seguinte

forma:

Definicao 1.7.4. Definimos a dimensao da variedade X como sendo o grau de

transcendéncia de F(X')/F.

Para um ponto P € X, o conjunto

Op(X) = {J € F(X):f =7, 9.h € FlX] e h(P) £ 0},

é um anel local que tem como corpo de fragoes o proprio F(X) e mais o seu ideal

maximal é dado por:

Mp(X) = {f €F(X);f = %, g,h € F[X],g(P) = 0 e h(P) £0}.
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1.7.1 Variedades Projetivas

Defini¢ao 1.7.5. Dado um corpo F, no conjunto F"*1\ {0} definimos a rela-
¢ao de equivaléncia ~ definida por: dados dois vetores v = (vg, vy, ,U,) €
w = (wo,wr, -+ ,w,) € F*\ {0} eles sao equivalentes se forem linearmente
dependentes sobre F, ou seja, v ~ w se, e somente se, eriste \ € F tal que

V= \w.

O conjunto quociente (F"*1\ {0})/ ~ das classes de equivaléncia segundo a
relagdo ~, é chamado espago projetivo de dimensao n e denotado por P"(IF)

e seus elementos sao denotados por (ag : ay : -+ : ay,).

Definigao 1.7.6. Dizemos que um polinomio F € Flxy,--- ,x,] é homogéneo se
esse for soma de mondémios de mesmo grau. Um ideal gerado por polinémios

homogéneos é chamado de ideal homogéneo.

Observe que dados um ponto P = (ag : a3 : -+ : ap) = (bg : by = -+ :
b,) € P*(F) e um polinémio homogéneo F € F[zg, - ,z,] podemos definir
F(P)=0se F(agp,a,---,a,) =0, ja que F(ap,as, - ,a,) =0 se, e somente se,
F(bo, by, ,b,) = 0. Assim, podemos definir o que seja uma variedade algébrica

projetiva.

Definigao 1.7.7. Um subconjunto X C P"(FF) € dito uma variedade algébrica
projetiva se for o conjunto de zeros de um ideal homogéneo I C Flxg, z1, -+, x,],
ou seja:
X=V({)={PeP"(F), F(P)=0,VF € I}.

Uma variedade algébrica projetiva X = V(I) é irredutivel se, e somente se, o
ideal I for um ideal homogéneo e o seu radical for primo.

O anel de coordenadas Fy[X] = Flzg, - ,x,]/] é dito anel de coordenadas
homogéneas e os elementos que sdo do formato f = F'+ 1 com F € Flzg, -+, ;)
e F homogenea,sao chamados de forma de grau d onde d = gr(F).

Faremos agora a associacao entre as curvas algébricas e os corpos de funcoes.

Definicao 1.7.8. Se X' € uma variedade algébrica projetiva definimos o corpo de

funcoes de X como sendo:

F(X) = {%, g, h € F[X] formas de mesmo grau e h # 0}.
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A dimensao da variedade X' ¢ dada pelo grau de transcendéncia de F(X')/F.

Definigdo 1.7.9. Dado um ponto P € X e f = 9 € F(X) com g,l € Fu[X],
dizemos que f estd definida em P se l(P) # 0, f(P) € dito valor de f em P.

O anel Op(X) = {f € F(X); f ¢é definida em P} C F(X) é um anel local
com ideal maximal Mp(X) = {f € Op(X); f(P)=0}.

Defini¢ao 1.7.10. Seja F' € Flxy,--- ,x,] com grau total de F igual a l, defini-

mos a homogeneizacao de F' como sendo:

T Ty
F*=ghF (= - ).
Zo Zo

Defini¢ao 1.7.11. Uma variedade projetiva (afim) X de dimensao 1 € chamada
de curva algébrica irredutivel projetiva (afim). Desse modo o corpo de fungdes
racionais em X, F(X), é um corpo de fungdes algébricas de uma varidvel como
na defini¢ao 1.58.1. Mais ainda, dizemos que a curva algébrica projetiva (afim) é

plana se X C P*(F) (ou F?).

1.7.2 Curvas Nao Singulares

Levando-se em conta que os codigos geométricos de Goppa sao gerados pelas
curvas planas nao singulares, a seguir apresentaremos a definicao de curvas nao

singulares.

Definicao 1.7.12. Seja X' uma curva algébrica definida pelo polinomio F &
F(x,y) e P um ponto em X. Dizemos que o ponto P € um ponto nao singular se
pelo menos uma das derivadas parciais de F' aplicadas nesse ponto € nao nula, ou
seja, Fp(p) # 0 ou F,(P) # 0. Se todos os pontos da curva forem nao singulares

dizemos apenas que a curva € nao singular (ou regular).

Observamos que aqui que a derivada parcial de um polindémio é a sua derivada

formal.



Capitulo 2
Codigos Algébricos (Geométricos

Neste capitulo estamos interessados em construir os cédigos algébricos geomé-
tricos, conhecidos como Codigos de Goppa Geométricos, e entao extrair uma
cota para a sua distancia minima e calcular sua dimensao. Aqui IF, denotara um

corpo com ¢ elementos.

2.1 Cobdigos Algébricos Geométricos

Definigao 2.1.1. Seja F, = {ap, - -+, g1} € considere o conjunto, Ly, C Fy[x],
dos polinémios com grau menor que k e k < q, definimos um codigo de Reed-

Solomon de tamanho n = q como sendo:

Cr =A{c(f) = (f(aw), -, flog-1)); f € Lk}

Proposicgao 2.1.2. Como acima definido, Cy, é um cédigo MDS (Mazimum Dis-

tance Separable), ou seja, tem distancia minima d =n — k + 1.

Demonstracao. Seja f € Ly, temos que f tem grau no maximo k — 1, assim f
admite no maximo k — 1 raizes distintas em F,, desse modo o peso de ¢(f) é no
minimo n — k + 1, ou seja, d > n — k + 1 no entanto temos que o polindmio
g(x) = (r—ay) - (r—a;_,) € Li tem grau k —1 e tem exatamente k — 1 raizes

distintas em F,, desse modo d(c(g)) =n — k + 1. O

A seguir utilizaremos as seguintes notagoes:

21



2.1 Cobdigos Algébricos Geométricos 22

* F/F,, um corpo de fungoes algébricas de género g;

* P, P, -, P, lugares de grau 1 dois a dois distintos em F/F;
* D=>", P, um divisor em F/F;

% G, um divisor em F/F, tal que supp(G) N supp(D) = 0.

A partir das notacoes dadas acima e da definicao 1.3.11 estamos em condicao de

definir o que vem a ser um coédigo gemétrico de Goppa.

Definigao 2.1.3 (Codigos Geométricos de Goppa). Definimos o cddigo algébrico
geométrico (codigo geométrico de Goppa) associado aos divisores D e G como

sendo:

C(D,G) = {c(z) = (x(P),2(P), - x(P,));x € LIG)}.
Teorema 2.1.4. O cddigo de Goppa C(D,G) € um [n, k,d|—cddigo tal que:
k =dim(G) —dim(G — D) ed = n — gr(G).
Demonstracao. Seja a aplicacao de avaliacao

evp : L(G) — C(D,G)
T = c(z) = ((x(P), -, x(P)) '
L(G)

Ker(evp)
mostrar que Ker(evp) = L(G — D). Seja x € Ker(evp), temos que para todo

Sabemos que evp é sobrejetiva logo ~ (C(D,G). Queremos agora
Q € Ppuvg(xr) = —vg(G) e vp(z) >0 parai=1,---,n e mais, como supp(G)N
supp(D) = 0, temos que, vg(x) = —vg(G) +vg(D) assim Ker(evp) C L(G— D).

Tomemos agora © € L(G — D), temos que vp,(x) = —vp (G) +vp (D) =1
para i = 1,---,n, logo z € L(G) e vp,(x) > 0 ou seja x(F;) = 0 em Fp, 0o que
implica que £L(G — D) C Ker(evp) e pelo teorema dos isomorfismos (algebra
linear) concluimos que k = dim(G) — dim(G — D).

Agora acharemos uma cota para a distancia minima do cédigo. Assumiremos

que C(D, G) # {0}, pois caso contrario ndo teriamos uma distancia nao nula.
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Seja x € C(D,G) tal que w(x) = d, assim temos que existe y € L(G) tal
que w(evp(y)) = d, mas w(evp(y)) = d = #{i;y(P;) # 0}. Suponha agora que

y(P) =y(Py) =---=y(P,—q) =0, reordenando os P;’s caso necessario, logo
n—d n—d
0#y€£<G—ZPZ-> = dim (G—ZR) £0=
i=1 i=1

n—d
0< gr (G—ZR) =gr(G)—n+d=
i=1
d>n—gr(G).
U

Corolario 2.1.5. Suponha que gr(G) < n entao evp : L(G) — C(D,G) é
injetora e se 2g — 2 < gr(G) < n teremos que k = gr(G) + 1 — g.

Demonstragao. Temos que gr(G — D) = gr(G) —n < 0, logo (por 1.5.8-2) {0} =
L(G — D) = Ker(evp) logo evp é injetora. Pelo teorema 1.6.15 temos que
k=gr(G)+1—g. O

Esses resultados dao uma motivacao para a seguinte definicao:

Definigao 2.1.6. No cddigo geométrico de Goppa C(D,G) chamamos de distin-

cia designada ao inteiro d* =n — gr(G).

Ao ver essa definicao surge uma pergunta: Quando a distancia designada é
igual a distancia minima do cédigo? Responderemos essa pergunta na proxima

proposicao.

Proposicao 2.1.7. Seja C(D, G) um cidigo com distancia designada d*, suponha
que dim(G) > 0 e que d* > 0. entao d = d* se, e somente se, existe um divisor

D" com 0 < D' < D, gr(D') = gr(GQ) edim(G —D') > 0.

Demonstragao. Suponha que d = d*. Seja 0 # x € L(G) tal que w(evp(x)) = d.
Assim, evp(z) = (x(P1),...,x(P,)), reordenando os P/s caso necessario, temos
2(Py) = - = 2(Pyc) = 0. Seja D' = 9" P, logo gr(D') = 7D vp (D) =
gr(G). Assim temos que 0 < D’ < D. Observe que x € Ker(evp/) logo como na

demonstragao do teorema 2.1.4, tem-se dim(G — D') > 0.
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Queremos agora demonstrar a segunda parte da proposicao. Seja D' € Dp
tal que 0 < D' < D, gr(D'") = gr(G) e dim(G — D’) > 0, entdo temos que existe
y € L(G—D'), assim sendo, temos que o peso da palavra codigo (y(P1), ..., y(Py))
¢ no maximo n — gr(G) = d*, contudo d é a distancia minima no cédigo e mais,

como provado anteriormente d* < d, logo d = d*. O

Agora definiremos o codigo que originalmente foi introduzido por V. D. Goppa

em 1981 no artigo “Codes on Algebraic Curves”.

Definigao 2.1.8. Seja G ¢ D = P, +---+ P, divisores de F//IF, com os P/s dois
a dois disjuntos e supp(G) N supp(D) = 0. Definimos o cddigo Cq(D,G) por:

Ca = {(wn (1), ..., wp, (1)) € " w € QG — D)}

O proximo resultado tem como objetivo caracterizar o codigo Cqo(D, G). Mas

antes disso apresentaremos um lema técnico.

Lema 2.1.9. Sejam F/F, um corpo de fungoes, P € Pr com gr(P) =1ew € Qp
um diferencial de Weil tal que vp(w) = —1. Entao wp(l) = 0 se, e somente se,

vp(w) = 0.

Demonstragao. <) Primeiro vamos supor que vp(w) = 0, logo pela proposigao
1.6.18, temos que wp(x) = 0 para todo z € F com vp(x) > 0, temos que 1 €
F, C F logo vp(1l) = 0 assim wp(1) = 0.

=) Suponha agora que wp(1) = 0, assim temos que wp(a) = awp(1l) = 0 para
todo a € IF,. Pelo teorema 1.3.14, existe x € F' tal que vp(x) > 0, ou seja x € Op.
Como gr(P) = 1 temos que Op/P = F,, assim existem y € P e a € F, tais que
x —y =aemais, vp(y) = 1 e vp(a) = 0. Por hipotese temos que vp(w) > —1 e
como vp(y) = 1, pela proposi¢ao 1.6.18, temos que wp(y) = 0. Assim temos que
wp(x) = wp(a+vy) = wp(a) + wp(y) = 0, ou seja, vp(w) = 0 (novamente pela

proposi¢ao 1.6.18). O

Observagao 2.1.10. A proposi¢io 1.6.18 nos garante que vp(w) > r se, e so-

mente se, w(x) = 0 para todo x € F' com vp(x) = —r.

Agora enuciaremos o teorema que caracteriza o codigo Cq(D, G).
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Teorema 2.1.11. O cddigo Cq(D,G) € um [n, k', d'|—cddigo com parametros:
K =i(G—-D)—i(G) ed > gr(G) —2g + 2.

E mais, se gr(G) > 2g — 2, temos que k' = i(G—D) >2n+g—1—gr(G) e se
2g—2<gr(G) <nentio k' =n+g—1— gr(G).

Demonstracao. Seja ¢ a seguinte aplicacao:

¢: Qp(G-D) — Cqo(D,G)
w — (wPl(l),...,wpn(l))

obviamente ¢ é sobrejetiva, logo Cq(D, G) é isomorfo a Qp(G — D)/Ker(¢).
Seja w € Ker(¢), temos que wp, (1) = 0 para i = 1...n, assim pelo lema
2.1.9, vp,(w) = 0. Como w € Qp(G — D), temos que (w) = G — D. Observe
que se P € {Py,...,P,} temos que vp(G) = 0 e vp(—d) < 0 e mais, para
Pé¢{Py,...,P,} temos que vp(—D) = 0 assim w € Qp(G).
Seja agora w € Qp(G), novamente pelo lema 2.1.9 temos que vp (w) >
vp, (G) =0, logo w € Ker(¢).

Assim pelo isomorfismo visto acima temos que

?

K = dimg, (Qp(G — D)) — dimg, (Qp(G)) = i(G — D) — i(G).

Seja ¢p(w) € Cq(D,G), uma palavra com peso m > 0, sem perda de gene-
ralidade podemos supor que vp, = --- = vp, _ , desse modo temos que w €
(G — (D= X0 P)).

Observe que (G — (D — ")) = dimg, (G — (D — >-7")) e como Q(G —
(D —=>""") # {0} temos que i(G — (D —>_~")) > 0, desse modo dim(G —
(D=3"1") > gr(G—(D—=>"7"")) —g+1 0 que & a contra positiva do teorema
1.6.15, assim

29 —2 > gr (G— (D—g)) =gr(G) —gr (D—g) =gr(G)—m

i=1 i=1

concluimos entdo que m > gr(G) — 2g + 2, ou seja, d' > gr(G) — 2g + 2.
Assuma agora que gr(G) > 2g — 2. Pelo teorema 1.6.15, temos que i(G) = 0,

assim k' = i(G — D) = dim(G — D) — gr(G— D)+ g — 1, como dim(G — D) > 0

temos que k' = n+g—1— gr(Q).
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Agora se gr(G) < n temos que gr(G — D) = gr(G) —n < 0 logo pelo corolério
1.5.8 dim(G — D) =0 assim k' =n+g— 1 — gr(G). O

O proximo teorema mostra a ligacao entre o codigo geométrico de Goppa
(C(D,@Q)) e o codigo que acabamos de definir Cq(D,G). Novamente antes do

teorema apresentaremos mais um lema técnico.

Lema 2.1.12. Sejam P € Pg tal que gr(P) = 1, w um diferencial de Weil com

vp(w) = -1 ex € F comvp(x) >0, entao
wp(z) = z(P)wp(1).

Demonstra¢ao. Como gr(P) = 1 temos que Op/P = F,, o fato de vp(z) > 0
nos da que z € Op, logo existe y € P e a € F, tais que x —y = a, observe
que vp(a) = 0 e vp(y) = 1. Como vp(y) = 1 temos que wp(y) = 0, assim
wp(r) =wp(a+y) =wp(a) +wp(y) = awp(1).

Observe agora que a é a classe de residuos de z em relagao a P, logo wp(z) =
x(P)wp(1). O

Em fim o teorema que nos da a relagao entre os codigos.

Teorema 2.1.13. Os cddigos C'(D,G) e Co(D,G) sao duais entre si, ou seja,
Co(D,G) = C(G,D)™*.

Demonstracdao. Primeiro vamos mostrar que a dimensdo dos codigos (C(D, G)*
e Cq(D,G)) sao iguais.

Pelo teorema 2.1.11 temos que dim(Cq(D,G)) =i(G — D) —i(G), agora pelo
corolario 1.6.14 (Riemann-Rock) temos que i(G — D) —i(G) = dim(G — D) + g —
1—gr(G—D)—(dim(G)+g—1—gr(G)) = dim(G—D)+gr(D)—dim(G) = n+
dim(G — D) — dim(G), pelo teorema 2.1.4 temos que dim(C(D,G)) = dim(G) —
dim(G — D), assim dim(Cq(D,G)) = dim(C(D,G)*).

Agora mostraremos que Cq(D, G) C C(D,G)*, o que vai nos garantir a igual-
dade desejada.

Seja w € Qp(G — D) e z € L(G). Identificando  como um adele princi-
pal temos que 0 = w(z) = > pcp, wp(z) (pela proposicao 1.6.17). Para P €
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Pr\{P,..., P,} temos que vp(x) > —vp(w), entao pela observagio 2.1.10 temos
que vp(z) = 0, assim ) pcp wp(r) = Y7L wp, (7). Agora pelo lema 2.1.12 te-
mos que y . wp(z) = > 2(P)wp, (1) = ((wpy,s - - . wp,), (@(P1), ..., z(P,))),
concluindo entdao que Cq(D, D) C C(D,G)*. O

2.2 Teorema de Bézout

Nesta secao ficaremos a par do teorema de Bézout, o qual fala sobre o nimero
de intersecoes entre curvas algébricas e também o ligaremos a teoria de codigos,

foco deste trabalho.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Bézout). Sejam X e Y duas curvas algébricas pla-
nas irredutives de grau | e m respectivamente sobre um corpo algebricamente
fechado T tais que elas nao tenham uma componente em comum, entao o nimero
de pontos da intersecao entre as curvas € exatamente Im (contanto os pontos com

suas multiplicidades).

Demonstracao. A demonstragao desse resultado nao esta no objetivo desse texto,

contudo ela se encontra em [1]. O

Proposicao 2.2.2. Consideremos um polinomio G € Fy[z,y] com grau total m
tal que sua forma homogénea G* define uma curva irredutivel nao singular X,

entio G € irredutivel em Flz,y], onde F € o fecho algébrico de F,.

Demonstracao. Pela nossa definicao X é uma curva gerada por um ideal primo
I C Flz,y, 2] e mais [ = (G*). Logo G* é irredutivel em F|x,y, z]. Agora sendo
G* irredutivel e supondo, por absurdo, que G seja redutivel temos que G = fh
com gr(f) < gr(G) e gr(h) < gr(G), logo temos que G* = (fh)* = f*¢g* que ¢é

redutivel, absurdo, assim temos que G é irredutivel em F[z, y]. O

Definicao 2.2.3. Seja X uma curva definida sobre Iy, isto €, as equagoes que a
define tem seus coeficientes em F,. Os pontos de X que tem todas as coordenadas

em ¥, sao ditos pontos racionais.

Seja V; o espaco vetorial de polinomios de grau total no maximo [/, em duas

varidveis z,y e com coeficientes em F,. Considere G um polinémio como o da
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proposi¢ao 2.2.2 (em particular, o grau total de G é m), Py, P, ---, P, pontos

racionais da curva definida por GG. Definimos o codigo C por:

C:{(f(Pl)vf(P2)7 7f(Pn))7 fEW}

Teorema 2.2.4. Se no codigo C, definido acima tem-se que n > lm, entao para

sua distdncia minima d e sua dimensao k sao dadas por:

d>=n—Im;

k—{ (122), sel < m;

lm+1—(m2_1), sel>m.

Demonstracao. Primeiro queremos encontrar a dimensao do espaco vetorial V}

que tem como base o conjunto formado pelo mondémios de grau menor ou igual a [,
200+ 1) =1+ 1)
B 2

conjunto esse que tem cardinalidade igual a 3__ (I+1)—i
L0+

2 2
Seja F' € V}, se G for um fator de F' temos que a palavra correspondente a I’ no

l+2) )

), assim a dimensao de V} é ( 5

codigo é zero. Agora dada uma palavra nula no codigo e F' € V; o polindmio que
a gera temos que a curva ) definida por F=0e G=0tem graul’ <lel <m
e mais, temos que Pj,---, P, estao na intersecao de ) com X. O teorema de
Bézout nos garante que se Y e X nao tem um fator em comum o niimero de pontos
na intersessao é menor ou igual a I'm < Im, mas por hipotese n > Im, logo F' tem
GG como seu fator. Assim temos que as funcoes em V; que geram a palavra zero é
um subespaco vetorial de dimensao [ —m dado por GV,_,, = {GH; H € V|_,,}.

Se [ < m temos que Vi_,, = 0 logo a dimensao do codigo é dada por k = (%2).
Caso contrario, teremos que k = (lf) — (l_";“) =Iim+1- (m;).

Agora queremos demonstrar que a distancia minima do cédigo é d > n — Im.
De fato, seja w € C' uma palavra nao nula, suponha que w tem mais que Im
coordenadas nulas. Seja F' € V; um poliné6mio que gere w, tomemos a curva )/
definida por F' = 0, como gr(F) < [ temos que gr()) < [ logo #Y N X < Im,
pelo teorema de Bézout. Com um possivel reordenamento das coordenadas de
w podemos supor que F(P)) = F(P) = -+ = F(BPy,) = -+ = F(P;) = 0,
pela nossa construcao temos que {Py,---,P;} C YNX. Logo j < lm, assim

d > n — Im, como queriamos demonstrar. O



Capitulo 3
Codigos de Avaliacao

Este capitulo estd dedicado a construcao dos cédigos de avaliacao.

3.1 Funcoes Peso, Grau e Ordem

Defini¢ao 3.1.1. Seja R = Flxy, -+, x| o anel de polinémios a m varidveis
sobre o corpo I, suponha que exista uma ordem total < no conjunto de mondmios

de R tal que para quaisquer monémios My, My e M temos que:
1. Se M # 1, entao 1 < M;
2. Se My < M, entao MM, < MM,.

Assim dizemos que < € uma ordem de admissao ou ordem de redu¢cdo em mond-

mMLoS.

No que segue R ¢ uma F—algebra, ou seja, um anel comutativo com unidade
tal que F C R como subanel. E mais, o simbolo —oc é tal que para todo n €

No U {—00}, —00 +n = —o0.

Defini¢ao 3.1.2. Uma fun¢ao p: R — NoU {—00}, que satisfaz as propriedades

abaizo é chamada de fungao ordem.

1. p(f) = —o0 se, e somente se, [ =0;

2. p(\f) = p(f) para todo X € F\ {0};

29
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8. p(f +g) < max{p(f),p(g)} € a igualdade é vdlida quando p(f) # p(g);
4. Se p(f) < plg) e h#0, entdo p(fh) < p(gh);

5. Se p(f) = p(g) #0, entao existe X € F\ {0} tal que p(f — Ag) < p(g).

Se além dessas propriedades p também satisfizer a proxima a chamaremos

de funcao peso.
6. p(fg) = p(f) + p(g).

Exemplo 3.1.3. Um primeiro exemplo de uma funcao peso é a funcao grau de

polinémios no anel de polinomios em uma variavel F[z].

Definicao 3.1.4. Uma funcao grau em R € uma funcao que satisfaz as proprie-
dades 1, 2, 3, 4 e 6 da definicao 3.1.2.

Vejamos agora um resultado que nos traz propriedades para as fungoes ordem.
Lema 3.1.5. Seja p uma fun¢ao ordem em R, entao temos:

1. Se p(f) = p(g), entao p(fh) = p(gh) para todo h € R;

2. Se f € R\ {0}, entdao p(1) < p(f);

3. F={feRp(f) <p)};

4. Se p(f) = p(g), entao existe um iunico escalar nao nulo X € F tal que

p(f —Ag) < p(g).

Demonstracao. A demonstracao desse lema saira diretamente da definicao de
funcoes ordem.

(1) Seja p(f) = p(g), temos que existe X € F tal que p(f — A\g) < p(9),
logo p(fh — Agh) < p(gh). Podemos escrever fh = (fh — Agh) + Agh, assim
p(fh) = p(Agh) = p(gh).

(2) Suponha por absurdo que f € R é um elemento nao nulo tal que p(f) <
p(1), entdo a cadeia p(1) > p(f) > p(f?) > --- & estritamente decrescente,

absurdo, pois Ny U {—00} é bem ordenado.
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(3) Claramente F C H = {f € R;p(f) < p(1)}, agora seja f # 0 tal que
p(f) < p(1) entdo p(f) = p(1), assim existe A tal que p(f — A) < p(1), logo
f—A=0ouseja f €F.

(4) Pela definigao de fungao ordem, temos a existéncia do A, falta assim mos-
trar a unicidade. Suponha que A\, v € F sdo tais que p(f—Ag) < p(g) e p(f—rg) <

p(g). Entao temos que p(f —Ag— (f —vg)) < max{p(f —Ag), p(f —vg)} < p(g)-
Assim temos que p((A—v)g) < p(g) o que implica que A—v = 0. Assim A =v. O

Uma primeira conseqiiéncia sobre a estrutura de um anel R com uma funcao

ordem é dada na seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.6. Se existe uma fungao ordem, p, em R, entao R € um dominio

de integridade.

Demonstragao. Suponha que existam f, g € R\ {0} tais que fg = 0, sem perda
de generalidade assumiremos que p(f) < p(g), assim p(f?) < p(fg) = p(0) = —c0
logo p(f?) = —oo, isto &, f2 = 0. Como f # 0, temos que p(1) < p(f) < p(f?),
absurdo. Logo fg # 0 assim R é um dominio. O

Agora apresentaremos um exemplo com o qual mostraremos que a reciproca

da proposicao 3.1.6 é falsa.

Exemplo 3.1.7. A F—algebra R = F[z,y]/(zy — 1) é um dominio, mas nao tem
uma fun¢ao ordem. De fato, denotando por T a classe de equivaléncia z+(zy—1) e
por 7 a classe y+ (xy—1). Como R é um dominio temos que T # 0 e ¥ # 0. Sendo
p uma funcao ordem em R temos que p(1) < p(T) e assim p(y) < p(zy) = p(1),
ou seja, p(y) = p(1), analogamente achamos que p(T) = p(1). Observe que
R = F[z] + F[y] e assim para todo f € R concluimos que p(f) < p(1), ou seja,
R =T, no entanto T ¢ F, absurdo.

A seguir mostraremos que dada uma F—algebra R com uma funcao ordem,

essa admite uma F—base com “boas” propriedades.

Teorema 3.1.8. Seja R uma F—dlgebra com uma funcao ordem p, F # R.

Entao:
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1. Ezxiste uma F—base, {f;,1 € N}, para R tal que p(f;) < p(fir1) para todo
i€ N;

2. Se f=>"" NficomX €F e\, #0, temos que p(f) = p(fm);

3. Seja l(i,7) :=1 o inteiro tal que p(fif;) = p(fi). Assim, l(i,7) < (i +1,7)

para todo i, j;
4. Seja p; == p(f;). Se p € uma fungao peso entao pyi ;) = pi + pj-

Demonstragao. (1) Temos que existe f € R com f ¢ F, pois R # F, assim
p(1) < p(f) o que nos d& que p(f") < p(f"*!) para todo n € Ny. Mais ainda,
o conjunto dos valores de p é infinito. Seja (p;)ieny a seqiiéncia crescente de
inteiros nao negativos tais que os p;s sao todos os valores da fungdo ordem, isto
¢, p(R\ {0}) = {pi; i € N}. Por defini¢ao, para todo i € N existe um f; € R tal
que p(f;) = p; assim p(f;) < p(fir1). E mais, pela nossa construcio, para todo
f € R\ {0} existe um f; tal que p(f) = p(f;). Observamos que p; = p(1). Agora
falta mostrar que B = {f;;i € N} é uma base. Claramente B é um conjunto
linearmente independente, mostremos que ele gera R.

Seja f € R temos que existe um fp € B tal que p(fx) = p(f) o que nos
da que existe A\, € F de modo que, p(f — M\efx) < p(fx), novamente temos que
existe f, com h < k tal que p(f — A\pfe) = p(fn) e conseqiientemente existe A,
tal que p(f — A\ifx — Anfn) < p(fn), esse processo deve acabar em no maximo k
vezes pois temos apenas k — 1 p}s menores que p. Assim chegaremos em p(f —
Zf:ol Me—ife—1) < p(1), observe que alguns dos A.s que aparecem aqui podem ser
nulos, p(f — Zf:ol Me—ife—1) = —00 0 que nos da que f = Zf;ol Mo—ifr—1, assim
B é uma F—base de R.

(2) Pela existéncia da base acima e o fato de que p(f + g) = maz{p(f), p(9)}
se p(f) # pl(g), tem-se (2).

(3) Como p(f;) < p(fi+1) temos que p(fi f;) < p(fi+1f;) logo U(i, 7) < I(i+1, ).

(4) Sendo p uma funcao peso temos que p(fg) = p(f) + p(g). Assim py; ;) =
pi + pj- U
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3.2 (Codigos de Avaliacao

Nessa secao introduziremos o conceito de codigo de avaliacao. Trabalharemos aqui
com um corpo finito com ¢ elementos, IF,. Além disso, aqui R é uma F,—4algebra
com fun¢ao ordem p tal que admite uma base, {f;;i € N}, de modo que p(f;) <
p(fis1) para todo i € N.

Queremos transformar o espago vetorial Fj em uma élgebra e para isso pre-
cisamos definir uma multiplicagdo de vetores, assim definiremos a multiplica-
cao * como sendo a multiplicacao usual de coordenadas, ou seja, dados a =

(a1, ,an),0=(by,---,by) € Fy temos que a*b = (aiby, - ,a,by).
Definicao 3.2.1. Definimos por L; o espago vetorial gerado por fi,---, fi.

Definicao 3.2.2. Chamaremos de morfismo de F,—4lgebras, a uma fungao

Fy—linear, o : R — Ty, tal que o(fg) = o(f) *p(g).
Agora definiremos um cédigo de avaliacao e o seu coédigo dual.
Definicao 3.2.3. Seja L; o espago vetorial como acima definido e o um morfismo

entre F —dlgebras, assim definimos o c6digo de avaliacao £ determinado por

@, como sendo a imagem de L; por meio da fun¢ao ¢, ou seja,

By = o(Li) = (o(f1), -, 0(f))-

Denotaremos por C; o codigo dual de Ej.

Observe que a seqiiéncia de codigos (E))en € crescente segundo a inclusao, e
mais, como o espago de chegada da fungao ¢ tem dimensao finita temos que essa
seqiiéncia estabiliza num certo V.

Trabalharemos aqui somente com os morfismos sobrejetivos.

Exemplo 3.2.4. Sejam R = F,[z1,...,2,]/I, onde I é um ideal do anel de
polinémios Fy[z,...,x,], P = {Py,..., P} um subconjunto com m pontos de

V(I), consideremos a funcao de avaliacao:

evp - R - IF;”

FHT = (f(P),...,f(Pn)
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Observe que evp esta bem definida, pois para P € V(I) temos que se f+ [ =
g+ 1 entdo f—g € 1, logo, (f —g)(P) =0, ou seja, f(P) = g(P), e mais, desse
modo definido evp é um morfismo de F,-algebras, visto que fg(P) = f(P)g(P),
para todos f,g € Re P € F}.

Lema 3.2.5. A funcao de avaliagio acima definida € sobrejetiva.

Demonstragao. Sejam P; = (aji, ..., ajm) € o0s conjuntos auxiliares A; =
{ai; j=1,...,m}\ {ay}. Definimos os polinomios
n
G; = H (x; — a)
=1 a€Ay

Temos que G;(P;) = 0 sempre que i # j, e mais G;(P) # 0. Os polinoémios
G;/Gi(F;) quando aplicados em evp chegam na base canonica de Fy assim evp é

sobrejetiva. O

3.3 A Cota Ordem

Um dos principais parametros de uma coédigo é a sua distancia minima, con-
tudo,na maioria das vezes é dificil de ser calculada, assim torna-se importante as
cotas para essa distancia minima. Nesta secao estamos interessados em encontrar
uma cota inferior para a distancia minima do cédigo C;.

Continuaremos a usar as notacoes da secao anterior, lembrando que N é o
menor natural tal que a seqiiéncia de codigos de avaliagao FEj estabiliza. Os
morfismos utilizados serao sobrejetivos.

Definimos aqui uma N X n matriz H com a i—ésima linha sendo h; = (f;)
onde f; sao os elementos da base construida anteriormente e ¢ é o morfismo de

[F,—4lgebras utilizado aqui.

Definigao 3.3.1. Seja y € Fy. Consideremos as sindromes s;i(y) = (y,h) e
sij(y) = (y, (h; * h;)). Entao a matriz S(y) = (si;(y); 1< 14,5 < N) € a matriz

sindrome de y.
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Lema 3.3.2. Sejay € Fy e D(y) a matriz diagonal com as coordenadas de y em
sua diagonal, entao
S(y) = HD(y)H",

e mais

posto(S(y)) = w(y).

Demonstragao. Temos que s;;(y) = (y, (hi*h;)) = >, yihahj;, e mais, denotando

C = S(y), temos que C;; = ikka,f;j = H,yrHji, logo a igualdade é valida.
Agora o posto de D(y) é justamente o peso de y. Como a fungao ¢ é sobrejetiva

temos que a matriz H tem posto maximo, ou seja, posto de H é n. Assim temos

que o posto de S(y) é o mesmo posto de D(y) como queriamos. O

Definigao 3.3.3. Seja | € Ny, definimos o conjunto N; = {(i,7) € N?; 1(i, ) =
[+ 1}, onde l(i,j) € o numero natural definido no item 3 do teorema 3.1.8. A

sua cardinalidade denotaremos por v;.

Lema 3.3.4. Set = e (i1,j1),-- ., (it,Jt) € a enumeragao dos elementos de N,
em ordem crescente sequndo a ordem lexicogrdfica' em N? . Entdo iy < iy < --- <
v e e < jio1 < -+ < ji. Além disso, sey € C;\ Ciy1 temos que s;,;,(y) =0 se
u<ves;;(y)#0 seu=nv.

Demonstracao. Pela ordem da seqiiéncia temos que i < i < -+ < iz, suponha

por absurdo que i = ixy1. Desse modo temos que ji < jri1 logo
l +1= l(lkajk) < l(i/ﬂjk-i-l) - l(ik-‘rlajk—f—l) =1 +1

absurdo, logo a seqiiéncia é estritamente crescente.

Agora suponha que j, > ji41, hovamente temos que
U+ 1 =1k, ji) = Ui, Je—1) > (ik—1, Jk—1) =1+ 1,

outro absurdo, assim essa seqiiéncia é decrescente.
Seja y € Cy, se u < v temos que [(iy, J,) < l(iy, j») =1+ 1, assim f;, f;, € Ly

e desse modo h;, * h;, € Ej, logo s;.;,(y) = (y, h;, * hj,) = 0. Do mesmo modo se

lu

'Dados (a,b), (c,d) € N?, (a,b) < (¢,d) sea<coua=ceb<d.
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u = v temos que [(iy,j,) = [+ 1 o que nos da que h;, *x h;, € Li11 \ L;, e mais,
finfje = pfiyimodL; para algum 0 # p € F,. Assim h;, * hj, = phiyimodEy,
como y ¢ C; temos que s;41(y) = (y, hy+1) # 0 pois (h;,y) =0 para 1 < i<l e
hiy1 ¢ C). Assim s, j, (y) # 0. O

Observamos que a matriz my, = s;,;,(y) com 1 < u,v < v, como do lema
acima, ¢ uma matriz quadrada de posto v, e mais, (m,,) é uma sub-matriz de
S(y), logo o posto de S(y) é maior ou igual a v;. Isso juntamente como os lemas

3.3.2 e 3.3.4 demonstram a seguinte proposicao:
Proposicao 3.3.5. Sey € C;\ Cj41, entio w(y) > v.
Definiremos agora algumas cotas relacionadas aos codigos de avaliagao.
Definicao 3.3.6. Chamaremos de cota ordem aos nimeros
d(l) = min{vy,;m > 1},
dy(l) = min{vy,;m =21, Cy, # Chga b

Teorema 3.3.7. Os ndmeros d(l) e d,(l) sao cotas inferiores para a disténcia

minima de Cy. Mais ainda, d(Cy) > dy(1) > d(1).

Demonstragao. Pela proposicao 3.3.5 temos que d(C)) = v, = dy(1). O

3.4 Semigrupos

Nesta secao falaremos de semigrupos e a sua associagao aos codigos de avaliagao.

Definicao 3.4.1. Um semigrupo numeérico é um subconjunto A de Ny com as

sequintes propriedades:
1. A € fechado para adi¢ao;
2. 0 e A.

Os elementos de No\ A sao chamados de lacunas e a quantidade desses elementos

serd denotada por g = g(A) (aqui g pode ser infinito).
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Suponha agora p ¢ uma fun¢ao peso em uma F,—4algebra R, por 3.1.2-6 temos
que o conjunto A = {p(f); f € R, f # 0} é um semigrupo numérico chamado de
semigrupo de p . Se g < 0o, entao existe um n € A tal quese r e Nen <z
entao r € A. Ao menor n com essa propriedade chamamos de condutor de A e
denotamos por ¢ = ¢(A). Observe que ¢ — 1 é o maior lacuna de A desde que

g > 0.

Definigao 3.4.2. Seja (p;)ien uma enumeragao do semigrupo A tal que p; < pri1

para todo . Denotamos por g(l) o nimero de lacunas menores que p;.
Lema 3.4.3. Sejam A um semigrupo com finitos lacunas e | € N, entdo:
1.gl)=p—1+1;
2. p <1+ g—1, valendo a igualdade se, e somente se, p; > ¢;
3. Sel>c—g, entiopy=1+9g—1;
4. Sel<c—g, entao pp < c—1.

Demonstragao. (1) O elemento p; € A é o (p; + 1)—ésimo elemento de Ny e mais,
ele ¢ o (p + 1 — g(l))—ésimo elemento de A. Assim [ = p; + 1 — g(I), ou seja,
g)=p+1-1L

(2) Se g(I) < g temos que p;+1 —1< g, logo py < g — 141, se p, > ¢ temos
que todos os lacunas sdo menores que p; logo ¢g(I) = g valendo assim a igualdade.

(3) Temos que ¢ é o (c¢+1)—ésimo elemento de Ny e mais, é o (¢c+1—g)—ésimo
termo de Am, assim ¢ = p.1—4. Tomando [ > ¢ — g teremos p; > pey1-g = Cc e
mais, conseguimos assim p; =g — 1+ L.

(4) Seja l < ¢ —g, assim p; <1+ g—1 < ¢—1. Contudo ¢ — 1 é um lacuna
ou é negativo. Para ¢ = 0 nao tem sentido a proposicao, entao temos que ¢ — 1 é

um lacuna, assim p; < ¢ — 1. O

A proxima proposicao nos traz um resultado sobre o condutor de um semi-

grupo numeérico que vai influenciar em uma importante definicao.

Proposicao 3.4.4. Seja A um semigrupo numérico com nuimero de lacunas g <
00, entao ¢ < 29 e a igualdade € vilida se, e somente se, para todo lacuna s

temos que ¢ — 1 — s nao € um lacuna.
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Demonstragao. Observemos que os pares (s,t) € N2 tais que s + ¢ = ¢ — 1, pelo
fato de ¢ — 1 ser um lacuna e de A ser fechado em relagdo a soma, tem pelo
menos um dos dois termos de cada par como um lacuna. Como temos ¢ pares
desses, levando em consideragao a ordem, temos que existem pelo menos [%1]
lacunas, logo ¢ < 2g.

Agora se a igualdade é valida, temos que g = g assim dados s,t € Ny tais que
s+t = c— 1 temos que apenas um dos dois (s ou t) é um lacuna, logo sendo s
um lacuna ¢ — 1 — s nao pode ser lacuna.

Supondo que se s for um lacuna temos que ¢ — 1 — s nao é, isso nos da que

apenas um dos termos dos pares (s,t) tais que s +t¢ = ¢ — 1 & um lacuna, assim

c

temos exatamente B lacunas. ]
O resultado anterior justifica a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4.5. Um semigrupo numérico é chamado simétrico se ¢ = 2g.

Definicao 3.4.6. Dizemos que um semigrupo numérico € finitamente gerado se
existe um conjunto A = {ay,...,ar} C A tal que dado X € A temos que exis-
tem xy1,...,xp € Ny, tais que A = Zle x;a;. Assim falamos que A gera A e

escrevemos A = (A).

A respeito de subgrupos numéricos finitamente gerados o primeiro resultado

que apresentamos é:

Proposicao 3.4.7. Sejam a,b € N tais que mde(a,b) = 1. O semigrupo gerado
por a e b € simétrico, tem como ultimo lacuna o nimero ab — a — b, como seu

condutor o nimero (a —1)(b—1) e o numero total de lacunas é (a —1)(b—1)/2.

Demonstragao. Como mde(a,b) = 1, temos que todo inteiro m pode ser escrito
como m = za + yb, de maneira tnica com 0 < y < b.

Pelo fato acima observamos que o maior lacuna possivel é (b—1)a—b e de fato
esse niimero é um lacuna, pois nao é possivel escreve-lo como (b—1)a—b = xa+yb
com z,y € Ny, assim temos que o condutor é c = (b—1)a—b+1 = (a—1)(b—1).

Agora mostremos que o semigrupo é simétrico. Suponhamos por absurdo que

0 semigrupo nao seja simétrico, ou seja, existe s, € N lacunas tais que s+t = c—1
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onde ¢ é o condutor. Podemos escrever s = x1a+1y1b e t = x9a+ y2b, assim temos
que c—1=ab—a—b= (21 +x2)a+ (y1 +y2)b. Observe que 0 < z1 +x9 < 2b—2

e mais y; + y2 < —2. Disto segue que:
D=(-yp—y—1)b= (21 +22 - b+ 1)a=

0<b<(—ph—yp—b=(r1+23—-b+1)a< (b—1)a<ba

Como mdc(a,b) = 1 temos que a|(—y; —y2 — 1) e que b|(z1 + 22 — b+ 1), assim
chegamos que 0 < = < 1, absurdo, logo A é simétrico.
a

Como o semigrupo é simétrico temos que ¢ = 2¢g, logo g = (a—1)(b—1)/2. O
Faremos agora mais um lema técnico sobre semigrupos.

Lema 3.4.8. Sejam A um semigrupo numérico com finitos lacunas e s € A.

Entao temos que #(A\ {s + X\; A € A}) =s.

Demonstragao. Seja c o condutor de A, T' = {t € Ny; t > s+c}, claramente temos
que T C Ayemais, T Cs+A={s+ X\ A€ A}. SejalU ={u € A;u < s+ ¢},
temos que #U = s+c—g, alem disso A =UUT. SejaV ={veEs+A; s<v<
s+ c}, temos que #V =s+c—g—s=c—g,emais, s+ A=V UT. Observe

que as unioes acima sao disjuntas e mais, V' C U. Assim temos que:
#A\s+AN)=#UUT\VUT)=#U\T)=s+c—g—(c—g) =s.

Como queriamos demonstrar. U
Uma conseqiiéncia quase imediata desse lema é:

Proposicao 3.4.9. Seja f um elemento nao nulo de uma Fy—dlgebra R com uma

fungao peso p. Entao dimg, (R/(f)) = p(f).

Demonstragao. Sejam A o semigrupo da func¢ao peso p e s = p(f). Tomemos a
seqiiéncia (p;);en dos elementos de A em ordem crescente. Pela propriedade 3.1.2-
6 temos que a imagem dos elementos nao nulos do ideal (f) segundo a funcao
p é o conjunto s + A. Como feito antes, para todo p; € A, existe um f; € R
tal que p(f;) = p; e caso p; € s+ A podemos tomar f; € (f). Os conjuntos
{fi;i € N} e{fi;i € N, p, € s+ A} formam uma base para a algebra R e o
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ideal (f) respectivamente, vide demonstracao de 3.1.8. Desse modo as classes de
equivaléncia f; modulo (f) comi € Ne p; € A\ (s+ A) formam uma base para
o quociente R/(f). Assim a sua dimensao ¢ a cardinalidade da base que é s pelo

lema 3.4.8, ou seja, p(f). O]

Definigao 3.4.10. Seja R = Fy[zy,...,x,|/1, onde I é um ideal do anel de
polinémios Fylxy,...,z,], para f +1 € R dizemos que P € [y € um zero de

f+1,sePeV(I)ef(P)=0.

Lema 3.4.11. Seja R uma IF,—dlgebra finita com uma funcgao peso p. Seja f € R

um elemento nao nulo. Entao o nimero de zeros de f é no mdzimo p(f).

Demonstracao. Seja P o conjunto de zeros de f et = #P. A funcao de avaliacao,
evp : R — IFfI, ¢ uma funcao linear e pelo lema 3.2.5 temos que evp é sobrejetiva.
Isso nos garante que R/Ker(evp) ~ F,. Observe que (f) C Ker(evp) e olhando
ambos como sub-espaco vetorial de R temos que dimg, ((f)) < dimg, (Ker(evp)).
Assim segue que t = dimg, (R/Ker(evp)) = dimg,(R) — dimg,(Ker(evp) <
dims, (R) — dims, (()) = dims, (R/{f)) = p(f) por 3.4.9. O

3.5 Codigo de Avaliacao Via Semigrupos

Aqui estamos interessados em encontrar uma cota para a distancia minima dos
codigos de avaliacao Ej.

Nessa se¢ao iremos supor que p é uma fungao peso em R = F [z1,...,x,]/],
onde [ é um ideal de F,[xy,...,x,,] (anel de polindomios em m variaveis). Seja
(pi)ien a enumeragao do semigrupo de p em ordem crescente. Tomemos P como
um conjunto com n pontos do conjunto V' (I) (variedade algébrica gerada por I).

A fungao de avaliagao evp : R — I} nos define os codigos de avaliagao

Ey={evp(f); f€R, p(f) < pi}-

Teorema 3.5.1. A distdncia minima do codigo E; € maior ou igual a n — p;. Se

pr < n, temos que dimg, (E;) = [.
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Demonstragao. Seja ¢ uma palavra codigo nao nula de Ej, entdo existe f € R\{0}
tal que p(f) < p; e ¢ = evp(f). Temos que ¢; = f(P;) para todo 0 <i <n+ 1,
onde os ¢;’s sao as coordenadas da palavra ¢, pelo lema 3.4.11 temos que o nimero
de zeros de f é no maximo p(f) < p;, assim w(c) > n — p;.

Agora suponha que p; < n. Temos que F; é a imagem do espaco vetorial
L, através da funcao evp. Se f € L; e evp(f) = 0 entdo f tem pelo menos n
zeros, mas pelo lema 3.4.11 se f é nao nulo entdo f admite no maximo p(f)
zeros, contudo p(f) < p; < n, assim f tem de ser nulo, concluimos assim que
Ker(evp|r,) = {0}, o que nos da que dimg, (£;) = dimg,(L;), lembremos que L; é
o espago vetorial gerado pelo conjunto {fi,..., fi}, logo sua dimensdo é [, assim
dimg,(E;) = L. O

Corolario 3.5.2. Seja p uma funcao peso com g lacunas. Se pp < n, entao Ej

é um [n, k,d|—codigo tal qued >n+1—k—g.

Demonstracao. Pelo teorema 3.5.1 temos que d > n — p;. Agora pelo lema 3.4.3

temos que pr < k+ g — 1, assim segue que d >n+1—k —g. O



Capitulo 4
Exemplos

Este capitulo estd dedicado a apresentacao de alguns exemplos dos codigos que
nesse texto foram definidos. As notacoes aqui utilizadas sao na maioria as mesmas
do capitulo 3, ou seja, R denotard sempre uma F,—algebra, p uma funcao peso,
I(i,7), o inteiro tal que p(fif;) = pij), onde { fi, fa,...} é uma Fg-base para R,

etc.

4.1 Um Primeiro Exemplo

Esse primeiro teorema do capitulo vai nos permitir garantir a existéncia de fungoes

ordem e peso em determinadas condicoes.

Teorema 4.1.1. Sejam R uma F—dlgebra e { f1, fo, ...} uma F—base do F—espago
vetorial R, com f; = 1. Sejam, ainda, (p;)ien uma seqiiéncia estritamente cres-
cente de inteiros nao negativos e p : R — Nyg U {—00} a fung¢ao definida por
p(0) = —oc0 e p(f) = pi se f # 0 ei for o menor inteiro tal que f € L;, onde
L; é o F—subespago vetorial gerado por {fi,..., f;}. Se para todo (i,j) € N?
tem-se que 1(i,j) < l(i + 1,7), entao p é uma fungao ordem e, mais ainda, se

Pij) = pi + pj, entdao p € uma fungao peso.

Demonstracao. Diretamente da definicao da funcao p, vemos que ela satisfaz as
condicoes 1, 2, 3 e 5 para ser uma funcao peso. Mostraremos que ela também

satisfaz as outras duas condicoes (4 e 6).

42
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Para f € R\ {0}, associamos o niimero ¢(f), o qual ¢ o menor inteiro positivo

tal que f € L,). Dados f,g € R\ {0} temos que

[ = Z Aifi, 9= Z vifi fg = Z ,Uz‘fiefifj: Z 77ijlfl-

ie(f i<e(g) iu(fg) I<1(4,5)

com )\L(f) 7é O: Vi(g) 7& 07 He(fq) 7é Oe Niji(i,5) 7é 0.
Observe que

fg: Z )\fz Z l/jfj = Z Z )\V]fzf]

i<u(f Ji<ug) i<e(f) j<u(g
Z Z \ivj Z nijifi = Z Z Z AiVinii i,
Ji<u(9) I<I(i,5) i<e(f) <e(g) 1<I(3,9)

assim temos que

Z i anlfl

1(i,5)=l

Por hipotese temos que [(i,7) < I(i 4+ 1,7), assim [(i,7) < I(¢(f),e(g)) se i <
t(f) ou j < ¢(g). Supondo i = ¢(f) e j = t(g), temos que p, ¢y = NiV/jNijui ) 7# 0,
o que nos garante que t(fg) = 1(c(f),t(q)).

Agora dados f,g,h € R\ {0}, com p(f) < p(g), temos que p(fh) = p,(rn) =
DI eh)) < Pi(g)u(h)) = Pugh) = P(gh), logo a condigao 4 é verificada e p é uma
funcao ordem.

Agora assumindo que py; j) = pi + p;, temos que p(fg) = pure) = Pie(F)ule) =
pus) + Pug) = P(f) + p(g). Ou seja, a condigao 6 também é satisfeita sendo entao

p uma funcao peso. O

Exemplo 4.1.2. Seja X a curva definida pelo polinomio P(z,y) € F,[z,y],
P(z,y) = 2™ + y™ 1 + G(z,y), com griewa(G(z,y)) < m — 1. Como P(z,y)
¢ um polindomio irredutivel, temos que o anel R = F [z, y]/(P(x,y)) é um domi-
nio de integridade e mais, R é uma [F,—algebra. Assim, construido R e denotando
por T, ¥ as classes de equivaléncias z + (P(x,y)) e y+ (P(z,y)), respectivamente,

temos que R admite uma fungao peso, p, tal que p(Z) =m — 1 e p(y) = m.

Demonstragio. O conjunto B = {7°7° € R; a < m}, ¢ uma F,—base para

R. De fato, primeiro observemos que " = —5™ ' — G, e dado h € R temos
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que h = h(x,y) + (P(z,y)) e mais, h(z,y) = >.r, Z?’:o Nijz'y?, com Ay # 0.
Para demonstrar que B gera R vamos supor sem perda de generalidade que
h(x,y) € um monomio, visto que no maximo ele é uma soma de monomios, assim
h(z,y) = 2%P°, se a < m temos que h(x,y) € B assim nio temos o que fazer,
suponha entao a > m.

Podemos escrever a = km + ¢ com ¢ < a, assim 795 = (g™~ — g)k,

cb+k(m—1)

temos que TY 7l -3

€ B e os demais monomios de 75°(—y g)* tem grau
em r menor que a, logo repetindo esse processo recursivamente para os demais
temos que h é escrito como combinacio linear de elementos de B.

Agora queremos mostrar que B é um conjunto linearmente independente. Seja
> A\i;Z% = 0 uma soma finita de elementos de B, equivalentemente mostraremos
para »_ \j;z'yY = f(x,y)P(x,y) para algum f(z,y) € F,lz,y], temos que se
f(z,y) #0, gro(f(z,y)P(z,y)) > memais, gr, (3 \jz'y¥) < mlogo aigualdade
nao é valida, sendo f(x,y) = 0 temos que os )\;js sao nulos, pois esses monomMios
sao linearmente independentes em F,[z, y] assim B é uma F,—base para R.

Seja {f1, fa, f3, . ..} uma enumeracao do conjunto B. Para f; = 7°%” definimos
pi = a(m — 1) + Bm. Sendo D = {(a,b) € N2;a < m}, a fungio ¢ : D — N,
tal que p(a,b) = a(m — 1) 4+ bm, é injetiva, ja que mde(m,m — 1) =1e a < m,
assim se 7 # j temos que p; # p;.

Reordenando se preciso, assumiremos que a seqiiéncia (p;);en € estritamente
crescente.

Seja fi = 1Y’ e f; = 77, com a < m e v < m. Seguindo as notacoes
do teorema anterior, queremos mostrar que [(i,7) < (i + 1, j) e para isso vamos

mostrar que py; j) = pi+p;. Separaremos em 2 casos, a+y < mem < a+y < 2m.

1. Se a4+ < m, temos que f;f; € B, logo f;f; = fiu), onde (i, j) é o menor
inteiro I, tal que f;f; € Ly = (f1,..., fi), assim pi(4, j) = p; + pj.

2. Agora vamos supor a +v = m, assim o +v = m+ € com 0 < € < m.

Tomamos n = 3 + ¢, temos que

fify = @7)@7) =z g =7y (g —g) =

—e—(n+m—1) _ —e=n

-y —TYg.
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n+m—1 n+m—1)

Observe que TG ) € B e mais, se tomarmos f; = T temos

que
pitpi=(@+y)(m—-1)+B+d)m=(m+e)(m—1)+nm=
em—=1)4+(m—1+n)m = p,.

Um monoémio de G com coeficiente ndo nulo é da forma zy* com k <

gr:(G)=der+A<m—1

Se (e,1), (k,\) EN2e<m, s <d,k+A<m—1lep=em—1)+ (m—
1+ n)m, entdo T*y"** € L,_;. De fato, mostraremos isso nos dois casos

que seguem.

(a) Se e+ < m, entdo T Y € B e mais, (n+A\)m+ (e+r)(m—1) <

e(m—1) + (n+m—1)m = p;, assim, Ty € L;_,.

(b) Agora, se € + k > m, temos que € + Kk = m + € com € < €, pois

k< d<mee<m. Domesmo modo fazemos n+ A\ =n’. Assim

m—14+n _ —e'—n'—

z°y"g.

—mte —n' I_

Te—l—n—n-‘,—)\ =7 7 = _7¢ 7

)
Observe que py = € (m—1)+(m—1+7")m = (m+€e)(m—1)+n'm =
(e+Kr)(m—1)+(n+N)m < p;, assim f; € L;_1, e mais, recursivamente

podemos mostrar que 5" g € L;_1.

Assim mostramos que se f;f; € Ly ;) entao pyi ) = pi + pj-
Desse modo pelo teorema 4.1.1, temos que R admite uma funcao peso e que

essa do modo que foi construida é gerada por m — 1 e m. O

Exemplo 4.1.3. Seja X a curva definida no exemplo 4.1.2. O semigrupo nu-

m—1

5 ) lacunas.

mérico gerado pela funcao peso p, do mesmo exemplo, tem g = (
Sejam () um conjunto de n pontos racionais de X e k tal que p, = lm, com
(I >m, elm < n). O codigo de avaliacao C' = Ej, determinado por evg, é um

[, k,d]—codigo com,d >n—Imek=Im+1—g=Im+1—("").

Demonstracao. Temos que o semigrupo determinado p é gerado por m e m — 1.

m—1

5 ) Pelo teorema 3.5.1, temos

Assim, pela proposicao 3.4.7, temos que g = (



4.1 Um Primeiro Exemplo 46

que d > n — Im. Agora, do lema 3.4.3(1) segue que p = k + g — 1, assim
k=Im-—g+1. O

Note que a dimensao e a cota inferior para a distancia minima do c6digo do
ultimo exemplo e do c6digo do teorema 2.2.4 sao iguais.

Em varios artigos encontramos referéncias aos codigos geométricos de Goppa
pontuais, codigos da forma C(D,m@), onde Q é um ponto racional e m um
inteiro. Os codigos de avaliagao que aqui construimos foram propostos como um
modo de estudo dos cédigos de Goppa pontuais de modo simples. A principio
pensava-se que os codigos de avaliacao generalisavam os de Goppa pontuais, mas
recentemente fora provado que isso é falso. Nos exemplos que seguem fazemos
uma associacao dos codigos geométricos de Goppa pontuais aos de avaliacao.

No livro Algebraic Function Fields and Codes de Hennin Stichtenoth, pagina
113, temos um exemplo de um corpo de funcoes no qual o género é dado por,

g = (m —1)/2 caso m seja impar e g = (m — 2)/2 caso contrario.

Exemplo 4.1.4. Sejam K um corpo finito de caracteristica diferente de 2, X
a curva definida por y*> = f(z) = pi(x) - ps(x) € K|z], onde pi(z),...,ps(z)
sao polindmios monicos irredutiveis distintos entre si, s > 1 e F' o corpo de
fragoes do anel de coordenada de X. Assim K é o corpo de constantes de F' e se
m = gr(f(z)) for impar temos que o género de F' é (m —1)/2.

Agorasejam P, Py, ..., P,, places de grau 1 dois a dois disjuntos, D = P;+- - -+
P,, G =ImP um divisor em F/K, m < gr(G) =Im < n e supp(G) N supp(D) =
(). Entao o codigo geométrico de Goppa C'(D, G) (definigao 2.1.3) tem parametros,
k=lm+1—(m-1)/2ed>=n—Im.

Faremos agora a construcao de um coédigo de avaliagao.

Exemplo 4.1.5. Sejam K um corpo finito com caracteristica diferente de 2,
f(x,y) = y?>+g(x) um polinomio em K|z, y| tal que g(x) € K[z], X a curva plana
gerada por f(x,y) e m = gr(g(z)) impar, em particular f(x,y) é irredutivel. Faca
R = Klz,y|/{f(z,y)). Assim R é uma K —algebra que admite uma fun¢io peso,

p, gerada por 2 e m.
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Demonstragio. Denotaremos por h a classe h + (f(x,%)) de R. O conjunto B =
{79 a < 2} é uma K—base para R. De fato, observe que dada uma soma
finita da forma Y \,7Z°7® = 0, teriamos em K|z, y| a igualdade Y \paby® =
h(z,y)f(z,y), para algum h(z,y) € Klz,y|, contudo gry(h(z,y)f(z,y)) = 2
enquanto gr, (Z )\abxby“) < 2, assim B é um conjunto linearmente independente.
Mostremos agora que B gera R.

E suficiente mostrar que B gera os elementos da forma 7°Z¢, pois todos ele-
mentos em R sdo somas de elementos desse tipo. Se ¢ < 2 temos que y°7? € B,
ou seja, nao tem o que fazer, vamos supor agora que ¢ > 2.

- e e —a—d TNk .
Podemos entdo escrever ¢ = a + 2k com a < 2, assim 7°z¢ = 3%2%(x) , pois

72 = g(x), logo B é uma K —base de R.

Enumeramos B como {fi, fo,...}. Agora sendo f; = 3°2° € B, definimos
pi = 2b+ am, observe que 2b 4+ am = 2b + am, com a,a < 2 se, e somente,
a=aeb=0b, visto que mdc(2,m) = 1, assim reenumerando caso necessario,
assumiremos que (p;);en € uma seqiiéncia estritamente crescente.

Seja I(7,7) o menor inteiro tal que f;f; € Ly ;), queremos mostrar que [(i +
1,7) > l(i, ), ou seja, temos que mostrar que py; ;) < Pi(i+1,j), Para isso prova-
remnos que py(; ) = p;i + pj-

Sejam f; = 7% e f; = 7%, com b < 2ed < 2. Se b+ d < 2 temos que
fif; € B elogo py;,j) = pi+ p;. Suponha agora b+d > 2, temos que b+d = 2+ A

com A < 2, assim f;f; = 7’ T%"g(x). Note que para f; = 7’ T*™ temos que

pr = 2a+2c+2m+Im = 2(a+c)+m(A+2) = 2(a+c)+m(b+d) = p;+p;, observe
também que outro monomio f; de 7*T¢ g(x) é tal que p; < pj, assim ((i, j) = h,

concluimos entao que py; ;) = p;+p; € assim Pyip1,5) = Pir1+pj > Pit+Pj = P )-

Agora pelo teorema 4.1.1, temos que existe uma fungao peso em R. U

Exemplo 4.1.6. Com as hipoteses do exemplo 4.1.5, tome um conjunto P com
n pontos racionais distintos de X'. Além disso, seja k dado por pr = Im. Temos
entdo que o codigo Fj tem parametros iguais ao do codigo C(D,G) visto em
4.1.4.
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