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Since Hamiltonian flows give rise to flows on other
bundles, say the bundle of Lagrangian planes, it might
be a sensible problem to carry out the analogue of
Selgrade’s work with more general fibers and groups.

! Charles Conley, pagina 83 de [9] (1978).

E, embora a Logica contenha, com efeito, uma porcao de preceitos
verdadeiros e muito bons, hd todavia tantos outros misturados de
permeio que sao nocivos ou supérfluos (...) Com respeito a
Andlise dos Antigos (Geometria) e d Algebm dos modernos, além
de se estenderem apenas a matérias muito abstratas, e de nao
parecerem de menhuma utilidade, a primeira permanece tao
adstrita a consideracao das figuras que nao pode exercitar o
entendimento sem fatigar muito a imaginacdo. Ademais, esteve-se
de tal forma sujeito, na sequnda, a certas regras e cifras, que ela
se tornou uma arte confusa e obscura que embaraca o espirito, ao
mués de uma ciéncia que o cultiva. Por esta razao, pensei ser
necessdario procurar algum outro método que, reunindo as
vantagens desses trés, fosse isento de seus defeitos.

René Descartes, Discurso do Método, Segunda Parte (1637).

'Minha traducdo: “Como os fluxos Hamiltonianos dao origem a fluxos em outros fibrados, digamos o
fibrado de planos Lagrangeanos, seria um problema sensato realizar o andlogo do trabalho de Selgrade
para fibras e grupos mais gerais.”
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Resumo

A presente tese fornece uma abordagem que estabelece conexoes entre dinamica e teoria
de semigrupos. Esta abordagem, denominada de teoria de semigrupos de sombreamento,
¢ aplicada com sucesso no estudo de semifluxos de endomorfismos de uma classes bastante
ampla de fibrados, que inclui a classe dos fibrados projetivos. Os semifluxos de endo-
morfismos de um fibrado generalizam, por meio da linguagem geométrica de fibrados, os
semifluxos de produto cruzado associados a um cociclo, definidos em fibrados triviais.
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Abstract

The present thesis provides an approach which establishes connections between dynamics
and the theory of semigroup. This approach, named theory of shadowing semigroups, is
successfully applied to study semiflows of endomorphisms of a wide class of fiber bundles,
which includes the class of the projective bundles. The semiflows of endomorphisms of a
fiber bundle generalize, by using the geometric concept of fiber bundle, the skew-product
semiflows associated to a cocycle, which are defined in trivial bundles.
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Capitulo O

Introducao

A presente tese trata da relacdo entre sistemas dinamicos e teoria de acao de semigrupos.
Desenvolve-se uma abordagem nova, denominada de teoria de semigrupos de sombreamento
para o estudo de transitividade por cadeias no sentido de Conley. Esta teoria é aplicada aos
semifluxos de endomorfismos de uma classes bastante ampla de fibrados. Essa classe inclui
os fibrados projetivos associados a fibrados vetoriais e outros fibrados semelhantes como os
fibrados Grassmannianos. Os semifluxos de endomorfismos de um fibrado generalizam, por
meio da linguagem geométrica de fibrados, os semifluxos de produto cruzado associados a
um cociclo, definidos em fibrados triviais.

O estudo qualitativo de sistemas dinamicos e a anélise algébrica e topoldgica da acao de
semigrupos possuem origens e motivagoes relacionadas, mas nao coincidentes. O primeiro
surge do esgotamento dos métodos explicitos para a andlise da dinamica das solugoes de
equacoes diferenciais ordindarias, principalmente as que modelam fenomenos da mecanica
classica, como o problema dos trés corpos. A segunda surge, por um lado, do desen-
volvimento dos métodos topoldgicos da dinamica qualitativa, especialmente no estudo da
recorréncia na compactificacao de sistemas dinamicos, por meio do conceito de semigrupo
universal de Ellis [13]. Por outro lado, ela surge do estudo dos sistemas de controle, que
sao generalizagoes, em certo sentido, dos sistemas dinamicos. A teoria da agao de semi-
grupos estd presente na teoria dos sistemas de controle devido aos chamados semigrupos
de controle, que sao os analogos dos fluxos associados a equagoes diferenciais ordinarias.
As relagoes entre dinamica e teoria de controle foram exploradas recentemente, através da
introdugao do denominado fluxo de controle (c.f. [7]).

A seguir é fornecido um panorama dos principais conceitos e resultados que constituem
a presente tese.

Teoria de Conley

O ponto de vista dindmico é analisado no contexto da teoria de Conley (c.f [9]). Um
dos conceitos centrais desta teoria é a decomposicao de Morse, que é uma decomposi¢ao
de um sistema dinamico em subsistemas, denominados componentes de Morse. Estas
componentes sao conectadas entre si através de érbitas que percorrem niveis decrescentes de
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alguma funcao de Lyapunov. Cada componente de Morse pode a principio ser decomposta
em outras sub-componentes, que formam uma nova decomposicao de Morse do sistema
inicial. Procura-se, portanto, por uma decomposicao de Morse tal que nenhuma das suas
componentes possa mais ser decomposta. Esta decomposicao é denominada decomposi¢ao
de Morse minimal, pois suas componentes estao contidas nas componentes de qualquer
outra decomposicao de Morse.

No caso em que o espaco de fase é compacto, existe um maneira de caracterizar a
existéncia e as componentes da decomposicao de Morse minimal utilizando-se o conceito
de recorréncia por cadeias. Esta recorréncia é baseada no conceito de cadeias, que é um
enfraqueciemento do conceito de érbita, onde é permitido dar saltos controlados apds ser
transportado pelo semifluxo por tempos pré-fixados. O conjunto recorrente por cadeias é
particionado em componentes transitivas por cadeias, que sao subconjuntos maximais, onde
¢ possivel ir de um ponto a outro do conjunto através de cadeias com saltos arbitrariamente
pequenos e tempos pré-fixados arbitrariamente grandes. A decomposicao de Morse minimal
existe se, e somente se, o nimero de componentes transitivas por cadeias é finito e, neste
caso, as componentes de Morse sao precisamente as componentes transitivas por cadeias.

Estes resultados s@o provados originalmente em [9], para fluxos de tempo continuo
em espago Hausdorff compactos e, posteriormente, para semifluxos em espacos métricos
compactos (c.f. [30]).

Eles sao estendidos aqui para semifluxos de tempo discreto ou continuo em espacos
Hausdorff compactos. Além disto, é desenvolvida uma teoria mais abstrata de transitivi-
dade por cadeias, que inclui as versoes mais concretas como casos particulares. A razao
para se desenvolver esta abordagem mais abstrata se encontra no estudo de semifluxos de
endomorfismos de fibrados.

Teoria de Semigrupos de Sombreamento

A ligacao entre dinamica e teoria de semigrupos é realizada através dos denominados
semigrupos de sombreamento de um semifluxo, que sao semigrupos locais de aplicagoes
continuas (onde o produto é definido, sempre que possivel, pela composta de aplicacoes)
tais que as cadeias do semifluxo sao realizadas pela acao dos elementos destes semigrupos.
Os subconjuntos maximais onde o semigrupo age transitivamente sao denominados con-
juntos de controle. As componentes transitivas por cadeias sao caracterizadas entao como
intersegoes de conjuntos de controle dos semigrupos de sombreamento do semifluxo.

Os semigrupos de sombreamento foram apresentados pela primeira vez em [3], onde
foram utilizados no estudo de sistemas de controle. Eles foram aplicados, posteriormente,
em [5], na andlise de fluxos de automorfismos de fibrados. A teoria desenvolvida aqui
generaliza as anteriores em dois aspectos:

(1) é de natureza puramente topoldgica, nao necessitando, para a sua defini¢ao, do con-
texto de espagos métricos empregado em [5] e

(2) os semigrupos locais considerados sao constituidos de aplicagoes continuas, ao invés
de homeomorfismos locais como em [5].



A utilizagao de semigrupos locais de homeomorfismos locais limitava o uso da teoria
de semigrupos de sombreamento a fluxos em algumas classes de espagos métricos, tais
como variedades Riemannianas compactas e subconjuntos abertos de espacos de Fréchet.
A presente abordagem estende a aplicacao da teoria a semifluxos num espacgo topolédgico
paracompacto qualquer.

Semifluxos em Fibrados

O sucesso da aplicagao da teoria de semigrupos de sombreamento ao estudo da transitivi-
dade por cadeias de semifluxos de endomorfismos de fibrados depende de uma boa teoria
de semigrupos de endomorfismos locais de fibrados. O principio béasico para o desenvolvi-
mento de uma teoria deste tipo é decompor o problema em duas partes: (1) a acdo do
semigrupo induzido no espago base e (2) a agdo do semigrupo nas fibras.

No caso da classe dos denominados fibrados flag, o problema é reduzido ao estudo da
acao de semigrupos abertos na fibra tipica. Isto permite utilizar a teoria de San Martin,
sobre a acao de semigrupos abertos em grupos de Lie semi-simples nas suas variedades
flag. Com esta teoria pode-se caracterizar as componentes transitivas por cadeias de um
semifluxo de endomorfismos de um fibrado flag. Para se obter esta reducao do problema
ao estudo do que acontece nas fibras é necessario supor que o semifluxo induzido na base
X seja transitivo por cadeias, hipdtese equivalente a transitividade dos semigrupos de
sombreamento induzidos na base.

Um fibrado flag Eg — X é um fibrado, cuja fibra tipica é uma variedade flag gener-
alizada Fg, associado a um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie
redutivel com componente semi-simples conexa. O fibrado projetivo associado a um fibrado
das bases é um exemplo de fibrado flag. De fato, sua fibra tipica é o espaco projetivo, uma
variedade flag associada ao grupo linear geral GI(R™), que é um grupo de Lie redutivel cuja
componente semi-simples é o grupo unimodular SI(R™). De maneira mais geral, o fibrado
Grassmanniano k-dimensional, cuja fibra tipica é a Grassmanniana k-dimensional, é um
exemplo de fibrado flag. Existem também exemplos naturais de fibrados flag associados
a fibrados principais cujo grupo estrutural nao é o grupo linear geral. No contexto da
geometria simplética e da dinamica Hamiltoniana, o fibrado dos subespagos Lagrangeanos
de uma dada variedade simplética é um fibrado flag associado a um fibrado principal, cujo
grupo estrutural é o grupo simplético.

As componentes transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos ¢® de um
fibrado flag Eg — X projetam-se sobrejetivamente na base e sao parametrizadas pelo
denominado grupo de Weyl W de uma algebra de Lie semi-simples.

Esta parametrizacao pelo grupo de Weyl fornece a ordem dinamica e o niimero de com-
ponentes transitivas por cadeias em funcao do denominado tipo parabdlico do semifluxo
©(0), que é definido a partir do conceito de tipo parabdlico de um semigrupo introduzido
em [34]. No fibrado flag maximal E — X a ordem entre as componentes transitivas por
cadeias é determinada algebricamente pela ordem de Bruhat-Chevalley induzida no quo-
ciente W (o)\W, onde W (o) é o subgrupo parabélico de tipo ©(c), denominado subgrupo
caracteristico de 0. Em geral, no fibrado flag Eg — X, as componentes transitivas estao
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em bije¢ao com o quociente duplo W (o)\W/Wg, onde Wg é o subgrupo parabélico de tipo
©. No caso compacto, isto implica na existéncia da decomposicao de Morse minimal de
0®, uma vez que W é um grupo finito.

Outro resultado de grande relevancia é a caracterizacao da intersecao de cada com-
ponente transitiva por cadeias com as fibras de Eg. Sob hipdteses bastante gerais, que
incluem os fluxos de automorfismos de fibrados flag cuja base é compacta, tem-se que cada
uma destas intersecoes é uma variedade algébrica.

De maneira mais precisa, identificando-se a fibra Eg sobre x € X com a fibra tipica
flag Fg e denotando-se por Mg(w) a componente transitiva por cadeias parametrizada por
w € W, a intersecdo de Mg(w) com a fibra Eg sobre x é dada pelo conjunto de pontos
fixos de um elemento h, € G, que varia de maneira continua com x e pertence a uma classe
de conjugacao determinada por ©(o), que idepedente do ponto x. Desta maneira, cada
Mg (w) é uma espécie de subfibrado do fibrado flag Eg — X.

Teorema de Selgrade e Aplicagoes

No caso de um fluxo induzido no fibrado projetivo por um fluxo linear, cujo fluxo in-
duzido na base é transitivo por cadeias, o resultado mencionado acima implica que as
componentes transitivas por cadeias sao projecoes de subfibrados vetoriais. No caso em
que a base é compacta, este é o enunciado do teorema de Selgrade demonstrado em [40],
0 que mostra que a teoria aqui desenvolvida é a resposta a um problema colocado por
Conley em [9], pagina 83, e que é a primeira frase da epigrafe da presente tese. Deve-se
observar que a demonstragao original do teorema de Selgrade caracteriza as componentes
de Morse minimais a partir dos pares atrator-repulsor associados, enquanto a abordagem
desenvolvida nesta tese caracteriza as componentes transitivas por cadeias, que coincidem
com as componentes de Morse minimais.

Além do teorema de Selgrade, este resultado generaliza também outros resultados an-
teriores sobre fluxos lineares induzidos em fibrados projetivos, que vem sendo estudados
de maneira extensiva na literatura (c.f. Colonius-Kliemann [8], Conley [9], Sacker-Sell [31],
Salamon-Zehnder [32], Selgrade [40], e referéncias presentes nestes artigos).

E importante ressaltar que estes resultados foram demonstrados previamente em 5]
para fluxos de tempo continuo, sob algumas hipoteses restritivas sobre a classe de espacos
que poderiam servir como base do fibrado. Apesar destas hipdteses restritivas permitirem
que variedades Riemannianas compactas e subconjuntos abertos de espagos de Fréchet
fossem usadas como base dos fibrados considerados, a classe dos espacos base permitidos
nao incluia os espagos métricos em geral. Nao era claro, por exemplo, se a teoria poderia
ser aplicada no estudo dos denominados fluxos de controle (c.f. [7]). Esta tese melhora os
resultados de [5] nos seguintes aspectos:

(1) o espago base X pode ser qualquer espago topoldgico paracompacto, incluindo em
particular todos os espacos métricos,

(2) consideram-se semifluxos de endomorfismos de fibrados e ndo apenas fluxos de auto-
morfismos, como em [5] e



(3) além dos sistemas dinamicos de tempo continuo considerados [5], os resultados
também se aplicam aos de tempo discreto.

Neste ponto é conveniente observar que as variedades flag mencionadas anteriormente
sempre podem ser vistas como subvariedades do espaco projetivo. Como tal os fibrados
flag podem ser considerados como subfibrados de fibrados projetivos de tal forma que os
fluxos nos fibrados flag sao restricoes de fluxos lineares em fibrados projetivos. Surge entao
a questao de se aplicar o teorema de Selgrade na andlise dos fluxos aqui considerados.
Isso apresenta duas dificuldades essenciais. A primeira delas provém da relacao entre os
conjuntos transitivos por cadeias para um semifluxo e para suas restrigoes a subconjuntos
invariantes. Essa relacao nem sempre é direta. Outra dificuldade é que em geral as imersoes
das variedades flag nos espagos projetivos possuem codimensao alta, o que dificulta a analise
geométrica (por exemplo, nao é claro o que seria a interse¢ao de um subespago com uma
variedade flag imersa). Essas observagdes estao na mesma dire¢ao dos comentarios feitos
por V. L. Arnold [2], pagina 26, sobre as teorias “irmas”.

Espera-se que os resultados desenvolvidos nesta tese possam ser aplicados em &areas
bastante diversas. Entre outros exemplos possiveis, destacam-se:

(1) a partir dos resultados puramente topolégicos, desenvolver uma teoria de recorréncia
por cadeias universal, andloga a teoria de recorréncia universal de Ellis (c.f. [13]),

(2) construir formas canonicas (no sentido de Jordan) de cociclos continuos e, de maneira
mais geral, de fluxos de automorfismos de fibrados, estendendo e refinando, para
grupos de Lie mais gerais, os resultados existentes para cociclos ergddicos do grupo
linear geral (c.f. [1]),

(3) generalizar e refinar o indice de Maslov, levando-se em conta as informagoes da tran-
sitividade por cadeias (Teorema 6.16),

(4) analisar os limites quasi-projetivos de seqiiéncias em grupos de Lie, através da con-
strucao de um fluxo de produto cruzado adequado definido num fibrado flag trivial
(subsegao de exemplos no final do Capitulo 6) e

(5) utilizando as informagoes dos aspectos esféricos (ou projetivos) apresentadas pela
tese, analisar o comportamento radial dos sistemas dinamicos, por meio de general-
izagoes dos expoentes de Lyapunov e de Morse.
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0.1 Estrutura da Tese

A tese esta dividida em capitulos (1-6) e apéndices (A, B e C) e o diagrama seguinte
explicita a ordem de precedéncia logica entre estas partes.

B e (1)

A seguir serd descrito o conteido de cada uma das partes, detalhando-se as principais
contribuigoes da presente tese.

Capitulo 1 : Semifluxos em Espagos Topolégicos

Neste capitulo, apresenta-se a teoria dinamica de Conley, com énfase nos conceitos de
par atrator-repulsor e de transitividade por cadeias e suas relagoes com as decomposicoes
de Morse, que sao decomposicoes do semifluxo em sub-semifluxos conectados entre si por
6rbitas percorrendo niveis decrescentes de alguma fun¢ao de Lyapunov.

A Secao 1.1 baseia-se em [27] e destina-se a generalizar para semifluxos de tempo
discreto ou continuo em espagos topoldgicos os resultados de [9], que sao demonstrados
para fluxos continuos em espagos métricos. Um dos resultados principais é o Teorema
1.12, que estende, para o caso compacto Hausdorff, a caracterizacao das decomposigoes de
Morse através de seqiiéncias crescentes de atratores. Outro resultado é a Proposi¢ao 1.15,
que garante a existéncia de fungoes de Lyapunov associadas a decomposigoes de Morse, sob
a hipétese adicional do semifluxo ser aberto. Esta proposicao é demonstrada utilizando-se
o fato que, de maneira similar ao caso de fluxos em espacos métricos, os atratores e os
repulsores s@o conjuntos G fechados (Proposigao 1.3).

Fundamentando-se na Segao 3 de [28], a Segao 1.2 estabelece a relagado entre transi-
tividade por cadeias e decomposicao de Morse minimal, no contexto geral de semifluxos
de tempo discreto ou continuo num espago topolégico X. A teoria de transitividade por
cadeias é desenvolvida abstratamente, em vista das aplicagoes nos capftulos subseqiientes,
e engloba as diferentes defini¢oes utilizadas na literatura como casos particulares.

Na abordagem abstrata apresentada aqui, sao utilizadas cadeias contruidas a partir
de coberturas abertas pertencendo a uma familia pré-fixada O de coberturas abertas de
X, satisfazendo algumas condigbes de admissibilidade (Definigao 1.17). O conjunto O-
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recorrente por cadeias e as componentes O-transitivas por cadeias sao definidos entao de
maneira andloga aos conceitos cldssicos (c.f. [9] e [7]). Em particular, a transitividade
por cadeias apresentada em [9] pode ser recuperada desta abordagem abstrata através
da familia O(X) de todas as coberturas abertas de X. Além disto, quando (X,d) é
um espaco métrico, pode-se utilizar a familia admissivel Oy, das coberturas constituidas
pela totalidade das bolas abertas para cada raio arbitrario pré-fixado. Este procedimento
recupera a definigdo mais comumente utilizada de transitividade por cadeias (c.f. [7]).
Entretanto, para o estudo de semifluxos de endomorfismos de fibrados, é necesséria a
construcao de uma familia admissivel que leve em conta a estrutura do fibrado, o que é
feito no Capitulo 5.

Os resultados principais da Se¢ao 1.2 sao obtidos no caso em que X é um espago
compacto Hausdorff. O primeiro deles é o Teorema 1.23, que mostra que o conjunto O-
recorrente por cadeias e as componentes O-transitivas por cadeias independem da familia
admissivel utilizada. Outro resultado é o Teorema 1.29, que mostra a transitividade in-
terna das componentes transitivas por cadeias, estendendo um resultado bem conhecido
para fluxos em espagos métricos compactos (c.f [7]). Como um corolédrio (Corolario 1.31),
obtém-se um extensao do Lema 2.1 de [16], sobre a transitividade interna de conjuntos
omega limites. Finalmente, é estabelecida a conexao entre transitividade por cadeias e de-
composi¢ao de Morse minimal. O Teorema 1.33 garante a equivaléncia entre a existéncia da
decomposicao de Morse minimal e a existéncia de um ntmero finito de componetes transiti-
vas por cadeias e, para a sua demonstracao, ¢ essencial a caracterizacao das decomposicoes
de Morse através de seqiiéncias crescentes de atratores (Teorema 1.12).

Capitulo 2 : Semigrupos e Semifluxos

E desenvolvida, neste capitulo, a ligacao entre a teoria de transitividade por cadeias desen-
volvida no Capitulo 1 e a teoria de semigrupos locais de aplicagoes continuas. Esta ligacao
¢ realizada através do conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.

Baseada na Segao 4 de [28], a Segao 2.1 apresenta a teoria topoldgica da agdo de semi-
grupos locais de aplicacoes continuas de um espago topologico X. Os conceitos centrais
desta teoria sao os conjuntos de controles e seus respectivos conjuntos de transitividade,
subcojuntos maximais de X onde o semigrupo age transitivamente, analogos ao conceito
de érbitas no caso de acoes de grupos. Estes conceitos sao definidos através de certas
relagdes de equivaléncia em X induzidas pelo semigrupo local (relagoes algébrica, forte
e fraca). Apesar da maior parte dos resultados ser conhecida para semigrupos locais de
homeomorfismos locais de X (c.f. [4] e [7]), sua generalizagdo para semigrupos locais de
aplicagoes continuas de X nao ¢ direta, principalmente quando as érbitas regressivas estao
envolvidas. Além disto, a abordagem dos conjuntos de controle através de relagoes de
equivaléncia simplifica consideravelmente a demonstragao dos resultados, melhorando a
compreensao dos conceitos envolvidos. Um resultado novo é a Proposicao 2.8, que fornece
uma caracterizacao dos conjuntos de controle em termos das érbitas progressivas e regres-
sivas do semigrupo local.

A Secao 2.2, fundamentada na Se¢do 5 de [28], apresenta a teoria de semigrupos de
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sombreamento de um semifluxo o; de um espaco topoldogico X. Esta teoria fornece uma
completa caracterizagao da transitividade por cadeias em termos da acao de semigrupos
locais de aplicagoes continuas. O principio bésico é realizar os saltos arbitrarios de uma
cadeia através de aplicagoes dentro de um semigrupo local prescrito e explorar as vantagens
topoldgicas desta abordagem.

O principal resultado da Secao 2.2 é o Teorema 2.28. Ele caracteriza as componentes
O-transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos de um fibrado como intersecao
de conjuntos de controle dos seus semigrupos de sombreamento.

Para se construir esta teoria de perturbacoes continuas do semifluxo o, deve-se partir
de semigrupos locais S que possuam a propriedade de transitividade adequada (Defini¢ao
2.22), relativa a uma dada familia O de coberturas abertas de X. Observa-se que qualquer
semigrupo local S contendo as fungoes constantes é transitivo em relagao a qualquer familia
O de coberturas abertas de X. Este exemplo mostra que a condicao de transitividade local
é satisfeita por diversos semigrupos locais, de modo que as perturbagoes dos semifluxos
podem ser realizadas em grande generalidade.

Uma das boas caracteristicas dos semigrupos de sombreamento é que suas orbitas pro-
gressivas e regressivas sao conjuntos abertos em X (Corolario 2.25). Isto é de fundamental
importancia na aplicacao dos resultados ao estudo de semifluxos de endomorfismos dos
denominados fibrados flag, que é desenvolvido no Capitulo 6.

Capitulo 3 : Conjuntos de Controle em Flags

Este capitulo apresenta a teoria de semigrupos de San Martin. Esta teoria trata da analise
dos conjuntos de controle de semigrupos S contidos num grupo de Lie G semi-simples,
agindo nas suas variedades flag generalizadas (c.f. [33], [34], [35], [36] e [39]). Este capitulo
depende fundamentalmente dos Apéndices A e B, que tratam da teoria de Lie semi-simples
real.

As Segoes 3.1 e 3.2 apresentam uma forma de abordar os grupos de Weyl e os sistemas
de raizes que é conveniente para facilitar o entendimento da teoria de semigrupos. Uma
das dificuldades da teoria de semigrupos em flags é a necessidade constante de considerar
diferentes camaras de Weyl para a construgao de certos objetos (grupos de Weyl, sistemas
simples de raizes, dlgebras e grupos parabdlicos etc.). A abordagem apresentada aqui
permite lidar com todas as camaras de Weyl (e os objetos por elas determinados) de
maneira simultanea. Isto é feito pela introdugao dos assim denominados objetos canonicos,
que descrevem claramente os isomorfismos existentes entre objetos associados a camaras
de Weyl diferentes.

Na Secao 3.2 sao demonstrados alguns resultados, que apesar de folcloricos na teo-
ria de variedades flag, sao de dificil referéncia. Além do mais, demonstra-se a seguinte
decomposigao

Po = G(@)L@v (2)

do subgrupo parabdlico Pg de tipo © como o produto semi-direto entre o subgrupo semi-
simples G(0O) de tipo © e o subgrupo Lg normal em Pg e que contém a estrutura das
componentes conexas de Pg (Teoremas 3.10 e 3.12). Tal decomposigao é utilizada na
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demonstracao dos Teoremas 3.14 e 3.15, que tratam das fibracoes naturais entre variedades
flag. Esta decomposicao nao se encontra nas referéncias da presente tese que tratam da
teoria de Lie semi-simples real ([15], [21], [42] e [43]).

A Secao 3.3 utiliza as construgoes da Secao 3.1 de modo a simplificar a demonstracao
de alguns resultados da teoria de semigrupos de San Martin e melhorar a compreensao dos
conceitos envolvidos. Um dos principais resultados desta teoria, Teorema 3.28, utiliza o
grupo de Weyl canonico de g para parametrizar os conjuntos de controle de um semigrupo
aberto S em G agindo no flag maximal F. Além disto, o conjunto de transitividade do
conjunto de controle A(w) de tipo w € W é caracterizado como o conjunto dos pontos
fixos de tipo w de camaras de Weyl em G (c.f. Defini¢ao 3.17) que interceptam o semigrupo
S. Este resultado é demonstrado aqui de maneira mais direta que em [34], utilizando-se
uma versao ligeiramente mais geral do Lema 3.3 de [33] (c.f. Lema 3.21). Além do mais,
observa-se que é possivel obter o nimero de conjuntos de controle em F como conseqiiéncia
do Teorema 4.1 de [36], que trata da ordem entre os conjuntos de controle (c.f. Teorema
3.35).

Capitulo 4 : Conjuntos de Controle em Fibrados

E apresentada, neste capitulo, a teoria de semigrupos locais de endomorfismos de um
fibrado 7 : E — X associado a um fibrado principal 7 : Q — X. O principio basico
¢ decompor o problema em duas partes: a acao do semigrupo induzida na base X e a
acao do semigrupo nas fibras de E. Esta abordagem é entao aplicada ao estudo da agao
de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados fibrados flag, cujas fibras tipicas
sao as variedades flag generalizadas apresentadas no Capitulo 3. Neste caso, obtém-se a
completa caracterizacao da acao em termos da sua decomposicao na base e nas fibras.

A Segao 4.1 é de cardter puramente topoldgico e estd baseada na Se¢ao 4 de [29].
A andlise da acao de semigrupos locais de endomorfismos ¢é feita através do estudo dos
conjuntos de controle. A relacao entre conjuntos de controle em E e em X é dada pelas
projecoes das classes de equivaléncia associadas ao semigrupo Sg, induzido por S no fibrado
E. A acao do semigrupo Sg na fibra de E sobre m(q) € X é analisada através da agado na
fibra tipica F' do semigrupo S, induzido por S no grupo estrutural G a partir do ponto
q € @ (Definigao 4.12). Quando as 6rbitas de Sg sdo conjuntos abertos (o que acontece
no caso de semigrupos de sombreamento de um semifluxo), o semigrupo S, é aberto em
(G. Neste caso, existe uma bijecao entre os conjuntos de controle D que interceptam a
fibra de E sobre m(q) e os conjuntos de controle A de S, em F (Coroldrio 4.22). Além
disto, esta bijecao preserva a ordem entre os conjuntos de controle. Quando o conjunto
de controle A? ¢ invariante em relagao a S;, tem-se que o conjunto de transitividade de
D projeta-se sobrejetivamente sobre o conjunto de transitividade do conjunto de controle
de Sx em X que se situa abaixo de D (Proposigao 4.23). Este resultado, bem como toda
subsecao relativa a conjuntos de controle invariantes, é novo e é utilizado decisivamente no
argumento de inducao utilizado na secao seguinte.

Na Secao 4.2, analisa-se a acao de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados
fibrados flag e baseia-se na Sec¢do 5 de [29]. Um dos principais objetivos desta segao é
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demonstrar que os conjuntos de controle de um semigrupo local de endomorfismos num
fibrado flag projetam-se sobrejetivamente no espaco base, desde que o semigrupo local
induzido na base seja transitivo (Teorema 4.31). Outro resultado fundamental é mostrar
que a descricao algébrica fornecida através da agao de S, na fibra tipica independe do
ponto ¢ € @ utilizado (Teorema 4.32). Isto permite utilizar o Corolario 4.22 mencionado
acima e dar uma descri¢ao precisa dos conjuntos de controle, reduzindo o problema a fibra
tipica, isto ¢, a descricao algébrica dos conjuntos de controles de S, nos flags generalizados
apresentada no Capitulo 3. Para isto é necessario supor que, para todo g € (), as érbitas S-g
e S* - ¢ sao conjuntos abertos, hipotese que é satisfeita pelos semigrupos de sombreamento
de um semifluxo o;, como mostra o Corolario 2.25.

A secao é concluida com alguns exemplos de fibrados flag. Entre outros apresentados,
tem-se:

(1) os fibrados projetivos,
(2) a fibrac@o natural do flag Fa sobre o flag Fg, se A C ©
(3) os fibrados flag cldssicos F;M — M de uma variedade diferenciavel M e

(4) o fibrado Lagrangeano LaM — M de uma variedade simplética M.

Capitulo 5 : Semifluxos em Fibrados Topolégicos

Neste capitulo, a teoria de semigrupos de sombreamento, desenvolvida na Secao 2.2, é
aplicada ao estudo de semifluxos de endomorfismos de um fibrado. Supoem-se que as
fibras tipicas dos fibrados considerados sejam espagos metrizaveis.

Um semifluxo o : T x Q — @ é um semifluxo de endomorfismos de um fibrado principal
m: Q — X, se 0, é um endomorfismo local de @, para todo t € T (Definigao 4.1). Se
7 : E — X é um fibrado associado, a aplicacdo o” : T x F — E é um semifluxo de
endomorfismos de E se existe um semifluxo o de endomorfismos de @ tal que of é a
aplicacao induzida em E por oy, para todo t € T.

Uma classe de exemplos de grande relevancia é a dos semifluxos de produto cruzados
definidos num fibrado principal trivial, tendo como base um espago topoldogico X e como
grupo estrutural um grupo topoldgico G. Os semifluxos desta classe sao definido a partir
de um semifluxo em X e de um cociclo de X a valores em G. De fato, todos os semifluxos
de endomorfismos de fibrado sao localmente equivalentes a um semifluxo deste tipo.

O principal objetivo deste capitulo é construir uma familia de cobertura abertas de
E, adaptada a estrutura de fibrado, que seja admissivel. Além disto, o semigrupo local
dos endomorfismos locais de E, denotado por End;(F), deve ser transitivo em relagao

a esta familia (Definicao 2.22). Tal familia é construida a partir de uma métrica d na
fibra tipica I e de um atlas U = {(U;,9F)}ic; de E. A familia Og(F) das coberturas

(2
abertas WU-adaptadas é constituida de coberturas U. definidas a partir de € > 0 e de uma

cobertura aberta i/ da base X. No caso de um fibrado trivial, a cobertura U, é simplesmente
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a cobertura produto entre a cobertura U e a cobertura B. de (F,d), constituida pela
totalidade das bolas abertas de raio € > 0.

Se o fibrado principal () — X pode ser reduzido a um subfibrado P — X cujo grupo
estrutural K age na fibra F' por isometrias, entao a familia Oy (E) é admissivel (Proposigao
5.4). Isto é precisamente o que acontece no caso de fibrados flag.

Para se analisar a propriedade de transitividade local do semigrupo local End,;(E) com
respeito a familia Oy (FE), a idéia bésica é combinar as ag¢oes do semigrupo local C;(X) no
espago base X com a agao de G na fibra F. Como o semigrupo local C;(X) é localmente
transitivo para quaisquer familias de coberturas abertas de X, as principais hipéteses feitas
dizem respeito a acdo de G em F. A primeira hipétese é que (F, d) seja um espago métrico
convexo, isto €, tal que para quaisquer dois pontos u,v € F, existe w € F' tal que

d(u,v) = d(u,w) + d(w, v), (3)

denominado ponto mediano entre v e v. A outra hipdtese é que G contém um subgrupo
compacto e metrizavel K agindo aberta e transitivamente em F, o que permite definir de
maneira natural uma métrica em F' adaptada a agao de K (c.f. [32]). Estas condigoes sao
prontamente satisfeitas no caso das variedades flag generalizadas.

Sob estas hipodteses, os resultados da Secao 2.2 podem ser aplicados, caracterizando-
se as componentes Oy (E)-transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos o
como intersecao de conjuntos de controle para todos os seus semigrupos de sombreamento

End;(E)y., ondet € T e U, € Oy (E).

Capitulo 6 : Semifluxos em Fibrados Flag

Este ¢é o capitulo principal da tese e depende logicamente dos resultados de todas as outras
partes, como é mostrado pelo diagrama (1). Consideram-se semifluxos de endomorfismos
0© de fibrados flag Eg — X, cujo semifluxo induzido em X é transitivo por cadeias.

O primeiro resultado é a parametrizacao, através do grupo de Weyl W de g, das com-
ponentes Oy (Eg)-transitivas por cadeias de 0® (Teorema 6.5). O conjunto

{Meg (w) :w e W} (4)

destas componentes estd em bije¢ao com o quociente duplo W (o)\W/Wg (Teorema 6.6),
onde Wg provém de Eg e W (o) é o subgrupo caracteristico de o (Defini¢ao 6.2). Além disto,
a componente de Morse Mg = Mg(1) é a unica maximal, enquanto que a componente
Mg = Me(w™) é a inica minimal, onde w™ ¢ a involugdo principal de W em relagdo a ¥
(Defini¢ao 3.34).

No caso em que a base X é compacto Hausdorff, pelos resultados do Capitulo 1, isto
implica na existéncia da decomposi¢ao de Morse minimal, uma vez que W é um grupo
finito.

Teorema 0.1. Seja 7 : Q — X wum fibrado principal localmente trivial tal que X é um
espaco compacto Hausdorff. Seja também o um semifluxo de endomorfismos em @ tal que
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o semifluxo induzido em X seja transitivo por cadeias. Para cada fibrado flag Ee — X,
existe a decomposicao de Morse minimal de 0® que é dada por

{Meg (w) : w € W} (5)

e estd em bijecao com o quociente duplo W(o)\W/Wg. Além disto, no caso do fibrado flag
mazimal, a ordem de Morse é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente

W(o)\W.

Outro resultado de grande relevancia é a caracterizacao da intersecao de cada compo-
nente Oy (Eg)-transitiva por cadeias com as fibras de Eg. Esta caracterizacao ¢ realizada
através de uma aplicacdo continua H :  — Ad(G)Heg(s), determinada por ©(c), o tipo
parabdlico do semifluxo o (Definigdo 6.2). A construcao de tal aplicagdo depende do
Teorema 6.11, que assegura que a componente maximal /\/lg(a), no fibrado flag de tipo

parabélico ©(c), como também a componente minimal Mg, ( no fibrado flag de tipo

o )
parabdlico ©*(o), dual de ©(0), interceptam cada fibra num ﬁn)ico ponto.

O Teorema 6.13 afirma que, para cada ¢ € ), a interse¢ao da componente Mg (w) com
a fibra de Eg sobre 7(q) é dada pela componente conexa fixg(H (q),w) dos pontos fixos da
acao adjunta de exp(tH(q)) em Fg associada a w € W. A demonstragao deste teorema
supoe que a componente maximal M™ é regressivamente invariante e que, para cada z € X,
os seus conjuntos limites sao nao-vazios. Estas hipoteses sao satisfeitas imediatamente para

o caso de fluxos de automorfismos em fibrados flag com base compacta.

Teorema 0.2. Seja 1, : Eo — X o fibrado flag de tipo © C ¥ associado a m: () — X
tal que X € um espago compacto Hausdorf. Seja também ¢ um fluxo de automorfismos em
E¢ tal que o fluxo induzido na base € transitivo por cadeias. Entdo, para cada q € @, a
interse¢ao da componente Mg(w) com a fibra de Eg sobre w(q) € dada por:

Me(w)rg) = q - fixe(H(q),w), (6)
onde H : Q — Ad(G)He,) € a aplicagdo definida em (6.23).

Quando o espaco base X é compacto Hausdorff, é possivel reduzir o caso geral, cujos
semifluxos induzidos na base podem nao ser transitivos por cadeias, ao caso transitivo por
cadeias. Isto é feito, restringindo-se o semifluxo sobre cada componente M x transitiva por
cadeias na base. De fato, pelo Teorema 1.29, a restricao a Mx do semifluxo induzido é
transitiva por cadeias.

O capitulo é concluido com alguns exemplos de aplicagoes dos resultados para semifluxos
de endomorfismos de alguns fibrados flag. Entre outros, destacam-se:

(1) o Teorema de Selgrade é demonstrado de maneira alternativa e generalizado para
fluxos de tempo continuo e discreto em fibrados com base topologica Hausdorff com-
pacta (Teorema 6.15),

(2) aplicagoes para a linearizagdo de fluxos e semifluxos Hamiltonianos em fibrados as-
sociados ao fibrado simplético (Teorema 6.16) e
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(3) a andlise do limites quasi-projetivos de seqiiéncias em grupos de Lie através da con-
strucao de um fluxo de produto cruzado adequado definido num fibrado flag trivial.

Apéndices

Os Apendices A e B sdao uma introducao bastante completa e auto-contida a teoria de Lie
semi-simples real. As demonstracoes sao diretas e, sempre que possivel, com argumentos
geométricos. O conteudo destes apéndices ¢ baseado em [15], [38] e [43], enquanto que o
contetdo do Apéndice C fundamenta-se em [15] e [19].



Capitulo 1

Semifluxos em Espacos Topoldgicos

Neste capitulo, apresenta-se a teoria dinamica de Conley, com énfase nos conceitos de
par atrator-repulsor e de transitividade por cadeias e suas relacoes com as decomposicoes
de Morse, que sao decomposi¢oes do semifluxo em sub-semifluxos conectados entre si por
6rbitas percorrendo niveis decrescentes de alguma func¢ao de Lyapunov.

1.1 Decomposicoes de Morse

Um semifluxo num espaco topoldgico X é uma aplicacao continua o : T x X — X, onde
T pode ser o conjunto Z* dos inteiros nao-negativos, denominado tempo discreto, ou o
conjunto R* dos ntimeros reais nao-negativos, denominado tempo continuo, tal que

(Z) 09 = idx, e
(17) 0145 = 0y 0 04, para todos s,t € T.

Se o conjunto T dos tempos for o conjunto Z de todos os inteiros, ¢ é denominado fluzo
de tempo discreto. No caso em que T é o conjunto R de todos os ntumeros reais, o ¢
denominado fluxo de tempo continuo. Nestes casos, o serd denotado por .

De maneira usual, denota-se por o; a aplica¢ao o, : X — X definida por o,(z) = o(t, x).
As aplicacoes oy, t € T, sao continuas e supoe-se que elas sao sobrejetivas, mas nao neces-
sariamente invertiveis. Um semifluxo ¢ é denominado aberto quando o, é uma aplicacao
aberta para todo t € T. No caso de fluxos, as aplicagoes o, t € T, sao homeomorfismos.

Dado um subconjunto ¥ C X e um tempo t € T, define-se a drbita progressiva de Y
posterior ao tempo t como

v = o) (1.1)

s>t

e a orbita progressiva de Y até o tempo t como

vi= ] o.(v). (1.2)

0<s<t

17
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Define-se também a orbita regressiva de Y anterior ao tempo —t como
Y, =o' (v) (1.3)
s>t
e a orbita regressiva de Y até o tempo —t como
Y= ] o' (V). (1.4)
0<s<t

Em particular, a drbita progressiva de Y é Y,", enquanto Y, é sua drbita regressiva. Se
z € X, denota-se de maneira mais sucinta z;” = {z};", 2; = {z};, 2!, = {z}} ea® = {z}".
O conjunto w-limite de um subconjunto Y C X é definido de maneira usual por

w(Y) = (¥;"). (1.5)

teT

Também o conjunto w*-limite de Y é dado por
W (Y) = (¥;). (1.6)

teT

Uma seqgéncia A = (x) em X é denominada x-regressiva se xy = x e o1(xy) = x)_1, para
todo k € N. Define-se a A-orbita regressiva de x como

A@) = U onln). (17)

k=1s€[0,1]

Claramente a érbita regressiva de x é a uniao de todas as A-Orbitas regressivas de =, com
A percorrendo todas as seqéncias z-regressivas. Dado ¢ € T, denota-se

Az)y = Ax)Na, . (1.8)

Para cada t € T, existe um z' € A(x) tal que o,(2") = z. Entao define-se

Aa) = ] o.(a"). (1.9)

s€[0,¢]

O conjunto wji-limite de uma dada A-érbita regressiva de x é definido como

wi(z) = (el (A(@),) . (1.10)

teT

Um subconjunto Y C X é (progressivamente) invariante se 0¢(Y') =Y paratodot € T.
O subconjunto Y é regressivamente invariante se o, *(Y') = Y para todo t € T. Observa-se
que em ambos os casos a igualdade ¢é requerida ao invés de apenas a inclusao. No caso de
fluxos, a defini¢ao usual de conjunto invariante, ¢, (Y) C Y, para todo ¢t € T, é equivalente
as apresentadas acima. Claramente se Y é regressivamente invariante, entao ele é também
invariante. Contudo a reciproca nao é verdadeira, como mostrado no seguinte exemplo.
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Exemplo 1.1. Seja F : Z* x [0,1] — [0, 1], o semifluxo definido por F(¢,z) = f*(x), com

t=fo---of, tvezes, onde f:[0,1] — [0,1] é uma func¢do continua e linear por partes
definida por f(z) = 2z para x em [0, %], f(z) = 3 se z estd em [],3] e f(z) = 20 — 1 se
z pertence a [3,1]. Entdo definindo-se U = [1,3] ¢ A = {3}, tem-se que A é invariante,
mas ndo regressivamente invariante, pois F, *(A) = f~'(A) = U. Além disto, para todo
t € Z*, tem-se que F;(U) C U, mas U nao é invariante pela definicao aqui empregada,

uma vez que Fy(U) = A para todo t € Z+.

O resultado seguinte ¢ apresentado em [14] para o caso onde Y é um subconjunto
unitario de um espaco métrico compacto X. A extensao para subconjuntos arbitrarios de
um espaco compacto Hausdorff topoldgico X é similar utilizando-se redes.

Proposicao 1.2. Seja Y C X. Entio w(Y) e w*(Y) sdo conjuntos invariantes.
O conceito de decomposicao de Morse para semifluxos é anélogo ao conceito para fluxos.

Uma cole¢ao {M;, ..., M,} de subconjuntos ndo-vazios, dois a dois disjuntos, compactos e
invariantes é uma decomposicao de Morse do semifluxo o se

*

(i) Para todo © € X e toda seqéncia z-regressiva A tem-se que w(x) e wj(x) estdo
contidos em (J;—, M;;

(ii) Se w(x) e wi(x) estdo contidos em M;, para alguma seqéncia z-regressiva A, entdo

(iii) A relacdo < é uma ordem parcial,

onde a relacao =< é definida em {M,...,M,} como segue: M; < M; se, e somente se,
existem uma cadeia de subconjuntos {M; = M,,,,..., My, , = M;}, pontos {z1,...,2;}
e seqéncias {Ay,...,A;}, tais que, para todo k € {1,...,l}, a seqéncia Ay é xj-regressiva,
wi(zr) C My, e w(zy) C My, .-

Cada elemento M; é denominado conjunto de Morse. Pode-se ordenar os conjuntos de
Morse de tal forma que M; = M; implica que ¢ < j. Entao nao é dificil verificar que a
condigao (iii) na definigdo acima é equivalente a colegao { My, ..., M, } poder ser ordenada
de tal forma que, para todo z € X e toda segéncia z-regressiva A, existem inteiros i e j
com @ < j e tais que w(x) C M; e wi(x) C M.

Se M = {My,...,M,} e N ={Ny,...,N,,} sdo duas decomposi¢oes de Morse de o,
diz-se que M € mais fina que N e denota-se M < N se para todo M; € M existe N; € N
tal que M; C N;. Uma decomposi¢ao de Morse M é denominada minimal se M < N,
para toda decomposicao de Morse N. A intersecio de M e N definida por

MON ={M;NN;#@:i=1,...,nej=1,...,m} (1.11)

¢ uma decomposigao de Morse mais fina que M e N. Portanto se o niimero das diferentes
decomposicoes de Morse é finito, entao existe a decomposicao de Morse minimal.
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1.1.1 Atratores e Repulsores

Um subconjunto A C X é denominado atrator se existe uma vizinhanca U de A tal
que w(U) = A. De maneira similar, um subconjunto R C X é denominado repulsor se
w*(V) = R, para alguma vizinhanga V' de R. Segue da Proposi¢ao 1.2 que os atratores e
repulsores sao conjuntos invariantes.

Proposicao 1.3. Se A é um atrator e U é uma vizinhanga de A tal que w(U) = A, entdo

A=(UF = (ntl);. (1.12)

teT neN

Analogamente, se R é um repulsor e V € uma vizinhan¢a de R tal que w*(V') = R, entao

R=(\V; =()(ntV),. (1.13)

teT neN

Em particular, R € um conjunto Gs, i.e., intersecao enumerdvel de conjuntos abertos e, se
oy € uma aplicagao aberta para todo t € T, A € também um conjunto Gs.

Demonstragdo. Para algum t € T, tem-se que cl(U;") C intU. Para cada s € T, tem-se
que cl(Ug,) C os(cl(U")), j& que og(cl(U;H)) é fechado e contém U ,. Se z € A, entao
z € cl(Ut,) C os(int U), para todo s € T. Logo

A=UF =it ). (1.14)

teT teT

Uma vez que (int U)F C (int U)/, para todos ¢, s € T, com t < s, segue que (intU);; C
(int U); C (intU);}F, se n <t < n+ 1. Isto implica na equagao (1.12). A demonstragao de
(1.13) é analoga.

A afirmagao de que R é um conjunto Gy segue da equagao (1.13) e do fato que para
cada n € N, tem-se que (int V')~ é um conjunto aberto. Se o; é uma aplica¢do aberta para
todo ¢t € T, entdo (int U);} é um conjunto aberto para todo n € N e as igualdades (1.12)
implicam que A é um conjunto Gj. ]

Corolario 1.4. Se ¢ € um fluzo, entio A e R sao conjuntos Gs.

Se A é um atrator, define-se
A'={re X w(x)nA=0}, (1.15)

que é denominado repulsor complementar de A devido ao seguinte resultado.

Proposicao 1.5. Se A € um atratator, entdao ele é invariante e seu atrator complementar
A* € de fato um repulsor. Para qualquer vizinhanca compacta K de A e disjunta de A*,
tem-se que w(K) = A. Da mesma forma, se K é uma vizinhan¢a compacta de A* e
disjunta de A, entio w*(K) = A*.
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Demonstracao. A demonstracao se dd da mesma maneira daquela apresentada em [9],
Capitulo II, pagina 32, 5.1.A, com algumas adaptagoes diretas para semifluxos. A in-
variancia de A segue da Proposicao 1.2. ]

Se R é um repulsor, o seu atrator complementar é definido por
R, ={z € X :wi(z) N R = @ para alguma seq. z-regressiva A}. (1.16)

Proposicao 1.6. Se R ¢ um repulsor, ele € regressivamente invariante e seu atrator com-
plementar R, € de fato um atrator. Para qualquer vizinhang¢a compacta K de R e disjunta

de R., w*(K) = R e se K ¢ uma vizinhang¢a compacta de R, e disjunta de R, entdo
w(K) = R..
Demonstragao. A invariancia regressiva de R segue de (1.13) da Proposicao 1.3, pois para
todo s € T
oM (R) =o' (V) = R, (1.17)
teT

uma vez que o, 1(V,7) = V7.

Seja V uma vizinhanga de R tal que w*(V) = R. Entao para algum t > 0, cl(V,7) C
int V. Definindo-se U = X\V,7, tem-se que cl(X\U) C intV e que cl(X\V) C X\intV C
int U.

Agorasex € Ues > t, entao o4(x) ¢ V, poisse o4(z) € V, entao z € o, (os(z)) C V,.
Logo cl(U;") C cl(X\V) C intU. Portanto w(U) é um atrator. Se z € w(U) entdo existe
uma seqéncia z-regressiva A tal que wj (z) C w(U). Entao w}(x)NR = @ e portanto z € R,.
Por outro lado, se x € R,, existe alguma seqéncia z-regressiva A tal que wi(z) N R = &.
Logo A(z) C X\V C U e entao z € w(U). Portanto R, = w(U) é um atrator.

Supondo-se agora que K é uma vizinhanca compacta de R e disjunta de R.. Como
R, C X\K, para algum t € T, tem-se que 04(U) C X\K. Se x € K, entdo = nao esta
em 0,(U). Logo o;'(x) C X\U e entdo cl(K,; ) C cl(X\U) C intV, o que implica que
w*(K) = R.

A 1ltima afirmacao desta proposicao segue de maneira anédloga. ]

O seguinte resultado, apesar de imediato no caso de fluxos, requer uma demonstracao
no caso de semifluxos.

Lema 1.7. Se A é um atrator, entio (A*)., = A. Analogamente, se R é um repulsor,

entao (R,)* = R.

Demonstragao. Seja V uma vizinhanga compacta de R disjunta de R, e U = X\int V. Se
r € (R,)*, entdo w(z) N R, = @. Entao 2y € X\U CV ex € V,”, para todo t € T. Logo
x € w(V) = R, mostrando que (R,)* C R. Se x € R, entdo w(z) C R e wx* (w(z)) C R.
Logo w(z) N R« = @ e portanto = € (R,)*, o que implica que R C (R.)*.

Seja U uma vizinhanga compacta de A disjunta de A* e V. = X\intU. Se z € (A*),,
entdo existe uma seqéncia z-regressiva A tal que wi N A* = @. Entao A(z) C X\V C U
ex € U, para todo t € T. Entao x € w(U) = A, mostrando que (A*), C A. Se x € A,
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entdo existe uma seqéncia z-regressiva A tal que wj(z) C A. Logo w(wj(z)) C A e entao
wi(z) N A* = @, o que implica que z € (A*), e que A C (A*).. ]

Para cada atrator A e repulsor R, o par (A, A*) é denominado par atrator-repulsor e o
par (R, R.) é denominado par repulsor-atrator.

Voltando ao exemplo apresentado antes da Proposicao 1.2, o conjunto A = {%} é atrator
para o semifluxo F': Z* x [0,1] — [0,1], pois A = w(U), onde U = [1, 2]. Mesmo A sendo
invariante, ele ndo é regressivamente invariante, uma vez que F; '(A) = U. O repulsor
complementar de A é o conjunto A* = {0, 1}, que é regressivamente invariante. De fato

F'{0}) = {0} e F7({1}) = {1} para todo t € T.

Lema 1.8. Seja K um subconjunto compacto de X. Supondo-se que existam um ponto
r € K e uma rede x; — x tais que Afl(xz) C K, onde t; — oo e A; € uma segéncia
x;-regressiva. Entao existem um ponto y € K, com 01(y) = x, e uma rede y; — y tal que
K;j (y;) C K, onde s; — 0o e A; é uma segéncia y;-regressiva.

Demonstracao. Tomando-se uma sub-rede se necessario, pode-se supor que ¢; > 1. Logo
existe z; € K tal que o1(z;) = x;. Pela compacidade de K, existem y € K e uma sub-rede
— y. Tem-se que o1(y) = z, jd que z;, = 01(2;,) — 01(y). Definindo-se y; = 2,

Zij

sp=1t,—1e A= A \{z;; }, tem-se também que y; — y, s; — oo e
s t;.
A (y;) € Ay (i) C K. (1.18)
]

Lema 1.9. Seja K um subconjunto compacto de X e A um conjunto invariante maximal
em K tal que A C intK. Entao A é um atrator se, para todo x € K\L, onde L =
int KNop ' (int K), e toda seqgéncia x-regressiva A\, a drbita regressiva A(z) ndo estd contida
em K.

Demonstracao. Para cada z € K\L exitem uma vizinhanga aberta V, de z e t, € T tais
que A= (y) nao estd contido em K, para todo y € V, e toda seqéncia y-regressiva A. Caso
contrario, existem x € K\L e uma rede z; — x tais que AE" (x;) C K,ondet; »ocoel; é
uma seqéncia x;-regressiva. Aplicando-se o Lemma 1.8, pode-se construir recursivamente
uma seqeéncia x-regressiva contida em K, o que é uma contradicao.

Um numero finito de conjuntos abertos V, cobrem o conjunto compacto K\L e,
definindo-se ¢t como o maximo dos correspondentes t,, tem-se que Af(x) nao esta contido
em K para todo x € K\ L e toda seqéncia x-regressiva A.

Se :zcér C K, entao zg C K. Caso contrério,

t=sup{seT:25 CK} >t (1.19)

é finito. Como K é fechado, entao 2!, C K. Logo oy(x) estd contido em L = int K N
oy '(int K), pois Al(oy(z)) = 2!, C K, para qualquer seqéncia oy(z)-regressiva A contendo
z. Se T = R*, existe ¢ > 0 tal que 0,(z) € K, para todo s € [t—e,t+¢]. Entdao2* C K, o
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que é uma contradi¢do. Se T = Z*, 0141(z) = 01(0¢(2)) € 01(L) C K e portanto 271! € K
¢ novamente uma contradicao.

Para todo = € A, tem-se que xi C A C int K. Entao existe uma vizinhanca U de A
contida em K tal que UEL C K, o que implica que Uy C K e portanto w(U) C K. Logo o
conjunto invariante w(U) estd contido no maximal A e, como A C U, ele contém A. Entao
A =w(U) é um atrator. O

Lema 1.10. Seja K um conjunto compacto em X e R um conjunto regressivamente in-
variante, que € invariante mazimal em N = o7 (K) e tal que R C intN. Entio R é um
repulsor se, para todo x € N\L, onde L = int N Nint K, a érbita progressiva x{ nao estd

contida em N.

Demonstragao. Para cada x € N\L, existem ¢, € T e uma vizinhanga aberta V, of x
tais que o4, (V) N K = @. Um numero finito de conjuntos abertos V, cobrem o conjunto
compacto N\L e, definindo-se ¢ como o mdximo dos correspondentes t,, tem-se que a:i
nao esta contido em K para todo z € N\ L.

Se 2t C N, entdo z, C N. Caso contrario,

t=sup{seT:2° C N} >1t. (1.20)

é finito. Se T = Z*, tem-se que z°. C N. Se T = R™, existe uma seqéncia t,, — t tal que
t, <tea™ CN. Sey € o, (z), tem-se que 0;_,(0s(y)) = x, para todo s € [0,¢]. Entdo
y, C 2 e além disto o4y, (y) € 2" C N. Como N ¢ fechado e 0y, (y) — v, segue que
y € N e, consegentemente, que z*. C N. Portanto, se y € o, '(z), entdo y}, C 2*. C N.
Isto implica que o; () C L = int N Nint K. Se T = Z*, como

or(@) =0y (0, (2) C oy (K) =N, (1.21)

t+1

tem-se que 7' C N, o que é uma contradicdo. Se T = R*, para cada y € o; (), existem
uma vizinhanga aberta V, de y e e, > 0 tais que o, '(2) C N, para todos z € V, e s € [0,¢,].
Um nitimero finito de conjuntos abertos V,, cobrem o conjunto compacto o; ' () e, definindo-
se € > 0 como o minimo dos correspondentes ¢, tem-se que o;.%(x) = o7 (07 }(z)) C N,
para todo s € [0,¢]. Portanto 2'™° C N, o que é novamente uma contradicao.

Para cada x € R, existe uma vizinhanga V, de x tal que (V;c){_ C N. Caso contrario,
existe uma rede x; — x tal que oy, (y;) = x4, onde y; € X\int N e ¢; € [0,¢]. Pode-
se supor que t; — t e y; — y, onde t € [0,f] e y € X\int K. Entao o,(y) = x, pois
x; = oy,(y;) — ou(y). Isto é uma contradicdo, pois y € o;'(R) = R C int K. Logo
V = ,er Vo é uma vizinhanca de R tal que V! € N. Pela argumentacio acima, Vo C N,
o que implica que w*(V) C N. Portanto o conjunto invariante w*(V') estd contido em R e,
como R C V, ele contém R. Logo R = w*(V) é um repulsor. O

Corolario 1.11. Sejam R um repulsor em X e R um repulsor em R. Entio R é um
repulsor em X.
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Demonstracdo. Seja K uma vizinhanca compacta de R em X que é disjunta do atrator
R,, complementar a R em R, e é disjunta do atrator R,, complementar a R em X. Pela
invariancia regressiva de R e pela invariancia de R, e R,, tem-se que N = oy o '(K) é
também uma vizinhanca compacta de R em X que ¢é disjunta de R.eR, ComoRC L=
int N Nint K, se * € (N\L) N R, entdo w(r) C R, e se v € (N\L)\R, entdo w(z) C R..
Em ambos os casos, w(z) nao estd contido em N e entdo x§ nao estd contido em N. Pelo
Lema 1.10, como R é um conjunto regressivamente invariante e invariante maximal em NN,
tem-se que R é um repulsor em X. O

O resultado seguinte é a caracterizacao das decomposicoes de Morse em termos de
pares atrator-repulsor. Este resultado é bem conhecido para fluxos em espacos métricos
compactos. Aqui ele é demonstrado para semifluxos de tempo discreto ou continuo em
espagos topoldgicos Hausdorff compactos.

Teorema 1.12. Seja o um semifluxo num espaco topologico compacto Hausdorff X. Entdo
uma colegao finita { My, ..., M,} de subconjuntos de X define uma decomposi¢ao de Morse
se, e somente se, existe uma seqéncia estritamente crescente de atratores

g=ACcAAC---CA, =X (122)

tal que
M, =A;NA;_, (1.23)

parai=1,...,n.

Demonstracao. Apés os Lemas 1.7 e 1.9 e Corolario 1.11, a demonstracao é a mesma da
apresentada em [9], Capitulo II, pdgina 40, 7.1.B e 7.1.C. O

1.1.2 Funcoes de Lyapunov

Conclui-se esta secao analisando-se a existéncia das denominadas fungoes de Lyapunov.
Uma fungao de Lyapunov associada a um par atrator-repulsor (A, A*) é uma fungao a
valores reais Ly : X — [0,1], tal que L;'(0) = A, L,'(1) = A* e L, é estritamente
decrescente nas dérbitas em k(A, A*), onde

K(A, A%) = X\ (AU A*) (1.24)

¢ denominado conjunto das drbitas conectantes do par atrator-repulsor (A, A*), em virtude
da Proposigao 1.5.

O teorema seguinte garante a existéncia de fungoes de Lyapunov associadas a pares
atrator-repulsor, no caso de semifluxos abertos em espacos Hausdorff compactos. Um
exemplo simples é o semifluxo gerado pela aplicagdao g : S' — S, definido por g(z) = 22,
onde S' = {z € C: |z| = 1}. Esta é uma aplicacio aberta, uma vez que g é de fato uma
aplicacao de recobrimento de S! sobre S*.

Proposicao 1.13. Seja 0 um semifluxo aberto num espaco compacto Hausdorff X. Para
cada par atrator-repulsor (A, A*), existe uma funcao de Lyapunov Ly associada a ele.
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Demonstracao. A demonstracao é andloga aquela apresentada em [9], Capitulo II, 5.1.B.
O ponto chave é uma aplicagao de um refinamento do Lema de Urysohn, que assegura a
existéncia de uma funcio continua [ : X — [0,1] tal que I71(0) = A e [7!(1) = A* se, e
somente se, ambos A e A* sdo conjuntos G fechados. Além deste refinamento (que pode
ser encontrado em [22], pagina 137), deve-se utilizar a Proposi¢ao 1.3, que assegura que A
e A* sao conjuntos Gy fechados. ]

Corolario 1.14. Seja ¢ um fluro num espag¢o compacto Hausdorff X. Para cada par
atrator-repulsor (A, A*), existe uma fun¢do de Lyapunov L, associada a ele.

Uma func¢ao de Lyapunov completa para um semifluzo o associada a uma decomposicao
de Morse

M={M,.... M)} (1.25)

é uma funcao a valores reais Lys : X — R, que é estritamente decrescente nas érbitas
fora de |J;_, M; e tal que o conjunto Lj\j(c) é uma componente de Morse, para cada valor
critico ¢, onde Ly (UJ;, M;) é o conjunto dos valores criticos de L.

Proposicao 1.15. Se M = {M;,...,M,} é uma decomposi¢io de Morse de um semi-
fluxo aberto o num espaco compacto Hausdorff X, entao existe uma funcdao de Lyapunov
completa associada a M.

Demonstragdo. Definindo-se Ly = Y 37"Ly,, onde Ly, é a fungao de Lyapunov asso-
ciada ao par atrator-repulsor (A;, AY) dada pela Proposicao 1.13, tem-se que Ly é uma
funcao de Lyapunov completa associada a M. O

Corolario 1.16. Se M = {M, ..., M,} é uma decomposicao de Morse de um fluzo ¢ num
espaco compacto Hausdorff X, entao existe uma funcao de Lyapunov completa associada

a M.

1.2 Transitividade por Cadeias

Nesta secao, desenvolve-se uma teoria abstrata de transitividade por cadeias e recorréncia
por cadeias que generaliza e unifica as nogoes classicas. As cadeias construidas aqui sao
baseadas em familias admissiveis de coberturas abertas de X. Exemplos de tais familias
admissiveis sdo a familia de todas as coberturas de um espago topoldgico X (como con-
siderado em [9]) e a familia das coberturas de todas as bolas abertas de raio constante,
quando X é um espago métrico.

1.2.1 Transitividade por Cadeias Generalizada

Sejam U e V coberturas abertas de X. Diz-se que V é um refinamento de U e escreve-se
YV < U se para cada V € V), existe U € U tal que V C U. Esta é claramente uma relagao
de pré-ordem. Também escreve-se V < %Z/{ se para todos V, V' € V com VNV' # &,
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existe U € U tal que V UV’ C U. Define-se recursivamente a relacao V < Q%U se VW
eW< 55U

Dados uma cobertura aberta & de X e um subconjunto compacto K C X, denota-se o
congunto dos elementos de U que interceptam K por

U, K|={Uecl:KnU +# o). (1.26)

Se N C X é aberto com K C N, diz-se que a cobertura i/ é K-subordinada a N se U C N,
para cada U € [U, K].

Pode-se entao introduzir as condigoes nas familias de coberturas abertas de X que sao
utilizadas na formulacao do conceito de cadeias de um semifluxo.

Definicao 1.17. Seja O uma familia de coberturas abertas de X. Diz-se que O € ad-
missivel se

(i) Para cadaU € O, eziste V € O tal que V < SU.

(i1) Sejam N C X um conjunto aberto e K C N um compacto. Entio existe U € O que
¢ K-subordinado a N.

Os seguintes exemplos de familias admissiveis de coberturas sao paradigmaticos e
mostram que elas aparecem em contextos bem gerais.

(i) Denotando-se por O (X) a familia de todas as coberturas abertas de X. Se X ¢
Hausdorff e paracompacto entao O (X) é admissivel. A demonstracao da condigao
(1) da Definigao 1.17 para esta familia pode ser encontrada em [20], pagina 170. Esta
condicao ¢é de fato equivalente a paracompacidade do espago X.

(i7) Seja X espago compacto Hausdorff. Denotando-se por O¢(X) a familia de todas as
coberturas abertas finitas de X, entao Oy (X) é admissivel.

(74i) Num espago métrico (X, d), seja O4(X) a familia cujos membros sdo as coberturas
B., onde € > 0, constituidas pela totalidade das e-bolas de X. Entao Oy4(X) é
claramente uma familia admissivel. Em todo caso, a notagao V < %L[ ¢ inspirada
neste caso particular, pois Bs < %Bg.

No Capitulo 5, é construida uma familia admissivel de coberturas de fibrados, que
¢ adaptada aos semifluxos de endomorfismos destes fibrados e diferente das familias ad-
missiveis apresentadas acima.

Agora introduz-se o conceito de cadeias para semifluxos, baseadas em coberturas aber-
tas do espacgo de estado X.

Definicao 1.18. Sejam o um semifluxo em X e U uma cobertura aberta de X. Dados
z,y € X et € T, uma (U,t)-cadeia de x para y constitui-se de uma seqéncia de pontos
{r =x1,...,2p01 =y} C X, uma segéncia de tempos {t1,...,t,} C T e uma seqéncia
{Uy,...,U,} C U de subconjuntos abertos de X tais que t; >t e oy,(x;), ;401 C Uy, para
todoi=1,...,n (cf. [9]).
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Dado um subconjunto Y C X, denota-se por Q(Y,U,t) o conjunto de todos os x € X
tais que existe uma (U, t)-cadeia de algum ponto y € Y para x. Também denota-se

Q(z,U,t) ={ye X 12 € Quy,U,1)}. (1.27)

Agora seja O uma familia de coberturas abertas de X. Entao o conjunto Qp-limite de
um subconjunto Y C X é definido como

Qo(Y) = {QY.U,t): U € O,t € T}. (1.28)

Para z € X, denota-se Qo(x) = Qo({x}) e define-se a relacdo = <p y se y € Qo(z).
O fato seguinte é demonstrado da mesma maneira que em [9], Capitulo I, 6.1.A e 6.1.B.

Proposicao 1.19. Se a familia O é admissivel, entao a relagao <o € transitiva, fechada e
invariante por o, i.e., tem-se que o,(r) <o 05(x) se x <o y, para todos s,t € T. Também,
para todo Y C X, o conjunto Qo(Y') € invariante.

Definicao 1.20. A relagao x ~o y estd definida, quando x 20 y ey <o x. Entio x € X
¢ O-recorrente por cadeias se ele € auto-relacionado em relacao a ~p, ou seja x ~o T.
O conjunto R de todos os pontos O-recorrentes por cadeia é denominado conjunto O-
recorrente por cadeias. Nao € dificil mostrar que a restricao de ~o a Ro € uma relacdo
de equivaléncia.

Um classe de equivaléncia de ~o € denominada uma componente O-transitiva por
cadeias. Um conjunto Y C X € denominado O-recorrente por cadeias se Y C Rop eY é
denominado O-transitivo por cadeias se estd contido em alguma componente O-transitiva
por cadeias. Finalmente o semifluro o é O-recorrente por cadeias se X = Rp e o €
O-transitivo por cadeias se X € a unica componente O-transitiva por cadeias.

O préximo resultado é uma analogia a continuidade uniforme de aplicagoes continuas
entre espacos métricos compactos.

Lema 1.21. Sejam X e Y espacos topologicos com Y compacto e seja F': X xY — X
uma aplicagao continua. Dada uma cobertura aberta U € O(X), entao pode-se encontrar
Z € O(X) satisfazendo a sequinte propriedade: Para todosy € Y e v,w € X tais que
v,w € Z para algum Z € Z, existe U € U com F(v,y), F(w,y) € U. Se X também é
compacto, entdo pode-se escolher Z como sendo finita.

Demonstragao. Sejam x € X ey € Y. Entao existe U,y € U com F(z,y) € Ugy,. Pela
continuidade de F, existem uma vizinhanca Z(, ,) C X de x e uma vizinhanca N, ,) C Y de
y tais que F'(Z(z) X N(zy)) C Uay). Tem-se que a familia { N, : y € Y'} é uma cobertura
aberta de Y e, como Y é compacto, existe uma subcobertura finita { Ny ), .., Ny, }-
Definindo-se Z, = (/%) Z(zy,), Para todo y € Y e todos v,w € Z,, tem-se que existe
ke {l,--- ,n,}, tal que y € Nzy,). Logo F(v,y), F(w,y) € Ugy,). Se X é compacto,
existe uma subcobertura finita Z da cobertura aberta {Z, : z € X} com a propriedade
enunciada acima. O
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O lema seguinte é usado no Capitulo 2 para se estabelecer a ligacao entre os semifluxos
e seus semigrupos de sombreamento.

Lema 1.22. Sejamxr e X, U € O et €T. Se V < %U, entao

(1) cl(Qz,V,t)) C Qx,U,t) e

(i7) cl(Q*(z,V, 1)) C Q*(z,U, ).

Demonstrac¢ao. Sejam y € cl(Q(z,V,t)) e V € V uma vizinhanca de y. Entdo existem
2 € VNQz,V,t), uma seqéncia de pontos {z = x1,...,2x,41 = 2} C X, uma seqgéncia de
tempos {t,...,t,} C T e uma seqéncia de conjuntos abertos {V1,...,V,} CV comt; >t
e oy (x;),xi01 C U,y paratodoi=1,...,n. Como V < %U, existe U € U tal que os pontos
oy, (xn), 2 = x4 e y pertencem a U. Redefinindo-se z,,41 = y, obtem-se uma (U, t)-cadeia
de x para y, o que mostra que y € Q(z,U, ).

Reciprocamente, seja y € cl (Q2*(x,V,t)). Pelo Lema 1.21, existe Z € O(X) tal que,
para todos s € [t,2t] e v,w € X, se existe Z € Z com v,w € Z, entdo existe V €
VY com o4(v),04(w) € V. Agora sejam y € cl(Q*(z,V,t)) e Z € Z uma vizinhanca

de y. Entao existem z € Q*(z,V,t) N Z, uma seqéncia de pontos {z = x1,...,Ty11 =
x} C X, uma seqgéncia de tempos {t1,...,t,} C T e uma seqéncia de conjuntos abertos
{Vi,...,Vu,} CVtaisquet; > teoy(x;),ri41 CU;, paratodoi = 1,...,n. Entao existem

duas possibilidades: ou (1) ¢; > 2t ou (2) t; € [¢,2t]. No primeiro caso, existe uma (U, t)-
cadeia de o4(z) para x, restando portanto mostrar que existe uma (U, t)-cadeia de y a o4(2).
Pela escolha de Z, existe V' € V tal que 04(y),0:(z) € V o que é suficiente, uma vez que
VY < %L{ . No segundo caso, existe uma (U, t)-cadeia de x5 para x e deve-se demonstrar
que existe uma (U, t)-cadeia de y para xo. Novamente, pela escolha de Z, existe V € V
com oy, (y),0,(2) € Ve, como oy, (2),z2 € V4, existe U € U tal que oy, (y), z2 € U, 0 que
completa a demonstracao do Lema. ]

1.2.2 Semifluxos em Espacos Hausdorff Compactos

A partir de agora considera-se apenas semifluxos em espacos Hausdorff compactos. Neste
caso tem-se a seguinte caracterizagao dos conjuntos 2p-limites em termos de atratores.
Relembrando-se, um subconjunto A C X é um atrator se existe uma vizinhanga U de A
tal que w(U) = A. Da mesma maneira, R C X é um repulsor se w*(V') = R, para alguma
vizinhanca V' de R.

Teorema 1.23. Sejam X um espago compacto Hausdorff e Y C X fechado. Entio Qo (Y)
€ a intersecao de todos os atratores que contém w(Y). Em particular, Qo(Y') independe
da familia admissivel O utilizada.

Demonstragdo. Sejam U € O e t € T. Primeiro afirma-se que cl(Q(Y,U,t);) C
int(Q(Y,U,t)). De fato, sejam =z € cl(QY,U,t){) e U € U com =z € U, e sejam
y € QY,U,t) e s >t tais que o4(y) € U. Entao, para cada z € U, o par {y,z} é uma
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(U, t)-cadeia de y para z e entdo z € Q(Y,U,t). Portanto U C Q(Y,U, 1), mostrando-se a
afirmagao.

Definindo-se A = w(Q(Y,U, 1)), tem-se que A C cl(Q(Y,U,t);") C int(Q(Y,U,t)). Logo
A é um atrator com vizinhanca isolante int(Q(Y,U,t)). Também A é o maior conjunto
invariante maximal em Q(Y,U,t), uma vez que é seu w-limite. Como Q(Y,U,t) contém
Qo(Y), tem-se que A contém Qp(Y) e, conseqentemente, w(Y'). Portanto,

Qo(Y) = [|w(QY,U,1)). (1.29)
Ut

Reciprocamente, seja A um atrator contendo w(Y'). Sejam também N uma vizinhanga
compacta de A disjunta de A* e t um tempo tal que cl(N,;") C intN. Como O é admissivel
e pela propriedade (7i) da defini¢do 1.17, existe U € O tal que todo conjunto em U que
intercepta cl(N,") estd contido em intN. Tem-se que o,(Y) C cl(N,"), para todo s > t.
Entao toda (U, t)-cadeia de Y tem de terminar em N, o que implica que Q(Y,U,t) C N.
Portanto w(Q(Y,U,t) C w(N) = A, o que conclui a demonstragao do teorema. O

Definicao 1.24. O teorema anterior permite a eliminacdo do subescrito O, escrevendo-se
simplesmente Q(Y') para o conjunto Qo(Y) e, da mesma forma, escrevendo-se R para o
conjunto Ro, que € entao denominado simplesmente conjunto recorrente por cadeias.

Outra consegéncia deste teorema é a seguinte caracterizacao do conjunto recorrente por
cadeias em termo de atratores. A demonstragao é a mesma apresentada em [9], Capitulo

II, 6.2.A.
Proposicao 1.25. Se X é compacto Hausdorff, entao

R = ﬂ {AU A" : A € um atrator}, (1.30)
onde A* ={x € X :w(x) N A =2} € o repulsor complementar.

O seguinte resultado relaciona conjuntos recorrentes por cadeias conexos a conjuntos
transitivos por cadeias.

Proposicao 1.26. Se um conjunto € conexo e recorrente por cadeias, entdo ele € tran-
sitivo por cadetas. Em particular, cada componente transitiva por cadeias € a uniao de
componentes conezas de R.

Demonstracao. A demonstracao é a mesma apresentada em [7], Apéndice B, Proposicao
B.2.21. ]

Quando X é um espaco compacto Hausdorff, existe um resultado 1til que garante que
apenas as (U, t)-cadeias com t maior que uma constante positiva fixada sdo necessarias
para a defini¢do dos conceitos de transitividade e recorréncia por cadeias (cf. [17]).

Proposigao 1.27. Sejamy € R, x € X e T > 0. Se, para todo U € Os(X), existe uma
(U, T)-cadeia de x para y, entao existe uma (U, t)-cadeia de x paray, para todoU € O(X)
eteT.
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Demonstracao. A demonstracio é a mesma apresentada em [7], Apéndice B, pagina 547,
Proposigao B.2.19, usando o Lema 1.21 no lugar da continuidade uniforme. O

Definicao 1.28. Um subconjunto invariante A C X ¢é denominado internamente recor-
rente por cadeias se o semifluxo o, restrito a A € recorrente por cadeias. A € denominado
internamente transitivo por cadeias se oy restrito a A € transitivo por cadeias.

O proéximo resultado é essencial para estabelecer a ligagao entre as componentes tran-
sitivas por cadeias e as componentes de Morse da decomposicao de Morse minimal. Para
sua demonstracao no contexto geral de espacgos topoldgicos, é necessario introduzir uma
topologia adequada no conjunto K(X), de todos os subconjuntos compactos de um espago
compacto Hausdorff X. A topologia de Hausdorff em IC(X) é gerada pelos conjuntos

{U,....U)={KeK(X): KCUU--UUyand KNU; #@,i =1,...,n}, (1.31)

onde Uy, ..., U, s@o subconjuntos abertos de X. Dados um subconjunto K € K(X) e uma
cobertura aberta e finita U € O;(X), entao ([U, K1) é a vizinhanga aberta de K em K(X)
associada a U, onde [U, K] é o conjunto dos elementos de U que interceptam K, definido
na equacao (1.26). E conhecido que com sua topologia de Hausdorff, I(X) é compacto
e Hausdorff ([25], Teorema 4.9.12). E necessério também considerar redes cujos dominios
sejam a familia O(X), que é um conjunto dirigido com respeito a relagdo < definida no
inicio desta secao.

Teorema 1.29. Se X € um espaco compacto Hausdorff, entao cada componente transitiva
por cadeias M € fechada, invariante e internamente transitiva por cadeias. Em particular,
o conjunto recorrente por cadeias R € internamente recorrente por cadeias.

Demonstracao. Sejam M uma componente transitiva por cadeias e x,y € M. Para
cada U € O(X), tem-se uma (U, 1)-cadeia de = para y e uma (U, 1)-cadeia de y para
x. Pode-se escrever estas segéncias como {x = Tau),..., Tmy+10) = Y} com tem-
POs {Sau), - - Sy} contidos em [1,2], e {y = Yawu)s - Ymy+14) = T} com tempos
{tawy, -ty contidos em [1,2]. Define-se Ky = Kzy U Ky, onde

my

K = {x(i,m, Osiian (T20) >y} (1.32)

=1

nuy
Koz = U {60 00 W6a0) 2} (1.33)
j=1
Pela compacidade de IC(X), a rede K, possui uma subrede que converge para algum ponto
K em K(X). Sejald € Of(X) e, como O(X) é uma famiflia admissivel, existe V € Of(X)
tal que V < %‘L{. Pelo Lemma 1.21, existe Z € Of(X) tal que, para todo t € [1,2] e
v,w € Z, where Z € Z, existe V € V com 04(v),0:(w) € V. Seja T € Of(X) tal que
7 <VeT < Z. Entao existe W € Op(X) com W < 7 e tal que Kyy € ([T, K]). Afirma-
se que, para todo z € K, existem uma (U, 1)-cadeia em K de z para y e uma (U, 1)-cadeia
em K de y para z.
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De fato, pela definicao de ([7, K]), para cada v € K, existem z;,w) € Kw e T, € T
com v e T(;, w) pertencendo a T;, e, reciprocamente, para cada x; w) € Ky, existem v; € K
e T; € T com x(;) e v; pertencendo a T;. Logo o lema abaixo pode ser aplicado de modo
a se construir uma (U, 1)-cadeia em K de z para y, a partir das seqéncia de pontos

{ZO =2y 3% = Ui4j o5 Bmypy+1—iy :y} (134)

Analogamente, obtem-se uma (U, 1)-cadeia em K de y para z. Pela Proposigao 1.27, como
U € Of(X) é arbitrério, tem-se que K C M.

Seja t € T. Pela Proposigao 1.19, tem-se que M é fechada e o4(M) C M, para
todo s € T. Entao tem-se que o4(M) C 04(M), para todo s > t. Sejam x € M e N uma
vizinhanca aberta de . Como Oy (X) é admissivel, existe i € O(X) tal que todo conjunto
em U que contém z esta contido em N. Pela primeira parte da demonstracao, existe uma
(U, t)-cadeia em M de qualquer ponto em M para x. Isto implica que o,(M) NN # & e,
portanto, que oy(M) é denso em M. Como X é compacto, o, é uma aplicagao fechada,
de modo que o,(M) é fechado. Portanto o,(M) = M, concluindo-se a demonstragao do
teorema. ]

Lema 1.30. Sejam u ev em K e xw) e Tup1,w) em Ky tais que existam T,T" € T com
xw) e u pertencendo a T e ;41 w) e v pertencendo a T". Entao existe U € U tal que o0s
pontos o, (u) e v pertencem a U.

Demonstracao. Observa-se que, pela definicao mesma de Ky, existe W € W tal que
T(i4+1,wv) and Tsiim) (x(iw)) e W. Além disto, como 7 < Z, existe V € V tal que
Tsoom) (ZL’(@V\;)) € s (u) € V. Como W <V < ;111/1, isto conclui a demonstracao do
lema. ]

Como corolério, tem-se o seguinte fato, que generaliza para o contexto topoldgico o
Lema 2.1 de [16].

Corolario 1.31. Sejam o um semifluzo de tempo continuo num espaco topoldgico para-
compacto X e x € X um ponto com uma dorbita pré-compacta. Entio w(x) € internamente
transitivo por cadetas.

Demonstracao. A demonstracao é a mesma da apresentada em [7], Apéndice B, Proposi¢ao
B.2.28. ]

1.2.3 Transitividade por Cadeias e Decomposicoes de Morse

Agora a decomposicao de Morse minimal sera relacionada com a transitividade por cadeias.
Para isto sera necessario o seguinte lema.

Lema 1.32. O semifluxo o € transitivo por cadeias em X se, e somente se, a decomposi¢ao
de Morse trivial € a unica existente.
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Demonstracao. Se o é transitivo por cadeias em X, entao (x) = X para todo z € X.
Pelo Teorema 1.23, a intersegdo de todos os atratores que contém w(z) é o préprio X.
Como todo atrator contém o conjunto w-limite de pontos pertencentes a ele, segue que o
unico atrator em X é o trivial. Pela caracterizacao das decomposicoes de Morse através de
segéncias crescentes de atratores dada pelo Teorema 1.12, a tinica decomposicao de Morse
existente ¢ a trivial {X}. Reciprocamente e utilizando-se novamente o Teorema 1.12, se a
unica decomposicao de Morse existente em X ¢é a trivial, entao o tnico atrator em X é o
préprio X. Pelo Teorema 1.23, isso implica que Q(z) = X, para todo z € X, e entao o é
transitivo por cadeias em X. O

Teorema 1.33. FEuxiste a decomposicao de Morse minimal se, e somente se, o numero de
componentes transitivas por cadeias € finito. Neste caso, as componentes transitivas por
cadetas sao as componentes de Morse da decomposicao de Morse minimal.

Demonstracao. Se a colecao das componentes transitivas por cadeias é finita, entao ela é
uma decomposicao de Morse de o, pois as componentes transitivas por cadeias sao nao-
vazias, disjuntas duas a duas, compactas e invariantes e sua uniao contém todos os conjun-
tos limites. Pelo Teorema 1.29, a restricao do semifluxo o a cada componente transitiva
por cadeias é transitiva por cadeias. Logo o Lema 1.32 implica que a colecao das compo-
nente transitivas por cadeias é a decomposicao de Morse minimal de o. Reciprocamente,
se {M,...,M,} é a decomposi¢gao de Morse minimal de o, entao pelo Lemma 1.32, a
restricao do semifluxo o a cada componente de Morse é transitiva por cadeia, o que im-
plica que o nimero de componentes transitivas por cadeias ¢ finito. Pela primeira parte da
demonstracao, segue que My, ..., M, é a colecao das componentes transitivas por cadeias,
concluindo a demonstracao. ]

Uma funcgao de Lyapunov completa para um semifluro o é uma funcao a valores reais
L : X — R, que é estritamente decrescente nas érbitas fora do conjunto recorrente por
cadeias R e tal que o conjunto L(R) dos wvalores criticos de L nao é denso em nenhum
aberto de R e o conjunto L™!(c) é uma componente transitiva por cadeias, para cada valor
critico c.

Proposicao 1.34. Seja o um semifluzo aberto ou, em particular, um fluro num espago
compacto Hausdorff X. Se a decomposicao de Morse minimal existe, entao também existe
uma funcgao de Lyapunov completa para o.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.33, se a decomposi¢ao de Morse minimal M existe, entao
as componentes por cadeias sao exatamente as componentes de Morse de M. Portanto uma
funcao de Lyapunov completa associada a M, cuja existéncia é garantida pela Proposicao
1.15, é também uma funcao de Lyapunov completa para o. ]



Capitulo 2

Semigrupos e Semifluxos

E desenvolvida, neste capitulo, a ligacao entre a teoria de transitividade por cadeias desen-
volvida no Capitulo 1 e a teoria de semigrupos locais de aplicagoes continuas. Esta ligacao
é realizada através do conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.

2.1 Semigrupos de Aplicacoes Continuas

Nesta secao, as agoes de semigrupos de aplicagoes continuas de espacos topoldgicos sao
investigadas num contexto bastante geral. Os conceitos introduzidos e os resultados enun-
ciados sao basilares para o estabelecimento das ligagoes entre semifluxos e semigrupos.

Definicao 2.1. Seja X um espago topologico. Um semigrupo local agindo em X € uma
familia S de aplicagoes continuas ¢ : dom¢p — X, com dom¢ C X conjunto aberto, tal que
se g,1p € S e ¢! (domy)) # @, entio a composi¢ao

Yoo (domy) — X (2.1)

também pertence a S.

Denota-se por Ci(X) o semigrupo local mazimal de X, ou seja, o conjunto de todas
as aplicagoes continuas ¢ : dom¢ — X definidas em subconjuntos abertos de X. Um
semigrupo local S age em X por avaliacao de aplicagoes. Para z € X, define-se sua orbita
por

St ={¢(zx): ¢ €S, x € domg} = U o(z). (2.2)

peS

e sua orbita regressiva como

Sz={y:3¢ €S, oly) =z} =] o (). (2.3)

peS

33
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2.1.1 Relacoes Induzidas por Semigrupos

Associada a um semigrupo local S, existe uma relagao transitiva = definida por = < ¥y se,
e somente se, y € Sz ou, equivalentemente, se, e somente se, x € S*y. A simetrizacao
de < produz uma nova relagao ~ denominada relacao algébrica e definida por x ~ y se,
e somente se, r =< y e y < x. Esta relacao é simétrica e transitiva, mas pode nao ser
reflexiva. Estas relacoes sio denotadas respectivamente por < e ~, se o semigrupo local
S tem de ser enfatizado.

Seja [x] = {y € X : y ~ z} a classe algébrica de x. Nao é dificil mostrar que [x] # & se,
e somente se, z ~ x. Além disso, duas classes distintas sao disjuntas, mas (J,. y[z] pode
nao ser todo X. Denotando-se X.. = {x € X : z ~ z}, tem-se que

Xo= U bkl= Ul (2.4)

ze€EX~ zeX

e a restricao da relacao algébrica a X é de fato uma relacao de equivaléncia. Claramente,
se S é um mondide, ou seja, se S contém a aplicagao identidade, entao X, = X. Definindo-
se [x] = [y] se, e somente se, x < y, tem-se que esta relagao estd bem definida e de fato
¢ uma ordem parcial na colecao das classes algébricas. Finalmente observa-se direto da
defini¢ao que [z] = Sx N S*z para todo = € X.

Os conceitos apresentados acima sao de carater puramente conjuntista. Agora faz-
se uso da topologia de X para se introduzir duas outras relagoes transitivas induzidas
pelo semigrupo local S: uma relagao mais fraca, definida por x =<, y se, e somente se,
y € cl(Sx) e uma relacdo mais forte, definida por x <, y se, e somente se, x € int(S*y).
A transitividade das relacées <, e =, segue do seguinte lema a respeito de conjuntos
invariantes.

Para um subconjunto A C X, denota-se

SA=|JSz SA=]5w (2.5)

€A €A
O conjunto A é S-invariante se SA C Ae regressivamente (ou S*-)invariante se S*A C A.

Lema 2.2. Seja A C X.

(1) Se SA C cl(A), entao cl(A) é S-invariante. Em particular, se A € S-invariante,
entdo cl (A) também é S-invariante.

(i) Se S*intA C A, entdo intA € S*-invariante. Em particular, se A é S*-invariante,
entao intA € também S*-invariante.

(1i1) As relagoes =, e =X sdo transitivas.

Demonstragdo. 1) Seja C' um conjunto fechado contendo A. Entao A C ¢~ (cl(A)) C
¢~ (C) para todo ¢ € S. Segue que cl(A) C ¢~ (C) e, portanto, que ¢ (cl(A)) C C.
Como C' ¢é um fechado arbitrario, ¢ (cl(A)) C cl(A).
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2) Para todo ¢ € S, tem-se que ¢! (intA) C A. Como ¢ é continua, segue que ¢~ (int A)
é aberto e, portanto, esta contido em intA.
3) O terceiro enunciado segue imediatamente do primeiro e do segundo. ]

Analogamente a relagao algébrica, a simetrizacao de <, é definida por = ~,, y se, e

somente se, r =<, y € y =, ¢ e também a simetrizacao de =<, é definida por x ~, y se, e
somente se, r <y y e y <, x. Além disso, cl(Sz) = cl(Sy) if v ~, y e int(S*z) = int(S*y)
if x ~gy.
Definigao 2.3. Denota-se por [x], a classe de x com respeito a ~,, e por [z]s a classe de
x em relagdo a ~s. Nao € dificil mostrar que [z]s C [x] C [z]w para todo x € X, onde
estas inclusoes podem ser estritas. Por este motivo, a relagao ~,, € denominada fraca,
enquanto a relagao ~¢ é denominada forte. Novamente introduz-se o superescrito S se o
semigrupo local tem de ser enfatizado.

As restrigoes da relacao fraca a X, = {z € X : [z],, # @} e da relagdo forte a X, =
{z € X : [z]s # @} sdo relagoes de equivaléncia. Tem-se também que X.., C X. C X, .

2.1.2 Conjuntos de Controle

Agora introduz-se o conceito de conjunto de controle de um semigrupo local como sendo
um tipo especial de classe fraca.

Definicao 2.4. Um conjunto de controle de S € uma classe fraca D = [z],, C X tal que
a classe forte [x], # &.

A seguir serd demonstrado que em cada conjunto de controle D existe uma tunica classe
forte nao-vazia. Esta classe é denominada conjunto de transitividade de D e é denotada
por Dgy. Para isto é necessario um lema preliminar.

Definicao 2.5. Um ponto x € X € auto-acessivel se x ~, x, ou seja, se x € int (S*x).

Lema 2.6. Seja D um conjunto de controle. Entao para todo x € D auto-acessivel, vale
que
D C int (S*z) C S*x. (2.6)

Demonstragao. Sejam x € D auto-acessivel e y € D. Pelas definigoes
x € int (S*z) N cl(Sy). (2.7)

Logo existe ¢ € S tal que ¢(y) € int(S*x) . Isto significa que y € ¢~ (int(S*x)). Como ¢
é continua, tem-se que y € int (S*z). O

Este lema implica imediatamente nos seguintes enunciados.

Corolario 2.7. Seja D um conjunto de controle. Entao

(1) Sex,y € D ey € auto-acessivel, entio y =5 x.
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(1i) Sex,y € D ey é auto-acessivel, entio y < x.
(1i1) Se x,y € D sdo auto-acessiveis, entio T ~ y.

() Sex,y € D, [z]s # @ e [yls # D, entdo [z]s = [y|]s. Além disto, o conjunto de
transitividade Dy of D € dado por

Dy ={z € D : x is auto-acessivel}. (2.8)

Cada conjunto de controle e seu conjunto de transitividade sao caracterizados pelas
orbita e orbita regressiva de elementos do conjunto de transitividade.

Proposicao 2.8. Seja D um subconjunto nao-vazio de X. FEntao D é um conjunto de
controle se, e somente se,

D =cl(Sz)Nint (S*z), (2.9)

para algum x € X, que a fortiori pertence a Dy. Além disso, se D é um conjunto de
controle e x € Dy

D =cl(Sz)Nint (S*z) = cl(Sx) N S*z (2.10)
e

Dy = Sz Nint (S*z) = Sz N S*z = [z] (2.11)
Demonstra¢ao. Se D é um conjunto de controle e x € Dy, entdao D = [z],, e Dy = [z]s.

Tem-se que D C cl(Sz) Nint (S*x), pela defini¢ao e pelo Lema 2.6. Por outro lado, se
y € cl(Sx) N S*x, entdo x € Sy C cl(Sy). Como y € cl(Sx), tem-se que x ~,, y, ou seja,
y € 2]y, 0 que mostra a equagao (2.10).

Para demonstrar a equagao (2.11), primeiro mostra-se que [z] C Dy = [z];. Sejam
y € lz] Clx]y =D e¢eS tais que x = ¢(y). Tem-se que S*x = S*y, de tal modo que

y € ¢~ (int (S*2)) C int (S*x) = int (S*y), (2.12)

mostrando que y € Dy. Agora, pelo Lema 2.6, tem-se que [z] = Dy C D C int (S*z). Por
outro lado, pela definigao, [x] C Sz. Reciprocamente, Sz Nint (S*z) C Sz N S*z = [z],
concluindo a demonstracao da equagao (2.11).

Se D = cl(Sx) Nint (S*z) # &, tem-se que existe y € Sz Nint (S*x). Entdo existe
¢ € S, tal que y = ¢(z), o que implica que = € p~!(y) € ¢ *(int (S*)) C int (S*). Portanto
[z]s # @, mostrando que C' = [z],, é um conjunto de controle e z € Cj. Pela primeira
parte da demonstracao, tem-se que D = C. O

Em seguida, apresentam-se outras propriedades do conjunto de transitividade Dy de
um conjunto de controle D. Antes serd introduzido o conceito de invariancia relativa.

Definigao 2.9. Sejam A e B subconjuntos de X tais que A C B. Entao A € progressi-
vamente invariante em relagao a B se SAN B C A. Analogamente, A é regressivamente
invariante em relagao a B se S*AN B C A.

Proposicao 2.10. Seja D um conjunto de controle. Entao
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(1) Dq € progressivamente invariante em relagdo a D.
(11) Dqy € denso em D.

Demonstracao. (i) Sejam x € Dy e ¢ € S tal que ¢(x) € D. Pelo Lema 2.6, ¢(x) € S*x
e claramente ¢(x) € Sx. Portanto, tem-se que ¢(x) € Sz N S*x = [z], que é igual a
Dy, pela Proposigao 2.8.

(17) Seja x € Dy. Pela Proposicao 2.8, tem-se que Dy = [z] e D = cl(Sz) Nint (S*x).
Sejam y € D e V uma vizinhanca de y. Tem-se que y € V Nint (S*z) e, como

y € cl(Sz), segue que
V Nint (S*x) N Sz # @. (2.13)

Contudo, pela Proposigao 2.8, tem-se que Dy = int (S*x) N Sz. Logo qualquer
vizinhanca de y € D intercepta Dy, demonstrando a proposigao.
]

A ordem entre os conjuntos de controle é definida de tal modo que, se D e D’ sdo
conjuntos de controle, entao D < D’ se, e somente se, x < 2/, para algum x € Dj e algum
z' € Dy.

Proposigao 2.11. Sejam D e D' conjuntos de controle. Entao D < D' se, e somente se,
x < 7', para todos x € Dy e 2’ € Dj.

Demonstracao. Se D < D', entao existem x € Dy, 2’ € Dy, tais que x < 2. Pela Proposicao
2.8, para todos y € Dy e y' € Dy, tem-se que © ~ y e 2’ ~ 3/, o que implica que y < y'. A
afirmagao reciproca ¢ imediata. [

Conclui-se esta subsecao geral introduzindo-se as seguintes condigoes nos semigrupos
locais, que serdo usadas freqentemente.

Definigao 2.12. O semigrupo S é acessivel num subconjunto A C X se int (Sz) # @
para todo x € A. Ele é denominado regressivamente acessivel em A, se int (S*x) # @
para todo x € A. Se A = X diz-se simplesmente que S €, respectivamente, acessivel ou
regressivamente acessivel.

2.1.3 Conjuntos de Controle Invariantes

Um conjunto de controle é denominado S-invariante se como conjunto ele é S-invariante.
De maneira andloga, um conjunto de controle é regressivamente invariante (ou S*-
invariante) se como conjunto ele ¢é regressivamente invariante (ou S*-invariante). Os
conjuntos de controle S-invariante e S*-invariante possuem propriedades especiais que os
distinguem dos demais conjuntos de controle. Nos enunciados seguintes, apresenta-se al-
gumas destas propriedades e se estabelecem as relagoes entre a invariancia do conjunto de
controle propriamente dito e a do seu conjunto de transitividade.

A préxima proposicao mostra, em particular, que os conjuntos de controle S*-
invariantes sao conjuntos abertos.
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Proposicao 2.13. Seja D um conjunto de controle tal que Dy é S*-invariante. Entao
D =Dy = Sz =int (S*z), (2.14)
para todo x € Dy. Em particular, D é S*-invariante.

Demonstragao. Pela S*-invariancia de Dy, tem-se que int (S*z) C S*x C Dy C D. Por
outro lado, pelo Corolario 2.7 (4) qualquer = € Dy é auto-acessivel e, portanto, pelo Lema
2.6, tem-se que D C int (S*x), mostrando as igualdades. ]

Proposicao 2.14. Sejam S um semigrupo local regressivamente acessivel e D um conjunto
de controle. Entao D é S*-invariante se, e somente se, Dy € S*-invariante.

Demonstracao. Se D é S*-invariante, sejam z € Dy, ¢ € S ey € X tais que ¢(y) = z. Pela
S*-invariancia de D, tem-se que y € D e int(S*y) C S*y C D. Como S é regressivamente
acessivel e Dy é denso em D, tem-se que int(S*y) N Dy # @&. Logo existem z € Dy e
¢ € S tais que y = p(z). Pela Proposigao 2.10, tem-se que y € Dy, mostrando que Dy é
S*-invariante. A reciproca segue diretamente da Proposicao 2.13. ]

Agora consideram-se os conjuntos de controle S-invariantes. A proposicao seguinte
caracteriza, sob a hipdtese de acessibilidade de S, quando uma classe fraca é S-invariante.

Proposicao 2.15. Sejam S um semigrupo local acessivel e D uma classe fraca. Entdo os
sequintes enunciados sao equivalentes:

(1) cl(Sz) C clD para todo x € D;
(1) D é fechado e S-invariante;

(i13) clD is S-invariante.

Demonstra¢ao. As implicagoes (i7) = (iii) e (iii) = (i) sdo imediatas e nao requerem
acessibilidade. Supondo-se (i), tem-se que clD é S-invariante pelo Lema 2.2. Agora seja
y € clD. Pela hipétese de acessibilidade, tem-se que int(Sy) # @ e estd contido em
clD. Logo D Nint(Sy) # @. Se x € D Nint(Sy), entdo = € cl(Sy) e, por hipdtese,
y € clD = cl(Sz). Como z € D, segue que y € D = clD, concluindo a demonstracao. O

Se o espaco topoldgico X, onde age o semigrupo local S, é compacto, entao a existéncia
de conjuntos de controle S-invariantes é assegurada, desde que as orbitas regressivas de S
sejam todas abertas.

Proposicao 2.16. Seja S um semigrupo local agindo no espag¢o compacto X e tal que
todas as suas orbitas regressivas sejam abertas. Para todo x € X, existe um conjunto de
controle S-invariante contido em cl(Sx).
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Demonstracao. Definindo-se a familia F = {cl(Sy) : y € cl(Sz)}, tem-se que ela é néo
vazia, seus elementos sao subconjuntos S-invariantes e pode ser ordenada pela inclusao.
Seja {cl(Sy;) : i € I} uma cadeia, isto é, tal que, parai,j € I, tem-se que cl(Sy;) C cl(Sy;)
ou a inclusao reciproca. Pela condi¢ao de intersecao finita nao-vazia e como X é compacto,
tem-se que existe z € (),c; cl(Sy;). Logo cl(Sz) € F e esta contida em cl(Sy;), para todo
i € I. Pelo Lema de Zorn, existe m € cl(Sx), tal que D = cl(Sm) é elemento minimal
de F e, portanto, tem-se que D = cl(Sa), para todo a € D. Isto implica que D C [a}y,
para todo a € D. Por outro lado, se b € [a],, onde a € D, tem-se que b € cl(Sa) = D,
mostrando que D = [al,, para todo a € D. Como D é S-invariante, se a € D e ¢ € S,
entdao b = ¢(a) € D. Logo cl(Sb) N S*b # @ e, como S*b é aberto por hipétese, pela
Proposigao 2.8, tem-se que D = [b,, é um conjunto de controle S-invariante. ]

O resultado seguinte fornece uma condicao suficiente para a unicidade de conjuntos de
controle S-invariantes.

Corolario 2.17. Seja S um semigrupo local agindo no espago compacto X e tal que todas
as suas orbitas regressivas sejam abertas. Se

C=()cl(Sz) # 2. (2.15)

zeX

entao existe um unico conjunto de controle S-invariante D em X e, além disto, C C D.

Demonstracao. Claramente C' C D, para todo conjunto de controle S-invariante D, ja que
para todo € D, tem-se que C' C cl(Sz) C D. Logo, se C' # &, existe no maximo um
conjunto de controle S-invariante em X. Portanto o resultado segue direto da Proposicao
2.16. O

Lema 2.18. Seja D um conjunto de controle e seja x € D tal que cl(Sz) N (clD)¢ # @.
Entao, para todo y € D, existe ¢ € S tal que ¢(y) nao estd em clD.

Demonstracao. Como cl(Sx) encontra o conjunto aberto (clD)¢, existe ¢ € S tal que
¥ (x) nao estd em clD. Pela continuidade de 1 existe uma vizinhanga V' de z tal que
(V) C (clD)c. Pela densidade de Dy em D, para todo y € D, existe n € S tal que
n(y) € V. Logo, definindo-se ¢ = 1) on € S, tem-se que ¢(y) esta fora de clD, concluindo
a demonstracao. O

Corolario 2.19. Se Sy C clD, para algum y € D, entao SD C clD.

Proposicao 2.20. Sejam S um semigrupo local regressivamente acessivel e D um conjunto
de controle. Entao D é S-invariante se, e somente se, existe x € D tal que Sx C clD.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.19, se Sx C clD, para algum x € D, entao SD C clD.
Logo cl(Sy) C clD para todo y € D e, pela Proposi¢ao 2.15, D é S-invariante. ]

Corolario 2.21. Sejam S um semigrupo local regressivamente acessivel e D um conjunto
de controle. Entao D é S-invariante se, e somente se, Dy € S-invariante.
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Demonstracao. Pela Proposicao 2.20, se Dy is S-invariant, entao D é S -invariante. Recip-
rocamente, se D é S-invariante, tem-se, pela Proposicao 2.10, que Dy é S-invariante. [

2.2 Semigrupos de Sombreamento

Introduz-se, nesta secao, o conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.
Estes fornecem uma completa caracterizacao da transitividade por cadeias em termos da
acao de semigrupos locais de aplicagoes continuas. O principio basico é realizar os saltos
arbitrarios de uma cadeia através de aplicacoes dentro de um semigrupo local prescrito e
explorar as vantagens topolégicas desta nova abordagem.

Dada uma cobertura aberta U de X, define-se a S-vizinhanca da aplicagcao identidade
de X relativa a U como

Nsy ={¢p € S :Vx € dome¢, U, € U such that z,¢(z) € U,}. (2.16)

No caso em que X é um espago métrico compacto e convexo (c.f. equagao (5.24)), para
cada € > 0, B, denota a cobertura constituida pela totalidade das e-bolas de X. Quando S
¢ um semigrupo de aplicacoes continuas definidas em todo X , entao Ngp, ¢ simplesmente
a intersegao de S com a bola aberta em C(X), centrada na identidade de X e de raio 2¢,
onde C'(X) é munido com a métrica do supremo.

Para se contruir uma teoria de perturbacoes continuas do semifluxo o, deve-se partir
de semigrupos locais S que possuam a propriedade de transitividade adequada, enunciada
na definicao abaixo.

Definicao 2.22. Sejam S um semigrupo local agindo em X e O uma familia de coberturas
abertas de X. Diz-se que S é O-localmente transitivo se dada uma coberturad € O e um
aberto U € U, para todos x,y € U, existe ¢ € Ngy tal que ¢p(x) = y.

Antes de continuar, observa-se que para todo espaco topolégico X e toda familia ar-
bitraria O de coberturas abertas de X, qualquer semigrupo local S contendo as fungoes
constantes é (O-localmente transitivo. De fato, se U C X é qualquer conjunto aberto e
z,y € U, entao a aplicagao constante ¢ : U — X, ¢(z) =y, z € U pertence a Ngy para
toda cobertura aberta U contendo U.

Este exemplo mostra que a condi¢ao de transitividade local é satisfeita por diversos
semigrupos locais, de modo que as perturbagoes dos semifluxos podem ser realizadas em
grande generalidade.

Definicao 2.23. Seja S um semigrupo local agindo em X. Para cada cobertura aberta U
e tempo t € T, define-se o (U,t)-conjunto de sombreamento do semifluxo o contido em S
como

gt’u = {(]50'3 : ¢ € Ns’u es = t}

O (U,t)-semigrupo de sombreamento do semifluxo o contido em S ¢ o semigrupo local
gerado por Syy e € denotado por Syy.
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Observando-se que, dado tempo ¢t € T, a familia ¥; = {05 : s > t} é um semigrupo
de transformagoes continuas agindo no espaco de estados X, tem-se que S;yy C S, caso
¥y C S. Observa-se também que, se t < s e d < V, entao Sy C Ssp, uma vez que
N, su C N S,V-

Na sequéncia, consideram-se semigrupos de sombreamento S;; tais que U percorre uma
familia prefixada O de coberturas abertas de X e admissivel (veja Defini¢ao 1.17) e S é
um semigrupo local prefixado e O-localmente transitivo.

O primeiro resultado sobre os semigrupos de sombreamento objetiva mostrar que suas
orbitas e dérbitas regressiva sao conjuntos abertos. Isto é consequéncia do seguinte fato
mais forte.

Proposigao 2.24. Sejam z € X, t € T el € O. Entio Siyx e g:,uff sao conjuntos
abertos. Além disto,

S = U eu:Unz + o} (2.17)

g:,ux = U{a;l(U) :Uel, velUes>t} (2.18)

Demonstracdo. Seja y € S;yr. Entdo existem ¢ € Ngy e s > t tais que y = ¢(o,()).
Pela definicao de Ngy; pode-se encontrar U € U tal que o4(x) e y € U. Isto mostra que
o primeiro membro da equagao (2.17) esté contido no segundo membro. Reciprocamente,
sejay € Ucom U el e UNuz; # 2. Logo existe s > ¢ tal que oy(z),y € U. Como S é
O-localmente transitivo, existe ¢ € Ngy tal que y = ¢(oy(x)) € S;y.

Para demonstrar a equagao (2.18), seja y € gzul’ de modo que existam ¢ € Ngy e
s >t tais que @ = ¢(05(y)). Pela definigdo de Ngyy, existe U € U tal que o4(y) e x € U.
Isto mostra que o primeiro membro da equagao (2.18) esté contido no segundo membro.
Reciprocamente, seja y € o, (U) com U € U, s >t e x € U. Como S é O-localmente
transitivo, existe ¢ € Ngy tal que x = ¢(o,(y)) o que mostra que y € g:’ux. O

Corolario 2.25. Sejam x € X, U € O et € T . Entao Siyx e S{yx sao conjuntos
abertos.

Demonstracao. Definindo-se recursivamente,

(Sezw)n = | J{Souz : 2 € (Shuw)nr}-

tem-se que,

[e.e]

St,ul' = U (gt,l/{x)n

n=1

e, portanto, pela Proposicao 2.24, S;yx é uma uniao de conjuntos abertos. No caso das
orbitas regressivas procede-se de maneira similar. ]
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2.2.1 Semigrupos e Transitividade por Cadeias

O resultado seguinte fornece a principal ligacao entre as cadeias do semifluxo e a agao dos
seus semigrupos de sombreamento.

Proposicao 2.26. Dados x € X, U € O et € T, tem-se que Siyx = Qx,U,t) e
Siyr = (z,U,t) (c.f. equagdo (1.27)).

Demonstragao. Sejam y € Syyx e ¢ € Sy tal que y = ¢(z). Tem-se que ¢ = ¢y - - - ¢y,
com ; € EW, i = 1,...,k. Pelas defini¢oes, tem-se que ¢; = ¢;0,,, onde ¢; € Ngy e
s; = t. Definindo-se 1 = = e z;41 = ¥;(z;), tem-se que y = xp41 e, pela definigdo de
Nsy, existe U; € U tal que ;41 = ¥i(z;) = ¢i(0s,(x;)) e 0s,(x;) estdo em U;. Portanto
y € Qz,U,1).

Reciprocamente, se y € Qo(x,U,t), existem uma seqéncia de pontos {x =

T1,...,Tny1 =y} C X, uma seqéncia de tempos {t,--- ,t,} C T e uma seqgéncia de con-
juntos abertos {Uy, -+ ,U,} CU tais que t; >t e oy, (x;), x4 C U, paratodoi =1,... n.
Como S é O-localmente transitivo, para cada ¢ = 1,...,n, existe ¢; € Ngy tal que

¢i(or,(x;)) = wi11. Pelas definigbes, denotando-se ¢ = vy, - - - 11, onde ©; = ¢;0,,, tem-se

que y = YP(z) € Spyz.
A segunda igualdade segue diretamente da primeira, uma vez que

Siur={y € X 1w € Siuy}. (2.19)
[

Pelo Corolario 2.25, as érbitas regressivas dos semigrupos de sombreamento sao con-
juntos abertos. Pela Proposicao 2.8, dados z € X, t € Te W € O, se

D:E,t,W =cl (St’WLU) N SZWfL’ (220)
é um subconjunto nao vazio, entao ele é um conjunto de controle de S; )y e tem-se que
(Detw)y = Stwz N Sfyye. (2.21)

O proximo corolario é consegéncia direta do Lema 1.22 e da Proposicao 2.26.

Corolario 2.27. Sejamz e X, U € O et T. SeV < %L{, entao
(i) cl(Seyx) C Sy,

(i1) cl(S;yx) C Sfyx e

(ii1) cl(Daypv)y C (Do), -

O resultado seguinte estabelece a principal conexao entre as componentes transitivas
por cadeias do semifluxo e os conjuntos de controle dos seus semigrupos de sombreamento,
reduzindo o estudo destas a teoria de semigrupos.
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Teorema 2.28. Sejam O uma familia admissivel de coberturas abertas de X e S um
semigrupo local O-localmente transitivo agindo em X. Seja M um subconjunto nao-vazio
de X. FEntio a sequinte condi¢cdo é mecessaria e suficiente para que M seja uma O-
componente transitiva por cadeias:

e Para todo semigrupo de sombreamento Siy, ondet € T eUd € O, existe um conjunto
de controle Dpq14 contendo M e tal que

M = m (DM,t,M)O = ﬂ cl (D/\/l,t,u) . (222)

Uyt Uz

Demonstracao. Seja M tal que, para todo Sy, existe Dagry contendo M e tal que a
equacao (2.22) é verificada. Se x,y € M, entao z,y € (Daiu), ©, pelas Proposigoes 2.26
e 2.8, tem-se que y € Syyx = Q(x,U,t). Entdo y € Qo(z) e M é transitivo por cadeias.
Para mostrar a maximalidade, seja z € X tal que z € Qo(x) e z € Qo(z) para todo
r € M. Entao, pela Proposicao 2.26, para toda cobertura 4 € O e tempo t € T, tem-se
que v € Syyz ez € Syyw. Logo, pela Proposigao 2.8, tem-se que z € (D), €, portanto,
pela equacdo (2.22), segue que z € M, mostrando que M é uma componente transitiva
por cadeias.

Reciprocamente, seja M uma componente transitiva por cadeias. Pela Proposicao 2.26,
se x,y € M, segue que y € Qz,U,t) = Siyx e x € Q(y,U,t) = Siyy, para toda cobertura
U € O etempo t € T. Logo, para todo x € M, tem-se que M C Syyx N Sfyx. Pelos
Coroldrio 2.25 e Proposigao 2.26, tem-se que Dz = cl (Siyx) N Sfyx é um conjunto de
controle tal que M C (D), Portanto

M () (D), (2.23)

Uz

e a igualdade segue da primeira parte da demonstragao.
A segunda igualdade da equagao (2.22) é conseqgéncia imediata do Coroldrio 2.27 e da
Proposicao 2.10. UJ

Uma outra aplicagao da descri¢ao das cadeias através dos semigrupos de sombreamento
é a caracterizacao do dominio de atracao de uma componente transitiva por cadeias M
como a intersecao dos dominios de atragao dos conjuntos de controle que contém M.

O O-dominio de atragao por cadeias Ao (M) de uma O-componente transitiva por
cadeias M de um semifluxo em X é definido como o conjunto dos pontos z € X para os
quais existe y € M tal que © =<p vy, i.e., y € Qo (z). O O-dominio de repulsio por cadeias
Ro (M) é definido como o conjunto daqueles x € X para os quais existe y € M tal que
y =o . Analogamente, se D é um conjunto de controle de um semigrupo local S, seu
dominio de atragio A (D) é o conjunto dos z € X tais que existe ¢ € S com ¢(x) € Dy,
i.e., x 2y, para algum y € Dy. Seu dominio de repulsio R (D) é o conjunto dos x € X
tais que y <g x, para algum y € Dj. E uma consegéncia imediata das defini¢des que

M=AM)NR(M)e Dy=A(D)NR(D).
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Proposicao 2.29. Mantendo-se as notacioes e hipoteses do Teorema 2.28, tem-se que
dominio de atracdo por cadeias de uma O-componente transitiva M € dado por

Ao (M) = (VA (D) -

uTr

Analogamente, Ro (M) = (| R (Dmru)-
urT

Demonstracao. Seja x € Ao (M). Entao, existe y € M tal que y € Qo(z,U,t) para
todo € O et € T. Pela Proposigao 2.26, existe ¢ € Siy tal que ¢ () = y. Portanto,

x € A(Dymyry) paratodod € O et € T. Entdao z € () A(Dpmy). Para a reciproca,
u,r
seja x € () A(Dumu) Logo, paratodold € O et € T, existem ¢ € Siyy e y € (Dagru),
ur
tais que ¢ (x) = y. Tomando-se z € M C (D), existe ¢ € tal que ¢(y) = z. Logo
¢(r) = z e, e pela Proposigao 2.26, tem-se que z € Qp(z,U,t), paracadald € O et € T.

Portanto x € Ap (M). O



Capitulo 3

Conjuntos de Controle em Flags

Este capitulo apresenta a teoria de semigrupos de San Martin. Esta teoria trata da andlise
dos conjuntos de controle de semigrupos S contidos num grupo de Lie GG semi-simples,
agindo nas suas variedades flag generalizadas (c.f. [33], [34], [35], [36] e [39]). Este capitulo
depende fundamentalmente dos Apéndices A e B, que tratam da teoria de Lie semi-simples
real.

3.1 Objetos Canoénicos e Conjugacoes

Sejam g uma algebra de Lie semi-simples real e G um grupo de Lie conexo cuja algebra
de Lie é g. Como apresentado no Apéndice A, um terno admissivel (6, a,a") determina
uma série de objetos algébricos tais como: (1) um grupo de Weyl W, (2) um sistema de
(co-)raizes II (II,), junto com um sistema simples de (co-)raizes ¥ (%,), (3) para cada
© C X, a subdlgebra parabdlica pg e o subgrupo parabdlico Pg, (4) as componentes das
decomposicoes de Iwasawa de p e P e (5) o produto interno (-, -)y restrito a a. O conjunto
das camaras de Weyl em G é definido por

C = {exp(a’): (0,a,a™) terno admissivel}. (3.1)

O grupo G age nele mesmo por conjugagao, na algebra através da agao adjunta e no dual
da algebra pela acao co-adjunta. Sera utilizada a seguinte notacao para a acao adjunta de
G nestes objetos

(i) gwg™' = Ad(g9)wAd(g™"), para w € W,
(7i) ga = Ad(g)*a, para v € Il e
(171) gX = Ad(g)X, para X € g.

O lema seguinte mostra que os objetos apresentados acima sao determinados apenas
pelas camara de Weyl e descreve como objetos sao relacionados com os objetos determi-
nados por camaras conjugadas.

45
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Lema 3.1. Se (0,a,a") e (,a,a") sdo ternos admissiveis tais que a* = a*, entdo eles
determinam os mesmos objetos (1) — (5) mencionados acima. Assim estes objetos sao
determinados por cada camara de Weyl X € C e serao denotados pela justaposi¢ao de ()
a sua direita. Além disto, para cada g € G, tem-se que

(i) W(ghg™") = gW(N)g ™",

(i1) a(ghg™!) = ga(A) e 0 mesmo para m, n, I, X, Tl,, e 5,
(i17) N(gAg™') = gN(N)g~t e o mesmo para A, M,

(iv) pgo(grg™) = gpe(N), para cada © C (N),

(v) Pyo(ghg™) = gPo(N)g™!, para cada © C Z(\) e

(vi) (gH,gH)(ghg™) = (H, H)()\), para todos H, H € a()\).
Além disso, se \,v € C, entao existe g € G tal que v = g\g~*.

Demonstracao. Pelos Teoremas A.12, A.19 e A.35 e Proposicao A.15, as relagdes (i) —
(vi) sdo satisfeitas, substituindo-se A pelo terno admissivel (6, a,a%) e ghg™' pelo terno
admissivel (Ad(g)0Ad(g)~!, ga, gat). Pelo Teorema A.19, existe g € G tal que (0,d,a") =
(Ad(g)PAd(g)~t, ga, gat) e, portanto, ga™ = Ad(g)a®t = a'. Pela Proposigao A.43, tem-
se que g € MA. Isto implica, utilizando as relacdes (i) — (v), que (A, a,a%) e (4,d,a")
determinam os mesmos objetos (1) — (4) mencionados acima. Para obter o mesmo para o
objeto (5), basta observar que, se g € MA e H, H e a(A), entao

(H,H)gog1 = (gH, gH) yoy1 = (H, H)g. (3.2)

Portanto estes objetos sdo determinados por a® e, conseqentemente, por A = exp(at) €
C. As relagoes (1) — (vi) seguem do que foi observado acima e do fato de que gA\g™! =
exp(Ad(g)at) = exp(ga™). A ltima afirmagdo do lema é consegéncia do Teorema A.19.

]
Defindo-se
W={(\w): Ael,we W}, (3.3)
tem-se que a acao adjunta de G em W, dada por
g\ w) = (gAg™", gwg™") (3.4)

onde g € G, estd bem definida, pois, pelo Lema 3.1, gwg™' € W(gAg™'). O quociente de
W por esta acao de GG, é denotado por W e denominado grupo de Weyl canonico de g.
Um elemento de W é uma érbita de um par (A, w) denotada por [(A,w)]. A proposi¢ao
seguinte justifica a nomeclatura empregada.
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Proposicao 3.2. Para cada N € C e w € W, existe um tnico w(\) € W(A) tal que
w = [(A\,w(X))]. Para cada X € C, a aplicagio w — w(\) é um isomorfismo canonico entre
o grupo de Weyl W(X) e o grupo de Weyl candnico W, onde, para todos w,w € W, o

produto dado por
ww = [(A\, wN)w(N))] (3.5)

e a inversa dada por
wh = [\ w(d)7)] (3.6)

estio bem definidos. Além disto, para todo g € G, tem-se que w(ghg™') = gw(N\)g~L.
Demonstragao. Sejam A € C e s = [(\,5)] € W. Por definigao, se s € W(\) é tal que s =
(A, 3)], entao existe g € G tal que A = gAg~! e 5 = gsg~!. Pela Proposicio A.43, tem-se que
g € MA e, portanto, s(\) =5 = 3. Para todo g € G, tem-se que (gA\g™*,gs(\)g™) e W
es=[(gAg7 !, gs(\)g1)], mostrando que s(gAg!) estd bem definida e é igual a gs(\)g*.
Se w € W, tem-se que w = [(v,w(v))], para algum v € C. Pelo Lema 3.1, existe g € G tal
que A = grg~!, o que implica que w(\) estd bem definida para todo w € W.

Para mostrar que o produto dado por (3.5) e a inversa dada por (3.6) estao bem
definidos, sejam A, v € C. Pela primeira parte da demonstracao, existe g € G tal que
v =g\g~'. Logo, como w(gAg~') = gw(\)g~!, para todo w € W, tem-se que

(v, w@)w(v)] = [(gAg™", gwNB(N)g™)] = [\, wN)@(N))]. (3.7)

[(,w()™)] = [(grg™", gw(N) " g7 )] = [(A w(N) 7). (3.8)
Isto mostra que a aplicagdo w — w(A) é claramente um homomorfismo do grupo W no
grupo W(A). Além disto, ela é injetiva, uma vez que, se w(A) = s(A), entao

w=[(Aw)] =[(A s(A)] = s. (3.9)

Por outro lado, ela é também sobrejetiva, ja que, se w € W (), entdo w(\) = w, onde

w=[(\w)] eW. O

Seja my : W — C a projegao natural associada ao conjunto W, definido em (3.3), dada
por Ty (A, w(A)) = A, para todo (A, w(\)) € W. A Proposicao 3.2 mostra que esta fibragao
é isomorfa a fibragao trivial pr; : C x W — C, pois o seguinte diagrama comuta

Cx W —2 W (3.10)
pry A
c

onde gy (A, w) = (A, w(N)), para todos A € Cew € W.
Construcoes similares podem ser repetidas para se obter objetos canonicos de cada um
dos objetos determinados por elementos de C. Definindo-se

A={(\H): A€C,H € a(\)}, (3.11)
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tem-se que a acao adjunta de G em A, dada por
g\ H) = (grg™", gH) (3.12)

onde g € G, também estd bem definida, pois, novamente pelo Lema 3.1, gH € a(gAg™?).
O quociente de A por esta acao de GG, é denotado por a e denominado abeliano mazimal
canonico de g.

Proposicao 3.3. Para cada N € C e H € A, existe um unico H(X) € a(X\) tal que
H = [(A\,H(X\))]. Fizando-se A € C, a aplicagio H — H(\) é uma isometria linear
entre o espago de Hilbert (a(M), (-,-)(N\)) e o espago de Hilbert (a,(-,-)), onde, para todos
H, H e W, a soma dada por

H+H=[\HN+a\), (3.13)
o produto pelo escalar ¢ € R dado por
cH = [(\,cH(\))] (3.14)

e o produto interno definido por

(H,H) = (H(\), HO))(\) (3.15)
estio bem definidos. Além disto, para todo g € G, tem-se que H(ghg™') = gH ().

Demonstracao. A demonstracao é andloga a da Proposi¢ao 3.2. Resta mostrar que o
produto interno dado por (3.15) estd bem definido. Para isto, sejam A\, v € C. Pelo Lema
3.1, existe g € G tal que v = gAg~'. Como, pela Proposigao 3.3, H(gA\g™!) = gH()), para
todo w € W, tem-se, novamente pelo Lema 3.1, que

(H(v), HW)(v) = (gH(\), gH(\) (9Ag™") = (H(N), H(N)) (M) (3.16)
O

Analogamente ao caso do grupo de Weyl, a Proposigao 3.3 mostra que m4 : A — C (a
projegao natural associada ao conjunto A) é isomorfa a fibragao trivial pry : C x a — C,
uma vez que o seguinte diagrama comuta

Cxa—22 A (3.17)
m\ A
C

onde o4\, H) = (X, H(\)), para todos A € C e H € a.
Como os seguintes subconjuntos de A

P={(\H,) :\€C H, €Tl (\)} (3.18)
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S={(\H,):\eC H, e TN} (3.19)

sdo invariantes pela acdo adjunta de G dada por (3.12), eles passam ao quociente a e
sao denotados, respectivamente, por II;, denominado sistema de co-raizes platonicas de
g, e por X, denominado sistema simples de co-raizes platonicas de g. Pelos Lema 3.1 e
Proposigao 3.3, para cada A € C, a restrigao do isomorfismo H — H(\) aos conjuntos I, e
¥, ¢ uma bijecao entre estes e, respectivamente, II;(A) e ¥4(A). O teorema seguinte mostra
que IT; C a é um sistema de raizes, no sentido abstrato dado pela Defini¢ao 9.1 em [38], e
cujo grupo de Weyl associado é .

Teorema 3.4. Tem-se que I, € um sistema abstrato de raizes de a tal que W € o seu
grupo de Weyl associado e ¥, € um sistema simples de raizes. Além disto, para cada X € C,
tem-se que 14(N\) € a reflexao (-, -)(N)-ortogonal em relagio a Hy ().

Demonstracao. Pela equacao B.20, para cada A € C e H € a, tem-se que

(H(A), Ha(\)) (V)
(Ha(A), Ha(A)(A)

ro(H)(N) = H(\) — Q%Ha()\) —HO\) -2

Ha(\),  (3.20)

o que mostra que r,(H)(X) pertence a W (), que 1, pertence a W e que 7,(\) é a reflexao
(-,-)(A)-ortogonal em relacao a H,(A). A primeira afirmagao do teorema segue do fato de
que, para cada A € C, II,(\) é um sistema abstrato de raizes de a(\) tal que W()\) é o seu
grupo de Weyl associado e X,(A) é o sistema simples de raizes determinado por . O

Se a* denota o espago dual de a, entao a aplicacdo H — (H,-) define um isomorfismo
entre a e a*. Pode-se entao definir

I={a=(H,, ) : H, € 11}, (3.21)
denominado sistema de raizes canonico de g, e
Y={a€ll: H, € ¥,}, (3.22)

denominado sistema simples de raizes candnico de g. Pela equacao (3.15), para cada X € C,
a aplicagdo a — a(\), onde a(A) é o funcional linear em a(\), definido por

a(A) = (Ha(A), ) (), (3.23)

estabelece uma bijegao entre I e ¥ e, respectivamente, II(\) e X(\). Além disto, pelos
Lema 3.1 e Proposicao 3.3, tem-se que

a(ghg™") = a(N), (3.24)

para todo g € G.

Se © C ¥, para cada A € C, denota-se por O(\) C X(A) a imagem de O pela aplicacdo
dada pela equacao (3.23). Analogamente, tem-se 0 mesmo para subconjuntos dos outros
objetos canonicos.
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3.2 Variedades Flag Generalizadas

Se © C X, a subdlgebra pg(A) parabdlica de tipo © determinada por A é, por definigao, a
subdalgebra parabdlica pey) () e o subgrupo Po(X) parabdlico de tipo © é Poyy(N).
O flag (generalizado) Fg de tipo © é o conjunto

Fo = {po()) : \ € C} (3.25)

de todas as subalgebras parabdlicas de tipo ©. Quando © = & o flag F = Fy é denominado
flag (generalizado) maximal de g. A agao adjunta de G em Fg, dada por gpe()), estd bem
definida, pois, pelos Lema 3.1 e equagao (3.24), tem-se que

gpe(N) = gpopy(A) = Pogr-1(9rg7 ") = palgrg™). (3.26)

Proposicao 3.5. Para cada A € C, existe uma estrutura diferenciavel em Fg tal que a
aplicacio ¢o(n) : G/Po(X) — Fe, dada por

Pom(9Pe(A)) = gpe(N), (3.27)

¢ um difeomorfismo. Em particular, a acao de G em Fg € diferencidvel e aberta.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1, a agao adjunta de G, definida pela equagao (3.26), é tran-
sitiva em Fg. Fixando-se A € C, o subgrupo de isotropia de pg(A) é o subgrupo parabélico
Po()), que é fechado em G. Portanto Fg é um espago homogéneo do grupo de Lie G e o
resultado segue da Proposicao C.72. [

3.2.1 Decomposigoes dos Subgrupos Parabdlicos

Seja (0,a,a™,0) uma quadra admissivel de g, como definido na Se¢ao A.2. O préximo
resultado é um refinamento da Proposicao A.40, onde o fator M é substituido pelo cen-
tralizador de g(©) em M. Antes é necessario o seguinte lema.

Lema 3.6. Sea € A e Ad(a)t =&, entdo a = 1.

Demonstracao. Tem-se que a = exp(H ), para algum H € a. Pela equagao (A.19), tem-
se que Ad(a) = Ad(exp(H)) = e*#). Sejam o € MM e 0 # X, € go. Tem-se que
X, + 60X, =2k(X,) € t. Pelo Lema A.14, tem-se que X, € g_, e, portanto,

MH) (X, +60X,) = e X, +e2HgX, =Y €t (3.28)
Como Y =Y, segue que e*H) = ¢=H) o que implica que o(H) = (H,, H)y = 0. Como
a € 11 é arbitrario, pela Proposicao B.53, tem-se que H = 0, mostrando que a = 1. ]

Teorema 3.7. Tem-se que Ko = (Ko)oZu(8(0)), onde Zy(g(0©)) € o centralizador de
g9(©) em M.
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Demonstracao. Claramente, tem-se que (Kg)oZy(g(0)) C Ko. Se k € M, entdo
Ad(k)|, = id, e, pelo Teorema A.12, tem-se que Ad(k)g(©) = g(©) e Ad(k)¥(O) = £(O).
Como Ad(k)|ge) € Aut(g(©)) e Ad(k)|ye) = idge), pela Proposicdo 5.3 do Capitulo
IX de [15], tem-se que Ad(k)|qe) € Int(g(©)) e, portanto, existe I € G(©) tal que
Ad(1)|ge) = Ad(k)|ge). Como | € Zge)(a(O)), pela Proposicao A.43, tem-se que [ = am,
onde a € A(©) e m € M(©). Mas

£(0) = Ad(1)¢(O) = Ad(a)Ad(m)E(©) = Ad(a)E(O) (3.29)

e, pelo Lema 3.6, tem-se que a = 1 e, portanto, [ = m € K(0) C (Pg)oN K = (Kg)o.
Entao 7'k € Zy(g(0)), pois Ad(I7k)|qe) = idge) e Ad(I7'k)|4e = idee. Logo k =
I(I7'k) € (Ko)oZum(9(©)), o que implica que M C (Kg)oZu(g(0)). Portanto, utilizando-
se a Proposicao A.40,

Ko = (Ko)oM C (Ko)oZum(8(0)), (3.30)

o que conclui a demonstragao do teorema. ]

Corolario 3.8. Tem-se que Po = (Po)oZm(9(0)), onde (Po)o € a componente da identi-
dade de Pg.

Demonstracao. Como (Pg)o = (Ke)oAN, pois A e N sdo conexos, o resultado segue dos
Teoremas 3.7 e A.45. O

Define-se Ag e Ng como os subgrupos conexos gerados, respectivamente, por exp(ag)
e exp(ng), onde ag e ng sdo as componentes, respectivamente, abeliana e nilpotente da
decomposicao de Langlands dada pela equagao (A.86). Define-se também o conjunto

Le = Zu(9(©))AeNe. (3.31)

Proposicao 3.9. Tem-se que Ag = exp(ag), No = exp(ng) e AgNg € um subgrupo
fechado e normal em Pg. Além disso, se o centro Z(G) for finito, entao Le € um subgrupo
fechado em Pg, com dlgebra de Lie lg.

Demonstracao. As afirmagoes de que Ag = exp(ag), No = exp(ng) e Ag Ng é um subgrupo
fechado e normal em Pg seguem da Proposi¢ao A.46 e da Secao 5 do Capitulo VI de [15].

Sem € M, pelo Teorema A.12, tem-se que Ad(m)g, = go. Portanto, como M centraliza
A, segue que M normaliza AgNg, mostrando que Lg é um subgrupo. Se o centro de G é
finito, pelo Coroldrio A.8, segue que Z/(g(©)) é um subgrupo compacto. Portanto, pela
Proposigao C.66, tem-se que Lg ¢é fechado. O

O Teorema seguinte mostra que Pg é o produto do subgrupo Leg pelo subgrupo semi-
simples de tipo ©.

Teorema 3.10. Se o centro de G € finito, entdo

Po = G(O)Le. (3.32)
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Demonstracao. Pela Proposicao A.46, a algebra de Lie [g de Lg é um ideal da algebra de
Lie po de Pg. Portanto a componente conexa (Lg)o ¢ um subgrupo fechado e normal em
(Po)o. Pode-se entao, pela Proposi¢ao C.70, definir o grupo de Lie conexo

>~ (Po)o

G(O) = ———, 3.33

(©) (Le)o (3.33)

onde a projecio natural 7 : (Po)y — G(©) ¢ um homomorfismo diferencidvel. Pela
Proposicao A.46, a dlgebra de Lie de G(©) ¢é isomorfa a g(©). Tem-se que o seguinte
diagrama é comutativo

po —1T . 4(O) (3.34)

expL lé)\(f)

Po —G(0)

onde d;7 : po — ¢(0) é um homomorfismo de dlgebras de Lie tal que sua restri¢ao a g(0)
é um isomorfismo. Portanto 7(G(©)) = G(O), mostrando que (Pg)g = G(O)(Le)o. Pelo
Corolario 3.7, tem-se que Py = (Po)oLe e, portanto, Po = G(0)Le. ]

O préximo resultado mostra, em particular, que a decomposi¢ao (3.32) é um produto
semi-direto. Para isto é necessario o seguinte lema.

Lema 3.11. Sejam G = KAN uma decomposi¢ao de Iwasawa de G e k € K, h € A e
n € N. Seja também g(©) a subdlgebra semi-simples de tipo ©. Tem-se que

(i) se Ad(k)|ge) = Ad(hn)|ge), entdo ambas sao a identidade em g(©),

(i1) se Ad(h)|ge) = Ad(n)|ge), entao ambas sao a identidade em g(©). Além disto, se
h e A(©), entaio h =1 e

(iii) sen’ € No en € N(©) e Ad(n'n)|qe) = idge), entdo n = 1.

Demonstragao. Pelo Lema 3.5 do Capitulo VI de [15], existe uma base de g tal que, es-
critas nesta base, a matriz M(k) de Ad(k)|ge) ¢ ortogonal, a matriz M(n) de Ad(n)|ye)
é triangular superior com uns na diagonal e a matriz M(h) de Ad(h)|4e) é diagonal com
elementos positivos na diagonal.

(i) Como as matrizes M(k), M(n) e M(h) s@o todas inversiveis, pela decomposi¢ao qr
(ver Segao 17.D, pagina 218, de [24]), a igualdade matricial M(k) = M(h)M(n) implica que
as matrizes M(k) e M(h)M(n) séo iguais a matriz identidade.

(77) A primeira parte deste item é evidente, utilizando-se a respectiva igualdade ma-
tricial M(h) = M(n). Pela Proposicao 3.9, se h € A(©), entao existe H € a(©) tal que
h=exp(H). Sea € O e #X € g,, tem-se que

Ad(h)X = Ad(exp(H))X = eI X = o) x| (3.35)

Logo, se Ad(h)|ye) = idge), segue que e X = X e, portanto, que a(H) = 0. Como
a € © é arbitrario, isto implica que H =0e h = 1.
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(¢ii) Pela hipdtese e n normaliza g(©), segue que Ad(n)|ge) = Ad((n')™)|g4e) €, por-
tanto, Ad(n)a(0) = Ad((n')"!)a(©). Isto implica, pelo Teorema A.20 e pelas Proposigoes
3.9, A.34 e A.46, que

Ad(n)a(®©) C (a(0) @ n(0)) N (a(O) ®ng) = a(O). (3.36)

Logo, se H € a™(0©), pelo Lema A.41 aplicado a g(0) e pela decomposigdo em espacos de
raizes, tem-se que ¢g(n) = Ad(n)H — H € a(©) Nn(0) = 0. Como ¢y (1) = 0, segue que
n=1. O]

Teorema 3.12. Seja G com centro finito. Tem-se que Zp,(g(©)) C Lo e o subgrupo
Lg € normal em Pg. Além disto, existe um homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor
vo : Po — Int(g(©)) tal que seu nicleo é Lg. Em particular, dipe : po — 8(0) € a
projecao paralela a lg.

Demonstracao. Seja z € Zp,(g(0)). Pela decomposicao (3.32), existem g € G(©) el € Lg
tais que z = gl. Pela decomposicao de Iwasawa de G(0), g = khn, onde k € K(O),
h € A(©) en € N(O) e, pela definigao de Lg, tem-se que [ = n’h'm, onde n’ € Ng,
'€ Ag e m € Zy(g(0©)). Como Ad(z)|ge) = idge) € g normaliza g(©), segue que !
normaliza g(0) e, portanto, Ad(!)|ge) = Ad(g7')|4e). Pelas Proposi¢oes A.25 e 3.9, b/
centraliza g(©), o que implica que

Ad(n')]ge) = Ad(D)]ge) = Ad(g™)|ge) = Ad((hn) 'k~ ")|g(0)- (3.37)

Portanto, Ad(hnn')|ye) = Ad(k™)|4e), 0 que, pelo item (i) do Lema 3.11, implica que
ambas s@o a identidade em g(©). Entao, como k € K(0) C Kg, segue que k € Zy(g(0)).
Como Ad(hnn')|ge) = idge) e h normaliza g(©), segue que nn’ normaliza g(©). Logo,
Ad(nn')|ge) = Ad(h™)|ge), 0 que, pelo item (i) do Lema 3.11, implica que ambas sio a
identidade em g(©) e que h = 1. Portanto, Ad(nn')|ge) = idge), 0 que, pelo item (7ii)
do Lema 3.11, implica que n = 1. Isto mostra que z = gl = kl € Lg, concluindo que
Zps(9(0)) C Le.

Pela Proposicao 3.9, AgNg é normal em Pg. Para mostrar que Lg é normal em Ppg,
sejam entdao g € G(0), m € Zy(g(0)) e X € g(©). Como Ad(g )X € g(O), tem-se que

Ad(gmg )X = Ad(g)Ad(m)Ad(g )X = Ad(g)Ad(g )X = X, (3.38)

pois Ad(m)|ye) = idge). Logo gmg™" € Zp,(g(0O)). Pela primeira parte da demonstracao,
isto implica que gmg~! € Lg, mostrando que Lg é normal em Pg.
Pelas Proposigoes 3.9 e C.70, o quociente

~ . Pe

G(O) = o (3.39)

¢ um grupo de Lie onde a projecao natural 7 : P — @(@) ¢ um homomorfismo difer-
enciavel sobrejetor.
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Para mostrar que @(6) é isomorfo ao grupo de Lie Int(g(©)), primeiro observa-se que
ele é um grupo conexo. De fato, pela decomposicao (3.32), tem-se que Py = G(O)Lg e,
portanto, pela Proposicao C.71, segue que

. GO)Le _  G(O)

GO) == = Gar (3.40)

Como o niicleo do homomorfismo de Lie sobrejetor Ad : G(0) — Int(§(©)) é o centro
de G(O), pelo Lema 5.1 do Capitulo IT de [15], resta mostrar que o centro de G(©) é trivial.
Para isto, primeiro observa-se que o seguinte diagrama é comutativo

Po 4T 5(0) (3.41)
Po Int(g(©))

T

onde d;7 : pe — §(©) é um homomorfismo de dlgebras de Lie tal que sua restrigao a g(©)
é um isomorfismo de algebras de Lie. Pela conexidade de G(©), a Proposicao A.9 implica

~

que Z(G(9)) = Zg g (9(©)). Pelo diagrama (3.41), tem-se que
7 (Z(0)(@(©))) = Zr (a(©)) € Lo = ker 7, (3.42)
o que conclui a demonstracao do teorema, definindo-se pg = 70 Ad e identificando-se 9(©)

e g(0) através do isomorfismo de dlgebras de Lie d17[g4e) : 9(©) — 9(O). O

Lema 3.13. Se H € regular em a, entao H(©) € reqular em a(©), onde H(O) = dypo H .
Em particular, se h € reqular em A, entio pe(h) € regular em Int(g(0©)).

Demonstracao. Seja H € a regular. Entao H = H(©) + He € a, para algum Hg € ae.
Pela Proposigao A.26, tem-se que II(©) = {ag = q@) : @ € (O)}. Portanto, se a € (O)},
segue que

ae(H(O)) =a(H(O))+ a(He) = a(H) #0, (3.43)

o que conclui a demonstracao do lema. ]

3.2.2 As Fibragoes entre os Flags

Se A C © C %, entdo pa(A) C pe()), para todo A € C. Define-se 75 a fibragio natural do
flag de tipo A sobre o flag de tipo © pela expressao

o (Pa(V) = pe(N), (3.44)

para cada A\ € C. A fibracao natural do flag maximal sobre o flag de tipo © é denotada
simplesmente por mg.



3.2. Variedades Flag Generalizadas 55

A partir de agora até o final desta secao, serd fixada uma quadra admissivel (6, a,a™, 9)
tal que ©(\) = O, onde A = exp(a™) e todos os objetos determinados por A serao denotados
sem a notagao (A). Por exemplo, pg(A) e pa(N) sdo denotadas, respectivamente, por pg e
pa. Neste caso, a fibracao natural é determinada por

o (gpa) = gpe, (3.45)

para todo g € G, onde a agao adjunta de G é definida em (3.26). Pela decomposigao de
Iwasawa dos subgrupos parabélicos, tem-se que Pa C Pg. Definindo-se a fibragdo 75 por

To(9Pa) = gPe, (3.46)

para todo g € GG, tem-se que o seguinte diagrama ¢é comutativo

G/Py—22 T, (3.47)
G/Pe Fo

©

onde ¢ e pg denotam os homeomorfismos da Proposicao 3.5. Isso mostra que as fibracoes
78 e T4 sdo isomorfas, como definido na Secio C.2.

Seja g(©) a subdlgebra semi-simples de tipo © associada & quadra admissivel
(0,a,a",0), como definida em (A.47). Definindo-se

AO) ={ap € £(0) :a € A}, (3.48)

tem-se que (fg,a(0),a(0)*,A(O)) é uma quadra admissivel de g(©), onde
(fo,a(0),a(O)") é o terno admissivel dado pela Proposigao A.28. Denota-se por p(O)a a
subdlgebra parabdlica de tipo A(O) em g(0O) associada a (fg,a(0),a(0©)", A(O)). O flag
de g(0) de tipo A(©) é denotado por F(O)a, enquanto o flag maximal de g(©) é denotado
simplesmente por F(©).

O objetivo dessa segao é mostrar que a fibragao natural do flag de tipo A de g sobre o
flag de tipo © de g é isomorfo ao fibrado com fibra tipica F(©)a associado a um fibrado
principal cujo grupo estrutural é o grupo de Lie dos automorfismos internos de g(©).

Seja po : Po — Int(g(©)) o homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor, dado pelo
Teorema 3.12, tal que o seguinte diagrama comuta

po —— 1 (@) (3.49)
exp ie/@
Po 25— Int(g(0))

onde djpe : po — g(0O) é a projegao paralela a lg. Para todo X € pg e g € Py, denota-se
X =dipeX e g = po(9)-



56 Capitulo 3. Conjuntos de Controle em Flags

Sejam IA((@), ﬁ(@) e NJF(G)) os subgrupos de Int(g(©)) gerados, respectivamente pelas
exponenciais de £(0), a(©) e n(0). Pelo diagrama (3.49) e pela decomposigao de Iwasawa
de Pg, tem-se que

K(©) =Ko, AO)=A e NT(©)=N. (3.50)
O seguinte diagrama também comuta
Po 75 Int(g(©)) (3.51)
Igl/ J{fﬁ
Peo 7o Int(g(0©))

onde [, é a conjugacdo por g em Pg e fg é a conjugagao por g em Int(g(©)). Portanto
dipe o Ad(g) = Ad(g) o dype, 0 que implica que
Ad(§)X = Ad(9) X, (3.52)

para todo X € pg e g € Po.
Definindo-se a(©)a como o (-, )g,-complemento ortogonal de a(©) (A(O)) em a(©),
tem-se que a(O©)a = ax Na(O), pois ag é a restrigdo de o a a(O). Portanto

an = ag B a(O)a, (3.53)

pois a(A) C a(©) e ag C aa.
Pela equagao (3.52), denotando-se K(©)a como sendo o centralizador em K (©) de
a(©)a, tem-se que

K(©)a = polk € Ko : Ad(k)lao)s = idae)a}, (3.54)
o que, pela equacgao (3.53), implica que
K(©)a = Ka. (3.55)

Denotando-se por P(©)a o subgrupo parabdlico de tipo A(©) em Int(g(©)), isto mostra,
utilizando-se a decomposicao de Twasawa de P(©)a, que

P(©)a = Pa. (3.56)

Denotando-se por Qg o quociente G/Lg, onde Lg é o produto definido em (3.31),
define-se a agdo a direita de Int(g(©)) em Qg por

(9Le)a = (ga)Le, (3.57)
para todo a € Pg. A acao a esquerda de G em Qg é dada por
h(gLe) = (hg)Le, (3.58)
onde g,h € G. A fibragdo e : Qo — Fg € definida por
To(9Le) = gPe, (3.59)

para todo g € G.
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Teorema 3.14. Sejam G com centro finito e © C X. Tem-se que a fibracdo mg : Qo — Fg
¢ um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é Int(g(©)). Além disto,
tem-se que

G C End;(Qe), (3.60)
onde G age em Qg por (3.58) e End;(Qe) € dado pela Defini¢io 4.1.

Demonstracao. Pelos Teorema 3.12 e Proposicao 3.9 e como o centro de GG ¢é finito, Lg €
fechado e normal em Pg. Como Lg C Pg, segue que 7o estd bem definida. Definindo-se a
fibracao mg por

Te(9Le) = gFe, (3.61)

para todo g € G, tem-se que o seguinte diagrama ¢ comutativo

Qe (3.62)

G/Po

[C]

mostrando que as fibragoes g e Tg sao isomorfas. O Teorema segue entao da Proposicao
C.73.
Para mostrar que G C End;(Qg), basta notar que

hl(9Le)a] = (hga)Le = [h(gLe)]a, (3.63)
onde g,h € Gea € Po. ]

Seja Tre), : E(©)a — Fg o fibrado, com fibra tipica F(©)a, associado ao fibrado
principal 7o : Qo — Fg. Tem-se que a aplicacdo lye), : Qo — E(O)a, definida em
(C.37), é sobrejetiva. A aplicacdo ¢5 : E(©)a — Fa é definida por

d6 (lp(@)a (9L6)) = gpa (3.64)

para todo g € G.

Teorema 3.15. Sejam G com centro finito e A C © C N. A aplicagdo ¢5 dada por
(3’ 64) estd bem definida e o par (¢§,idr,) € um isomorfismo entre a fibracio natural
75 : Fa — Fg e o fibrado associado Ti©)s : E(@)a — Fo. Além disto, o sequinte

dwgmma ¢ comutativo
/ \
%6
W]E(@k /

(3.65)
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onde Y8 (gLe) = gpa, para todo g € G, e

ghpa = #8(gLe - hp(©)a) (3.66)
para todos g € G e h € Pog.

Demonstragio. Para mostrar que aplicacdo ¢5 dada por (3.64) estd bem definida e ¢ uma
bijecao, sejam h,g € G. Tem-se que lye),(9Le) = lyo).(hLe) se, e somente se, existe
a € G(O), onde a € Py, tal que

gL@ = hL@a = (ha)L@ (367)

e ap(©)a = p(©)a. Pela equacdo (3.56), isto é equivalente a existir a € Pa tal que
gLe = (ha)Le o que acontece se, e somente se, gpa = hpa, pois g ha € Lg C Ph.

Pelas definicoes, o diagrama 3.65 é claramente comutativo. Portanto, como a aplicagao
$5 é uma bijecao, ela é um homeomorfismo se, e somente se, a aplicacio 1§ é continua e
aberta. Para isto, basta observar que o seguinte diagrama é comutativo

G (3.68)
o]
Qe 9 Fa

onde as aplicagoes definidas por ¥g(g) = gLe e por ¥a(g) = gpa, para todo g € G, sao
continuas e abertas.
A equacao (3.66) segue das equagoes (3.57) e (3.64). De fato, se h € Pg e g € G, entao

ghpa = 65(ghLe - p(©)a) = ¢5(gLeh - p(©)a) = ¢3(gLe - hp(O)a). (3.69)

]

3.3 Conjuntos de Controle e Grupo de Weyl

Seja S um semigrupo aberto de um grupo de Lie real G conexo e de centro finito cuja
algebra de Lie g é semi-simples. A acao de S nos flags de g é dada pela restricao a .S da
acao adjunta de GG. Os conjuntos de controle de S nos flags de g serao descritos através do
grupo de Weyl canonico de g definido na Segao 3.1.

3.3.1 Pontos Fixos de Tipo w

A caracterizacao dos conjuntos de transitividade dos conjuntos de controle de S no flag
maximal de g serd feita através da acao dos elementos de .S que pertencem a alguma camara
de Weyl em G. O préximo teorema (cf. [12]) caracteriza o conjunto de pontos fixos da
acao dos elementos de uma dada camara de Weyl.
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Teorema 3.16. Seja A € C. Para todo h € X\, o conjunto dos pontos fixos da a¢ao de h
em I € dado por
{wN)p(A) :w e WH. (3.70)

Além disto, p(\) € o unico atrator e sua variedade estdvel est(\) € aberta e densa em F.

O Teorema 3.16 justifica a seguinte definicao.

Definicao 3.17. Para cada w € W e A € C, define-se o ponto fixo do tipo w em F
determinado por A como

Puw(A) = wA)p(A). (3.71)
Lema 3.18. Sejam \,v € C. Para todos g € G e w,w' € W, tem-se que
(1) Pulgrg™) = gpu(A) e

(i) pur (W(A)AwA) ™) = P (A)-
Além disto, P(v) = P()\) se, e somente se, v = nAn"1, para algum n € N()\).

Demonstracao. Os itens (i) e (i7) sdo conseqiiéncias diretas da Proposigao 3.2 e da Defini¢ao
3.17. Pelo Lema 3.1, existe g € G tal que v = gA\g™! e tem-se que P(v) = gP(\)g~!. Se
P(v) = P()\), entdao g € P()), pois pelo Teorema A.45, P(\) é auto-normalizador. Pela
decomposicao de Iwasawa de P()), tem-se que ¢ = nhm, onde n € N(\), h € A()) e
m € M()\). Como M(M)A(N) normaliza A, tem-se entdao que v = nAn~'. A afirmagao
reciproca é direta. O

3.3.2 Caracterizacao Algébrica no Flag Maximal

Agora os pontos fixos de tipo w serao utilizados na descricao algébrica dos conjuntos de
transitividade dos conjuntos de controle de .S no flag maximal de g.

Lema 3.19. Sejam P um subgrupo parabolico minimal de g e MAN uma decomposi¢ao
de Iwasawa de P. Se g = mghgng € SNP, ondemy € M, hy € A eny € N, entao existem
i €Nené€N tais que (hy)'n € S.

Demonstracao. Definindo-se
Sy ={m € M :m(h,)'n € S, para algum i € N e algum n € N}, (3.72)

tem-se que S, é nao-vazio, pois m, € §,. Além disto, S, é um subgrupo de K, pois se
m,m' € S,, entao existem i,j € N e n,n’ € N tais que m(hy)'n e m'(h,)’n’ pertencem a
S e, como M comuta com A, tem-se que

(mm)(hg) ™ [(m (hg)?) " n(m/ (hg))n'] = (m(hy)'n)(m/ (hy)'n') € S (3.73)

o que implica que mm’ € S, ja que M A normaliza N. Definindo-se ¢, : M x N — G, por
¢i(m,n) = m(h,)'n, tem-se que ¢; é continua para todo i € N. Como

Sy = Jm(8:1(9)), (3.74)

1€EN
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onde m; : M x N — M ¢ a projecao na primeira coordenada, tem-se que S, é um subgrupo
aberto do grupo compacto M e, pelo Coroldrio C.65, isto implica que S, contém M,
concluindo-se a demonstracao. ]

O conjunto das camaras de Weyl em G que interceptam S é definido por
CS)={ eC:AnS#a}. (3.75)

Corolario 3.20. Eziste um subgrupo parabdolico minimal P tal que SN P # @ e, sempre
que isto ocorre, existe A € C(S) tal que A\ C P. Além disso, um ponto p € F é S-
auto-acessivel se, e somente se, ¢ um ponto fixro do tipo w, para algum w € W e alguma

A€ C(9).

Demonstracao. Como S é aberto e age continuamente em F compacta, pela Proposicao
2.16, existe um conjunto de controle S-invariante em S. Logo existem g € S e p € F tais
que gp = p. Se P é a isotropia de p, tem-se que SN P # O.

Quando isto ocorre, pelo Lema 3.19, tem-se que S N AN # &. A uniao das camaras
em A é definida por

reg(A) = | J{v:vec(a)}, (3.76)

onde C(A) ={reC:v C A}. Como reg(A) é densa em A, pelo Teorema A.20, tem-se que
reg(A)N é denso em AN. Como S N AN é aberto e ndo-vazio, existem v € C(A), h € v
en € N tais que hn € S Nreg(A)N. Pelo Lema A.41, tem-se que existe n € N tal que
hn =nhn~t € S. Portanto A =nwvn~t € C(S) e A C P.

Finalmente, um ponto p € F com isotropia P é S-auto-acessivel se, e somente se, existe
g € SN P. Pela primeira parte, isto acontece se, e somente se, p é ponto fixo de alguma
A € C(9). O resultado segue entdo do Teorema 3.16. O

Se A € C e T é um semigrupo em A(A), o seu cone envelopante em a(X) é definido por
Ar(N) ={H € a()) :exp(RTH)NT # &}. (3.77)

O cone envelopante é um cone convexo em a(\). De fato, se H e H' pertencem a Ap(\) e
t € RT, entdo claramente tH € Arp(X\) e também H + H' € Ap()), pois

exp(RY(H + H')) = exp(RTH) exp(R*H'), (3.78)

ja que a(X) é abeliana. Se T' é aberto, entdao Ar(\) é também aberto. O cone envelopante
do semigrupo A(A) N S ¢é denotado simplesmente por A(N).
Para cada w € W, a isotropia do ponto fixo de tipo w é denotada por P, ()) e

P,(A) = w(A)P(Nw(A) = M(A)AA)Ny(A), (3.79)
onde
Np(A) = w(A)N(Nw(A), (3.80)
pois W (A) normaliza M (A)A(A). Denota-se por Ay, () o cone envelopante de
Tn,(A) ={h € A(N\) : hn € S, para algum n € N,(\)}, (3.81)

que é um semigrupo aberto em A(A), pois A(\) normaliza N, (A).
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Lema 3.21. Sejam A € C e w,w’ € W. Se [py,(N)]s = [puw(N)]s, entdo
w'w  (A)AN) C Ay, (N). (3.82)

Demonstragdo. Por definigao, se [py(A)]s = [pur ()]s, existem g, ¢" € S tais que gp,,(A) =

P (A) € ¢'Pur(N) = pu(X). Pelas Proposigao 3.2 e Definigao 3.17 e definindo-se s = w'w™!,

tem-se que P (N) = s(A)pw(A). Logo tem-se que

gpuw(A) = s(A)pu(A) e g's(Mpu(A) = pu(N), (3.83)

o que implica que
g=s(Amhn e ¢ =m'h'n's(\)*, (3.84)

onde m,m’ € M(X), h,h' € A(X) e n,n" € Ny(N).
Para cada H € A()), define-se h; = exp(tH). Como todo semigrupo aberto em R
contém um semi-intervalo infinito, existe to > 0 tal que h; € S, se t > ty. Logo

ghig’ = (s(\)mhn)h(m'h'n's(\) ™) = s(A\)m(h:hh )as(A) ! € S, (3.85)

onde,
m=mm' € M(\) e n=/[HNhm) 'nWhm)n' € N,(\). (3.86)

Definindo-se hy s = s(A)hshh/s(N)~ € A(N), tem-se que
ghig' = mhy s € SN Py(N), (3.87)

onde m = s(A\)ms(A\)™' € M(\) e n = s(A\)n(N)s(A)™! € Ny (N), pois i € N,(A) e, pela
Proposigao 3.2, s(\) = w ()\) ~1(\). Pelo Lema 3.19, existem i € N en € N,/()), tais que

(hes)'m € S. (3.88)
Isto implica que (hy,)" € T, (A) €, portanto, que
Hy o = log(hys) = s(N\)(tH +log(hh')) € An, (N). (3.89)

Como %Ht,s € An,,()), para todo t > ty, tem-se que
1
s(\H = tlim ;Hm €cl(An, (V). (3.90)

Como H € A(\) ¢ arbitrdrio, tem-se que s(A)A()\) C ¢l (Ay,,(N)), o que conclui a demon-
stragao, pois A(A) e Ay ,(A) sdo cones abertos e convexos. O

Lema 3.22. Sejam A\ € C e h € \. Para todo n € N()\), tem-se que h™*nh* — 1, se
k — oo.
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Demonstracao. Se n € N()), entdo n = exp(X), para algum X = Za€H+()\) X,, onde
Xo € go(A). Por outro lado, h = exp(H), para algum H € at()\). Pelas equagoes (A.17) e
(A.19), tem-se que

h=*nh* = exp(e *H X) = exp Z e hx | (3.91)
a€llt ()
Portanto, se k — oo, entdao h™*nh* — 1, pois a(H) > 0, para todo a € TIT(\). O

O conjunto dos atratores de S em F é definido por
atr(S) = {p(\) : A€ C(9)}. (3.92)

Proposicao 3.23. Fuxiste um 1unico conjunto de controle S-invariante A em F. Além
disto, tem-se que atr(S) C Ay.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.20, tem-se que C(S) # @. Sejam entdao A € C(5) e
h € AN S. Pelo Teorema 3.16, p(A) é o tunico atrator da acado de A\ em F e sua variedade
estavel est(A) é aberta e densa em . Para todo p € F, tem-se que est(\) N Sp # &, pois
Sp é aberta. Isto implica que existe g € S, tal que gp € est(\) e, portanto, h¥gp — p(N),
se k — o0o. Logo p(A\) € cl(Sp). Como A € C(S) e p € F sao arbitrarios, pelo Corolario
2.17, segue que existe um 1nico conjunto de controle S-invariante A em F tal que

atr(S) C () cl(Sp) C A. (3.93)
pel

Portanto a segunda afirmagao da proposigao segue do fato que os elementos de atr(S) sao
pontos fixos de elementos de S. O]

Lema 3.24. Se A\, N € C(S) sdo tais que p(\) = p(N'), entdo, para todo w € W, tem-se
que Py () € pou(X) pertencem ao conjunto de transitividade do mesmo conjunto de controle.

Demonstracao. Seja w € W. Como os pontos p,(A) e p,(A') sdo pontos fixos de elementos
de S, [pw(N)] e [pw(X)] sdo conjuntos de transitividade de conjuntos de controle em F.
Como p(A) = p(V), pelo Lema 3.18, existe n € N(\) tal que N = nAn~! e, portanto,
puw(N) = npy(A). Pelo Lema 3.22,se h € AN S e k — oo, tem-se que

R *p,(N) = b nhFp,(A) — pu(N). (3.94)

Como S é aberto, tem-se que [p,,(\)] é aberto e, portanto, existe ko tal que h™p,,(\) €
[pw(A)]. Isto mostra que [p,(N)] < [pw(N)] e invertendo-se os papéis de p e p’, obtém-se o
resultado. [

Para cada p € atr(S) e w € W, denota-se por A(p, w) o conjunto de controle, assegurado
pelo Lema 3.24, cujo conjunto de transitividade contém o conjunto

{pu(A) : A €C(S) e p(A) = p}- (3.95)
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Definicao 3.25. O conjunto dos pontos fixos de tipo w de S em F ¢ definido por
fix, (S) = {pu(A) : A€ C(9)}. (3.96)
Em particular, tem-se que fix;(S) = atr(9).

O objetivo agora é mostrar que, para todo w € W, A(p,w) = A(w), para qualquer
p € atr(S), e que seu conjunto de transitividade é precisamente o conjunto dos pontos
fixos de tipo w de S em F.

Lema 3.26. Sejam T,T' semigrupos abertos de um subgrupo P, que € isotropia de uma
subdlgebra parabdlica p. Se existem camaras v e V' em G interceptando, respectivamente,
T eT’, de modo que p(v) = p(V') = p, entdo existem A € C e g € T tais que os semigrupos
T e g~'T'g interceptam \ e p(\) = p.

Demonstracao. Pelo Lema 3.18, existe n € N( ) tal que v/ = nvn~!. Sejam h € vNT e
W €' NT'. Entio existe h € v tal que h' = nhn~! . Logo, para todo i € N, tem-se que

KRR RE = nhn ' € (nont) 0 (W FTRY), (3.97)

onde ny = h™*nh* € N(v), pois h € A(v) normaliza N(v). Por outro lado, pelo Lema
3.22, n; — 1, quando k£ — oo. Portanto existe [ € N tal que

mhn; ' € (nun; ) NT, (3.98)

uma vez que 1" é aberto. Definindo-se g = h! € T e \ = nlvnl_l, pelas equagoes (3.97) e
(3.98), segue que A intercepta T e g~ *T"g. O resultado segue, pois, pelo Lema 3.18, tem-se

que p(A) = p. O

Lema 3.27. Sejam p ep’ em atr(S). Entao existem X em C(S) e g em S tais que p = p(N),
gp =p' e ghg~* pertence a C(S).

Demonstragao. Sejam v,v € C(S) tais que p = p(v) e p’ = p(v) e também g € S tal que
gp = p'. Tem-se que p(v) = p(g)"'vg) e P(v) = §)"'P(¥)g. Denotando-se P = P(v) e
P’ = P(v) e definindo-se

T=PNnS e T =(3)" 4P NIy, (3.99)

tem-se que T e T" sao semigrupos abertos de P, v e v/ = (§)~'7g interceptam, respecti-
vamente, T e T" e p(v) = p(v') = p. Pelo Lema 3.26, existem A € C e g € T tais que T e
g 'T"g interceptam X e p(A\) = p. O resultado segue definindo-se g = gg € S, pois ghg™*
intercepta P’ NS e, portanto, S. O]

O préximo resultado fornece uma parametrizacao dos conjuntos de controle de S no
flag maximal de g pelo grupo de Weyl canonico de g e caracteriza algebricamente os seus
conjuntos de transitividade como conjuntos de pontos fixos de tipo w de S em F.



64 Capitulo 3. Conjuntos de Controle em Flags

Teorema 3.28. Para todo w € W, existe um conjunto de controle A(w) tal que
A(w)p = fix,(9) (3.100)
e estes sao todos os conjuntos de controle de S em F. Em particular, Ay = atr(S).

Demonstracao. Seja w € W. Primeiro deve-se mostrar que A(w) = A(p,w), para todo
p € atr(5). Pela Proposigao 3.23, tem-se que atr(S) C Ay. Logo, se p,p’ € atr(5), pelo
Lema 3.27, existem A em C(S) e g em S tais que p = p(\), gp = p’ e gA\g~! pertence a C(S5).
Pelo Lema 3.18, tem-se que p,(gAg™) = gpw(N). Como p,(A) € A(p,w) e p,(gAg™) €
A(p’,w), pois p(gAg™!) = gp(\) = p/, tem-se que A(p,w) < A(p’,w). Invertendo-se os
papéis de p e p’, obtém-se a igualdade.

Pela primeira parte da demonstracao e pela observacao que antecede (3.95), tem-se que
fix,,(S) C A(w)o. Para se mostrar a igualdade, seja p € A(w)y. Se P ¢é a isotropia de p,
tem-se que PN S # @. Pelo Coroldrio 3.20, existe A € C(S) tal que p = p,s(A), para algum
w' € W. Como também p,,(\) € A(w)o, pelo Lema 3.21, tem-se que

s(A)AN) C A, (M), (3.101)
onde s = w'w™!. Seja entao h = exp(H) € ANS. Claramente H € A()) e, portanto, existe
n € Ny (M) tal que exp(s(A\)H)n = s(A)hs(A\)"'n € S. Pelo Lema A.41, existe n € Ny/(A)

tal que s(A\)hs(A)~"'n = ns(A)hs(A)~"'n~". Definindo-se A = ns(A)As(A)~"'n~" tem-se que
A € C(S). Como n = w'(N)ngw'(\)~!, para algum ny € N(\), tem-se que

Pu(N) = Pu (' (V) now(D) Ao (Vg Ju’ (A) ) | (3.102)

pois s(A) = w'(A\)w(A)~'. Logo, pelos Lema 3.18 e Proposicao 3.2, segue que

Pu(N) = W' (AN)pw (w(noAng )™ (noAng Hw(noAng ")) (3.103)
e, portanto, que _
pu(X) = ' (\)pu-10(nodng ') = w'(A)p(neng ). (3.104)
Pelo Lema 3.18, tem-se que p(ngAng ') = p(A). Segue que

p=wNpA\) = pu(N) € fix,(9) (3.105)

e, portanto, A(w)y = fix,(5).
Pelo Corolario 3.20, estes sao os unicos conjuntos de controle de S em F e a ultima
afirmagao do teorema segue, definindo-se A(1) = A. O

3.3.3 Conjuntos de Controle nos Flags Parciais

Seja A € C(S) e, como na Secao 3.2, fixa-se uma quadra admissivel (0, a,a™, 0) tal que
©(\) = O, onde A = exp(a™) e todos os objetos determinados por A sao denotados sem a
notagao (\). Pelos Teoremas 3.14 e 3.15, a fibragao natural 7g : F — Fg do flag maximal
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sobre o flag de tipo © ¢é isomorfa ao fibrado, com fibra tipica F(©), associado ao fibrado
principal m¢ : Qo — Fe, cujo grupo estrutural é Int(g(©)). Além disto, tem-se que
G C End;(Qe), onde G age em Qg por (3.58) e End;(Qg) é dado pela Defini¢ao 4.1. Logo,
para todo semigrupo S C G, tem-se que S é um semigrupo local de endomorfismos de Qg
e as agoes de S em Fg e em [F sao os semigrupos locais induzidos, respectivamente, na base
e no fibrado associado.

Pelo Corolério 4.7, para todo w € W, existe um tnico conjunto de controle Ag(w) na
base Fg tal que mo(A(w)) C Ag(w) e me(A(w)g) C Ag(w)o. Por outro lado, a Proposi¢ao
4.19 e o Teorema 3.28 garantem que estes sao os unicos conjuntos de controle de S em Fg.
Denota-se por Ag o tnico conjunto de controle em Fg tal que mg(A) C Ag.

Teorema 3.29. Sejam w,w’ € W. Entao Ag(w) = Ag(w'), se, e somente se, A(w') =
A(ws), para algum s € Wg. Além disto, mo(A(w)y) = Ag(w)o.

Demonstracao. Definindo-se
Sw={g €5 :gho(w)y C Ag(w)o}, (3.106)

tem-se que S,, € um semigrupo local de endomorfismos dos seguintes fibrados principal e
associado

75! (Ao(w)o) C Qo 75! (Ao(w)o) C F (3.107)

A@(w)o

Pelo Teorema 3.15, a fibra tipica deste fibrado associado é o flag F(©) maximal de g(©).
Como esta fibra tfpica é compacta, pelos Teorema 3.28 e Corolario 4.24, existe w; € W tal
que o (A(wy)g) = Ag(w)o.

Fixando-se A € C(S), segue que p,, () € A(wy)g. As érbitas de S, sdo claramente
abertas, pois sdo intersecdes das érbitas de S com 75! (Ag(w)y). Logo pelo Corolério 4.22,
os conjuntos de controle de S, que interceptam a fibra de F passando por p,, (\) estdo em
bijegdo com conjuntos de controle em F(©) do semigrupo §w1 (©) induzido por S no grupo
estrutural Int(g(©)) a partir do ponto wy Le € Qo, dado pela Defini¢ao 4.12. Tem-se que

gpg(wflSwwl N Po) C {a: wiLea = guiLe,a € Pg,g € Sy} = §w1(@), (3.108)

onde ¢g : Po — Int(g(0)) é o homomorfismo dado pelo Teorema 3.12.
Pela equacao (3.66), se h € A, tem-se que

do(wiLe - gp(0)) = wigp = hwigp = ¢e(wiLe - pe(w;  hw;)gp(0)), (3.109)

onde g € Po = Po(A), p = p(A) e wy é um representante de wy(A) em M*(\). Pelo Lema
3.13 e como w; "hw; € A()) é um elemnto regular em S,,, tem-se que e (w; *hw;) € Sy, (O)
¢ um elemento regular em Int(g(0)).
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Os pontos fixos de h na fibra de F passando por p,, (\) sdo dados por p.,s(A), onde
s € Wg. De fato, se mg(pz;(N)) = mo(pu,(N)), entdo wi(N)pe(A) = wi(A)pe(N), o que
implica que w;(A\)~'wi(\) € Py e, portanto, que w; ‘w; € We.

A equagao (3.109) mostra que os pontos fixos de h na fibra de F passando por p,,, ()
estdo em bijegao com os pontos fixos de ge (w; 'hw;) em F(O). Pelo Teorema 3.28 aplicado
aos conjuntos de controle de §w1(@) em F(©), isto implica que os conjuntos de controle
que interceptam a fibra de F passando por p,, (\) sdo exatamente os conjuntos de controle
contendo os pontos fixos de h nesta fibra, ou seja, contendo p,,s(A), onde s € Wg. Pelo
Teorema 3.28 aplicado aos conjuntos de controle de S em [, tais conjuntos de controle
sdo precisamente A(w;s), para todo s € Wg. Em particular, A(w) = A(w;s), para algum
s € We.

Os conjuntos de transitividade destes conjuntos de controle projetam-se sobrejeti-
vamente em Ag(w)y. De fato, para todo po € Ag(w)y, existe A € C(5) tal que
To(Puw, (A)) = pe. Se s € Wg, entao

o (Puis(A) = w1 (A)s(A)pe(A) = wi(A)pe(A) = e (pu, (A) = Po (3.110)

e, como Py, s(A) € A(wys), isto mostra que mg(A(ws)g) = Ag(w)o. Em particular, tem-se
que T (A(w)g) = Ag(w)o.

Se Ag(w) = Ag(w'), entao Ag(w)y = Ag(w')y e, portanto, S, = S,s. Como todos os
conjuntos de controle projetam-se sobrejetivamente, pode-se proceder como acima, substi-
tuindo w; por w e w por w’, para obter que A(w') = A(ws), para algum s € Weg. ]

Denotando-se por S (0) o semigrupo, dado pela Defini¢ao 4.12, induzido por S no grupo
estrutural Int(g(0)) a partir do ponto Lg € Qe, tem-se que

vo(SNPs) C{d:ale =gle,a € Po,g €S} =5(O) (3.111)

onde @ = pg(a) e po é o homomorfismo de grupos de Lie, dado pelo Teorema 3.12.
Denotando-se por A(©) o tnico conjunto de controle S(O)-invariante no flag F(©) tem-se,
pelo Teorema 4.27 e pela equagao (3.66), que

AgNTF,, = ¢5(Le - A(O)o), (3.112)

onde ¢5 é dada por (3.64), pois me(Le) = pe € Ae.

3.3.4 Tipo Parabdlico de Semigrupos

O subgrupo canonico caracteristico de S é definido por
W(S)={weW:A(w)=A} (3.113)

Teorema 3.30. W (S) € subgrupo de W.
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Demonstracao. Claramente, tem-se que 1 pertence a W(S). Seja A € C(S). Se w,w’ €
W(S), entao p,(v),puw(v) € Ag. Pelo Teorema 3.28, isto implica que existe X' € C(5)
tal que p(N) = pu(A) = plw(A)Aw™(N)). Pelo Lema 3.18, existe n € N(\) tal que
w(A)Aw ™ (A) = nNn~!. Pelos Lema 3.18 e Proposicao 3.2, tem-se que

Puw (A) = pur (WA (X)) = pur (A1) = npur(X). (3.114)

Agora seja h € AN S. Pelo Lema 3.22, tem-se que h~*nh¥ — 1, quando k — oo. Logo
existe | € N tal que (h~'nh!)p,(\) € Ag, pois Ay é aberto. Pela S-invariancia de A, segue
que

Puw (N) = np (X)) = hH (A 'nh ) (V) € Ag (3.115)

e, portanto, que ww’ € W(S). Como W é finito, isto conclui a demonstracao. O

Um elemento H € a é caracteristico de S se H é fixado por W(S) e existe A € C tal
que H(\) pertence a Ay()\), o cone envelopante em a(\) do semigrupo Ty, definido na
equagao (3.81). Denota-se por Ag(A) o cone convexo gerado pelo conjunto

U waAm), (3.116)

weW (S)

onde A()) é o cone envelopante em a(A) do semigrupo A(A) N S.

Lema 3.31. Eziste um elemento caracteristico de S.

Demonstracao. Seja A € C(S). Como Ag(A) é claramente um cone convexo nao-vazio e
invariante pelo subgrupo W (S), pelo Lema B.61, existe H(\) € Ag(\) fixado por W(5).
Como p,,(A) € Ag, para todo w € W(S), pelo Lema 3.21, tem-se que o conjunto dado em
(3.117) estd contido em Ay (A). O fato dos cones envelopantes serem convexos, implica que
As(A) C An(N). O

Se H € a, entao Wy denota a isotropia de H em W e Wegy) é o subgrupo de W
parabdlico de tipo ©(H), onde o anulador de H em ¥ é dado por

OH)={aeX:a(H) =0} (3.117)

Pela Proposicao A.29, tem-se que Wy = Weg). O tipo parabdlico de Wy ¢é tinico. De
fato, se © C X é tal que Wy = Wy, entdao O(H) = O, pois a € O(H) se, e somente se,
Ta € WH

Teorema 3.32. Tem-se que W(S) € parabélico de tipo ©(S), onde ©(S) € o anulador em
Y de qualquer elemento caracteristico de S.

Demonstracao. Seja H € a um elemento caracteristico de S. Portanto existe A € C tal que
H(X) é fixado por W(S)(A) e pertence a Ay(A). Como na Segao 3.2, fixa-se uma quadra
admissivel (0,a,a™,©(H)) tal que O(H)(\) = O(H), onde A = exp(a™) e todos os objetos
determinados por A serdo denotados sem a notagao (A). Por exemplo, H(A) e Ay()) serao
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denotados, respectivamente, por H e Ay. Pela definicao de Ay, existem ¢t > 0e X € n
tais que exp(tH)exp(X) € SN Pocuy. Pela equagao (3.111), tem-se que

oxp(tH)exp(X) = 7(exp(tH) exp(X)) € S(O(H)), (3.118)

onde exp denota a aplicagao exponencial em Int(g(©(H))) e o circunflexo denota a proje¢ao
de pom) paralela a lg(y) sobre g(O(H)), dada pelo Teorema 3.12. Logo, tem-se que
X € n(O(H)) e tH = 0, pois H € ag(m).- Como exp(X X) € S(O(H)), pelo Lema 4.1
apresentado em [33], tem-se que S(O(H)) = G(O(H)). Portanto A(O(H)) = F(O(H)) e,
pela equagdo (3.112), tem-se que Fp, ., C Ay.

Por outro lado, como me()(p) = pe(m), segue que, para todo w € Wen),

) (Pw) = Whe () = Po(m)- (3.119)

Isto implica que p, € Fpg,, C Ag e, portanto, que Wy = Wem)y C W(S). Como
claramente W (S) C Wy, obtém-se a igualdade.

A independéncia de ©(H) em relagdo a H caracteristico é clara, pois o tipo parabdlico
do subgrupo W (.S) é tnico, pela observagao que antecede o teorema. O

Proposicao 3.33. Sejam S e S’ dois semigrupos abertos de G e A(w) e A'(w) seus re-
spectivos conjuntos de controle, para cada w € W. Para as sequintes afirmagcoes

(1) Sc 9,

(ii) A(w)y C A'(w)o, para todo w € W e
(iii) ©(S) C (9.
tem-se que (i) = (i1) = (ii1).

Demonstracao. Se S C S’ entao claramente C(S) C C(S’). Isto implica que, para todo
w e W, fix,(S) C fix,(S"). Pelo Teorema 3.28, A(w)y C A'(w)y, para todo w € W,
mostrando que (i) = (¢7). Se (i7) é verdadeira, entdo A'(w) = A" implica que A(w) = A,
o que mostra W(S) C W(S’). Logo ©(S5) C ©(5’) e, portanto, (ii) = (dii). O

3.3.5 Ordem, Nimero e Dominios de Atracao

Sejam W o grupo de Weyl canonico de g e ¥ o sistema simples de raizes canonico. Pela
Proposigao B.60, W é gerado pelo conjunto {r, : @ € X}. Escrevendo-se ¥ = {ay, ..., },
denota-se por r; a reflexdo com respeito a raiz «;. Se w € W, entao seu comprimento c(w)
em relacao a > é o menor numero de elementos utilizados para se escrever w como produto
de reflexoes em torno de raizes simples. Seja w = s1 - -+, uma decomposicao de w, onde
s; =1j,. Se n = c(w), diz-se que esta decomposicao de w é minimal em relagdo a X.

A ordem de Bruhat-Chevalley em relagdo a > é uma ordem parcial em W definida de
tal modo que w’ < w se, e somente se, w = $;---5, ¢ uma decomposmao minimal em
relagdo a X e existem subindices 1 < i) < -+ < 4, < 0 = c(w) tais que W' = s;, -+ 55, ¢
uma decomposicao minimal de w’ ou, equivalentemente, m = c(w').
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Definicao 3.34. FEziste um unico elemento de comprimento maximal, que é denotado por
w~ e denominado involugao principal de W em relacao a .

Se Wg é um subgrupo parabdlico de tipo © C X, entao cada classe Wgow contém um
elemento de comprimento minimal p(w) tal que, se existem a € Wow e a’ € Wew' com
a < d,entao p(w) < p(w'). Logo a ordem de Bruhat-Chevalley passa ao quociente Wg\W,
definindo-se Wow < Wew' se, e somente se, p(w) < p(w'), sendo esta também uma ordem
parcial.

O teorema seguinte mostra que a ordem entre conjutos de controle é a ordem reversa da
ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (S)\W. O fato desta ser uma ordem parcial
implica diretamente que os conjuntos de controle de S em F estao em bijecao com W (S)\W.

Teorema 3.35. Tem-se que A(w) < A(w’) se, e somente se, W(S)w > W(S)w'. Em
particular, A(w) = A(w') se, e somente se, W(S)w =W (S)w'. Além disto, o conjunto de
controle A = A(1) € o unico mazimal e A~ = A(w™) € o inico minimal.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1 de [36], tem-se que A(w) < A(w') se, e somente se, existe
a € W(S)w' tal que w > a'. Pelo Teorema 3.32, tem-se que W (S) é parabdlico de tipo
©(S) e, portanto, as duas primeiras afirmacoes do teorema seguem das observagoes que

antecedem o teorema. A 1ltima afirmagao é conseqiiéncia de propriedades da ordem de
Bruhat-Chevalley (c.f. [36]). O

O corolario seguinte é conseqiiéncia direta dos Teoremas 3.29 e 3.35.

Corolario 3.36. Ag(w) = Ag(w') se, e somente se, W (S)wWg = W(S)w'We. Além
disto, o congunto de controle Ag = Ag(1) € o tunico mazimal e Ag = Ag(w™) € o unico
manimal.

Para a; € X, denota-se por F; o flag de tipo {a;}. Para todo B C F e define-se
%(B) = ;' (mi(B)), (3.120)

onde 7; : F — TF; é a fibracao natural definida na Secao 3.2. Considerando-se as defini¢oes
de dominios de atragao e de repulsao de um conjunto de controle dadas no final da Secao
2.2, tem-se o seguinte resultado, que é o Teorema 6.1 de [36].

Proposicao 3.37. Para todo w € W, o dominio de atragio de A(w) é dado por
A(A(w)) =iy i (A(w™)o), (3.121)
onde w™w =1 ---1; € uma decomposi¢ao minimal.

Aplicando-se este resultado para o semigrupo inverso S~!, obtém-se a caracterizacao
do dominio de repulsao de A(w).

Proposicao 3.38. Para todo w € W, o dominio de repulsio de A(w) é dado por
R(AW)) = 7y + Vo (Ao), (3.122)

onde w =rj, ---1; € uma decomposi¢ao minimal.
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Demonstracao. Segue da Proposi¢ao 3.37 e da Proposigao 3.1 de [36]. O

3.3.6 Semigrupos em Grupos de Lie x-Redutiveis

Todos os resultados apresentados nesta se¢ao permanecem validos para semigrupos abertos
numa classe de grupos de Lie redutiveis agindo, pela acao adjunta, nos flags da componente
semi-simples da algebra de Lie do grupo.

Definicao 3.39. Um grupo de Lie redutivel Gg € denominado x-redutivel se sua compo-
nente semi-simples € conexa.

Como Z(GRr) é o nicleo da representagao adjunta Ad, se Gg é *-redutivel, tem-se que
G = Ad(GRr) é um grupo de Lie semi-simples e conexo. Portanto, se g é a componente semi-
simples da algebra de Lie do grupo, a agao adjunta de um semigrupo aberto Sg C Gg num
flag qualquer de g coincide com a agao do semigrupo aberto S = Ad(Sg) C G. Isto mostra
que os conjuntos de controle de S e de S sao os mesmos e os resultados apresentados
neste capitulo podem ser entao utilizados.

O grupo linear geral GI(R™) é um grupo -redutivel, pois é claramente o produto entre

0 seu centro
Z(GI(R™)) ={al, :a € R -0} (3.123)

e a sua componente semi-simples conexa

SIR™) = {M : det(M) = 1}. (3.124)



Capitulo 4

Conjuntos de Controle em Fibrados

E apresentada, neste capitulo, a teoria de semigrupos locais de endomorfismos de um
fibrado g : F — X associado a um fibrado principal 7 : Q — X. O principio basico
¢ decompor o problema em duas partes: a acao do semigrupo induzida na base X e a
acao do semigrupo nas fibras de E. Esta abordagem é entao aplicada ao estudo da agao
de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados fibrados flag, cujas fibras tipicas
sao as variedades flag generalizadas apresentadas no Capitulo 3. Neste caso, obtém-se a
completa caracterizacao da acao em termos da sua decomposicao na base e nas fibras.

4.1 Endomorfismos de Fibrados Topoldgicos

Nesta secao, serao estudados os conjuntos de controle de semigrupos locais de endomorfis-
mos de um fibrado.

Definicao 4.1. Um endomorfismo local de Q) é um aplicacao continua ¢ : dom¢p — Q) tal
que

(i) dom¢ = 71 (U) onde U C X é um conjunto aberto, e

(17) ¢ (qa) = ¢ (q) a para todos ¢ € dom¢ e a € G.

Denota-se por End,; (Q) o conjunto dos endomorfismos locais de @, que € claramente
um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfismos locais de ().

Um aplicagdo ¢ € End,; (Q)) preserva as fibras de @ e, portanto, induz a aplicagao
ox(m(q)) = m(¢(q)) de w(dome) em X, denominada aplica¢ao induzida por ¢ em X. Esta
aplicacao é continua, devido ao seguinte diagrama comutativo

Q (4.1)
W\L mof
X—(F X
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Além disto, se F — X é um fibrado associado a @), define-se a aplicacao ¢ induzida por
¢ € End; (Q) em E como ¢g (q-v) = ¢(q) - v, onde seu dominio é o conjunto aberto de
todos os pontos em E sobre o aberto m(dom¢). Esta é também uma aplicagao continua,
ja que o seguinte diagrama comuta

(¢,id)

QxF QxF (4.2)
E - E

Quando nao houver ambiguidades, essas aplica¢oes induzidas também serao denotadas por

o.

Um semigrupo local de endomorfismos de () é um subconjunto
So C End; (Q) (4.3)

fechado para as composicoes. O seu semigrupo local induzido em X ¢é definido por

Sx ={peC(X):o(n(q) =7 (d(q)), ¢ € Sq} (4.4)

e o 1nduzido no fibrado associado E = @) Xg F é definido por

Sp={0€C(E):¢(qg-v)=0¢(q) v, € S} (4.5)

O conjunto End; (X) de todas aplicagoes induzidas por End; (@) em X é denominado
semigrupo dos endomorfismos locais de X. Analogamente o conjunto End; (E) de todas
aplicagoes induzidas por End; (Q) em F é denominado semigrupo dos endomorfismos locais
de F.

O objetivo desta secao é relacionar os conjuntos de controle de Sg no espaco total E
com os conjuntos de controle de Sy no espago base X, olhando para conjuntos de controle
na fibra tipica F.

4.1.1 Projecao de Classes

Seja ' = ) Xg F' — X um fibrado associado ao fibrado principal ) — X . O primeiro
passo na direcao de relacionar os conjuntos de controle no espaco total E aos conjuntos
de controle no espaco base X é investigar as projecoes das classes de equivaléncia das trés
relagdes ~, ~,, and ~; definidas na Segao 2.1. Seja S C End; (Q) um semigrupo local de
endomorfismos de E. Para se evitar excesso de notacao, os semigrupos locais induzidos
Sx e Sg também serao denotados por S. O espaco onde S age serd claro pelo contexto.
Também, denota-se por m ambas as projecoes g : F — X e 7w : () — X. Os elementos
q-v € FE, serao denotados pelas letras gregas £ e 1.

Lema 4.2. Para cada & € E, tem-se que 7 ([¢]) C [7 (£)].
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Demonstracao. De fato, como [£] = SEN S*E, tem-se que

m(SENS7E) C 7w (SE) N (57€) = [ (€)]- (4.6)

A respeito das relagoes fracas, tem-se os seguintes fatos.
Lema 4.3. Para todo £ € E, tem-se que (cl(S€)) C cl(S7(€)).

Demonstragdo. Seja C' um conjunto fechado contendo S (7 (€)) . Entao 7= (C) é fechado

) - )
e contém S¢, pois 7(SE) = S(n(€)). Logo cl(SE) C n~1(C), ou seja, m(cl(SE)) C
Como C é um conjunto fechado arbitrario contendo S (7 (€)), segue que m(cl(S ))

cl(S(7(£)))- O
Corolario 4.4. Seja &,n € E. Entao

(1) 7 (&) Zwm(n), se& 2w,

(i2) 7 (&) ~w (1), s€& ~uw €

(#i1) m([€lw) C 7 (E)]w-
Demonstracao. Seja & <, 1, ou seja, n € cl(S¢). Pelo Lema 4.3, 7 (n) € cl(S7(£)), ou
seja, m (&) =<, m(n), demonstrando a primeira afirmacao. As afirmacoes (i7) e (iii) sao
conseqiiéncias diretas de (7). O

Para as relagoes fortes, tem-se os seguintes fatos similares.

Lema 4.5. Para & € E, vale que
(7) 7 (int (SE)) C int (S7(€)) e
(17) 7 (int (S*E)) C int (S*7 (£)).

Demonstracao. De fato, o resultado segue de 7 ser uma aplicagao aberta e das igualdades

7w (SE) = S (€) e também 7 (S*¢) = S*m (€). O
Corolario 4.6. Sejam &,n € E. Entao

(i) m(§) Zsm(n), se & =,

(”) m (5) ~s T (77); s€ 5 ~s 1] €
(iii) m([¢]s) C [m ()]s

Demonstracao. A demonstracao é similar a do Corolario 4.4. ]
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O corolario seguinte é conseqiiéncia direta dos resultados sobre projecoes de classes e
mostra que todo conjunto de controle no espago total F se projeta dentro de um conjunto
de controle no espaco base X, de tal modo que o conjunto de transitividade do primeiro é
projetado dentro do conjunto de transitividade do segundo.

Corolario 4.7. Seja D C E um conjunto de controle. Entao existe um conjunto de
controle C C X tal que 7 (D) C C e (D) C Cy.

No caso de conjuntos de controle S ou S*-invariantes, a segunda inclusao do Corolario
4.7 é de fato uma igualdade, como demonstrado a seguir.

Proposicao 4.8. Sejam D C E um conjunto de controle S ou S*-invariante e C' C X

o conjunto de controle contido em (D), cuja existéncia € assequrada pelo Coroldrio 4.7.
Entao m (D) = Cy.

Demonstracao. Resta mostrar que Cy C 7 (Dy). De fato, sejam x € Cy e £ € Dy. Como
m(§) € (Do) C Co, existem ¢,¢ € S tais que z = ¢(m(§)) = 7(d(£)) e ¥(zx) = 7(§).
Como 9 é uma bijecao entre a fibra £, e a fibra E ), existe n € E, tal que (1) = £. Se
D ¢é S-invariante, entao ¢(§) € Dy, o que mostra que x € 7w (Dy). Se D é S*-invariante,
entdo 1 € Dy, o que mostra que = 7(n) € 7 (Dy). O

Corolario 4.9. Se S € transitivo no espago base X, entao os conjuntos de transitividade

dos conjuntos de controle invariantes se projetam sobre X, ou seja, interceptam cada fibra
de E.

Para que os conjuntos de controle S-invariantes em E também projetem-se sobre con-
juntos de controle S-invariantes em X, deve-se supor que a fibra tipica I’ seja compacta.

Lema 4.10. Seja E um fibrado associado com fibra tipica F' compacta. Entdo w(cl (SE)) =
cl (S7(8)).

Demonstracao. Como a fibra tipica F' é compacta, a projecao m é uma aplicacao fechada.
Logo 7 (cl (S¢)) é um conjunto fechado contendo S (€). Portanto cl (S7 (€)) C 7 (cl(5€)),
e a igualdade se verifica pelo Lema 4.3 . ]

Proposicao 4.11. Sejam E um fibrado associado com fibra tipica F' compacta e D C E
um conjunto de controle S-invariante, onde o semigrupo local S é acessivel em E. Entao
7w (D) € um conjunto de controle S-invariante.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.15, tem-se que D = ¢l (S¢) para qualquer £ € D. Mas
pelo Lema 4.10, tem-se que 7 (cl (S€)) = cl (S7(£)). Isto implica que 7 (D) = cl (Sx) para
todo x € w (D). Agora qualquer conjunto de controle C' C X satisfaz C' C cl(Sz) para
todo x € C. Escolhendo-se = € 7 (D), segue que

7 (D) Cc C Ccl(Sx)=mn(D), (4.7)

concluindo-se a demonstracao. ]
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4.1.2 Semigrupos do Grupo Estrutural

De maneira a relacionar os conjuntos de controle de Sg no espago total £ com conjuntos
de controle na fibra tipica F', necessita-se definir semigrupos adequados contidos no grupo
estrutural G. Estes semigrupos devem refletir a acao de Sg nas fibras de E.

Para cada x € X, pode-se considerar o subsemigrupo local de Sq que fixa a fibra @,
sobre z, i.e,

Como fibras sao mapeadas homeomorficamente sobre fibras por elementos de Sg, pode-se

olhar para S como um semigrupo de (). Apos fixar ¢ € @), a agao de S na fibra @), ¢
dada pelo seguinte semigrupo de G.

Definicao 4.12. Dado q € @, define-se o semigrupo induzido por S no grupo estrutural
G a partir de ¢ por
Sy ={a€G:qae€ Syq} (4.9)

ou, equivalentemente, S, = z'q_l (SoqgN Q) onde i, é o homeomorfismo (C.23) entre G e a

fibra Q).

Observe que S;' = {a™' € G : a € Sy} é um semigrupo em G bem definido, mesmo se
os elementos de Sg nao sao inversiveis. Contudo tem-se a seguinte igualdade.

Lema 4.13. S;' =i ' (ShqNQ,).
Demonstracao. De fato, Sq_1 ={a' e G:3¢p € Sg,qa=¢(q)}, ou seja
S;t={beG:3p e Sy ¢(qb)=q}. (4.10)
Portanto S;l = i;l (Saq N Qq). ]
A intersecao de int (Szzq) com a fibra (), é descrita por
Uy = {beG:gbeint(S5q)} (4.11)
— i (520) Q)
Pelo Lema 4.13, U, estd claramente contido em S, Le, além disto,
S;'U, C U, (4.12)
Lema 4.14. U, ¢ um ideal a esquerda de S;l.

Demonstragao. Sejam a € S;' e b € U,. Entao existe ¢ € Sq tal que ¢ (qa) = ¢. Como ¢
comuta com a multiplicacao a direita, tem-se que

¢ (qab) = ¢ (qa)b = qb (4.13)

mostrando que gab € ¢~(¢b). Como ¢b € int (Saq) e utilizando o Lema 2.2, segue que
qab € int (Saq), mostrando que ab € Uj,. O
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Claramente U, ¢ um conjunto aberto em G. Além disso, U, C int (Sq_l) = (intS,) .
Segue que int (S,) # @ em G, quando U, # @.
Para que os semigrupos S;, ¢ € (), possuam interior nao-vazio, é suficiente que seja
satisfeita a seguinte propriedade de acessibilidade para Sg.

Definicao 4.15. Seja C' um conjunto de controle de Sx. Diz-se que Sg € regressivamente
acessivel sobre C' se existe ¢ € 71 (Cy) tal que

int (S5q) N 1 (0) # @. (4.14)

Observagao 4.16. Uma vez que 7 é uma aplicacao aberta, segue que 71 (Cy) é denso
em 7! (C), pois, pela Proposigao 2.10, o conjunto de transitividade é denso no conjunto
de controle.

Lema 4.17. Seja Sq um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle C' em
X. Entao para todo p € 7= (Cy) tem-se que

int (Sop) N7 (Cy) # 2. (4.15)

Demonstragio. Sejam q € w'(Cy) tal que int (She) N7 (C) # @ e p € n ' (Cy).
Como ambos 7 (¢q) e m(p) pertencem a Cjy, existe ¢ € Sx tal que ¢ (7 (q)) = 7 (p). Seu
levantamento satisfaz 1 (¢) = pa para algum a € G.

Definindo-se V = int (Saq) Na 1 (Cy) e W = Va™!, tem-se claramente que eles sao
conjuntos abertos nao-vazios. Para todo ¢ € V existe ¢ € S tal que ¢ (¢') = ¢q. Entao

bo¢(dat) =14 (g)a "t =p, (4.16)
o que mostra que W C Sip. Como W é aberto e contido em 71 (Cy), isto conclui a
demonstracao. ]

Lema 4.18. Seja Sq um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle C' em
X. Entdo para todo q € 7= (Cy), tem-se que U, # &. Em particular, intS, # & em G.

Demonstracao. Pelo Lema 4.17, tem-se que int (Szzq) N7t (Cy) # @ para todo q €
771 (Cy). Sejam entdao q € 71 (Cy) e p € int (Saq) N7~ (Cy). Como 7 (q),n (p) € Coy,
existe ¢ € Sg such that ¢(q) € Q,. Logo existe ¢ € @, tal que ¢(¢') = p, pois
¢ restrito a (), é um homeomorfismo @), — @),. Pelo Lema 2.2, este ¢’ pertence a
ot (int (qu)) C int (Séq). Logo ¢’ € U,, concluindo a demonstragao. ]

4.1.3 Intersecao com Fibras

Procede-se agora na determinagao da relacdao entre os conjuntos de controle de S, na
fibra tipica F' e as intersecoes dos conjuntos de controle de Sg no espago total F com a
fibra E ). Primeiro observa-se que pela definicao das aplicagoes induzidas, para qualquer
£ =q-v e E, tem-se que Sp€ = (Sgq)-ve SLE = (Szfgq) -v. Portanto as orbitas progressivas
e regressivas de Sg podem ser recuperadas a partir das érbitas de Sg.
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Em relacao as propriedades de acessibilidade, no caso em que o grupo estrutural G age
aberta e transitivamente sobre a fibra tipica F', entao a acessibilidade ou a acessibilidade
regressiva de Sg implicam, respectivamente, na acessibilidade ou acessibilidade regressiva
de Sg. Isto se deve ao fato de que, neste caso, a aplicacao ¢ € QQ — ¢q-v € E é aberta e,
portanto, tem-se que (int (Spq)) - v C int (Sg (¢-v)) e (int (ShHe)) - v C int (S, (¢ - v)).

Primeiro sera verificada a existéncia de conjuntos de controle em F situados acima dos
conjuntos de controle em X. Para isso é suficiente a hipdtese de compacidade da fibra
tipica do fibrado associado.

Proposicao 4.19. Seja E = Q xqg F tal que a fibra F' € compacta e G age aberta e
transitivamente em F. Seja também Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto

de controle C em X. Entao existe um conjunto de controle D C E tal que m (D) C C e
m (D()) C C().

Demonstracao. Seja g € @ com 7 (q) € Cp. Pelo Lema 4.18, U, é um semigrupo aberto
de G. Como, por hipdtese, G age abertamente em F, as drbitas regressivas de U, em F
sao conjuntos abertos. Pela Proposicao 2.16, como F' é compacto, existe um conjunto de
controle A de U, em F'. Logo existem v € A e a € U, tais que av = v. Pela definicao de Uy,
tem-se que qa € int (S*q) e, como ¢-v = qa-v, segue que g-v € (int (S*q))-v C int (S* (¢ - v)).

Definindo-se D = [q-v],, tem-se que D é um conjunto de controle, pois ¢-v € D. Além
disso, como 7 (D) intercepta C, pelo Lema 4.7, segue que w (D) C C' e w(Dy) C Cp. O

O resultado seguinte estabelece uma forte ligacao entre os conjuntos de transitividade de
conjuntos de controle no espaco total E e na fibra tipica F'. Mais precisamente, a interse¢ao
do conjunto de transitividade de um conjunto de controle de S em E é homeomorfo ao
conjunto de transitividade de um conjunto de controle de S; em F', onde S, é definido em
4.12.

Teorema 4.20. Sejam E = @ X F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F e
Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle C' em X. Sejam D C E
um conjunto de controle tal que m (D) C C e q € Q com DyN Erq) # @. Entao existe um
conjunto de controle A C F para o semigrupo Sy tal que

DynN Eﬁ(q) =q-Ap. (4.17)

Demonstracao. Seja B o subconjunto de I definido por by Dy N Er) = q - B. Deve-se
verificar que B = A, para algum conjunto de controle A de S, em F. Sejam u,v € B.
Entao q-v,q-u € Dy, de modo que existem ¢, 1) € S tais que ¢ (¢)-v =q-uet (q)-u=gq-v
(c.f. Proposi¢ao 2.8). Claramente ¢ e 1 preservam a fibra (),. Logo, existem a,b € S,
tais que ¢ (q) = qa e ¥(q) = ¢b. Segue que au = v and bv = u, mostrando que B esta
inteiramente contido na classe de equivaléncia [u] para a acdo de S, em F.

Reciprocamente, se w € [u], entdo existem a,b € 5, tais que aw = u e bu = w.
Por defini¢ao, existem ¢,1 € S com ¢ (q) = qa e ¥ (q) = qb. Entao ¢ (¢-w) = q-u e
¥ (qg-u)=q-w. Logo q-w € Dy e w € B. Portanto, tem-se que B = [u].

Definindo-se A = [u},, resta mostrar que (A4,)o = B = [u]. Pela Proposicao 2.8, é
suficiente que u € [u];.
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Agora, tem-se que ¢ - u € int (S*(¢-u)), pois ¢ -u € Dy. Seja B' C F tal que
q-B'=int (S* (¢-u)). Entdo B’ é aberto em F' e, para todo w € B’, existe a € S, tal que
aw = u. Isto significa que B’ C Sq_lu. Como u € B’, tem-se que u € int (Sq_lu). Portanto
u € [uls, concluindo a demonstragao. O

O préximo resultado é uma reciproca parcial do Teorema 4.20.

Proposicao 4.21. Sejam E = @ xq F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle C' em X. Sejam também
q € Q sobre C e A C F um conjunto de controle para S,. Se existem v € A e a € U, tais
que a - v = v, entao existe um conjunto de controle D C E de Sg tal que

Demonstragdo. Por hipdtese, existem v € A e a € U, C (intS,) ™! tais que av = v. Tem-se
1

que ¢~ 'v = v portanto v € Ay. Por defini¢do, ga € int (Sz}q), de modo que gqa™! € Sgq.
Logo

q-v=gqa-v€int(S*q) - v Cint (S (¢-v)). (4.19)
Além disto, ¢-v = q-a"'v € S(¢-v). Portanto D = [q - v],, é o conjunto de controle

desejado, pois g-v € Dy, de modo que, pelo Teorema 4.20, tem-se que DyNEr ) = q-Ag. [

O seguinte corolario é bastante adequado para o caso de semigrupos de sombreamento
de semifluxos.

Corolario 4.22. Sejam E = Q) X¢ F' tal que G age aberta e transitivamente em F' e Sg
um semigrupo local tal que suas orbitas regressivas sao conjuntos abertos. Sejam também
C C X um conjunto de controle e ¢ € 7=1(Cy). Para cada conjunto de controle D C E de
Sg com Do N Erq) # 9, existe um conjunto de controle A? C F de S, tal que

Dy N vy = 4+ (4P (4.20)

Além disso, a aplicacdo D +— A(]]) € uma bijecao entre os conjuntos de controle de Sg tais
que Dy N Erq) # D e os conjuntos de controle de S, em F, e preserva a ordem entre
conjuntos de controle.

Demonstragao. Como as dérbitas regressivas de Sg sao conjuntos abertos, pelo Lema 4.13,
tem-se que U, = Sq_l. Além disto, Sg é acessivel sobre C, ja que existem z € Cy e ¢ € Sx
tais que ¢(x) = x, o que implica que int (Szggzﬁ(q)) N7 YC) # @, para todo ¢ € Q,, uma
vez que q € SHP(q) = int (Sa¢(q)).

Pelo Teorema 4.20, se D é tal que Dy N Er,) # 9, existe um conjunto de controle
Aé) de Sy tal que Dy N Erg) = q - (Af)o. Por outro lado, se A C F é um conjunto de
controle de S, tem-se que existe um elemento de Ay fixado por um elemento de S, = U, !
e, portanto, fixado por um elemento de U,. Pela Proposicao 4.21, isto implica que existe
um conjunto de controle D tal que Dy N Er ) = q- Ag. Portanto Aé) = A, o que mostra a
sobrejetividade da aplicacao. Sua injetividade é clara.
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Para mostrar que esta aplicacao preserva a ordem sejam D e D’ tais que DyN Ey ) # @
e DyNEL g # @. Sejam v € Af ev € Afl. Pela Proposicao 2.11, se D < D', entao existe
¢ € Stal que g-v' = ¢(q-v) = ¢(q) -v. Tem-se entdo que ¢(q) = qa e v = av. Isto implica
quea € Sge AP < AqD'. Reciprocamente, se A? < AqD/, entdo existe a € S, tal que v’ = av.
Isto implica que existe ¢ € S tal que ¢(q) = ga e, portanto, g - v' = ¢(q) - v = ¢(q - v),
mostrando que D < D', O

4.1.4 Conjuntos de Controle Invariantes

No caso dos conjuntos de controle (progressivamente e regressivamente)-invariantes, os
resultados acima podem ser melhorados, especialmente no que concerne a sobrejetividade
de suas projecoes. Com relacao a isto, as duas proposicoes seguintes refinam a Proposi¢ao
4.8, mostrando que a invariancia na fibra é suficiente para se ter projecoes sobrejetivas. As
nocoes de invariancia relativa, presentes no enunciado das préximas duas proposicoes, sao
apresentadas na Defini¢ao 2.9.

Proposicao 4.23. Sejam C C X um conjunto de controle de Sx e D C E um conjunto
de controle de Sg com 7 (Dy) C Co Sejam também q € @ sobre Cy e A C F um conjunto
de controle de Sy tal que Do N Erq) = q - Ag. Tem-se que

(i) Se Ay é S -invariante, entao Dy € progressivamente invariante em relagio a 7 (Cp).
(1) Se Ay € Sq_l-z'nvam'ante, entdo Dy € regressivamente invariante em relacdo a 7 1Cy.
Além disto, em ambos os casos, tem-se que w(Dy) = Cy.

Demonstragao. (i) Sejam p-w € Dy e ¢ € S tal que ¢ (y) € Cy, onde y = 7 (p - w). Para
mostrar que ¢ (p-w) € Dy, sejam v € Ag e x = 7 (q-v). Logo q-v € Dy e entao existe
Y € S tal que ¥(q-v) = p-w. Como ¢ (y) € Cp, existe ¢ € S tal que pp(y) = z. Entao
existe u € F' tal que p¢(p - w) = ¢ - u. Compondo-se as aplicacoes, obtem-se que

eP(q) v = pPpt(q-v) = q - u. (4.21)

Logo existe a € S, tal que gquw(q) gaeu = av € Ay, pois Ay é S,-invariante. Isto implica
que q-u € Dy. Mas o(o(p-w)) =q-ue dpp(q-v) = ¢(p-w). Portanto ¢(p - w) € Dy, ja
que Do = [q-u] =[q-v].

(17) Seja p-w € E tal que z = w(p-w) € Cy e ¢(p-w) € Dy para algum ¢ € S. Para
verificar que p-w € Dy, sejam v € Ag e z =7 (q-v). Logo q-v € Dy e entdo existe ¢ € S
tal que ¥(op(p - w)) = ¢ -v. Além disto, existe ¢ € S tal que p(z) = 2z, 0 que implica que
©(q-u) = p-w para algum u € F, pois ¢ é um homeomorfismo entre as fibras sobre z e
z. Tem-se que

Vop(q) -u=Yop(q-u) =q-v. (4.22)

Portanto existe a € S, tal que ¥op(q) = ga e u = a'v € Ay, pois 4 é S;l—invariante.
Isto implica que g-u € Dy. Mas ¢(p-w) € Dy e ¢(q-u) = p-w, o que mostra que p-w € Dy.
Finalmente a igualdade 7 (Dgy) = Cy segue da transitividade de S em C. O
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Uma conseqiiéncia direta deste resultado é o seguinte refinamento da Proposigao 4.19.

Corolario 4.24. Seja E = Q X F' tal que a fibra F' é compacta e G age aberta e tran-
sitivamente em F'. Seja também Sqg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de

controle C em X. Entdo existe um conjunto de controle D C E tal que (D) C C e
™ (D()) = Co.

Como mais uma conseqiiéncia deste resultado, tem-se a seguinte caracterizagao dos
conjuntos de controle invariantes.

Corolario 4.25. Com as mesmas notagoes e hipoteses da Proposi¢ao 4.23, tem-se que

(i) Se C' é S-invariante, entao Dy é S-invariante se, e s6 se, Ay € Sy-invariante e

(1) Se Cy € S*-invariante, entdo Dy € S*-invariante se, e sé se, Ay € Sq_l—mvam'ante.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.23, em ambos os casos, é suficiente mostrar apenas a
parte “somente se”da demonstracao.
(i) Se Dy é S-invariante, sejam v € Ay e a € S,. Entdo existe ¢ € S tal que ¢(q) = ¢q-a,
de modo que
g av=ga-v=6(q)-v=oq-v). (4.23)

Como q -v € Dy, segue que q - av € Dy, o que implica que av € Ay, mostrando que A, é
Sg-invariante.

(17) Se Dy é S*-invariante, sejam v € Ag e a € Sq_l. Entao exite ¢ € S tal que ¢(qa) = ¢,
o que implica que

q-v=0¢(qa)-v=o(q-av). (4.24)
Como q - v € Dy, segue que q - av € Dy, de modo que av € Ay, mostrando que Ay é
S, '-invariante. O

A partir deste resultado, pode-se mostrar que os conjuntos de controle Sg-invariantes
situados acima de um dado conjunto de controle Sx-invariante C' C X estao em bijegao
com os conjuntos de controle S,-invariantes em [, para quaisquer ¢ sobre Cy. Para isso, ¢
necessario o seguinte lema.

Lema 4.26. Sejam Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle C' em
X eqe Q sobre C. Se A C F € um conjunto de controle S, ou Sq’l-z'nvariante, entao
existe um elemento em Ay fizado por um elemento de U,.

Demonstragao. Se A é Sy-invariante, sejam v € Ag e a € U, C Sq_l. Pela Proposigao 2.10,
tem-se que a”'v € Ag. Entao existe b € S’;l tal que bv = a~'v. Portanto ba(a 'v) = a w.
Portanto u = a'v € Ay e ba € U,, pois, pelo Lema 4.14, U, é um ideal a esquerda de Sq’l.

Se A é Sy '-invariante e v € Ay, entdo (Uy)v C A. Como (Uy)v é aberto e Ag ¢ denso
em A, existe a € U, tal que av € A,. Portanto existe b € Sq’l tal que bav = v e novamente

ba € U,. O
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Teorema 4.27. Seja Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle pro-
gressivamente invariante C' em X. Entao para cada conjunto de controle S-invariante
D C E sobre C tem-se que m(Dy) = Cy e para todo ¢ € 7' (Cy), existe um conjunto de
controle Sq-invariante AqD C F tal que

Do N Ergy =q- (A7), (4.25)

Além disto, fizando-se q € 7= (Cy) a aplicagio D — Af € uma bijecdo entre os conjuntos
de controle Sg-invariantes sobre C' e os conjuntos de controle Sy-invariantes.

Demonstra¢ao. Se D é um conjunto de controle Sg-invariante sobre C, w(Dy) C Cy. Pela
Proposicao 4.8, tem-se que 7(Dy) = Cy. Logo Dy N Erg) # @ e, pelo Teorema 4.20, existe
um conjunto de controle Af de S, tal que DoNErq) = q- (AqD)O. Pelo Corolario 4.25, tem-se
que (Af ) 0 € S,-invariante, o que implica, pelo Coroldrio 2.21, que Af ¢ Sy-invariante. Por
outro lado, se A é S -invariante, pelo Lema 4.26, tem-se que existe um elemento em (A4,)o
fixado por um elemento de U,. Pela Proposicao 4.21, isto implica que existe um conjunto
de controle D tal que DyN Erq) = q-(Aq)o. Novamente, pelo Corolario 4.25, tem-se que Dy
é S-invariante o que implica que D é S-invariante sobre C'. Portanto AqD = A, mostrando
a sobrejetividade da aplicacao. Sua injetividade é clara. ]

O resultado analogo é verdadeiro para conjuntos regressivamente invariantes.

Teorema 4.28. Seja Sg um semigrupo local acessivel sobre um conjunto de controle re-
gressivamente invariante C' em X. FEntao para cada conjunto de controle S*-invariante
D C E sobre C tem-se que m(Dy) = Cy e para todo q € 7= (Cy), existe um conjunto de
controle S, Linvariante AqD C F tal que

DoN Ergy=q- (A7), (4.26)

Além disto, fizando-se q € 7= (Cy) a aplicagdo D — AqD € uma bijecao entre os conjuntos
de controle S*-invariantes sobre C' e os conjuntos de controle S;l—mvariantes.

Demonstracao. A demonstragao é basicamente a mesma do Teorema 4.27, adaptando-se
para a invariancia regressiva dos conjuntos de controle. O

4.2 Endomorfismos de Fibrados Flag

Os resultados apresentados na Secao 4.1 serao agora aplicados aos denominados fibrados
flag, definidos abaixo. Um dos principais objetivos desta secao é demonstrar que os con-
juntos de controle de um semigrupo local de endomorfismos num fibrado flag projetam-se
sobrejetivamente no espaco base, desde que o semigrupo local induzido na base seja tran-
sitivo. Isto permitirda dar uma descrigao precisa desses conjuntos de controle, utilizando-se
a descricao algébrica dos conjuntos de controle nos flags generalizados apresentada no
Capitulo 3.
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Um fibrado flag é um fibrado associado a um fibrado principal localmente trivial 7 :
@ — X, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie *-redutivel (c.f. Definigao 3.39), cuja
componente semi-simples da algebra de Lie de G é denotada por g. A sua fibra tipica é
algum dos flags de g. Para cada © C 3, onde X é o sistema simples de raizes canonico de
g, o fibrado flag de tipo © associado a m: () — X ¢é o fibrado 7y, : Eg — X, associado a
Q, cuja fibra tipica é a variedade flag Fg de tipo O, onde a acao de G em Fg é definida
por (3.26). Se a fibra tipica é o flag maximal F, entao o fibrado flag maximal associado a
() é denotado simplesmente por 7 : E — X.

Seja S C End (@) um semigrupo local de endomorfismos de ). A partir de agora e até
o fim desta secao, sera feita a hipdotese de que, para todo g € @), as orbitas S-q e S*-q sao
conjuntos abertos, o que ¢ satisfeito pelos semigrupos de sombreamento, como mostra o
Corolario 2.25. Outra hipétese sobre S, é que o semigrupo induzido em X é transitivo. No
caso de semigrupos de sombreamento, devido a Proposicao 5.15, esta condigao é equivalente
a transitividade por cadeias do semifluxo induzido na base.

4.2.1 Grupo de Weyl e Conjuntos de Controle

Pelo Teorema 3.28, para cada q € (), tem-se que os conjuntos de controle em [F do semigrupo
S, induzido por S no grupo estrutural G a partir do ponto ¢ sao parametrizados por W,
o grupo de Weyl canonico de g. Para cada w € W, denota-se por A%(w) o conjunto de
controle em F tal que A%w)y = fix,(5;). Para cada ® C X, denota-se por A (w) o
conjunto de controle em Fg, dado pelo Teorema 3.29 tal que mo(A%(w)) C AL (w) e

me(AY(w)o) = Ag(w)o, (4.27)

onde mg : F — Fg é a fibragao equivariante dada pela equagao (3.44).
Pelo Corolario 4.22, exite uma bijegao entre os conjuntos de controle de Sy, que inter-
ceptam a fibra de Eg sobre 7 (¢) e os conjuntos de controle de S, em Fg.

Definicao 4.29. Para cada w € W e © C X, tem-se que D§(w) € o conjunto de controle
tal que
D& (w)o N (Ee)r(g) = ¢ - Ag(w)o- (4.28)

O primeiro objetivo é mostrar que, fixando-se ¢ € @, a familia {D(w) : w € W}
fornece todos os conjuntos de controle de Sg,. Para isso, é suficiente mostrar que, para
todo p € @, cada conjunto de controle DY (w) projeta-se sobrejetivamente na base X, pois
neste caso todos os conjuntos de controle de Sg, interceptam a fibra de Eg sobre 7 (g).

Os Teoremas 4.27 e 4.28 garantem a sobrejetividade dos conjuntos de controle in-
variantes. A sobrejetividade dos demais conjuntos de controle é obtida, reduzindo-se ao
caso invariante através de fibragoes entre os fibrados flag. Para cada © C X, a fibragao
e : E — Eg é definida por

Te(q-p) = q- me(p), (4.29)

para todo p € F. Fixando-se po € Fg, denota-se Po a isotropias em G de pg. Pela
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Proposigao C.74, a fibracio 7h : Q — Eeg, definida por

T6(q) = q- b, (4.30)

para todo ¢ € @), é um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é Pg.
Além disto, pela Proposi¢ao C.75, a fibracao mg : E — Eg, é isomorfa ao fibrado, cuja
fibra tipica F,, ¢ a fibra de IF sobre pg, associado ao fibrado principal localmente trivial
7% Q — Ee.

Tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

e E@
X

Além disto, se ¢ : Q — ) é um endomorfismo de g : @ — X, entdao é também um
endomorfismo de 7} : Q@ — Eg e as aplicagoes induzidas em E e Eg a partir de 1o : Q@ — X
ou de 78 : Q@ — Eg coincidem. Quando © = {a}, para algum « € %, este conjunto serd
denotado simplesmente por a.

E

(4.31)

Lema 4.30. Seja q € Q. Para todos w € W e a € 33, tem-se que
To (DY (w)o) = DI (w)y. (4.32)

Demonstracao. Pelas equagoes (4.27) e (4.28), tem-se que 7, (D%(w)g) C D%(w)y. Seja
p € Alw)p e denota-se p, = m(p). Entao ¢ -p € DI(w)y e, pelo Coroldrio 4.22, aplicado
ao fibrado 7, : E — E,, existe uma bijecao entre os conjuntos de controle de Sg que
interceptam a fibra de E passando por ¢ - p e os conjuntos de controle de S em F,, onde
S ¢ o semigrupo induzido por S no grupo estrutural P, a partir do ponto g. Pela equagao
(3.66), a agao de S¢ em I, é equivalente & acdo de §? em F(«), onde F(«) é o flag maximal
da subélgebra semi-simples g(«) e

S = o (57) € Int(g(©)), (4.33)
tal que ¢, : P, — Int(g(a)) é o homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor dado pelo
Teorema 3.12. O grupo de Weyl platonico de g(«) é isomorfo ao subgrupo W, = {1,7,}.
Pelo Teorema 3.28, o nimero de conjuntos de controle de gf;fp em F(a) é no méximo dois
e, portanto, eles sao necessariamente invariantes. Aplicando-se a Proposicao 4.23, segue
que 7, (D9(w)y) = DI (w)p, concluindo-se a demonstragao do lema. O

Pode-se mostrar agora a sobrejetividade dos demais conjuntos de controle.

Teorema 4.31. Seja q € Q. Para todos w € W e © C X, tem-se que

7 (D (w)o) = X. (4.34)
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Demonstracao. Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente mostrar a sobrejetividade
dos conjuntos de controle no fibrado flag maximal E. De fato, pelas equagdes (4.27) e
(4.28), para todos w € W e © C X, tem-se que mg (D?(w)y) C D§(w)o. Isto implica que,
se g (DY(w)y) = X, entdo

X = mgg (mo (DY (w)o)) C e (DG(w)o) C X, (4.35)

pois Ty = Ty, © T, como mostrado no diagrama (4.31).
A sobrejetividade no caso do fibrado flag maximal E é obtida por indu¢ao no compri-
mento de w € W em relagao a ¥, como definido no final da Secao 3.3.
Se ¢(w) = 1, entdo w = 1 e, pelo Teorema 4.27 e como Sx ¢ transitivo em X, tem-se
que
g (DY(1)o) = mr (DY) = X. (4.36)

Se w € W, entdo existem o € ¥ e w' € W tais que c(w') = c(w) —1 < c(w) e w = w'ry,
onde 7, ¢ areflexdo em rela¢do a a. Pela hipdtese de indugao, tem-se que mg (D9(w')y) = X.
Pelo Lema 4.30, tem-se que

o (D*(w)o) = D (w)o e ma (D(w')o) = D (w')o. (4.37)

Por outro lado, pelo Teorema 3.29, tem-se que A (w) = A%(w'), o que implica que D? (w) =
D4 (w') e também, pelas equagoes (4.37), que

o (D (w)o) = 7o (D?(w)o) - (4.38)

Portanto, utilizando-se novamente o diagrama (4.31), segue que
T (DY (w)o) = 7, (7o (DY (w)o)) = 7g,, (Ta (D (w')o)) = me (DU(w)o) = X. (4.39)
[

A sobrejetividade implica que, para cada ¢ € @, a familia {Dg(w) : w € W} fornece
todos os conjuntos de controle de Sg,. O teorema seguinte mostra que a parametrizacao
dos conjuntos de controle pelo grupo de Weyl canonico de g independe, de fato, do ponto
q € Q utilizado.

Teorema 4.32. Sejam w € W e © C X. Para todos p,q € @), tem-se que
D2 (w) = D (w). (4.40)
FEste conjunto de controle serd denotado simplesmente por Dg(w).

Demonstracao. Em primeiro lugar, observa-se que ¢é suficiente mostrar a idependéncia dos
conjuntos de controle no fibrado flag maximal E. De fato, pelas equagoes (4.27) e (4.28),
para todos w € W e © C ¥, tem-se que

7o (DP(w)) C DY(w) e mo (DY (w)) C DE(w). (4.41)
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Isto implica que, se D?(w) = D?(w), entao D§(w) = D§(w).

A independéncia no caso do fibrado flag maximal E é obtida por induc¢ao no compri-
mento de w € W em relacao a ¥, como definido no final da Secao 3.3.

Se ¢(w) =1, entao w = 1 e, pelos Teorema 4.27 e Proposicao 3.23, tem-se que

DP(1) = D(1) (4.42)

¢ o unico conjunto de controle S-invariante em E.

Se w € W, entao existem a € ¥ e w' € W tais que c¢(w') = c(w) — 1 < c¢(w) e
w = w'r,, onde r, é a reflexdo em relacdo a «. Pela hipdtese de inducdo, tem-se que
Do (w') = D (w') — D ().

Pelo Teorema 3.29, tem-se que A?(w') e A%(w) sdo os unicos conjuntos de controle de
S, em F situados acima de 7, (A%(w’)). Pelo Teorema 4.31, isto implica que D(w’) e D9 (w)
sdo os unicos conjuntos de controle em E situados acima de 7, (E(w’)). Por outro lado,
utilizando-se um argumento andlogo com S, no lugar de S,, obtém-se que D(w’) e DP(w)
sao os unicos conjuntos de controle em E situados acima de 7, (E(w’)). Portanto segue que
DP(w) = D?(w) e conclui-se a demonstragao. O

O corolario seguinte mostra que os conjuntos de controle do fibrado flag maximal
projetam-se sobrejetivamente nos conjuntos de controle dos fibrados flag parciais.

Corolario 4.33. Para todos w € W e © C X, tem-se que
7o (D(w)o) = Do (w)o. (4.43)

Demonstracao. Pelos Teoremas 4.31 e 4.32 e pelas equagoes 4.29, 4.28 e 4.27, para todo
q € Q, tem-se que

Do (w)o N (Ee)r) = ¢ - Ab(w)o = Te(q - At(w)o) = me(D(w)o N Er(y))- (4.44)
]

Analogamente ao caso de semigrupos abertos agindo em flags, o subgrupo candnico
caracteristico do semigrupo local S é definido por

W(S)={weW :D(w) =D} (4.45)

Proposicao 4.34. Para todo q € Q, tem-se que W(S) = W (S,), onde W(S,) € o subgrupo
platonico caracteristico do semigrupo S,. Em particular, W (S) € parabolico de tipo ©(S) =
©(5,), para qualquer q € Q.

Demonstracao. Pelos Teorema 4.32 e Coroléario 4.22, para todo ¢ € @), tem-se que
W(S)={we W :D(w) =D} ={weW:Allw) = A} = W(S,). (4.46)

]
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O corolario seguinte é utilizado na Secao 6.1 no estudo de semigrupos de sombreamento
de semifluxos e é consequiéncia direta das Proposicoes 3.33 e 4.34 e do Teorema 4.32.

Corolario 4.35. Sejam S e S’ dois semigrupos locais em Q e D(w) e D' (w) seus respectivos
conjuntos de controle em E, para cada w € W. Sejam também as sequintes afirmagoes

(1) Sc 9,
(17) D(w)o C D'(w)g, para todo w € W e
(171) ©(S) C ©(Y").
Entao (i) = (i) = (di1).
O préximo teorema é consegéncia direta dos Corolarios 3.36 e 4.22, Teorema 3.35 e da

Proposicao 4.34.

Teorema 4.36. Tem-se que D(w) < D(w') se, e somente se, W(S)w = W(S)w'. Em
particular, Dg(w) = Dg(w') se, e somente se, W(S)wWe = W (S)w'We. Além disto, o
congunto de controle Do = Dg(1) € o unico mazimal e Dg = De(w™) € o dnico minimal,
onde w~ € a involugao principal de W em relagao a X2, definida em 3.34.

4.2.2 Exemplos de Fibrados Flag
Fibrados Vetoriais

Como primeiro exemplo de fibrado flag, tem-se o fibrado projetivo associado a um dado
fibrado vetorial. Um fibrado vetorial 7 : E — X de dimensdo n é um fibrado, cuja
fibra tipica é o R", associado a um fibrado principal 7 : BE — X, cujo grupo estrutural
¢ o grupo linear geral GI(R"), denominado fibrado das bases de E. O fibrado projetivo
wpr : PE — X de dimensao n é o fibrado associado ao fibrado principal 7 : BE — X tal
que sua fibra tipica é o espago projetivo PR", dos subespacos vetoriais unidimensionais em
R™. Definindo-se

E—-0={¢q-veE:qe BE,veR" -0} (4.47)

pode-se definir a fibracao P: E — 0 — PFE por

P(g-v)=q- P(v) (4.48)
onde P : (R" —0) — PR" ¢ a aplicacao que, para cada 0 # v € R", associa o subespago
vetorial P(v) gerado por v.

Variedades Diferenciaveis e Fibrados

Se M é uma variedade diferencidvel de dimensao n, o conjunto das bases de M é o conjunto
BM de todos os isomorfismos lineares de R" para algum espago tangente de M. O fibrado
das bases de M é a projegao m : BM — M, definida por w(q) = z tal que ¢ : R" — T,M,
onde T,M é o espaco tangente de M no ponto x. A partir de um atlas diferencidavel
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{(Ui,¢; - Uy — R") : i € I} da variedade M, pode-se mostrar que 7 : BM — M é um
fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é o GI(R™). De fato, definindo-se
Wi - 7w H(U;) — U; x GI(R™) por ¢; = (7, ¢;), onde g; : 7~ *(U;) — GI(R™) é dada por

gz(Q) = dﬂ(q)¢i °q, (449>

tem-se que
gi(goa) = gi(q) o a, (4.50)
para todos a € GI(R™) e ¢ € 71 (U;). Além disto, a inversa de 9; é diferencidvel, pois

Ui (x,0) = dugy 0 (4.51)

para todos = € U; e a € GI(R™), o que implica que v; é um difeomorfismo.

Para cada flag de GI(R™), associa-se o fibrado flag correspondente. Se o flag é o espaco
projetivo PR™, o fibrado flag correspondente é denominado fibrado projetivo de M e é
denotado mpys : PM — M. De maneira andloga, denotam-se por mgy v @ GrM — M
e por my,p @ FyM — M os fibrados associados a m : BM — M, cujas fibras tipicas
sdo, respectivamente, a Grasmanniana k-dimensional Gri(R™) e o flag cldssico de indice
I = (i1,...,4), onde i; < --- < 4;, definido por

Fr(RY) = {(Vi, ..., Vi) : Vi C - C Vi} (4.52)

onde V; é um subespaco vetorial de R" de dimensao i;.

Variedades Simpléticas

Se M é uma variedade simplética de dimensao 2n, onde w é a sua forma simplética, o
conjunto das bases simpléticas de M é o subconjunto SpM de BM tal que se ¢ € SpM,
entdo ¢*w = wy, onde wy(u,v) = u’ Jv, para todos u,v € R™, é a forma simplética canénica

em R?" e
= (0 =h (4.53)
"\, 0 '

é a matriz simplética candnica em R*", onde |, denota a matriz identidade n por n. O
fibrado simplético msppr © SpM — M de M é a restricao da projecao m : BM — M
ao subconjunto SpM. O fibrado simplético de M é uma reducao do fibrado das bases
de M e seu grupo estrutural é o grupo simplético Sp(R?"), de todos os a € GI(R*")
tais que a*wy = wy. De fato, pelo Teorema de Darboux, existe um atlas diferencidvel
{(U;, ¢; : Uy — R™) : i € I} da variedade M tal que (d,¢;) * wy = w, para todo z € U;. Isto
implica que g;(¢) € Sp(R*"), para todo ¢ € SpM, pois

9i(q)*wo = q* o (dr(q)Ps) "wo = wo. (4.54)

Como no caso do fibrado das bases, para cada flag de Sp(R?"), associa-se o fibrado flag
correspondente. Um subespago vetorial V' de R?*" é denominado isotrdpico se wy(u,v) = 0,
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para todo u,v € V e os subespagos isotropicos de dimensao maxima sao denominados
subespacos Lagrangianos. Se La(R*") ¢ o flag dos subespagos Lagrangeanos de R*", o
fibrado flag wr.n : LaM — M correspondente é denominado fibrado Lagrangeano de M.
De maneira geral, denota-se por w5 : I;M — M o fibrado associado, cuja fibra tipica é
o flag isotrdpico de indice I = (iy,...,4;), onde i1 < - -+ < 4;, definido por

L(R™) ={(Vi,....V)): ViC--- C Vi} (4.55)

onde V; é um subespaco isotrépico de R" de dimensao ;.

Variedades Semi-Riemannianas

No caso em que M é uma variedade semi-Riemanniana de tipo (a,b), o seu fibrado das
bases pode ser reduzido a um fibrado cujo grupo estrutural é o grupo SO(a,b), de todos
a € GI(R**?) tais que a*gy = go, onde go(u,v) = u’I(a,b)v, para todos u,v € R ¢ a
métrica semi-Riemanniana candnica de tipo (a,b) em R ¢

l(a,b) = ( _0'“ 0 ) : (4.56)

Iy

De fato, uma métrica semi-Riemanniana de tipo (a,b) em M define uma sec¢ao global no
fibrado associado ao fibrado das bases de M, cuja fibra tipica é GI(R**?)/SO(a,b). Pela
Proposigao 5.6 do Capitulo 1 em [19], cada segao desta é equivalente a uma redugao do
fibrado das bases a um fibrado mso@pm : SO(a,b)M — M, denominado fibrado semi-
Riemanniano de tipo (a,b) de M. No caso particular em que a = 1 e b = n, M é
denominada wvariedade Lorentziana e este fibrado é denominado fibrado Lorentziano de
M, onde o grupo estrutural é o grupo Lo(n) = SO(1, n), denominado grupo de Lorentz. No
caso Lorentziano, denota-se por mp, : LuM — M o fibrado associado, cuja fibra tipica é
o flag Lu(R"™!) dos subespagos de tipo luz em R™"!. Um subespaco vetorial V' C R"™! é
de tipo luz se go(u,v) = 0, para todo u,v € V', onde gy é denominada métrica de Lorentz
canénica em R™. Mostra-se que os subespacos de tipo luz sao todos unidimensionais
e, como acontece com todos os grupos de posto 1, Lu(R™"!) ¢ o tinico flag de Lo(n) e é
difeomorfo a esfera de dimensao n.

Variedades Complexas

Analogamente ao caso real, quando M é uma variedade complexa de dimensao n, o conjunto
das bases complexas de M é o conjunto BeM de todos os isomorfismos C-lineares de C"
para algum espaco tangente de M. Como no caso real, o fibrado das bases complexas de M
é a projegao mc : BcM — M, definida por 7¢(q) = x tal que ¢ : C* — T,M. Identificando-
se C = R2, pode-se considerar a variedade M como uma variedade real de dimensao 2n.
Neste caso, o fibrado das bases complexas é uma uma reducao do fibrado das bases reais
de M e o seu grupo estrutural é o grupo linear geral complezo GI(C"), dos isomorfismos
C-lineares de C™ em si mesmo.



Capitulo 5

Semifluxos em Fibrados Topoldgicos

Neste capitulo, a teoria de semigrupos de sombreamento, desenvolvida na Secao 2.2, é
aplicada ao estudo de semifluxos de endomorfismos de um fibrado. Supoem-se que as
fibras tipicas dos fibrados considerados sejam espagos metrizaveis.

5.1 Semifluxos de Endomorfismos em Fibrados

O propdsito desta secao € estabelecer resultados topoldgicos relacionados a transitividade
e recorréncia por cadeias de semifluxos de endomorfismos em fibrados. Se 7 : () — X é um
fibrado principal, diz-se que ¢ : T X @Q — @ é um semifluro de endomorfismos em (@) se o
¢ um semifluxo em @ tal que o, € End, (Q)), para todo t € T, onde End, ()) é o conjunto
dos endomorfismos locais de ) definido na Segao 4.1.

Se 7 : E — X ¢é um fibrado associado a @, diz-se que o” : T x E — E é um semifluzo
de endomorfismos em E se existe um semifluxo o de endomorfismos em Q tal que o é a
aplicacao induzida em E por oy, para todo t € T. Um semifluxo ¢ de endomorfismos em
E é um semifluxo em FE. De fato, as propriedades de semifluxos sao consequiéncias diretas
das propriedades do semifluxo 0. Além disto, a aplicacao o é continua, j4 que o seguinte

diagrama comuta

TxQ@xF (5.1)
(idf)l 7

Tx FE

onde E(t,q,v) = 04(q) - v é claramente continua.

Se 0 ¢ um semifluxo de endomorfismos de @), o semifluxo induzido por o em X ¢é a
aplicacio 0% : T x X — X, onde 0;* é a aplicagdo induzida por o; em X, para todo t € T.

39
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Como o seguinte diagrama comuta

T x@Q (5.2)
(id,w)i 09
TxX < X

g

X

tem-se que o~ € continua e, portanto, é de fato um semifluxo. O seguinte diagrama também

é comutativo

T x E (5.3)
OO'E
(ide)l K
Tx X X

X

Quando nao surgirem ambiguidades, os semifluxos induzidos por ¢ em E e X também
serao denotados por o.

Se p: TxQ — @ éum fluxo e também um semifluxo de endomorfismos em @), entao ele
¢ denominado de fluzo de endomorfismos em Q. Neste caso, ¢¥ : Tx E — E é denominado
fluxo de endomorfismos em E.

Se G é um grupo topologicoe o : Tx X — X é um semifluxo num espago topoldgico X,
um cociclo de X em G associado a o é uma aplicacao continua p : T x X — G satisfazendo

p(t—FS,:L‘) :p(s,at(x))p(t,x), (5'4)

para todos t,s € T e x € X. Pode-se entao definir um semifluxo de endomorfismos no
fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G. O denominado semifluxo de
produto cruzado associado a p é a aplicagdo o : T x (X x G) — (X X G) definida por

ai(z,9) = (01(x), pe(2)g), (5.5)

onde x € X e g € GG. De fato, este ¢ um semifluxo de endomorfismos em X x G, pois

oil(z, g)a) = |ow(, 9)la, (5.6)

para todo a € G. Quando T = Z™, para cada aplicacao continua f : G — G, pode-se
definir o cociclo de X em G gerado por f e associado a o por p(0,z) =1 e

pn,x) = f(ona(x)) - flor(2))f (), (5.7)

para todos n > 0 e x € X. Se GG age continuamente no espago topolégico F', o semifluxo
de produto cruzado associado a p no fibrado associado X x F é dado por

ai(z,v) = (a1(2), pi(x)v), (5.8)

onde z € X ewv € F. Além disto, este é o semifluxo de endomorfismos induzido pelo
semifluxo de produto cruzado associado a p no fibrado principal X x G.
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De maneira mais geral, qualquer semifluxo de endomorfismos de um fibrado E asso-
ciado a um fibrado principal @) é localmente um semifluxo de produto cruzado. Mais
precisamente, seja ¥ = {(U;, ;) }ier um atlas de @, onde {U; : i € I} é uma cobertura
trivializante e

{77 (U;) — Ui X Glier (5.9)
é uma familia de trivializagoes locais de Q. Tem-se que V¥ = {(U;,¥F)}icr é um atlas
de E, onde ¥F = (7, v;) é definida pela equacio (C.29) e a aplicacio v; : 7' (U;) — F é
definida pela equagao (C.31).

Se x € U; e oy(x) € Uj, a expressio de o, em coordenadas locais é a aplicagao definida
por

0/ (w,a) = ¢j 0 0,00 (,0) (5.10)
onde a € G. Pelas defini¢oes e pelas equagao (C.24), tem-se que
ot (x,a) = (ov(x), pij(t, z)a), (5.11)

onde p;;(t, ) = gjoooxi e xi : Uy — m 1(U;) é a segao local associada a ¢;. Se oy4.5() € Uy,
tem-se que
ok =00 o (5.12)
e, portanto,
pi(t + s, 2) = pj(s, ou(x))pij (L, 7). (5.13)
Por este motivo p;; é denominado cociclo local de o. Pela equacao (C.29), a ezpressdao de
of : E — E em coordenadas locais, com relagao as trivializagoes locais ¢; e ¥; é dada por

(07)" (2, v) = (ou(@), piy (¢, )0). (5.14)

para todo v € F.

O objetivo da secao é duplo. Primeiro sera construida uma familia adequada de cober-
turas abertas de F, denotada por Oy (F). Sob hipdteses bastante gerais, essa familia é
admissivel e sera usada na construcao da transitividade por cadeias de semifluxos de en-
domorfismos em F. Em segundo lugar, serao fornecidas condigoes gerais assegurando que
o semigrupo de endomorfismos locais de E ¢ de fato Oy (F)-localmente transitivo. Estes
fatos sao essenciais para aplicar a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores ao estudo
da transitividade por cadeias de semifluxos de endomorfismos em F.

5.1.1 Familia Admissivel de Coberturas

A partir de agora até o final desta secao, supoe-se que a fibra tipica F' é um espago métrico
compacto com métrica d e o espago base X é um espacgo topolégico paracompacto. Além
disto, serd fixado um atlas WF = {(U;, vF)}ier de E. Como X é paracompacto, pode-se
supor que a cobertura trivializante {U; : i € I} é localmente finita. A defini¢ao seguinte
fornece uma familia adequada de coberturas abertas de F para ser usada na construcao
da transitividade por cadeias de semifluxos de endomorfismos em E. Quando nao houver
ambiguidades, o atlas de F serd denotado apenas por V¥ e as trivializagoes locais de F
apenas por ;.



92 Capitulo 5. Semifluxos em Fibrados Topolégicos

Definicao 5.1. Dados € > 0 e uma cobertura aberta U de X, uma cobertura W-adaptada
de E € definida por

U. = U, e) = {7 (UNU) x B(v):U€eU, ,icleveF} (5.15)
Denota-se por Oy (E) a familia de todas as coberturas abertas W-adaptadas.

Para que Oy (FE) possa ser usada na construcao da transitividade por cadeias de semi-
fluxos em E, deve-se mostrar que ela é de fato admissivel no sentido da Definicao 1.17. A
primeira das condicoes de admissibilidade serda demonstrada em algumas situacoes especi-
ais, suficientes para as situacoes onde Eg é um fibrado flag, como definido na Secao 4.2.
Ja a segunda condicao ¢ demonstrada no préximo lema na sua completa generalidade.

Lema 5.2. Seja N C E um conjunto aberto e K C N um conjunto compacto. FEntao
existe uma cobertura (W, e) € Oy(E) que é K-subordinada a N .

Demonstragao. A projegao m : E — X é continua e aberta. Logo w(N) é aberta, w(K) é
compacto e claramente 7(K) C m(N) C X. Como a cobertura (U;);c; é localmente finita,
o subconjunto J = {j € I : U; Nw(K) # @} é finito.

Além disso, existem vizinhangas fechadas F; C U; tais que (F});ecs € uma cobertura de
m(K). Para cada, j € J, seja

§; = inf{d(v;(§),vj(n)) :z e V,Nnm(K), E€ E,NKene E,N(E\N)} (5.16)

Supondo-se que ¢; = 0, existem redes §; — 0 e (z;) em V; N7(K), e pontos § € E, N K e
m € E;, N(E\N) tais que d(v;(&),vj(m)) < 6. Por compacidade, pode-se supor que existe
z € V;Nm(K) tal que z; — z e que existe £ € K com & — . Claramente ¢;(§) = (x,v;(£))
e, portanto, ¥;(n;) = (2, vj(m)) — ¥;(§). Isto implica que £ € K N (E\N), o que é uma
contradi¢ao. Logo d; > 0 e tem-se que € = }L minjey6; > 0.

Agora para cada = € 7(K), existe uma vizinhanga W, de x tal que se

A=¢; (WonUj) x B(v)) N K # @, (5.17)

entdo A C N. Caso contrério, existem redes (&) C K e () C (E\N), tais que 7(§) — =,
m(m) — x e
d(v; (&), v5(m)) < 2. (5.18)

Por compacidade, pode-se supor que existe £ € K com & — £ e que existe v € F tal
que vj(n;) — v. Claramente, definindo-se n = ’(/)j_l($,v), tem-se que 17, — 7. Portanto
Ee E,NK, ne E;N(E\N) e, pela equagao (5.18), d(v;(£),v;(n)) < 2 < 6, o que é uma
contradicao.

Definindo-se W = {X\n(K), W, : © € 7(K)}, tem-se que (W, ) pertence a Oy (E) e é
K-subordinada a N, concluindo a demonstracao. O

Agora serao investigadas duas situagoes onde Og(F) também satisfaz a primeira
condicao da Definicao 1.17 e é, portanto, admissivel.
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Primeiramente quando £ = X x F' é um fibrado trivial. Neste caso, ¥ = (X, = idg)
é um atlas de F/ com uma tnica trivializagao. Entao, para toda cobertura (U, ) adaptada,
tem-se que (V,5) < %(Z/{,a‘), sempre que V < %L{. Isto mostra que Oy (E) satisfaz a
condigao (7) de 1.17. Isto demonstra a seguinte proposicao.

Proposicao 5.3. Se E = X x F é um fibrado trivial, entio a familia Oy(E) € admissivel.

A segunda situacao é quando o fibrado principal ) — X pode ser reduzido a um
subfibrado P C @ cujo grupo estrutural K age na fibra F' por isometrias. Este é o resultado
adequado a ser aplicado nos casos de fibrados flags associados a um fibrado principal @,
onde o grupo estrutural é um grupo de Lie GG semi-simples de centro finito.

Um subfibrado de G de um fibrado principal () — X é um subconjunto fechado P C @)
que é um fibrado localmente trivial na topologia induzida, cujo grupo estrutural é um
subgrupo de K agindo em P por restrigao da acao de G em () e cuja projecao é a restrigao
da projecao de @), projetando-se sobre o mesmo espago base X.

Proposicao 5.4. Se o fibrado principal Q — X pode ser reduzido a um subfibrado P — X
cujo grupo estrutural K age na fibra F' por isometrias, entao a familia Oy (E) € admissivel.

Demonstracao. Como é possivel reduzir o fibrado principal 7 : Q — X ao subfibrado
7 : P — X, com grupo estrutural K, pela Proposi¢ao 5.3, do Capitulo I de [19], pode-se
supor que o atlas U = (Us,1;),.; ¢ tal que suas fungoes de transicao a;; tomam valores
em K. Se (U,e) ¢ uma cobertura W-adaptada, define-se (V, 5), onde V é uma cobertura
aberta de X tal que

1
Sejam agora V,W € Ve £ € E, tais que £ € AN B, onde
A=t ((V NU;) X B (v)) e B= w;l ((W NU;) x B (w)) : (5.20)

Tem-se claramente que 7(§) € V N W e, portanto, existem k € [ e U € U tais que
VUW Cc UnNU,. Como K age em F por isometrias, entao, para todos u,v € F tem-se
que d(a;x(z)u), ax(r)v)) = d(u,v). Isto implica, pela equacao (C.34), que se n € A, entdo

5
d(vx (), v (€)) = d(vi(n), vi(€)) < 25 <e. (5.21)
Definindo-se
C =4 (UNU) x Be(ve(€))) (5.22)
tem-se que A C C. Analogamente segue que B C C, o que implica que (V, ) < 5(U, ¢), o
que conclui a demonstracao, devido ao Lema 5.2. O

5.1.2 Transitividade Local e Grupos Metrizaveis

Nesta subsecao sera analisada a propriedade de transitividade local do semigrupo local
End, (E) com respeito a familia Oy (FE) de todas as coberturas abertas U-adaptadas, onde
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U é um atlas de E. A idéia basica é combinar as ag¢oes do semigrupo local C; (X)) no espago
base X com a acao de GG na fibra F'. O primeiro semigrupo local é localmente transitivo
para quaisquer familias de coberturas abertas de X, como observado logo apds a Definicao
2.22. Portanto as principais hipéteses a serem feitas dizem respeito a acao de G em F.
Estas hipdteses sao prontamente satisfeitas no caso de fibrados flag, que serao considerados
na proxima secao.

Como antes a fibra tipica de E é um espago métrico compacto (F,d). A distancia entre
duas aplicagoes f,g : F — F na métrica do supremo é definida por

6(f,9) = supd(f (w), g(w)). (5.23)

weF

Um espago métrico (F,d) é convezo se dados dois pontos u,v € F, existe w € F' tal
que
d(u,v) = d(u,w) + d(w, v), (5.24)

denominado ponto mediano entre u e v. Neste caso, se d (x,y) < 2¢, entdo u,v € B. (z).

Teorema 5.5. Seja F = @ Xg F — X um fibrado associado com base paracompacta
X e tal que a fibra tipica (F,d) é um espago métrico compacto e convero. Seja também
U = (U, ¥;)ier um atlas de E. Se a a¢ao de G em F' satisfaz a sequinte condi¢ao

e para todos u,v € F existe g € G tal que v =4k -u e d(u,v) = 0(k,id),
entdo o semigrupo local End; (E) é Oy (E)-localmente transitivo em E.
Demonstracao. Seja (U,e) € Oy (FE). Por definicao, um elemento A € (U, ¢) é da forma
A= g7 (UNU) x Bu(v)). (5.25)

onde U e U, 1 € I ev € F. Pela Definicao 2.22, dados o, & € A, deve-se encontrar ¢ na
End, (E)-vizinhanca da identidade de X relativa a (U, ¢) tal que ¢(a) = €.

Definindo-se p = d(v;(«), v;(§)), tem-se que p < 2¢ e, por hipétese, existe k € G tal que
kvi(a) = v;(€) e §(k,id) = p. Define-se ¢ : 71 (U N U;) — E por

S(W; (z,v)) = ¥; H(7(E), kv). (5.26)

Claramente tem-se que ¢(a) = £ e ¢ € End; (FE). Resta mostrar que, para todo 3 €
71 (U NU;), os pontos 3 e () estao em

U ((UNU;) x Be(vg)), (5.27)
para algum vz € F. Para isto, observa-se que 7(3) e m(¢(5)) = 7(§) estdo em U e
d(vi(3),vi(#(3))) = d(vi(B), kvi(B)) < 0(k,id) = p < 2e. (5.28)

Entao existe vg € F tal que v;(8) e m(¢(05)) estdo em B, (vg), concluindo-se a demon-
stracao. ]
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Procede-se entao na deteminagao de uma situagao bastante geral (que inclui os fibrados
flag), onde a condi¢do a respeito da agdo de G em F' (requerida pelo Teorema 5.5) é
satisfeita.

Se GG contém um subgrupo compacto e metrizavel K agindo aberta e transitivamente
em F'. Neste caso, existe em K uma métrica bi-invariante dx compativel com sua topologia
(c.f. [11], 12.9.1). Além disto, se v € FFe M = {k € K : kv = v} é o seu subgrupo de
isotropia, tem-se que a aplicagdo ¢ : K/M — F, definida por ¢(kM) = kv, é uma bijecao.
Além disto, se K /M estd munido com a topologia quociente, entao ¢ é um homeomorfismo,
pois o seguinte diagrama comuta

K (5.29)
Tl'l x
K/M — F

e éﬁ\(k) = kv é, por hipotese, continua e aberta. Como K é compacto, isto implica que F
também é compacta.

A métrica de K serd usada para fornecer uma métrica adaptada a F. A métrica de
Hausdorff em K/M é definida por

aeM |[beM

dp(kM, K'M) = min {min di (ka, k’b)} , (5.30)

onde k, k' € K. Isto é de fato uma métrica em K /M, pois o conjunto das classes laterais
de M a esquerda é uma particao de K. Esta métrica é claramente invariante pela acao de
K em K/M e induz a topologia quociente. De fato, a projegao canonica 7w : K — K/M,
w(k) = kM, é um contracao e, portanto, uma aplicacdo continua. Reciprocamente, se A
é um conjunto aberto na topologia quociente, entdao 771(A) C K é aberto. Sejam k € K
tal que kM C 7~ (A) e r a distancia entre (77'A)¢ e kM. Como M é compacto, segue
que By (kM,r) C A, onde By denota a bola aberta em relagao a dy, mostrando que as
topologias coincidem.

De agora em diante, a métrica de Hausdorff em F' serd denotada simplesmente por d.

Lema 5.6. Para todos k, k' € K, tem-se que
d(kM, k' M) = min dg(km, k). (5.31)

meM

Demonstracao. De fato, pela definicao e a invariancia a direita da métrica dg, tem-se que

d(kM, k' M) = min {min dg (ka, k’b)] = min {min dy (kab™' k)| . (5.32)
a€M |[beM a€M |beM
Claramente, isto implica que
d(kM, k' M) = min {min d (km, k')} = min dg (km, k). (5.33)
aeM [meM meM

]
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Olhando-se os elementos de K como homeomorfismos de F', pode-se munir F' com a
métrica do supremo, definida em (5.23).

o(k, k") = supd(kgL, K gL), (5.34)

geK

onde k, k' € K. Esta é também uma métrica bi-invariante em K.
Lema 5.7. 6(k, k') < d(k, k).
Demonstragao. Por definig ao e pela equagao (5.31),
d(k, k") = sup {min d(kgm, k'g)] <supd(kg, k'g) = d(k, k). (5.35)
geK |meM geEK

]

Agora pode-se mostrar que a condicao requerida pelo Teorema 5.5, a respeito da acgao
de G em F, pode ser realizada por elementos de K.

Proposigao 5.8. Seja K C G um subgrupo compacto e metrizdvel agindo aberta e transi-
tivamente em F = K /M munida com a métrica de Hausdorff d = dy. Se u,v € F, entao
eriste k € K tal que v =Fk -u e §(k,id) = d(u,v).

Demonstracao. Primeiro sera demonstrado que se w = aM, onde a € K, entao existe
b e K tal que w = bM e d(w, M) = 6(b,id). Por (5.31), existe m € M com d(am,1) =
d(aM, M) = d(w, M). Definindo-se b = am, segue que w = bM e, pelo Lema 5.7,

d(w, M) =d(bM, M) < (b,id) = d(am,id) < d(am, 1) = d(w, M). (5.36)

Agora sejam u = hM e v = gM, onde h, g € K. Definindo-se w = g~'u, seja b € K como
acima. Definindo-se k = gbg~!, tem-se que

u = gw = gbM = (gbg ' )gM = kv (5.37)

e, pela bi-invariancia de § e invariancia de d em relagao a agdo de K em K /M, segue que
§(k,id) = §(b,id) = d(w, M) = d(g~ u, M) = d(u,v). (5.38)

O

Como corolario direto, tem-se o seguinte fato.

Corolario 5.9. A ag¢ao a esquerda de K (e portanto de G) em F é O4(F)-localmente
transitiva, onde O4(F) € a familia de todas as coberturas B., constituidas pela totalidade
das e-bolas de X na métrica Hausdorff.
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5.1.3 Semigrupos de Sombreamento em Fibrados

Seja () — X um fibrado principal com grupo estrutural G e base paracompacta X tal
que existe uma reducao a um subfibrado P — X com grupo estrutural K, onde K é um
subgrupo compacto e metrizavel de G. Sejam também o um semifluxo de endomorfismos de
E onde E = Q xg F — X é um fibrado associado tal que K age aberta e transitivamente
em F' convexo.

Denota-se por End;(E);z. o (Ue,t)-semigrupo de sombreamento do semifluxo o con-
tido em End,;(£), como definido em 2.23. Combinando-se os Teoremas 5.5 e 2.28 com as
Proposigoes 5.8 e 5.4, obtém-se o seguinte teorema de semigrupos de sombreamento para
semifluxos em fibrados.

Teorema 5.10. A sequinte condi¢cdo € necessdria e suficiente para que o conjunto nao-
vazio M C E seja uma componente Oy (E)-transitiva por cadeias de o.

e Para todo semigrupo de sombreamento End;(E)y., t € T eU. € Oy (E), existe um
conjunto de controle Dpg1y. contendo M e tal que

M=\ Dumea)o = () (Dasarc) - (5.39)

Ue,t Ue,t

O teorema acima é o resultado principal estabelecendo a ligacao entre semigrupos e
transitividade por cadeias de semifluxos. Para se utilizar a teoria de semigrupos locais em
fibrados desenvolvida no Capitulo 4 é necesséario considerar cada semigrupo de sombrea-
mento End;(E);;,. como sendo induzido por um semigrupo local de End;(Q). Definindo-se

St,Z/{E = {QO € Endl(Q) P PE € Endl(E>t,uE}, (540)
tem-se que Syz. ¢ um semigrupo local gerado pelo conjunto
gt,ue ={¢poos:¢p € NEndl(E),Z/IE}a (5.41)

onde NEndl(E),Z/IE ¢é definido em 2.16.

Alguns dos resultados do Capitulo 4 estao baseados na hipdtese que as orbitas do
semigrupo em End;(Q)) sdo abertas. A demonstracao deste fato, no caso do semigrupo
Stu., depende do proximo lema, onde é utilizada a seguinte notagao. Para cada i € I,
Ueld,yeUNU; ehe G, define-se a aplicacao gb}']?y’h € End;(Q) por

Vi 0 Gy 0¥y (z,a) = (y, ha) (5.42)

para todos a € Gex € UNU,.

Se ¢ € Q é tal que ¥;(q) = (x,a), pela equagao (C.29), tem-se que ¥Z(q - u) = (z, au),
para todo u € F. Como Vi(y,4(0)) = (y, ha), tem-se que a aplicacao (¢y,, )z € Endi(E),
induzida em E por ¢y, 5, satistaz

b o (Dyyn)e o () (z,0) = (y, ), (5.43)
paratodosx e UNU; e v =au € F.
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Lema 5.11. Sejam p,q € Q e ¢ € Endi(Q) tais que p = ¢(q) e ¢g € Npna,(p)u.- Entdo
existemi € I, U €U, g € G e A uma vizinhanca aberta de g em G tais que p = ¢§]m(p)’g(q)
e, para todosy € UNU; e h € A, tem-se que (gb}]yh)E € NEnd,(E) . -

Demonstragao. Pela Definicao 2.16 e como, por hipétese, ¢ € Ngnq,(g)u., existem ¢ € I e
U € U tais que 7(q), m(p) € UNU;. Como ¢ € End,(Q), tem-se que

biogoi(n(q),a) = (n(p),ga) (5.44)
para todo a € G, onde g = gi(p(xi(m(q)))) € G. Isto implica claramente que
p = }'M(p),g(q). Além disto, como ¢r € Ngng,(m)u., Pela equacao (5.43), tem-se que

d(v, gv) < 2e, para todo v € F. Pela compacidade de F,

0 <0 =supd(v, gv) < 2¢. (5.45)
vEF
Logo, pela continuidade da acao de G em F' e pelo Lema 1.21, existe A uma vizinhanca
aberta de g em G tal que d(gv, hv) < 2¢ — 4, para todos h € A e v € F. Portanto, se
h € A, entao
d(v, hv) < d(v, gv) + d(gv, hv) < 2¢ (5.46)

para todo v € F', o que implica, pela convexidade de F', que (gbbyh)E € NEuwq,(B) 1. - O

Proposicao 5.12. Sejam q € Q, t € T e U. € Oy(E). Entdo as orbitas Siy.q e §Zuaq
sao conjuntos abertos.

Demonstragdo. Seja p € Syy.q. Entdo p = ¢(0s(q)), onde s >t e ¢p € Npnay(mya.. Pelo
Lema 5.11, existem ¢ € I, U € U, g € G e A uma vizinhanga aberta de g em G tais que
p= qb}']m(pm(as(q)) e, para todos y € UNU; e h € A, tem-se que (¢y;,,)E € Nend,(E)u. -
Portanto gb@’%h oos € gt,ua, para todos y € U NU; e h € A. Isto implica que

pe;H((UNU;) x A) C Siuq, (5.47)

mostrando que gwsq ¢ um conjunto aberto.

Se p € §Zugq, entdo ¢ = ¢(o4(p)), onde s > t e ¢pg € Npnq,p)u.- Novamente pelo
Lema 5.11, existem ¢ € I, U € U, g € G e A uma vizinhanca aberta de g em G tais que
q= @m(p)y(os(p)) e, para todos y € UNU; e h € A, tem-se que (¢}, ,)e € Nend,(B)u. -
Se ¥;(0s(p)) = (z,a), segue que ¥;(q) = (m(q),ga). Além disto, para todo b € B, onde
B = A~'ga é uma vizinhanca aberta de a, existe h € A tal que hb = ga e, portanto, tem-se
que

P mian (Vi (4:0)) = 4, (5.48)

para todo y € U NU;. Portanto
peo (W ((UNU) x B)) C S,y (5.49)

mostrando que ?:,usq ¢ também um conjunto aberto. O
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Utilizando-se a Proposicao 5.12, a demonstracao do corolario seguinte é igual a do
Corolario 2.25

Coroléario 5.13. Sejam q € Q, t € T eU. € Oy(E). Entao as orbitas S;y.q e Sfy, q sio
conjuntos abertos.

A proposicao seguinte fornece a conexao entre a transitividade por cadeias do semifluxo
induzido no espago base e a transitividade dos semigrupos de sombreamento induzidos na
base. Primeiro necessita-se de um lema.

Lema 5.14. Sejamt € T eU. € Oy (E). Para todo € > 0, tem-se que
CI(X)t,L{ C (Endl(E)tqu)X C CZ(X)t,ZJ7 (550)

onde ¢;(X) € o semigrupo das aplicagdes constantes cujos dominios sao tais que cada um
deles estd contido num unico elemento da familia {U; :i € I}.

Demonstracao. Basta mostrar as inclusoes para os geradores, ou seja,

a(X),y C (Endi(E)yy, )x C Ci(X),y- (5.51)

Pela Definicao 2.23, tem-se que px € ¢;(X),,, se, e somente se, existem ¢x € Ng,(x)u
e s >t tais que px = ¢xoy. Tem-se também que px € (End;(E),,, )x, se, e somente
se, existem ¢ € Npnaq,(myu. € § = t tais que px = (¢os)x = ¢xos. Da mesma forma,

ox € C(X),, se, e somente se, existem ¢y € Ne,(xyy € s >t tais que px = ¢pxos.
Portanto resta mostrar que

Neyxyu € (Nena(myu)x € Noyoxou (5.52)

Se ¢px € ¢;(X), entdo existem U; e z € X tais que dom(¢x) C U; e ¢x(z) = z, para todo
r € domgx. Além disso, se ¢px € N, (x)u, entao, para cada x € dom(¢x), existe U, € U
tal que x, 2z € U,. Definindo-se ¢ : 7! (dom(¢x)) — FE por

¢(¢Z_1(9€7U)) = 1/%-_1(23 U)? (553)
para todo ¥; ' (z,v) € dom(¢), tem-se que
U (z,0) e i (z0) € ¢ (U, NU;) X Be(v)) € U (5.54)

Isto mostra que ¢ € Ngng,(p)u. © que ¢x € (Ngng,(p)u.)x, POis ¢x ¢ a induzida de ¢ em
X.

Por outro lado, se ¢x € (Ngnd,(p)u.)x, entao existe ¢ € Npng,pyu. tal que ¢x ¢é a
induzida de ¢ em X. Como dom(¢) = 7 !(dom(¢x)), para cada x € dom(¢x), existe
¢ € dom(¢) tal que z = 7(&). Pela definicao, existem, i € I, U € U e ve € F tais que

¢ e 9€) v ((U.NT) x B(v) €U (5.55)

e, portanto, x = 7(§) e ¢x(x) = m(¢(£)) pertencem a Uy, o que mostra que ¢x € Ne,(x)u-
O]
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Proposicao 5.15. O semifluxo induzido na base € transitivo por cadeias se, e somente
se, todos os semigrupos de sombreamento induzidos na base agem transitivamente.

Demonstragao. Pelos comentarios feitos logo apds as Definiges 1.17 e 2.22, a familia O(X)
de todas as coberturas abertas de X ¢ admissivel e os semigrupos ¢;(X) e Cj(X) sdo O(X)-
localmente transitivos. Pelo Teorema 2.28, o semifluxo o* induzido na base X ¢é transitivo
por cadeias se, e somente se, os semigrupos de sombreamentos de oX gerados por ¢;(X) e
C)(X) sao transitivos em X. A proposi¢ao segue entao do Lema 5.14. [

Proposicao 5.16. Sejam as mesmas notagoes e hipoteses apresentadas no Teorema 5.10.
Se a acao do grupo estrutural G em F deixa invariante uma medida de probabilidade, entdo
o € transitivo por cadeias em E se, e somente se, seu semifluro induzido em X € transitivo
por cadeias.

Demonstracao. Pelo Lema 6.2 em [35], a existéncia de uma medida de probabilidade invari-
ante assegura que qualquer semigrupo com interior nao-vazio em G age transitivamente
em F. Pela hipotese de transitividade na base e pela Proposicao 5.15, os semigrupos
de sombreamento induzidos em X sao transitivos. O resultado segue entao do Teorema
4.27. ]

Quando F' é compacta e G é compacto ou soluvel, a existéncia de medida de probabil-
idade invariante é assegurada (c.f. [44]). Tem-se portanto o seguinte corolario imediato.

Corolario 5.17. Sejam as mesmas notacoes e hipoteses apresentadas no Teorema 5.10.
Se o grupo estrutural G € compacto ou solivel, entao o € transitivo por cadeias em E se,
e somente se, seu semifluro induzido em X € transitivo por cadeias.



Capitulo 6

Semifluxos em Fibrados Flag

Este é o capitulo principal da tese e depende logicamente dos resultados de todas as out-
ras partes. Consideram-se semifluxos de endomorfismos de fibrados flag, cujo semifluxo
induzido na base é transitivo por cadeias.

6.1 Componentes Transitivas por Cadeias

Nesta secao e na proxima serao usadas a notagao e terminologia empregadas na Secgao
4.2. Seja m : ) — X um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie
s-redutivel (c.f. Defini¢ao 3.39), cuja componente semi-simples da élgebra de Lie de G é
denotada por g. Para cada © C X, onde X é o sistema simples de raizes canonico de g,
seja T, : Eo — X o fibrado flag de tipo © associado a 7 : () — X. Se a fibra tipica é o
flag maximal IF, entao o fibrado flag mazximal associado a () é denotado simplesmente por
E.

Seja ¢ um semifluxo de endomorfismos em (). Para cada ©® C ¥, o semifluxo de
endomorfismos em Eg induzido por ¢ é denotado por ¢®. A partir de agora e até o
fim deste capitulo, sera feita a hipdtese de que o semifluxo induzido na base é transitivo
por cadeias. Pela Proposicao 5.15, esta condigao é equivalente a que, para cada t € T e
U. € Oy(Eg), o semigrupo induzido em X pelo semigrupo de sombreamento End;(Ee):z.
seja transitivo. Como End;(Eg):z. C End;(Eg), todos os resultados apresentados na Se¢ao
4.2 podem ser utilizados e, em particular, seu tipo parabdlico, dado pela Proposicao 4.34,
serd denotado por Oy, .

Pelo Teorema 4.32, todos os conjuntos de controle de End;(Eg):y. sado da forma
]D)Sus(w), para algum w € W, onde W é o grupo de Weyl candnico de g. O lema seguinte
é conseqiiéncia direta do Corolario 4.35 e da observacao feita logo apds a Definicao 2.23.

Lema 6.1. Sejam t,s € T, ,0 > 0 e U,V coberturas abertas de X. Sejam também as
sequintes afirmacgoes

(1) s<t,e<deld LV,

(i1) DYy (w)o C DE), (w)o, para todo w € W e

101
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(i17) Oy, C Os ;.
Entio (i) = (i) = (ii).
Definicao 6.2. O tipo parabdlico do semifluxo o ¢ definido por
O(c) =) Oru.. (6.1)
tUe
e W(o) denota o subgrupo parabdlico de W de tipo O(o), que é denominado subgrupo

caracteristico de o.

Para cada w € W, define-se

Me (w) = (el (DFy, (w)o) - (6.2)

tU-
Lema 6.3. Para cada w € W, tem-se que Mg (w) # .
Demonstracao. Fixando-se x € X, tem-se que a familia

{cl (DY, (w)o) N (Ee)s : t € T,U: € Oy(Eo)} (6.3)

possui a propriedade de intersecao finita nao-vazia. De fato, sejam t1,...,t, € T e
Ul ,...,.U" € Oy(Ep). Definindo-se t = max{ty,...,t,}, e =minfey,...,e,} e

€17 "
U={Un---NnU,:U,eU,....U, eU"}, (6.4)
tem-se que t € T, U. € Oy(Eg) e, pelo Lema 6.1, segue que

@ # Dy (w)o € DY yp (w)o N+ MDY 4y (w)o, (6.5)

o que implica na propriedade de intersegao finita nao-vazia. Como (Eg), é compacto, a
intersecao de seus membros é nao-vazia, o que conclui a demonstracao. O

O préximo teorema é conseqiiéncia direta dos Lemas 6.4 e 6.3 e do Teorema 5.10 e do
seguinte lema.

Lema 6.4. Se 7w : Q — X ¢é um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo
de Lie G semi-simples, entao ele pode ser reduzido a um subfibrado P — X cujo grupo
estrutural K é um subgrupo compacto e metrizavel de G transitivo em Fg.

Demonstracao. Seja G = KAN uma decomposicao de Iwasawa global do grupo de Lie G.
Pelo Teorema A.20, tem-se que G/K ¢ difeomorfo a AN, que por sua vez é difeomorfo ao
espago vetorial a@®n™. Pelo Teorema 5.7 do Capitulo 1 em [19], existe uma se¢ao global do
fibrado associado E = @ x¢ G/ K. Isto implica, pela Proposi¢ao 5.6 do Capitulo 1 em [19],
que o fibrado principal 7 : ) — X pode ser reduzido a um subfibrado P C @) cujo grupo
estrutural é o subgrupo K. A transitividade de K em Fg segue também da decomposicao
de Iwasawa global de G. ]
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Segue entao a parametrizacao pelo grupo de Weyl das componentes transitivas por
cadeias de um semifluxo de endomorfismos num fibrado flag.

Teorema 6.5. Seja o um semifluxo de endomorfismos em @ tal que o semifluzo induzido
no espacgo base paracompacto seja transitivo por cadeias. Para cada © C X, o conjunto das
componentes Oy (Eg)-transitivas por cadeias de o© é

{Meg (w) : w € W}. (6.6)

O teorema seguinte mostra que, no caso do fibrado flag maximal, a ordem dinamica
é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (o)\W e, portanto, as
componentes de Morse estao em bijecao com este quociente.

Teorema 6.6. Tem-se que M(w) < M(w') se, e somente se, W(o)w > W(o)w'. Em
particular, Me(w) = Meg(w') se, e somente se, W(o)wWg = W (o)w'Wg. Além disto, a
componente de Morse Mg = Meg(1) € a unica mazimal e a componente Mg = Me(w™)
¢ a unica minimal, onde w~ € a involucao principal de W em relacdo a ¥, definida em

3.5.

Demonstragao. Como ¥ é um conjunto finito, existem ¢t € T e U. € Oy (F) tais que
O (0) = Oy, Pela equagao (6.2), tem-se que M(w) C Dy (w)o, para todo w € W.

Por defini¢ao, se M(w) < M(w'), tem-se que existem £ € M(w) e & € M(w') tais
que & € Q(x,U.,t). Pela Proposicao 2.26, isto implica que ' € (End;(E);z.)&. Portanto
Dy g (w) < Dygy. (w') e, pelo Teorema 4.36, W(o)w > W(o)w'.

Reciprocamente, sejam w,w’ € W tais que W(o)w > W(o)w'. Sejam também s € T e
Vs € Oy (E). Definindo-se

T={UNV:U€eU,V eV}, (6.7)

r = max{s,t} e p = min{d,e}, tem-se, pelo Lema 6.1, que ©,7, C Oy = O(0).
Pela minimalidade de ©(c), segue que ©,7, = ©(c). Novamente pelo Teorema 4.36,
tem-se que D, 7 (w) < Dpz,(w'). Pela Proposicao 2.11 e como M(w) C D,z (w)y e
M(w') C D,z (w)o, para todos £ € M(w) e & € M(w'), tem-se que £’ € (Endy(E),.7,) £

Novamente utilizando-se a Proposicao 2.26, isto implica que ¢’ € Q(z,7,,r) C Q(z, Vs, s).

Pela arbitrariedade de s € T e V5 € Oy (£), segue que M(w) < M(w').
As demais afirmagoes sao conseqiiéncias diretas do Teorema 4.36. [

A proposicao seguinte é o analogo para componentes transitivas do Corolario 4.33.

Proposicao 6.7. Para todos w € W e © C X, tem-se que
Te(M(w)) = Me(w). (6.8)

Demonstracao. Seja & € M(w). Pelos Teorema 5.10 e Corolario 4.33, tem-se que

To(§) € To (ﬂ Dt,Ua<w)0> - ﬂ Dy, (w)o = Mo (w) (6.9)

t, U t,Ue
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e, portanto, mg(M(w)) C Me(w).

Por outro lado, seja g € Eg\mo(M(w)). Como a aplicagdo mg : E — Eg é sobrejetiva,
existe £ € E\mg' (mo(M(w))) tal que &g = me(£). Novamente pelo Teorema 5.10, existem
t €T, e >0 elU cobertura aberta de X tais que ¢ € 75" (me(Dsy. (w)o)). Como pelo
Corolério 4.33, mo(Dyy (w)o) = ]D)f’)ua(w)o, segue que g & DSME(w)O e, portanto, {g €
Eg\Me(w), concluindo a demonstragao. O

No caso compacto, obtém-se a existéncia da decomposicao de Morse minimal. O teo-
rema seguinte é conseqiiéncia direta dos Teoremas 1.33, 6.5 e 6.6.

Teorema 6.8. Seja m : Q — X um fibrado principal localmente trivial tal que X € um
espaco compacto Hausdorff. Seja também o um semifluro de endomorfismos em @ tal
que o semifluro induzido em X seja transitivo por cadeias. Para cada © C X, existe a
decomposicao de Morse minimal de o® que é dada por

{Meg (w) : w e W} (6.10)

e estd em bijecdao com o quociente duplo W (o)\W/Wg. Além disto, no caso do fibrado flag
mazimal, a ordem de Morse é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente
Wi(o)\W.

6.1.1 Descricao Algébrica das Intersecoes com Fibras

Diferentemente das outras partes desta tese, nesta subsecao serao feitas referéncias as
Secoes 6, 7 e 9 de [5] (e as referéncias ali presentes) para conceitos e resultados nao ex-
plicados. Sera fornecida uma descricao da intersecao de cada componente transitiva por
cadeias com as fibras do fibrado flag associado.

Esta descrigao é feita através do conceito de tipo parabdlico do semifluxo, definido em
6.2 e o resultado é apresentado no Teorema 6.13. O passo principal na sua demonstragao
¢ o Teorema 6.11, que assegura que a componente maximal Mg(o), no fibrado flag de tipo
parabdlico ©(c), como também a componente minimal Mg, (o) » 1O fibrado flag de tipo
parabdlico ©*(o) (dual de ©(c), Se¢ao 2 de [39]), interceptam cada fibra num tnico ponto.
A demonstragao para semifluxos do caso /\/lg (o) ¢ a mesma que para fluxos continuos (Lema
9.3 de [5]). Porém é necessdria uma demonstracao alternativa do caso Mg.,, pois em [5]
utiliza-se o fluxo regressivo, que nao existe no caso de semifluxos.

Sejam x e y pontos em X e x, : U, C X — Qe x,: U, CX — @Q secoes locais tais
que xz € U, e y € Uy,. Seja também p,,, o cociclo local de o relativo as secoes locais x, e
Xy, como definido pela equacao (6.36).

Se y € w(z), entdo existe uma seqiiéncia t, — +oo tal que oy, (z) — y, de modo que
oy, (z) € Uy, se k é suficientemente grande. Logo pode-se definir a seqiiéncia g, = p,. (tx, 7)
em G.

Por outro lado, se y € w*(A~(x)), para alguma 6rbita negativa A~ (x) a partir de
x, entdo existem seqiiéncias y, — y e s, € T tais que o, (yr) = Yk—1, onde yp = z e
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t, = Zle s; — +00. Logo existe ko € N tal que yx, o5, (yx) € Uy, para k > ky. Portanto,
neste caso, pode-se definir a seqiiéncia

bty = pya(te, yi) (6.11)

em (. Pela definicao de cociclo local, tem-se que

Osy, (Xy(yk)hk) = Xy(yk—l)hk—L (612)

Substituindo-se por subseqiiéncias se necessario, pode-se supor que g, e h; sao ad-
missiveis (Segao 6 de [5] e referéncias ali presentes) e suas imagens principais sao deno-
tadas, respectivamente, por img(gx) e img(hx). Os seus dominios principais sdo denotados,
respectivamente, por domeg(gx) e dome (hg).

O lema seguinte relaciona ime(gx) a Mg, assim como, img(hy) a Mg.

Lema 6.9. Mantendo-se a notagao e as hipotese acima, as sequintes afirmacgoes sao ver-
dadeiras.

(i) Se MY € regressivamente invariante e y € w(z), entdo x,(y) - ime(gr) estd contido
em M.

(17) Sey € w*(A™(x)), para alguma orbita x-regressiva A~ (x), entdo x,(y) - ime(hy) estd
contido em Myg.

Demonstracao. (ii) Sejam t € T e U, € Oy (Eo) tal que
D r(w )oNR = Mg (6.13)

e Vs € Oy(Eg) tais que Vs < %Z/{E. Seja DSV@ (w™) o conjunto de controle minimal de S; y,
em Eg. Pelo Teorema 4.31, tem-se que 7 (]D,?Va(w’)) = X . Logo existe

ﬁ = Xx(x) “Po € ]DSV,; (w_) N Xx(x) ’ dom@(hk)> (614)

j& que x.(z) - domg(hy) é denso na fibra sobre x. Define-se 3y = 3 e 11 = t;,. Além disto,
para k > 1, define-se 741 = Sp4x, €, para k > 0,

Brr1 = XyYktho) * Ptk Po- (6.15)

Entao
(1) &, (Br) = Br-1,
(ii) Bk € ID)S% (w™) e

(i13) Br — v = xy(y) - P, where py € img(hy).
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Claramente
7 € (DR, (w™) Nw*(A™(8))), (6.16)

Pelo Corolério 2.27, tem-se que cl (D, (w™)) C Df) (w™)o e, pela equagdo (6.13), segue
que v € Mg. Logo x,(y) - ime(hy) intercepta Mg. Mas x,(y) - img(hg) é conexo (ver
Proposigao 2.5 de [37]) e contido em R (cf. demonstracdo do Lema 9.1 de [5]). Pela
Proposicao 1.26, x,(y) - ime(hi) C Mg, concluindo a demonstragao.

(1) A demonstragao da primeira afirmagao é andloga a da segunda e pode ser encontrada
no Lema 9.1 de [5]. Ela utiliza a invariancia regressiva de Mg, que é verdadeira para fluxos,
mas nao em geral para semifluxos. ]

No caso em que © = O(0), o tipo parabdlico do semifluxo, tem-se que a imagem
principal imeg(,)(gx) se reduz a um tinico ponto.

Corolério 6.10. Mantendo-se a notag¢io e as hipdleses acima, tem-se que ime(y)(gr) €
ime- (o) (hi) s@o conjuntos unitdrios.

Demonstragao. O conjunto x,(y)™' - (ME) C Fg(s estd contido no conjunto de controle
progressivamente invariante para todo semigrupo induzido em G a partir do ponto x,(y)
pelos semigrupos de sombreamento de 0. Em particular, escolhendo-se um semigrupo de
sombreamento de o tal que seu tipo parabdlico seja igual a ©(o), o conjunto de controle
progressivamente invariante esta contido numa célula aberta de Bruhat. Pelo Lema 6.9, a
imagem principal img(y)(gx) estd contida em x,,(y) - (M§) e, portanto, estd contida numa
célula aberta de Bruhat. Isto implica, pelo Corolédrio 2.6 de [37], que a imagem principal
ime(s)(gr) € um conjunto unitdrio. Pela Proposicao de [39], tem-se também que ©*(o) é
o tipo parabdlico do semigrupo inverso do semigrupo induzido em G a partir do ponto
Xy(y) pelo semigrupo de sombreamento de o de tipo ©(c). Como x,(y) " - (Mg) C Fex (o)
estd contido no conjunto de controle progressivamente invariante deste semigrupo inverso,
um argumento andlogo mostra que a imagem principal imeg« () (hy) também se reduz a um
unico ponto. O

Agora pode-se demonstrar o resultado principal sobre a propriedade estrutural das
componentes minimal e maximal de um semifluxo de endomorfismos em fibrados flag.
Teorema 6.11. Sejam Mg(a) a componente maximal do semifluro induzido por o no

fibrado flag Ee(y) € Mé*(o) a componente minimal do semifluzo induzido por o no fibrado
flag Eg«(r). Se x € X, entdo tem-se as sequintes afirmagoes.

(1) Se Mg(g) ¢ regressivamente invariante e w(x) # &, entdo Mg(a) NEg)e € um
conjunto unitdrio e

(17) Se w*(A™(x)) # @, para alguma drbita z-regressiva A~ (z), entao Mg. ) N Ees (o)
¢ um conjunto unitario.

Demonstracao. (ii) Denota-se A = x,(z)™* -/\/lé*(a) C Fo-(s) € fixa-se po-(r) € A. Tem-se
que existe uma camara de Weyl A% tal que pe+(,) é o repulsor para A™ e A estd contido
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na respectiva célula aberta de Bruhat Be-(,). Escolhe-se entao uma decomposicao polar
G = KATK de G (Segao 1 do Capitulo IX de [15]).

Para todo y € w*(A~(x)), seja a seqiiéncia hy, em G, como definido em (6.11) para
k > kq. Existem uy, v, € K e l, € AT tais que hy, = vl ui. Substituindo-se, se necessario,
hi por uma subseqiiéncia, pode-se supor que existam u,v € K tais que uy — u e vy — v.
Pelo Corolario 6.10, ime«(»)(hy) € unitario. Substituindo-se, se necessdrio, a segao local x,
pela segao local x,u, pode-se supor que up — 1.

Pelo Lema 6.1 de [5], existe k; > ko tal que, se k > ki e p’e*(g) # UPe+(r), €Ntao a
seqiiéncia h,;lp’@*(g) ¢ A C Bo+(,). Contudo, pela equagao (6.12), tem-se que

Tt (X (Uk) - Por (o)) = Xa (%) (P Pl ())- (6.17)

Se k > ki, pela Proposicao 1.6, segue que x,(yx) -p’e*(a) ¢ M(S*(U) e, portanto, a fibra
M., sobre yi se reduz ao ponto X, (y) - (v 'por(0)).

Isto implica que a fibra de Mg, (o) sobre x é também unitaria, pois o, ¢ uma bijecao
entre as fibras (E@*(U))yk e (]E@*(J))z e sua inversa preserva ./\/lé*(a), onde novamente utiliza-
se a Proposicao 1.6.

(1) A primeira afirmacdo é demonstrada de maneira andloga a segunda e pode ser
encontrada no Lema 9.3 de [5]. O

Se as hipéteses dos itens (i) e (ii) do Teorema 6.11, sdo satisfeitas para todo z € X
pode-se definir a segao global x : X — Eg(,), dada por

{x(2)} = M,y N (Beo))e (6.18)

e a secao global x* : X — Eg-«(4), definida por
(X" (@)} = Mg,y N (Eer(0))a- (6.19)

Como os grafico destas aplicagoes sao fechados e as fibras de Eg(,) e de Eg-(,) sdo com-
pactas, segue que estas segoes globais sdo continuas. Equivalentemente (ver [19]) elas
definem aplicagoes continuas f: Q) — Fe() e f*: QQ — Feo-(,), dadas por

fa)=q¢"x(x(q) e f(a)=q" x((q)), (6.20)

que sdo equivariantes, no sentido que f(qg) = g ' f(q) e f*(q9) = g7 f*(q).

Como x(m(q)) € Mg(a) e x*(m(q)) € Mg*(g), para todo ¢ € @, tem-se que f(q) e
f*(q) pertencem, respectivamente, aos conjuntos de controle progressivamente invariante e
regressivamente invariante do semigrupo induzido em G a partir de ¢ por algum semigrupo
de sombreamento de ¢. Isto implica que para todo ¢ € @ o par (f(q), f*(¢)) pertence a
érbita G-adjunta genérica (aberta e densa)

O = {(9pe(0): Pe(r))} C Fo) X For (o), (6.21)
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onde pg(r) =p &1 (O(c)) é um ponto qualquer em Feo(,) e
Pow) =P Dn(O(0)) € For(o), (6.22)

onde p- =m@adn (cf. [5]). Esta drbita pode ser identificada com a drbita G-adjunta
de Ho(r) em g, onde Hg(,) € clat é tal que O(Hg(s)) = O(0). De fato, a intersecao dos
normalizadores em G das subalgebras pg(s) € Po(o) ¢é exatamente o centralizador em G de
H@(a).

Por esta identificacao, pode-se definir a aplicacao continua H : Q) — Ad(G)Hg(s), dada
por

H(q) = g(q)He () ~ (f(q), f*(q)), (6.23)

que ¢é equivariante, devido as equivariangas de f e f*. Equivalentemente (ver [19]) esta
aplicagao define uma secao global continua ¢ : X — O, onde O = Q x¢ Ad(G)He(,), dada
por

((z) =q- H(q), (6.24)

para qualquer g € Q).

No fibrado flag maximal E — X sejam M¥ as componentes transitivas por cadeias,
respectivamente, maximal e minimal. Se M (w) é outra componente transitiva por cadeias,
entao

M(w) = AM(w)) N R(M(w)), (6.25)

onde A(M(w)) e R(M(w)) denotam os dominios, respectivamente, de atracao e repulsao
de M(w).

Como no final da Secao 3.3, ordena-se o sistema simples de raizes canonico ¥ =
{ai1,...,a,} e denota-se por r; a reflexdo com respeito a raiz a;, por E; = E,,) o fi-
brado flag de tipo {«;}, por m; : E — E; a fibracao definida na Segao 4.2 e, finalmente, por
~; a operacao definida por

7i(B) = m; (mi(B)), (6.26)

onde B é um conjunto qualquer em E.
Com essa notagao, pode-se descrever os dominios de atragao e repulsao de M(w). A
demonstracao da préxima proposi¢ao é analoga a da Proposi¢ao 9.9 em [5], devendo-se

apenas substituir no argumento as seqiiéncias indexadas por t,e por redes indexadas por
t,U..

Proposicao 6.12. O dominio de atracao de M(w) € dado por

AM(w)) =i, -+ 71, (M), (6.27)

s

onde w™w = 1y, --1; € uma decomposi¢ao minimal, e dominio de repulsao de M(w) é
dado por
R(M(w)) =75, -+ Yjuu (M), (6.28)

onde w =rj, ---1; € uma decomposi¢ao minimal.
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As componentes conexas dos pontos fixos da acdo adjunta de exp(tH) em Fg, onde
H € Ad(G)Hg(s), sao parametrizadas por W de modo que fixg(H, w) denota a componente
associada a w € W (ver Segao 7 em [5]). Tem-se que

mo(fix(H,w)) = fixe(H, w) (6.29)
uma vez que a aplicagdo mg : F — Fg, definida em (3.44), é equivariante e a agao adjunta
de exp(tH) em Fg ¢é gradiente em relagdo a uma métrica Riemanniana adequada (c.f. [12]).

Teorema 6.13. Sejam as sequintes hipdteses: M™ € regressivamente invariante e, para
cada x € X,

(i) w(z) # 2 e
(11) w*(A~(y)) # &, para alguma orbita x-regressiva A~ (x).

Entao, para cada q € Q, a intersecio da componente Mg(w) com a fibra de Eg sobre w(q)
¢ dada por:
M@(w)ﬂ(q) =q- ﬁX@(H<Q)7 ’LU), (630)

onde H : Q — Ad(G)He() € a aplicacao definida em (6.23).
Demonstracao. Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente mostrar o teorema no caso

do fibrado flag maximal E. De fato, pela Proposicdo 6.7 e pelas equagoes (4.27) e (4.28),
para todos w € W e © C X, tem-se que

Me(W)r(g) = Te(M(w)r(q) = me(q - fix(H(q), w)) = q - fixe(H(q), w). (6.31)
Pelas Proposicao 6.12 e equagao (6.25), segue que
M(w) =5, -7, (MT) Ny, (MT) (6.32)

e, portanto, tem-se que
M(w)ﬂ'(q) = ’Y ,yln (M ( )) m ’7.71 7j7n (M;:'—(q)) (633)

Como ./\/l+q) = ¢ fix(H(q),1) e M,y = q - fix(H(g),w™), o resultado segue do Coroldrio
7.5 em [5]. O

As hipoteses do Teorema sao satisfeitas imediatamente para o caso de fluxos de auto-
morfismos em fibrados flag com base compacta.

Teorema 6.14. Seja g, : Ee — X o fibrado flag de tipo © C ¥ associado a m: Q) — X
tal que X € um espaco compacto Hausdorf. Seja também ¢ um fluzo de automorfismos em
Eeo tal que o semifluzo induzido na base € transitivo por cadeias. Entao, para cada q € Q,
a interse¢ao da componente Mg(w) com a fibra de Eg sobre w(q) € dada por:

M@(U))W(q) =dq- ﬁX@(H((]), w), (6.34)
onde H : Q — Ad(G)He,) € a aplicagdo definida em (6.23).
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Semifluxos Nao-Transitivos por Cadeias na Base

Quando o espaco base X é compacto Hausdorff, é possivel reduzir o caso geral de semifluxos
de endomorfismos em fibrados associados, cujos semifluxos induzidos na base podem nao
ser transitivos por cadeias, ao caso transitivo por cadeias. De fato, pelo Teorema 1.29, cada
componente transitiva por cadeias M x do semifluxo induzido o* ¢ internamente transitiva
por cadeias, isto é, a restricio de o a My é transitiva por cadeias. Portanto, oF deixa
invariante 7' (Mx), para todo t € T, e o seguinte diagrama ¢ comutativo

T x 75 (Mx) —— 75 (My) (6.35)
(idT,TFE)\L \LWE
T x MX MX

X

6.1.2 Exemplos de Semifluxos e Aplicacoes
Semifluxos Lineares

Seja g : E — X o fibrado vetorial de dimensao n associado a um fibrado das bases
7 : BE — X, como definido no final da Secdao 4.2. Um semifluxo 0¥ : T x £ — E de
endomorfismos de F, induzido por ¢ : T x BE — BE, é denominado semifluzo linear
associado a o. De fato, seja W = {(U;, ¥;) }icr um atlas de BE e, para cada t € T, fixam-se
z € U; e trivializagoes locais 1; e 1, onde of* (z) € U;. A expressao de of em coordenadas
locais, com relagao as trivializacoes locais v; e 1; é dada por

(07) (w,v) = (0u(), pis(t, 2)v), (6.36)

para todo v € R", onde p;;(t,z) € GI(R"). Isto mostra que, para cada ¢ € T, of é um
isomorfismo linear entre as fibras E, e E, x,, para todo z € X.

Seja mpr : PE — X o fibrado projetivo de dimensao n associado ao fibrado das bases
7 : BE — X, como definido no final da Secdo 4.2. O semifluxo ¢”? : T x PE — PE
de endomorfismos de PE induzido por ¢ é denominado semifluxo projetivo associado a o.
Tem-se que o seguinte diagrama comuta

T x (B —0)—2" E—0 (6.37)
(idT,P)l \LP
T x PE PE

oPE

onde P : (R" —0) — PR" é a aplicagao definida em (4.48).

Teorema de Selgrade

O grupo estrutural de 7 : BE — X é o GI(R"), cuja élgebra de Lie é gl(R™), a élgebra
de Lie das matrizes n por n munida do comutador como colchete de Lie. Esta algebra é
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redutivel e sua componente semi-simples é a subalgebra sl(R"), das matrizes de trago zero.
Uma involugao de Cartan em sl(R") é o automorfismo 6 : s[(R") — s[(R"™), definido por
A = — AT e o produto interno associado a @ é dado por

(A, B)g = —(A,0B) = tr(AB"). (6.38)
A decomposicao de Cartan associada é
sl(R™) = so(R") @ s, (6.39)

onde s0(R™) é a subdlgebra de s[(R"™), das matrizes anti-simétricas, e s é o subespago das
matrizes simétricas de trago zero. Uma subdlgebra abeliana maximal a em s é dada pelo
subespaco das matrizes diagonais de traco nulo e uma camara de Weyl at C a é dada
pelo conjunto das matrizes diagonais H = diag{ay,...,a,} satisfazendo a; > --- > a,. Se
H € cl(at), entdao a; > -+ > a, e a 6rbita adjunta de H por GI(R™) é o conjunto das
matrizes diagonalizaveis de trago zero com os mesmos auto-valores de H. O conjunto das
rafzes associadas ao par admissivel (0, a) é o conjunto IT dos funcionais lineares o : a — R,
com i # j, definidos por o(diag{ai,...,a,}) = a; — a; e o sistema de raizes simples
determinadas pelo par admissivel (6, a,a™) é

Y={oy=a":i=1...,n—-1} (6.40)
Observa-se que se H = diag{as,...,a,}, entdao O(H) = {o; : a; = a;41}, pois «;(H) =
a; — a1, para i = 1,...,n — 1. Portanto, se © C X, entdao © = ©(H) se, e somente se,
Atlg,
H= - (6.41)
>\s|ds
onde \{ >---> A, e
di = max{j : Qe Q41,5 Qeij € OF, (6.42)
onde ¢; =0 e ¢; =¢;_1 + d;_1. Portanto © determina o conjunto dg = {dy, ..., ds}.

Pelo Teorema 6.14, no caso de base compacta e fluxo de automorfismos, a intersecao
das componentes de Morse com as fibras é dada pelos pontos fixos do tipo w da aplicagao
continua H : Q@ — Ad(G)He(), dada por H(q) = g(q)He(), onde Heg(y ¢ tal que
O(He(s)) = ©(0). No caso do espaco projetivo, os pontos fixos de H(q) sao as projecoes
dos autoespagos associados aos autovalores Ay > .-+ > A, de Hg(ys), 0 que implica no
seguinte resultado classico.

Teorema 6.15 (Selgrade-1975). Seja g : E — X o fibrado vetorial de dimensao n
associado a um fibrado das bases m : BE — X tal que X € um espaco compacto Hausdorf.
Sejam também @¥ : Tx E — E e o’P : T x PE — PE os fluzos, respectivamente,
linear e projetivo induzidos por um fluxo ¢ : T x BE — BE de automorfismos de BE.
Eziste a decomposicao de Morse minimal do fluzo o©% em PE. Além disto, se M é uma
componente de Morse em PE, entio P~'(M)UO0 € um subfibrado vetorial de E.
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Semifluxos Linearizados

Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao n e f : M — M uma submersao
sobrejetiva. O levantamento de f ao conjunto BM das bases de M (Segao 4.2) é a aplicagao
F: BM — BM dada por

F(q) = da(g f o q, (6.43)
onde g € BM en: BM — M é o fibrado das bases de M. Tem-se que o seguinte diagrama
¢ comutativo

BM ——=BM (6.44)
M ; M

e, de fato, F' é um endomorfismo de BM.

Um semifluxo ™ : T x M — M é denominado diferencidvel se o : M — M ¢é
uma submersao sobrejetiva, para todo t € T. O semifluxo linearizado de um semifluzo
diferencidvel o™ é a aplicacao o : T x BM — BM definida por

o(q) = dw(q)atM ogq, (6.45)

ondet € Teqe BM. Tem-se que o é um semifluxo de endomorfismos de BM e o seguinte
diagrama comuta

T x BM—2—~T x BM (6.46)
(idT’ﬂ)l \L(idTvﬂ-)
TxM——y M

Semifluxos Hamiltonianos

Seja M uma variedade simplética de dimensao 2n, onde w é a sua forma simplética. Uma
submersao sobrejetiva f : M — M é denominada simplectomorfismo se (d,f)*w = w, para
todo x € M. Neste caso, o levantamento F' : BM — BM de f deixa invariante o conjunto
SpM das bases simpléticas de M (Segao 4.2) e, portanto, é um endomorfismo do fibrado
simplético mgynr 1 SpM — M de M. De fato, se ¢ € SpM, entao

F<Q>*W - q* © (dw(q)f)*w = Wo, (647)

pois ¢*w = wyp.

Um semifluxo o™ : T x M — M é denominado Hamiltoniano se oM : M — M é um
simplectomorfismo, para todo t € T. Neste caso, seu fluxo linearizado o : T x BM — BM
é tal que o, : BM — BM deixa SpM invariante, para todo ¢t € T. A restricao de o a SpM
¢ denominada semifluzo linearizado simplético de oM.

Se oM : T x M — M ¢é um fluxo Hamiltoniano, ele deixa invariante a seguinte forma
de volume

pH=wA--Auw. (6.48)
—_—

n vezes
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Logo, pelo Teorema de Recorréncia de Poincarré, segue que o™ é transitivo por cadeias.
O resultado resultado seguinte é entao uma conseqiiéncia direta dos Teoremas 6.8 e 6.14.

Teorema 6.16. Sejam M uma variedade simplética compacta e o™ : T x M — M um
semifluro Hamiltoniano. Seja também my, @ ItM — M o fibrado associado fibrado
simplético de M, cuja fibra tipica é o flag isotrépico de indice I = (iy,...,4;) (Secao
4.2). Entao existe a decomposi¢ao de Morse minimal do semifluzo induzido em 1; M pelo
semifluzo linearizado simplético de o™ . Esta decomposicdo de Morse estd em bijecdo com
o quociente duplo W (c)\W/We. Além disto, se oM : T x M — M ¢é um fluro Hamiltoni-
ano, a intersecao das componentes de Morse minimais com as fibras é uma subvariedade
algébrica do flag isotrépico de indice I.

Semifluxos de Isometrias e Holomorfos

De maneira andloga ao caso simplético, se M é uma variedade semi-Riemanniana de tipo
(a,b) e M : T x M — M é um fluxo de isometrias associado a um campo de Killing,
pode-se definir fluxo linearizado isométrico de ¢, que é um fluxo de automorfismos do
fibrado semi-Riemanniano de tipo (a,b) de M. No caso Lorentziano, quandoa = 1e b = n,
pode-se induzir o fluxo linearizado isométrico no fibrado 7y, : LuM — M associado ao
fibrado Lorentziano de M e cuja fibra tipica é o flag Lu(R™"!) dos subespagos de tipo luz
em R™! (Segao 4.2). Tais fluxos induzidos fornecem informagoes sobre a dindmica dos
raios de luz no contexto da relatividade geral.

De modo similar, pode-se aplicar os resultados aqui apresentados para se estudar os
fluxos linearizados de fluxos de aplicagdes holomorfas numa variedade complexa.

Limites Quasi-Projetivos

Sejam g uma algebra de Lie semi-simples real e nao-compacta e G um grupo de Lie conexo
com &lgebra de Lie g e centro finito. Se (g,) é uma seqiiéncia arbitraria em G, ela pode
nao possuir qualquer subseqiiéncia convergente, uma vez que G nao é um espaco compacto.
Considerando-se os elementos de (g, ) como difeomorfismos do flag Fg de tipo O, definindo-
se g, : Fo — Fg por g,(pe) = gnPe, esta seqiiéncia possui subseqiiéncia convergente na
topologia da convergéncia pontual, uma vez que Fg é um espaco compacto. Um limite
quasi-projetivo de (g,) associado ao flag Fg de tipo © é o limite de alguma subseqiiéncia
convergente de (g,,) na topologia da convergéncia pontual.

Uma abordagem dinamica destes limites quasi-projetivos é dada da seguinte maneira.
Seja v C g uma vizinhanca conexa e compacta da identidade tal que a exp : g — G é um
difeomorfismo entre v e V' = exp(v). Define-se

B,={H:Z — v} Cly(Z,g) (6.49)

onde l(Z,g9) = (I1(Z,g))" é o conjunto das seqiiéncias duplas e limitadas munido da
topologia fraca™.

Lema 6.17. O conjunto By € compacto e metrizdvel na topologia fraca™.
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Demonstracao. A demonstragao é andloga a do Lema 4.2.1 de [7]. ]

Pode-se definir um fluxo em B, dado pela aplicacao ¢ : T x By — By, onde
p(i, H)(j) = H(i + j) (6.50)

para todos 7,7 € Z.

Lema 6.18. A aplicacao ¢ é um fluzo transitivo por cadeias em By.

Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do Lema 4.2.4 e da Proposicao 4.2.7 de
[7]. ]

Definindo-se a aplicacao f : By — G por f(H) = exp(H(1)), tem-se que f é uma
aplicacao continua, uma vez que é composicao de aplicagoes continuas. Analogamente ao
apresentado no inicio da Secao 5.1, o cociclo de By em G gerado por f e associado a ¢ é
dado por

floiza(H))--- f(H), i>0
p(i, H) = floi(H)) " - floa(H)™h, <0, (6.51)
1a ZZO

onde i € Z e H € B,.

Cada H € By induz uma seqiiéncia (h,) em G dada por h,, = p(n, H). Por outro lado,
dada uma seqiiéncia (g,) em G, existe H € B, tal que g, = p(in, H), para algum 4,, > 0. De
fato, como G é um grupo de Lie conexo, todo elemento seu pode ser escrito como produto
de elementos de uma vizinhanca pre-fixada da identidade. Portanto

g1 = hiyhiy—1 -+ hoha, (6.52)

onde h; € V = exp(v), para cada 1 < j < ¢;. Procedendo-se indutivamente, existe i,+1 > 0
tal que

in+1

gnergn' = [ M (6.53)

J=in+1
onde h; € V, para cada i, < j < in41. Definindo-se H : Z — v por H(j) = log(h;) se
j>0e H(j)=0sej <0, tem-se que

g0 = [Ty = TL(es-a(H) = plin. H) (6:54)

Tem-se entao que o estudo dos limites quasi-projetivos de seqiiéncias em G é reduzido ao
estudo do comportamento assintético do cociclo p. De fato, este estudo é realizado através
da andlise do comportamento assintético do fluxo ®® de produto cruzado associado a p,
definido no fibrado flag By x Fg e dado por

P (H,po) = (pi(H), ps(H)po), (6.55)
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onde H € By e pg € Fg. Este é¢ um fluxo de automorfismos de By x Fg induzido pelo fluxo
® de produto cruzado associado a p, definido no fibrado principal By x G por

(I)i(Ha g) = (@i(H)api<H)g)a (6-56)

onde H € Byeged.

Os resultado desenvolvidos nesta tese podem, portanto, ser aplicados ao estudo dos
limites quasi-projetivos de seqiiéncias em G. Em particular, para cada pg € Fg, 0s possiveis
limites de subseqiiéncias da seqiiéncia (g,pe) pertencem ao conjunto omega limite do fluxo
®®, que por sua vez estd contido em alguma componente da decomposicao de Morse
minimal de ®°©.



Apeéendice A
Teoria de Lie Semi-Simples Real

Um espaco vetorial real g munido de um produto bilinear anti-simétrico [-,-] : g x g — g
satisfazendo a identidade de Jacobi

[X’ [Y>ZH+[K [Z7X]]+[Zv [XvYH:O’ (Al)

para todos X,Y,Z € g, é denominada uma dlgebra de Lie real. A representacao adjunta
da dlgebra, ad : g — gl(g), é definida por ad(X)Y = [X,Y], onde X, Y € ge gl(g) é a
algebra de Lie das transformacoes lineares de g tendo como colchete de Lie o comutador.
Pela identidade Jacobi, cada elemento ad(X) da imagem da representagao adjunta é uma
derivagao de g, ou seja, para todos Y, Z € g

ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [V, ad(X) Z]. (A.2)

A imagem da representacao adjunta é uma subalgebra da dlgebra das derivacoes de g e é
denominada dlgebra das derivagoes internas de g.

Um automorfismo da dlgebra é uma tranformagao linear invertivel ¢ tal que ¢[X,Y] =
(X, ¢Y], ou equivalentemente ad(X)¢Y = ¢ad(¢ ' X)Y, para todo X,Y € g. O con-
junto dos automorfismos da algebra Aut(g) é um subgrupo fechado do grupo linear geral
GL(g), das transformagdes lineares inversiveis de g. Se ¢ é um automorfismo e g* é o
dual da 4lgebra g, a adjunta ¢* : g* — g* ¢ definida como ¢*a = a0 ¢!, onde o € g*.
Como a exponencial de uma derivagao da algebra é um automorfismo da dlgebra (Pagina
126, Capitulo II, Pardgrafo 5 de [15]), o subgrupo Int(g) gerado pelas exponenciais das
derivagoes internas é denominado de automorfismos internos da dlgebra.

Se h é uma subdlgebra de g, a imagem ad(f) de h pela representacao adjunta de g é
uma subalgebra da subdlgebra das derivacoes internas de g e é denominada subdlgebra das
derivagoes internas de b em g. O subgrupo Int(h) gerado pelas exponenciais das derivagoes
internas de h em g é denominado de automorfismos internos de b em g.

A forma de Cartan-Killing é definida como a forma bilinear simétrica dada pela seguinte
expressao

(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)). (A.3)

117
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Uma élgebra de Lie real g é semi-simples quando seu radical solivel t(g) é nulo, o
que é equivalente a sua forma de Cartan-Killing ser nao-degenerada (c.f. Teorema 3.9 de
[38]). Neste caso, sua representacao adjunta é injetora, ou seja, seu ntcleo é trivial, o
que é equivalente ao centro 3(g) da dlgebra ser trivial (Corolario 6.2, Pagina 132, Capitulo
IT de [15]). Outro fato relevante é que toda derivacao é de fato uma derivagao interna
(Proposicao 6.4, Pagina 132, Capitulo II de [15]), o que implica que, neste caso, Int(g) ¢ a
componente da identidade de Aut(g) e, portanto, um subgrupo fechado. A partir de agora
e até o final deste capitulo, supoe-se que g é uma algebra de Lie real semi-simples.

A.1 Decomposicoes de Cartan e de Iwasawa

Um automorfismo de g é uma involu¢ao quando a sua composicao consigo mesmo € a
identidade. Dado uma involucao 6 de g, a forma bilinear ndo-degenerada associada a 6 é
definida por

(X,Y)g = —(X,0Y), (A.4)

para todo X,Y € g, o subespaco compacto associado a 6 é dado por

t={Xeg:0X =X} (A.5)
e subespaco simétrico associado a 0 é dado por

s={Y eg:0Y =-Y}. (A.6)

Tem-se que a projecao k : g — € sobre £ paralela a s é definida por

1
K(X) = §(X +0X) (A.7)
e a projegao o : g — & sobre s paralela a £ é definida por
1
o(X)= §(X —0X), (A.8)

pois claramente £Ns = @ e kK + 0 = id, o que implica que g ¢é soma direta de £ mais s,
denominada de decomposicao de g associada a 6. Pelas definicoes de € e de s, tem-se que

[t ¢ Ce [ts]Cs e [s,8 CE, (A.9)
o que implica que £ é uma subdlgebra, o que nao ocorre com s. Entretanto, a segunda
relacao acima mostra que £ nao é de fato um ideal de g.
Lema A.1. Se ¥ é um automorfismo interno de € em g, entao Y& = € e s = s e,

equivalentemente, YO~ = 0.

Demonstracdo. Se 1) é um automorfismo interno de € em g, entdo 1) = ¢*4X) para algum
X € t. Pelas relagoes (A.9), tem-se que ¥& C e s C 5. O resultado segue por argumento
de dimensao, ja que ¢ é um isomorfismo em g. ]
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Uma involucao # da &lgebra é denominada uma involucao de Cartan se a sua forma
bilinear associada é de fato um produto interno em g. Neste caso, a decomposicao g = €@s
é denominada de decomposi¢ao de Cartan de g associada a 6.

Teorema A.2. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. FEntdo existe uma unica
involucao de Cartan 6 a menos de conjugacdo por automorfismo interno.

Demonstracao. Teorema 6.3, Pagina 181, e Teorema 7.2, Pagina 183, Capitulo III de
[15]. ]

Se ¢ é um automorfismo de g, entao
(90X, 0Y) = (X,Y), (A.10)

para todo X,Y € g (c.f. Teorema 3.6 de [38]). Definindo-se § = ¢!, tem-se que 0 ¢
uma involucao de Cartan, ja que

(6X,0Y )5 = (X,Y). (A.11)

Logo, se g = £ ® 5 é a decomposicao de Cartan associada & 6, entdo € = ¢t e § = ¢s e
portanto o Teorema A.2 implica no seguinte.

Teorema A.3. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entdo existe uma unica
decomposi¢cao de Cartan de g a menos de conjugacao por automorfismo interno. Além
disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra e g = €PBs € a decomposi¢ao de Cartan associada
a involugao de Cartan 6, entao g = ¢t @ ¢s é a decomposicio de Cartan associada a
involucdo de Cartan pOp=".

Para que 0 seja uma involucao de Cartan é equivalente que a forma de Cartan-Killing
seja negativa semi-definida, quando restrita a £, e positiva semi-definida, quando restrita a
5. De fato, isto é conseqiiéncia da seguinte proposicao.

Proposicao A.4. Se X € t eY € s, entdo ad(X) ¢ anti-simétrica e ad(Y) € simétrica
em relagdo a (-,-)g. Além disso, € e s sao ortogonais tanto em rela¢ao a (-,+)g quanto em
relacao a forma de Cartan-Killing.

Demonstracao. Sejam Z,7Z' € g. Pela definicdo (ad(X)Z,2")y = —(ad(X)Z,07').
Pela Proposigao 3.6 de [38], tem-se que (ad(X)Z,Z')y = —(Z,ad(X)0Z’). Mas,
como ad(X)0Z" = fad(X)Z', pois 6 é automorfismo involutivo e X € £, segue que
(ad(X)Z, 2" = —(Z,ad(X)Z')g, 0 que implica que ad(X) é anti-simétrica em relagdo
a (-, -)p. Analogamente tem-se que ad(Y") é simétrica em relagado a (-, ), se Y € 5. Como 6
¢ automorfismo, (X,Y) = (0X,0Y) = —(X,Y), o que implica que (X,Y) = 0. De maneira
andloga obtem-se o mesmo em relagao a (-, -)p. ]

A préxima proposicao mostra que se fh é uma subalgebra semi-simples invariante por
f, entao a restricao de # a h é uma involugao de Cartan de h. Para isto é necessario o
seguinte resultado de Algebra Linear.
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Lema A.5. Seja V um espago vetorial real com produto interno (-,-). Se uma trans-
formagdo linear T :'V — V € simétrica (anti-siméltrica) em relagio a (-,-), entdo T? ¢é
positiva (negativa) semi-definida.

Demonstracao. Em ambos os casos T2 é simétrica e, portanto, diagonalizével, pelo Teorema
Espectral. Sejam a € R auto-valor de 7% e v € V um auto-vetor unitdrio associado. Se T
é simétrica, tem-se que

a=a{v,v) = (v,T*(v)) = (T'(v),T(v)) =0 (A.12)

e se T' é anti-simétrica, tem-se que
a = a{v,v) = (v,T*(v)) = —(T(v),T(v)) <0, (A.13)
concluindo-se a demonstragao do lema. O

Proposicao A.6. Sejam 6 uma involugcao de Cartan de g e h uma subdlgebra semi-simples
invariante por 8, isto €, tal que 8 =Y. Entdo a restri¢do Oy = 0|y : h — b € uma involugao
de Cartan de §.

Demonstracao. Seja b = & @ s, a decomposicao de g associada a . Pelo comentério
que precede a Proposi¢c ao A.4, basta mostrar que a forma de Cartan-Killing de § seja
negativa semi-definida, quando restrita a £, e positiva semi-definida, quando restrita a sy.
Se X € &, tem-se que X € £Nbh. Pela Proposi¢ ao A.4, segue que adg(X) : g — g é
anti-simétrica em relagdo ao produto interno associado a #. Pelo Lema A.5, tem-se que
adg(X)? é negativa semi-definida. Como b é subdlgebra e X € b, segue que

ady (X)? = ady (X7, (A.14)
mostrando que ady(X)? é negativa semi-definida. Portanto
(X, X)p = tr(ady(X)?) <0, (A.15)

o que implica que a forma de Cartan-Killing de b restrita a £, ¢ negativa semi-definida. De
maneira analoga, mostra-se que a forma de Cartan-Killing de b é positiva semi-definida,
quando restrita a s, concluindo-se a demonstracao. O

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie semi-simples real g. A representacao
I : G — Int(G) do grupo nos seus automorfismos internos Int(G) é definida por I(g)(h) =
ghg™. Tem-se que o seguinte diagrama é comutativo (c.f. Equagao (3), Pdgina 127,
Pardgrafo 5, Capitulo II de [15])

dll(g) (A 16)
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A representacao adjunta do grupo, Ad : G — GI(g), é definida por Ad(¢g)X = d;1(g9)X,
onde g € G, X € ge 1 é aidentidade em G. Pelo diagrama anterior,

gexp(X)g~" = I(g)(exp(X)) = exp(Ad(g)X). (A.17)

A representacdo Ad é um homomorfismo analitico, o seu nicleo é o centro Z(G) do
grupo e a aplicagao induzida no quociente é um isomorfismo analitico entre G/Z(G) e
o grupo adjunto Ad(G) (Corolédrio 5.2, Pagina 129, Capitulo II de [15]). No caso semi-
simples, o centro de G é um grupo discreto, pois sua dlgebra de Lie é o centro 3(g) da
algebra, que ¢é trivial. O seguinte diagrama também é comutativo

g— 12 . ig) (A.18)

G ——7— Gla)

A diferencial da representagao adjunta do grupo na identidade é na verdade a repre-
sentacao adjunta de sua dlgebra, ou seja, d;AdX = ad(X) = [X, ] (c.f. Equagoes (4) e
(5), Pagina 128, Pardgrafo 5, Capitulo IT de [15]). A comutatividade do diagrama acima
pode entao ser expressa pela seguinte igualdade

Ad(exp(X)) = %), (A.19)

No caso conexo, o grupo adjunto é exatamente o subrgupo dos automorfismos internos
da algebra Int(g) e, quando a &lgebra é semi-simples, é portanto um subgrupo fechado de
GL(g). Definindo-se K como o subgrupo de Lie conexo gerado por exp(), tem-se que o
sua imagem pela representacao adjunta é um subgrupo compacto.

Proposicao A.7. Ad(K) é um subgrupo compacto de GL(g) de transformagdes lineares
(-, -)g-ortogonais.

Demonstracio. Pela equacdo (A.19), tem-se que Ad(K) é o subgrupo gerado por ed(®).

Definindo-se
Op={T €GL(g) : (TX, TY )y = (X,Y)y,VX,Y € g} (A.20)

tem-se que Oy é um subgrupo compacto de GL(g) e, pela Proposicao A.4, Ad(K) C
Oy. Basta entdao mostrar que Ad(K) é um subgrupo fechado em GL(g). Definindo-se
© : GL(g) — GL(g), por ©(T) = 60760, tem-se que dO; : gl(g) — g¢gl(g), dada por
dO,(D) = 0D0, ¢ tal que dO;(ad(X)) = fad(X)f = ad(6(X)). Como ad ¢ injetora, ad(¥)
é a intersegao do conjunto dos pontos fixos de d®; com ad(g). O conjunto dos pontos fixos
de © é um subgrupo fechado cuja algebra de Lie é o conjunto dos pontos fixos de dO;.
Logo Ad(K) é a componente conexa da intersegao do subgrupo dos pontos fixos de © com
Ad(G) e portanto é um subgrupo fechado. O

Corolario A.8. O grupo K € compacto se, e somente se, o centro de G € finito.
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Demonstracao. O centro de G estd contido no subgrupo K (Teorema 1.1, Pégina 252,
Capitulo VI de [15]). Portanto o isomorfismo analitico induzido por Ad no quociente
G/Z(G) induz um isomorfismo entre K/Z(G) e o grupo compacto Ad(K). Logo se o
centro de G for finito, K é compacto. Por outro lado, como G é semi-simples, Z(G) é
discreto e, portanto, é finito, quando K for compacto. [

Se H e L sao um subgrupo do grupo de Lie G, o normalizador Np(H) de H em L é
definido por
Ny(H)={le L:I(I)(H)=IHI"'=H} (A.21)

e o centralizador Z(H) de H em L por

Se b é uma subdlgebra da algebra de Lie g, o normalizador Ny (h) de b em L é definido
por

Ni(h) = {l € L Ad(1)h = b} (A.23)

e o centralizador Z(h) de h em L por
Zi(h) ={l e L:Ad(l)], =idy}. (A.24)

Por outro lado, se [ é uma subdlgebra de Lie de g, entdo o normalizador n(h) de b em
[ é definido por
n(h) ={X el:ad(X)h C b} (A.25)

e o centralizador 3(h) de b em [ por
3u(b) = {X € [ ad(X)], = 0}. (4.26)

Se X € g, o normalizador de X em [ é, por definicao, o normalizador da algebra
abeliana gerada por X em [. Da masma forma, o centralizador de X em [ é o centralizador
da algebra abeliana gerada por X em [. Denotando-se o centralizador de h em g por 3(h),

tem-se que 3(h) = 5(b) N1

Proposicao A.9. Sel € a dlgebra de Lie de L, entao as dlgebras de Lie de Ni(h) e de
Z1(h) sao respectivamente n(h) e 3:(h). Se H € um subgrupo de Lie conexo com dlgebra

de Lie by, entao N,(H) = Np(h) e Zr(H) = Z1(h).
Demonstragao. A demonstragao é conseqiiéncia direta das equagoes (A.17) e (A.19). O

Um subespago h C g é estavel por uma tranformagao linear T': g — g se T'(h) C h. Se
h é estével pela involugao de Cartan, h pode ser escrito como soma direta de k(h) = h N ¢
eo(h) =bhNs, onde k e 0 sdo as projegdes definidas pelas Equagoes (A.7) e (A.8), pois
k(h) Cheoa(h) Ch
Proposicao A.10. Ezxiste a uma subdlgebra abeliana mazimal contida em s. Além disso,
3(a) =m @ a, soma direta (-,-)g-ortogonal, onde a € o centralizador de a em s e m denota
o centralizador de a em €.
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Demonstracao. Se a é uma algebra abeliana de s com dimensao maxima, entao a é maximal
em s. Além disso, o centralizador 3(a) de a em g é estével por 6, pois [0.X,Y] = 0[X,0Y] =
—0[X,Y]=0,se X € 3(a) e Y € a Cs. Portanto 3(a) = (3(a)N€) ® (3(a) Ns). Claramente
3(a) Ns = a, pois a C 3(a) Ns e a é¢ maximal abeliana em s. Pela Proposigao A.4, a
decomposicao 3(a) = m @ a é uma soma direta ortogonal em relacao a (-, -)g. O

Teorema A.11. Seja g = ¢ ® s uma decomposicao de Cartan da dlgebra de Lie semi-
simples real g. FEntao existe uma unica subdlgebra abeliana maximal a C s menos de
conjugacao por automorfismo interno de € em g. Além disso, se ¢ € um automorfismo da
algebra e m € o centralizador de a em ¥, entao ¢a é uma subdlgebra abeliana maximal de
¢s e pm € o centralizador de ¢pa em ¢F.

Demonstracao. A existéncia é decorréncia da Proposicao A.10 e a unicidade decorre do
Teorema A.38. Sejam a uma subdlgebra abeliana maximal em s e ¢ um automorfismo da
algebra. Seja h uma subdlgebra abeliana em ¢s tal que ¢a C h. Como ¢ é automorfismo,
¢~ 'h é abeliana em s tal que a C ¢~ 'h. A maximalidade de a implica que ¢~'h = a e
portanto que h = ¢a, o que mostra a maximalidade de ¢a. Se X € m, entao [¢pH, pX]| =
¢[H, X] = 0, para todo H € a, o que mostra que ¢m estd contida no centralizador de ¢a
em ¢t. A outra inclusao é obtida de maneira similar. O

Sejam g uma algebra de Lie semi-simples real, g = £ ® s uma decomposicao de Cartan
associada a involucao de Cartan 6 e a C s uma subdlgebra abeliana maximal. Entao (6, a)
é denominado um par admissivel de g. Pelo Teorema B.49, a &lgebra g pode ser escrita
como a soma direta (-, -)p-ortogonal

g=mBaDd Y ga. (A.27)

acll

denominada decomposi¢ao em espago de raizes associadas ao par (0,a), onde o conjunto
IT é denominado conjunto das raizes do par (0,a), os funcionais lineares o : a — R sao
conhecidos como raizes e cada subespago g, ¢ denominado espaco associado a raiz o, tais
que, se H €ae X € g,, entao

ad(H)X = a(H)X. (A.28)

Teorema A.12. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entdo existe uma tunica
decomposicao em espago de raizes a menos de conjugacao por automorfismo interno da
dlgebra g. Além disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra g eg=mO a DY 0a € a
decomposi¢ao em espago de raizes associadas ao par (0,a), entdo

g=om®dad Y  dga, (A.29)

a€ll

¢ a decomposicdo em espaco de raizes associadas ao par (P01, ¢a). O conjunto das raizes
desta decomposicao ¢
o'l ={¢*a:a €ll} (A.30)
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onde ¢*a = o (¢ly) ! e
Pga = Ggra- (A.31)

Demonstracao. Pelo Teorema A.3, g = ¢t & ¢s é a decomposicao de Cartan associada a
involucao de Cartan ¢f¢~! e, pelo Teorema A.11, ¢a é uma subdlgebra abeliana maximal
de ¢s e pm é o centralizador de ¢a em ¢t. Pela Equagao (A.11), a decomposicao (A.40) é
uma soma direta (-, -)gp,-1-ortogonal. Além disso, se H € a e X € g,, entao

ad(¢H)oX = gad(H)X = ¢a(H)X = a(¢ '0H)6X = ¢"a(pH)X (A.32)
e portanto ¢g, C g4 Aplicando-se este resultador com ¢~* no lugar de ¢, obtém-se que

¢ g0 C 961 67a = Do (A.33)

o que implica na igualdade. A existéncia de uma decomposicao em espaco de raizes é
garantida pelos Teoremas A.11 e B.49. Para mostrarmos a unicidade sejam dados dois
pares (0,a) e (6,a). Pelo Teorema A.3, existe um automorfismo interno ¢ da algebra g
talque o' = f. Pelo Teorema A.11, existe um automorfismo interno v da élgebra ¢ tal
que Ypa = @. Pelo Lema A.1, tem-se 10" = 6 e portanto ¢ = 1y é o automorfismo
interno que leva o par (6, a) no par (9,a). O

Corolario A.13. Se ) um automorfismo interno de € em g tal que Ya = a, entao Y*II =
I1.

Demonstracao. Pelo Lema A.1, como @ é um automorfismo interno de ¢ em g, entao

WOt = 0, 0

As camaras de Weyl associadas ao par admissivel (0, a) sao definidas como as compo-
nentes conexas do conjunto {H € a: a(H) # 0,Va € I1}. Escolhendo-se uma das camaras
como a cdmara positiva a*, pode-se definir o conjunto das raizes positivas associado a a*
como II"™ = {a € I : s+ > 0} e definir

n= Z g € n = Z [ (A.34)

a€llt acllt
Lema A.14. Se 8 € a involugao de Cartan, entao 0g, = g_o e In =n".

Demonstra¢ao. Como 0], = —id, tem-se que 0* = —id e o lema segue do Teorema A.12. [

Proposicao A.15. Sejam (0,a) um par admissivel de g e ¢ um automorfismo de g. As
camaras de Weyl associadas ao par (p0¢p~1, pa) sdo a imagem por ¢|, das camaras de Weyl
associadas ao par (0,a). Além disso, se IIT € o conjunto das raizes positivas associada a
camara at em a, entdo ¢*IIT € o conjunto das raizes positivas associada a camara ¢a’ em

oa.
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Demonstragdo. As camaras de Weyl associadas ao par (¢pf¢~!, ¢a) sdo a imagem por ¢ das
camaras de Weyl associadas ao par (6, a), ja que

{¢H € ¢a: ¢p*a(pH) # 0,Va € II} = ¢{H € a: o(H) # 0,Va € 11}, (A.35)

pois ¢*a(pH) = a(H). Se II" = {a € TI : al;+ > 0} é o conjunto das raizes positivas
associada a camara a® em a, entdo ¢*IIT é o conjunto das raizes positivas associada a
camara ¢a’ em ¢a, pois

O'TI = {¢*a € ¢"T1: afgr > 0} = {p*a € ¢*TT : ¢*a|gqr > 0}, (A.36)
O

Corolario A.16. Se ¢ um automorfismo interno de ¥ em g tal que Ya = a, entdo |,
permuta as camaras de Weyl associadas ao par (6, a).

Proposicao A.17. As restricoes das projecoes Kk e o a subdlgebra n sao injetoras e,
portanto, isomorfismos sobre suas imagens. Além disso, tem-se as sequintes decomposi¢oes
em somas (-, -)g-ortogonais ¢ = m @ k(n) e s = ad o(n).

Demonstracao. Pelo Lema A.14 e pela Equacao A.27, se X € n, entao 20(X) = X —0X €
n@®n~. Portanto se o(X) = 0, entdo X = 0, o que mostra que a restri¢do da projegao o a
subdlgebra n ¢é injetora.

Para se mostrar que s = a @ o(n), utiliza-se a decomposicao em espago de raizes
g=mPadndn . Sejam X € selL eém H € a, Y €neZ € n tais que
X=L+H~+Y+ Z. Como

L+H+Y+Z=X=-0X=-L+H—-0Y —0Z, (A.37)

tem-se que L = 0 e, pelo Lema A.14, segue que Z = —0Y. Portanto X = H +Y — 0Y €
a @ o(n), mostrando que s C a® o(n). Uma vez que a a e o(n) estdo contidos em s,
obtem-se a igualdade.

A injetividade da projegdo x e a decomposicao & = m @ k(n) seguem de maneira
analoga. ]

Um terno (0, a, at) é denominado terno admissivel de g, se (6, a) é um par admissivel
de g e a® é uma camara de Weyl associada a (6,a). Como mostram as relagoes (A.9),
uma propriedade inconveniente da decomposicao de Cartan de uma &algebra semi-simples
é que suas duas componentes nao sao ambas subdalgebras. A seguinte decomposicao nao
apresenta este inconveniente.

Teorema A.18. Seja (0, a,a") um terno admissivel de g. Entdo
g=tdadn, (A.38)

onde n é uma subdlgebra nilpotente e a & n é uma subdlgebra solivel.
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Demonstracao. Pelas Equagoes A.27 e A.34 e como m C €, tem-seque g=¢+a+n+n".
Se X € n™, pelo Lema A.14, tem-se que

X =X+0X—0X=2k(X)—0X €t+n, (A.39)

o que mostra que g = £+ a + n. Pela Proposicao A.17, a dimensao de a + n é igual a
dimensao de s, o que, pela decomposi¢ao de Cartan, implica que g =€ @ a @ n. O

A decomposicao g = €D a ® n é denominada decomposicio de Iwasawa da dlgebra
assoiada ao terno (0,a,a’t).

Teorema A.19. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entdo existe uma tunica
decomposicao de Iwasawa de g a menos de conjugacao por automorfismo interno. Além
disso, se ¢ € um automorfismo da dlgebra e g = € B ad n é a decomposicao de Iwasawa
associada a (0,a,a%), entdo g = ¢t & pa ® ¢n € a decomposi¢ao de Iwasawa associada a

(60971, ¢a, da™).

Demonstracao. Pelo Teorema A.3, g = ¢t & ¢s é a decomposicao de Cartan associada a
involucao de Cartan ¢pf¢p~! e, pelo Teorema A.12,

g=¢mead >  gg, (A.40)
BeP*II

é a decomposigao em espago de raizes associadas ao par (¢p0¢~!, ¢a). Pela Proposicao
A.15, as camaras de Weyl associadas ao par (¢pf¢ !, ¢a) sdo a imagem por ¢ das camaras
de Weyl associadas ao par (#,a). Também pela Proposicao A.15, se II* é o conjunto das
raizes positivas associada a camara at em a, entdo ¢*IIT é o conjunto das raizes positivas
associada a camara ¢at em ¢a. Pelo Teorema A.12,

on = Z Bpra = Z 93, (A.41)

a€ellt BEH*IIT

o que mostra que g = ¢tHpad¢n ¢ a decomposigao de [wasawa assoiada a (¢pp 1, pa, pa™).

Sejam dados dois ternos (0, a,a*) e (f,a,a"). Pelo Teorema A.12, existe um automor-
fismo interno ¢ de g que leva o par (#, a) no (6,@). Pelos Teorema B.63 e Proposicao B.60,
existe um automorfismo interno v da subélgebra € = ¢t que leva a camara @at na camara
@' e que normaliza @ = pa. Portanto o automorfismo interno ¢ = ¢y leva o terno (6, a, a*)
no terno (#,a,a't). O

A.1.1 Decomposicao de Iwasawa Global

Sejam (0, a, a™) um terno admissivel de g e G um grupo de Lie conexo cuja dlgebra de Lie
¢ g. Define-se que K, A e N os subgrupos conexos gerados, respectivamente, por €, a e n.

Teorema A.20. A aplicagio (k,h,n) — khn € KAN, ondek € K, h€ Aené€ N, ¢
um difeomorfismo entre K Xx Ax N e G. Além disto, o produto AN €é um subgrupo fechado
de G e a exponencial € um difeomorfismo entre a e A e, também, entren e N.
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Demonstracao. Segao 5 do Capitulo VI de [15]. ]
Do Teorema A.20, compondo-se com a inversa, tem-se que as aplicagoes
(1) (k,h,n)— nhk € NAK,
(17) (k,h,n)— knhe KNAe
(17i) (k,h,n)— hnk € ANK,

onde k € K,a € Aen &€ N, sao também difeomorfismos entre K x A x N e G.

A.2 Subgrupos e Subalgebras

A.2.1 Algebras Simples, Semi-simples e Redutiveis

Uma algebra de Lie g é simples se sua dimensao é maior que 1 e os tnicos ideais sao os
triviais 0 e g. Pelas defini¢oes, uma &algebra simples é uma algebra semi-simples. Um ideal
¢ simples se é uma algebra simples e semi-simples se é uma algebra semi-simples.

Teorema A.21. Uma dlgebra de Lie g € semi-simples se, e somente se,
g=01 D Do, (A.42)
soma direta de ideais simples.

Demonstragao. Se g = g1 & --- & g, ¢ soma direta de ideais simples, entao a forma de
Cartan-Killing (-, -); de g; é a restrigao da forma de Cartan-Killig (-,-) de g. Se X € g é tal
que (X,Y) = 0, para todo Y € g, entao (X;,Y;); = 0, para todo Y; € g;, onde X; denota
a componente de X em g;. Como cada g; é semi-simples, entao (-,-); é ndo-degenerada,
o que implica que X = 0, pois X; = 0, para todo ¢ € {1,--- ,n}. Isto mostra que g é
semi-simples. A reciproca segue do Teorema 3.11 de [38]. [

Uma algebra de Lie g é fedutivel se

g=23(g) g9, (A.43)

soma direta de ideais, onde [g, g] ¢ uma &dlgebra semi-simples.

Teorema A.22. Uma dlgebra de Lie g € redutivel se, e somente se, sua representacdo
adjunta ad : g — gl(g) € completamente redutivel.

Demonstracio. Se g é fedutivel, entio g = 3(g) @ [g, g], soma direta de ideais, onde [g, g]

é uma algebra semi-simples. Pelo Teorema A.21, [g,g] = h1 @ -+ @ bg, soma de ideais
simples. Um subespago em h; invariante por ad : g — gl(g) é um ideal de h;, o que
mostra b; é irredutivel por ad, para todo i € {1,--- ,k}. Além disso, 3(g) = a1 D --- D ay,

soma de ideais abelianos unidimensionais, o que mostra que a representacao adjunta é
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completamente redutivel. Reciprocamente, se ad : g — gl(g) é completamente redutivel,
entao
g=01D Do, (A.44)

soma direta de invariantes e irredutiveis por ad. Paratodoi,j € {1,---,n},sei # j, entdo
9, 8;] C giNg; =0, o que mostra que se h C g; é um ideal de g;, entdo b é invariante por
ad e, portanto, é igual a 0 ou g;. Se g’ é a soma direta dos g; com dimensao maior que 1,
entao g’ é soma direta de ideais simples e, portanto, um ideal semi-simples. O centralizador
3(g) de g é a soma direta dos g; ideais abelianos unidimensionais e, portanto, g = 3(g) © ¢,
o que mostra que g’ = [g, g] e conclui a demonstragao do teorema. O

A.2.2 Subalgebras e Subgrupos Semi-simples

Sejam (0,a,a™) um terno admissivel da dlgebra de Lie semi-simples real g, IT o conjunto
das raizes associado ao par (6, a) e I o conjunto das raizes positivas associado a a*. Para
cada raiz « € II, define-se o seu representante em a como sendo H, € a tal que

(Hy,H)g = a(H), (A.45)

para todo H € a. A reflexdo r, : a — a, (-, -)g-ortogonal em relacao a H,, é definida, para
todo H € a, pela seguinte expressao

a(H)
a(H,)

ro(H)=H —2 H,. (A.46)

As Proposigoes B.53 e B.59 e o Corolédrio B.57 mostram que I, = {H, € a: a € II} é
de fato um sitema de raizes (c.f. Capitulo 9 de [38]):

1) II, é finito, gera a e ndo contém 0.
2) Para todo H, € I1,, existe uma reflexao r, em relagdo a H, tal que r,(Il,) = II,.

3) Para todos H,, Hg € I, ro(Hg) — Hg é um multilpo inteiro de H,.

O conjunto II, é denominado sistema de raizes associado ao par 0,a).

Um subconjunto X C It é um sistema simples de raizes associado & a*, se o conjunto
Yo = {H, € a:a € ¥} é uma base de a e se toda raiz positiva é escrita como soma de
raizes de .

Proposicao A.23. Para toda cimara de Weyl at, existe um sistema simples de raizes
associado a a™.

Demonstragao. Lemas 6.17 a 6.20, Corolario 6.21 e Proposigao 9.8 de [38]. O

Se (6,a,at) é6 um terno admissivel de g e © C ¥, entdo (A, a,a™,0) é denominada
quadra admissivel de g.



A.2. Subgrupos e Subalgebras 129

Um subconjunto A de II é fechado em Il se, para todo «a, 3 € A tais que oo + ( € 11,
entdo a + § € A. Para qualquer subconjunto © de X, (©) denota o menor subconjunto
fechado em II que contém O e (©)T = (©) NIIT. De fato (O) sdo as combinagoes lineares
de © que pertencem a II.

A subdlgebra semi-simples g(©) de tipo © associada a quadra (6, a,a™, ©) é a subélgebra
gerada por n(0) + n~(0), onde

n(0) = Z go € n (0)= Z g a- (A.47)
ag(@)t ag(@)t

Pelo Lema A.14, g(©) é estavel por 6 e é decomposta como g(©) = £(©) ® s(O), onde
t(O)=g(O)Ntes(O)=g(O)Ns.

Proposicao A.24. A dlgebra de Lie g(©) é semi-simples e g(©) = €(©) @ s(O) € a
decomposi¢dao de Cartan associada a involugcdo de Cartan Og = 0|ye).

Demonstracao. Tem-se que adg : g(0) — ¢gl(g(©)) é auto-adjunta em relagao a (-, -)g, pois
se X € g(0), entao o(X) — k(X) € g(©), onde k e o sao definidas pelas equagoes (A.7) e
(A.8). Logo, utilizando-se a Proposigao A.4, obtem-se que

ade(X)* = ad(X)" = ad(k(X) + 0(X))* = ade(0(X) — k(X)). (A.48)

Pelo Lema B.48, ade ¢ completamente redutivel e, pelo Teorema A.22, g(©) é redutivel.
Sejam a € (0) e X € g, tal que (X, X )y = 1. Pelo Lema B.58, [X,0X] = H, € g(©) e,
portanto, a(Hy)X = [Hy, X] € [9(0),9(0)]. Logo g C [9(O),g(0)], o que implica que
9(0) = [9(©), g(0)] é semi-simples.

O fato de que g = 0|4) ¢ uma involugao de Cartan de g(©) segue da Proposicao

A.6. O

Pela demonstragao da Proposicao A.24, a subdlgebra a(©) gerada por {H, : a € (©)}
estd contida em g(©). Denota-se por ag = a © a(0) o complemento (-, -)g-ortogonal de
a(©) em a e por m(O) o centralizador de a(O) em £(0). Sejam as seguintes projecoes (-, -)g-
ortogonais: P, :g — g, de gem g,, onde « € I, P,: g —adegemaePg:g— g(0O)
de g em g(©).

Proposicao A.25. Tem-se que

1) ag centraliza g(O),
2) a(©) = g(0) Na € abeliana mazimal em $(O),
3) m(O)=g(O)Nm e

4) {H, : o« € ©} é uma base de a(O).
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Demonstracao. 1) Para mostrar que ag centraliza g(©), sejam H € ag e a € (0). Entao
a(H) = (H,, H)g = 0. Isto implica que H centraliza g(©), ja que [H, X] = a(H)X =0,
para toda a € (O) e todo X € g,.

2) Como a(©) C ¢g(©) e a = a(O) @ ag, segue que g(O) Na = a(O) & ¢g(O) N ae.
Além disso, como g(©) é semi-simples e ag centraliza g(©), g(©) Nag = 0 e, portanto,
a(©) = g(0) Na. Para se mostrar que a(©) é abeliana maximal em §(0), seja X € §(O)
tal que X comuta com a(©). Como

X =Py(X)+ > Pu(X), (A.49)
a€c(O)

tem-se que, para todo H € a(0),

0=[H X]= > a(H)P.(X). (A.50)
a€g(O)
Isto implica que a(H,)P,(X) = 0 e, portanto, P,(X) = 0, para todo o € (©). Logo
X =Py (X) €g(©)Na=a(O), o que mostra que a(O) é abeliana maximal em §(0O).

3) Claramente 3(a) N €(O©) C m(O), pois a(0) C a. Por outro lado, como ag centraliza
9(0) em(©) C g(0), m(O) centraliza ag. Além disso, por definigdo, m(©) centraliza a(O)
o que implica que de fato centraliza a. Portanto m(©) = 3(a) N ¢(0) = mnNg(O).

4) Se a, € © e a + 3 €1, entéo

(Ho, H)o = a(H) + B(H) = (H, + Hy, H)s, (A51)

para todo H € a, o que implica que H,13 = H, + Hg. Portanto {H, : o € ©} gera a(O)
e, como é um conjunto linearmete independente, é uma base de a(©). O

Proposicao A.26. Tem-se que

g0)=m(©)®a(©)® > gao (A.52)

ap€ll(0)
¢ a decomposicdo em espaco de raizes associado ao par (0o, a(©)), onde
I1(©) = {ae = alse) : @ € (0)} (A.53)
€ o conjunto das raizes associado ao par (Ae,a(©)) e, para todo a € (O), gag = Fa-

Demonstra¢ao. Para mostrar a equacao (A.52), como o segundo membro é igual a m(©) @
a(©) ®n(O)T ® n(O)~, o mesmo esta contido em g(O) e contém n(O)" & n(O)~, sendo
suficiente mostrar que ele é de fato uma subdlgebra. Se X € m(©) e H € a(0), pelas
definigbes, [X,H] = 0. Se H € a(0) e Y € goy = ga, entdo [H,Y] = a(H)Y € gop- Se
X em(©)eY € g,,, entao

[H,[X,Y]]=[H,X],Y]+[X,[H,Y]] = a(H)X,Y], (A.54)
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para todo H € a(©), o que mostra que [X,Y] € g,,. Finalmente, se Y € goo, Z € g5,
pela Proposicao B.50, ou [ga, 85] C ga+s OU [8a, 85 C 0 ou [ga, g5] C 3(a) N g(O). Como
3(a) N g(O) é estavel por 0,

g(©)N3(a) = (a(6) Nm) & (g(©) Na) = m(O) ® a(©), (A.55)

o que conclui a demonstracao da equagao (A.52). Se H € a(0), ag € II(0O) e X € gay,
entao

adeg(H)X =ad(H)X = a(H)X = ag(H)X, (A.56)
onde adg : g(©) — g(©) é a representagao adjunta de g(0). O
Corolario A.27. Tem-se que ag = g(0©)T Na e a(©) = Pg(a).
Proposicao A.28. Tem-se que
9(0) =¢(©) ®a(0) ®n(O)* (A.57)
¢ a decomposi¢ao de Iwasawa associada ao terno (6o, a(©),a(©)"), onde
a(@)"=g(O)N{H €a:a(H)>0,Vae (0)"} (A.58)
¢ uma camara de Weyl associada ao par (Be,a(©)). Além disso,
H(O)" ={ae €II(O) : a € (B)"} (A.59)
¢ o conjunto das raizes positivas associada d a(®)" e
%(0)={ap €l(O)" : a € O} (A.60)
€ o sistema simples de raizes associado d a(©)*.

Demonstracao. Por definicao, as camaras de Weyl associadas ao par (fg,a(©)) sao as
componentes conexas de {H € a(0) : ag(H) # 0,Vag € I1(0)}. Como a(0) =g(©)Na
e II(©) = {alqe) : @ € (0)}, estas camaras de Weyl sdo as componentes conexas de
gO©)N{H € a: alH) # 0,Ya € (©)}. Como a(0©)" é conexo e a(H) # 0, para todo
H € a(0)" e toda raiz a € (0©), tem-se que a(0©)" estd contida numa camara de Weyl ¢
associada ao par (fg,a(©)). Se Z € ¢/a(©)", entao existe a € (O)" tal que a(Z) < 0.
Para todo H € a(©)", tem-se que a(H) > 0 e, portanto, 0 = a(a(H)Z —a(Z)H) € ¢, pois
as camara de Weyl associadas ao par (fg,a(0)) sdo cones convexos em a(©) (c.f. Secao
9.2 do Capitulo 9 de [38]). Isto mostra que a(©)* = ¢ é uma camara de Weyl associada ao
par (fe,a(0)). O

O grupo de Weyl algébrico w(0, a) associado ao par (0, a) é por definigao o grupo gerado

pelo conjunto {r, : « € 1T}, das reflexdes em torno das raizes do sistema IT. O grupo de
Weyl analitico associado ao par (0,a) é, por definigdo, o grupo

W(0,a) = {Ad(k)|s : k € M*}, (A.61)
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onde
M*={ke K:Ad(k)a=a} (A.62)

é o normalizador Nk (a) de a em K. O Teorema B.63 garante que os grupos de Weyl
algébrico e analitico sao idénticos e serao, de agora em diante, denotados por W.

Um subgrupo Wg de W é denominado parabdlico de tipo ©, onde © C X, quando é
gerado pelo conjunto de reflexdes {r, : @ € ©}. O subgrupo de isotropia de H € a pelo
grupo de Weyl algébrico é definido por Wy ={w € W : wH = H} e o anulador de H em
¥, é definido como O(H) = {a € X : a(H) = 0}.

Proposicao A.29. Se H € a, entao o subgrupo de isotropia Wy € parabdlico de tipo
O(H).

Demonstrag¢ao. Proposicao 9.20 de [38]. O

Corolario A.30. O centralizador W, de ag no grupo de Weyl é o subgrupo parabdlico
We. Além disso, al,, = 0 se, e somente se, a € (O).

Demonstragao. Tem-se que o, = 0 se e 86 se H, € a(O) e também que H, € a(O) se e
s6 se a € (0). O centralizador de ag em W é dado por

Wao =[] Wa, (A.63)

Hecag

onde Wy € o grupo de isotropia de H € ag. Portanto, pela Proposicao A.29, W, ¢ gerado
por {r, : @ € ¥ e al,, = 0}. Pela primeira parte da demonstracao, W,, é gerado por
{ro : @ € O} e, portanto, Wy, ¢é igual a We. ]

Proposicao A.31. O grupo de Weyl W(0©) associado ao par (0e,a(0©)), das reflexoes em
torno das raizes do sistema 11(©), € o grupo gerado pelo conjunto

{Ta(-) = ra‘a(@) 1Ta € W@} (A64)
Em particular, W(0©) € isomorfo a Weg.

Demonstragao. Pelas definigoes, para todo H € a(0) e a € (O),

ae(H) a(H)
wo(H)=H —2 H,=H -2 H, =r1r4|ae)(H). A.65
Tag(H) oo () () ralae)(H) (A.65)
O resultado segue do Corolario A.30. ]

Proposicao A.32. O centralizador de H € a € o centralizador de ag ).

Demonstragao. Claramente 3(agmy) C 3(H), pois H € agx). Por outro lado, seja Y em
3(H). Pela decomposigao em espacos de raizes,

Y=X+Z+) X, (A.66)

a€ell
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onde, Z €a, X eme X, € g,. Logo

0=[V,H|] =) a(H)X, (A.67)

a€ll

e, portanto, X, = 0, para todo « € II\(O(H)). Entao, se He de(m), tem-se que

HY]= Y a(H)X,=0, (A.68)
a€E(O(H))
mostrando que Y € 3(agm)), 0 que conclui a demonstragao. O

Sejam (6, a,a™, ©) uma quadra admissivel de g e G um grupo de Lie conexo cuja dlgebra
de Lie é g. O subgrupo semi-simples G(©) de tipo © de G associado a essa quadra é o
subgrupo conexo gerado por exp(g(©)).

Proposicao A.33. Sejam K(0), A(©) e N(©) as componentes da decomposi¢cio de lwa-
sawa global de G(©) associada ao terno (fe,a(0),a(0)T), tem-se que K(O) € o subgrupo
conezo gerado por exp(8(0)), A(©) = exp(a(©)) e N(O) = exp(n(0)).

A.2.3 Subalgebras e Subgrupos Parabdlicos

Seja (A,a,a™,©) uma quadra admissivel da dlgebra semi-simples real g. A subdlgebra
parabolica de tipo © associada a essa quadra é definida por

Po =p@n(0), (A.69)
onde n~(0) é definida pela equagao (A.47) e
p=mdadn (A.70)

é a subdlgebra parabdlica minimal de g associada ao terno (0,a,a%). O conjunto das
subdlgebras parabdlicas associado ao terno (0,a,a™) é o conjunto {pe : © C X}. A
proposicao seguinte mostra que as subdalgebras parabdlicas sao de fato subdlgebras.

Proposicao A.34. Para todo © C X, tem-se que
1) [a,n*(0)] € n*(0),
2) [m,nt(0)] C nt(O) e
3) mn (©)] Cndn (O).
Demonstracdo. A demonstracao é conseqéncia direta da Proposicao B.50. O

Teorema A.35. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real. Entdo o conjunto das
subdlgebras parabdlicas € unico a menos de conjugacao por automorfismo interno. Além
disso, se ¢ é um automorfismo da dlgebra e pg € a subdlgebra parabdlica de tipo © associada
ao terno (0,a,a%), entdio ¢pe € a subdlgebra parabdlica de tipo ¢*O associada ao terno

(607", pa, da™).
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Demonstracao. A demonstracao é conseqéncia direta dos Teoremas A.12 e A.19 e da
defini¢ao (A.69). O

Denota-se por tg o centralizador de ag em ¢ onde © C ¥ e ag = a© a(O) é o
complemento (-, -)g-ortogonal de a(©) em a.

Teorema A.36. Seja (0,a,a",0) uma quadra admissivel da dlgebra semi-simples real g.
Entao
Ppo=toPadn. (A?l)

Demonstracao. Se aw € (©)T e X € g_,, entdo X = X + 60X — X = 2x(X) — 60X, onde
K : g — t é definida pela equagao (A.7). Pelo Lema A.14, X € g, C n. Além disso,

ad(H)(X +0X) = —a(H)X + a(H)0X =0, (A.72)

paratodo H € ag. Isto mostra que, X +60X = 2x(X) pertentence a tg. Logo X € tg®adn,
o que mostra que pg C o ® a @ n. Reciprocamente, seja Y € £g. Pela Proposicao A.17,
Y =X+0X+Z=2k(X)+Z,onde ZemeX =) X, pertence an, com X, € g,.
Logo

ad(H)X +ad(H)0X =ad(H)(Y) =0, (A.73)

para todo H € ag. Portanto

> a(H)X.— > a(H)0X, = ad(H)X +ad(H)0X =0, (A.74)

acllt acllt

o que implica que a(H)X, = 0, para todo H € ag e todo o € TI*. Pelo Corolario A.30,
tem-se que alq,, = 0 se, e somente se, a € (0), o que mostra que X, = 0, se o & (0). Logo
X = Zae(@>+ X, pertence a n(0O) e, portanto, Y = X + 0X + Z € pg, 0 que mostra que
to D adn C pe e conclui a demonstracao do teorema. O

A decomposicao pg = g ® a @ n é denominada decomposicao de Iwasawa de po. A
decomposi¢ao de Iwasawa da subdgebra parabdlica minimal é p =m & adn, pois ag = a
e, portanto, 5 = m.

Sejam G um grupo conexo com algebra de Lie g, G = KAN a sua decomposicao de
Iwasawa global associada ao terno (0, a,a™),

M ={ke K : Ad(k)|, = id,}, (A.75)
o centralizador Zx(a) de a em K e
Ko ={k € K : Ad(k)|4e = idy }, (A.76)

o centralizador Zx(ag) de ag em K. Como ay = a, tem-se que M = K.

Lema A.37. Ad(Ke) e Ad((Ke)o) sao subgrupos compactos de GL(g) de transformagoes
lineares (-, -)g-ortogonais.
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Demonstracao. Tem-se que Ad(Kg) é a intersegao do subgrupo Ad(K') com o subgrupo
fechado GL(g)e = {T" € GL(g) : T|4o = idg,}. Como pela Proposicao A.7 Ad(K) é
um subgrupo compacto de transformagoes lineares (-, -)g-ortogonais, tem-se que Ad(Kg) e
também Ad((Kg)p), a sua componente da identidade, sdo subgrupos compactos de trans-
formagoes lineares (-, -)g-ortogonais. O

Teorema A.38. Seja (0,a,a",0) uma quadra admissivel de uma dlgebra de Lie semi-
simples real g. Se (0,a) € outro par adissivel tal que ag C @, entdo eziste um automorfismo
interno Y da subdlgebra to em g tal que Ya = a.

Demonstragao. O grupo Int(fg) dos automorfismos internos de €g em g é o grupo conexo
gerado por ¢(™©®) ¢ & igual a Ad((Ke)o). Pelo Lema A.37, Int(fe) é compacto. Sejam
H € a e Z € a elementos regulares. Define-se a aplicacao diferencidvel F' : Int(tg) — R,
dada por F(¢) = (¢Z, H)y. Pela compacidade de Int(tg), existe 1) € Int(€g) um ponto de
minimo da aplicacao F. Agora serda mostrado que [H, ¢ Z] = 0.

Para cada X € tg, define-se a funcao diferenciavel fx : R — R pela expressao fx(t) =
F(edX))) e tem-se que t = 0 é um ponto de minimo da funcdo fy. Pela Proposicio
A4, ad(X) é (-, -)g-anti-simétrica e, portanto, eX) ¢ uma tranfromacio (-, -)g-ortogonal.
Logo fx(t) = (WZ,e X)), e calculando a derivada de fx no ponto de minimo ¢ = 0,
tem-se que (VZ, [X, H])p = 0. Como ad(H) é (-, -)p-simétrica e X ¢é arbitrario,

<[H>¢Z]>X>0=0, (A77)

para todo X € tg. Pelo Lema A.1, tem-se que ©»Z € s e, pelas relagoes (A.9), que
[H,vZ] € ¢. Além disso, como ag C aNd, para todo Y € ag,

Y, [H 2] = [[Y, H], 2] + [H,[Y, 0 Z]] = [H, [¢Y, ¢ 2] = [H, [V, Z]] = 0, (A.78)

o que mostra que [H,1Z] € to. Pela equacao (A.77), tem-se que [H,¢¥Z] = 0.

Como 1 é automorfismo interno, tem-se que ya é abeliana maximal e 7 é elemento
regular em ¥a. Pela maximalidade de a e ¢a, tem-se que ¢Z € a e H € ¢)a. Logo a esta
contido no centralizador de ¢Z em s, que é ¥a, e ¥a estd contido no centralizador de H
em s, que ¢ a. Isto mostra que ¥a = a e conclui a demonstracao do teorema. O

Lema A.39. Seja g(©) a subdlgebra semi-simples de tipo © associada a quadra
(0,a,a",0). Entio ¢(©) =g(©)NEC to.

Demonstracao. Pelo Proposigao A.25, g(©) e, portanto, €(0) centralizam ag, o que implica
que £(0) C to. Uma demonstracao alternativa é a seguinte. Como n(0) +n=(0) C pe,
entdo g(0) C pe e, portanto, pela decomposigao de Iwasawa de pg, tem-se que €(©) estd
contido em pg Nt = to. O

Proposicao A.40. Tem-se que Ko = (Kg)oM, onde (Kg)o € a componente da identidade
de K@.
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Demonstracao. Sejam k € Kg e @ = Ad(k)a. Como ag C @, pelo Teorema A.38, existe
l € (Ko)o tal que Ad(lk)a = a. Como Ad(lk)|s, = idg, e Ad(lk) é uma transformacao
linear (-,-)g-ortogonal, tem-se que Ad(lk)a(©) = a(©) C s§(0). Pela Proposicao A.31,
Ad(lk)|ae) € W(O) e, portanto, existe w € K(0O) tal que

Ad(wlk)|ye) = Ad(w)a@)Ad(lE)]a(e) = idae)- (A.79)

Pelos Lema A.39 e Proposicao A.33, K(©) C (Kg)o. Logo tem-se que wl € (Kg)y e
Ad(wlk)|, = id, e, portanto, k = (wl)'wlk € (Kg)oM. Como M C Kg, isto mostra que
Ko = (Ko)oM e conclui a demonstragao da proposicao. ]

Lema A.41. Se H € reg(a), entio a aplicagio ¢y : N — n, definida por ¢y(n) =
Ad(n)H — H, é um difeomorfismo. Em particular, se h = exp(H) € reg(A) a aplicagcdo
on: N — N, definida por ¢n(n) = nhn='h=, também é um difeomorfismo.

Demonstracao. A aplicacao ¢y é um difeomorfismo pelo Lema 1.5 do Capitulo IX em
[15]. Pelo Teorema A.20, a aplicacao exp : n — N é um difeomorfismo, concluindo-se a
demonstracao. ]

Lema A.42. Tem-se que (a & n)Ns = a.

Demonstracao. Se H+Y € s,onde H € aeY € n, entao
—H-Y=0H+Y)=—-H+0Y (A.80)

e, pelo Teorema B.49, tem-se que Y = 0, pois Y € n™. Isto mostra que (a n)Ns C a,
sendo direta a reciproca. [

Proposicao A.43. Seja (0,a,a%) um terno admissivel deg. Se g € G € tal que Ad(g)a™ =
at, entao g € MA.

Demonstragao. Sejam G = KN A a decomposigao de Iwasawa global associada a (6, a,a™)
e g =knh,onde k € K, n € Neh € A Logo Ad(kn)at = Ad(knh)a®t = a™, pois
Ad(h)|, = id,. Portanto, utilizando-se o Lema A.42, tem-se que

Ad(n)a" = Ad(k™"a" € (a®n)Ns =a, (A.81)

uma vez que, pela Proposigao A.34, a normaliza n e, pelas relagoes (A.9), [¢,s] C 5. Logo,
se H € at, tem-se que Ad(n)H € a e, pelo Lema A.41, ¢y(n) = Ad(n)H —H € anNnn = 0.
Como ¢y (1) =0, segue que n = 1. Logo Ad(k)a®™ = a*. Como a e Ad(k)a sao abelianos
maximais gerados, respectivamentes, pelos abertos at e Ad(k)a™, tem-se que Ad(k)a = a.
Logo Ad(k)|, € W e, pelos Teorema B.63 e Proposicao B.60, segue que Ad(k)|, = id,, o
que mostra que k € M e que g = kh € MA. O

Lema A.44. Seja k € M*, onde M* ¢é o normalizador de a em K. Se Ad(k) permuta as
raizes de II- — (©)~, entao k € Ko.
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Demonstracao. Definindo-se

ag = {H € ap : a(H) < 0,Ya € II~ — (©)"}, (A.82)

tem-se que Ad(k)ag = ag, pois Ad(k) permuta as raizes de I~ — (©)~. Pelo Corolario
B.62, como ag é um cone convexo, existe H € ag tal que Ad(k)H = H. Pela Proposicao
A.29, o subgrupo de isotropia Wy é de tipo parabélico O(H) = {a € ¥ : a(H) = 0}. Como
H € ag, tem-se que © C O(H). Reciprocamente, pela definicdo de ag, se « € ©(H), entao
—a nao pertence a II~ — (0) "} e, portanto, tem-se que o € (©) N X = O. Isto mostra que
Ad(k)|, € We. Pelo Corolério A.30, Wg = W, e, portanto, k € Ke. O

LIC)

Seja G um grupo conexo com algebra de Lie g. O subgrupo parabolico Pg de tipo ©
associado a quadra admissivel (0, a,a™, ©) é o normalizador Ng(pe) de pe em G.

Teorema A.45. Seja (0,a,a",0) uma quadra admissivel da dlgebra semi-simples real g.
Entao
Po = KgAN. (A.83)

Em particular, Py € auto-normalizador e sua dlgebra de Lie € pg.

Demonstracao. Pela decomposicao de Iwasawa de pg, tem-se que fg, a e n normalizam
po. Logo, pelos Teorema A.20 e Proposi¢ao A.9, tem-se que (Kg)o, A e N estao contidos
em Pg. Como K¢ = (Kg)oM, pela Proposi¢ao A.40, é suficiente mostrar que M C Pg
para mostrar que Kg AN C Pg. Por definicaio M = Zk(a) normaliza a e, pelo Teorema
A.12, tem-se que M normaliza n. Além disso, M normaliza tg, pois M C Kg. Logo, pela
decomposi¢ao de Iwasawa de pg, M C Po.

Reciprocamente, seja g € Po. Pela decomposicao de Iwasawa global, ¢ = kan, onde
ke K,a€e Aen € N. Pela primeira parte da demonstracao,

pe = Ad(g)pe = Ad(k)Ad(an)pe = Ad(k)pe. (A.84)

Definindo-se @ = Ad(k)a, tem-se que [a,ag] C [po,ae] N €, pois, pelo Lema A.1, a C s.
Portanto, pela decomposigao de Twasawa de pg, tem-se que [a,ag] C nN € =0. Como @
é uma subdalgebra abeliana maximal em s, segue que ag C @ e, pelo Teorema A.38, existe
l € (Keo)o tal que Ad(l)a = a. Logo Ad(lk)a = a, o que implica, pelo Corolario A.13, que
Ad(lk)(n@®n~) = n@ n~. Pela primeira parte da demonstracao, Ad(lk)pe = pe, 0 que
mostra que
Ad(lk)(n@&n (©) C(ndn )Npe=ndn (O) (A.85)
pois po = p ®n (O). Por dimensdo, Ad(lk)(n®n~(0)) = nd n (O), o que implica que
Ad(lk) permuta as raizes de II~ — (©)~. Pelo Lema A.44, tem-se que [k € Kg e, como
l € (Kg)o, isto mostra que k € Kg. Logo g = kan € Kg AN, o que implica, pela primeira
parte, que Pg = KgAN. Portanto a algebra de Lie de Pg ¢é igual a pe.
Se g € G normaliza Pg, pela equagao (A.17), tem-se que exp(Ad(g)X) = gexp(X)g™' €
Pg para todo X € pg. Como exp : g — G é um difeomorfismo numa vizinhanga de 0 € g,
tem-se que Ad(g)X € pe, para todo X numa vizinhanga de 0 em pg. Como Ad(g) é uma
transformagao linear, segue que Ad(g)pe = pe, 0 que mostra que Pg é auto-normalizador
e conclui a demonstracao do teorema. O
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Como po =pEn (0),n=n(0) B ng e a=a(O) ® ag, tem-se que
Pe = me @ ap © ne, (A.86)
denominada decomposicao de Langland da subdlgebra parabdlica de tipo ©, onde

meg=mda(®) En(O)dn (O) (A.87)

ne = Z Jo- (A.88)

acllt—(O)+

Proposicao A.46. Tem-se que ng € subdlgebra e ag @ ng € ideal em pg. Além disso,

me = g(0) & 3m(8(0)) (A.89)
¢ soma direta (-, -)g-ortogonal de ideais de mg. Em particular, tem-se que
lo = 3m(8(0O)) ® ag ®ne (A.90)

¢ um ideal de po.

Demonstracao. Pela Proposicao B.50, tem-se que ng é subalgebra e ag normaliza ne,
mostrando que ag @ ng também é subdlgebra. Se a € (©) e § € TIT — (), entao

a+ [ #0 e, portanto, ou o + § € I1 — (O) ou o + (3 nado é raiz. Novamente, utilizando-se
a Proposicao B.50, tem-se que

(8, 85] C Bat5 C Mo, (A.91)

o que mostra que n(0) +n"(0), m e a(O) normalizam ng. Logo ag & neg é um ideal em
Pe.

Pela Proposigdo A.34, m normaliza g(©), pois normaliza seu gerador, n(©) + n=(0).
Como mg = m + g(0), segue que g(O) é um ideal em me.

O complemento (-, -)g-ortogonal g(0©)*+ de g(©) em mg estd contido em m, pois m ¢
complento (-, -)g-ortogonal de

a(©)®n(O®)d&n (0) C g(O). (A.92)
Tem-se que g(©)+ também é um ideal em me, pois, pela decomposicao em espaco de raizes,
se X €9(0),Y € g(0©) e Z € mg, entao

(12,Y], X)o = (|7, Y],6X) = (¥,[Z,0X]) = 0 (A.93)

desde que g(0©) é f-estavel e um ideal de mg.

Portanto, mg = g(0)* @ g(O) é soma direta (-, -)g-ortogonal de ideais. Além disso,

8(©),9(0)"] C g(©)Ng(©)" =0 (A.94)
e, portanto, g(0)* C 3me(g(0)). Por outro lado, se X +Y € 34,(3(0)), onde X € g(O)
eY € g(0)t, entdo [X,Z] = [X +Y,Z] = 0, para todo Z € g(0), o que mostra que

X € 340)(9(0)) = 0, pois g(©) é semi-simples. Logo g(0)* = 3me (9(0)) C m e, portanto,
tem-se que jme (8(©)) = 3m(9(0O)), 0 que conclui a demonstracao do lema. O



Apéendice B

Sistema de Raizes e Grupo de Weyl

B.1 Decomposicao em Espacos de Raizes

Uma representacao de g num espago vetorial V de dimensao finita é um homomorfismo p
entre as algebras de Lie g e gl(V), das transformacoes lineares de V' tendo como colchete de
Lie o comutador. Um subespago de V' é invariante por p se é invariante pela familia p(g).
Uma subespago invariante W ¢é irredutivel por p, se os uncos subespacos de W invariantes
por p sao os triviais {0} e W. A representacao é completamente redutivel, se o espago V'
se decompoe na soma direta

V=Vi@- oV, (B.1)

onde, para todo i € {1,--- ,n}, V; é invariante e irredutivel por p. Um subespago W de V'
invariante por p admite um complementar invariante por p se existe um subespaco W' de
V invariante por p tal que V. =W @ W'

Proposicao B.47. Sejam V um espaco vetorial de dimensdao finita e p : g — gl(V)
uma representacao de g em V. Entao p é completamente redutivel se, e somente se, todo
subespaco invariante por p adimite um complementar invariante p.

Demonstracao. Proposigao 1.7 de [38]. ]

Se (-, -) é um produto interno em V', uma familia de transformagoes lineares de V' é auto-
adjunta em relagao a (-,-), se a adjunta, em relacao a (-,-), de qualquer transformacgao da
familia permanece na familia. Uma representacao p de g em V' é auto-adjunta em relacao
a (-,-) se a familia p(g) é auto-adjunta em relagao a (-, ).

Lema B.48. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita munido com produto interno
(,) e p uma representagao de g em V. Se p é auto-adjunta em relagao a (-,-), entdo p é
completamente redutivel.

Demonstracao. Seja W um subespaco de V' invariante por p. Pela Proposigao B.47, é sufi-
ciente mostrar que o subespaco W+ ortogonal a W em relacio a (-, -) é também invariante

139
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por p. Sejam X € g, v € W e w € W+, Como p é auto-adjunta em relagao a (-, ),
{(p(X)w, v) = (w, p(X)"v) =0, (B.2)

onde p(X)* é a adjunta de p(X) em relacio a (-,-), o que mostra que W+ é invariante por
p- ]

Seja (A,a) um par admissivel da dlgebra g, como definido na Se¢ao A.1. Para cada
funcional linear o € a*, onde a* é o dual de a, defini-se o subespago

go={X €g:ad(H)X =a(H)X,VH € a}. (B.3)

Se g, # 0, ele é denominado espaco associado a raiz o e o conjunto das raizes associadas
ao par (#,a) é definido como

II={aeca\0:g,#0}. (B.4)

O préximo teorema fornece as decomposicoes em espagos de raizes de uma algebra de Lie
real semi-simples.

Teorema B.49. Seja (0, a) um par admissivel da dlgebra g. Entdo go = 3(a) e

g=mdad Y g (B.5)

a€cll

¢ soma direta (-,-)g-ortogonal, onde m € o centralizador de a em €. Em particular, o
conjunto das raizes I1 € finito.

Demonstracao. Pela Proposigao A.4, para todo H € a, ad(H) : g — g é simétrica em
relagdo ao produto interno (-,-)y. Logo a representagao ad de a em g é auto-ajunta em
relagdo a (-,-)g o que, pelo Lema B.48 implica que ad é completamente redutitivel e
portanto g se decompode na soma direta

g=01D - Dgn, (B.6)

onde, paratodoi € {1,--- ,n}, g; é invariante e irredutivel por ad. Pelo Teorema Espectral,
para todo H € a, ad(H) é diagonalizdvel, seus auto-valores sao todos reais e auto-vetores
assosiados a auto-valores distintos sdo (-, -)g-ortogonais. Portanto g pode ser escrita como
soma direta (-, -)g-ortogonal dos auto-espagos associados aos auto-valores reais de ad(H).
Como a é abeliana, para cada H € a, os auto-espagos de ad(H) sdo invariantes pela
representagao ad, pois se X é um auto-vetor associado ao auto-valor «(H) de ad(H) e
Z € a, entao

ad(H)ad(Z)X = ad(Z)ad(H)X = ad(Z)a(H)X = o(H)ad(Z2)X. (B.7)

Como g; é invariante por ad(H), g; ¢ uma soma direta dos auto-espagos de ad(H) inter-
ceptados por g;. Por outro lado, como a representacao ad é irredutivel em g;, existe a;(H)



B.2. Sistema de Raizes e Grupo de Weyl 141

auto-valor de ad(H) tal que g, estd contido no auto-espago associado a «;(H). A aplicagao
a; : @ — R é um funcional linear, pois se H,Z € a, a € R e X € g; é um vetor nao-nulo,
entao

a;(H+Z2)X =ad(H+ 2)X =ad(H)X +ad(Z2)X = ((H) + «(2)X (B.8)

a;(aH)X =ad(aH)X = a(ad(H)X) = (ac;(H))X. (B.9)

Tem-se entao que «; € [T U O, para todo i € {1,...,n}. Reciprocamente, se o € I1 U0,
existe 0 # X € g,. Entao X = ). X;, onde X; € g;, para todo i € {1,...,n}. Logo, para
todo H € a, tem-se que

> a(H)X; = a(H)X =ad(H)X =Y _ a;(H)X;. (B.10)
Como X # 0, existe X; # 0, de modo que o(H) = «;(H), para todo H € a. Portanto

a=q;e

=053 0 (B.11)

acll
onde go = 3(a). Pela Proposigao A.10, tem-se que 3(a) = m@a ¢ uma soma direta ortogonal
em relacao a (-, -)g, 0 que conclui a demonstragao do teorema. O

A decomposi¢ao (B.5) é enominada decomposicio em espago de raizes de g associada
ao par (0, a).

Proposicao B.50. Se o, € I1UO0, entdo [ga, 85 C Gats-
Demonstragao. Sejam X € g, € Y € gg. Para todo H € a,
ad(H)[X,Y] = [ad(H)X, Y] + [X,ad(H)Y] = (a(H) + BH))[X,Y].  (B.12)
O

B.2 Sistema de Raizes e Grupo de Weyl

Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie semi-simples real g. Dado um par
admissivel (0, a) da algebra g, como definido na Secao A.1, seja K o subgrupo de Lie
conexo gerado por exp(€) e sejam

M* ={k € K : Ad(k)a = a}, (B.13)
o normalizador Ng(a) de a em K, e
M ={k € K : Ad(k)|, = id,}, (B.14)

o centralizador Zi(a) de a em K. O grupo de Weyl analitico associado ao par (6, a) é, por
definicao, o grupo
W(0,a) ={Ad(k)|q: k € M*} (B.15)

e, como mostra a proposicao seguinte, ele é um subgrupo das permutacoes de II.
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Lema B.51. Sew € W(0,a), entdo w*(I) = {w*(a) : « € I} =1, onde w*(a) = cow™".
Além disso, w é uma transformacgao linear (-, -)g-ortogonal.

Demonstracao. Sew € W (0, a), entdo existe k € M* tal que w = Ad(k)|,. Mas ¢ = Ad(k)
¢ um automorfismo interno da algebra ¢ e ¢a = a. Pelao Corolario A.13, w*(II) = ¢*II =
ITI. Pela Proposicao A.7, 1 é (-, -)g-ortogonal, o que implica que w = |, seja (-, )p-
ortogonal. ]

Seja IT o conjunto das raizes do par (0,a). Para cada raiz a € II, sua co-raiz em a é
definida por H, € a tal que
(Ha, H)o = a(H), (B.16)

para todo H € a. A seguir, mostra-se que o grupo de Weyl analitico é um subgrupo das
permutagoes do conjunto das co-raizes I, = {H,, : o € 11}.

Lema B.52. Sew € W(0,a) e a € II, entdo w(H,) = Hy+o). Em particular, w(Il,) =
0,

Demonstracao. Se w € W(6,a) e a € 11, entdo

(WHy, HYg = (Ho,w 'H)g = a(w™ ' H) = w*(a)(H), (B.17)
o que implica que w(Hy) = Hyx(a)- ]
Proposicao B.53. O conjunto 11, das co-raizes gera a.

Demonstragdo. Definindo-se aj; como o subespaco gerado por Il, e ajj o complemento
(-, -)g-ortogonal de ay em a, tem-se que que se H € ag; entdo

a(H) = (Hy, H)g = 0, (B.18)
para todo a € II. Logo, para todo a € Il e todo X € g,,
ad(H)X = ao(H)X =0, (B.19)

o que mostra que H € 3(g), que é trivial. Portanto af; é trivial e a = ayy, o que conclui a
demonstragao do lema. O]

Proposicao B.54. W(0,a) é um grupo finito.

Demonstracao. Pelo Lema B.52, w|y, : II, — II, e, pela Proposigao B.53, se w|y, = idy,,
entao w = id,, pois w é uma transfromacao linear e II, gera a. Portanto a restricao a II;
define um homomorfismo injetor de W (#, a) no grupo das bijegoes de II,, o que mostra que
W (6, a) é finito, pois II, é finito. ]

A reflexao r, : a — a, (-, -)g-ortogonal em relagdo a H,, é definida, para todo H € a,
pela seguinte expressao
a(H)
a(H,)

ro(H) = H —2 H,. (B.20)
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Lema B.55. Para toda raiz o € 11, se X pertence ao espaco g, entao
ad(H)Xy = a(H)X, e ad(H)X; = a(H)X,, (B.21)

para todo H € «a, onde Xy é a componente de X em £ e X, € a componente de X em s.
Se, além disso, (X¢, Xe)o = 1, entdo valem

[Xe, Xo] = H, (B.22)
e, para n € N,
ad(X¢)"H, = (—a(H,))"H,, (B.23)
(&
ad(Xe)*" "M H, = (—a(H,))"™ X,. (B.24)

Demonstracao. Pelas Equagdes (A.7) e (A.7), X = X; + X, e portanto
ad(H)X; +ad(H)X; = ad(H)X = a(H)X = o(H) X + a(H) X;. (B.25)

Pelas relacoes (A.9), tem-se que ad(H)X; € s e ad(H)X, € £ e portanto o lema segue
igualando-se as componentes de ¢ e de s. Se (X, Xi)g = 1, entao

([Xe, Xs], H)o = (Xp,ad(H) X, )g = (X, «(H) Xe)g = a(H). (B.26)
Como [Xp, X] € a, pois pela equagao (B.21)
[H, [Xe, Xl = [[H, Xe], Xo] + [Xe, [H, Xs]] =0, (B.27)

tem-se que [X¢, X,| = H,. Como ad(Xe)H, = —a(H,) X, e como ad(Xe) X = H,, tem-se
que ad(X¢)*H, = —a(H,)H,. Por indugao em n € N,

ad(X)™VH, = ad(Xe)*(—a(H,))Hy = (—a(H,))" H, (B.28)

e portanto
ad(X)2 O H, = ad(Xe) (—a(Ho))" ™ Hy, = (—a(H,)) "X, (B.29)
O

A proposigao seguinte mostra que as reflexdes em torno das raises estao contidas no
grupo de Weyl analitico.

Lema B.56. Se a € 11, entdo r, € W(6,a).

Demonstracao. Pode-se escolher X € g, tal que (X, X¢)g = 1 e portanto [X, Xi| = H,.
Pela equacdo (A.19), tem-se que Ad(exp(tX¢))H, = X H, e portanto

o0 t2n on o0 2n+1 —_—
Ad(exp(tXy))Hy = > o (ad (X)) Ho + ; o (@d (X)) Ha (B.30)
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Pelas equagoes (B.23) e (B.24),

oo t2n oo t2n+1
(—a(Ho)"Ho + >
n=0

Ad(exp(tXe)) Hy =

n

(—a(Ho))" X, (B.31)

—~ 2n, 2n + 1

o que implica que

Ad(exp(tXe))Hay = cos(ty/a(Hy))Hy — v/ a(H,) sen(t/ a(Hy)) Xs. (B.32)

Como a(H,) > 0, exite ty € R tal que to\/a(H,) = m. Definindo-se ky = exp(toXe),
segue que Ad(kg)H, = —H,. Além disso, como [Xy, H| = 0 se a(H) = 0, definindo-se
E,={H € a:«a(H) =0}, tem-se que Ad(ko)|g, = idg,, 0 que mostra que a restricao de
Ad(ko) a a é igual a r, e conclui a demonstra¢ao do lema. O

Corolario B.57. Para toda raiz o € I, tem-se que ro(Ily) = Il,.
Demonstracao. A demonstracao é imediata pelos Lemas B.56 e B.52. O]
Lema B.58. Sea €l e X € g,, entao

[X,0X] = (X, X)pH,. (B.33)

Demonstracao. Pelo Lema A.14 e pela Proposigao B.50, tem-se que [X,0X] € a. Como
para todo H € a,

([X,6X],HYy = —(0X,ad(H)X) = (X, X)gHq, H)y, (B.34)
tem-se que

[X,0X] = (X, X)gH,. (B.35)

O]

Proposicao B.59. Se a, 3 € 1lI, entao

e 7. (B.36)

a(Hg)
a(Ha)

contrario poderia-se substituir 4 por 3 — (p — 1)a onde p é o primeiro ineiro nao-negativo
tal que 8 —pa ¢ II. Sejam X, € g, e Xg € gg vetores nao-nulos. Pelo Lema B.58
[Xa,0X,] = (Xa, Xa)oHa. Definindo-se X = aX,, tal que (X, X)y = 2(Ha,Ha>0_1, Y =
—0X e H=2(H,, H,), " H,, tem-se que

Demonstragcao. Se a = (3, entao 2 = 1. Pode-se supor que § — a ¢ II, pois caso

[H, X]=2X, [HY]=-2Y e [X,]Y|=H. (B.37)
Além disso, como [ — a & 11,

ad(H)X; = B(H)X5 e [V, Xz =0. (B.38)
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Definindo-se e, = (ad(X))"Xg, n > 0 e e_; = 0, obtem-se por indugao, utilizando-se as
identidades acima e a identidade de Jacobi, que

(X, e.] = entt (B.39)
[H,e,) = (B(H)+2n)e, (B.40)
Y,en] = —n(B(H)+n—1)e,_1. (B.41)

Se k é o maior inteiro tal que e, # 0, entao [Y,ex 1] = 0. Portanto B(H) + k = 0, o que
conclui o lema, pela definicao de H. O]

As Proposicoes B.53 e B.59 e o Corolario B.57 mostram que II, é de fato um sitema de
raizes (c.f. Capitulo 9 de [38]):

1 II, é finito, gera a e nao contém 0.
2 Para todo H, € Il,, existe uma reflexao r, em relagao a H, tal que r,(Il,) = II,.

3 Para todos H,, Hg € I1,, 7o (Hg) — Hg é um multilpo inteiro de H,.

O conjunto II, é denominado sistema de raizes associado ao par 0,a).

As camaras de Weyl associadas ao par (0, a) sao definidas como as componentes conexas
do conjunto {H € a: a(H) # 0,Va € IT}. Cada cdmara de Weyl é um cone convexo em a
(c.f. Secao 9.2 do Capitulo 9 de [38]).

Como definido na Segao A.1, se (A,a) é um par admissivel da &lgebra de Lie semi-
simples real g e a™ é uma camara de Weyl, entdo (6, a,at) é um terno admissivel de g,
o conjunto das raizes positivas associadas a at é dado II" = {a € Il : al+ > 0} e
um subconjunto ¥ C IIT é um sistema simples de raizes associado & at, se o conjunto
Yo ={H, € a:a € X} é uma base de a e se toda raiz positiva é escrita como soma de
raizes de .

O grupo de Weyl algébrico w(0, a) associado ao par (0, a) é por definigao o grupo gerado
pelo conjunto {r, : a € 11}, das reflexdes em torno das raizes do sistema II.

Proposicao B.60. O grupo de Weyl algébrico w(0,a) € finito e simplesmente transitivo
no conjunto das camaras de Weyl. Além disto, w(6, a) € gerado pelo conjunto {r, : o € ¥},
onde X € qualquer sistema simples de raizes de 1.

Demonstra¢ao. Proposigoes 9.13 e 9.19 e Teorema 9.14 de [38]. ]
O resultado seguinte mostra que um subgrupo do grupo de Weyl analitico que deixa
invariante um cone convexo fixa um ponto neste cone.

Lema B.61. Sejam ¢ um cone convexo em a e U um subgrupo de W (0, a) tais que 0 & ¢
e w(c) = ¢, para todo w € U. Entao existe H € ¢ tal que w(H) = H, para todo w € U.

Demonstracao. Definindo-se

H=> w2), (B.42)

welU
onde Z € ¢ nao-nulo, tem-se que w(H) = H e, como ¢ é um cone convexo, H € c. [
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Corolario B.62. Sejam ¢ um cone convero em a ew € W(0,a) tais que 0 & ¢ e w(c) = .
Entao existe H € ¢ tal que w(H) = H.

Demonstracao. Basta aplicar o Lema B.61 com U = {w™ : n € N}. O
Teorema B.63. Os grupos de Weyl analitico W (0, a) e algébrico w(f,a) sdo iguais.

Demonstracao. Pelo Lema B.56, o grupo w(d,a) é subgrupo do grupo W(6,a). Como
cada elemento de W (6, a) é a restricio a a de um automorfismo interno ¢ de € tal que
a = a, pelo Corolério A.16, 1|, permuta as camara de Weyl de a. Como pela Proposigao
B.60, w(f, a) é simplesmete transitivo nas camaras, ¢ suficiente mostrar que W (6, a) age
simplesmente nas camaras. Isto segue da demonstragao do Teorema 6.57 de [21] O



Apéndice C
Fibrados e Espacos Homogéneos

Um grupo topolégico é um espacgo topoldgico e um grupo abstrato onde as operagoes de
multiplicacao e inversa sao aplica ¢oes continuas. Um semigrupo em GG é um subconjunto
S invariante pela multiplicacao de G.

Proposicao C.64. Sejam G um grupo topolégico e S um semigrupo compacto e fechado
em G. Entao S € um subgrupo de G.

Demonstracao. Seja g € S. Definindo-se, para cada k € N,
Fr=c{g":n>k}CS, (C.1)

tem-se que Fj 1 C Fy. Pela compacidade de S e a condi¢ao de intersegao finita nao-vazia
da familia {F}, : k € N}, existe h € [, Fr-
Seja V uma vizinhanca aberta de g~! e define-se ¢ : G x G — G por

oz, y) =zy g (C.2)

Como (h,h) € ¢~1(V), exite uma vizinhanca aberta U de h tal que U x U C ¢~ (V). Por
outro lado, como h € Fy NU, exite n > 1 tal que ¢" € U. Além disto, h € F,,. o NU e,
portanto, exite m > n + 2 > n + 1 tal que ¢ € U. Tem-se entao que

d(g™, g ) =g " te SNV (C.3)
Logo g~ € cl(S) = S, para todo g € S, o que conclui a demonstracao. ]

Corolario C.65. Sejam K um grupo topologico compacto e S um semigrupo em K com
interior nao-vazio. Entao S contém Ky, a componente conexa da identidade de K.

Demonstragao. Como cl(int (S)) é um subgrupo compacto e fechado em K, pela Proposic¢ao
C.64, tem-se que cl(int (5)) é um subgrupo de K. Como int (S) é denso em cl(int (S)) e
int (S)~! é aberto, nao-vazio e esta contido em cl(int (9)), tem-se que int (S)Nint (S) ™! # @.
Portanto int (S) é aberto e contém a identidade de K e, portanto, a componente conexa

da identidade de K. O

147
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Proposicao C.66. Sejam G um grupo topolégico, K um subgrupo compacto e H um
subgrupo fechado. Tem-se que KH € um conjunto fechado.

Demonstracao. Seja k;h; — g uma rede tal que k; € K, h; € H e g € G. Pela compacidade
de K existem k € K e uma sub-rede k;, — k. Portanto h;, = i;l(kijhij) — k7lg € H,

uma vez que H é fechado. Portanto g = k(k™'g) € KH. O

A acgao a esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplicagao - : G x X — X
satisfazendo

(i) gh-z=g-(h-x),
(1) 1-z =,

para todo g,h € G e x € X, onde 1 € GG ¢é a identidade do grupo. Analogamente a ac¢ao a
direita de um grupo G' num conjunto X é uma aplicacao - : G x X — X satisfazendo

(1) z-gh=(z-g)h,
(1) x- 1=,

para todo g,h € Gex € X, onde 1 € G é a identidade do grupo.
Para cada g € GG, a aplicagao g : X — X, dada por

gw) = g-a. (C.4)

para todo z € X, é uma bijecao, cuja inversa é ¢7' : X — X. Se um grupo G age nos

conjuntos X e Y, uma aplicacao f : X — Y é G-equivariante se fog=go f.
A drbita pela acao do grupo G de um ponto x € X é definida por

Gr={g-z:g¢€qG}, (C.5)
e o subgrupo de isotropia de G em x é dado por
G.={9€G:g9 -x=uzx}. (C.6)

A acdo de G em X é transitiva se a 6rbita pela acao de G de algum x € X é todo o
conjunto X. Tem-se que G age livremente em X se a isotropia G, é trivial para todos
reX.

Se GG é um grupo topoldgico, um conjunto X é um espaco homogéneo de G se G age
transitivamente em X e a isotropia G, é um subgrupo fechado em G, para algum, e portanto
para todos, x € X. Se X é também um espaco topoldgico e a acao - : G x X — X é uma
aplicacao continua, diz-se que G age continuamente em X. Neste caso, para cada g € G,
a aplicacao g : X — X dada por C.4 é um homeomorfismo.

Analogamente, se M é uma variedade diferenciavel, um grupo de Lie G' age diferenci-
avelmente em M se a acao - : G X M — M ¢é uma aplicagao diferenciavel. Em particular,
esta é uma acao continua de G em M e, maneira semelhante, a aplicagao g : X — X ¢ um
difeomorfismo, para cada g € G.
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C.1 Espacos Homogéneos e Grupos Quocientes

Lema C.67. Sejam M e N espacos homogéneos de um grupo de Lie G agindo diferenci-
avelmente e f: M — N uma aplicagao G-equivariante. Entdo f tem posto constante.

Demonstracao. Como a agao de G é transitiva em M, fixando-se x € M, para tod y € M,
existe g € G tal que y = g(z). Pela regra da cadeia, como fog = go f, tem-se que

dyf o dxg = df(x)g o dxf7 (07)
onde g : M — M ¢é dado por C.4. O lema segue, pois g ¢ um difeomorfismo. [

Se G/H denota o conjunto {gH : g € G} das classes laterais a esquerda de H em G
em: G — G/H é a projegao natural, entao a topologia quociente em G/H é a topologia
gera pelos conjuntos A C G/H tais que 7 }(A) C G é aberto.

Proposicao C.68. Sejam G um grupo de Lie, H um subgrupo fechado e G/H com a
topologia do quociente. Entao G/H possui uma unica estrutura diferencidvel tal que a
acao de G em G/H por multiplicacdo a esquerda é diferencidvel. Além disto, tem-se que

dim(G/H) = dim(G) — dim(H), (C.8)
a projec¢ao natural m : G — G/H € uma submersao sobrejetiva e a agao de G em G/H é
aberta.

Demonstracao. A primeira afirmagao é o Teorema 4.3, Pdgina 123, do Capitulo IT de [15]. A
afirmagao sobre a dimensao de G/ H e a diferenciablidade da projegao 7 sdo conseqiiéncias
das cartas locais usadas na demonstragao do referido teorema.

Para mostrar que a projecao natural 7 é submersao, primeiro observa-se que, pelo lema
de Sard, existe g € G tal que d 7 ¢ sobrejetora. Como 7 ¢ equivariante, pelo Lema C.67,
¢ uma submersao. Como a agao a : G x G/H — G/H satisfaz

a(g, g H) = 7(99'), (C.9)

para todos ¢,9 € G, tem-se que estd agao é aberta, pois é composicao de aplicagoes
abertas. ]

Lema C.69. Sejaw: M — N uma submersdao da variedade diferencidvel M na variedade
diferencidvel N. Para toda variedade diferencidvel P, uma aplicagao f : N — P € difer-
encidvel se, e somente se, existe uma aplicacao diferencidvel F': M — P tal que o sequinte
diagrama é comutativo

M (C.10)
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Demonstracao. Se n = dim(N), entdo n é o posto de m e dim(M) = n + m. Pela forma
local das submersoes, existe um atlas ¢; : R® x R™ — M de M e um atlas ¢; : R — N de
N tais que m(¢;(x,y)) = ¢;(z), para todos z € R" e y € R™.

Se f: N — P é uma aplicacao diferenciavel, definindo-se F' = fon : M — P, tem-se
que o diagrama C.10 é comutativo e F' ¢é diferenciavel, pela regra da cadeia. Por outro
lado, se existe F': M — P diferenciavel tal que o diagrama C.10 é comutativo, tem-se que

fWi(x)) = f(m(¢i(x,y))) = F(di(z,y)) (C.11)
para todo x € R", mostrando que f : N — P é uma aplicacao diferenciavel. O

Proposicao C.70. Sejam G é um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e H um subgrupo
fechado e normal em G com dlgebra de Lie . Entao G/H €é um grupo de Lie com a
estrutura diferencidvel dada pela Proposicio C.68 e a projecao natural m: G — G/H é um
homomorfismo sobrejetor entre grupos de Lie. Além disto, by € o nicleo do homomorfismo
sobrejetor de dlgebras de Lie dym : g — [, onde | denota a dlgebra de Lie de G/H. Em
particular, b é um ideal de g e | € isomorfa a g/b.

Demonstragao. Como H é normal em G, o produto p(gH,g'H) = (9¢')H e a inversa
i(gH) = (g7 )H estdo bem definidos ¢ G/H é um grupo. Pela Proposicao C.68, resta
mostrar que o produto e a inversa sao aplicagoes diferenciaveis. Definindo-se p: G X G —
G/H por p(g,9') = (99')H, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

GxG (C.12)
(m)i L
(G/H) x (G/H)

p G/H
e p é diferenciavel, pois é composicao de aplicacoes diferenciaveis. Novamente utilizando-se
a Proposicao C.68, tem-se que m x 7 é uma submersao e, pelo Lema C.69, segue que o
produto p é uma aplicacao diferencidvel. Procede-se de maneira andloga para se mostrar
que a inversa i é uma aplicacao diferenciavel.

Pelo Lema 1.12 do Capitulo IT de [15] e Proposi¢ao C.68, tem-se que dy7: g — [ é um
homomorfismo sobrejetor de algebras de Lie. Para se mostrar que h é o nicleo de dy7, seja
X € h. Logo exp(tX) € H, para todo t € R. Como w(exp(tX)) = 1, para todo t € R,
segue que dywX = 0, mostrando que b estd contido no nucleo de dy7w. A demonstracao
segue, observando-se que, pela Proposi¢ao C.68, dim(l) = dim(g) — dim(h). ]

A proposigao seguinte é o analogo para grupos de Lie do teorema de isomorfismo de
Noether.

Proposicao C.71. Sejam G um grupo de Lie, H e L subgrupos de Lie de G tais que H
¢ fechado e normal e G = LH. Entao a aplicagio ¢ : L/(LNH) — G/H, dada por

o((L N H)) = IH, (C.13)

¢ um isomorfismo entre grupos de Lie.
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Demonstracao. Pela Proposicao C.70, a proje¢ao natural 7 : G — G/H é um homomor-
fismo sobrejetor entre grupos de Lie. Como G = LH, tem-se que a restricao 7y, : L — G/H
¢ também um homomorfismo sobrejetor entre grupos de Lie, cujo nicleo é LN H. O re-
sultado segue do Lema 5.1 do Cap’itulo II de [15]. O

Em muitos casos, a acgao transitiva de um grupo de Lie num conjunto abstrato induz
uma estrutura de variedade diferenciavel neste conjunto.

Proposicao C.72. Seja X um espaco homogéneo de um grupo de Lie G. Entao fizando-
se x € X, existe uma estrutura diferencidvel em X tal que a aplicagao ¢, : G/G, — X,
dada por

0:(9Gy) =g - x, (C.14)
¢ um difeomorfismo, onde G, € a isotropia de G em x. Em particular, a acdao de G em X
¢ diferencidvel e aberta.

Demonstracao. Claramente, fixando-se x € X, a aplicacao ¢, estd bem definida e é uma
bijegao. Como a isotropia G, é fechada por hipétese, pela Proposi¢ao C.68, G/G,. possui
uma estrutura diferenciavel e, portanto, ¢, induz em X uma estrutura diferenciavel. A
acao - : G x X — X satisfaz

g-y =90, (), (C.15)
pois ¢, ¢é equivariante. Portanto esta é uma acao diferencidvel e aberta, pela Proposicao
C.68. 0

C.2 Fibrados Principais e Associados

Uma fibragao é uma aplicacao continua e sobrejetora m : () — X do espago topoldgico
(), denominado espaco total, no espaco topolégico X, denominado espaco base. Denota-se
a fibra 7 (z) de Q sobre x € X por Q, e a fibra 7 1(n(q)) de Q através de q € Q por
()q- Duas fibragbes m : ) — X e 7 : CAQ — X sdo isomorfas se exitem homeomorfismos
VR — @ ep: X — X tais que o seguinte diagrama ¢ comutativo

Cf ) (C.16)
X ; X

O par (¢, ¢) é denominado isomorfismo de fibragoes.

Uma fibragao 7 : Q — X é um fibrado principal se um grupo topolégico G age livre e
continuamente a direita no espaco total, de modo que as fibras de () sao as orbitas de G em
(. O grupo G ¢é denominado grupo estrutural de (). Dois fibrados principais 7 : () — X,
com grupo estrutural G, e 7 : ) — X, com grupo estrutural G, sao isomorfos se sao
fibracoes isomorfas e existe um isomorfismo ¢ : G — G de grupos topoldgicos tal que

Y(qa) = ¥(q)e(a) (C.17)
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para todo ¢ € Q e a € G. O terno (Y, ¢,¢) é denominado isomorfismo de fibrados
Principais.

Se (1, ¢) é um isomorfismo entre a ﬁbra(;ao T Q — X e o fibrado principal 7 : Q — X
com grupo estrutural G, entao T Q — X é um fibrado principal com grupo estrutural G,
onde a acao de G em Q ¢ dada por

ga = (¥~ (@)a), (C.18)

ondeaGGquGé)\.
O fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G é a projecao na primeira
coordenada pry : X x G — X, onde a agao de G em X x (G é dada por

(2, 9)a = (z, ga), (C.19)

ondez € X e g,a € G.

De maneira mais geral, um fibrado principal 7 : Q — X é localmente trivial se existe
uma cobertura aberta {U; : i € I} do espago base, demominada cobertura trivializante,
de modo que, para cada i € I, o fibrado principal 7|.-1(,) : 71 (U;) — U; é isomorfo ao
fibrado principal trivial com base U; e grupo estrutural G.

De modo mais preciso, existe uma familia de homeomorfismos

{ti - 7Y (U;) — U; X Gier, (C.20)

denominados trivializagées locais, onde 1»; = (m, g;) para alguma aplicagdo continua g; :
7 HU;) — G, satisfazendo
g9i(qa) = gi(q)a (C.21)

onde ga denota o a agao de a € G sobre ¢ € 7 H(U;). A familia U = {(U;, ¥;) }ier é
denominada um atlas de Q).

Se (1, ¢, ) é um isomorfismo entre o fibrado principal 7 : @ — X , com grupo estrutural
@, e o fibrado principal localmente trivial 7 : ¢ — X, com grupo estrutural GG, entao o
fibrado principal 7 : Q — X é localmente trivial, com cobertura trivializante {¢(U;) : i € I}
de X e familia de trivializacoes locais

(o : 7 HB(UL)) — d(Ui) x Glier. (C.22)

A trivialidade local implica que a projecao m é uma aplicagao aberta. A aplicacao
iq : G — @, dada por
ig:a€ G qa (C.23)

¢ um homeomorfismo, pois sua inversa é dada por iq_l(p) = gi(q)"'g:(p), para p € Q, se
U; contém 7(q).

Associada a cada trivializacao local, sua secdo local é a aplicacao y; : U; — @ definida
por x;(z) = ¥; *(x,1), onde 1 é o elemento neutro de G. Tem-se que 7 o y; = idy, e, para
todox € U; e a € G,

vi(xi(r)a) = (z,a). (C.24)
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Se Uij = Ul N Uj 7& @, entao

¢j0¢i_1iUinG—>UinG (025)
é tal que
Vi oy H(x,a) = ¥i(xi(z)a) = (x,a;;(x)a), (C.26)
onde a;; = g; o x; : U;jj — G é denominada funcdo de transicao. Além disso, como
i(xi()) = (2, a55(x)) = ¥ (x5 (2)ai; (x)), (C.27)

tem-se que x; (z) = x; (z) a;; ().

O fibrado g : E = Q xXg F — X associado ao fibrado principal 7 : ) — X é uma
fibracao sobre a base X de um espaco topoldgico contruido a partir da acao a esquerda de
G num espaco topoldgivo F', denominado fibra tipica. O espago total E é o quociente do
produto @ x F' pela relacao de equivaléncia ~ definida por (p,v) ~ (g, w) se, e somente se,
gq=paew=atv,onde p,g€eQ,v,weFeacG. A classe de equivaléncia de (g,v) é
denotada por ¢-v € E. O espaco base é o mesmo de () e a fibracao ng : E — X é definida
por mg(q-v) = m(q).

Se @ é o fibrado principal localmente trivial, a mesma cobertura trivializante {Uj : i €
I} de @ é uma cobertura trivializante de E e a familia de trivializagoes locais

{f - 75" (Us) = Ui X Flier (C.28)

¢ definida por
Ui (g -v) = (n(q), gi(@)v). (C.29)
Esta aplicacdo estd bem definida, pois se ¢ = pa e w = a v, entdao (7w(q),g:i(q)v) =

(7(p), g;(p)w), devido & equacdo (C.21). Além disso, ¥F é bijetiva, sendo claramente
sobrejetiva e também injetiva, ja que se (7(q), gi(¢)v) = (7(p), gi(p)w), entdo g = pa, para
algum a € G e, portanto, v = a~'w, uma vez que

gi(p)av = g;(pa)v = gi(p)w. (C.30)
A aplicacdo v; : 75" (U;) — F, definida por

vi(q - v) = gi(q)v (C.31)
¢ continua e aberta, ja que o seguinte diagrama comuta
WEI(Ui)d)\‘ F

onde a aplicacdo v, definida por vF(q,v) = (7(q), g;(q)v), é claramente continua e aberta.
Portanto, o par (¢F,idy,) é um isomorfismo entre a fibracao

<7TE)|7@1(U1-) . WEI(UZ) — Uz (033)
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e a projecio na primeira coordenada pry : U; x F — U;. A familia ¥ = {(U;, ¥F) }ier
¢ denominada um atlas de E. Em particular, se pr; : X x G — X ¢é o fibrado principal
trivial com base X e grupo estrutural GG, o fibrado associado g : £ — X com fibra tipica
F' é isomorfo a projecao na primeira coordenada pr; : X x F' — X.

Além disso, se £ = ¢q - v, onde ¢ = x;(z)a, entdo

v;(€) = ai;(x)vi(§), (C.34)

pois
9i(xi(x)a)v = ay(2)gi(xi(x))av = ai;(x)gi(xi(x)a)v. (C.35)
Pela equacao (C.29), fixando-se ¢ € @, a aplicagao

vEF = q-ve by (C.36)

é um homeomorfismmo. Se a fibra tipica F' é compacta, a trivialidade local implica que
g E — X é uma aplicacao fechado.
Quando a acao de G em F é transitiva, fixando-se v € F', a transformacao [, : Q — FE,
definida por
l,(g)=q-veEFE (C.37)

¢ sobrejetiva. Neste caso, sera feita a hipdtese de que a aplicacao g € G — gv € F' é aberta
para todo v € F' (esta condigao é sempre satisfeita no caso de agoes diferencidveis de grupos
de Lie). Logo, utilizando-se novamente a equagao (C.29), a aplicagao [, é também aberta.
Em diversos momentos, a imagem [,(A) de um subconjunto A C @ serd denotada por A-v.

Proposicao C.73. Sejam G um grupo de Lie e L C P subgrupos fechados de G, onde L
¢ normal em P. Entao a projecao 7 : G/L — G /P, dada por

m(gL) = gP, (C.38)

para todo g € G, € um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é o grupo
de Lie P/L. Além disto, a a¢ao a esquerda de G em G /L é um endomorfismo deste fibrado,
como definido na Secdo 4.1.

Demonstragao. Teorema da Segao 7.4 de [41]. O

Proposicao C.74. Sejam 7 : QQ — X um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo
estrutural é um grupo de Lie G agindo diferencidvel e transitivamente na fibra tipica F
do fibrado associado 7g : E — X. FEntdao a fibracio l, : Q — E € um fibrado principal
localmente trivial, cujo grupo estrutural € G,, o subgrupo de isotropia de G no ponto v.

Demonstracao. Pela Proposicao C.73 e como G age transitivamente em F', a fibragao
m, : G — F, dada por m,(a) = av, é um fibrado principal. Entao existem uma cobertura
trivializante {V; : j € J} do espago base F e

{6 : 771 (V}) = V; % Gu}jes (C.39)



C.2. Fibrados Principais e Associados 155

- T ~ . . o v\ 2 v. —1
a familia das trivializagoes locais associadas, onde ¢; = (,, a}) é tal que a} : 5" (V;) — G,
satisfaz

a}?(ga) = a;?(g)a (C.40)
para todos g € 75" (V) e a € G,. Tem-se que a familia

(Wis = (WE) ™ (Us x Up) hierjes (C.41)

é uma cobertura trivializante de F e

{Wi 1 1, (W) = Wiy x Gulierjes (C.42)

v

¢ a familia das trivializagoes locais associadas, onde 9;; = (1y, gfj) é tal que gj; = aj o g;.
De fato, g;; estd bem definida para todo g € 1,1 (W), pois

U (1b(a) = ¥ (g v) = (7(q), gi(@)v) = (7(q), mo(9:(q))) € Ui x V} (C.43)
e também
9:;(qa) = aj(gi(q)a) = gi;(a)a, (C.44)
para todos q € I;}(WW;;) e a € G,. Além disso, se
Vi(a) = (a-v,955(q)) = (p- v, 95(p)) = ¥ (p), (C.45)
entao p =qa e a € G, e, como
9:;(a) = g5;(qa) = gij(q)a, (C.46)
tem-se que a = 1, mostrando que ¢7; ¢ injetiva. A sobrejetividade segue da equagao
(C.44) e do fato de que qa € I;'(W;;), para todos ¢ € I;*(W;;) e a € G,. Finalmente,

como g;; € composi¢ao de aplicagoes continuas e abertas, tem-se que ¢;; = (Ly, gfj) ¢ um
homeomorfismo. [

Sejam F e E fibrados associados a 7 : () — X tais que existe uma fibragao f : F — F
equivariante em relagao a agao de G, ou seja,

f(av) = f(v)a (C.47)
para todos a € G e v € F. Define-se f : £ — E, uma fibracao de E sobre E, dada por

flg-v)=q- f(v), (C.48)

para todos g € Q e v € F.
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Proposicao C.75. Sejam as hipdteses da Proposicao C.74. Entao, firando-se v € F e
definindo-se v = f(v), a fibragio f : E — E € isomorfa ao fibrado (l3)g, : Ev — E,
cuja fibra tipica Fs € a fibra de F' sobre v, associado ao fibrado principal localmente trivial
l, : Q — E. Além disto, o sequinte diagrama € comutativo

(C.49)

onde ¢5(q-cv) = q-c, v e l,(q) = q -, v, para todo q € Q.

Demonstracao. Pela Proposicao C.74, Iz : Q — E 6 um fibrado principal com grupo
estrutural G. Tem-se que a aplicagao ¢5 : E — FEj, dada por

¢o(q-av) =q-c,v (C.50)

estda bem definida e é uma bijecao. De fato, ¢ -¢ v = p-g v se, e somente se, existe a € G
tal que p = ga e v = av e, portanto, se, e somente se, ¢ -q, v = p -, v. Tem-se entao que
¢s ¢ um homeomorfismo, pois o diagrama

Q (C.51)
zvl b
Byt

¢é claramente comutativo e a aplicacao 2; é continua e aberta. A comutatividade do dia-
grama C.51 segue direto das definigoes. ]
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