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1

Since Hamiltonian flows give rise to flows on other
bundles, say the bundle of Lagrangian planes, it might
be a sensible problem to carry out the analogue of
Selgrade’s work with more general fibers and groups.

Charles Conley, página 83 de [9] (1978).

E, embora a Lógica contenha, com efeito, uma porção de preceitos
verdadeiros e muito bons, há todavia tantos outros misturados de
permeio que são nocivos ou supérfluos (. . .) Com respeito à
Análise dos Antigos (Geometria) e à Álgebra dos modernos, além
de se estenderem apenas a matérias muito abstratas, e de não
parecerem de nenhuma utilidade, a primeira permanece tão
adstrita à consideração das figuras que não pode exercitar o
entendimento sem fatigar muito a imaginação. Ademais, esteve-se
de tal forma sujeito, na segunda, a certas regras e cifras, que ela
se tornou uma arte confusa e obscura que embaraça o esṕırito, ao
invés de uma ciência que o cultiva. Por esta razão, pensei ser
necessário procurar algum outro método que, reunindo as
vantagens desses três, fosse isento de seus defeitos.

René Descartes, Discurso do Método, Segunda Parte (1637).

1Minha tradução: “Como os fluxos Hamiltonianos dão origem a fluxos em outros fibrados, digamos o

fibrado de planos Lagrangeanos, seria um problema sensato realizar o análogo do trabalho de Selgrade

para fibras e grupos mais gerais.”
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Resumo

A presente tese fornece uma abordagem que estabelece conexões entre dinâmica e teoria
de semigrupos. Esta abordagem, denominada de teoria de semigrupos de sombreamento,
é aplicada com sucesso no estudo de semifluxos de endomorfismos de uma classes bastante
ampla de fibrados, que inclui a classe dos fibrados projetivos. Os semifluxos de endo-
morfismos de um fibrado generalizam, por meio da linguagem geométrica de fibrados, os
semifluxos de produto cruzado associados a um cociclo, definidos em fibrados triviais.
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Abstract

The present thesis provides an approach which establishes connections between dynamics
and the theory of semigroup. This approach, named theory of shadowing semigroups, is
successfully applied to study semiflows of endomorphisms of a wide class of fiber bundles,
which includes the class of the projective bundles. The semiflows of endomorphisms of a
fiber bundle generalize, by using the geometric concept of fiber bundle, the skew-product
semiflows associated to a cocycle, which are defined in trivial bundles.
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xv



Sumário

0 Introdução 3

0.1 Estrutura da Tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1 Semifluxos em Espaços Topológicos 17
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Caṕıtulo 0

Introdução

A presente tese trata da relação entre sistemas dinâmicos e teoria de ação de semigrupos.
Desenvolve-se uma abordagem nova, denominada de teoria de semigrupos de sombreamento
para o estudo de transitividade por cadeias no sentido de Conley. Esta teoria é aplicada aos
semifluxos de endomorfismos de uma classes bastante ampla de fibrados. Essa classe inclui
os fibrados projetivos associados a fibrados vetoriais e outros fibrados semelhantes como os
fibrados Grassmannianos. Os semifluxos de endomorfismos de um fibrado generalizam, por
meio da linguagem geométrica de fibrados, os semifluxos de produto cruzado associados a
um cociclo, definidos em fibrados triviais.

O estudo qualitativo de sistemas dinâmicos e a análise algébrica e topológica da ação de
semigrupos possuem origens e motivações relacionadas, mas não coincidentes. O primeiro
surge do esgotamento dos métodos expĺıcitos para a análise da dinâmica das soluções de
equações diferenciais ordinárias, principalmente as que modelam fenômenos da mecânica
clássica, como o problema dos três corpos. A segunda surge, por um lado, do desen-
volvimento dos métodos topológicos da dinâmica qualitativa, especialmente no estudo da
recorrência na compactificação de sistemas dinâmicos, por meio do conceito de semigrupo
universal de Ellis [13]. Por outro lado, ela surge do estudo dos sistemas de controle, que
são generalizações, em certo sentido, dos sistemas dinâmicos. A teoria da ação de semi-
grupos está presente na teoria dos sistemas de controle devido aos chamados semigrupos
de controle, que são os análogos dos fluxos associados a equações diferenciais ordinárias.
As relações entre dinâmica e teoria de controle foram exploradas recentemente, através da
introdução do denominado fluxo de controle (c.f. [7]).

A seguir é fornecido um panorama dos principais conceitos e resultados que constituem
a presente tese.

Teoria de Conley

O ponto de vista dinâmico é analisado no contexto da teoria de Conley (c.f [9]). Um
dos conceitos centrais desta teoria é a decomposição de Morse, que é uma decomposição
de um sistema dinâmico em subsistemas, denominados componentes de Morse. Estas
componentes são conectadas entre si através de órbitas que percorrem ńıveis decrescentes de
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4 Caṕıtulo 0. Introdução

alguma função de Lyapunov. Cada componente de Morse pode a prinćıpio ser decomposta
em outras sub-componentes, que formam uma nova decomposição de Morse do sistema
inicial. Procura-se, portanto, por uma decomposição de Morse tal que nenhuma das suas
componentes possa mais ser decomposta. Esta decomposição é denominada decomposição
de Morse minimal, pois suas componentes estão contidas nas componentes de qualquer
outra decomposição de Morse.

No caso em que o espaço de fase é compacto, existe um maneira de caracterizar a
existência e as componentes da decomposição de Morse minimal utilizando-se o conceito
de recorrência por cadeias. Esta recorrência é baseada no conceito de cadeias, que é um
enfraqueciemento do conceito de órbita, onde é permitido dar saltos controlados após ser
transportado pelo semifluxo por tempos pré-fixados. O conjunto recorrente por cadeias é
particionado em componentes transitivas por cadeias, que são subconjuntos maximais, onde
é posśıvel ir de um ponto a outro do conjunto através de cadeias com saltos arbitrariamente
pequenos e tempos pré-fixados arbitrariamente grandes. A decomposição de Morse minimal
existe se, e somente se, o número de componentes transitivas por cadeias é finito e, neste
caso, as componentes de Morse são precisamente as componentes transitivas por cadeias.

Estes resultados são provados originalmente em [9], para fluxos de tempo cont́ınuo
em espaço Hausdorff compactos e, posteriormente, para semifluxos em espaços métricos
compactos (c.f. [30]).

Eles são estendidos aqui para semifluxos de tempo discreto ou cont́ınuo em espaços
Hausdorff compactos. Além disto, é desenvolvida uma teoria mais abstrata de transitivi-
dade por cadeias, que inclui as versões mais concretas como casos particulares. A razão
para se desenvolver esta abordagem mais abstrata se encontra no estudo de semifluxos de
endomorfismos de fibrados.

Teoria de Semigrupos de Sombreamento

A ligação entre dinâmica e teoria de semigrupos é realizada através dos denominados
semigrupos de sombreamento de um semifluxo, que são semigrupos locais de aplicações
cont́ınuas (onde o produto é definido, sempre que posśıvel, pela composta de aplicações)
tais que as cadeias do semifluxo são realizadas pela ação dos elementos destes semigrupos.
Os subconjuntos maximais onde o semigrupo age transitivamente são denominados con-
juntos de controle. As componentes transitivas por cadeias são caracterizadas então como
interseções de conjuntos de controle dos semigrupos de sombreamento do semifluxo.

Os semigrupos de sombreamento foram apresentados pela primeira vez em [3], onde
foram utilizados no estudo de sistemas de controle. Eles foram aplicados, posteriormente,
em [5], na análise de fluxos de automorfismos de fibrados. A teoria desenvolvida aqui
generaliza as anteriores em dois aspectos:

(1) é de natureza puramente topológica, não necessitando, para a sua definição, do con-
texto de espaços métricos empregado em [5] e

(2) os semigrupos locais considerados são constituidos de aplicações cont́ınuas, ao invés
de homeomorfismos locais como em [5].
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A utilização de semigrupos locais de homeomorfismos locais limitava o uso da teoria
de semigrupos de sombreamento a fluxos em algumas classes de espaços métricos, tais
como variedades Riemannianas compactas e subconjuntos abertos de espaços de Fréchet.
A presente abordagem estende a aplicação da teoria a semifluxos num espaço topológico
paracompacto qualquer.

Semifluxos em Fibrados

O sucesso da aplicação da teoria de semigrupos de sombreamento ao estudo da transitivi-
dade por cadeias de semifluxos de endomorfismos de fibrados depende de uma boa teoria
de semigrupos de endomorfismos locais de fibrados. O prinćıpio básico para o desenvolvi-
mento de uma teoria deste tipo é decompor o problema em duas partes: (1) a ação do
semigrupo induzido no espaço base e (2) a ação do semigrupo nas fibras.

No caso da classe dos denominados fibrados flag, o problema é reduzido ao estudo da
ação de semigrupos abertos na fibra t́ıpica. Isto permite utilizar a teoria de San Martin,
sobre a ação de semigrupos abertos em grupos de Lie semi-simples nas suas variedades
flag. Com esta teoria pode-se caracterizar as componentes transitivas por cadeias de um
semifluxo de endomorfismos de um fibrado flag. Para se obter esta redução do problema
ao estudo do que acontece nas fibras é necessário supor que o semifluxo induzido na base
X seja transitivo por cadeias, hipótese equivalente à transitividade dos semigrupos de
sombreamento induzidos na base.

Um fibrado flag EΘ → X é um fibrado, cuja fibra t́ıpica é uma variedade flag gener-
alizada FΘ, associado a um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie
redut́ıvel com componente semi-simples conexa. O fibrado projetivo associado a um fibrado
das bases é um exemplo de fibrado flag. De fato, sua fibra t́ıpica é o espaço projetivo, uma
variedade flag associada ao grupo linear geral Gl(Rn), que é um grupo de Lie redut́ıvel cuja
componente semi-simples é o grupo unimodular Sl(Rn). De maneira mais geral, o fibrado
Grassmanniano k-dimensional, cuja fibra t́ıpica é a Grassmanniana k-dimensional, é um
exemplo de fibrado flag. Existem também exemplos naturais de fibrados flag associados
a fibrados principais cujo grupo estrutural não é o grupo linear geral. No contexto da
geometria simplética e da dinâmica Hamiltoniana, o fibrado dos subespaços Lagrangeanos
de uma dada variedade simplética é um fibrado flag associado a um fibrado principal, cujo
grupo estrutural é o grupo simplético.

As componentes transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos σΘ de um
fibrado flag EΘ → X projetam-se sobrejetivamente na base e são parametrizadas pelo
denominado grupo de Weyl W de uma álgebra de Lie semi-simples.

Esta parametrização pelo grupo de Weyl fornece a ordem dinâmica e o número de com-
ponentes transitivas por cadeias em função do denominado tipo parabólico do semifluxo
Θ(σ), que é definido a partir do conceito de tipo parabólico de um semigrupo introduzido
em [34]. No fibrado flag maximal E → X, a ordem entre as componentes transitivas por
cadeias é determinada algebricamente pela ordem de Bruhat-Chevalley induzida no quo-
ciente W (σ)\W , onde W (σ) é o subgrupo parabólico de tipo Θ(σ), denominado subgrupo
caracteŕıstico de σ. Em geral, no fibrado flag EΘ → X, as componentes transitivas estão
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em bijeção com o quociente duplo W (σ)\W/WΘ, onde WΘ é o subgrupo parabólico de tipo
Θ. No caso compacto, isto implica na existência da decomposição de Morse minimal de
σΘ, uma vez que W é um grupo finito.

Outro resultado de grande relevância é a caracterização da interseção de cada com-
ponente transitiva por cadeias com as fibras de EΘ. Sob hipóteses bastante gerais, que
incluem os fluxos de automorfismos de fibrados flag cuja base é compacta, tem-se que cada
uma destas interseções é uma variedade algébrica.

De maneira mais precisa, identificando-se a fibra EΘ sobre x ∈ X com a fibra t́ıpica
flag FΘ e denotando-se por MΘ(w) a componente transitiva por cadeias parametrizada por
w ∈ W , a interseção de MΘ(w) com a fibra EΘ sobre x é dada pelo conjunto de pontos
fixos de um elemento hx ∈ G, que varia de maneira cont́ınua com x e pertence a uma classe
de conjugação determinada por Θ(σ), que idepedente do ponto x. Desta maneira, cada
MΘ(w) é uma espécie de subfibrado do fibrado flag EΘ → X.

Teorema de Selgrade e Aplicações

No caso de um fluxo induzido no fibrado projetivo por um fluxo linear, cujo fluxo in-
duzido na base é transitivo por cadeias, o resultado mencionado acima implica que as
componentes transitivas por cadeias são projeções de subfibrados vetoriais. No caso em
que a base é compacta, este é o enunciado do teorema de Selgrade demonstrado em [40],
o que mostra que a teoria aqui desenvolvida é a resposta a um problema colocado por
Conley em [9], página 83, e que é a primeira frase da eṕıgrafe da presente tese. Deve-se
observar que a demonstração original do teorema de Selgrade caracteriza as componentes
de Morse minimais a partir dos pares atrator-repulsor associados, enquanto a abordagem
desenvolvida nesta tese caracteriza as componentes transitivas por cadeias, que coincidem
com as componentes de Morse minimais.

Além do teorema de Selgrade, este resultado generaliza também outros resultados an-
teriores sobre fluxos lineares induzidos em fibrados projetivos, que vem sendo estudados
de maneira extensiva na literatura (c.f. Colonius-Kliemann [8], Conley [9], Sacker-Sell [31],
Salamon-Zehnder [32], Selgrade [40], e referências presentes nestes artigos).

É importante ressaltar que estes resultados foram demonstrados previamente em [5]
para fluxos de tempo cont́ınuo, sob algumas hipóteses restritivas sobre a classe de espaços
que poderiam servir como base do fibrado. Apesar destas hipóteses restritivas permitirem
que variedades Riemannianas compactas e subconjuntos abertos de espaços de Fréchet
fossem usadas como base dos fibrados considerados, a classe dos espaços base permitidos
não incluia os espaços métricos em geral. Não era claro, por exemplo, se a teoria poderia
ser aplicada no estudo dos denominados fluxos de controle (c.f. [7]). Esta tese melhora os
resultados de [5] nos seguintes aspectos:

(1) o espaço base X pode ser qualquer espaço topológico paracompacto, incluindo em
particular todos os espaços métricos,

(2) consideram-se semifluxos de endomorfismos de fibrados e não apenas fluxos de auto-
morfismos, como em [5] e
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(3) além dos sistemas dinâmicos de tempo cont́ınuo considerados [5], os resultados
também se aplicam aos de tempo discreto.

Neste ponto é conveniente observar que as variedades flag mencionadas anteriormente
sempre podem ser vistas como subvariedades do espaço projetivo. Como tal os fibrados
flag podem ser considerados como subfibrados de fibrados projetivos de tal forma que os
fluxos nos fibrados flag são restrições de fluxos lineares em fibrados projetivos. Surge então
a questão de se aplicar o teorema de Selgrade na análise dos fluxos aqui considerados.
Isso apresenta duas dificuldades essenciais. A primeira delas provém da relação entre os
conjuntos transitivos por cadeias para um semifluxo e para suas restrições a subconjuntos
invariantes. Essa relação nem sempre é direta. Outra dificuldade é que em geral as imersões
das variedades flag nos espaços projetivos possuem codimensão alta, o que dificulta a análise
geométrica (por exemplo, não é claro o que seria a interseção de um subespaço com uma
variedade flag imersa). Essas observações estão na mesma direção dos comentários feitos
por V. I. Arnold [2], página 26, sobre as teorias “irmãs”.

Espera-se que os resultados desenvolvidos nesta tese possam ser aplicados em áreas
bastante diversas. Entre outros exemplos posśıveis, destacam-se:

(1) a partir dos resultados puramente topológicos, desenvolver uma teoria de recorrência
por cadeias universal, análoga a teoria de recorrência universal de Ellis (c.f. [13]),

(2) construir formas canônicas (no sentido de Jordan) de cociclos cont́ınuos e, de maneira
mais geral, de fluxos de automorfismos de fibrados, estendendo e refinando, para
grupos de Lie mais gerais, os resultados existentes para cociclos ergódicos do grupo
linear geral (c.f. [1]),

(3) generalizar e refinar o ı́ndice de Maslov, levando-se em conta as informações da tran-
sitividade por cadeias (Teorema 6.16),

(4) analisar os limites quasi-projetivos de seqüências em grupos de Lie, através da con-
strução de um fluxo de produto cruzado adequado definido num fibrado flag trivial
(subseção de exemplos no final do Caṕıtulo 6) e

(5) utilizando as informações dos aspectos esféricos (ou projetivos) apresentadas pela
tese, analisar o comportamento radial dos sistemas dinâmicos, por meio de general-
izações dos expoentes de Lyapunov e de Morse.
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0.1 Estrutura da Tese

A tese está dividida em caṕıtulos (1–6) e apêndices (A, B e C) e o diagrama seguinte
explicita a ordem de precedência lógica entre estas partes.
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A seguir será descrito o conteúdo de cada uma das partes, detalhando-se as principais
contribuições da presente tese.

Caṕıtulo 1 : Semifluxos em Espaços Topológicos

Neste caṕıtulo, apresenta-se a teoria dinâmica de Conley, com ênfase nos conceitos de
par atrator-repulsor e de transitividade por cadeias e suas relações com as decomposições
de Morse, que são decomposições do semifluxo em sub-semifluxos conectados entre si por
órbitas percorrendo ńiveis decrescentes de alguma função de Lyapunov.

A Seção 1.1 baseia-se em [27] e destina-se a generalizar para semifluxos de tempo
discreto ou cont́ınuo em espaços topológicos os resultados de [9], que são demonstrados
para fluxos cont́ınuos em espaços métricos. Um dos resultados principais é o Teorema
1.12, que estende, para o caso compacto Hausdorff, a caracterização das decomposições de
Morse através de seqüências crescentes de atratores. Outro resultado é a Proposição 1.15,
que garante a existência de funções de Lyapunov associadas a decomposições de Morse, sob
a hipótese adicional do semifluxo ser aberto. Esta proposição é demonstrada utilizando-se
o fato que, de maneira similar ao caso de fluxos em espaços métricos, os atratores e os
repulsores são conjuntos Gδ fechados (Proposição 1.3).

Fundamentando-se na Seção 3 de [28], a Seção 1.2 estabelece a relação entre transi-
tividade por cadeias e decomposição de Morse minimal, no contexto geral de semifluxos
de tempo discreto ou cont́ınuo num espaço topológico X. A teoria de transitividade por
cadeias é desenvolvida abstratamente, em vista das aplicações nos caṕitulos subseqüentes,
e engloba as diferentes definições utilizadas na literatura como casos particulares.

Na abordagem abstrata apresentada aqui, são utilizadas cadeias contrúıdas a partir
de coberturas abertas pertencendo a uma famı́lia pré-fixada O de coberturas abertas de
X, satisfazendo algumas condições de admissibilidade (Definição 1.17). O conjunto O-
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recorrente por cadeias e as componentes O-transitivas por cadeias são definidos então de
maneira análoga aos conceitos clássicos (c.f. [9] e [7]). Em particular, a transitividade
por cadeias apresentada em [9] pode ser recuperada desta abordagem abstrata através
da famı́lia O(X) de todas as coberturas abertas de X. Além disto, quando (X, d) é
um espaço métrico, pode-se utilizar a famı́lia admisśıvel Od, das coberturas constituidas
pela totalidade das bolas abertas para cada raio arbitrário pré-fixado. Este procedimento
recupera a definição mais comumente utilizada de transitividade por cadeias (c.f. [7]).
Entretanto, para o estudo de semifluxos de endomorfismos de fibrados, é necessária a
construção de uma famı́lia admisśıvel que leve em conta a estrutura do fibrado, o que é
feito no Caṕıtulo 5.

Os resultados principais da Seção 1.2 são obtidos no caso em que X é um espaço
compacto Hausdorff. O primeiro deles é o Teorema 1.23, que mostra que o conjunto O-
recorrente por cadeias e as componentes O-transitivas por cadeias independem da famı́lia
admisśıvel utilizada. Outro resultado é o Teorema 1.29, que mostra a transitividade in-
terna das componentes transitivas por cadeias, estendendo um resultado bem conhecido
para fluxos em espaços métricos compactos (c.f [7]). Como um corolário (Corolário 1.31),
obtém-se um extensão do Lema 2.1 de [16], sobre a transitividade interna de conjuntos
omega limites. Finalmente, é estabelecida a conexão entre transitividade por cadeias e de-
composição de Morse minimal. O Teorema 1.33 garante a equivalência entre a existência da
decomposição de Morse minimal e a existência de um número finito de componetes transiti-
vas por cadeias e, para a sua demonstração, é essencial a caracterização das decomposições
de Morse através de seqüências crescentes de atratores (Teorema 1.12).

Caṕıtulo 2 : Semigrupos e Semifluxos

É desenvolvida, neste caṕıtulo, a ligação entre a teoria de transitividade por cadeias desen-
volvida no Caṕıtulo 1 e a teoria de semigrupos locais de aplicações cont́ınuas. Esta ligação
é realizada através do conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.

Baseada na Seção 4 de [28], a Seção 2.1 apresenta a teoria topológica da ação de semi-
grupos locais de aplicações cont́ınuas de um espaço topológico X. Os conceitos centrais
desta teoria são os conjuntos de controles e seus respectivos conjuntos de transitividade,
subcojuntos maximais de X onde o semigrupo age transitivamente, análogos ao conceito
de órbitas no caso de ações de grupos. Estes conceitos são definidos através de certas
relações de equivalência em X induzidas pelo semigrupo local (relações algébrica, forte
e fraca). Apesar da maior parte dos resultados ser conhecida para semigrupos locais de
homeomorfismos locais de X (c.f. [4] e [7]), sua generalização para semigrupos locais de
aplicações cont́ınuas de X não é direta, principalmente quando as órbitas regressivas estão
envolvidas. Além disto, a abordagem dos conjuntos de controle através de relações de
equivalência simplifica consideravelmente a demonstração dos resultados, melhorando a
compreensão dos conceitos envolvidos. Um resultado novo é a Proposição 2.8, que fornece
uma caracterização dos conjuntos de controle em termos das órbitas progressivas e regres-
sivas do semigrupo local.

A Seção 2.2, fundamentada na Seção 5 de [28], apresenta a teoria de semigrupos de
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sombreamento de um semifluxo σt de um espaço topológico X. Esta teoria fornece uma
completa caracterização da transitividade por cadeias em termos da ação de semigrupos
locais de aplicações cont́ınuas. O prinćıpio básico é realizar os saltos arbitrários de uma
cadeia através de aplicações dentro de um semigrupo local prescrito e explorar as vantagens
topológicas desta abordagem.

O principal resultado da Seção 2.2 é o Teorema 2.28. Ele caracteriza as componentes
O-transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos de um fibrado como interseção
de conjuntos de controle dos seus semigrupos de sombreamento.

Para se construir esta teoria de perturbações cont́ınuas do semifluxo σ, deve-se partir
de semigrupos locais S que possuam a propriedade de transitividade adequada (Definição
2.22), relativa a uma dada famı́lia O de coberturas abertas de X. Observa-se que qualquer
semigrupo local S contendo as funções constantes é transitivo em relação a qualquer famı́lia
O de coberturas abertas de X. Este exemplo mostra que a condição de transitividade local
é satisfeita por diversos semigrupos locais, de modo que as perturbações dos semifluxos
podem ser realizadas em grande generalidade.

Uma das boas caracteŕısticas dos semigrupos de sombreamento é que suas órbitas pro-
gressivas e regressivas são conjuntos abertos em X (Corolário 2.25). Isto é de fundamental
importância na aplicação dos resultados ao estudo de semifluxos de endomorfismos dos
denominados fibrados flag, que é desenvolvido no Caṕıtulo 6.

Caṕıtulo 3 : Conjuntos de Controle em Flags

Este caṕıtulo apresenta a teoria de semigrupos de San Martin. Esta teoria trata da análise
dos conjuntos de controle de semigrupos S contidos num grupo de Lie G semi-simples,
agindo nas suas variedades flag generalizadas (c.f. [33], [34], [35], [36] e [39]). Este caṕıtulo
depende fundamentalmente dos Apêndices A e B, que tratam da teoria de Lie semi-simples
real.

As Seções 3.1 e 3.2 apresentam uma forma de abordar os grupos de Weyl e os sistemas
de ráızes que é conveniente para facilitar o entendimento da teoria de semigrupos. Uma
das dificuldades da teoria de semigrupos em flags é a necessidade constante de considerar
diferentes câmaras de Weyl para a construção de certos objetos (grupos de Weyl, sistemas
simples de ráızes, álgebras e grupos parabólicos etc.). A abordagem apresentada aqui
permite lidar com todas as câmaras de Weyl (e os objetos por elas determinados) de
maneira simultânea. Isto é feito pela introdução dos assim denominados objetos canônicos,
que descrevem claramente os isomorfismos existentes entre objetos associados a câmaras
de Weyl diferentes.

Na Seção 3.2 são demonstrados alguns resultados, que apesar de folclóricos na teo-
ria de variedades flag, são de dif́ıcil referência. Além do mais, demonstra-se a seguinte
decomposição

PΘ = G(Θ)LΘ, (2)

do subgrupo parabólico PΘ de tipo Θ como o produto semi-direto entre o subgrupo semi-
simples G(Θ) de tipo Θ e o subgrupo LΘ normal em PΘ e que contém a estrutura das
componentes conexas de PΘ (Teoremas 3.10 e 3.12). Tal decomposição é utilizada na
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demonstração dos Teoremas 3.14 e 3.15, que tratam das fibrações naturais entre variedades
flag. Esta decomposição não se encontra nas referências da presente tese que tratam da
teoria de Lie semi-simples real ([15], [21], [42] e [43]).

A Seção 3.3 utiliza as construções da Seção 3.1 de modo a simplificar a demonstração
de alguns resultados da teoria de semigrupos de San Martin e melhorar a compreensão dos
conceitos envolvidos. Um dos principais resultados desta teoria, Teorema 3.28, utiliza o
grupo de Weyl canônico de g para parametrizar os conjuntos de controle de um semigrupo
aberto S em G agindo no flag maximal F. Além disto, o conjunto de transitividade do
conjunto de controle A(w) de tipo w ∈ W é caracterizado como o conjunto dos pontos
fixos de tipo w de câmaras de Weyl em G (c.f. Definição 3.17) que interceptam o semigrupo
S. Este resultado é demonstrado aqui de maneira mais direta que em [34], utilizando-se
uma versão ligeiramente mais geral do Lema 3.3 de [33] (c.f. Lema 3.21). Além do mais,
observa-se que é posśıvel obter o número de conjuntos de controle em F como conseqüência
do Teorema 4.1 de [36], que trata da ordem entre os conjuntos de controle (c.f. Teorema
3.35).

Caṕıtulo 4 : Conjuntos de Controle em Fibrados

É apresentada, neste caṕıtulo, a teoria de semigrupos locais de endomorfismos de um
fibrado πE : E → X associado a um fibrado principal π : Q → X. O prinćıpio básico
é decompor o problema em duas partes: a acão do semigrupo induzida na base X e a
ação do semigrupo nas fibras de E. Esta abordagem é então aplicada ao estudo da ação
de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados fibrados flag, cujas fibras t́ıpicas
são as variedades flag generalizadas apresentadas no Caṕıtulo 3. Neste caso, obtém-se a
completa caracterização da ação em termos da sua decomposição na base e nas fibras.

A Seção 4.1 é de caráter puramente topológico e está baseada na Seção 4 de [29].
A análise da ação de semigrupos locais de endomorfismos é feita através do estudo dos
conjuntos de controle. A relação entre conjuntos de controle em E e em X é dada pelas
projeções das classes de equivalência associadas ao semigrupo SE, induzido por S no fibrado
E. A ação do semigrupo SE na fibra de E sobre π(q) ∈ X é analisada através da ação na
fibra t́ıpica F do semigrupo Sq, induzido por S no grupo estrutural G a partir do ponto
q ∈ Q (Definição 4.12). Quando as órbitas de SE são conjuntos abertos (o que acontece
no caso de semigrupos de sombreamento de um semifluxo), o semigrupo Sq é aberto em
G. Neste caso, existe uma bijeção entre os conjuntos de controle D que interceptam a
fibra de E sobre π(q) e os conjuntos de controle AD

q de Sq em F (Corolário 4.22). Além
disto, esta bijeção preserva a ordem entre os conjuntos de controle. Quando o conjunto
de controle AD

q é invariante em relação a Sq, tem-se que o conjunto de transitividade de
D projeta-se sobrejetivamente sobre o conjunto de transitividade do conjunto de controle
de SX em X que se situa abaixo de D (Proposição 4.23). Este resultado, bem como toda
subseção relativa a conjuntos de controle invariantes, é novo e é utilizado decisivamente no
argumento de indução utilizado na seção seguinte.

Na Seção 4.2, analisa-se a ação de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados
fibrados flag e baseia-se na Seção 5 de [29]. Um dos principais objetivos desta seção é
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demonstrar que os conjuntos de controle de um semigrupo local de endomorfismos num
fibrado flag projetam-se sobrejetivamente no espaço base, desde que o semigrupo local
induzido na base seja transitivo (Teorema 4.31). Outro resultado fundamental é mostrar
que a descrição algébrica fornecida através da ação de Sq na fibra t́ıpica independe do
ponto q ∈ Q utilizado (Teorema 4.32). Isto permite utilizar o Corolário 4.22 mencionado
acima e dar uma descrição precisa dos conjuntos de controle, reduzindo o problema à fibra
t́ıpica, isto é, à descrição algébrica dos conjuntos de controles de Sq nos flags generalizados
apresentada no Caṕıtulo 3. Para isto é necessário supor que, para todo q ∈ Q, as órbitas S·q
e S∗ · q são conjuntos abertos, hipótese que é satisfeita pelos semigrupos de sombreamento
de um semifluxo σt, como mostra o Corolário 2.25.

A seção é concluida com alguns exemplos de fibrados flag. Entre outros apresentados,
tem-se:

(1) os fibrados projetivos,

(2) a fibração natural do flag F∆ sobre o flag FΘ, se ∆ ⊂ Θ

(3) os fibrados flag clássicos FIM → M de uma variedade diferenciável M e

(4) o fibrado Lagrangeano LaM → M de uma variedade simplética M .

Caṕıtulo 5 : Semifluxos em Fibrados Topológicos

Neste caṕıtulo, a teoria de semigrupos de sombreamento, desenvolvida na Seção 2.2, é
aplicada ao estudo de semifluxos de endomorfismos de um fibrado. Supõem-se que as
fibras t́ıpicas dos fibrados considerados sejam espaços metrizáveis.

Um semifluxo σ : T×Q → Q é um semifluxo de endomorfismos de um fibrado principal
π : Q → X, se σt é um endomorfismo local de Q, para todo t ∈ T (Definição 4.1). Se
πE : E → X é um fibrado associado, a aplicação σE : T × E → E é um semifluxo de
endomorfismos de E se existe um semifluxo σ de endomorfismos de Q tal que σE

t é a
aplicação induzida em E por σt, para todo t ∈ T.

Uma classe de exemplos de grande relevância é a dos semifluxos de produto cruzados
definidos num fibrado principal trivial, tendo como base um espaço topológico X e como
grupo estrutural um grupo topológico G. Os semifluxos desta classe são definido a partir
de um semifluxo em X e de um cociclo de X a valores em G. De fato, todos os semifluxos
de endomorfismos de fibrado são localmente equivalentes a um semifluxo deste tipo.

O principal objetivo deste caṕıtulo é construir uma famı́lia de cobertura abertas de
E, adaptada à estrutura de fibrado, que seja admisśıvel. Além disto, o semigrupo local
dos endomorfismos locais de E, denotado por Endl(E), deve ser transitivo em relação
a esta famı́lia (Definição 2.22). Tal famı́lia é construida a partir de uma métrica d na
fibra t́ıpica F e de um atlas ΨE = {(Ui, ψ

E
i )}i∈I de E. A famı́lia OΨ(E) das coberturas

abertas Ψ-adaptadas é constituida de coberturas Uε definidas a partir de ε > 0 e de uma
cobertura aberta U da base X. No caso de um fibrado trivial, a cobertura Uε é simplesmente
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a cobertura produto entre a cobertura U e a cobertura Bε de (F, d), constituida pela
totalidade das bolas abertas de raio ε > 0.

Se o fibrado principal Q → X pode ser reduzido a um subfibrado P → X cujo grupo
estrutural K age na fibra F por isometrias, então a famı́lia OΨ(E) é admisśıvel (Proposição
5.4). Isto é precisamente o que acontece no caso de fibrados flag.

Para se analisar a propriedade de transitividade local do semigrupo local Endl(E) com
respeito à famı́lia OΨ(E), a idéia básica é combinar as ações do semigrupo local Cl(X) no
espaço base X com a ação de G na fibra F . Como o semigrupo local Cl(X) é localmente
transitivo para quaisquer famı́lias de coberturas abertas de X, as principais hipóteses feitas
dizem respeito à ação de G em F . A primeira hipótese é que (F, d) seja um espaço métrico
convexo, isto é, tal que para quaisquer dois pontos u, v ∈ F , existe w ∈ F tal que

d(u, v) = d(u,w) + d(w, v), (3)

denominado ponto mediano entre u e v. A outra hipótese é que G contém um subgrupo
compacto e metrizável K agindo aberta e transitivamente em F , o que permite definir de
maneira natural uma métrica em F adaptada à ação de K (c.f. [32]). Estas condições são
prontamente satisfeitas no caso das variedades flag generalizadas.

Sob estas hipóteses, os resultados da Seção 2.2 podem ser aplicados, caracterizando-
se as componentes OΨ(E)-transitivas por cadeias de um semifluxo de endomorfismos σE

t

como interseção de conjuntos de controle para todos os seus semigrupos de sombreamento
Endl(E)t,Uε

, onde t ∈ T e Uε ∈ OΨ (E).

Caṕıtulo 6 : Semifluxos em Fibrados Flag

Este é o caṕıtulo principal da tese e depende logicamente dos resultados de todas as outras
partes, como é mostrado pelo diagrama (1). Consideram-se semifluxos de endomorfismos
σΘ de fibrados flag EΘ → X, cujo semifluxo induzido em X é transitivo por cadeias.

O primeiro resultado é a parametrização, através do grupo de Weyl W de g, das com-
ponentes OΨ(EΘ)-transitivas por cadeias de σΘ (Teorema 6.5). O conjunto

{MΘ (w) : w ∈ W} (4)

destas componentes está em bijeção com o quociente duplo W (σ)\W/WΘ (Teorema 6.6),
onde WΘ provém de EΘ e W (σ) é o subgrupo caracteŕıstico de σ (Definição 6.2). Além disto,
a componente de Morse MΘ = MΘ(1) é a única maximal, enquanto que a componente
M−

Θ = MΘ(w−) é a única minimal, onde w− é a involução principal de W em relação a Σ
(Definição 3.34).

No caso em que a base X é compacto Hausdorff, pelos resultados do Caṕıtulo 1, isto
implica na existência da decomposição de Morse minimal, uma vez que W é um grupo
finito.

Teorema 0.1. Seja π : Q → X um fibrado principal localmente trivial tal que X é um
espaço compacto Hausdorff. Seja também σ um semifluxo de endomorfismos em Q tal que
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o semifluxo induzido em X seja transitivo por cadeias. Para cada fibrado flag EΘ → X,
existe a decomposição de Morse minimal de σΘ que é dada por

{MΘ (w) : w ∈ W} (5)

e está em bijeção com o quociente duplo W (σ)\W/WΘ. Além disto, no caso do fibrado flag
maximal, a ordem de Morse é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente
W (σ)\W .

Outro resultado de grande relevância é a caracterização da interseção de cada compo-
nente OΨ(EΘ)-transitiva por cadeias com as fibras de EΘ. Esta caracterização é realizada
através de uma aplicação cont́ınua H : Q → Ad(G)HΘ(σ), determinada por Θ(σ), o tipo
parabólico do semifluxo σ (Definição 6.2). A construção de tal aplicação depende do
Teorema 6.11, que assegura que a componente maximal M+

Θ(σ), no fibrado flag de tipo

parabólico Θ(σ), como também a componente minimal M−
Θ∗(σ) , no fibrado flag de tipo

parabólico Θ∗(σ), dual de Θ(σ), interceptam cada fibra num único ponto.
O Teorema 6.13 afirma que, para cada q ∈ Q, a interseção da componente MΘ(w) com

a fibra de EΘ sobre π(q) é dada pela componente conexa fixΘ(H(q), w) dos pontos fixos da
ação adjunta de exp(tH(q)) em FΘ associada a w ∈ W . A demonstração deste teorema
supõe que a componente maximal M+ é regressivamente invariante e que, para cada x ∈ X,
os seus conjuntos limites são não-vazios. Estas hipóteses são satisfeitas imediatamente para
o caso de fluxos de automorfismos em fibrados flag com base compacta.

Teorema 0.2. Seja πEΘ
: EΘ → X o fibrado flag de tipo Θ ⊂ Σ associado a π : Q → X

tal que X é um espaço compacto Hausdorf. Seja também ϕ um fluxo de automorfismos em
EΘ tal que o fluxo induzido na base é transitivo por cadeias. Então, para cada q ∈ Q, a
interseção da componente MΘ(w) com a fibra de EΘ sobre π(q) é dada por:

MΘ(w)π(q) = q · fixΘ(H(q), w), (6)

onde H : Q → Ad(G)HΘ(ϕ) é a aplicação definida em (6.23).

Quando o espaço base X é compacto Hausdorff, é posśıvel reduzir o caso geral, cujos
semifluxos induzidos na base podem não ser transitivos por cadeias, ao caso transitivo por
cadeias. Isto é feito, restringindo-se o semifluxo sobre cada componente MX transitiva por
cadeias na base. De fato, pelo Teorema 1.29, a restrição a MX do semifluxo induzido é
transitiva por cadeias.

O caṕıtulo é concluido com alguns exemplos de aplicações dos resultados para semifluxos
de endomorfismos de alguns fibrados flag. Entre outros, destacam-se:

(1) o Teorema de Selgrade é demonstrado de maneira alternativa e generalizado para
fluxos de tempo cont́ınuo e discreto em fibrados com base topológica Hausdorff com-
pacta (Teorema 6.15),

(2) aplicações para a linearização de fluxos e semifluxos Hamiltonianos em fibrados as-
sociados ao fibrado simplético (Teorema 6.16) e
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(3) a análise do limites quasi-projetivos de seqüências em grupos de Lie através da con-
strução de um fluxo de produto cruzado adequado definido num fibrado flag trivial.

Apêndices

Os Apêndices A e B são uma introdução bastante completa e auto-contida à teoria de Lie
semi-simples real. As demonstrações são diretas e, sempre que posśıvel, com argumentos
geométricos. O conteúdo destes apêndices é baseado em [15], [38] e [43], enquanto que o
conteúdo do Apêndice C fundamenta-se em [15] e [19].



Caṕıtulo 1

Semifluxos em Espaços Topológicos

Neste caṕıtulo, apresenta-se a teoria dinâmica de Conley, com ênfase nos conceitos de
par atrator-repulsor e de transitividade por cadeias e suas relações com as decomposições
de Morse, que são decomposições do semifluxo em sub-semifluxos conectados entre si por
órbitas percorrendo ńiveis decrescentes de alguma função de Lyapunov.

1.1 Decomposições de Morse

Um semifluxo num espaço topológico X é uma aplicação cont́ınua σ : T × X → X, onde
T pode ser o conjunto Z+ dos inteiros não-negativos, denominado tempo discreto, ou o
conjunto R+ dos números reais não-negativos, denominado tempo cont́ınuo, tal que

(i) σ0 = idX , e

(ii) σt+s = σt ◦ σs, para todos s, t ∈ T.

Se o conjunto T dos tempos for o conjunto Z de todos os inteiros, σ é denominado fluxo
de tempo discreto. No caso em que T é o conjunto R de todos os números reais, σ é
denominado fluxo de tempo cont́ınuo. Nestes casos, σ será denotado por ϕ.

De maneira usual, denota-se por σt a aplicação σt : X → X definida por σt(x) = σ(t, x).
As aplicações σt, t ∈ T, são cont́ınuas e supõe-se que elas são sobrejetivas, mas não neces-
sariamente invert́ıveis. Um semifluxo σ é denominado aberto quando σt é uma aplicação
aberta para todo t ∈ T. No caso de fluxos, as aplicações σt, t ∈ T, são homeomorfismos.

Dado um subconjunto Y ⊂ X e um tempo t ∈ T, define-se a órbita progressiva de Y
posterior ao tempo t como

Y +
t =

⋃

s>t

σs(Y ) (1.1)

e a órbita progressiva de Y até o tempo t como

Y t
+ =

⋃

06s6t

σs(Y ). (1.2)

17
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Define-se também a órbita regressiva de Y anterior ao tempo −t como

Y −
t =

⋃

s>t

σ−1
s (Y ) (1.3)

e a órbita regressiva de Y até o tempo −t como

Y t
− =

⋃

06s6t

σ−1
s (Y ). (1.4)

Em particular, a órbita progressiva de Y é Y +
0 , enquanto Y −

0 é sua órbita regressiva. Se
x ∈ X, denota-se de maneira mais sucinta x+

t = {x}+
t , x−

t = {x}−t , xt
+ = {x}t

+ e xt
− = {x}t

−.
O conjunto ω-limite de um subconjunto Y ⊂ X é definido de maneira usual por

ω(Y ) =
⋂

t∈T
cl

(
Y +

t

)
. (1.5)

Também o conjunto ω∗-limite de Y é dado por

ω∗(Y ) =
⋂

t∈T
cl

(
Y −

t

)
. (1.6)

Uma seqência Λ = (xk) em X é denominada x-regressiva se x0 = x e σ1(xk) = xk−1, para
todo k ∈ N. Define-se a Λ-órbita regressiva de x como

Λ(x) =
∞⋃

k=1

⋃

s∈[0,1]

σs(xk). (1.7)

Claramente a órbita regressiva de x é a união de todas as Λ-órbitas regressivas de x, com
Λ percorrendo todas as seqências x-regressivas. Dado t ∈ T, denota-se

Λ(x)t = Λ(x) ∩ x−
t . (1.8)

Para cada t ∈ T, existe um xt ∈ Λ(x) tal que σt(x
t) = x. Então define-se

Λ(x)t =
⋃

s∈[0,t]

σs(x
t). (1.9)

O conjunto ω∗
Λ-limite de uma dada Λ-órbita regressiva de x é definido como

ω∗
Λ(x) =

⋂

t∈T
cl (Λ(x)t) . (1.10)

Um subconjunto Y ⊂ X é (progressivamente) invariante se σt(Y ) = Y para todo t ∈ T.
O subconjunto Y é regressivamente invariante se σ−1

t (Y ) = Y para todo t ∈ T. Observa-se
que em ambos os casos a igualdade é requerida ao invés de apenas a inclusão. No caso de
fluxos, a definição usual de conjunto invariante, ϕt(Y ) ⊂ Y , para todo t ∈ T, é equivalente
às apresentadas acima. Claramente se Y é regressivamente invariante, então ele é também
invariante. Contudo a rećıproca não é verdadeira, como mostrado no seguinte exemplo.
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Exemplo 1.1. Seja F : Z+ × [0, 1] → [0, 1], o semifluxo definido por F (t, x) = f t(x), com
f t = f ◦ · · · ◦ f , t vezes, onde f : [0, 1] → [0, 1] é uma função cont́ınua e linear por partes
definida por f(x) = 2x para x em [0, 1

4
], f(x) = 1

2
se x está em [1

4
, 3

4
] e f(x) = 2x − 1 se

x pertence a [3
4
, 1]. Então definindo-se U = [1

4
, 3

4
] e A = {1

2
}, tem-se que A é invariante,

mas não regressivamente invariante, pois F−1
1 (A) = f−1(A) = U . Além disto, para todo

t ∈ Z+, tem-se que Ft(U) ⊂ U , mas U não é invariante pela definição aqui empregada,
uma vez que Ft(U) = A para todo t ∈ Z+.

O resultado seguinte é apresentado em [14] para o caso onde Y é um subconjunto
unitário de um espaço métrico compacto X. A extensão para subconjuntos arbitrários de
um espaço compacto Hausdorff topológico X é similar utilizando-se redes.

Proposição 1.2. Seja Y ⊂ X. Então ω(Y ) e ω∗(Y ) são conjuntos invariantes.

O conceito de decomposição de Morse para semifluxos é análogo ao conceito para fluxos.
Uma coleção {M1, . . . , Mn} de subconjuntos não-vazios, dois a dois disjuntos, compactos e
invariantes é uma decomposição de Morse do semifluxo σ se

(i) Para todo x ∈ X e toda seqência x-regressiva Λ tem-se que ω(x) e ω∗
Λ(x) estão

contidos em
⋃n

i=1 Mi;

(ii) Se ω(x) e ω∗
Λ(x) estão contidos em Mi, para alguma seqência x-regressiva Λ, então

x ∈ Mi;

(iii) A relação ¹ é uma ordem parcial,

onde a relação ¹ é definida em {M1, . . . ,Mn} como segue: Mi ¹ Mj se, e somente se,
existem uma cadeia de subconjuntos {Mi = Mm1 , . . . , Mml+1

= Mj}, pontos {x1, . . . , xl}
e seqências {Λ1, . . . , Λl}, tais que, para todo k ∈ {1, . . . , l}, a seqência Λk é xk-regressiva,
ω∗

Λ(xk) ⊂ Mmk
e ω(xk) ⊂ Mmk+1

.

Cada elemento Mi é denominado conjunto de Morse. Pode-se ordenar os conjuntos de
Morse de tal forma que Mi ¹ Mj implica que i 6 j. Então não é dif́ıcil verificar que a
condição (iii) na definição acima é equivalente a coleção {M1, . . . , Mn} poder ser ordenada
de tal forma que, para todo x ∈ X e toda seqência x-regressiva Λ, existem inteiros i e j
com i 6 j e tais que ω(x) ⊂ Mi e ω∗

Λ(x) ⊂ Mj.

Se M = {M1, . . . , Mn} e N = {N1, . . . , Nm} são duas decomposições de Morse de σ,
diz-se que M é mais fina que N e denota-se M 6 N se para todo Mi ∈ M existe Nj ∈ N
tal que Mi ⊂ Nj. Uma decomposição de Morse M é denominada minimal se M 6 N ,
para toda decomposição de Morse N . A interseção de M e N definida por

M∩N = {Mi ∩ Nj 6= ∅ : i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m} (1.11)

é uma decomposição de Morse mais fina que M e N . Portanto se o número das diferentes
decomposições de Morse é finito, então existe a decomposição de Morse minimal.
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1.1.1 Atratores e Repulsores

Um subconjunto A ⊂ X é denominado atrator se existe uma vizinhança U de A tal
que ω(U) = A. De maneira similar, um subconjunto R ⊂ X é denominado repulsor se
ω∗(V ) = R, para alguma vizinhança V de R. Segue da Proposição 1.2 que os atratores e
repulsores são conjuntos invariantes.

Proposição 1.3. Se A é um atrator e U é uma vizinhança de A tal que ω(U) = A, então

A =
⋂

t∈T
U+

t =
⋂

n∈N
(intU)+

n . (1.12)

Analogamente, se R é um repulsor e V é uma vizinhança de R tal que ω∗(V ) = R, então

R =
⋂

t∈T
V −

t =
⋂

n∈N
(intV )−n . (1.13)

Em particular, R é um conjunto Gδ, i.e., interseção enumerável de conjuntos abertos e, se
σt é uma aplicação aberta para todo t ∈ T, A é também um conjunto Gδ.

Demonstração. Para algum t ∈ T, tem-se que cl(U+
t ) ⊂ int U . Para cada s ∈ T, tem-se

que cl(U+
t+s) ⊂ σs(cl(U

+
t )), já que σs(cl(U

+
t )) é fechado e contém U+

t+s. Se x ∈ A, então
x ∈ cl(U+

t+s) ⊂ σs(int U), para todo s ∈ T. Logo

A =
⋂

t∈T
U+

t =
⋂

t∈T
(int U)+

t . (1.14)

Uma vez que (int U)+
s ⊂ (int U)+

t , para todos t, s ∈ T, com t < s, segue que (int U)+
n+1 ⊂

(int U)+
t ⊂ (int U)+

n , se n 6 t < n + 1. Isto implica na equação (1.12). A demonstração de
(1.13) é análoga.

A afirmação de que R é um conjunto Gδ segue da equação (1.13) e do fato que para
cada n ∈ N, tem-se que (int V )−n é um conjunto aberto. Se σt é uma aplicação aberta para
todo t ∈ T, então (int U)+

n é um conjunto aberto para todo n ∈ N e as igualdades (1.12)
implicam que A é um conjunto Gδ.

Corolário 1.4. Se ϕ é um fluxo, então A e R são conjuntos Gδ.

Se A é um atrator, define-se

A∗ = {x ∈ X : ω(x) ∩ A = ∅}, (1.15)

que é denominado repulsor complementar de A devido ao seguinte resultado.

Proposição 1.5. Se A é um atratator, então ele é invariante e seu atrator complementar
A∗ é de fato um repulsor. Para qualquer vizinhança compacta K de A e disjunta de A∗,
tem-se que ω(K) = A. Da mesma forma, se K é uma vizinhança compacta de A∗ e
disjunta de A, então ω∗(K) = A∗.
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Demonstração. A demonstração se dá da mesma maneira daquela apresentada em [9],
Caṕıtulo II, página 32, 5.1.A, com algumas adaptações diretas para semifluxos. A in-
variância de A segue da Proposição 1.2.

Se R é um repulsor, o seu atrator complementar é definido por

R∗ = {x ∈ X : ω∗
Λ(x) ∩ R = ∅ para alguma seq. x-regressiva Λ}. (1.16)

Proposição 1.6. Se R é um repulsor, ele é regressivamente invariante e seu atrator com-
plementar R∗ é de fato um atrator. Para qualquer vizinhança compacta K de R e disjunta
de R∗, ω∗(K) = R e se K é uma vizinhança compacta de R∗ e disjunta de R, então
ω(K) = R∗.

Demonstração. A invariância regressiva de R segue de (1.13) da Proposição 1.3, pois para
todo s ∈ T

σ−1
s (R) =

⋂

t∈T
σ−1

s (V −
t ) = R, (1.17)

uma vez que σ−1
s (V −

t ) = V −
t+s.

Seja V uma vizinhança de R tal que ω∗(V ) = R. Então para algum t > 0, cl(V −
t ) ⊂

int V . Definindo-se U = X\V −
t , tem-se que cl(X\U) ⊂ int V e que cl(X\V ) ⊂ X\int V ⊂

int U .
Agora se x ∈ U e s > t, então σs(x) /∈ V , pois se σs(x) ∈ V , então x ∈ σ−1

s (σs(x)) ⊂ V −
t .

Logo cl(U+
t ) ⊂ cl(X\V ) ⊂ int U . Portanto ω(U) é um atrator. Se x ∈ ω(U) então existe

uma seqência x-regressiva Λ tal que ω∗
Λ(x) ⊂ ω(U). Então ω∗

Λ(x)∩R = ∅ e portanto x ∈ R∗.
Por outro lado, se x ∈ R∗, existe alguma seqência x-regressiva Λ tal que ω∗

Λ(x) ∩ R = ∅.
Logo Λ(x) ⊂ X\V ⊂ U e então x ∈ ω(U). Portanto R∗ = ω(U) é um atrator.

Supondo-se agora que K é uma vizinhança compacta de R e disjunta de R∗. Como
R∗ ⊂ X\K, para algum t ∈ T, tem-se que σt(U) ⊂ X\K. Se x ∈ K, então x não está
em σt(U). Logo σ−1

t (x) ⊂ X\U e então cl(K−
t ) ⊂ cl(X\U) ⊂ int V , o que implica que

ω∗(K) = R.
A última afirmação desta proposição segue de maneira análoga.

O seguinte resultado, apesar de imediato no caso de fluxos, requer uma demonstração
no caso de semifluxos.

Lema 1.7. Se A é um atrator, então (A∗)∗ = A. Analogamente, se R é um repulsor,
então (R∗)

∗ = R.

Demonstração. Seja V uma vizinhança compacta de R disjunta de R∗ e U = X\int V . Se
x ∈ (R∗)

∗, então ω(x) ∩ R∗ = ∅. Então x+
0 ⊂ X\U ⊂ V e x ∈ V −

t , para todo t ∈ T. Logo
x ∈ ω(V ) = R, mostrando que (R∗)

∗ ⊂ R. Se x ∈ R, então ω(x) ⊂ R e ω ∗ (ω(x)) ⊂ R.
Logo ω(x) ∩ R∗ = ∅ e portanto x ∈ (R∗)

∗, o que implica que R ⊂ (R∗)
∗.

Seja U uma vizinhança compacta de A disjunta de A∗ e V = X\int U . Se x ∈ (A∗)∗,
então existe uma seqência x-regressiva Λ tal que ω∗

Λ ∩ A∗ = ∅. Então Λ(x) ⊂ X\V ⊂ U
e x ∈ U+

t , para todo t ∈ T. Então x ∈ ω(U) = A, mostrando que (A∗)∗ ⊂ A. Se x ∈ A,
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então existe uma seqência x-regressiva Λ tal que ω∗
Λ(x) ⊂ A. Logo ω(ω∗

Λ(x)) ⊂ A e então
ω∗

Λ(x) ∩ A∗ = ∅, o que implica que x ∈ (A∗)∗ e que A ⊂ (A∗)∗.

Para cada atrator A e repulsor R, o par (A,A∗) é denominado par atrator-repulsor e o
par (R, R∗) é denominado par repulsor-atrator.

Voltando ao exemplo apresentado antes da Proposição 1.2, o conjunto A = {1
2
} é atrator

para o semifluxo F : Z+ × [0, 1] → [0, 1], pois A = ω(U), onde U = [1
4
, 3

4
]. Mesmo A sendo

invariante, ele não é regressivamente invariante, uma vez que F−1
1 (A) = U . O repulsor

complementar de A é o conjunto A∗ = {0, 1}, que é regressivamente invariante. De fato
F−1

t ({0}) = {0} e F−1
t ({1}) = {1} para todo t ∈ T.

Lema 1.8. Seja K um subconjunto compacto de X. Supondo-se que existam um ponto
x ∈ K e uma rede xi → x tais que Λti

i (xi) ⊂ K, onde ti → ∞ e Λi é uma seqência
xi-regressiva. Então existem um ponto y ∈ K, com σ1(y) = x, e uma rede yj → y tal que
Λ

sj

j (yj) ⊂ K, onde sj → ∞ e Λj é uma seqência yj-regressiva.

Demonstração. Tomando-se uma sub-rede se necessário, pode-se supor que ti > 1. Logo
existe zi ∈ K tal que σ1(zi) = xi. Pela compacidade de K, existem y ∈ K e uma sub-rede
zij → y. Tem-se que σ1(y) = x, já que xij = σ1(zij) → σ1(y). Definindo-se yj = zij ,

sj = tij − 1 e Λj = Λij\{xij}, tem-se também que yj → y, sj → ∞ e

Λ
sj

j (yj) ⊂ Λ
tij
ij

(xij) ⊂ K. (1.18)

Lema 1.9. Seja K um subconjunto compacto de X e A um conjunto invariante maximal
em K tal que A ⊂ intK. Então A é um atrator se, para todo x ∈ K\L, onde L =
intK∩σ−1

1 (intK), e toda seqência x-regressiva Λ, a órbita regressiva Λ(x) não está contida
em K.

Demonstração. Para cada x ∈ K\L exitem uma vizinhança aberta Vx de x e tx ∈ T tais
que Λtx(y) não está contido em K, para todo y ∈ Vx e toda seqência y-regressiva Λ. Caso
contrário, existem x ∈ K\L e uma rede xi → x tais que Λti

i (xi) ⊂ K, onde ti → ∞ e Λi é
uma seqência xi-regressiva. Aplicando-se o Lemma 1.8, pode-se construir recursivamente
uma seqência x-regressiva contida em K, o que é uma contradição.

Um número finito de conjuntos abertos Vx cobrem o conjunto compacto K\L e,
definindo-se t como o máximo dos correspondentes tx, tem-se que Λt(x) não está contido
em K para todo x ∈ K\L e toda seqência x-regressiva Λ.

Se xt
+ ⊂ K, então x+

0 ⊂ K. Caso contrário,

t = sup{s ∈ T : xs
+ ⊂ K} > t (1.19)

é finito. Como K é fechado, então xt
+ ⊂ K. Logo σt(x) está contido em L = int K ∩

σ−1
1 (int K), pois Λt(σt(x)) = xt

+ ⊂ K, para qualquer seqência σt(x)-regressiva Λ contendo
x. Se T = R+, existe ε > 0 tal que σs(x) ∈ K, para todo s ∈ [t−ε, t+ε]. Então xt+ε

+ ⊂ K, o
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que é uma contradição. Se T = Z+, σt+1(x) = σ1(σt(x)) ∈ σ1(L) ⊂ K e portanto xt+1
+ ⊂ K

é novamente uma contradição.

Para todo x ∈ A, tem-se que xt
+ ⊂ A ⊂ int K. Então existe uma vizinhança U de A

contida em K tal que U t
+ ⊂ K, o que implica que U+

0 ⊂ K e portanto ω(U) ⊂ K. Logo o
conjunto invariante ω(U) está contido no maximal A e, como A ⊂ U , ele contém A. Então
A = ω(U) é um atrator.

Lema 1.10. Seja K um conjunto compacto em X e R um conjunto regressivamente in-
variante, que é invariante maximal em N = σ−1

1 (K) e tal que R ⊂ intN . Então R é um
repulsor se, para todo x ∈ N\L, onde L = intN ∩ intK, a órbita progressiva x+

0 não está
contida em N .

Demonstração. Para cada x ∈ N\L, existem tx ∈ T e uma vizinhança aberta Vx of x
tais que σtx(Vx) ∩ K = ∅. Um número finito de conjuntos abertos Vx cobrem o conjunto
compacto N\L e, definindo-se t como o máximo dos correspondentes tx, tem-se que xt

+

não está contido em K para todo x ∈ N\L.

Se xt
− ⊂ N , então x−

0 ⊂ N . Caso contrário,

t = sup{s ∈ T : xs
− ⊂ N} > t. (1.20)

é finito. Se T = Z+, tem-se que xt
− ⊂ N . Se T = R+, existe uma seqência tn → t tal que

tn < t e xtn
− ⊂ N . Se y ∈ σ−1

t (x), tem-se que σt−s(σs(y)) = x, para todo s ∈ [0, t]. Então
yt

+ ⊂ xt
− e além disto σt−tn(y) ∈ xtn

− ⊂ N . Como N é fechado e σt−tn(y) → y, segue que
y ∈ N e, conseqentemente, que xt

− ⊂ N . Portanto, se y ∈ σ−1
t (x), então yt

+ ⊂ xt
− ⊂ N .

Isto implica que σ−1
t (x) ⊂ L = int N ∩ int K. Se T = Z+, como

σ−1
t+1(x) = σ−1

1 (σ−1
t (x)) ⊂ σ−1

1 (K) = N, (1.21)

tem-se que xt+1
− ⊂ N , o que é uma contradição. Se T = R+, para cada y ∈ σ−1

t (x), existem
uma vizinhança aberta Vy de y e εy > 0 tais que σ−1

s (z) ⊂ N , para todos z ∈ Vy e s ∈ [0, εy].
Um número finito de conjuntos abertos Vy cobrem o conjunto compacto σ−1

t (x) e, definindo-
se ε > 0 como o mínimo dos correspondentes εy, tem-se que σ−1

t+s(x) = σ−1
s (σ−1

t (x)) ⊂ N ,
para todo s ∈ [0, ε]. Portanto xt+ε

− ⊂ N , o que é novamente uma contradição.

Para cada x ∈ R, existe uma vizinhança Vx de x tal que (Vx)
t
− ⊂ N . Caso contrário,

existe uma rede xi → x tal que σti(yi) = xi, onde yi ∈ X\int N e ti ∈ [0, t]. Pode-
se supor que ti → t e yi → y, onde t ∈ [0, t] e y ∈ X\int K. Então σt(y) = x, pois
xi = σti(yi) → σt(y). Isto é uma contradição, pois y ∈ σ−1

t (R) = R ⊂ int K. Logo
V =

⋃
x∈R Vx é uma vizinhança de R tal que V t

− ⊂ N . Pela argumentação acima, V −
0 ⊂ N ,

o que implica que ω∗(V ) ⊂ N . Portanto o conjunto invariante ω∗(V ) está contido em R e,
como R ⊂ V , ele contém R. Logo R = ω∗(V ) é um repulsor.

Corolário 1.11. Sejam R um repulsor em X e R um repulsor em R. Então R é um
repulsor em X.
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Demonstração. Seja K uma vizinhança compacta de R em X que é disjunta do atrator
R∗, complementar a R em R, e é disjunta do atrator R∗, complementar a R em X. Pela
invariância regressiva de R e pela invariância de R∗ e R∗, tem-se que N = σ−1

1 (K) é
também uma vizinhança compacta de R em X que é disjunta de R∗ e R∗. Como R ⊂ L =
int N ∩ int K, se x ∈ (N\L) ∩ R, então ω(x) ⊂ R∗ e se x ∈ (N\L)\R, então ω(x) ⊂ R∗.
Em ambos os casos, ω(x) não está contido em N e então x+

0 não está contido em N . Pelo
Lema 1.10, como R é um conjunto regressivamente invariante e invariante maximal em N ,
tem-se que R é um repulsor em X.

O resultado seguinte é a caracterização das decomposições de Morse em termos de
pares atrator-repulsor. Este resultado é bem conhecido para fluxos em espaços métricos
compactos. Aqui ele é demonstrado para semifluxos de tempo discreto ou cont́ınuo em
espaços topológicos Hausdorff compactos.

Teorema 1.12. Seja σ um semifluxo num espaço topológico compacto Hausdorff X. Então
uma coleção finita {M1, . . . , Mn} de subconjuntos de X define uma decomposição de Morse
se, e somente se, existe uma seqência estritamente crescente de atratores

∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = X (1.22)

tal que
Mi = Ai ∩ A∗

i−1, (1.23)

para i = 1, . . . , n.

Demonstração. Após os Lemas 1.7 e 1.9 e Corolário 1.11, a demonstração é a mesma da
apresentada em [9], Caṕıtulo II, página 40, 7.1.B e 7.1.C.

1.1.2 Funções de Lyapunov

Conclui-se esta seção analisando-se a existência das denominadas funções de Lyapunov.
Uma função de Lyapunov associada a um par atrator-repulsor (A,A∗) é uma função a
valores reais LA : X → [0, 1], tal que L−1

A (0) = A, L−1
A (1) = A∗ e LA é estritamente

decrescente nas órbitas em κ(A,A∗), onde

κ(A, A∗) = X\ (A ∪ A∗) (1.24)

é denominado conjunto das órbitas conectantes do par atrator-repulsor (A,A∗), em virtude
da Proposição 1.5.

O teorema seguinte garante a existência de funções de Lyapunov associadas a pares
atrator-repulsor, no caso de semifluxos abertos em espaços Hausdorff compactos. Um
exemplo simples é o semifluxo gerado pela aplicação g : S1 → S1, definido por g(z) = z2,
onde S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Esta é uma aplicação aberta, uma vez que g é de fato uma
aplicação de recobrimento de S1 sobre S1.

Proposição 1.13. Seja σ um semifluxo aberto num espaço compacto Hausdorff X. Para
cada par atrator-repulsor (A,A∗), existe uma função de Lyapunov LA associada a ele.
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Demonstração. A demonstração é análoga àquela apresentada em [9], Caṕıtulo II, 5.1.B.
O ponto chave é uma aplicação de um refinamento do Lema de Urysohn, que assegura a
existência de uma função cont́ınua l : X → [0, 1] tal que l−1(0) = A e l−1(1) = A∗ se, e
somente se, ambos A e A∗ são conjuntos Gδ fechados. Além deste refinamento (que pode
ser encontrado em [22], página 137), deve-se utilizar a Proposição 1.3, que assegura que A
e A∗ são conjuntos Gδ fechados.

Corolário 1.14. Seja ϕ um fluxo num espaço compacto Hausdorff X. Para cada par
atrator-repulsor (A,A∗), existe uma função de Lyapunov LA associada a ele.

Uma função de Lyapunov completa para um semifluxo σ associada a uma decomposição
de Morse

M = {M1, . . . ,Mn} (1.25)

é uma função a valores reais LM : X → R, que é estritamente decrescente nas órbitas
fora de

⋃n

i=1 Mi e tal que o conjunto L−1
M(c) é uma componente de Morse, para cada valor

cŕıtico c, onde LM(
⋃n

i=1 Mi) é o conjunto dos valores cŕıticos de LM.

Proposição 1.15. Se M = {M1, . . . ,Mn} é uma decomposição de Morse de um semi-
fluxo aberto σ num espaço compacto Hausdorff X, então existe uma função de Lyapunov
completa associada a M.

Demonstração. Definindo-se LM =
∑n

i=1 3−iLAi
, onde LAi

é a função de Lyapunov asso-
ciada ao par atrator-repulsor (Ai, A

∗
i ) dada pela Proposição 1.13, tem-se que LM é uma

função de Lyapunov completa associada a M.

Corolário 1.16. Se M = {M1, . . . , Mn} é uma decomposição de Morse de um fluxo ϕ num
espaço compacto Hausdorff X, então existe uma função de Lyapunov completa associada
à M.

1.2 Transitividade por Cadeias

Nesta seção, desenvolve-se uma teoria abstrata de transitividade por cadeias e recorrência
por cadeias que generaliza e unifica as noções clássicas. As cadeias constrúıdas aqui são
baseadas em famı́lias admisśıveis de coberturas abertas de X. Exemplos de tais famı́lias
admisśıveis são a famı́lia de todas as coberturas de um espaço topológico X (como con-
siderado em [9]) e a famı́lia das coberturas de todas as bolas abertas de raio constante,
quando X é um espaço métrico.

1.2.1 Transitividade por Cadeias Generalizada

Sejam U e V coberturas abertas de X. Diz-se que V é um refinamento de U e escreve-se
V 6 U se para cada V ∈ V , existe U ∈ U tal que V ⊂ U . Esta é claramente uma relação
de pré-ordem. Também escreve-se V 6

1
2
U se para todos V, V ′ ∈ V com V ∩ V ′ 6= ∅,
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existe U ∈ U tal que V ∪ V ′ ⊂ U . Define-se recursivamente a relação V 6
1
2n U se V 6 W

e W 6
1

2n−1 U .
Dados uma cobertura aberta U de X e um subconjunto compacto K ⊂ X, denota-se o

conjunto dos elementos de U que interceptam K por

[U , K] = {U ∈ U : K ∩ U 6= ∅}. (1.26)

Se N ⊂ X é aberto com K ⊂ N , diz-se que a cobertura U é K-subordinada a N se U ⊂ N ,
para cada U ∈ [U , K].

Pode-se então introduzir as condições nas famı́lias de coberturas abertas de X que são
utilizadas na formulação do conceito de cadeias de um semifluxo.

Definição 1.17. Seja O uma famı́lia de coberturas abertas de X. Diz-se que O é ad-
misśıvel se

(i) Para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V 6
1
2
U .

(ii) Sejam N ⊂ X um conjunto aberto e K ⊂ N um compacto. Então existe U ∈ O que
é K-subordinado a N .

Os seguintes exemplos de famı́lias admisśıveis de coberturas são paradigmáticos e
mostram que elas aparecem em contextos bem gerais.

(i) Denotando-se por O (X) a famı́lia de todas as coberturas abertas de X. Se X é
Hausdorff e paracompacto então O (X) é admisśıvel. A demonstração da condição
(i) da Definição 1.17 para esta famı́lia pode ser encontrada em [20], página 170. Esta
condição é de fato equivalente a paracompacidade do espaço X.

(ii) Seja X espaço compacto Hausdorff. Denotando-se por Of (X) a famı́lia de todas as
coberturas abertas finitas de X, então Of (X) é admisśıvel.

(iii) Num espaço métrico (X, d), seja Od(X) a famı́lia cujos membros são as coberturas
Bε, onde ε > 0, constitúıdas pela totalidade das ε-bolas de X. Então Od (X) é
claramente uma famı́lia admisśıvel. Em todo caso, a notação V 6

1
2
U é inspirada

neste caso particular, pois B ε
2

6
1
2
Bε.

No Caṕıtulo 5, é constrúıda uma famı́lia admisśıvel de coberturas de fibrados, que
é adaptada aos semifluxos de endomorfismos destes fibrados e diferente das famı́lias ad-
misśıveis apresentadas acima.

Agora introduz-se o conceito de cadeias para semifluxos, baseadas em coberturas aber-
tas do espaço de estado X.

Definição 1.18. Sejam σ um semifluxo em X e U uma cobertura aberta de X. Dados
x, y ∈ X e t ∈ T, uma (U , t)-cadeia de x para y constitui-se de uma seqência de pontos
{x = x1, . . . , xn+1 = y} ⊂ X, uma seqência de tempos {t1, . . . , tn} ⊂ T e uma seqência
{U1, . . . , Un} ⊂ U de subconjuntos abertos de X tais que ti > t e σti(xi), xi+1 ⊂ Ui, para
todo i = 1, . . . , n (cf. [9]).
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Dado um subconjunto Y ⊂ X, denota-se por Ω(Y,U , t) o conjunto de todos os x ∈ X
tais que existe uma (U , t)-cadeia de algum ponto y ∈ Y para x. Também denota-se

Ω∗(x,U , t) = {y ∈ X : x ∈ Ω(y,U , t)}. (1.27)

Agora seja O uma famı́lia de coberturas abertas de X. Então o conjunto ΩO-limite de
um subconjunto Y ⊂ X é definido como

ΩO(Y ) =
⋂

{Ω(Y,U , t) : U ∈ O, t ∈ T}. (1.28)

Para x ∈ X, denota-se ΩO(x) = ΩO({x}) e define-se a relação x ¹O y se y ∈ ΩO(x).
O fato seguinte é demonstrado da mesma maneira que em [9], Caṕıtulo II, 6.1.A e 6.1.B.

Proposição 1.19. Se a famı́lia O é admisśıvel, então a relação ¹O é transitiva, fechada e
invariante por σ, i.e., tem-se que σt(x) ¹O σs(x) se x ¹O y, para todos s, t ∈ T. Também,
para todo Y ⊂ X, o conjunto ΩO(Y ) é invariante.

Definição 1.20. A relação x ∼O y está definida, quando x ¹O y e y ¹O x. Então x ∈ X
é O-recorrente por cadeias se ele é auto-relacionado em relação a ∼O, ou seja x ∼O x.
O conjunto RO de todos os pontos O-recorrentes por cadeia é denominado conjunto O-
recorrente por cadeias. Não é dif́ıcil mostrar que a restrição de ∼O a RO é uma relação
de equivalência.

Um classe de equivalência de ∼O é denominada uma componente O-transitiva por
cadeias. Um conjunto Y ⊂ X é denominado O-recorrente por cadeias se Y ⊂ RO e Y é
denominado O-transitivo por cadeias se está contido em alguma componente O-transitiva
por cadeias. Finalmente o semifluxo σ é O-recorrente por cadeias se X = RO e σ é
O-transitivo por cadeias se X é a única componente O-transitiva por cadeias.

O próximo resultado é uma analogia à continuidade uniforme de aplicações cont́ınuas
entre espaços métricos compactos.

Lema 1.21. Sejam X e Y espaços topológicos com Y compacto e seja F : X × Y → X
uma aplicação cont́ınua. Dada uma cobertura aberta U ∈ O(X), então pode-se encontrar
Z ∈ O(X) satisfazendo a seguinte propriedade: Para todos y ∈ Y e v, w ∈ X tais que
v, w ∈ Z para algum Z ∈ Z, existe U ∈ U com F (v, y), F (w, y) ∈ U . Se X também é
compacto, então pode-se escolher Z como sendo finita.

Demonstração. Sejam x ∈ X e y ∈ Y . Então existe U(x,y) ∈ U com F (x, y) ∈ U(x,y). Pela
continuidade de F , existem uma vizinhança Z(x,y) ⊂ X de x e uma vizinhança N(x,y) ⊂ Y de
y tais que F (Z(x,y)×N(x,y)) ⊂ U(x,y). Tem-se que a famı́lia {N(x,y) : y ∈ Y } é uma cobertura
aberta de Y e, como Y é compacto, existe uma subcobertura finita {N(x,y1), . . . , N(x,ynx )}.
Definindo-se Zx =

⋂nx

i=1 Z(x,yi), para todo y ∈ Y e todos v, w ∈ Zx, tem-se que existe
k ∈ {1, · · · , nx}, tal que y ∈ N(x,yk). Logo F (v, y), F (w, y) ∈ U(x,yk). Se X é compacto,
existe uma subcobertura finita Z da cobertura aberta {Zx : x ∈ X} com a propriedade
enunciada acima.
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O lema seguinte é usado no Caṕıtulo 2 para se estabelecer a ligação entre os semifluxos
e seus semigrupos de sombreamento.

Lema 1.22. Sejam x ∈ X, U ∈ O e t ∈ T. Se V 6
1
2
U , então

(i) cl (Ω(x,V, t)) ⊂ Ω(x,U , t) e

(ii) cl (Ω∗(x,V , t)) ⊂ Ω∗(x,U , t).

Demonstração. Sejam y ∈ cl (Ω(x,V, t)) e V ∈ V uma vizinhança de y. Então existem
z ∈ V ∩ Ω(x,V, t), uma seqência de pontos {x = x1, . . . , xn+1 = z} ⊂ X, uma seqência de
tempos {t1, . . . , tn} ⊂ T e uma seqência de conjuntos abertos {V1, . . . , Vn} ⊂ V com ti > t
e σti(xi), xi+1 ⊂ Ui, para todo i = 1, . . . , n. Como V 6

1
2
U , existe U ∈ U tal que os pontos

σtn(xn), z = xn+1 e y pertencem a U . Redefinindo-se xn+1 = y, obtem-se uma (U , t)-cadeia
de x para y, o que mostra que y ∈ Ω(x,U , t).

Reciprocamente, seja y ∈ cl (Ω∗(x,V , t)). Pelo Lema 1.21, existe Z ∈ O(X) tal que,
para todos s ∈ [t, 2t] e v, w ∈ X, se existe Z ∈ Z com v, w ∈ Z, então existe V ∈
V com σs(v), σs(w) ∈ V . Agora sejam y ∈ cl (Ω∗(x,V , t)) e Z ∈ Z uma vizinhança
de y. Então existem z ∈ Ω∗(x,V , t) ∩ Z, uma seqência de pontos {z = x1, . . . , xn+1 =
x} ⊂ X, uma seqência de tempos {t1, . . . , tn} ⊂ T e uma seqência de conjuntos abertos
{V1, . . . , Vn} ⊂ V tais que ti > t e σti(xi), xi+1 ⊂ Ui, para todo i = 1, . . . , n. Então existem
duas possibilidades: ou (1) t1 > 2t ou (2) t1 ∈ [t, 2t]. No primeiro caso, existe uma (U , t)-
cadeia de σt(z) para x, restando portanto mostrar que existe uma (U , t)-cadeia de y a σt(z).
Pela escolha de Z, existe V ∈ V tal que σt(y), σt(z) ∈ V o que é suficiente, uma vez que
V 6

1
2
U . No segundo caso, existe uma (U , t)-cadeia de x2 para x e deve-se demonstrar

que existe uma (U , t)-cadeia de y para x2. Novamente, pela escolha de Z, existe V ∈ V
com σt1(y), σt1(z) ∈ V e, como σt1(z), x2 ∈ V1, existe U ∈ U tal que σt1(y), x2 ∈ U , o que
completa a demonstração do Lema.

1.2.2 Semifluxos em Espaços Hausdorff Compactos

A partir de agora considera-se apenas semifluxos em espaços Hausdorff compactos. Neste
caso tem-se a seguinte caracterização dos conjuntos ΩO-limites em termos de atratores.
Relembrando-se, um subconjunto A ⊂ X é um atrator se existe uma vizinhança U de A
tal que ω(U) = A. Da mesma maneira, R ⊂ X é um repulsor se ω∗(V ) = R, para alguma
vizinhança V de R.

Teorema 1.23. Sejam X um espaço compacto Hausdorff e Y ⊂ X fechado. Então ΩO(Y )
é a interseção de todos os atratores que contém ω(Y ). Em particular, ΩO(Y ) independe
da famı́lia admisśıvel O utilizada.

Demonstração. Sejam U ∈ O e t ∈ T. Primeiro afirma-se que cl(Ω(Y,U , t)+
t ) ⊂

int(Ω(Y,U , t)). De fato, sejam x ∈ cl(Ω(Y,U , t)+
t ) e U ∈ U com x ∈ U , e sejam

y ∈ Ω(Y,U , t) e s > t tais que σs(y) ∈ U . Então, para cada z ∈ U , o par {y, z} é uma
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(U , t)-cadeia de y para z e então z ∈ Ω(Y,U , t). Portanto U ⊂ Ω(Y,U , t), mostrando-se a
afirmação.

Definindo-se A = ω(Ω(Y,U , t)), tem-se que A ⊂ cl(Ω(Y,U , t)+
t ) ⊂ int(Ω(Y,U , t)). Logo

A é um atrator com vizinhança isolante int(Ω(Y,U , t)). Também A é o maior conjunto
invariante maximal em Ω(Y,U , t), uma vez que é seu ω-limite. Como Ω(Y,U , t) contém
ΩO(Y ), tem-se que A contém ΩO(Y ) e, conseqentemente, ω(Y ). Portanto,

ΩO(Y ) =
⋂

U ,t

ω(Ω(Y,U , t)). (1.29)

Reciprocamente, seja A um atrator contendo ω(Y ). Sejam também N uma vizinhança
compacta de A disjunta de A∗ e t um tempo tal que cl(N+

t ) ⊂ intN . Como O é admisśıvel
e pela propriedade (ii) da definição 1.17, existe U ∈ O tal que todo conjunto em U que
intercepta cl(N+

t ) está contido em intN . Tem-se que σs(Y ) ⊂ cl(N+
t ), para todo s > t.

Então toda (U , t)-cadeia de Y tem de terminar em N , o que implica que Ω(Y,U , t) ⊂ N .
Portanto ω(Ω(Y,U , t) ⊂ ω(N) = A, o que conclui a demonstração do teorema.

Definição 1.24. O teorema anterior permite a eliminação do subescrito O, escrevendo-se
simplesmente Ω(Y ) para o conjunto ΩO(Y ) e, da mesma forma, escrevendo-se R para o
conjunto RO, que é então denominado simplesmente conjunto recorrente por cadeias.

Outra conseqência deste teorema é a seguinte caracterização do conjunto recorrente por
cadeias em termo de atratores. A demonstração é a mesma apresentada em [9], Caṕıtulo
II, 6.2.A.

Proposição 1.25. Se X é compacto Hausdorff, então

R =
⋂

{A ∪ A∗ : A é um atrator} , (1.30)

onde A∗ = {x ∈ X : ω(x) ∩ A = ∅} é o repulsor complementar.

O seguinte resultado relaciona conjuntos recorrentes por cadeias conexos a conjuntos
transitivos por cadeias.

Proposição 1.26. Se um conjunto é conexo e recorrente por cadeias, então ele é tran-
sitivo por cadeias. Em particular, cada componente transitiva por cadeias é a união de
componentes conexas de R.

Demonstração. A demonstração é a mesma apresentada em [7], Apêndice B, Proposição
B.2.21.

Quando X é um espaço compacto Hausdorff, existe um resultado útil que garante que
apenas as (U , t)-cadeias com t maior que uma constante positiva fixada são necessárias
para a definição dos conceitos de transitividade e recorrência por cadeias (cf. [17]).

Proposição 1.27. Sejam y ∈ R, x ∈ X e T > 0. Se, para todo U ∈ Of (X), existe uma
(U , T )-cadeia de x para y, então existe uma (U , t)-cadeia de x para y, para todo U ∈ Of (X)
e t ∈ T.
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Demonstração. A demonstração é a mesma apresentada em [7], Apêndice B, página 547,
Proposição B.2.19, usando o Lema 1.21 no lugar da continuidade uniforme.

Definição 1.28. Um subconjunto invariante A ⊂ X é denominado internamente recor-
rente por cadeias se o semifluxo σt restrito a A é recorrente por cadeias. A é denominado
internamente transitivo por cadeias se σt restrito a A é transitivo por cadeias.

O próximo resultado é essencial para estabelecer a ligação entre as componentes tran-
sitivas por cadeias e as componentes de Morse da decomposição de Morse minimal. Para
sua demonstração no contexto geral de espaços topológicos, é necessário introduzir uma
topologia adequada no conjunto K(X), de todos os subconjuntos compactos de um espaço
compacto Hausdorff X. A topologia de Hausdorff em K(X) é gerada pelos conjuntos

〈U1, . . . , Un〉 = {K ∈ K(X) : K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un and K ∩ Ui 6= ∅, i = 1, . . . , n}, (1.31)

onde U1, . . . , Un são subconjuntos abertos de X. Dados um subconjunto K ∈ K(X) e uma
cobertura aberta e finita U ∈ Of (X), então 〈[U , K]〉 é a vizinhança aberta de K em K(X)
associada a U , onde [U , K] é o conjunto dos elementos de U que interceptam K, definido
na equação (1.26). É conhecido que com sua topologia de Hausdorff, K(X) é compacto
e Hausdorff ([25], Teorema 4.9.12). É necessário também considerar redes cujos domı́nios
sejam a famı́lia Of (X), que é um conjunto dirigido com respeito a relação 6 definida no
ińıcio desta seção.

Teorema 1.29. Se X é um espaço compacto Hausdorff, então cada componente transitiva
por cadeias M é fechada, invariante e internamente transitiva por cadeias. Em particular,
o conjunto recorrente por cadeias R é internamente recorrente por cadeias.

Demonstração. Sejam M uma componente transitiva por cadeias e x, y ∈ M . Para
cada U ∈ Of (X), tem-se uma (U , 1)-cadeia de x para y e uma (U , 1)-cadeia de y para
x. Pode-se escrever estas seqências como {x = x(1,U), . . . , x(mU+1,U) = y} com tem-
pos {s(1,U), . . . s(mU ,U)} contidos em [1, 2], e {y = y(1,U), . . . , y(nU+1,U) = x} com tempos
{t(1,U), . . . , t(nU ,U)} contidos em [1, 2]. Define-se KU = K(x,U) ∪ K(y,U), onde

K(x,U) =

mU⋃

i=1

{
x(i,U), σs(i,U)

(
x(i,U)

)
, y

}
(1.32)

e

K(y,U) =

nU⋃

j=1

{
y(j,U), σt(j,U)

(
y(j,U)

)
, x

}
. (1.33)

Pela compacidade de K(X), a rede KU possui uma subrede que converge para algum ponto
K em K(X). Seja U ∈ Of (X) e, como Of (X) é uma famíılia admisśıvel, existe V ∈ Of (X)
tal que V 6

1
4
U . Pelo Lemma 1.21, existe Z ∈ Of (X) tal que, para todo t ∈ [1, 2] e

v, w ∈ Z, where Z ∈ Z, existe V ∈ V com σt(v), σt(w) ∈ V . Seja T ∈ Of (X) tal que
T 6 V e T 6 Z. Então existe W ∈ Of (X) com W 6 T e tal que KW ∈ 〈[T , K]〉. Afirma-
se que, para todo z ∈ K, existem uma (U , 1)-cadeia em K de z para y e uma (U , 1)-cadeia
em K de y para z.
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De fato, pela definição de 〈[T , K]〉, para cada v ∈ K, existem x(iv ,W) ∈ KW e Tv ∈ T
com v e x(iv ,W) pertencendo a Tv e, reciprocamente, para cada x(i,W) ∈ KW , existem vi ∈ K
e Ti ∈ T com x(i,W) e vi pertencendo a Ti. Logo o lema abaixo pode ser aplicado de modo
a se construir uma (U , 1)-cadeia em K de z para y, a partir das seqência de pontos

{z0 = z, . . . , zj = viz+j . . . , zmW+1−iz = y}. (1.34)

Analogamente, obtem-se uma (U , 1)-cadeia em K de y para z. Pela Proposição 1.27, como
U ∈ Of (X) é árbitrário, tem-se que K ⊂ M .

Seja t ∈ T. Pela Proposição 1.19, tem-se que M é fechada e σs(M) ⊂ M , para
todo s ∈ T. Então tem-se que σs(M) ⊂ σt(M), para todo s > t. Sejam x ∈ M e N uma
vizinhança aberta de x. Como Of (X) é admisśıvel, existe U ∈ Of (X) tal que todo conjunto
em U que contém x está contido em N . Pela primeira parte da demonstração, existe uma
(U , t)-cadeia em M de qualquer ponto em M para x. Isto implica que σt(M) ∩ N 6= ∅ e,
portanto, que σt(M) é denso em M . Como X é compacto, σt é uma aplicação fechada,
de modo que σt(M) é fechado. Portanto σt(M) = M , concluindo-se a demonstração do
teorema.

Lema 1.30. Sejam u e v em K e x(i,W) e x(i+1,W) em KW tais que existam T, T ′ ∈ T com
x(i,W) e u pertencendo a T e x(i+1,W) e v pertencendo a T ′. Então existe U ∈ U tal que os
pontos σs(i,W)

(u) e v pertencem a U .

Demonstração. Observa-se que, pela definição mesma de KW , existe W ∈ W tal que
x(i+1,W) and σs(i,W)

(
x(i,W)

)
∈ W . Além disto, como T 6 Z, existe V ∈ V tal que

σs(i,W)

(
x(i,W)

)
e σs(i,W)

(u) ∈ V . Como W 6 V 6
1
4
U , isto conclui a demonstração do

lema.

Como corolário, tem-se o seguinte fato, que generaliza para o contexto topológico o
Lema 2.1 de [16].

Corolário 1.31. Sejam σ um semifluxo de tempo cont́ınuo num espaço topológico para-
compacto X e x ∈ X um ponto com uma órbita pré-compacta. Então ω(x) é internamente
transitivo por cadeias.

Demonstração. A demonstração é a mesma da apresentada em [7], Apêndice B, Proposição
B.2.28.

1.2.3 Transitividade por Cadeias e Decomposições de Morse

Agora a decomposição de Morse minimal será relacionada com a transitividade por cadeias.
Para isto será necessário o seguinte lema.

Lema 1.32. O semifluxo σ é transitivo por cadeias em X se, e somente se, a decomposição
de Morse trivial é a única existente.
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Demonstração. Se σ é transitivo por cadeias em X, então Ω(x) = X para todo x ∈ X.
Pelo Teorema 1.23, a interseção de todos os atratores que contêm ω(x) é o próprio X.
Como todo atrator contém o conjunto ω-limite de pontos pertencentes a ele, segue que o
único atrator em X é o trivial. Pela caracterização das decomposições de Morse através de
seqências crescentes de atratores dada pelo Teorema 1.12, a única decomposição de Morse
existente é a trivial {X}. Reciprocamente e utilizando-se novamente o Teorema 1.12, se a
única decomposição de Morse existente em X é a trivial, então o único atrator em X é o
próprio X. Pelo Teorema 1.23, isso implica que Ω(x) = X, para todo x ∈ X, e então σ é
transitivo por cadeias em X.

Teorema 1.33. Existe a decomposição de Morse minimal se, e somente se, o número de
componentes transitivas por cadeias é finito. Neste caso, as componentes transitivas por
cadeias são as componentes de Morse da decomposição de Morse minimal.

Demonstração. Se a coleção das componentes transitivas por cadeias é finita, então ela é
uma decomposição de Morse de σ, pois as componentes transitivas por cadeias são não-
vazias, disjuntas duas a duas, compactas e invariantes e sua união contém todos os conjun-
tos limites. Pelo Teorema 1.29, a restrição do semifluxo σ a cada componente transitiva
por cadeias é transitiva por cadeias. Logo o Lema 1.32 implica que a coleção das compo-
nente transitivas por cadeias é a decomposição de Morse minimal de σ. Reciprocamente,
se {M1, . . . , Mn} é a decomposição de Morse minimal de σ, então pelo Lemma 1.32, a
restrição do semifluxo σ a cada componente de Morse é transitiva por cadeia, o que im-
plica que o número de componentes transitivas por cadeias é finito. Pela primeira parte da
demonstração, segue que M1, . . . , Mn é a coleção das componentes transitivas por cadeias,
concluindo a demonstração.

Uma função de Lyapunov completa para um semifluxo σ é uma função a valores reais
L : X → R, que é estritamente decrescente nas órbitas fora do conjunto recorrente por
cadeias R e tal que o conjunto L(R) dos valores cŕıticos de L não é denso em nenhum
aberto de R e o conjunto L−1(c) é uma componente transitiva por cadeias, para cada valor
cŕıtico c.

Proposição 1.34. Seja σ um semifluxo aberto ou, em particular, um fluxo num espaço
compacto Hausdorff X. Se a decomposição de Morse minimal existe, então também existe
uma função de Lyapunov completa para σ.

Demonstração. Pelo Teorema 1.33, se a decomposição de Morse minimal M existe, então
as componentes por cadeias são exatamente as componentes de Morse de M. Portanto uma
função de Lyapunov completa associada a M, cuja existência é garantida pela Proposição
1.15, é também uma função de Lyapunov completa para σ.



Caṕıtulo 2

Semigrupos e Semifluxos

É desenvolvida, neste caṕıtulo, a ligação entre a teoria de transitividade por cadeias desen-
volvida no Caṕıtulo 1 e a teoria de semigrupos locais de aplicações cont́ınuas. Esta ligação
é realizada através do conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.

2.1 Semigrupos de Aplicações Cont́ınuas

Nesta seção, as ações de semigrupos de aplicações cont́ınuas de espaços topológicos são
investigadas num contexto bastante geral. Os conceitos introduzidos e os resultados enun-
ciados são basilares para o estabelecimento das ligações entre semifluxos e semigrupos.

Definição 2.1. Seja X um espaço topológico. Um semigrupo local agindo em X é uma
famı́lia S de aplicações cont́ınuas φ : domφ → X, com domφ ⊂ X conjunto aberto, tal que
se φ, ψ ∈ S e φ−1 (domψ) 6= ∅, então a composição

ψ ◦ φ : φ−1 (domψ) → X (2.1)

também pertence a S.

Denota-se por Cl(X) o semigrupo local maximal de X, ou seja, o conjunto de todas
as aplicações cont́ınuas φ : domφ → X definidas em subconjuntos abertos de X. Um
semigrupo local S age em X por avaliação de aplicações. Para x ∈ X, define-se sua órbita
por

Sx = {φ(x) : φ ∈ S, x ∈ domφ} =
⋃

φ∈S

φ(x). (2.2)

e sua órbita regressiva como

S∗x = {y : ∃φ ∈ S, φ(y) = x} =
⋃

φ∈S

φ−1(x). (2.3)

33
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2.1.1 Relações Induzidas por Semigrupos

Associada a um semigrupo local S, existe uma relação transitiva ¹ definida por x ¹ y se,
e somente se, y ∈ Sx ou, equivalentemente, se, e somente se, x ∈ S∗y. A simetrização
de ¹ produz uma nova relação ∼ denominada relação algébrica e definida por x ∼ y se,
e somente se, x ¹ y e y ¹ x. Esta relação é simétrica e transitiva, mas pode não ser
reflexiva. Estas relações são denotadas respectivamente por ¹S e ∼S, se o semigrupo local
S tem de ser enfatizado.

Seja [x] = {y ∈ X : y ∼ x} a classe algébrica de x. Não é dif́ıcil mostrar que [x] 6= ∅ se,
e somente se, x ∼ x. Além disso, duas classes distintas são disjuntas, mas

⋃
x∈X [x] pode

não ser todo X. Denotando-se X∼ = {x ∈ X : x ∼ x}, tem-se que

X∼ =
⋃

x∈X∼

[x] =
⋃

x∈X

[x] (2.4)

e a restrição da relação algébrica a X∼ é de fato uma relação de equivalência. Claramente,
se S é um monóide, ou seja, se S contém a aplicação identidade, então X∼ = X. Definindo-
se [x] ¹ [y] se, e somente se, x ¹ y, tem-se que esta relação está bem definida e de fato
é uma ordem parcial na coleção das classes algébricas. Finalmente observa-se direto da
definição que [x] = Sx ∩ S∗x para todo x ∈ X.

Os conceitos apresentados acima são de caráter puramente conjuntista. Agora faz-
se uso da topologia de X para se introduzir duas outras relações transitivas induzidas
pelo semigrupo local S: uma relação mais fraca, definida por x ¹w y se, e somente se,
y ∈ cl (Sx) e uma relação mais forte, definida por x ¹s y se, e somente se, x ∈ int(S∗y).
A transitividade das relações ¹w e ¹s segue do seguinte lema a respeito de conjuntos
invariantes.

Para um subconjunto A ⊂ X, denota-se

SA =
⋃

x∈A

Sx S∗A =
⋃

x∈A

S∗x. (2.5)

O conjunto A é S-invariante se SA ⊂ A e regressivamente (ou S∗-)invariante se S∗A ⊂ A.

Lema 2.2. Seja A ⊂ X.

(i) Se SA ⊂ cl (A), então cl (A) é S-invariante. Em particular, se A é S-invariante,
então cl (A) também é S-invariante.

(ii) Se S∗intA ⊂ A, então intA é S∗-invariante. Em particular, se A é S∗-invariante,
então intA é também S∗-invariante.

(iii) As relações ¹w e ¹s são transitivas.

Demonstração. 1) Seja C um conjunto fechado contendo A. Então A ⊂ φ−1 (cl (A)) ⊂
φ−1 (C) para todo φ ∈ S. Segue que cl (A) ⊂ φ−1 (C) e, portanto, que φ (cl (A)) ⊂ C.
Como C é um fechado arbitrário, φ (cl (A)) ⊂ cl (A).
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2) Para todo φ ∈ S, tem-se que φ−1(intA) ⊂ A. Como φ é cont́ınua, segue que φ−1(intA)
é aberto e, portanto, está contido em intA.

3) O terceiro enunciado segue imediatamente do primeiro e do segundo.

Analogamente à relação algébrica, a simetrização de ¹w é definida por x ∼w y se, e
somente se, x ¹w y e y ¹w x e também a simetrização de ¹s é definida por x ∼s y se, e
somente se, x ¹s y e y ¹s x. Além disso, cl(Sx) = cl(Sy) if x ∼w y e int(S∗x) = int(S∗y)
if x ∼s y.

Definição 2.3. Denota-se por [x]w a classe de x com respeito a ∼w e por [x]s a classe de
x em relação a ∼s. Não é dif́ıcil mostrar que [x]s ⊂ [x] ⊂ [x]w para todo x ∈ X, onde
estas inclusões podem ser estritas. Por este motivo, a relação ∼w é denominada fraca,
enquanto a relação ∼s é denominada forte. Novamente introduz-se o superescrito S se o
semigrupo local tem de ser enfatizado.

As restrições da relação fraca a X∼w
= {x ∈ X : [x]w 6= ∅} e da relação forte a X∼s

=
{x ∈ X : [x]s 6= ∅} são relações de equivalência. Tem-se também que X∼s

⊂ X∼ ⊂ X∼w
.

2.1.2 Conjuntos de Controle

Agora introduz-se o conceito de conjunto de controle de um semigrupo local como sendo
um tipo especial de classe fraca.

Definição 2.4. Um conjunto de controle de S é uma classe fraca D = [x]w ⊂ X tal que
a classe forte [x]s 6= ∅.

A seguir será demonstrado que em cada conjunto de controle D existe uma única classe
forte não-vazia. Esta classe é denominada conjunto de transitividade de D e é denotada
por D0. Para isto é necessário um lema preliminar.

Definição 2.5. Um ponto x ∈ X é auto-acesśıvel se x ∼s x, ou seja, se x ∈ int (S∗x).

Lema 2.6. Seja D um conjunto de controle. Então para todo x ∈ D auto-acesśıvel, vale
que

D ⊂ int (S∗x) ⊂ S∗x. (2.6)

Demonstração. Sejam x ∈ D auto-acesśıvel e y ∈ D. Pelas definições

x ∈ int (S∗x) ∩ cl(Sy). (2.7)

Logo existe φ ∈ S tal que φ(y) ∈ int(S∗x) . Isto significa que y ∈ φ−1(int(S∗x)). Como φ
é cont́ınua, tem-se que y ∈ int (S∗x).

Este lema implica imediatamente nos seguintes enunciados.

Corolário 2.7. Seja D um conjunto de controle. Então

(i) Se x, y ∈ D e y é auto-acesśıvel, então y ¹s x.



36 Caṕıtulo 2. Semigrupos e Semifluxos

(ii) Se x, y ∈ D e y é auto-acesśıvel, então y ¹s x.

(iii) Se x, y ∈ D são auto-acesśıveis, então x ∼s y.

(iv) Se x, y ∈ D, [x]s 6= ∅ e [y]s 6= ∅, então [x]s = [y]s. Além disto, o conjunto de
transitividade D0 of D é dado por

D0 = {x ∈ D : x is auto-acesśıvel}. (2.8)

Cada conjunto de controle e seu conjunto de transitividade são caracterizados pelas
órbita e órbita regressiva de elementos do conjunto de transitividade.

Proposição 2.8. Seja D um subconjunto não-vazio de X. Então D é um conjunto de
controle se, e somente se,

D = cl (Sx) ∩ int (S∗x) , (2.9)

para algum x ∈ X, que a fortiori pertence a D0. Além disso, se D é um conjunto de
controle e x ∈ D0

D = cl (Sx) ∩ int (S∗x) = cl (Sx) ∩ S∗x (2.10)

e
D0 = Sx ∩ int (S∗x) = Sx ∩ S∗x = [x] (2.11)

Demonstração. Se D é um conjunto de controle e x ∈ D0, então D = [x]w e D0 = [x]s.
Tem-se que D ⊂ cl (Sx) ∩ int (S∗x), pela definição e pelo Lema 2.6. Por outro lado, se
y ∈ cl (Sx) ∩ S∗x, então x ∈ Sy ⊂ cl (Sy). Como y ∈ cl (Sx), tem-se que x ∼w y, ou seja,
y ∈ [x]w, o que mostra a equação (2.10).

Para demonstrar a equação (2.11), primeiro mostra-se que [x] ⊂ D0 = [x]s. Sejam
y ∈ [x] ⊂ [x]w = D e φ ∈ S tais que x = φ(y). Tem-se que S∗x = S∗y, de tal modo que

y ∈ φ−1 (int (S∗x)) ⊂ int (S∗x) = int (S∗y) , (2.12)

mostrando que y ∈ D0. Agora, pelo Lema 2.6, tem-se que [x] = D0 ⊂ D ⊂ int (S∗x). Por
outro lado, pela definição, [x] ⊂ Sx. Reciprocamente, Sx ∩ int (S∗x) ⊂ Sx ∩ S∗x = [x],
concluindo a demonstração da equação (2.11).

Se D = cl (Sx) ∩ int (S∗x) 6= ∅, tem-se que existe y ∈ Sx ∩ int (S∗x). Então existe
φ ∈ S, tal que y = ϕ(x), o que implica que x ∈ ϕ−1(y) ∈ ϕ−1(int (S∗)) ⊂ int (S∗). Portanto
[x]s 6= ∅, mostrando que C = [x]w é um conjunto de controle e x ∈ C0. Pela primeira
parte da demonstração, tem-se que D = C.

Em seguida, apresentam-se outras propriedades do conjunto de transitividade D0 de
um conjunto de controle D. Antes será introduzido o conceito de invariância relativa.

Definição 2.9. Sejam A e B subconjuntos de X tais que A ⊂ B. Então A é progressi-
vamente invariante em relação a B se SA ∩ B ⊂ A. Analogamente, A é regressivamente
invariante em relação a B se S∗A ∩ B ⊂ A.

Proposição 2.10. Seja D um conjunto de controle. Então
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(i) D0 é progressivamente invariante em relação a D.

(ii) D0 é denso em D.

Demonstração. (i) Sejam x ∈ D0 e φ ∈ S tal que φ(x) ∈ D. Pelo Lema 2.6, φ(x) ∈ S∗x
e claramente φ(x) ∈ Sx. Portanto, tem-se que φ(x) ∈ Sx ∩ S∗x = [x], que é igual a
D0, pela Proposição 2.8.

(ii) Seja x ∈ D0. Pela Proposição 2.8, tem-se que D0 = [x] e D = cl (Sx) ∩ int (S∗x).
Sejam y ∈ D e V uma vizinhança de y. Tem-se que y ∈ V ∩ int (S∗x) e, como
y ∈ cl (Sx), segue que

V ∩ int (S∗x) ∩ Sx 6= ∅. (2.13)

Contudo, pela Proposição 2.8, tem-se que D0 = int (S∗x) ∩ Sx. Logo qualquer
vizinhança de y ∈ D intercepta D0, demonstrando a proposição.

A ordem entre os conjuntos de controle é definida de tal modo que, se D e D′ são
conjuntos de controle, então D 6 D′ se, e somente se, x 6 x′, para algum x ∈ D0 e algum
x′ ∈ D′

0.

Proposição 2.11. Sejam D e D′ conjuntos de controle. Então D 6 D′ se, e somente se,
x 6 x′, para todos x ∈ D0 e x′ ∈ D′

0.

Demonstração. Se D 6 D′, então existem x ∈ D0, x′ ∈ D′
0 tais que x 6 x′. Pela Proposição

2.8, para todos y ∈ D0 e y′ ∈ D′
0, tem-se que x ∼ y e x′ ∼ y′, o que implica que y 6 y′. A

afirmação rećıproca é imediata.

Conclui-se esta subseção geral introduzindo-se as seguintes condições nos semigrupos
locais, que serão usadas freqentemente.

Definição 2.12. O semigrupo S é acesśıvel num subconjunto A ⊂ X se int (Sx) 6= ∅

para todo x ∈ A. Ele é denominado regressivamente acesśıvel em A, se int (S∗x) 6= ∅

para todo x ∈ A. Se A = X diz-se simplesmente que S é, respectivamente, acesśıvel ou
regressivamente acesśıvel.

2.1.3 Conjuntos de Controle Invariantes

Um conjunto de controle é denominado S-invariante se como conjunto ele é S-invariante.
De maneira análoga, um conjunto de controle é regressivamente invariante (ou S∗-
invariante) se como conjunto ele é regressivamente invariante (ou S∗-invariante). Os
conjuntos de controle S-invariante e S∗-invariante possuem propriedades especiais que os
distinguem dos demais conjuntos de controle. Nos enunciados seguintes, apresenta-se al-
gumas destas propriedades e se estabelecem as relações entre a invariância do conjunto de
controle propriamente dito e a do seu conjunto de transitividade.

A próxima proposição mostra, em particular, que os conjuntos de controle S∗-
invariantes são conjuntos abertos.
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Proposição 2.13. Seja D um conjunto de controle tal que D0 é S∗-invariante. Então

D = D0 = S∗x = int (S∗x) , (2.14)

para todo x ∈ D0. Em particular, D é S∗-invariante.

Demonstração. Pela S∗-invariância de D0, tem-se que int (S∗x) ⊂ S∗x ⊂ D0 ⊂ D. Por
outro lado, pelo Corolário 2.7 (4) qualquer x ∈ D0 é auto-acesśıvel e, portanto, pelo Lema
2.6, tem-se que D ⊂ int (S∗x), mostrando as igualdades.

Proposição 2.14. Sejam S um semigrupo local regressivamente acesśıvel e D um conjunto
de controle. Então D é S∗-invariante se, e somente se, D0 é S∗-invariante.

Demonstração. Se D é S∗-invariante, sejam x ∈ D0, φ ∈ S e y ∈ X tais que φ(y) = x. Pela
S∗-invariância de D, tem-se que y ∈ D e int(S∗y) ⊂ S∗y ⊂ D. Como S é regressivamente
acesśıvel e D0 é denso em D, tem-se que int(S∗y) ∩ D0 6= ∅. Logo existem z ∈ D0 e
ϕ ∈ S tais que y = ϕ(z). Pela Proposição 2.10, tem-se que y ∈ D0, mostrando que D0 é
S∗-invariante. A rećıproca segue diretamente da Proposição 2.13.

Agora consideram-se os conjuntos de controle S-invariantes. A proposição seguinte
caracteriza, sob a hipótese de acessibilidade de S, quando uma classe fraca é S-invariante.

Proposição 2.15. Sejam S um semigrupo local acesśıvel e D uma classe fraca. Então os
seguintes enunciados são equivalentes:

(i) cl(Sx) ⊂ clD para todo x ∈ D;

(ii) D é fechado e S-invariante;

(iii) clD is S-invariante.

Demonstração. As implicações (ii) ⇒ (iii) e (iii) ⇒ (i) são imediatas e não requerem
acessibilidade. Supondo-se (i), tem-se que clD é S-invariante pelo Lema 2.2. Agora seja
y ∈ clD. Pela hipótese de acessibilidade, tem-se que int(Sy) 6= ∅ e está contido em
clD. Logo D ∩ int(Sy) 6= ∅. Se x ∈ D ∩ int(Sy), então x ∈ cl(Sy) e, por hipótese,
y ∈ clD = cl(Sx). Como x ∈ D, segue que y ∈ D = clD, concluindo a demonstração.

Se o espaço topológico X, onde age o semigrupo local S, é compacto, então a existência
de conjuntos de controle S-invariantes é assegurada, desde que as órbitas regressivas de S
sejam todas abertas.

Proposição 2.16. Seja S um semigrupo local agindo no espaço compacto X e tal que
todas as suas órbitas regressivas sejam abertas. Para todo x ∈ X, existe um conjunto de
controle S-invariante contido em cl(Sx).
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Demonstração. Definindo-se a famı́lia F = {cl(Sy) : y ∈ cl(Sx)}, tem-se que ela é não
vazia, seus elementos são subconjuntos S-invariantes e pode ser ordenada pela inclusão.
Seja {cl(Syi) : i ∈ I} uma cadeia, isto é, tal que, para i, j ∈ I, tem-se que cl(Syi) ⊂ cl(Syj)
ou a inclusão rećıproca. Pela condição de interseção finita não-vazia e como X é compacto,
tem-se que existe z ∈

⋂
i∈I cl(Syi). Logo cl(Sz) ∈ F e está contida em cl(Syi), para todo

i ∈ I. Pelo Lema de Zorn, existe m ∈ cl(Sx), tal que D = cl(Sm) é elemento minimal
de F e, portanto, tem-se que D = cl(Sa), para todo a ∈ D. Isto implica que D ⊂ [a]w,
para todo a ∈ D. Por outro lado, se b ∈ [a]w, onde a ∈ D, tem-se que b ∈ cl(Sa) = D,
mostrando que D = [a]w, para todo a ∈ D. Como D é S-invariante, se a ∈ D e φ ∈ S,
então b = φ(a) ∈ D. Logo cl(Sb) ∩ S∗b 6= ∅ e, como S∗b é aberto por hipótese, pela
Proposição 2.8, tem-se que D = [b]w é um conjunto de controle S-invariante.

O resultado seguinte fornece uma condição suficiente para a unicidade de conjuntos de
controle S-invariantes.

Corolário 2.17. Seja S um semigrupo local agindo no espaço compacto X e tal que todas
as suas órbitas regressivas sejam abertas. Se

C =
⋂

x∈X

cl(Sx) 6= ∅. (2.15)

então existe um único conjunto de controle S-invariante D em X e, além disto, C ⊂ D.

Demonstração. Claramente C ⊂ D, para todo conjunto de controle S-invariante D, já que
para todo x ∈ D, tem-se que C ⊂ cl(Sx) ⊂ D. Logo, se C 6= ∅, existe no máximo um
conjunto de controle S-invariante em X. Portanto o resultado segue direto da Proposição
2.16.

Lema 2.18. Seja D um conjunto de controle e seja x ∈ D tal que cl(Sx) ∩ (clD)c 6= ∅.
Então, para todo y ∈ D, existe φ ∈ S tal que φ(y) não está em clD.

Demonstração. Como cl(Sx) encontra o conjunto aberto (clD)c, existe ψ ∈ S tal que
ψ(x) não está em clD. Pela continuidade de ψ existe uma vizinhança V de x tal que
ψ(V ) ⊂ (clD)c. Pela densidade de D0 em D, para todo y ∈ D, existe η ∈ S tal que
η(y) ∈ V . Logo, definindo-se φ = ψ ◦ η ∈ S, tem-se que φ(y) está fora de clD, concluindo
a demonstração.

Corolário 2.19. Se Sy ⊂ clD, para algum y ∈ D, então SD ⊂ clD.

Proposição 2.20. Sejam S um semigrupo local regressivamente acesśıvel e D um conjunto
de controle. Então D é S-invariante se, e somente se, existe x ∈ D tal que Sx ⊂ clD.

Demonstração. Pelo Corolário 2.19, se Sx ⊂ clD, para algum x ∈ D, então SD ⊂ clD.
Logo cl(Sy) ⊂ clD para todo y ∈ D e, pela Proposição 2.15, D é S-invariante.

Corolário 2.21. Sejam S um semigrupo local regressivamente acesśıvel e D um conjunto
de controle. Então D é S-invariante se, e somente se, D0 é S-invariante.
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Demonstração. Pela Proposição 2.20, se D0 is S-invariant, então D é S -invariante. Recip-
rocamente, se D é S-invariante, tem-se, pela Proposição 2.10, que D0 é S-invariante.

2.2 Semigrupos de Sombreamento

Introduz-se, nesta seção, o conceito de semigrupos de sombreamento de um semifluxo.
Estes fornecem uma completa caracterização da transitividade por cadeias em termos da
ação de semigrupos locais de aplicações cont́ınuas. O prinćıpio básico é realizar os saltos
arbitrários de uma cadeia através de aplicações dentro de um semigrupo local prescrito e
explorar as vantagens topológicas desta nova abordagem.

Dada uma cobertura aberta U de X, define-se a S-vizinhança da aplicação identidade
de X relativa a U como

NS,U = {φ ∈ S : ∀x ∈ domφ, ∃Ux ∈ U such that x, φ(x) ∈ Ux}. (2.16)

No caso em que X é um espaço métrico compacto e convexo (c.f. equação (5.24)), para
cada ε > 0, Bε denota a cobertura constitúıda pela totalidade das ε-bolas de X. Quando S
é um semigrupo de aplicações cont́inuas definidas em todo X, então NS,Bε

é simplesmente
a interseção de S com a bola aberta em C(X), centrada na identidade de X e de raio 2ε,
onde C(X) é munido com a métrica do supremo.

Para se contruir uma teoria de perturbações cont́ınuas do semifluxo σ, deve-se partir
de semigrupos locais S que possuam a propriedade de transitividade adequada, enunciada
na definição abaixo.

Definição 2.22. Sejam S um semigrupo local agindo em X e O uma famı́lia de coberturas
abertas de X. Diz-se que S é O-localmente transitivo se dada uma cobertura U ∈ O e um
aberto U ∈ U , para todos x, y ∈ U , existe φ ∈ NS,U tal que φ(x) = y.

Antes de continuar, observa-se que para todo espaço topológico X e toda famı́lia ar-
bitrária O de coberturas abertas de X, qualquer semigrupo local S contendo as funções
constantes é O-localmente transitivo. De fato, se U ⊂ X é qualquer conjunto aberto e
x, y ∈ U , então a aplicação constante φ : U → X, φ(z) = y, z ∈ U pertence a NS,U para
toda cobertura aberta U contendo U .

Este exemplo mostra que a condição de transitividade local é satisfeita por diversos
semigrupos locais, de modo que as perturbações dos semifluxos podem ser realizadas em
grande generalidade.

Definição 2.23. Seja S um semigrupo local agindo em X. Para cada cobertura aberta U
e tempo t ∈ T, define-se o (U , t)-conjunto de sombreamento do semifluxo σ contido em S
como

St,U = {φσs : φ ∈ NS,U e s > t}.

O (U , t)-semigrupo de sombreamento do semifluxo σ contido em S é o semigrupo local
gerado por St,U e é denotado por St,U .
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Observando-se que, dado tempo t ∈ T, a famı́lia Σt = {σs : s > t} é um semigrupo
de transformações cont́ınuas agindo no espaço de estados X, tem-se que St,U ⊂ S, caso
Σt ⊂ S. Observa-se também que, se t 6 s e U 6 V , então St,U ⊂ Ss,V , uma vez que
NS,U ⊂ NS,V .

Na sequência, consideram-se semigrupos de sombreamento St,U tais que U percorre uma
famı́lia prefixada O de coberturas abertas de X e admisśıvel (veja Definição 1.17) e S é
um semigrupo local prefixado e O-localmente transitivo.

O primeiro resultado sobre os semigrupos de sombreamento objetiva mostrar que suas
órbitas e órbitas regressiva são conjuntos abertos. Isto é consequência do seguinte fato
mais forte.

Proposição 2.24. Sejam x ∈ X, t ∈ T e U ∈ O. Então St,Ux e S
∗

t,Ux são conjuntos
abertos. Além disto,

St,Ux =
⋃

{U ∈ U : U ∩ x+
t 6= ∅} (2.17)

e

S
∗

t,Ux =
⋃

{σ−1
s (U) : U ∈ U , x ∈ U e s > t}. (2.18)

Demonstração. Seja y ∈ St,Ux. Então existem φ ∈ NS,U e s > t tais que y = φ(σs(x)).
Pela definição de NS,U pode-se encontrar U ∈ U tal que σs(x) e y ∈ U . Isto mostra que
o primeiro membro da equação (2.17) está contido no segundo membro. Reciprocamente,
seja y ∈ U com U ∈ U e U ∩ x+

t 6= ∅. Logo existe s > t tal que σs(x), y ∈ U . Como S é
O-localmente transitivo, existe φ ∈ NS,U tal que y = φ(σs(x)) ∈ St,Ux.

Para demonstrar a equação (2.18), seja y ∈ S
∗

t,Ux de modo que existam φ ∈ NS,U e
s > t tais que x = φ(σs(y)). Pela definição de NS,U , existe U ∈ U tal que σs(y) e x ∈ U .
Isto mostra que o primeiro membro da equação (2.18) está contido no segundo membro.
Reciprocamente, seja y ∈ σ−1

s (U) com U ∈ U , s > t e x ∈ U . Como S é O-localmente
transitivo, existe φ ∈ NS,U tal que x = φ(σs(y)) o que mostra que y ∈ S

∗

t,Ux.

Corolário 2.25. Sejam x ∈ X, U ∈ O e t ∈ T . Então St,Ux e S∗
t,Ux são conjuntos

abertos.

Demonstração. Definindo-se recursivamente,

(St,Ux)n =
⋃

{St,Uz : z ∈ (St,Ux)n−1}.

tem-se que,

St,Ux =
∞⋃

n=1

(St,Ux)n

e, portanto, pela Proposição 2.24, St,Ux é uma união de conjuntos abertos. No caso das
órbitas regressivas procede-se de maneira similar.
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2.2.1 Semigrupos e Transitividade por Cadeias

O resultado seguinte fornece a principal ligação entre as cadeias do semifluxo e a ação dos
seus semigrupos de sombreamento.

Proposição 2.26. Dados x ∈ X, U ∈ O e t ∈ T, tem-se que St,Ux = Ω(x,U , t) e
S∗

t,Ux = Ω∗(x,U , t) (c.f. equação (1.27)).

Demonstração. Sejam y ∈ St,Ux e ψ ∈ St,U tal que y = ψ(x). Tem-se que ψ = ψk · · ·ψ1,
com ψi ∈ St,U , i = 1, . . . , k. Pelas definições, tem-se que ψi = φiσsi

, onde φi ∈ NS,U e
si > t. Definindo-se x1 = x e xi+1 = ψi(xi), tem-se que y = xk+1 e, pela definição de
NS,U , existe Ui ∈ U tal que xi+1 = ψi(xi) = φi(σsi

(xi)) e σsi
(xi) estão em Ui. Portanto

y ∈ Ω(x,U , t).
Reciprocamente, se y ∈ ΩO(x,U , t), existem uma seqência de pontos {x =

x1, . . . , xn+1 = y} ⊂ X, uma seqência de tempos {t1, · · · , tn} ⊂ T e uma seqência de con-
juntos abertos {U1, · · · , Un} ⊂ U tais que ti > t e σti(xi), xi+1 ⊂ Ui, para todo i = 1, . . . , n.
Como S é O-localmente transitivo, para cada i = 1, . . . , n, existe φi ∈ NS,U tal que
φi(σti(xi)) = xi+1. Pelas definições, denotando-se ψ = ψk · · ·ψ1, onde ψi = φiσsi

, tem-se
que y = ψ(x) ∈ St,Ux.

A segunda igualdade segue diretamente da primeira, uma vez que

S∗
t,Ux = {y ∈ X : x ∈ St,Uy}. (2.19)

Pelo Corolário 2.25, as órbitas regressivas dos semigrupos de sombreamento são con-
juntos abertos. Pela Proposição 2.8, dados x ∈ X, t ∈ T e W ∈ O, se

Dx,t,W = cl (St,Wx) ∩ S∗
t,Wx. (2.20)

é um subconjunto não vazio, então ele é um conjunto de controle de St,W e tem-se que

(Dx,t,W)0 = St,Wx ∩ S∗
t,Wx. (2.21)

O próximo corolário é conseqência direta do Lema 1.22 e da Proposição 2.26.

Corolário 2.27. Sejam x ∈ X, U ∈ O e t ∈ T. Se V 6
1
2
U , então

(i) cl (St,Vx) ⊂ St,Ux,

(ii) cl
(
S∗

t,Vx
)
⊂ S∗

t,Ux e

(iii) cl (Dx,t,V)0 ⊂ (Dx,t,U)0 .

O resultado seguinte estabelece a principal conexão entre as componentes transitivas
por cadeias do semifluxo e os conjuntos de controle dos seus semigrupos de sombreamento,
reduzindo o estudo destas à teoria de semigrupos.
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Teorema 2.28. Sejam O uma famı́lia admisśıvel de coberturas abertas de X e S um
semigrupo local O-localmente transitivo agindo em X. Seja M um subconjunto não-vazio
de X. Então a seguinte condição é necessária e suficiente para que M seja uma O-
componente transitiva por cadeias:

• Para todo semigrupo de sombreamento St,U , onde t ∈ T e U ∈ O, existe um conjunto
de controle DM,t,U contendo M e tal que

M =
⋂

U ,t

(DM,t,U)0 =
⋂

U ,t

cl (DM,t,U) . (2.22)

Demonstração. Seja M tal que, para todo St,U , existe DM,t,U contendo M e tal que a
equação (2.22) é verificada. Se x, y ∈ M, então x, y ∈ (DM,t,U)0 e, pelas Proposições 2.26
e 2.8, tem-se que y ∈ St,Ux = Ω(x,U , t). Então y ∈ ΩO(x) e M é transitivo por cadeias.
Para mostrar a maximalidade, seja z ∈ X tal que z ∈ ΩO(x) e x ∈ ΩO(z) para todo
x ∈ M. Então, pela Proposição 2.26, para toda cobertura U ∈ O e tempo t ∈ T, tem-se
que x ∈ St,Uz e z ∈ St,Ux. Logo, pela Proposição 2.8, tem-se que z ∈ (DM,t,U)0 e, portanto,
pela equação (2.22), segue que z ∈ M, mostrando que M é uma componente transitiva
por cadeias.

Reciprocamente, seja M uma componente transitiva por cadeias. Pela Proposição 2.26,
se x, y ∈ M, segue que y ∈ Ω(x,U , t) = St,Ux e x ∈ Ω(y,U , t) = St,Uy, para toda cobertura
U ∈ O e tempo t ∈ T. Logo, para todo x ∈ M, tem-se que M ⊂ St,Ux ∩ S∗

t,Ux. Pelos
Corolário 2.25 e Proposição 2.26, tem-se que DM,t,U = cl (St,Ux) ∩ S∗

t,Ux é um conjunto de
controle tal que M ⊂ (DM,t,U)0. Portanto

M ⊂
⋂

U ,t

(DM,t,U)0 (2.23)

e a igualdade segue da primeira parte da demonstração.
A segunda igualdade da equação (2.22) é conseqência imediata do Corolário 2.27 e da

Proposição 2.10.

Uma outra aplicação da descrição das cadeias através dos semigrupos de sombreamento
é a caracterização do domı́nio de atração de uma componente transitiva por cadeias M
como a interseção dos domı́nios de atração dos conjuntos de controle que contêm M.

O O-domı́nio de atração por cadeias AO (M) de uma O-componente transitiva por
cadeias M de um semifluxo em X é definido como o conjunto dos pontos x ∈ X para os
quais existe y ∈ M tal que x ¹O y, i.e., y ∈ ΩO (x). O O-domı́nio de repulsão por cadeias
RO (M) é definido como o conjunto daqueles x ∈ X para os quais existe y ∈ M tal que
y ¹O x. Analogamente, se D é um conjunto de controle de um semigrupo local S, seu
domı́nio de atração A (D) é o conjunto dos x ∈ X tais que existe φ ∈ S com φ(x) ∈ D0,
i.e., x ¹ y, para algum y ∈ D0. Seu domı́nio de repulsão R (D) é o conjunto dos x ∈ X
tais que y ¹S x, para algum y ∈ D0. É uma conseqência imediata das definições que
M = A (M) ∩ R (M) e D0 = A (D) ∩ R (D).
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Proposição 2.29. Mantendo-se as notações e hipóteses do Teorema 2.28, tem-se que
domı́nio de atração por cadeias de uma O-componente transitiva M é dado por

AO (M) =
⋂

U ,T

A (DM,t,U) .

Analogamente, RO (M) =
⋂
U ,T

R (DM,t,U).

Demonstração. Seja x ∈ AO (M). Então, existe y ∈ M tal que y ∈ ΩO(x,U , t) para
todo U ∈ O e t ∈ T. Pela Proposição 2.26, existe φ ∈ St,U tal que φ (x) = y. Portanto,
x ∈ A (DM,t,U) para todo U ∈ O e t ∈ T. Então x ∈

⋂
U ,T

A (DM,t,U). Para a rećıproca,

seja x ∈
⋂
U ,T

A (DM,t,U). Logo, para todo U ∈ O e t ∈ T, existem φ ∈ St,U e y ∈ (DM,t,U)0

tais que φ (x) = y. Tomando-se z ∈ M ⊂ (DM,t,U)0, existe ψ ∈ tal que ψ(y) = z. Logo
φψ(x) = z e, e pela Proposição 2.26, tem-se que z ∈ ΩO(x,U , t), para cada U ∈ O e t ∈ T.
Portanto x ∈ AO (M).



Caṕıtulo 3

Conjuntos de Controle em Flags

Este caṕıtulo apresenta a teoria de semigrupos de San Martin. Esta teoria trata da análise
dos conjuntos de controle de semigrupos S contidos num grupo de Lie G semi-simples,
agindo nas suas variedades flag generalizadas (c.f. [33], [34], [35], [36] e [39]). Este caṕıtulo
depende fundamentalmente dos Apêndices A e B, que tratam da teoria de Lie semi-simples
real.

3.1 Objetos Canônicos e Conjugações

Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples real e G um grupo de Lie conexo cuja álgebra
de Lie é g. Como apresentado no Apêndice A, um terno admisśıvel (θ, a, a+) determina
uma série de objetos algébricos tais como: (1) um grupo de Weyl W , (2) um sistema de
(co-)ráızes Π (Πa), junto com um sistema simples de (co-)ráızes Σ (Σa), (3) para cada
Θ ⊂ Σ, a subálgebra parabólica pΘ e o subgrupo parabólico PΘ, (4) as componentes das
decomposições de Iwasawa de p e P e (5) o produto interno 〈·, ·〉θ restrito a a. O conjunto
das câmaras de Weyl em G é definido por

C = {exp(a+) : (θ, a, a+) terno admisśıvel}. (3.1)

O grupo G age nele mesmo por conjugação, na álgebra através da ação adjunta e no dual
da álgebra pela ação co-adjunta. Será utilizada a seguinte notação para a ação adjunta de
G nestes objetos

(i) gwg−1 = Ad(g)wAd(g−1), para w ∈ W ,

(ii) gα = Ad(g)∗α, para α ∈ Π e

(iii) gX = Ad(g)X, para X ∈ g.

O lema seguinte mostra que os objetos apresentados acima são determinados apenas
pelas câmara de Weyl e descreve como objetos são relacionados com os objetos determi-
nados por câmaras conjugadas.

45
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Lema 3.1. Se (θ, a, a+) e (θ, a, a+) são ternos admisśıveis tais que a+ = a+, então eles
determinam os mesmos objetos (1) − (5) mencionados acima. Assim estes objetos são
determinados por cada câmara de Weyl λ ∈ C e serão denotados pela justaposição de (λ)
a sua direita. Além disto, para cada g ∈ G, tem-se que

(i) W (gλg−1) = gW (λ)g−1,

(ii) a(gλg−1) = ga(λ) e o mesmo para m, n, Π, Σ, Πa, e Σa,

(iii) N(gλg−1) = gN(λ)g−1 e o mesmo para A, M ,

(iv) pgΘ(gλg−1) = gpΘ(λ), para cada Θ ⊂ Σ(λ),

(v) PgΘ(gλg−1) = gPΘ(λ)g−1, para cada Θ ⊂ Σ(λ) e

(vi) 〈gH, gH̃〉(gλg−1) = 〈H, H̃〉(λ), para todos H, H̃ ∈ a(λ).

Além disso, se λ, ν ∈ C, então existe g ∈ G tal que ν = gλg−1.

Demonstração. Pelos Teoremas A.12, A.19 e A.35 e Proposição A.15, as relações (i) −
(vi) são satisfeitas, substituindo-se λ pelo terno admisśıvel (θ, a, a+) e gλg−1 pelo terno
admisśıvel (Ad(g)θAd(g)−1, ga, ga+). Pelo Teorema A.19, existe g ∈ G tal que (θ, a, a+) =
(Ad(g)θAd(g)−1, ga, ga+) e, portanto, ga+ = Ad(g)a+ = a+. Pela Proposição A.43, tem-
se que g ∈ MA. Isto implica, utilizando as relações (i) − (v), que (θ, a, a+) e (θ, a, a+)
determinam os mesmos objetos (1) − (4) mencionados acima. Para obter o mesmo para o

objeto (5), basta observar que, se g ∈ MA e H, H̃ ∈ a(λ), então

〈H, H̃〉gθg−1 = 〈gH, gH̃〉gθg−1 = 〈H, H̃〉θ. (3.2)

Portanto estes objetos são determinados por a+ e, conseqentemente, por λ = exp(a+) ∈
C. As relações (i) − (vi) seguem do que foi observado acima e do fato de que gλg−1 =
exp(Ad(g)a+) = exp(ga+). A última afirmação do lema é conseqência do Teorema A.19.

Defindo-se

W = {(λ,w) : λ ∈ C, w ∈ W (λ)}, (3.3)

tem-se que a ação adjunta de G em W , dada por

g(λ,w) = (gλg−1, gwg−1) (3.4)

onde g ∈ G, está bem definida, pois, pelo Lema 3.1, gwg−1 ∈ W (gλg−1). O quociente de
W por esta ação de G, é denotado por W e denominado grupo de Weyl canônico de g.
Um elemento de W é uma órbita de um par (λ,w) denotada por [(λ, w)]. A proposição
seguinte justifica a nomeclatura empregada.
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Proposição 3.2. Para cada λ ∈ C e w ∈ W , existe um único w(λ) ∈ W (λ) tal que
w = [(λ,w(λ))]. Para cada λ ∈ C, a aplicação w 7→ w(λ) é um isomorfismo canônico entre
o grupo de Weyl W (λ) e o grupo de Weyl canônico W , onde, para todos w, w̃ ∈ W , o
produto dado por

ww̃ = [(λ,w(λ)w̃(λ))] (3.5)

e a inversa dada por
w−1 = [(λ,w(λ)−1)] (3.6)

estão bem definidos. Além disto, para todo g ∈ G, tem-se que w(gλg−1) = gw(λ)g−1.

Demonstração. Sejam λ ∈ C e s = [(λ, s̃)] ∈ W . Por definição, se ŝ ∈ W (λ) é tal que s =
[(λ, ŝ)], então existe g ∈ G tal que λ = gλg−1 e ŝ = gs̃g−1. Pela Proposição A.43, tem-se que
g ∈ MA e, portanto, s(λ) = s̃ = ŝ. Para todo g ∈ G, tem-se que (gλg−1, gs(λ)g−1) ∈ W
e s = [(gλg−1, gs(λ)g−1)], mostrando que s(gλg−1) está bem definida e é igual a gs(λ)g−1.
Se w ∈ W , tem-se que w = [(ν, w(ν))], para algum ν ∈ C. Pelo Lema 3.1, existe g ∈ G tal
que λ = gνg−1, o que implica que w(λ) está bem definida para todo w ∈ W .

Para mostrar que o produto dado por (3.5) e a inversa dada por (3.6) estão bem
definidos, sejam λ, ν ∈ C. Pela primeira parte da demonstração, existe g ∈ G tal que
ν = gλg−1. Logo, como w(gλg−1) = gw(λ)g−1, para todo w ∈ W , tem-se que

[(ν, w(ν)w̃(ν))] = [(gλg−1, gw(λ)w̃(λ)g−1)] = [(λ,w(λ)w̃(λ))]. (3.7)

e
[(ν, w(ν)−1)] = [(gλg−1, gw(λ)−1g−1)] = [(λ,w(λ)−1)]. (3.8)

Isto mostra que a aplicação w 7→ w(λ) é claramente um homomorfismo do grupo W no
grupo W (λ). Além disto, ela é injetiva, uma vez que, se w(λ) = s(λ), então

w = [(λ,w(λ))] = [(λ, s(λ))] = s. (3.9)

Por outro lado, ela é também sobrejetiva, já que, se w̃ ∈ W (λ), então w(λ) = w̃, onde
w = [(λ, w̃)] ∈ W .

Seja πW : W → C a projeção natural associada ao conjunto W , definido em (3.3), dada
por πW(λ,w(λ)) = λ, para todo (λ,w(λ)) ∈ W . A Proposição 3.2 mostra que esta fibração
é isomorfa a fibração trivial pr1 : C × W → C, pois o seguinte diagrama comuta

C × W

pr1
##GGGGGGGGG

φW // W

πW
ÄÄ~~

~~
~~

~~

C

(3.10)

onde φW(λ,w) = (λ,w(λ)), para todos λ ∈ C e w ∈ W .
Construções similares podem ser repetidas para se obter objetos canônicos de cada um

dos objetos determinados por elementos de C. Definindo-se

A = {(λ,H) : λ ∈ C, H ∈ a(λ)}, (3.11)
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tem-se que a ação adjunta de G em A, dada por

g(λ, H) = (gλg−1, gH) (3.12)

onde g ∈ G, também está bem definida, pois, novamente pelo Lema 3.1, gH ∈ a(gλg−1).
O quociente de A por esta ação de G, é denotado por a e denominado abeliano maximal
canônico de g.

Proposição 3.3. Para cada λ ∈ C e H ∈ A, existe um único H(λ) ∈ a(λ) tal que
H = [(λ,H(λ))]. Fixando-se λ ∈ C, a aplicação H 7→ H(λ) é uma isometria linear
entre o espaço de Hilbert (a(λ), 〈·, ·〉(λ)) e o espaço de Hilbert (a, 〈·, ·〉), onde, para todos

H, H̃ ∈ W , a soma dada por

H + H̃ = [(λ, H(λ) + w̃(λ))], (3.13)

o produto pelo escalar c ∈ R dado por

cH = [(λ, cH(λ))] (3.14)

e o produto interno definido por

〈H, H̃〉 = 〈H(λ), H̃(λ)〉(λ) (3.15)

estão bem definidos. Além disto, para todo g ∈ G, tem-se que H(gλg−1) = gH(λ).

Demonstração. A demonstração é análoga a da Proposição 3.2. Resta mostrar que o
produto interno dado por (3.15) está bem definido. Para isto, sejam λ, ν ∈ C. Pelo Lema
3.1, existe g ∈ G tal que ν = gλg−1. Como, pela Proposição 3.3, H(gλg−1) = gH(λ), para
todo w ∈ W , tem-se, novamente pelo Lema 3.1, que

〈H(ν), H̃(ν)〉(ν) = 〈gH(λ), gH̃(λ)〉(gλg−1) = 〈H(λ), H̃(λ)〉(λ). (3.16)

Analogamente ao caso do grupo de Weyl, a Proposição 3.3 mostra que πA : A → C (a
projeção natural associada ao conjunto A) é isomorfa a fibração trivial pr1 : C × a → C,
uma vez que o seguinte diagrama comuta

C × a

pr1
""EE

EE
EE

EE
E

φA // A

πA
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ

C

(3.17)

onde φA(λ,H) = (λ,H(λ)), para todos λ ∈ C e H ∈ a.
Como os seguintes subconjuntos de A

P = {(λ,Hα) : λ ∈ C, Hα ∈ Πa(λ)} (3.18)
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e
S = {(λ,Hα) : λ ∈ C, Hα ∈ Σa(λ)} (3.19)

são invariantes pela ação adjunta de G dada por (3.12), eles passam ao quociente a e
são denotados, respectivamente, por Πa, denominado sistema de co-ráızes platônicas de
g, e por Σa, denominado sistema simples de co-ráızes platônicas de g. Pelos Lema 3.1 e
Proposição 3.3, para cada λ ∈ C, a restrição do isomorfismo H 7→ H(λ) aos conjuntos Πa e
Σa é uma bijeção entre estes e, respectivamente, Πa(λ) e Σa(λ). O teorema seguinte mostra
que Πa ⊂ a é um sistema de ráızes, no sentido abstrato dado pela Definição 9.1 em [38], e
cujo grupo de Weyl associado é W .

Teorema 3.4. Tem-se que Πa é um sistema abstrato de raízes de a tal que W é o seu
grupo de Weyl associado e Σa é um sistema simples de ráızes. Além disto, para cada λ ∈ C,
tem-se que rα(λ) é a reflexão 〈·, ·〉(λ)-ortogonal em relação a Hα(λ).

Demonstração. Pela equação B.20, para cada λ ∈ C e H ∈ a, tem-se que

rα(H)(λ) = H(λ) − 2
〈H, Hα〉

〈Hα, Hα〉
Hα(λ) = H(λ) − 2

〈H(λ), Hα(λ)〉(λ)

〈Hα(λ), Hα(λ)〉(λ)
Hα(λ), (3.20)

o que mostra que rα(H)(λ) pertence a W (λ), que rα pertence a W e que rα(λ) é a reflexão
〈·, ·〉(λ)-ortogonal em relação a Hα(λ). A primeira afirmação do teorema segue do fato de
que, para cada λ ∈ C, Πa(λ) é um sistema abstrato de ráizes de a(λ) tal que W (λ) é o seu
grupo de Weyl associado e Σa(λ) é o sistema simples de ráızes determinado por λ.

Se a∗ denota o espaço dual de a, então a aplicação H 7→ 〈H, ·〉 define um isomorfismo
entre a e a∗. Pode-se então definir

Π = {α = 〈Hα, ·〉 : Hα ∈ Πa}, (3.21)

denominado sistema de ráızes canônico de g, e

Σ = {α ∈ Π : Hα ∈ Σa}, (3.22)

denominado sistema simples de ráızes canônico de g. Pela equação (3.15), para cada λ ∈ C,
a aplicação α 7→ α(λ), onde α(λ) é o funcional linear em a(λ), definido por

α(λ) = 〈Hα(λ), ·〉(λ), (3.23)

estabelece uma bijeção entre Π e Σ e, respectivamente, Π(λ) e Σ(λ). Além disto, pelos
Lema 3.1 e Proposição 3.3, tem-se que

α(gλg−1) = α(λ), (3.24)

para todo g ∈ G.
Se Θ ⊂ Σ, para cada λ ∈ C, denota-se por Θ(λ) ⊂ Σ(λ) a imagem de Θ pela aplicação

dada pela equação (3.23). Analogamente, tem-se o mesmo para subconjuntos dos outros
objetos canônicos.
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3.2 Variedades Flag Generalizadas

Se Θ ⊂ Σ, a subálgebra pΘ(λ) parabólica de tipo Θ determinada por λ é, por definição, a
subálgebra parabólica pΘ(λ)(λ) e o subgrupo PΘ(λ) parabólico de tipo Θ é PΘ(λ)(λ).

O flag (generalizado) FΘ de tipo Θ é o conjunto

FΘ = {pΘ(λ) : λ ∈ C} (3.25)

de todas as subálgebras parabólicas de tipo Θ. Quando Θ = ∅ o flag F = F? é denominado
flag (generalizado) maximal de g. A ação adjunta de G em FΘ, dada por gpΘ(λ), está bem
definida, pois, pelos Lema 3.1 e equação (3.24), tem-se que

gpΘ(λ) = gpΘ(λ)(λ) = pΘ(gλg−1)(gλg−1) = pΘ(gλg−1). (3.26)

Proposição 3.5. Para cada λ ∈ C, existe uma estrutura diferenciável em FΘ tal que a
aplicação φΘ(λ) : G/PΘ(λ) → FΘ, dada por

φΘ(λ)(gPΘ(λ)) = gpΘ(λ), (3.27)

é um difeomorfismo. Em particular, a ação de G em FΘ é diferenciável e aberta.

Demonstração. Pelo Lema 3.1, a ação adjunta de G, definida pela equação (3.26), é tran-
sitiva em FΘ. Fixando-se λ ∈ C, o subgrupo de isotropia de pΘ(λ) é o subgrupo parabólico
PΘ(λ), que é fechado em G. Portanto FΘ é um espaço homogêneo do grupo de Lie G e o
resultado segue da Proposição C.72.

3.2.1 Decomposições dos Subgrupos Parabólicos

Seja (θ, a, a+, Θ) uma quadra admisśıvel de g, como definido na Seção A.2. O próximo
resultado é um refinamento da Proposição A.40, onde o fator M é substitúıdo pelo cen-
tralizador de g(Θ) em M . Antes é necessário o seguinte lema.

Lema 3.6. Se a ∈ A e Ad(a)k = k, então a = 1.

Demonstração. Tem-se que a = exp(H), para algum H ∈ a. Pela equação (A.19), tem-
se que Ad(a) = Ad(exp(H)) = ead(H). Sejam α ∈ Π e 0 6= Xα ∈ gα. Tem-se que
Xα + θXα = 2κ(Xα) ∈ k. Pelo Lema A.14, tem-se que θXα ∈ g−α e, portanto,

ead(H)(Xα + θXα) = eα(H)Xα + e−α(H)θXα = Y ∈ k. (3.28)

Como θY = Y , segue que eα(H) = e−α(H), o que implica que α(H) = 〈Hα, H〉θ = 0. Como
α ∈ Π é arbitrário, pela Proposição B.53, tem-se que H = 0, mostrando que a = 1.

Teorema 3.7. Tem-se que KΘ = (KΘ)0ZM(g(Θ)), onde ZM(g(Θ)) é o centralizador de
g(Θ) em M .
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Demonstração. Claramente, tem-se que (KΘ)0ZM(g(Θ)) ⊂ KΘ. Se k ∈ M , então
Ad(k)|a = ida e, pelo Teorema A.12, tem-se que Ad(k)g(Θ) = g(Θ) e Ad(k)k(Θ) = k(Θ).
Como Ad(k)|g(Θ) ∈ Aut(g(Θ)) e Ad(k)|a(Θ) = ida(Θ), pela Proposição 5.3 do Caṕıtulo
IX de [15], tem-se que Ad(k)|g(Θ) ∈ Int(g(Θ)) e, portanto, existe l ∈ G(Θ) tal que
Ad(l)|g(Θ) = Ad(k)|g(Θ). Como l ∈ ZG(Θ)(a(Θ)), pela Proposição A.43, tem-se que l = am,
onde a ∈ A(Θ) e m ∈ M(Θ). Mas

k(Θ) = Ad(l)k(Θ) = Ad(a)Ad(m)k(Θ) = Ad(a)k(Θ) (3.29)

e, pelo Lema 3.6, tem-se que a = 1 e, portanto, l = m ∈ K(Θ) ⊂ (PΘ)0 ∩ K = (KΘ)0.
Então l−1k ∈ ZM(g(Θ)), pois Ad(l−1k)|g(Θ) = idg(Θ) e Ad(l−1k)|aΘ = idaΘ . Logo k =
l(l−1k) ∈ (KΘ)0ZM(g(Θ)), o que implica que M ⊂ (KΘ)0ZM(g(Θ)). Portanto, utilizando-
se a Proposição A.40,

KΘ = (KΘ)0M ⊂ (KΘ)0ZM(g(Θ)), (3.30)

o que conclui a demonstração do teorema.

Corolário 3.8. Tem-se que PΘ = (PΘ)0ZM(g(Θ)), onde (PΘ)0 é a componente da identi-
dade de PΘ.

Demonstração. Como (PΘ)0 = (KΘ)0AN , pois A e N são conexos, o resultado segue dos
Teoremas 3.7 e A.45.

Define-se AΘ e NΘ como os subgrupos conexos gerados, respectivamente, por exp(aΘ)
e exp(nΘ), onde aΘ e nΘ são as componentes, respectivamente, abeliana e nilpotente da
decomposição de Langlands dada pela equação (A.86). Define-se também o conjunto

LΘ = ZM(g(Θ))AΘNΘ. (3.31)

Proposição 3.9. Tem-se que AΘ = exp(aΘ), NΘ = exp(nΘ) e AΘNΘ é um subgrupo
fechado e normal em PΘ. Além disso, se o centro Z(G) for finito, então LΘ é um subgrupo
fechado em PΘ, com álgebra de Lie lΘ.

Demonstração. As afirmações de que AΘ = exp(aΘ), NΘ = exp(nΘ) e AΘNΘ é um subgrupo
fechado e normal em PΘ seguem da Proposição A.46 e da Seção 5 do Caṕıtulo VI de [15].

Se m ∈ M , pelo Teorema A.12, tem-se que Ad(m)gα = gα. Portanto, como M centraliza
A, segue que M normaliza AΘNΘ, mostrando que LΘ é um subgrupo. Se o centro de G é
finito, pelo Corolário A.8, segue que ZM(g(Θ)) é um subgrupo compacto. Portanto, pela
Proposição C.66, tem-se que LΘ é fechado.

O Teorema seguinte mostra que PΘ é o produto do subgrupo LΘ pelo subgrupo semi-
simples de tipo Θ.

Teorema 3.10. Se o centro de G é finito, então

PΘ = G(Θ)LΘ. (3.32)
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Demonstração. Pela Proposição A.46, a álgebra de Lie lΘ de LΘ é um ideal da álgebra de
Lie pΘ de PΘ. Portanto a componente conexa (LΘ)0 é um subgrupo fechado e normal em
(PΘ)0. Pode-se então, pela Proposição C.70, definir o grupo de Lie conexo

G̃(Θ) =
(PΘ)0

(LΘ)0

, (3.33)

onde a projeção natural π̃ : (PΘ)0 → G̃(Θ) é um homomorfismo diferenciável. Pela

Proposição A.46, a álgebra de Lie de G̃(Θ) é isomorfa à g(Θ). Tem-se que o seguinte
diagrama é comutativo

pΘ

exp

²²

d1eπ // g(Θ)

gexp
²²

PΘ eπ // G̃(Θ)

(3.34)

onde d1π̃ : pΘ → g̃(Θ) é um homomorfismo de álgebras de Lie tal que sua restrição a g(Θ)

é um isomorfismo. Portanto π̃(G(Θ)) = G̃(Θ), mostrando que (PΘ)0 = G(Θ)(LΘ)0. Pelo
Corolário 3.7, tem-se que PΘ = (PΘ)0LΘ e, portanto, PΘ = G(Θ)LΘ.

O próximo resultado mostra, em particular, que a decomposição (3.32) é um produto
semi-direto. Para isto é necessário o seguinte lema.

Lema 3.11. Sejam G = KAN uma decomposição de Iwasawa de G e k ∈ K, h ∈ A e
n ∈ N . Seja também g(Θ) a subálgebra semi-simples de tipo Θ. Tem-se que

(i) se Ad(k)|g(Θ) = Ad(hn)|g(Θ), então ambas são a identidade em g(Θ),

(ii) se Ad(h)|g(Θ) = Ad(n)|g(Θ), então ambas são a identidade em g(Θ). Além disto, se
h ∈ A(Θ), então h = 1 e

(iii) se n′ ∈ NΘ e n ∈ N(Θ) e Ad(n′n)|g(Θ) = idg(Θ), então n = 1.

Demonstração. Pelo Lema 3.5 do Caṕıtulo VI de [15], existe uma base de g tal que, es-
critas nesta base, a matriz M(k) de Ad(k)|g(Θ) é ortogonal, a matriz M(n) de Ad(n)|g(Θ)

é triangular superior com uns na diagonal e a matriz M(h) de Ad(h)|g(Θ) é diagonal com
elementos positivos na diagonal.

(i) Como as matrizes M(k), M(n) e M(h) são todas inverśıveis, pela decomposição qr
(ver Seção 17.D, página 218, de [24]), a igualdade matricial M(k) = M(h)M(n) implica que
as matrizes M(k) e M(h)M(n) são iguais a matriz identidade.

(ii) A primeira parte deste item é evidente, utilizando-se a respectiva igualdade ma-
tricial M(h) = M(n). Pela Proposição 3.9, se h ∈ A(Θ), então existe H ∈ a(Θ) tal que
h = exp(H). Se α ∈ Θ e 0 6= X ∈ gα, tem-se que

Ad(h)X = Ad(exp(H))X = ead(H)X = eα(H)X. (3.35)

Logo, se Ad(h)|g(Θ) = idg(Θ), segue que eα(H)X = X e, portanto, que α(H) = 0. Como
α ∈ Θ é arbitrário, isto implica que H = 0 e h = 1.
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(iii) Pela hipótese e n normaliza g(Θ), segue que Ad(n)|g(Θ) = Ad((n′)−1)|g(Θ) e, por-
tanto, Ad(n)a(Θ) = Ad((n′)−1)a(Θ). Isto implica, pelo Teorema A.20 e pelas Proposições
3.9, A.34 e A.46, que

Ad(n)a(Θ) ⊂ (a(Θ) ⊕ n(Θ)) ∩ (a(Θ) ⊕ nΘ) = a(Θ). (3.36)

Logo, se H ∈ a+(Θ), pelo Lema A.41 aplicado a g(Θ) e pela decomposição em espaços de
ráızes, tem-se que φH(n) = Ad(n)H − H ∈ a(Θ) ∩ n(Θ) = 0. Como φH(1) = 0, segue que
n = 1.

Teorema 3.12. Seja G com centro finito. Tem-se que ZPΘ
(g(Θ)) ⊂ LΘ e o subgrupo

LΘ é normal em PΘ. Além disto, existe um homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor
ϕΘ : PΘ → Int(g(Θ)) tal que seu núcleo é LΘ. Em particular, d1ϕΘ : pΘ → g(Θ) é a
projeção paralela a lΘ.

Demonstração. Seja z ∈ ZPΘ
(g(Θ)). Pela decomposição (3.32), existem g ∈ G(Θ) e l ∈ LΘ

tais que z = gl. Pela decomposição de Iwasawa de G(Θ), g = khn, onde k ∈ K(Θ),
h ∈ A(Θ) e n ∈ N(Θ) e, pela definição de LΘ, tem-se que l = n′h′m, onde n′ ∈ NΘ,
h′ ∈ AΘ e m ∈ ZM(g(Θ)). Como Ad(z)|g(Θ) = idg(Θ) e g normaliza g(Θ), segue que l
normaliza g(Θ) e, portanto, Ad(l)|g(Θ) = Ad(g−1)|g(Θ). Pelas Proposições A.25 e 3.9, h′

centraliza g(Θ), o que implica que

Ad(n′)|g(Θ) = Ad(l)|g(Θ) = Ad(g−1)|g(Θ) = Ad((hn)−1k−1)|g(Θ). (3.37)

Portanto, Ad(hnn′)|g(Θ) = Ad(k−1)|g(Θ), o que, pelo item (i) do Lema 3.11, implica que
ambas são a identidade em g(Θ). Então, como k ∈ K(Θ) ⊂ KΘ, segue que k ∈ ZM(g(Θ)).
Como Ad(hnn′)|g(Θ) = idg(Θ) e h normaliza g(Θ), segue que nn′ normaliza g(Θ). Logo,
Ad(nn′)|g(Θ) = Ad(h−1)|g(Θ), o que, pelo item (ii) do Lema 3.11, implica que ambas são a
identidade em g(Θ) e que h = 1. Portanto, Ad(nn′)|g(Θ) = idg(Θ), o que, pelo item (iii)
do Lema 3.11, implica que n = 1. Isto mostra que z = gl = kl ∈ LΘ, concluindo que
ZPΘ

(g(Θ)) ⊂ LΘ.
Pela Proposição 3.9, AΘNΘ é normal em PΘ. Para mostrar que LΘ é normal em PΘ,

sejam então g ∈ G(Θ), m ∈ ZM(g(Θ)) e X ∈ g(Θ). Como Ad(g−1)X ∈ g(Θ), tem-se que

Ad(gmg−1)X = Ad(g)Ad(m)Ad(g−1)X = Ad(g)Ad(g−1)X = X, (3.38)

pois Ad(m)|g(Θ) = idg(Θ). Logo gmg−1 ∈ ZPΘ
(g(Θ)). Pela primeira parte da demonstração,

isto implica que gmg−1 ∈ LΘ, mostrando que LΘ é normal em PΘ.
Pelas Proposições 3.9 e C.70, o quociente

Ĝ(Θ) =
PΘ

LΘ

, (3.39)

é um grupo de Lie onde a projeção natural π̂ : PΘ → Ĝ(Θ) é um homomorfismo difer-
enciável sobrejetor.
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Para mostrar que Ĝ(Θ) é isomorfo ao grupo de Lie Int(g(Θ)), primeiro observa-se que
ele é um grupo conexo. De fato, pela decomposição (3.32), tem-se que PΘ = G(Θ)LΘ e,
portanto, pela Proposição C.71, segue que

Ĝ(Θ) =
G(Θ)LΘ

LΘ

≃
G(Θ)

LΘ ∩ G(Θ)
. (3.40)

Como o núcleo do homomorfismo de Lie sobrejetor Âd : Ĝ(Θ) → Int(ĝ(Θ)) é o centro

de Ĝ(Θ), pelo Lema 5.1 do Caṕıtulo II de [15], resta mostrar que o centro de Ĝ(Θ) é trivial.
Para isto, primeiro observa-se que o seguinte diagrama é comutativo

pΘ

exp

²²

d1bπ // ĝ(Θ)

dexp
²²

PΘ bπ // Int(ĝ(Θ))

(3.41)

onde d1π̂ : pΘ → ĝ(Θ) é um homomorfismo de álgebras de Lie tal que sua restrição a g(Θ)

é um isomorfismo de álgebras de Lie. Pela conexidade de Ĝ(Θ), a Proposição A.9 implica

que Z(Ĝ(Θ)) = Z bG(Θ)(ĝ(Θ)). Pelo diagrama (3.41), tem-se que

π̂−1
(
Z bG(Θ)(ĝ(Θ))

)
= ZPΘ

(g(Θ)) ⊂ LΘ = ker π̂, (3.42)

o que conclui a demonstração do teorema, definindo-se ϕΘ = π̂ ◦ Âd e identificando-se ĝ(Θ)
e g(Θ) através do isomorfismo de álgebras de Lie d1π̂|g(Θ) : g(Θ) → ĝ(Θ).

Lema 3.13. Se H é regular em a, então H(Θ) é regular em a(Θ), onde H(Θ) = d1ϕΘH.
Em particular, se h é regular em A, então ϕΘ(h) é regular em Int(g(Θ)).

Demonstração. Seja H ∈ a regular. Então H = H(Θ) + HΘ ∈ a, para algum HΘ ∈ aΘ.
Pela Proposição A.26, tem-se que Π(Θ) = {αΘ = α|a(Θ) : α ∈ 〈Θ〉}. Portanto, se α ∈ 〈Θ〉},
segue que

αΘ(H(Θ)) = α(H(Θ)) + α(HΘ) = α(H) 6= 0, (3.43)

o que conclui a demonstração do lema.

3.2.2 As Fibrações entre os Flags

Se ∆ ⊂ Θ ⊂ Σ, então p∆(λ) ⊂ pΘ(λ), para todo λ ∈ C. Define-se π∆
Θ a fibração natural do

flag de tipo ∆ sobre o flag de tipo Θ pela expressão

π∆
Θ (p∆(λ)) = pΘ(λ), (3.44)

para cada λ ∈ C. A fibração natural do flag maximal sobre o flag de tipo Θ é denotada
simplesmente por πΘ.
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A partir de agora até o final desta seção, será fixada uma quadra admisśıvel (θ, a, a+, Θ)
tal que Θ(λ) = Θ, onde λ = exp(a+) e todos os objetos determinados por λ serão denotados
sem a notação (λ). Por exemplo, pΘ(λ) e p∆(λ) são denotadas, respectivamente, por pΘ e
p∆. Neste caso, a fibração natural é determinada por

π∆
Θ (gp∆) = gpΘ, (3.45)

para todo g ∈ G, onde a ação adjunta de G é definida em (3.26). Pela decomposição de
Iwasawa dos subgrupos parabólicos, tem-se que P∆ ⊂ PΘ. Definindo-se a fibração π̂∆

Θ por

π̂∆
Θ (gP∆) = gPΘ, (3.46)

para todo g ∈ G, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

G/P∆bπ∆
Θ

²²

φ∆ // F∆

π∆
Θ

²²

G/PΘ
φΘ

// FΘ

(3.47)

onde φ∆ e φΘ denotam os homeomorfismos da Proposição 3.5. Isso mostra que as fibrações
π∆

Θ e π̂∆
Θ são isomorfas, como definido na Seção C.2.

Seja g(Θ) a subálgebra semi-simples de tipo Θ associada à quadra admisśıvel
(θ, a, a+, Θ), como definida em (A.47). Definindo-se

∆(Θ) = {αΘ ∈ Σ(Θ) : α ∈ ∆}, (3.48)

tem-se que (θΘ, a(Θ), a(Θ)+, ∆(Θ)) é uma quadra admisśıvel de g(Θ), onde
(θΘ, a(Θ), a(Θ)+) é o terno admisśıvel dado pela Proposição A.28. Denota-se por p(Θ)∆ a
subálgebra parabólica de tipo ∆(Θ) em g(Θ) associada a (θΘ, a(Θ), a(Θ)+, ∆(Θ)). O flag
de g(Θ) de tipo ∆(Θ) é denotado por F(Θ)∆, enquanto o flag maximal de g(Θ) é denotado
simplesmente por F(Θ).

O objetivo dessa seção é mostrar que a fibração natural do flag de tipo ∆ de g sobre o
flag de tipo Θ de g é isomorfo ao fibrado com fibra t́ıpica F(Θ)∆ associado a um fibrado
principal cujo grupo estrutural é o grupo de Lie dos automorfismos internos de g(Θ).

Seja ϕΘ : PΘ → Int(g(Θ)) o homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor, dado pelo
Teorema 3.12, tal que o seguinte diagrama comuta

pΘ

exp

²²

d1ϕΘ // g(Θ)

dexp
²²

PΘ ϕΘ

// Int(g(Θ))

(3.49)

onde d1ϕΘ : pΘ → g(Θ) é a projeção paralela a lΘ. Para todo X ∈ pΘ e g ∈ PΘ, denota-se

X̂ = d1ϕΘX e ĝ = ϕΘ(g).
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Sejam K̂(Θ), Â(Θ) e N̂+(Θ) os subgrupos de Int(g(Θ)) gerados, respectivamente pelas
exponenciais de k(Θ), a(Θ) e n(Θ). Pelo diagrama (3.49) e pela decomposição de Iwasawa
de PΘ, tem-se que

K̂(Θ) = K̂Θ, Â(Θ) = Â e N̂+(Θ) = N̂ . (3.50)

O seguinte diagrama também comuta

PΘ

Ig

²²

ϕΘ

// Int(g(Θ))bIbg
²²

PΘ ϕΘ

// Int(g(Θ))

(3.51)

onde Ig é a conjugação por g em PΘ e Îbg é a conjugação por ĝ em Int(g(Θ)). Portanto

d1ϕΘ ◦ Ad(g) = Âd(ĝ) ◦ d1ϕΘ, o que implica que

Âd(ĝ)X̂ = Âd(g)X, (3.52)

para todo X ∈ pΘ e g ∈ PΘ.
Definindo-se a(Θ)∆ como o 〈·, ·〉θΘ

-complemento ortogonal de a(Θ) (∆(Θ)) em a(Θ),
tem-se que a(Θ)∆ = a∆ ∩ a(Θ), pois αΘ é a restrição de α à a(Θ). Portanto

a∆ = aΘ ⊕ a(Θ)∆, (3.53)

pois a(∆) ⊂ a(Θ) e aΘ ⊂ a∆.

Pela equação (3.52), denotando-se K̂(Θ)∆ como sendo o centralizador em K̂(Θ) de
a(Θ)∆, tem-se que

K̂(Θ)∆ = ϕΘ{k ∈ KΘ : Ad(k)|a(Θ)∆ = ida(Θ)∆}, (3.54)

o que, pela equação (3.53), implica que

K̂(Θ)∆ = K̂∆. (3.55)

Denotando-se por P̂ (Θ)∆ o subgrupo parabólico de tipo ∆(Θ) em Int(g(Θ)), isto mostra,

utilizando-se a decomposição de Iwasawa de P̂ (Θ)∆, que

P̂ (Θ)∆ = P̂∆. (3.56)

Denotando-se por QΘ o quociente G/LΘ, onde LΘ é o produto definido em (3.31),
define-se a ação à direita de Int(g(Θ)) em QΘ por

(gLΘ)â = (ga)LΘ, (3.57)

para todo a ∈ PΘ. A ação à esquerda de G em QΘ é dada por

h(gLΘ) = (hg)LΘ, (3.58)

onde g, h ∈ G. A fibração πΘ : QΘ → FΘ é definida por

πΘ(gLΘ) = gpΘ, (3.59)

para todo g ∈ G.
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Teorema 3.14. Sejam G com centro finito e Θ ⊂ Σ. Tem-se que a fibração πΘ : QΘ → FΘ

é um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é Int(g(Θ)). Além disto,
tem-se que

G ⊂ Endl(QΘ), (3.60)

onde G age em QΘ por (3.58) e Endl(QΘ) é dado pela Definição 4.1.

Demonstração. Pelos Teorema 3.12 e Proposição 3.9 e como o centro de G é finito, LΘ é
fechado e normal em PΘ. Como LΘ ⊂ PΘ, segue que πΘ está bem definida. Definindo-se a
fibração π̂Θ por

π̂Θ(gLΘ) = gPΘ, (3.61)

para todo g ∈ G, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

QΘbπΘ

{{xxxxxxxx
πΘ

ÃÃB
BB

BB
BB

B

G/PΘ
φΘ

// FΘ

(3.62)

mostrando que as fibrações πΘ e π̂Θ são isomorfas. O Teorema segue então da Proposição
C.73.

Para mostrar que G ⊂ Endl(QΘ), basta notar que

h[(gLΘ)â] = (hga)LΘ = [h(gLΘ)]â, (3.63)

onde g, h ∈ G e a ∈ PΘ.

Seja πE(Θ)∆ : E(Θ)∆ → FΘ o fibrado, com fibra t́ıpica F(Θ)∆, associado ao fibrado
principal πΘ : QΘ → FΘ. Tem-se que a aplicação lp(Θ)∆ : QΘ → E(Θ)∆, definida em
(C.37), é sobrejetiva. A aplicação φ∆

Θ : E(Θ)∆ → F∆ é definida por

φ∆
Θ(lp(Θ)∆(gLΘ)) = gp∆ (3.64)

para todo g ∈ G.

Teorema 3.15. Sejam G com centro finito e ∆ ⊂ Θ ⊂ Σ. A aplicação φ∆
Θ dada por

(3.64) está bem definida e o par (φ∆
Θ, idFΘ

) é um isomorfismo entre a fibração natural
π∆

Θ : F∆ → FΘ e o fibrado associado πE(Θ)∆ : E(Θ)∆ → FΘ. Além disto, o seguinte
diagrama é comutativo

QΘ
lp(Θ)∆

{{ww
ww

ww
ww

w ψΘ
∆

!!B
BB

BB
BB

B

E(Θ)∆
φ∆

Θ

//

πE(Θ)∆ ##GG
GG

GG
GG

G
F∆

π∆
Θ}}||

||
||

||

FΘ

(3.65)
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onde ψΘ
∆(gLΘ) = gp∆, para todo g ∈ G, e

ghp∆ = φ∆
Θ(gLΘ · ĥp(Θ)∆) (3.66)

para todos g ∈ G e h ∈ PΘ.

Demonstração. Para mostrar que aplicação φ∆
Θ dada por (3.64) está bem definida e é uma

bijeção, sejam h, g ∈ G. Tem-se que lp(Θ)∆(gLΘ) = lp(Θ)∆(hLΘ) se, e somente se, existe

â ∈ Ĝ(Θ), onde a ∈ PΘ, tal que

gLΘ = hLΘâ = (ha)LΘ (3.67)

e âp(Θ)∆ = p(Θ)∆. Pela equação (3.56), isto é equivalente a existir a ∈ P∆ tal que
gLΘ = (ha)LΘ o que acontece se, e somente se, gp∆ = hp∆, pois g−1ha ∈ LΘ ⊂ P∆.

Pelas definições, o diagrama 3.65 é claramente comutativo. Portanto, como a aplicação
φ∆

Θ é uma bijeção, ela é um homeomorfismo se, e somente se, a aplicação ψΘ
∆ é cont́ınua e

aberta. Para isto, basta observar que o seguinte diagrama é comutativo

G

ψΘ

²²

ψ∆

''NNNNNNNNNNNNNN

QΘ
ψΘ

∆

// F∆

(3.68)

onde as aplicações definidas por ψΘ(g) = gLΘ e por ψ∆(g) = gp∆, para todo g ∈ G, são
cont́ınuas e abertas.

A equação (3.66) segue das equações (3.57) e (3.64). De fato, se h ∈ PΘ e g ∈ G, então

ghp∆ = φ∆
Θ(ghLΘ · p(Θ)∆) = φ∆

Θ(gLΘĥ · p(Θ)∆) = φ∆
Θ(gLΘ · ĥp(Θ)∆). (3.69)

3.3 Conjuntos de Controle e Grupo de Weyl

Seja S um semigrupo aberto de um grupo de Lie real G conexo e de centro finito cuja
álgebra de Lie g é semi-simples. A ação de S nos flags de g é dada pela restrição a S da
ação adjunta de G. Os conjuntos de controle de S nos flags de g serão descritos através do
grupo de Weyl canônico de g definido na Seção 3.1.

3.3.1 Pontos Fixos de Tipo w

A caracterização dos conjuntos de transitividade dos conjuntos de controle de S no flag
maximal de g será feita através da ação dos elementos de S que pertencem a alguma câmara
de Weyl em G. O próximo teorema (cf. [12]) caracteriza o conjunto de pontos fixos da
ação dos elementos de uma dada câmara de Weyl.
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Teorema 3.16. Seja λ ∈ C. Para todo h ∈ λ, o conjunto dos pontos fixos da ação de h
em F é dado por

{w(λ)p(λ) : w ∈ W}. (3.70)

Além disto, p(λ) é o único atrator e sua variedade estável est(λ) é aberta e densa em F.

O Teorema 3.16 justifica a seguinte definição.

Definição 3.17. Para cada w ∈ W e λ ∈ C, define-se o ponto fixo do tipo w em F

determinado por λ como
pw(λ) = w(λ)p(λ). (3.71)

Lema 3.18. Sejam λ, ν ∈ C. Para todos g ∈ G e w,w′ ∈ W , tem-se que

(i) pw(gλg−1) = gpw(λ) e

(ii) pw′(w(λ)λw(λ)−1) = pww′(λ).

Além disto, P (ν) = P (λ) se, e somente se, ν = nλn−1, para algum n ∈ N(λ).

Demonstração. Os itens (i) e (ii) são conseqüências diretas da Proposição 3.2 e da Definição
3.17. Pelo Lema 3.1, existe g ∈ G tal que ν = gλg−1 e tem-se que P (ν) = gP (λ)g−1. Se
P (ν) = P (λ), então g ∈ P (λ), pois pelo Teorema A.45, P (λ) é auto-normalizador. Pela
decomposição de Iwasawa de P (λ), tem-se que g = nhm, onde n ∈ N(λ), h ∈ A(λ) e
m ∈ M(λ). Como M(λ)A(λ) normaliza λ, tem-se então que ν = nλn−1. A afirmação
rećıproca é direta.

3.3.2 Caracterização Algébrica no Flag Maximal

Agora os pontos fixos de tipo w serão utilizados na descrição algébrica dos conjuntos de
transitividade dos conjuntos de controle de S no flag maximal de g.

Lema 3.19. Sejam P um subgrupo parabólico minimal de g e MAN uma decomposição
de Iwasawa de P . Se g = mghgng ∈ S∩P , onde mg ∈ M , hg ∈ A e ng ∈ N , então existem
i ∈ N e n ∈ N tais que (hg)

in ∈ S.

Demonstração. Definindo-se

Sg = {m ∈ M : m(hg)
in ∈ S, para algum i ∈ N e algum n ∈ N}, (3.72)

tem-se que Sg é não-vazio, pois mg ∈ Sg. Além disto, Sg é um subgrupo de K, pois se
m,m′ ∈ Sg, então existem i, j ∈ N e n, n′ ∈ N tais que m(hg)

in e m′(hg)
jn′ pertencem a

S e, como M comuta com A, tem-se que

(mm′)(hg)
i+j[(m′(hg)

j)−1n(m′(hg)
j)n′] = (m(hg)

in)(m′(hg)
jn′) ∈ S (3.73)

o que implica que mm′ ∈ Sg, já que MA normaliza N . Definindo-se φi : M ×N → G, por
φi(m,n) = m(hg)

in, tem-se que φi é cont́ınua para todo i ∈ N. Como

Sg =
⋃

i∈N
π1(φ

−1
i (S)), (3.74)
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onde π1 : M ×N → M é a projeção na primeira coordenada, tem-se que Sg é um subgrupo
aberto do grupo compacto M e, pelo Corolário C.65, isto implica que Sg contém M0,
concluindo-se a demonstração.

O conjunto das câmaras de Weyl em G que interceptam S é definido por

C(S) = {λ ∈ C : λ ∩ S 6= ∅}. (3.75)

Corolário 3.20. Existe um subgrupo parabólico minimal P tal que S ∩ P 6= ∅ e, sempre
que isto ocorre, existe λ ∈ C(S) tal que λ ⊂ P . Além disso, um ponto p ∈ F é S-
auto-acesśıvel se, e somente se, é um ponto fixo do tipo w, para algum w ∈ W e alguma
λ ∈ C(S).

Demonstração. Como S é aberto e age continuamente em F compacta, pela Proposição
2.16, existe um conjunto de controle S-invariante em S. Logo existem g ∈ S e p ∈ F tais
que gp = p. Se P é a isotropia de p, tem-se que S ∩ P 6= ∅.

Quando isto ocorre, pelo Lema 3.19, tem-se que S ∩ AN 6= ∅. A união das câmaras
em A é definida por

reg(A) =
⋃

{ν : ν ∈ C(A)}, (3.76)

onde C(A) = {ν ∈ C : ν ⊂ A}. Como reg(A) é densa em A, pelo Teorema A.20, tem-se que
reg(A)N é denso em AN . Como S ∩ AN é aberto e não-vazio, existem ν ∈ C(A), h ∈ ν
e n ∈ N tais que hn ∈ S ∩ reg(A)N . Pelo Lema A.41, tem-se que existe ñ ∈ N tal que
hn = ñhñ−1 ∈ S. Portanto λ = ñνñ−1 ∈ C(S) e λ ⊂ P .

Finalmente, um ponto p ∈ F com isotropia P é S-auto-acesśıvel se, e somente se, existe
g ∈ S ∩ P . Pela primeira parte, isto acontece se, e somente se, p é ponto fixo de alguma
λ ∈ C(S). O resultado segue então do Teorema 3.16.

Se λ ∈ C e T é um semigrupo em A(λ), o seu cone envelopante em a(λ) é definido por

ΛT (λ) = {H ∈ a(λ) : exp(R+H) ∩ T 6= ∅}. (3.77)

O cone envelopante é um cone convexo em a(λ). De fato, se H e H ′ pertencem a ΛT (λ) e
t ∈ R+, então claramente tH ∈ ΛT (λ) e também H + H ′ ∈ ΛT (λ), pois

exp(R+(H + H ′)) = exp(R+H) exp(R+H ′), (3.78)

já que a(λ) é abeliana. Se T é aberto, então ΛT (λ) é também aberto. O cone envelopante
do semigrupo A(λ) ∩ S é denotado simplesmente por Λ(λ).

Para cada w ∈ W , a isotropia do ponto fixo de tipo w é denotada por Pw(λ) e

Pw(λ) = w(λ)P (λ)w(λ) = M(λ)A(λ)Nw(λ), (3.79)

onde
Nw(λ) = w(λ)N(λ)w(λ), (3.80)

pois W (λ) normaliza M(λ)A(λ). Denota-se por ΛNw
(λ) o cone envelopante de

TNw
(λ) = {h ∈ A(λ) : hn ∈ S, para algum n ∈ Nw(λ)}, (3.81)

que é um semigrupo aberto em A(λ), pois A(λ) normaliza Nw(λ).
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Lema 3.21. Sejam λ ∈ C e w,w′ ∈ W . Se [pw(λ)]S = [pw′(λ)]S, então

w′w−1(λ)Λ(λ) ⊂ ΛNw′
(λ). (3.82)

Demonstração. Por definição, se [pw(λ)]S = [pw′(λ)]S, existem g, g′ ∈ S tais que gpw(λ) =
pw′(λ) e g′pw′(λ) = pw(λ). Pelas Proposição 3.2 e Definição 3.17 e definindo-se s = w′w−1,
tem-se que pw′(λ) = s(λ)pw(λ). Logo tem-se que

gpw(λ) = s(λ)pw(λ) e g′s(λ)pw(λ) = pw(λ), (3.83)

o que implica que

g = s(λ)mhn e g′ = m′h′n′s(λ)−1, (3.84)

onde m,m′ ∈ M(λ), h, h′ ∈ A(λ) e n, n′ ∈ Nw(λ).
Para cada H ∈ Λ(λ), define-se ht = exp(tH). Como todo semigrupo aberto em R+

contém um semi-intervalo infinito, existe t0 > 0 tal que ht ∈ S, se t > t0. Logo

ghtg
′ = (s(λ)mhn)ht(m

′h′n′s(λ)−1) = s(λ)m̂(hthh′)n̂s(λ)−1 ∈ S, (3.85)

onde,

m̂ = mm′ ∈ M(λ) e n̂ = [(h′htm
′)−1n(h′htm

′)]n′ ∈ Nw(λ). (3.86)

Definindo-se ht,s = s(λ)hthh′s(λ)−1 ∈ A(λ), tem-se que

ghtg
′ = m̃ht,sñ ∈ S ∩ Pw′(λ), (3.87)

onde m̃ = s(λ)m̂s(λ)−1 ∈ M(λ) e ñ = s(λ)n̂(λ)s(λ)−1 ∈ Nw′(λ), pois n̂ ∈ Nw(λ) e, pela
Proposição 3.2, s(λ) = w′(λ)w−1(λ). Pelo Lema 3.19, existem i ∈ N e n ∈ Nw′(λ), tais que

(ht,s)
in ∈ S. (3.88)

Isto implica que (ht,s)
i ∈ TNw′

(λ) e, portanto, que

Ht,s = log(ht,s) = s(λ)(tH + log(hh′)) ∈ ΛNw′
(λ). (3.89)

Como 1
t
Ht,s ∈ ΛNw′

(λ), para todo t > t0, tem-se que

s(λ)H = lim
t→∞

1

t
Ht,s ∈ cl

(
ΛNw′

(λ)
)
. (3.90)

Como H ∈ Λ(λ) é arbitrário, tem-se que s(λ)Λ(λ) ⊂ cl
(
ΛNw′

(λ)
)
, o que conclui a demon-

stração, pois Λ(λ) e ΛNw′
(λ) são cones abertos e convexos.

Lema 3.22. Sejam λ ∈ C e h ∈ λ. Para todo n ∈ N(λ), tem-se que h−knhk → 1, se
k → ∞.
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Demonstração. Se n ∈ N(λ), então n = exp(X), para algum X =
∑

α∈Π+(λ) Xα, onde

Xα ∈ gα(λ). Por outro lado, h = exp(H), para algum H ∈ a+(λ). Pelas equações (A.17) e
(A.19), tem-se que

h−knhk = exp(e−kad(H)X) = exp


 ∑

α∈Π+(λ)

e−kα(H)Xα


 . (3.91)

Portanto, se k → ∞, então h−knhk → 1, pois α(H) > 0, para todo α ∈ Π+(λ).

O conjunto dos atratores de S em F é definido por

atr(S) = {p(λ) : λ ∈ C(S)}. (3.92)

Proposição 3.23. Existe um único conjunto de controle S-invariante A em F. Além
disto, tem-se que atr(S) ⊂ A0.

Demonstração. Pelo Corolário 3.20, tem-se que C(S) 6= ∅. Sejam então λ ∈ C(S) e
h ∈ λ ∩ S. Pelo Teorema 3.16, p(λ) é o único atrator da ação de λ em F e sua variedade
estável est(λ) é aberta e densa em F. Para todo p ∈ F, tem-se que est(λ) ∩ Sp 6= ∅, pois
Sp é aberta. Isto implica que existe g ∈ S, tal que gp ∈ est(λ) e, portanto, hkgp → p(λ),
se k → ∞. Logo p(λ) ∈ cl(Sp). Como λ ∈ C(S) e p ∈ F são arbitrários, pelo Corolário
2.17, segue que existe um único conjunto de controle S-invariante A em F tal que

atr(S) ⊂
⋂

p∈F
cl(Sp) ⊂ A. (3.93)

Portanto a segunda afirmação da proposição segue do fato que os elementos de atr(S) são
pontos fixos de elementos de S.

Lema 3.24. Se λ, λ′ ∈ C(S) são tais que p(λ) = p(λ′), então, para todo w ∈ W , tem-se
que pw(λ) e pw(λ′) pertencem ao conjunto de transitividade do mesmo conjunto de controle.

Demonstração. Seja w ∈ W . Como os pontos pw(λ) e pw(λ′) são pontos fixos de elementos
de S, [pw(λ)] e [pw(λ′)] são conjuntos de transitividade de conjuntos de controle em F.
Como p(λ) = p(λ′), pelo Lema 3.18, existe n ∈ N(λ) tal que λ′ = nλn−1 e, portanto,
pw(λ′) = npw(λ). Pelo Lema 3.22, se h ∈ λ ∩ S e k → ∞, tem-se que

h−kpw(λ′) = h−knhkpw(λ) → pw(λ). (3.94)

Como S é aberto, tem-se que [pw(λ)] é aberto e, portanto, existe k0 tal que h−k0pw(λ′) ∈
[pw(λ)]. Isto mostra que [pw(λ)] 6 [pw(λ′)] e invertendo-se os papéis de p e p′, obtém-se o
resultado.

Para cada p ∈ atr(S) e w ∈ W , denota-se por A(p, w) o conjunto de controle, assegurado
pelo Lema 3.24, cujo conjunto de transitividade contém o conjunto

{pw(λ) : λ ∈ C(S) e p(λ) = p}. (3.95)
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Definição 3.25. O conjunto dos pontos fixos de tipo w de S em F é definido por

fixw(S) = {pw(λ) : λ ∈ C(S)}. (3.96)

Em particular, tem-se que fix1(S) = atr(S).

O objetivo agora é mostrar que, para todo w ∈ W , A(p, w) = A(w), para qualquer
p ∈ atr(S), e que seu conjunto de transitividade é precisamente o conjunto dos pontos
fixos de tipo w de S em F.

Lema 3.26. Sejam T, T ′ semigrupos abertos de um subgrupo P , que é isotropia de uma
subálgebra parabólica p. Se existem câmaras ν e ν ′ em G interceptando, respectivamente,
T e T ′, de modo que p(ν) = p(ν ′) = p, então existem λ ∈ C e g ∈ T tais que os semigrupos
T e g−1T ′g interceptam λ e p(λ) = p.

Demonstração. Pelo Lema 3.18, existe n ∈ N(ν) tal que ν ′ = nνn−1. Sejam h ∈ ν ∩ T e

h′ ∈ ν ′ ∩ T ′. Então existe ĥ ∈ ν tal que h′ = nĥn−1. Logo, para todo i ∈ N, tem-se que

h−kh′hk = nkĥn−1
k ∈ (nkνn−1

k ) ∩ (h−kT ′hk), (3.97)

onde nk = h−knhk ∈ N(ν), pois h ∈ A(ν) normaliza N(ν). Por outro lado, pelo Lema
3.22, nk → 1, quando k → ∞. Portanto existe l ∈ N tal que

nlhn−1
l ∈ (nlνn−1

l ) ∩ T, (3.98)

uma vez que T é aberto. Definindo-se g = hl ∈ T e λ = nlνn−1
l , pelas equações (3.97) e

(3.98), segue que λ intercepta T e g−1T ′g. O resultado segue, pois, pelo Lema 3.18, tem-se
que p(λ) = p.

Lema 3.27. Sejam p e p′ em atr(S). Então existem λ em C(S) e g em S tais que p = p(λ),
gp = p′ e gλg−1 pertence a C(S).

Demonstração. Sejam ν, ν̃ ∈ C(S) tais que p = p(ν) e p′ = p(ν̃) e também g̃ ∈ S tal que
g̃p = p′. Tem-se que p(ν) = p(g̃)−1νg̃) e P (ν) = g̃)−1P (ν̃)g̃. Denotando-se P = P (ν) e
P ′ = P (ν̃) e definindo-se

T = P ∩ S e T ′ = (g̃)−1(P ′ ∩ S)g̃, (3.99)

tem-se que T e T ′ são semigrupos abertos de P , ν e ν ′ = (g̃)−1ν̃g̃ interceptam, respecti-
vamente, T e T ′ e p(ν) = p(ν ′) = p. Pelo Lema 3.26, existem λ ∈ C e ĝ ∈ T tais que T e
ĝ−1T ′ĝ interceptam λ e p(λ) = p. O resultado segue definindo-se g = g̃ĝ ∈ S, pois gλg−1

intercepta P ′ ∩ S e, portanto, S.

O próximo resultado fornece uma parametrização dos conjuntos de controle de S no
flag maximal de g pelo grupo de Weyl canônico de g e caracteriza algebricamente os seus
conjuntos de transitividade como conjuntos de pontos fixos de tipo w de S em F.
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Teorema 3.28. Para todo w ∈ W , existe um conjunto de controle A(w) tal que

A(w)0 = fixw(S) (3.100)

e estes são todos os conjuntos de controle de S em F. Em particular, A0 = atr(S).

Demonstração. Seja w ∈ W . Primeiro deve-se mostrar que A(w) = A(p, w), para todo
p ∈ atr(S). Pela Proposição 3.23, tem-se que atr(S) ⊂ A0. Logo, se p, p′ ∈ atr(S), pelo
Lema 3.27, existem λ em C(S) e g em S tais que p = p(λ), gp = p′ e gλg−1 pertence a C(S).
Pelo Lema 3.18, tem-se que pw(gλg−1) = gpw(λ). Como pw(λ) ∈ A(p, w) e pw(gλg−1) ∈
A(p′, w), pois p(gλg−1) = gp(λ) = p′, tem-se que A(p, w) 6 A(p′, w). Invertendo-se os
papéis de p e p′, obtém-se a igualdade.

Pela primeira parte da demonstração e pela observação que antecede (3.95), tem-se que
fixw(S) ⊂ A(w)0. Para se mostrar a igualdade, seja p ∈ A(w)0. Se P é a isotropia de p,
tem-se que P ∩S 6= ∅. Pelo Corolário 3.20, existe λ ∈ C(S) tal que p = pw′(λ), para algum
w′ ∈ W . Como também pw(λ) ∈ A(w)0, pelo Lema 3.21, tem-se que

s(λ)Λ(λ) ⊂ ΛNw′
(λ), (3.101)

onde s = w′w−1. Seja então h = exp(H) ∈ λ∩S. Claramente H ∈ Λ(λ) e, portanto, existe
n ∈ Nw′(λ) tal que exp(s(λ)H)n = s(λ)hs(λ)−1n ∈ S. Pelo Lema A.41, existe ñ ∈ Nw′(λ)

tal que s(λ)hs(λ)−1n = ñs(λ)hs(λ)−1ñ−1. Definindo-se λ̃ = ñs(λ)λs(λ)−1ñ−1 tem-se que

λ̃ ∈ C(S). Como ñ = w′(λ)n0w
′(λ)−1, para algum n0 ∈ N(λ), tem-se que

pw(λ̃) = pw

(
w′(λ)[n0w(λ)−1λw(λ)n−1

0 ]w′(λ)−1
)
, (3.102)

pois s(λ) = w′(λ)w(λ)−1. Logo, pelos Lema 3.18 e Proposição 3.2, segue que

pw(λ̃) = w′(λ)pw

(
w(n0λn−1

0 )−1(n0λn−1
0 )w(n0λn−1

0 )
)

(3.103)

e, portanto, que
pw(λ̃) = w′(λ)pw−1w(n0λn−1

0 ) = w′(λ)p(n0λn−1
0 ). (3.104)

Pelo Lema 3.18, tem-se que p(n0λn−1
0 ) = p(λ). Segue que

p = w′(λ)p(λ) = pw(λ̃) ∈ fixw(S) (3.105)

e, portanto, A(w)0 = fixw(S).
Pelo Corolário 3.20, estes são os únicos conjuntos de controle de S em F e a última

afirmação do teorema segue, definindo-se A(1) = A.

3.3.3 Conjuntos de Controle nos Flags Parciais

Seja λ ∈ C(S) e, como na Seção 3.2, fixa-se uma quadra admisśıvel (θ, a, a+, Θ) tal que
Θ(λ) = Θ, onde λ = exp(a+) e todos os objetos determinados por λ são denotados sem a
notação (λ). Pelos Teoremas 3.14 e 3.15, a fibração natural πΘ : F → FΘ do flag maximal
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sobre o flag de tipo Θ é isomorfa ao fibrado, com fibra t́ıpica F(Θ), associado ao fibrado
principal πΘ : QΘ → FΘ, cujo grupo estrutural é Int(g(Θ)). Além disto, tem-se que
G ⊂ Endl(QΘ), onde G age em QΘ por (3.58) e Endl(QΘ) é dado pela Definição 4.1. Logo,
para todo semigrupo S ⊂ G, tem-se que S é um semigrupo local de endomorfismos de QΘ

e as ações de S em FΘ e em F são os semigrupos locais induzidos, respectivamente, na base
e no fibrado associado.

Pelo Corolário 4.7, para todo w ∈ W , existe um único conjunto de controle AΘ(w) na
base FΘ tal que πΘ(A(w)) ⊂ AΘ(w) e πΘ(A(w)0) ⊂ AΘ(w)0. Por outro lado, a Proposição
4.19 e o Teorema 3.28 garantem que estes são os únicos conjuntos de controle de S em FΘ.
Denota-se por AΘ o único conjunto de controle em FΘ tal que πΘ(A) ⊂ AΘ.

Teorema 3.29. Sejam w, w′ ∈ W . Então AΘ(w) = AΘ(w′), se, e somente se, A(w′) =
A(ws), para algum s ∈ WΘ. Além disto, πΘ(A(w)0) = AΘ(w)0.

Demonstração. Definindo-se

Sw = {g ∈ S : gAΘ(w)0 ⊂ AΘ(w)0}, (3.106)

tem-se que Sw é um semigrupo local de endomorfismos dos seguintes fibrados principal e
associado

π−1
Θ (AΘ(w)0) ⊂ QΘ

πΘ
((QQQQQQQQQQQQQ ψΘ

// π−1
Θ (AΘ(w)0) ⊂ F

πΘ
vvnnnnnnnnnnnn

AΘ(w)0

(3.107)

Pelo Teorema 3.15, a fibra t́ipica deste fibrado associado é o flag F(Θ) maximal de g(Θ).
Como esta fibra t́ipica é compacta, pelos Teorema 3.28 e Corolário 4.24, existe w1 ∈ W tal
que πΘ(A(w1)0) = AΘ(w)0.

Fixando-se λ ∈ C(S), segue que pw1(λ) ∈ A(w1)0. As órbitas de Sw são claramente
abertas, pois são interseções das órbitas de S com π−1

Θ (AΘ(w)0). Logo pelo Corolário 4.22,
os conjuntos de controle de Sw que interceptam a fibra de F passando por pw1(λ) estão em

bijeção com conjuntos de controle em F(Θ) do semigrupo Ŝw1(Θ) induzido por S no grupo
estrutural Int(g(Θ)) a partir do ponto w1LΘ ∈ QΘ, dado pela Definição 4.12. Tem-se que

ϕΘ(w−1
1 Sww1 ∩ PΘ) ⊂ {â : w1LΘâ = gw1LΘ, a ∈ PΘ, g ∈ Sw} = Ŝw1(Θ), (3.108)

onde ϕΘ : PΘ → Int(g(Θ)) é o homomorfismo dado pelo Teorema 3.12.

Pela equação (3.66), se h ∈ λ, tem-se que

φΘ(w1LΘ · ĝp(Θ)) = w1gp = hw1gp = φΘ(w1LΘ · ϕΘ(w−1
1 hw1)ĝp(Θ)), (3.109)

onde g ∈ PΘ = PΘ(λ), p = p(λ) e w1 é um representante de w1(λ) em M∗(λ). Pelo Lema

3.13 e como w−1
1 hw1 ∈ A(λ) é um elemnto regular em Sw, tem-se que ϕΘ(w−1

1 hw1) ∈ Ŝw1(Θ)
é um elemento regular em Int(g(Θ)).
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Os pontos fixos de h na fibra de F passando por pw1(λ) são dados por pw1s(λ), onde
s ∈ WΘ. De fato, se πΘ(pcw1(λ)) = πΘ(pw1(λ)), então ŵ1(λ)pΘ(λ) = w1(λ)pΘ(λ), o que
implica que w1(λ)−1ŵ1(λ) ∈ PΘ e, portanto, que w−1

1 ŵ1 ∈ WΘ.
A equação (3.109) mostra que os pontos fixos de h na fibra de F passando por pw1(λ)

estão em bijeção com os pontos fixos de ϕΘ(w−1
1 hw1) em F(Θ). Pelo Teorema 3.28 aplicado

aos conjuntos de controle de Ŝw1(Θ) em F(Θ), isto implica que os conjuntos de controle
que interceptam a fibra de F passando por pw1(λ) são exatamente os conjuntos de controle
contendo os pontos fixos de h nesta fibra, ou seja, contendo pw1s(λ), onde s ∈ WΘ. Pelo
Teorema 3.28 aplicado aos conjuntos de controle de S em F, tais conjuntos de controle
são precisamente A(w1s), para todo s ∈ WΘ. Em particular, A(w) = A(w1s), para algum
s ∈ WΘ.

Os conjuntos de transitividade destes conjuntos de controle projetam-se sobrejeti-
vamente em AΘ(w)0. De fato, para todo pΘ ∈ AΘ(w)0, existe λ ∈ C(S) tal que
πΘ(pw1(λ)) = pΘ. Se s ∈ WΘ, então

πΘ(pw1s(λ)) = w1(λ)s(λ)pΘ(λ) = w1(λ)pΘ(λ) = πΘ(pw1(λ)) = pΘ (3.110)

e, como pw1s(λ) ∈ A(w1s), isto mostra que πΘ(A(w1s)0) = AΘ(w)0. Em particular, tem-se
que πΘ(A(w)0) = AΘ(w)0.

Se AΘ(w) = AΘ(w′), então AΘ(w)0 = AΘ(w′)0 e, portanto, Sw = Sw′ . Como todos os
conjuntos de controle projetam-se sobrejetivamente, pode-se proceder como acima, substi-
tuindo w1 por w e w por w′, para obter que A(w′) = A(ws), para algum s ∈ WΘ.

Denotando-se por Ŝ(Θ) o semigrupo, dado pela Definição 4.12, induzido por S no grupo
estrutural Int(g(Θ)) a partir do ponto LΘ ∈ QΘ, tem-se que

ϕΘ(S ∩ PΘ) ⊂ {â : aLΘ = gLΘ, a ∈ PΘ, g ∈ S} = Ŝ(Θ) (3.111)

onde â = ϕΘ(a) e ϕΘ é o homomorfismo de grupos de Lie, dado pelo Teorema 3.12.

Denotando-se por A(Θ) o único conjunto de controle Ŝ(Θ)-invariante no flag F(Θ) tem-se,
pelo Teorema 4.27 e pela equação (3.66), que

A0 ∩ FpΘ = φ∆
Θ(LΘ · A(Θ)0), (3.112)

onde φ∆
Θ é dada por (3.64), pois πΘ(LΘ) = pΘ ∈ AΘ.

3.3.4 Tipo Parabólico de Semigrupos

O subgrupo canônico caracteŕıstico de S é definido por

W (S) = {w ∈ W : A(w) = A}. (3.113)

Teorema 3.30. W (S) é subgrupo de W .
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Demonstração. Claramente, tem-se que 1 pertence a W (S). Seja λ ∈ C(S). Se w, w′ ∈
W (S), então pw(ν), pw′(ν) ∈ A0. Pelo Teorema 3.28, isto implica que existe λ′ ∈ C(S)
tal que p(λ′) = pw(λ) = p(w(λ)λw−1(λ)). Pelo Lema 3.18, existe n ∈ N(λ′) tal que
w(λ)λw−1(λ) = nλ′n−1. Pelos Lema 3.18 e Proposição 3.2, tem-se que

pww′(λ) = pw′(w(λ)λw−1(λ)) = pw′(nλ′n−1) = npw′(λ′). (3.114)

Agora seja h ∈ λ ∩ S. Pelo Lema 3.22, tem-se que h−knhk → 1, quando k → ∞. Logo
existe l ∈ N tal que (h−lnhl)pw′(λ′) ∈ A0, pois A0 é aberto. Pela S-invariância de A0, segue
que

pww′(λ) = npw′(λ′) = hl(h−lnhl)pw′(λ′) ∈ A0 (3.115)

e, portanto, que ww′ ∈ W (S). Como W é finito, isto conclui a demonstração.

Um elemento H ∈ a é caracteŕıstico de S se H é fixado por W (S) e existe λ ∈ C tal
que H(λ) pertence a ΛN(λ), o cone envelopante em a(λ) do semigrupo TN , definido na
equação (3.81). Denota-se por ΛS(λ) o cone convexo gerado pelo conjunto

⋃

w∈W (S)

wΛ(λ), (3.116)

onde Λ(λ) é o cone envelopante em a(λ) do semigrupo A(λ) ∩ S.

Lema 3.31. Existe um elemento caracteŕıstico de S.

Demonstração. Seja λ ∈ C(S). Como ΛS(λ) é claramente um cone convexo não-vazio e
invariante pelo subgrupo W (S), pelo Lema B.61, existe H(λ) ∈ ΛS(λ) fixado por W (S).
Como pw(λ) ∈ A0, para todo w ∈ W (S), pelo Lema 3.21, tem-se que o conjunto dado em
(3.117) está contido em ΛN(λ). O fato dos cones envelopantes serem convexos, implica que
ΛS(λ) ⊂ ΛN(λ).

Se H ∈ a, então WH denota a isotropia de H em W e WΘ(H) é o subgrupo de W
parabólico de tipo Θ(H), onde o anulador de H em Σ é dado por

Θ(H) = {α ∈ Σ : α(H) = 0}. (3.117)

Pela Proposição A.29, tem-se que WH = WΘ(H). O tipo parabólico de WH é único. De
fato, se Θ ⊂ Σ é tal que WH = WΘ, então Θ(H) = Θ, pois α ∈ Θ(H) se, e somente se,
rα ∈ WH .

Teorema 3.32. Tem-se que W (S) é parabólico de tipo Θ(S), onde Θ(S) é o anulador em
Σ de qualquer elemento caracteŕıstico de S.

Demonstração. Seja H ∈ a um elemento caracteŕıstico de S. Portanto existe λ ∈ C tal que
H(λ) é fixado por W (S)(λ) e pertence a ΛN(λ). Como na Seção 3.2, fixa-se uma quadra
admisśıvel (θ, a, a+, Θ(H)) tal que Θ(H)(λ) = Θ(H), onde λ = exp(a+) e todos os objetos
determinados por λ serão denotados sem a notação (λ). Por exemplo, H(λ) e ΛN(λ) serão
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denotados, respectivamente, por H e ΛN . Pela definição de ΛN , existem t > 0 e X ∈ n

tais que exp(tH) exp(X) ∈ S ∩ PΘ(H). Pela equação (3.111), tem-se que

êxp(t̂H)êxp(X̂) = π̂(exp(tH) exp(X)) ∈ Ŝ(Θ(H)), (3.118)

onde êxp denota a aplicação exponencial em Int(g(Θ(H))) e o circunflexo denota a projeção
de pΘ(H) paralela a lΘ(H) sobre g(Θ(H)), dada pelo Teorema 3.12. Logo, tem-se que

X̂ ∈ n(Θ(H)) e t̂H = 0, pois H ∈ aΘ(H). Como êxp(X̂) ∈ Ŝ(Θ(H)), pelo Lema 4.1

apresentado em [33], tem-se que Ŝ(Θ(H)) = Ĝ(Θ(H)). Portanto A(Θ(H)) = F(Θ(H)) e,
pela equação (3.112), tem-se que FpΘ(H)

⊂ A0.
Por outro lado, como πΘ(H)(p) = pΘ(H), segue que, para todo w ∈ WΘ(H),

πΘ(H)(pw) = wpΘ(H) = pΘ(H). (3.119)

Isto implica que pw ∈ FpΘ(H)
⊂ A0 e, portanto, que WH = WΘ(H) ⊂ W (S). Como

claramente W (S) ⊂ WH , obtém-se a igualdade.
A independência de Θ(H) em relação à H caracteŕıstico é clara, pois o tipo parabólico

do subgrupo W (S) é único, pela observação que antecede o teorema.

Proposição 3.33. Sejam S e S ′ dois semigrupos abertos de G e A(w) e A′(w) seus re-
spectivos conjuntos de controle, para cada w ∈ W . Para as seguintes afirmações

(i) S ⊂ S ′,

(ii) A(w)0 ⊂ A′(w)0, para todo w ∈ W e

(iii) Θ(S) ⊂ Θ(S ′).

tem-se que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

Demonstração. Se S ⊂ S ′, então claramente C(S) ⊂ C(S ′). Isto implica que, para todo
w ∈ W , fixw(S) ⊂ fixw(S ′). Pelo Teorema 3.28, A(w)0 ⊂ A′(w)0, para todo w ∈ W ,
mostrando que (i) ⇒ (ii). Se (ii) é verdadeira, então A′(w) = A′ implica que A(w) = A,
o que mostra W (S) ⊂ W (S ′). Logo Θ(S) ⊂ Θ(S ′) e, portanto, (ii) ⇒ (iii).

3.3.5 Ordem, Número e Domı́nios de Atração

Sejam W o grupo de Weyl canônico de g e Σ o sistema simples de ráızes canônico. Pela
Proposição B.60, W é gerado pelo conjunto {rα : α ∈ Σ}. Escrevendo-se Σ = {α1, . . . , αl},
denota-se por ri a reflexão com respeito à raiz αi. Se w ∈ W , então seu comprimento c(w)
em relação à Σ é o menor número de elementos utilizados para se escrever w como produto
de reflexões em torno de ráızes simples. Seja w = s1 · · · sn uma decomposição de w, onde
si = rji

. Se n = c(w), diz-se que esta decomposição de w é minimal em relação à Σ.
A ordem de Bruhat-Chevalley em relação a Σ é uma ordem parcial em W definida de

tal modo que w′ 6 w se, e somente se, w = s1 · · · sn é uma decomposição minimal em
relação à Σ e existem sub́ındices 1 6 i1 < · · · < im 6 n = c(w) tais que w′ = si1 · · · sim é
uma decomposição minimal de w′ ou, equivalentemente, m = c(w′).
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Definição 3.34. Existe um único elemento de comprimento maximal, que é denotado por
w− e denominado involução principal de W em relação a Σ.

Se WΘ é um subgrupo parabólico de tipo Θ ⊂ Σ, então cada classe WΘw contém um
elemento de comprimento minimal µ(w) tal que, se existem a ∈ WΘw e a′ ∈ WΘw′ com
a 6 a′, então µ(w) 6 µ(w′). Logo a ordem de Bruhat-Chevalley passa ao quociente WΘ\W ,
definindo-se WΘw 6 WΘw′ se, e somente se, µ(w) 6 µ(w′), sendo esta também uma ordem
parcial.

O teorema seguinte mostra que a ordem entre conjutos de controle é a ordem reversa da
ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (S)\W . O fato desta ser uma ordem parcial
implica diretamente que os conjuntos de controle de S em F estão em bijeção com W (S)\W .

Teorema 3.35. Tem-se que A(w) 6 A(w′) se, e somente se, W (S)w > W (S)w′. Em
particular, A(w) = A(w′) se, e somente se, W (S)w = W (S)w′. Além disto, o conjunto de
controle A = A(1) é o único maximal e A− = A(w−) é o único minimal.

Demonstração. Pelo Teorema 4.1 de [36], tem-se que A(w) 6 A(w′) se, e somente se, existe
a′ ∈ W (S)w′ tal que w > a′. Pelo Teorema 3.32, tem-se que W (S) é parabólico de tipo
Θ(S) e, portanto, as duas primeiras afirmações do teorema seguem das observações que
antecedem o teorema. A última afirmação é conseqüência de propriedades da ordem de
Bruhat-Chevalley (c.f. [36]).

O corolário seguinte é conseqüência direta dos Teoremas 3.29 e 3.35.

Corolário 3.36. AΘ(w) = AΘ(w′) se, e somente se, W (S)wWΘ = W (S)w′WΘ. Além
disto, o conjunto de controle AΘ = AΘ(1) é o único maximal e A

−
Θ = AΘ(w−) é o único

minimal.

Para αi ∈ Σ, denota-se por Fi o flag de tipo {αi}. Para todo B ⊂ F e define-se

γi(B) = π−1
i (πi(B)), (3.120)

onde πi : F → Fi é a fibração natural definida na Seção 3.2. Considerando-se as definições
de domı́nios de atração e de repulsão de um conjunto de controle dadas no final da Seção
2.2, tem-se o seguinte resultado, que é o Teorema 6.1 de [36].

Proposição 3.37. Para todo w ∈ W , o domı́nio de atração de A(w) é dado por

A(A(w)) = γi1 · · · γin(A(w−)0), (3.121)

onde w−w = rin · · · ri1 é uma decomposição minimal.

Aplicando-se este resultado para o semigrupo inverso S−1, obtém-se a caracterização
do domı́nio de repulsão de A(w).

Proposição 3.38. Para todo w ∈ W , o domı́nio de repulsão de A(w) é dado por

R(A(w)) = γj1 · · · γjm
(A0), (3.122)

onde w = rjm
· · · rj1 é uma decomposição minimal.
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Demonstração. Segue da Proposição 3.37 e da Proposição 3.1 de [36].

3.3.6 Semigrupos em Grupos de Lie ∗-Redut́ıveis

Todos os resultados apresentados nesta seção permanecem válidos para semigrupos abertos
numa classe de grupos de Lie redut́ıveis agindo, pela ação adjunta, nos flags da componente
semi-simples da álgebra de Lie do grupo.

Definição 3.39. Um grupo de Lie redut́ıvel GR é denominado ∗-redut́ıvel se sua compo-
nente semi-simples é conexa.

Como Z(GR) é o núcleo da representação adjunta Ad, se GR é ∗-redut́ıvel, tem-se que
G = Ad(GR) é um grupo de Lie semi-simples e conexo. Portanto, se g é a componente semi-
simples da álgebra de Lie do grupo, a ação adjunta de um semigrupo aberto SR ⊂ GR num
flag qualquer de g coincide com a ação do semigrupo aberto S = Ad(SR) ⊂ G. Isto mostra
que os conjuntos de controle de SR e de S são os mesmos e os resultados apresentados
neste caṕıtulo podem ser então utilizados.

O grupo linear geral Gl(Rn) é um grupo ∗-redut́ıvel, pois é claramente o produto entre
o seu centro

Z(Gl(Rn)) = {aIn : a ∈ R − 0} (3.123)

e a sua componente semi-simples conexa

Sl(Rn) = {M : det(M) = 1}. (3.124)



Caṕıtulo 4

Conjuntos de Controle em Fibrados

É apresentada, neste caṕıtulo, a teoria de semigrupos locais de endomorfismos de um
fibrado πE : E → X associado a um fibrado principal π : Q → X. O prinćıpio básico
é decompor o problema em duas partes: a acão do semigrupo induzida na base X e a
ação do semigrupo nas fibras de E. Esta abordagem é então aplicada ao estudo da ação
de semigrupos locais de endomorfismos dos denominados fibrados flag, cujas fibras t́ıpicas
são as variedades flag generalizadas apresentadas no Caṕıtulo 3. Neste caso, obtém-se a
completa caracterização da ação em termos da sua decomposição na base e nas fibras.

4.1 Endomorfismos de Fibrados Topológicos

Nesta seção, serão estudados os conjuntos de controle de semigrupos locais de endomorfis-
mos de um fibrado.

Definição 4.1. Um endomorfismo local de Q é um aplicação cont́ınua φ : domφ → Q tal
que

(i) domφ = π−1 (U) onde U ⊂ X é um conjunto aberto, e

(ii) φ (qa) = φ (q) a para todos q ∈ domφ e a ∈ G.

Denota-se por Endl (Q) o conjunto dos endomorfismos locais de Q, que é claramente
um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfismos locais de Q.

Um aplicação φ ∈ Endl (Q) preserva as fibras de Q e, portanto, induz a aplicação
φX(π(q)) = π(φ(q)) de π(domφ) em X, denominada aplicação induzida por φ em X. Esta
aplicação é cont́ınua, devido ao seguinte diagrama comutativo

Q

π

²²

π◦φ

&&MMMMMMMMMMMMM

X
φX

// X

(4.1)
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Além disto, se E → X é um fibrado associado a Q, define-se a aplicação φE induzida por
φ ∈ Endl (Q) em E como φE (q · v) = φ (q) · v, onde seu domı́nio é o conjunto aberto de
todos os pontos em E sobre o aberto π(domφ). Esta é também uma aplicação cont́ınua,
já que o seguinte diagrama comuta

Q × F

·

²²

(φ,id)
// Q × F

·

²²

E
φE

// E

(4.2)

Quando não houver ambiguidades, essas aplicações induzidas também serão denotadas por
φ.

Um semigrupo local de endomorfismos de Q é um subconjunto

SQ ⊂ Endl (Q) (4.3)

fechado para as composições. O seu semigrupo local induzido em X é definido por

SX = {φ ∈ Cl (X) : φ (π (q)) = π (φ (q)) , φ ∈ SQ} (4.4)

e o induzido no fibrado associado E = Q ×G F é definido por

SE = {φ ∈ Cl (E) : φ (q · v) = φ (q) · v, φ ∈ SQ}. (4.5)

O conjunto Endl (X) de todas aplicações induzidas por Endl (Q) em X é denominado
semigrupo dos endomorfismos locais de X. Analogamente o conjunto Endl (E) de todas
aplicações induzidas por Endl (Q) em E é denominado semigrupo dos endomorfismos locais
de E.

O objetivo desta seção é relacionar os conjuntos de controle de SE no espaço total E
com os conjuntos de controle de SX no espaço base X, olhando para conjuntos de controle
na fibra t́ıpica F .

4.1.1 Projeção de Classes

Seja E = Q ×G F → X um fibrado associado ao fibrado principal Q → X . O primeiro
passo na direção de relacionar os conjuntos de controle no espaço total E aos conjuntos
de controle no espaço base X é investigar as projeções das classes de equivalência das três
relações ∼, ∼w and ∼s definidas na Seção 2.1. Seja S ⊂ Endl (Q) um semigrupo local de
endomorfismos de E. Para se evitar excesso de notação, os semigrupos locais induzidos
SX e SE também serão denotados por S. O espaço onde S age será claro pelo contexto.
Também, denota-se por π ambas as projeções πE : E → X e π : Q → X. Os elementos
q · v ∈ E, serão denotados pelas letras gregas ξ e η.

Lema 4.2. Para cada ξ ∈ E, tem-se que π ([ξ]) ⊂ [π (ξ)].
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Demonstração. De fato, como [ξ] = Sξ ∩ S∗ξ, tem-se que

π (Sξ ∩ S∗ξ) ⊂ π (Sξ) ∩ π (S∗ξ) = [π (ξ)]. (4.6)

A respeito das relações fracas, tem-se os seguintes fatos.

Lema 4.3. Para todo ξ ∈ E, tem-se que π (cl (Sξ)) ⊂ cl (Sπ (ξ)).

Demonstração. Seja C um conjunto fechado contendo S (π (ξ)) . Então π−1 (C) é fechado
e contém Sξ, pois π (Sξ) = S(π(ξ)). Logo cl(Sξ) ⊂ π−1 (C), ou seja, π(cl(Sξ)) ⊂ C.
Como C é um conjunto fechado arbitrário contendo S (π (ξ)), segue que π(cl (Sξ)) ⊂
cl(S(π(ξ))).

Corolário 4.4. Seja ξ, η ∈ E. Então

(i) π (ξ) ¹w π (η), se ξ ¹w η,

(ii) π (ξ) ∼w π (η), se ξ ∼w η e

(iii) π([ξ]w) ⊂ [π (ξ)]w.

Demonstração. Seja ξ ¹w η, ou seja, η ∈ cl (Sξ). Pelo Lema 4.3, π (η) ∈ cl (Sπ (ξ)), ou
seja, π (ξ) ¹w π (η), demonstrando a primeira afirmação. As afirmações (ii) e (iii) são
conseqüências diretas de (i).

Para as relações fortes, tem-se os seguintes fatos similares.

Lema 4.5. Para ξ ∈ E, vale que

(i) π (int (Sξ)) ⊂ int (Sπ (ξ)) e

(ii) π (int (S∗ξ)) ⊂ int (S∗π (ξ)).

Demonstração. De fato, o resultado segue de π ser uma aplicação aberta e das igualdades
π (Sξ) = Sπ (ξ) e também π (S∗ξ) = S∗π (ξ).

Corolário 4.6. Sejam ξ, η ∈ E. Então

(i) π (ξ) ¹s π (η), se ξ ¹s η,

(ii) π (ξ) ∼s π (η), se ξ ∼s η e

(iii) π([ξ]s) ⊂ [π (ξ)]s.

Demonstração. A demonstração é similar à do Corolário 4.4.
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O corolário seguinte é conseqüência direta dos resultados sobre projeções de classes e
mostra que todo conjunto de controle no espaço total E se projeta dentro de um conjunto
de controle no espaço base X, de tal modo que o conjunto de transitividade do primeiro é
projetado dentro do conjunto de transitividade do segundo.

Corolário 4.7. Seja D ⊂ E um conjunto de controle. Então existe um conjunto de
controle C ⊂ X tal que π (D) ⊂ C e π (D0) ⊂ C0.

No caso de conjuntos de controle S ou S∗-invariantes, a segunda inclusão do Corolário
4.7 é de fato uma igualdade, como demonstrado a seguir.

Proposição 4.8. Sejam D ⊂ E um conjunto de controle S ou S∗-invariante e C ⊂ X
o conjunto de controle contido em π (D), cuja existência é assegurada pelo Corolário 4.7.
Então π (D0) = C0.

Demonstração. Resta mostrar que C0 ⊂ π (D0). De fato, sejam x ∈ C0 e ξ ∈ D0. Como
π(ξ) ∈ π (D0) ⊂ C0, existem φ, ψ ∈ S tais que x = φ(π(ξ)) = π(φ(ξ)) e ψ(x) = π(ξ).
Como ψ é uma bijeção entre a fibra Ex e a fibra Eπ(ξ), existe η ∈ Ex tal que ψ(η) = ξ. Se
D é S-invariante, então φ(ξ) ∈ D0, o que mostra que x ∈ π (D0). Se D é S∗-invariante,
então η ∈ D0, o que mostra que x = π(η) ∈ π (D0).

Corolário 4.9. Se S é transitivo no espaço base X, então os conjuntos de transitividade
dos conjuntos de controle invariantes se projetam sobre X, ou seja, interceptam cada fibra
de E.

Para que os conjuntos de controle S-invariantes em E também projetem-se sobre con-
juntos de controle S-invariantes em X, deve-se supor que a fibra t́ıpica F seja compacta.

Lema 4.10. Seja E um fibrado associado com fibra t́ıpica F compacta. Então π (cl (Sξ)) =
cl (Sπ (ξ)).

Demonstração. Como a fibra t́ıpica F é compacta, a projeção π é uma aplicação fechada.
Logo π (cl (Sξ)) é um conjunto fechado contendo Sπ (ξ). Portanto cl (Sπ (ξ)) ⊂ π (cl (Sξ)),
e a igualdade se verifica pelo Lema 4.3 .

Proposição 4.11. Sejam E um fibrado associado com fibra t́ıpica F compacta e D ⊂ E
um conjunto de controle S-invariante, onde o semigrupo local S é acesśıvel em E. Então
π (D) é um conjunto de controle S-invariante.

Demonstração. Pela Proposição 2.15, tem-se que D = cl (Sξ) para qualquer ξ ∈ D. Mas
pelo Lema 4.10, tem-se que π (cl (Sξ)) = cl (Sπ (ξ)). Isto implica que π (D) = cl (Sx) para
todo x ∈ π (D). Agora qualquer conjunto de controle C ⊂ X satisfaz C ⊂ cl (Sx) para
todo x ∈ C. Escolhendo-se x ∈ π (D), segue que

π (D) ⊂ C ⊂ cl (Sx) = π (D) , (4.7)

concluindo-se a demonstração.
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4.1.2 Semigrupos do Grupo Estrutural

De maneira a relacionar os conjuntos de controle de SE no espaço total E com conjuntos
de controle na fibra t́ıpica F , necessita-se definir semigrupos adequados contidos no grupo
estrutural G. Estes semigrupos devem refletir a ação de SE nas fibras de E.

Para cada x ∈ X, pode-se considerar o subsemigrupo local de SQ que fixa a fibra Qx

sobre x, i.e,
Sx

Q = {φ ∈ SQ : φQx = Qx}. (4.8)

Como fibras são mapeadas homeomorficamente sobre fibras por elementos de SQ, pode-se
olhar para Sx

Q como um semigrupo de Qx. Após fixar q ∈ Qx, a ação de Sx
Q na fibra Qx é

dada pelo seguinte semigrupo de G.

Definição 4.12. Dado q ∈ Q, define-se o semigrupo induzido por S no grupo estrutural
G a partir de q por

Sq = {a ∈ G : qa ∈ SQq} (4.9)

ou, equivalentemente, Sq = i−1
q (SQq ∩ Qq) onde iq é o homeomorfismo (C.23) entre G e a

fibra Qq.

Observe que S−1
q = {a−1 ∈ G : a ∈ Sq} é um semigrupo em G bem definido, mesmo se

os elementos de SQ não são inverśıveis. Contudo tem-se a seguinte igualdade.

Lema 4.13. S−1
q = i−1

q

(
S∗

Qq ∩ Qq

)
.

Demonstração. De fato, S−1
q = {a−1 ∈ G : ∃φ ∈ SQ, qa = φ (q)}, ou seja

S−1
q = {b ∈ G : ∃φ ∈ SQ, φ (qb) = q}. (4.10)

Portanto S−1
q = i−1

q

(
S∗

Qq ∩ Qq

)
.

A interseção de int
(
S∗

Qq
)

com a fibra Qq é descrita por

Uq = {b ∈ G : qb ∈ int
(
S∗

Qq
)
} (4.11)

= i−1
q

(
int

(
S∗

Qq
)
∩ Qq

)
.

Pelo Lema 4.13, Uq está claramente contido em S−1
q e, além disto,

S−1
q Uq ⊂ Uq. (4.12)

Lema 4.14. Uq é um ideal à esquerda de S−1
q .

Demonstração. Sejam a ∈ S−1
q e b ∈ Uq. Então existe φ ∈ SQ tal que φ (qa) = q. Como φ

comuta com a multiplicação à direita, tem-se que

φ (qab) = φ (qa) b = qb (4.13)

mostrando que qab ∈ φ−1(qb). Como qb ∈ int
(
S∗

Qq
)

e utilizando o Lema 2.2, segue que

qab ∈ int
(
S∗

Qq
)
, mostrando que ab ∈ Uq.
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Claramente Uq é um conjunto aberto em G. Além disso, Uq ⊂ int
(
S−1

q

)
= (intSq)

−1.
Segue que int (Sq) 6= ∅ em G, quando Uq 6= ∅.

Para que os semigrupos Sq, q ∈ Q, possuam interior não-vazio, é suficiente que seja
satisfeita a seguinte propriedade de acessibilidade para SQ.

Definição 4.15. Seja C um conjunto de controle de SX . Diz-se que SQ é regressivamente
acesśıvel sobre C se existe q ∈ π−1 (C0) tal que

int
(
S∗

Qq
)
∩ π−1 (C) 6= ∅. (4.14)

Observação 4.16. Uma vez que π é uma aplicação aberta, segue que π−1 (C0) é denso
em π−1 (C), pois, pela Proposição 2.10, o conjunto de transitividade é denso no conjunto
de controle.

Lema 4.17. Seja SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle C em
X. Então para todo p ∈ π−1 (C0) tem-se que

int
(
S∗

Qp
)
∩ π−1 (C0) 6= ∅. (4.15)

Demonstração. Sejam q ∈ π−1 (C0) tal que int
(
S∗

Qq
)
∩ π−1 (C) 6= ∅ e p ∈ π−1 (C0).

Como ambos π (q) e π (p) pertencem a C0, existe ψ ∈ SX tal que ψ (π (q)) = π (p). Seu
levantamento satisfaz ψ (q) = pa para algum a ∈ G.

Definindo-se V = int
(
S∗

Qq
)
∩ π−1 (C0) e W = V a−1, tem-se claramente que eles são

conjuntos abertos não-vazios. Para todo q′ ∈ V existe φ ∈ SQ tal que φ (q′) = q. Então

ψ ◦ φ
(
q′a−1

)
= ψ (q) a−1 = p, (4.16)

o que mostra que W ⊂ S∗
Qp. Como W é aberto e contido em π−1 (C0), isto conclui a

demonstração.

Lema 4.18. Seja SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle C em
X. Então para todo q ∈ π−1 (C0), tem-se que Uq 6= ∅. Em particular, intSq 6= ∅ em G.

Demonstração. Pelo Lema 4.17, tem-se que int
(
S∗

Qq
)
∩ π−1 (C0) 6= ∅ para todo q ∈

π−1 (C0). Sejam então q ∈ π−1 (C0) e p ∈ int
(
S∗

Qq
)
∩ π−1 (C0). Como π (q) , π (p) ∈ C0,

existe φ ∈ SQ such that φ (q) ∈ Qp. Logo existe q′ ∈ Qq tal que φ (q′) = p, pois
φ restrito a Qq é um homeomorfismo Qq → Qp. Pelo Lema 2.2, este q′ pertence a
φ−1

(
int

(
S∗

Qq
))

⊂ int
(
S∗

Qq
)
. Logo q′ ∈ Uq, concluindo a demonstração.

4.1.3 Interseção com Fibras

Procede-se agora na determinação da relação entre os conjuntos de controle de Sq na
fibra t́ıpica F e as interseções dos conjuntos de controle de SE no espaço total E com a
fibra Eπ(q). Primeiro observa-se que pela definição das aplicações induzidas, para qualquer
ξ = q ·v ∈ E, tem-se que SEξ = (SQq)·v e S∗

Eξ =
(
S∗

Qq
)
·v. Portanto as órbitas progressivas

e regressivas de SE podem ser recuperadas a partir das órbitas de SQ.
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Em relação as propriedades de acessibilidade, no caso em que o grupo estrutural G age
aberta e transitivamente sobre a fibra t́ıpica F , então a acessibilidade ou a acessibilidade
regressiva de SQ implicam, respectivamente, na acessibilidade ou acessibilidade regressiva
de SE. Isto se deve ao fato de que, neste caso, a aplicação q ∈ Q 7→ q · v ∈ E é aberta e,
portanto, tem-se que (int (SQq)) · v ⊂ int (SE (q · v)) e

(
int

(
S∗

Qq
))

· v ⊂ int (S∗
E (q · v)).

Primeiro será verificada a existência de conjuntos de controle em E situados acima dos
conjuntos de controle em X. Para isso é suficiente a hipótese de compacidade da fibra
t́ıpica do fibrado associado.

Proposição 4.19. Seja E = Q ×G F tal que a fibra F é compacta e G age aberta e
transitivamente em F . Seja também SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto
de controle C em X. Então existe um conjunto de controle D ⊂ E tal que π (D) ⊂ C e
π (D0) ⊂ C0.

Demonstração. Seja q ∈ Q com π (q) ∈ C0. Pelo Lema 4.18, Uq é um semigrupo aberto
de G. Como, por hipótese, G age abertamente em F , as órbitas regressivas de Uq em F
são conjuntos abertos. Pela Proposição 2.16, como F é compacto, existe um conjunto de
controle A de Uq em F . Logo existem v ∈ A e a ∈ Uq tais que av = v. Pela definição de Uq,
tem-se que qa ∈ int (S∗q) e, como q·v = qa·v, segue que q·v ∈ (int (S∗q))·v ⊂ int (S∗ (q · v)).

Definindo-se D = [q ·v]w, tem-se que D é um conjunto de controle, pois q ·v ∈ D. Além
disso, como π (D) intercepta C, pelo Lema 4.7, segue que π (D) ⊂ C e π (D0) ⊂ C0.

O resultado seguinte estabelece uma forte ligação entre os conjuntos de transitividade de
conjuntos de controle no espaço total E e na fibra t́ıpica F . Mais precisamente, a interseção
do conjunto de transitividade de um conjunto de controle de SE em E é homeomorfo ao
conjunto de transitividade de um conjunto de controle de Sq em F , onde Sq é definido em
4.12.

Teorema 4.20. Sejam E = Q ×G F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F e
SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle C em X. Sejam D ⊂ E
um conjunto de controle tal que π (D) ⊂ C e q ∈ Q com D0 ∩Eπ(q) 6= ∅. Então existe um
conjunto de controle A ⊂ F para o semigrupo Sq tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q · A0. (4.17)

Demonstração. Seja B o subconjunto de F definido por by D0 ∩ Eπ(q) = q · B. Deve-se
verificar que B = A0 para algum conjunto de controle A de Sq em F . Sejam u, v ∈ B.
Então q ·v, q ·u ∈ D0, de modo que existem φ, ψ ∈ S tais que φ (q) ·v = q ·u e ψ (q) ·u = q ·v
(c.f. Proposição 2.8). Claramente φ e ψ preservam a fibra Qq. Logo, existem a, b ∈ Sq

tais que φ (q) = qa e ψ(q) = qb. Segue que au = v and bv = u, mostrando que B está
inteiramente contido na classe de equivalência [u] para a ação de Sq em F .

Reciprocamente, se w ∈ [u], então existem a, b ∈ Sq tais que aw = u e bu = w.
Por definição, existem φ, ψ ∈ S com φ (q) = qa e ψ (q) = qb. Então φ (q · w) = q · u e
ψ (q · u) = q · w. Logo q · w ∈ D0 e w ∈ B. Portanto, tem-se que B = [u].

Definindo-se A = [u]w, resta mostrar que (Aq)0 = B = [u]. Pela Proposição 2.8, é
suficiente que u ∈ [u]s.
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Agora, tem-se que q · u ∈ int (S∗ (q · u)), pois q · u ∈ D0. Seja B′ ⊂ F tal que
q ·B′ = int (S∗ (q · u)). Então B′ é aberto em F e, para todo w ∈ B′, existe a ∈ Sq tal que
aw = u. Isto significa que B′ ⊂ S−1

q u. Como u ∈ B′, tem-se que u ∈ int
(
S−1

q u
)
. Portanto

u ∈ [u]s, concluindo a demonstração.

O próximo resultado é uma rećıproca parcial do Teorema 4.20.

Proposição 4.21. Sejam E = Q×G F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle C em X. Sejam também
q ∈ Q sobre C e A ⊂ F um conjunto de controle para Sq. Se existem v ∈ A e a ∈ Uq tais
que a · v = v, então existe um conjunto de controle D ⊂ E de SE tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q · A0. (4.18)

Demonstração. Por hipótese, existem v ∈ A e a ∈ Uq ⊂ (intSq)
−1 tais que av = v. Tem-se

que a−1v = v portanto v ∈ A0. Por definição, qa ∈ int
(
S∗

Qq
)
, de modo que qa−1 ∈ SQq.

Logo
q · v = qa · v ∈ int (S∗q) · v ⊂ int (S∗ (q · v)) . (4.19)

Além disto, q · v = q · a−1v ∈ S (q · v). Portanto D = [q · v]w é o conjunto de controle
desejado, pois q·v ∈ D0, de modo que, pelo Teorema 4.20, tem-se que D0∩Eπ(q) = q·A0.

O seguinte corolário é bastante adequado para o caso de semigrupos de sombreamento
de semifluxos.

Corolário 4.22. Sejam E = Q ×G F tal que G age aberta e transitivamente em F e SQ

um semigrupo local tal que suas órbitas regressivas são conjuntos abertos. Sejam também
C ⊂ X um conjunto de controle e q ∈ π−1(C0). Para cada conjunto de controle D ⊂ E de
SE com D0 ∩ Eπ(q) 6= ∅, existe um conjunto de controle AD

q ⊂ F de Sq tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q · (AD
q )0. (4.20)

Além disso, a aplicação D 7→ AD
q é uma bijeção entre os conjuntos de controle de SE tais

que D0 ∩ Eπ(q) 6= ∅ e os conjuntos de controle de Sq em F , e preserva a ordem entre
conjuntos de controle.

Demonstração. Como as órbitas regressivas de SQ são conjuntos abertos, pelo Lema 4.13,
tem-se que Uq = S−1

q . Além disto, SQ é acesśıvel sobre C, já que existem x ∈ C0 e φ ∈ SX

tais que φ(x) = x, o que implica que int
(
S∗

Qφ(q)
)
∩ π−1(C) 6= ∅, para todo q ∈ Qx, uma

vez que q ∈ S∗
Qφ(q) = int

(
S∗

Qφ(q)
)
.

Pelo Teorema 4.20, se D é tal que D0 ∩ Eπ(q) 6= ∅, existe um conjunto de controle
AD

q de Sq tal que D0 ∩ Eπ(q) = q ·
(
AD

q

)
0
. Por outro lado, se A ⊂ F é um conjunto de

controle de Sq, tem-se que existe um elemento de A0 fixado por um elemento de Sq = U−1
q

e, portanto, fixado por um elemento de Uq. Pela Proposição 4.21, isto implica que existe
um conjunto de controle D tal que D0 ∩ Eπ(q) = q · A0. Portanto AD

q = A, o que mostra a
sobrejetividade da aplicação. Sua injetividade é clara.
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Para mostrar que esta aplicação preserva a ordem sejam D e D′ tais que D0∩Eπ(q) 6= ∅

e D′
0 ∩Eπ(q) 6= ∅. Sejam v ∈ AD

q e v′ ∈ AD′

q . Pela Proposição 2.11, se D 6 D′, então existe
φ ∈ S tal que q ·v′ = φ(q ·v) = φ(q) ·v. Tem-se então que φ(q) = qa e v′ = av. Isto implica
que a ∈ Sq e AD

q 6 AD′

q . Reciprocamente, se AD
q 6 AD′

q , então existe a ∈ Sq tal que v′ = av.
Isto implica que existe φ ∈ S tal que φ(q) = qa e, portanto, q · v′ = φ(q) · v = φ(q · v),
mostrando que D 6 D′.

4.1.4 Conjuntos de Controle Invariantes

No caso dos conjuntos de controle (progressivamente e regressivamente)-invariantes, os
resultados acima podem ser melhorados, especialmente no que concerne a sobrejetividade
de suas projeções. Com relação a isto, as duas proposições seguintes refinam a Proposição
4.8, mostrando que a invariância na fibra é suficiente para se ter projeções sobrejetivas. As
noções de invariância relativa, presentes no enunciado das próximas duas proposições, são
apresentadas na Definição 2.9.

Proposição 4.23. Sejam C ⊂ X um conjunto de controle de SX e D ⊂ E um conjunto
de controle de SE com π (D0) ⊂ C0. Sejam também q ∈ Q sobre C0 e A ⊂ F um conjunto
de controle de Sq tal que D0 ∩ Eπ(q) = q · A0. Tem-se que

(i) Se A0 é Sq-invariante, então D0 é progressivamente invariante em relação a π−1(C0).

(ii) Se A0 é S−1
q -invariante, então D0 é regressivamente invariante em relação a π−1C0.

Além disto, em ambos os casos, tem-se que π (D0) = C0.

Demonstração. (i) Sejam p · w ∈ D0 e φ ∈ S tal que φ (y) ∈ C0, onde y = π (p · w). Para
mostrar que φ (p · w) ∈ D0, sejam v ∈ A0 e x = π (q · v). Logo q · v ∈ D0 e então existe
ψ ∈ S tal que ψ(q · v) = p · w. Como φ (y) ∈ C0, existe ϕ ∈ S tal que ϕφ(y) = x. Então
existe u ∈ F tal que ϕφ(p · w) = q · u. Compondo-se as aplicações, obtem-se que

ϕφψ(q) · v = ϕφψ(q · v) = q · u. (4.21)

Logo existe a ∈ Sq tal que ϕφψ(q) = qa e u = av ∈ A0, pois A0 é Sq-invariante. Isto implica
que q · u ∈ D0. Mas ϕ(φ(p · w)) = q · u e φψ(q · v) = φ(p · w). Portanto φ(p · w) ∈ D0, já
que D0 = [q · u] = [q · v].

(ii) Seja p · w ∈ E tal que z = π(p · w) ∈ C0 e φ(p · w) ∈ D0 para algum φ ∈ S. Para
verificar que p ·w ∈ D0, sejam v ∈ A0 e x = π (q · v). Logo q · v ∈ D0 e então existe ψ ∈ S
tal que ψ(φ(p · w)) = q · v. Além disto, existe ϕ ∈ S tal que ϕ(x) = z, o que implica que
ϕ(q · u) = p · w para algum u ∈ F , pois ϕ é um homeomorfismo entre as fibras sobre x e
z. Tem-se que

ψφϕ(q) · u = ψφϕ(q · u) = q · v. (4.22)

Portanto existe a ∈ Sq tal que ψφϕ(q) = qa e u = a−1v ∈ A0, pois A0 é S−1
q -invariante.

Isto implica que q ·u ∈ D0. Mas φ(p ·w) ∈ D0 e ϕ(q ·u) = p ·w, o que mostra que p ·w ∈ D0.
Finalmente a igualdade π (D0) = C0 segue da transitividade de S em C0.
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Uma conseqüência direta deste resultado é o seguinte refinamento da Proposição 4.19.

Corolário 4.24. Seja E = Q ×G F tal que a fibra F é compacta e G age aberta e tran-
sitivamente em F . Seja também SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de
controle C em X. Então existe um conjunto de controle D ⊂ E tal que π (D) ⊂ C e
π (D0) = C0.

Como mais uma conseqüência deste resultado, tem-se a seguinte caracterização dos
conjuntos de controle invariantes.

Corolário 4.25. Com as mesmas notações e hipóteses da Proposição 4.23, tem-se que

(i) Se C é S-invariante, então D0 é S-invariante se, e só se, A0 é Sq-invariante e

(ii) Se C0 é S∗-invariante, então D0 é S∗-invariante se, e só se, A0 é S−1
q -invariante.

Demonstração. Pela Proposição 4.23, em ambos os casos, é suficiente mostrar apenas a
parte “somente se”da demonstração.

(i) Se D0 é S-invariante, sejam v ∈ A0 e a ∈ Sq. Então existe φ ∈ S tal que φ(q) = q ·a,
de modo que

q · av = qa · v = φ(q) · v = φ(q · v). (4.23)

Como q · v ∈ D0, segue que q · av ∈ D0, o que implica que av ∈ A0, mostrando que A0 é
Sq-invariante.

(ii) Se D0 é S∗-invariante, sejam v ∈ A0 e a ∈ S−1
q . Então exite φ ∈ S tal que φ(qa) = q,

o que implica que

q · v = φ(qa) · v = φ(q · av). (4.24)

Como q · v ∈ D0, segue que q · av ∈ D0, de modo que av ∈ A0, mostrando que A0 é
S−1

q -invariante.

A partir deste resultado, pode-se mostrar que os conjuntos de controle SE-invariantes
situados acima de um dado conjunto de controle SX-invariante C ⊂ X estão em bijeção
com os conjuntos de controle Sq-invariantes em F , para quaisquer q sobre C0. Para isso, é
necessário o seguinte lema.

Lema 4.26. Sejam SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle C em
X e q ∈ Q sobre C. Se A ⊂ F é um conjunto de controle Sq ou S−1

q -invariante, então
existe um elemento em A0 fixado por um elemento de Uq.

Demonstração. Se A é Sq-invariante, sejam v ∈ A0 e a ∈ Uq ⊂ S−1
q . Pela Proposição 2.10,

tem-se que a−1v ∈ A0. Então existe b ∈ S−1
q tal que bv = a−1v. Portanto ba(a−1v) = a−1v.

Portanto u = a−1v ∈ A0 e ba ∈ Uq, pois, pelo Lema 4.14, Uq é um ideal a esquerda de S−1
q .

Se A é S−1
q -invariante e v ∈ A0, então (Uq)v ⊂ A. Como (Uq)v é aberto e A0 é denso

em A, existe a ∈ Uq tal que av ∈ A0. Portanto existe b ∈ S−1
q tal que bav = v e novamente

ba ∈ Uq.
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Teorema 4.27. Seja SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle pro-
gressivamente invariante C em X. Então para cada conjunto de controle S-invariante
D ⊂ E sobre C tem-se que π (D0) = C0 e para todo q ∈ π−1 (C0), existe um conjunto de
controle Sq-invariante AD

q ⊂ F tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q ·
(
AD

q

)
0
. (4.25)

Além disto, fixando-se q ∈ π−1 (C0) a aplicação D 7→ AD
q é uma bijeção entre os conjuntos

de controle SE-invariantes sobre C e os conjuntos de controle Sq-invariantes.

Demonstração. Se D é um conjunto de controle SE-invariante sobre C, π(D0) ⊂ C0. Pela
Proposição 4.8, tem-se que π(D0) = C0. Logo D0 ∩Eπ(q) 6= ∅ e, pelo Teorema 4.20, existe
um conjunto de controle AD

q de Sq tal que D0∩Eπ(q) = q·
(
AD

q

)
0
. Pelo Corolário 4.25, tem-se

que
(
AD

q

)
0

é Sq-invariante, o que implica, pelo Corolário 2.21, que AD
q é Sq-invariante. Por

outro lado, se A é Sq-invariante, pelo Lema 4.26, tem-se que existe um elemento em (Aq)0

fixado por um elemento de Uq. Pela Proposição 4.21, isto implica que existe um conjunto
de controle D tal que D0∩Eπ(q) = q ·(Aq)0. Novamente, pelo Corolário 4.25, tem-se que D0

é S-invariante o que implica que D é S-invariante sobre C. Portanto AD
q = A, mostrando

a sobrejetividade da aplicação. Sua injetividade é clara.

O resultado análogo é verdadeiro para conjuntos regressivamente invariantes.

Teorema 4.28. Seja SQ um semigrupo local acesśıvel sobre um conjunto de controle re-
gressivamente invariante C em X. Então para cada conjunto de controle S∗-invariante
D ⊂ E sobre C tem-se que π (D0) = C0 e para todo q ∈ π−1 (C0), existe um conjunto de
controle S−1

q -invariante AD
q ⊂ F tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q ·
(
AD

q

)
0
. (4.26)

Além disto, fixando-se q ∈ π−1 (C0) a aplicação D 7→ AD
q é uma bijeção entre os conjuntos

de controle S∗-invariantes sobre C e os conjuntos de controle S−1
q -invariantes.

Demonstração. A demonstração é basicamente a mesma do Teorema 4.27, adaptando-se
para a invariância regressiva dos conjuntos de controle.

4.2 Endomorfismos de Fibrados Flag

Os resultados apresentados na Seção 4.1 serão agora aplicados aos denominados fibrados
flag, definidos abaixo. Um dos principais objetivos desta seção é demonstrar que os con-
juntos de controle de um semigrupo local de endomorfismos num fibrado flag projetam-se
sobrejetivamente no espaço base, desde que o semigrupo local induzido na base seja tran-
sitivo. Isto permitirá dar uma descrição precisa desses conjuntos de controle, utilizando-se
a descrição algébrica dos conjuntos de controle nos flags generalizados apresentada no
Caṕıtulo 3.
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Um fibrado flag é um fibrado associado a um fibrado principal localmente trivial π :
Q → X, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie ∗-redut́ıvel (c.f. Definição 3.39), cuja
componente semi-simples da álgebra de Lie de G é denotada por g. A sua fibra t́ıpica é
algum dos flags de g. Para cada Θ ⊂ Σ, onde Σ é o sistema simples de ráızes canônico de
g, o fibrado flag de tipo Θ associado a π : Q → X é o fibrado πEΘ

: EΘ → X, associado a
Q, cuja fibra t́ıpica é a variedade flag FΘ de tipo Θ, onde a ação de G em FΘ é definida
por (3.26). Se a fibra t́ıpica é o flag maximal F, então o fibrado flag maximal associado a
Q é denotado simplesmente por πE : E → X.

Seja S ⊂ End (Q) um semigrupo local de endomorfismos de Q. A partir de agora e até
o fim desta seção, será feita a hipótese de que, para todo q ∈ Q, as órbitas S · q e S∗ · q são
conjuntos abertos, o que é satisfeito pelos semigrupos de sombreamento, como mostra o
Corolário 2.25. Outra hipótese sobre S, é que o semigrupo induzido em X é transitivo. No
caso de semigrupos de sombreamento, devido à Proposição 5.15, esta condição é equivalente
a transitividade por cadeias do semifluxo induzido na base.

4.2.1 Grupo de Weyl e Conjuntos de Controle

Pelo Teorema 3.28, para cada q ∈ Q, tem-se que os conjuntos de controle em F do semigrupo
Sq induzido por S no grupo estrutural G a partir do ponto q são parametrizados por W ,
o grupo de Weyl canônico de g. Para cada w ∈ W , denota-se por Aq(w) o conjunto de
controle em F tal que Aq(w)0 = fixw(Sq). Para cada Θ ⊂ Σ, denota-se por A

q
Θ(w) o

conjunto de controle em FΘ, dado pelo Teorema 3.29 tal que πΘ(Aq(w)) ⊂ A
q
Θ(w) e

πΘ(Aq(w)0) = A
q
Θ(w)0, (4.27)

onde πΘ : F → FΘ é a fibração equivariante dada pela equação (3.44).
Pelo Corolário 4.22, exite uma bijeção entre os conjuntos de controle de SEΘ

que inter-
ceptam a fibra de EΘ sobre π (q) e os conjuntos de controle de Sq em FΘ.

Definição 4.29. Para cada w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que D
q
Θ(w) é o conjunto de controle

tal que

D
q
Θ(w)0 ∩ (EΘ)π(q) = q · A

q
Θ(w)0. (4.28)

O primeiro objetivo é mostrar que, fixando-se q ∈ Q, a famı́lia {D
q
Θ(w) : w ∈ W}

fornece todos os conjuntos de controle de SEΘ
. Para isso, é suficiente mostrar que, para

todo p ∈ Q, cada conjunto de controle D
p
Θ(w) projeta-se sobrejetivamente na base X, pois

neste caso todos os conjuntos de controle de SEΘ
interceptam a fibra de EΘ sobre π (q).

Os Teoremas 4.27 e 4.28 garantem a sobrejetividade dos conjuntos de controle in-
variantes. A sobrejetividade dos demais conjuntos de controle é obtida, reduzindo-se ao
caso invariante através de fibrações entre os fibrados flag. Para cada Θ ⊂ Σ, a fibração
πΘ : E → EΘ é definida por

πΘ(q · p) = q · πΘ(p), (4.29)

para todo p ∈ F. Fixando-se pΘ ∈ FΘ, denota-se PΘ a isotropias em G de pΘ. Pela
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Proposição C.74, a fibração πp
Θ : Q → EΘ, definida por

πp
Θ(q) = q · p, (4.30)

para todo q ∈ Q, é um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é PΘ.
Além disto, pela Proposição C.75, a fibração πΘ : E → EΘ, é isomorfa ao fibrado, cuja
fibra t́ıpica FpΘ é a fibra de F sobre pΘ, associado ao fibrado principal localmente trivial
πp

Θ : Q → EΘ.
Tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

E

πE
ÂÂ?

??
??

??
?

πΘ // EΘ

πEΘ~~||
||

||
||

X

(4.31)

Além disto, se φ : Q → Q é um endomorfismo de πΘ : Q → X, então é também um
endomorfismo de πp

Θ : Q → EΘ e as aplicações induzidas em E e EΘ a partir de πΘ : Q → X
ou de πp

Θ : Q → EΘ coincidem. Quando Θ = {α}, para algum α ∈ Σ, este conjunto será
denotado simplesmente por α.

Lema 4.30. Seja q ∈ Q. Para todos w ∈ W e α ∈ Σ, tem-se que

πα (Dq(w)0) = D
q
α(w)0. (4.32)

Demonstração. Pelas equações (4.27) e (4.28), tem-se que πα (Dq(w)0) ⊂ Dq
α(w)0. Seja

p ∈ Aq(w)0 e denota-se pα = πα(p). Então q · p ∈ Dq(w)0 e, pelo Corolário 4.22, aplicado
ao fibrado πα : E → Eα, existe uma bijeção entre os conjuntos de controle de SE que
interceptam a fibra de E passando por q · p e os conjuntos de controle de Sα

q em Fpα
, onde

Sα
q é o semigrupo induzido por S no grupo estrutural Pα a partir do ponto q. Pela equação

(3.66), a ação de Sα
q em Fpα

é equivalente à ação de Ŝα
q em F(α), onde F(α) é o flag maximal

da subálgebra semi-simples g(α) e

Ŝα
q = ϕα

(
Sα

q

)
∈ Int(g(Θ)), (4.33)

tal que ϕα : Pα → Int(g(α)) é o homomorfismo de grupos de Lie sobrejetor dado pelo
Teorema 3.12. O grupo de Weyl platônico de g(α) é isomorfo ao subgrupo Wα = {1, rα}.

Pelo Teorema 3.28, o número de conjuntos de controle de Ŝα
q·p em F(α) é no máximo dois

e, portanto, eles são necessariamente invariantes. Aplicando-se a Proposição 4.23, segue
que πα (Dq(w)0) = Dq

α(w)0, concluindo-se a demonstração do lema.

Pode-se mostrar agora a sobrejetividade dos demais conjuntos de controle.

Teorema 4.31. Seja q ∈ Q. Para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que

π (Dq
Θ(w)0) = X. (4.34)
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Demonstração. Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente mostrar a sobrejetividade
dos conjuntos de controle no fibrado flag maximal E. De fato, pelas equações (4.27) e
(4.28), para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que πΘ (Dq(w)0) ⊂ D

q
Θ(w)0. Isto implica que,

se πE (Dq(w)0) = X, então

X = πEΘ
(πΘ (Dq(w)0)) ⊂ πEΘ

(Dq
Θ(w)0) ⊂ X, (4.35)

pois πE = πEΘ
◦ πΘ, como mostrado no diagrama (4.31).

A sobrejetividade no caso do fibrado flag maximal E é obtida por indução no compri-
mento de w ∈ W em relação à Σ, como definido no final da Seção 3.3.

Se c(w) = 1, então w = 1 e, pelo Teorema 4.27 e como SX é transitivo em X, tem-se
que

πE (Dq(1)0) = πE (Dq
0) = X. (4.36)

Se w ∈ W , então existem α ∈ Σ e w′ ∈ W tais que c(w′) = c(w)−1 < c(w) e w = w′rα,
onde rα é a reflexão em relação a α. Pela hipótese de indução, tem-se que πE (Dq(w′)0) = X.
Pelo Lema 4.30, tem-se que

πα (Dq(w)0) = D
q
α(w)0 e πα (Dq(w′)0) = D

q
α(w′)0. (4.37)

Por outro lado, pelo Teorema 3.29, tem-se que Aq
α(w) = Aq

α(w′), o que implica que Dq
α(w) =

Dq
α(w′) e também, pelas equações (4.37), que

πα (Dq(w)0) = πα (Dq(w′)0) . (4.38)

Portanto, utilizando-se novamente o diagrama (4.31), segue que

πE (Dq(w)0) = πEα
(πα (Dq(w)0)) = πEα

(πα (Dq(w′)0)) = πE (Dq(w′)0) = X. (4.39)

A sobrejetividade implica que, para cada q ∈ Q, a famı́lia {D
q
Θ(w) : w ∈ W} fornece

todos os conjuntos de controle de SEΘ
. O teorema seguinte mostra que a parametrização

dos conjuntos de controle pelo grupo de Weyl canônico de g independe, de fato, do ponto
q ∈ Q utilizado.

Teorema 4.32. Sejam w ∈ W e Θ ⊂ Σ. Para todos p, q ∈ Q, tem-se que

D
p
Θ(w) = D

q
Θ(w). (4.40)

Este conjunto de controle será denotado simplesmente por DΘ(w).

Demonstração. Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente mostrar a idependência dos
conjuntos de controle no fibrado flag maximal E. De fato, pelas equações (4.27) e (4.28),
para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que

πΘ (Dp(w)) ⊂ D
p
Θ(w) e πΘ (Dq(w)) ⊂ D

q
Θ(w). (4.41)
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Isto implica que, se Dp(w) = Dq(w), então D
p
Θ(w) = D

q
Θ(w).

A independência no caso do fibrado flag maximal E é obtida por indução no compri-
mento de w ∈ W em relação à Σ, como definido no final da Seção 3.3.

Se c(w) = 1, então w = 1 e, pelos Teorema 4.27 e Proposição 3.23, tem-se que

D
p(1) = D

q(1) (4.42)

é o único conjunto de controle S-invariante em E.
Se w ∈ W , então existem α ∈ Σ e w′ ∈ W tais que c(w′) = c(w) − 1 < c(w) e

w = w′rα, onde rα é a reflexão em relação a α. Pela hipótese de indução, tem-se que
DΘ(w′) = D

p
Θ(w′) = D

q
Θ(w′).

Pelo Teorema 3.29, tem-se que Aq(w′) e Aq(w) são os únicos conjuntos de controle de
Sq em F situados acima de πα(Aq(w′)). Pelo Teorema 4.31, isto implica que D(w′) e Dq(w)
são os únicos conjuntos de controle em E situados acima de πα(E(w′)). Por outro lado,
utilizando-se um argumento análogo com Sp no lugar de Sq, obtém-se que D(w′) e Dp(w)
são os únicos conjuntos de controle em E situados acima de πα(E(w′)). Portanto segue que
Dp(w) = Dq(w) e conclui-se a demonstração.

O corolário seguinte mostra que os conjuntos de controle do fibrado flag maximal
projetam-se sobrejetivamente nos conjuntos de controle dos fibrados flag parciais.

Corolário 4.33. Para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que

πΘ (D(w)0) = DΘ(w)0. (4.43)

Demonstração. Pelos Teoremas 4.31 e 4.32 e pelas equações 4.29, 4.28 e 4.27, para todo
q ∈ Q, tem-se que

DΘ(w)0 ∩ (EΘ)π(q) = q · Aq
Θ(w)0 = πΘ(q · A

q(w)0) = πΘ(D(w)0 ∩ Eπ(q)). (4.44)

Analogamente ao caso de semigrupos abertos agindo em flags, o subgrupo canônico
caracteŕıstico do semigrupo local S é definido por

W (S) = {w ∈ W : D(w) = D}. (4.45)

Proposição 4.34. Para todo q ∈ Q, tem-se que W (S) = W (Sq), onde W (Sq) é o subgrupo
platônico caracteŕıstico do semigrupo Sq. Em particular, W (S) é parabólico de tipo Θ(S) =
Θ(Sq), para qualquer q ∈ Q.

Demonstração. Pelos Teorema 4.32 e Corolário 4.22, para todo q ∈ Q, tem-se que

W (S) = {w ∈ W : D(w) = D} = {w ∈ W : A
q(w) = A

q} = W (Sq). (4.46)
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O corolário seguinte é utilizado na Seção 6.1 no estudo de semigrupos de sombreamento
de semifluxos e é conseqüência direta das Proposições 3.33 e 4.34 e do Teorema 4.32.

Corolário 4.35. Sejam S e S ′ dois semigrupos locais em Q e D(w) e D′(w) seus respectivos
conjuntos de controle em E, para cada w ∈ W . Sejam também as seguintes afirmações

(i) S ⊂ S ′,

(ii) D(w)0 ⊂ D′(w)0, para todo w ∈ W e

(iii) Θ(S) ⊂ Θ(S ′).

Então (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

O próximo teorema é conseqência direta dos Corolários 3.36 e 4.22, Teorema 3.35 e da
Proposição 4.34.

Teorema 4.36. Tem-se que D(w) 6 D(w′) se, e somente se, W (S)w > W (S)w′. Em
particular, DΘ(w) = DΘ(w′) se, e somente se, W (S)wWΘ = W (S)w′WΘ. Além disto, o
conjunto de controle DΘ = DΘ(1) é o único maximal e D

−
Θ = DΘ(w−) é o único minimal,

onde w− é a involução principal de W em relação a Σ, definida em 3.34.

4.2.2 Exemplos de Fibrados Flag

Fibrados Vetoriais

Como primeiro exemplo de fibrado flag, tem-se o fibrado projetivo associado a um dado
fibrado vetorial. Um fibrado vetorial πE : E → X de dimensão n é um fibrado, cuja
fibra t́ıpica é o Rn, associado a um fibrado principal π : BE → X, cujo grupo estrutural
é o grupo linear geral Gl(Rn), denominado fibrado das bases de E. O fibrado projetivo
πPE : PE → X de dimensão n é o fibrado associado ao fibrado principal π : BE → X tal
que sua fibra t́ıpica é o espaço projetivo PRn, dos subespaços vetoriais unidimensionais em
Rn. Definindo-se

E − 0 = {q · v ∈ E : q ∈ BE, v ∈ R
n − 0} (4.47)

pode-se definir a fibração P : E − 0 → PE por

P (q · v) = q · P (v) (4.48)

onde P : (Rn − 0) → PRn é a aplicação que, para cada 0 6= v ∈ Rn, associa o subespaço
vetorial P (v) gerado por v.

Variedades Diferenciáveis e Fibrados

Se M é uma variedade diferenciável de dimensão n, o conjunto das bases de M é o conjunto
BM de todos os isomorfismos lineares de Rn para algum espaço tangente de M . O fibrado
das bases de M é a projeção π : BM → M , definida por π(q) = x tal que q : Rn → TxM ,
onde TxM é o espaço tangente de M no ponto x. A partir de um atlas diferenciável
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{(Ui, φi : Ui → Rn) : i ∈ I} da variedade M , pode-se mostrar que π : BM → M é um
fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é o Gl(Rn). De fato, definindo-se
ψi : π−1(Ui) → Ui × Gl(Rn) por ψi = (π, gi), onde gi : π−1(Ui) → Gl(Rn) é dada por

gi(q) = dπ(q)φi ◦ q, (4.49)

tem-se que
gi(q ◦ a) = gi(q) ◦ a, (4.50)

para todos a ∈ Gl(Rn) e q ∈ π−1(Ui). Além disto, a inversa de ψi é diferenciável, pois

ψ−1
i (x, a) = dxφ

−1
i ◦ a (4.51)

para todos x ∈ Ui e a ∈ Gl(Rn), o que implica que ψi é um difeomorfismo.
Para cada flag de Gl(Rn), associa-se o fibrado flag correspondente. Se o flag é o espaço

projetivo PRn, o fibrado flag correspondente é denominado fibrado projetivo de M e é
denotado πPM : PM → M . De maneira análoga, denotam-se por πGrkM : GrkM → M
e por πFIM : FIM → M os fibrados associados a π : BM → M , cujas fibras t́ıpicas
são, respectivamente, a Grasmanniana k-dimensional Grk(R

n) e o flag clássico de ı́ndice
I = (i1, . . . , il), onde i1 6 · · · 6 il, definido por

FI(R
n) = {(V1, . . . , Vl) : V1 ⊂ · · · ⊂ Vl} (4.52)

onde Vj é um subespaço vetorial de Rn de dimensão ij.

Variedades Simpléticas

Se M é uma variedade simplética de dimensão 2n, onde ω é a sua forma simplética, o
conjunto das bases simpléticas de M é o subconjunto SpM de BM tal que se q ∈ SpM ,
então q∗ω = ω0, onde ω0(u, v) = uT Jv, para todos u, v ∈ Rn, é a forma simplética canônica
em R2n e

Jn =

(
0 −In
In 0

)
(4.53)

é a matriz simplética canônica em R2n, onde In denota a matriz identidade n por n. O
fibrado simplético πSpM : SpM → M de M é a restrição da projeção π : BM → M
ao subconjunto SpM . O fibrado simplético de M é uma redução do fibrado das bases
de M e seu grupo estrutural é o grupo simplético Sp(R2n), de todos os a ∈ Gl(R2n)
tais que a∗ω0 = ω0. De fato, pelo Teorema de Darboux, existe um atlas diferenciável
{(Ui, φi : Ui → Rn) : i ∈ I} da variedade M tal que (dxφi) ∗ω0 = ω, para todo x ∈ Ui. Isto
implica que gi(q) ∈ Sp(R2n), para todo q ∈ SpM , pois

gi(q)
∗ω0 = q∗ ◦ (dπ(q)φi)

∗ω0 = ω0. (4.54)

Como no caso do fibrado das bases, para cada flag de Sp(R2n), associa-se o fibrado flag
correspondente. Um subespaço vetorial V de R2n é denominado isotrópico se ω0(u, v) = 0,
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para todo u, v ∈ V e os subespaços isotrópicos de dimensão máxima são denominados
subespaços Lagrangianos. Se La(R2n) é o flag dos subespaços Lagrangeanos de R2n, o
fibrado flag πLaM : LaM → M correspondente é denominado fibrado Lagrangeano de M .
De maneira geral, denota-se por πIIM : IIM → M o fibrado associado, cuja fibra t́ıpica é
o flag isotrópico de ı́ndice I = (i1, . . . , il), onde i1 6 · · · 6 il, definido por

II(R
2n) = {(V1, . . . , Vl) : V1 ⊂ · · · ⊂ Vl} (4.55)

onde Vj é um subespaço isotrópico de Rn de dimensão ij.

Variedades Semi-Riemannianas

No caso em que M é uma variedade semi-Riemanniana de tipo (a, b), o seu fibrado das
bases pode ser reduzido a um fibrado cujo grupo estrutural é o grupo SO(a, b), de todos
a ∈ Gl(Ra+b) tais que a∗g0 = g0, onde g0(u, v) = uT I(a, b)v, para todos u, v ∈ Ra+b, é a
métrica semi-Riemanniana canônica de tipo (a, b) em Ra+b e

I(a, b) =

(
−Ia 0
0 Ib

)
. (4.56)

De fato, uma métrica semi-Riemanniana de tipo (a, b) em M define uma seção global no
fibrado associado ao fibrado das bases de M , cuja fibra t́ıpica é Gl(Ra+b)/SO(a, b). Pela
Proposição 5.6 do Caṕıtulo 1 em [19], cada seção desta é equivalente a uma redução do
fibrado das bases a um fibrado πSO(a,b)M : SO(a, b)M → M , denominado fibrado semi-
Riemanniano de tipo (a, b) de M . No caso particular em que a = 1 e b = n, M é
denominada variedade Lorentziana e este fibrado é denominado fibrado Lorentziano de
M , onde o grupo estrutural é o grupo Lo(n) = SO(1, n), denominado grupo de Lorentz. No
caso Lorentziano, denota-se por πLuM : LuM → M o fibrado associado, cuja fibra t́ıpica é
o flag Lu(Rn+1) dos subespaços de tipo luz em Rn+1. Um subespaço vetorial V ⊂ Rn+1 é
de tipo luz se g0(u, v) = 0, para todo u, v ∈ V , onde g0 é denominada métrica de Lorentz
canônica em Rn+1. Mostra-se que os subespaços de tipo luz são todos unidimensionais
e, como acontece com todos os grupos de posto 1, Lu(Rn+1) é o único flag de Lo(n) e é
difeomorfo à esfera de dimensão n.

Variedades Complexas

Analogamente ao caso real, quando M é uma variedade complexa de dimensão n, o conjunto
das bases complexas de M é o conjunto BCM de todos os isomorfismos C-lineares de Cn

para algum espaço tangente de M . Como no caso real, o fibrado das bases complexas de M
é a projeção πC : BCM → M , definida por πC(q) = x tal que q : Cn → TxM . Identificando-
se C = R2, pode-se considerar a variedade M como uma variedade real de dimensão 2n.
Neste caso, o fibrado das bases complexas é uma uma redução do fibrado das bases reais
de M e o seu grupo estrutural é o grupo linear geral complexo Gl(Cn), dos isomorfismos
C-lineares de Cn em si mesmo.



Caṕıtulo 5

Semifluxos em Fibrados Topológicos

Neste caṕıtulo, a teoria de semigrupos de sombreamento, desenvolvida na Seção 2.2, é
aplicada ao estudo de semifluxos de endomorfismos de um fibrado. Supõem-se que as
fibras t́ıpicas dos fibrados considerados sejam espaços metrizáveis.

5.1 Semifluxos de Endomorfismos em Fibrados

O propósito desta seção é estabelecer resultados topológicos relacionados à transitividade
e recorrência por cadeias de semifluxos de endomorfismos em fibrados. Se π : Q → X é um
fibrado principal, diz-se que σ : T × Q → Q é um semifluxo de endomorfismos em Q se σ
é um semifluxo em Q tal que σt ∈ Endl (Q), para todo t ∈ T, onde Endl (Q) é o conjunto
dos endomorfismos locais de Q definido na Seção 4.1.

Se πE : E → X é um fibrado associado a Q, diz-se que σE : T×E → E é um semifluxo
de endomorfismos em E se existe um semifluxo σ de endomorfismos em Q tal que σE

t é a
aplicação induzida em E por σt, para todo t ∈ T. Um semifluxo σE de endomorfismos em
E é um semifluxo em E. De fato, as propriedades de semifluxos são conseqüências diretas
das propriedades do semifluxo σ. Além disto, a aplicação σE é cont́ınua, já que o seguinte
diagrama comuta

T × Q × F

(id,·)

²²

bσE

((QQQQQQQQQQQQQQQ

T × E
σE

// E

(5.1)

onde σ̂E(t, q, v) = σt(q) · v é claramente cont́ınua.

Se σ é um semifluxo de endomorfismos de Q, o semifluxo induzido por σ em X é a
aplicação σX : T×X → X, onde σX

t é a aplicação induzida por σt em X, para todo t ∈ T.

89
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Como o seguinte diagrama comuta

T × Q

(id,π)

²²

π◦σ

''OOOOOOOOOOOOO

T × X
σX

// X

(5.2)

tem-se que σX é cont́ınua e, portanto, é de fato um semifluxo. O seguinte diagrama também
é comutativo

T × E

(id,πE)
²²

πE◦σE

''PPPPPPPPPPPPP

T × X
σX

// X

(5.3)

Quando não surgirem ambiguidades, os semifluxos induzidos por σ em E e X também
serão denotados por σ.

Se ϕ : T×Q → Q é um fluxo e também um semifluxo de endomorfismos em Q, então ele
é denominado de fluxo de endomorfismos em Q. Neste caso, ϕE : T×E → E é denominado
fluxo de endomorfismos em E.

Se G é um grupo topológico e σ : T×X → X é um semifluxo num espaço topológico X,
um cociclo de X em G associado a σ é uma aplicação cont́ınua ρ : T×X → G satisfazendo

ρ(t + s, x) = ρ(s, σt(x))ρ(t, x), (5.4)

para todos t, s ∈ T e x ∈ X. Pode-se então definir um semifluxo de endomorfismos no
fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G. O denominado semifluxo de
produto cruzado associado a ρ é a aplicação σ : T × (X × G) → (X × G) definida por

σt(x, g) = (σt(x), ρt(x)g), (5.5)

onde x ∈ X e g ∈ G. De fato, este é um semifluxo de endomorfismos em X × G, pois

σt[(x, g)a] = [σt(x, g)]a, (5.6)

para todo a ∈ G. Quando T = Z+, para cada aplicação cont́ınua f : G → G, pode-se
definir o cociclo de X em G gerado por f e associado a σ por ρ(0, x) = 1 e

ρ(n, x) = f(σn−1(x)) · · · f(σ1(x))f(x), (5.7)

para todos n > 0 e x ∈ X. Se G age continuamente no espaço topológico F , o semifluxo
de produto cruzado associado a ρ no fibrado associado X × F é dado por

σt(x, v) = (σt(x), ρt(x)v), (5.8)

onde x ∈ X e v ∈ F . Além disto, este é o semifluxo de endomorfismos induzido pelo
semifluxo de produto cruzado associado a ρ no fibrado principal X × G.
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De maneira mais geral, qualquer semifluxo de endomorfismos de um fibrado E asso-
ciado a um fibrado principal Q é localmente um semifluxo de produto cruzado. Mais
precisamente, seja Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I um atlas de Q, onde {Ui : i ∈ I} é uma cobertura
trivializante e

{ψi : π−1(Ui) → Ui × G}i∈I (5.9)

é uma famı́lia de trivializações locais de Q. Tem-se que ΨE = {(Ui, ψ
E
i )}i∈I é um atlas

de E, onde ψE
i = (π, vi) é definida pela equação (C.29) e a aplicação vi : π−1

E (Ui) → F é
definida pela equação (C.31).

Se x ∈ Ui e σt(x) ∈ Uj, a expressão de σt em coordenadas locais é a aplicação definida
por

σij
t (x, a) = ψj ◦ σt ◦ ψ−1

i (x, a) (5.10)

onde a ∈ G. Pelas definições e pelas equação (C.24), tem-se que

σij
t (x, a) = (σt(x), ρij(t, x)a), (5.11)

onde ρij(t, ·) = gj◦σt◦χi e χi : Ui → π−1(Ui) é a seção local associada a ψi. Se σt+s(x) ∈ Uk,
tem-se que

σik
t+s = σjk

s ◦ σij
t (5.12)

e, portanto,
ρik(t + s, x) = ρjk(s, σt(x))ρij(t, x). (5.13)

Por este motivo ρij é denominado cociclo local de σ. Pela equação (C.29), a expressão de
σE

t : E → E em coordenadas locais, com relação às trivializações locais ψi e ψj é dada por

(σE
t )ij(x, v) = (σt(x), ρij(t, x)v). (5.14)

para todo v ∈ F .
O objetivo da seção é duplo. Primeiro será constrúıda uma famı́lia adequada de cober-

turas abertas de E, denotada por OΨ (E). Sob hipóteses bastante gerais, essa famı́lia é
admisśıvel e será usada na construção da transitividade por cadeias de semifluxos de en-
domorfismos em E. Em segundo lugar, serão fornecidas condições gerais assegurando que
o semigrupo de endomorfismos locais de E é de fato OΨ (E)-localmente transitivo. Estes
fatos são essenciais para aplicar a teoria desenvolvida nos caṕıtulos anteriores ao estudo
da transitividade por cadeias de semifluxos de endomorfismos em E.

5.1.1 Famı́lia Admisśıvel de Coberturas

A partir de agora até o final desta seção, supõe-se que a fibra t́ıpica F é um espaço métrico
compacto com métrica d e o espaço base X é um espaço topológico paracompacto. Além
disto, será fixado um atlas ΨE = {(Ui, ψ

E
i )}i∈I de E. Como X é paracompacto, pode-se

supor que a cobertura trivializante {Ui : i ∈ I} é localmente finita. A definição seguinte
fornece uma famı́lia adequada de coberturas abertas de E para ser usada na construção
da transitividade por cadeias de semifluxos de endomorfismos em E. Quando não houver
ambiguidades, o atlas de E será denotado apenas por Ψ e as trivializações locais de E
apenas por ψi.
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Definição 5.1. Dados ε > 0 e uma cobertura aberta U de X, uma cobertura Ψ-adaptada
de E é definida por

Uε = (U , ε) = {ψ−1
i ((U ∩ Ui) × Bε(v)) : U ∈ U , , i ∈ I e v ∈ F}. (5.15)

Denota-se por OΨ(E) a famı́lia de todas as coberturas abertas Ψ-adaptadas.

Para que OΨ(E) possa ser usada na construção da transitividade por cadeias de semi-
fluxos em E, deve-se mostrar que ela é de fato admisśıvel no sentido da Definição 1.17. A
primeira das condições de admissibilidade será demonstrada em algumas situações especi-
ais, suficientes para as situações onde EΘ é um fibrado flag, como definido na Seção 4.2.
Já a segunda condição é demonstrada no próximo lema na sua completa generalidade.

Lema 5.2. Seja N ⊂ E um conjunto aberto e K ⊂ N um conjunto compacto. Então
existe uma cobertura (W , ε) ∈ OΨ(E) que é K-subordinada a N .

Demonstração. A projeção π : E → X é cont́ınua e aberta. Logo π(N) é aberta, π(K) é
compacto e claramente π(K) ⊂ π(N) ⊂ X. Como a cobertura (Ui)i∈I é localmente finita,
o subconjunto J = {j ∈ I : Uj ∩ π(K) 6= ∅} é finito.

Além disso, existem vizinhanças fechadas Fj ⊂ Uj tais que (Fj)j∈J é uma cobertura de
π(K). Para cada, j ∈ J , seja

δj = inf{d(vj(ξ), vj(η)) : x ∈ Vj ∩ π(K), ξ ∈ Ex ∩ K e η ∈ Ex ∩ (E\N)} (5.16)

Supondo-se que δj = 0, existem redes δl → 0 e (xl) em Vj ∩ π(K), e pontos ξl ∈ Exl
∩ K e

ηl ∈ Exl
∩ (E\N) tais que d(vj(ξl), vj(ηl)) < δl. Por compacidade, pode-se supor que existe

x ∈ Vj∩π(K) tal que xl → x e que existe ξ ∈ K com ξl → ξ. Claramente ψj(ξ) = (x, vj(ξ))
e, portanto, ψj(ηl) = (xl, vj(ηl)) → ψj(ξ). Isto implica que ξ ∈ K ∩ (E\N), o que é uma
contradição. Logo δj > 0 e tem-se que ε = 1

4
minj∈J δj > 0.

Agora para cada x ∈ π(K), existe uma vizinhança Wx de x tal que se

A = ψ−1
j ((Wx ∩ Uj) × Bε(v)) ∩ K 6= ∅, (5.17)

então A ⊂ N . Caso contrário, existem redes (ξl) ⊂ K e (ηl) ⊂ (E\N), tais que π(ξl) → x,
π(ηl) → x e

d(vj(ξl), vj(ηl)) < 2ε. (5.18)

Por compacidade, pode-se supor que existe ξ ∈ K com ξl → ξ e que existe v ∈ F tal
que vj(ηl) → v. Claramente, definindo-se η = ψ−1

j (x, v), tem-se que ηl → η. Portanto
ξ ∈ Ex ∩K, η ∈ Ex ∩ (E\N) e, pela equação (5.18), d(vj(ξ), vj(η)) 6 2ε < δ, o que é uma
contradição.

Definindo-se W = {X\π(K),Wx : x ∈ π(K)}, tem-se que (W , ε) pertence a OΨ(E) e é
K-subordinada a N , concluindo a demonstração.

Agora serão investigadas duas situações onde OΨ(E) também satisfaz a primeira
condição da Definição 1.17 e é, portanto, admisśıvel.
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Primeiramente quando E = X × F é um fibrado trivial. Neste caso, Ψ = (X, ψ = idE)
é um atlas de E com uma única trivialização. Então, para toda cobertura (U , ε) adaptada,
tem-se que (V , ε

2
) 6

1
2
(U , ε), sempre que V 6

1
2
U . Isto mostra que OΨ (E) satisfaz a

condição (i) de 1.17. Isto demonstra a seguinte proposição.

Proposição 5.3. Se E = X×F é um fibrado trivial, então a famı́lia OΨ(E) é admisśıvel.

A segunda situação é quando o fibrado principal Q → X pode ser reduzido a um
subfibrado P ⊂ Q cujo grupo estrutural K age na fibra F por isometrias. Este é o resultado
adequado a ser aplicado nos casos de fibrados flags associados a um fibrado principal Q,
onde o grupo estrutural é um grupo de Lie G semi-simples de centro finito.

Um subfibrado de G de um fibrado principal Q → X é um subconjunto fechado P ⊂ Q
que é um fibrado localmente trivial na topologia induzida, cujo grupo estrutural é um
subgrupo de K agindo em P por restrição da ação de G em Q e cuja projeção é a restrição
da projeção de Q, projetando-se sobre o mesmo espaço base X.

Proposição 5.4. Se o fibrado principal Q → X pode ser reduzido a um subfibrado P → X
cujo grupo estrutural K age na fibra F por isometrias, então a famı́lia OΨ(E) é admisśıvel.

Demonstração. Como é posśıvel reduzir o fibrado principal π : Q → X ao subfibrado
π : P → X, com grupo estrutural K, pela Proposição 5.3, do Caṕıtulo I de [19], pode-se
supor que o atlas Ψ = (Ui, ψi)i∈I é tal que suas funções de transição aij tomam valores
em K. Se (U , ε) é uma cobertura Ψ-adaptada, define-se (V , ε

2
), onde V é uma cobertura

aberta de X tal que

V 6
1

2
{U ∩ Ui : i ∈ I, U ∈ U}. (5.19)

Sejam agora V, W ∈ V e ξ ∈ E, tais que ξ ∈ A ∩ B, onde

A = ψ−1
i

(
(V ∩ Ui) × B ε

2
(v)

)
e B = ψ−1

j

(
(W ∩ Uj) × B ε

2
(w)

)
. (5.20)

Tem-se claramente que π(ξ) ∈ V ∩ W e, portanto, existem k ∈ I e U ∈ U tais que
V ∪ W ⊂ U ∩ Uk. Como K age em F por isometrias, então, para todos u, v ∈ F tem-se
que d(aik(x)u), aik(x)v)) = d(u, v). Isto implica, pela equação (C.34), que se η ∈ A, então

d(vk(η), vk(ξ)) = d(vi(η), vi(ξ)) < 2
ε

2
6 ε. (5.21)

Definindo-se
C = ψ−1

k ((U ∩ Uk) × Bε(vk(ξ))) , (5.22)

tem-se que A ⊂ C. Analogamente segue que B ⊂ C, o que implica que (V, ε
2
) 6

1
2
(U , ε), o

que conclui a demonstração, devido ao Lema 5.2.

5.1.2 Transitividade Local e Grupos Metrizáveis

Nesta subseção será analisada a propriedade de transitividade local do semigrupo local
Endl (E) com respeito à famı́lia OΨ(E) de todas as coberturas abertas Ψ-adaptadas, onde
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Ψ é um atlas de E. A idéia básica é combinar as ações do semigrupo local Cl (X) no espaço
base X com a ação de G na fibra F . O primeiro semigrupo local é localmente transitivo
para quaisquer famı́lias de coberturas abertas de X, como observado logo após a Definição
2.22. Portanto as principais hipóteses a serem feitas dizem respeito à ação de G em F .
Estas hipóteses são prontamente satisfeitas no caso de fibrados flag, que serão considerados
na próxima seção.

Como antes a fibra t́ıpica de E é um espaço métrico compacto (F, d). A distância entre
duas aplicações f, g : F → F na métrica do supremo é definida por

δ(f, g) = sup
w∈F

d(f (w) , g(w)). (5.23)

Um espaço métrico (F, d) é convexo se dados dois pontos u, v ∈ F , existe w ∈ F tal
que

d(u, v) = d(u,w) + d(w, v), (5.24)

denominado ponto mediano entre u e v. Neste caso, se d (x, y) < 2ε, então u, v ∈ Bε (z).

Teorema 5.5. Seja E = Q ×G F → X um fibrado associado com base paracompacta
X e tal que a fibra t́ıpica (F, d) é um espaço métrico compacto e convexo. Seja também
Ψ = (Ui, ψi)i∈I um atlas de E. Se a ação de G em F satisfaz a seguinte condição

• para todos u, v ∈ F existe g ∈ G tal que v = k · u e d(u, v) = δ(k, id),

então o semigrupo local Endl (E) é OΨ(E)-localmente transitivo em E.

Demonstração. Seja (U , ε) ∈ OΨ(E). Por definição, um elemento A ∈ (U , ε) é da forma

A = ψ−1
i ((U ∩ Ui) × Bε(v)) , (5.25)

onde U ∈ U , i ∈ I e v ∈ F . Pela Definição 2.22, dados α, ξ ∈ A, deve-se encontrar φ na
Endl (E)-vizinhança da identidade de X relativa a (U , ε) tal que φ(α) = ξ.

Definindo-se ρ = d(vi(α), vi(ξ)), tem-se que ρ < 2ε e, por hipótese, existe k ∈ G tal que
kvi(α) = vi(ξ) e δ(k, id) = ρ. Define-se φ : π−1(U ∩ Ui) → E por

φ(ψ−1
i (x, v)) = ψ−1

i (π(ξ), kv). (5.26)

Claramente tem-se que φ(α) = ξ e φ ∈ Endl (E). Resta mostrar que, para todo β ∈
π−1(U ∩ Ui), os pontos β e φ(β) estão em

ψ−1
i ((U ∩ Ui) × Bε(vβ)) , (5.27)

para algum vβ ∈ F . Para isto, observa-se que π(β) e π(φ(β)) = π(ξ) estão em U e

d(vi(β), vi(φ(β))) = d(vi(β), kvi(β)) 6 δ(k, id) = ρ < 2ε. (5.28)

Então existe vβ ∈ F tal que vi(β) e π(φ(β)) estão em Bεi
(vβ), concluindo-se a demon-

stração.
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Procede-se então na deteminação de uma situação bastante geral (que inclui os fibrados
flag), onde a condição à respeito da ação de G em F (requerida pelo Teorema 5.5) é
satisfeita.

Se G contém um subgrupo compacto e metrizável K agindo aberta e transitivamente
em F . Neste caso, existe em K uma métrica bi-invariante dK compat́ıvel com sua topologia
(c.f. [11], 12.9.1). Além disto, se v ∈ F e M = {k ∈ K : kv = v} é o seu subgrupo de
isotropia, tem-se que a aplicação φ : K/M → F , definida por φ(kM) = kv, é uma bijeção.
Além disto, se K/M está munido com a topologia quociente, então φ é um homeomorfismo,
pois o seguinte diagrama comuta

K

π

²²

bφ
''OOOOOOOOOOOOOO

K/M
φ

// F

(5.29)

e φ̂(k) = kv é, por hipótese, cont́ınua e aberta. Como K é compacto, isto implica que F
também é compacta.

A métrica de K será usada para fornecer uma métrica adaptada a F . A métrica de
Hausdorff em K/M é definida por

dH(kM, k′M) = min
a∈M

[
min
b∈M

dK(ka, k′b)

]
, (5.30)

onde k, k′ ∈ K. Isto é de fato uma métrica em K/M , pois o conjunto das classes laterais
de M a esquerda é uma partição de K. Esta métrica é claramente invariante pela ação de
K em K/M e induz a topologia quociente. De fato, a projeção canônica π : K → K/M ,
π(k) = kM , é um contração e, portanto, uma aplicação cont́ınua. Reciprocamente, se A
é um conjunto aberto na topologia quociente, então π−1(A) ⊂ K é aberto. Sejam k ∈ K
tal que kM ⊂ π−1(A) e r a distância entre (π−1A)c e kM . Como M é compacto, segue
que BH(kM, r) ⊂ A, onde BH denota a bola aberta em relação à dH , mostrando que as
topologias coincidem.

De agora em diante, a métrica de Hausdorff em F será denotada simplesmente por d.

Lema 5.6. Para todos k, k′ ∈ K, tem-se que

d(kM, k′M) = min
m∈M

dK(km, k′). (5.31)

Demonstração. De fato, pela definição e a invariância à direita da métrica dK , tem-se que

d(kM, k′M) = min
a∈M

[
min
b∈M

dK(ka, k′b)

]
= min

a∈M

[
min
b∈M

dK(kab−1, k′)

]
. (5.32)

Claramente, isto implica que

d(kM, k′M) = min
a∈M

[
min
m∈M

dK(km, k′)

]
= min

m∈M
dK(km, k′). (5.33)



96 Caṕıtulo 5. Semifluxos em Fibrados Topológicos

Olhando-se os elementos de K como homeomorfismos de F , pode-se munir F com a
métrica do supremo, definida em (5.23).

δ(k, k′) = sup
g∈K

d(kgL, k′gL), (5.34)

onde k, k′ ∈ K. Esta é também uma métrica bi-invariante em K.

Lema 5.7. δ(k, k′) 6 d(k, k′).

Demonstração. Por definiç ao e pela equação (5.31),

δ(k, k′) = sup
g∈K

[
min
m∈M

d(kgm, k′g)

]
6 sup

g∈K

d(kg, k′g) = d(k, k′). (5.35)

Agora pode-se mostrar que a condição requerida pelo Teorema 5.5, a respeito da ação
de G em F , pode ser realizada por elementos de K.

Proposição 5.8. Seja K ⊂ G um subgrupo compacto e metrizável agindo aberta e transi-
tivamente em F = K/M munida com a métrica de Hausdorff d = dH . Se u, v ∈ F , então
existe k ∈ K tal que v = k · u e δ(k, id) = d(u, v).

Demonstração. Primeiro será demonstrado que se w = aM , onde a ∈ K, então existe
b ∈ K tal que w = bM e d(w, M) = δ(b, id). Por (5.31), existe m ∈ M com d(am, 1) =
d(aM,M) = d(w,M). Definindo-se b = am, segue que w = bM e, pelo Lema 5.7,

d(w, M) = d(bM, M) 6 δ(b, id) = δ(am, id) 6 d(am, 1) = d(w,M). (5.36)

Agora sejam u = hM e v = gM , onde h, g ∈ K. Definindo-se w = g−1u, seja b ∈ K como
acima. Definindo-se k = gbg−1, tem-se que

u = gw = gbM = (gbg−1)gM = kv (5.37)

e, pela bi-invariância de δ e invariância de d em relação a ação de K em K/M , segue que

δ(k, id) = δ(b, id) = d(w,M) = d(g−1u,M) = d(u, v). (5.38)

Como corolário direto, tem-se o seguinte fato.

Corolário 5.9. A ação à esquerda de K (e portanto de G) em F é Od(F )-localmente
transitiva, onde Od(F ) é a famı́lia de todas as coberturas Bε, constitúıdas pela totalidade
das ε-bolas de X na métrica Hausdorff.
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5.1.3 Semigrupos de Sombreamento em Fibrados

Seja Q → X um fibrado principal com grupo estrutural G e base paracompacta X tal
que existe uma redução a um subfibrado P → X com grupo estrutural K, onde K é um
subgrupo compacto e metrizável de G. Sejam também σ um semifluxo de endomorfismos de
E, onde E = Q×G F → X é um fibrado associado tal que K age aberta e transitivamente
em F convexo.

Denota-se por Endl(E)t,Uε
o (Uε, t)-semigrupo de sombreamento do semifluxo σ con-

tido em Endl(E), como definido em 2.23. Combinando-se os Teoremas 5.5 e 2.28 com as
Proposições 5.8 e 5.4, obtém-se o seguinte teorema de semigrupos de sombreamento para
semifluxos em fibrados.

Teorema 5.10. A seguinte condição é necessária e suficiente para que o conjunto não-
vazio M ⊂ E seja uma componente OΨ (E)-transitiva por cadeias de σ.

• Para todo semigrupo de sombreamento Endl(E)t,Uε
, t ∈ T e Uε ∈ OΨ (E), existe um

conjunto de controle DM,t,Uε
contendo M e tal que

M =
⋂

Uε,t

(DM,t,Uε
)0 =

⋂

Uε,t

cl (DM,t,Uε
) . (5.39)

O teorema acima é o resultado principal estabelecendo a ligação entre semigrupos e
transitividade por cadeias de semifluxos. Para se utilizar a teoria de semigrupos locais em
fibrados desenvolvida no Caṕıtulo 4 é necessário considerar cada semigrupo de sombrea-
mento Endl(E)t,Uε

como sendo induzido por um semigrupo local de Endl(Q). Definindo-se

St,Uε
= {ϕ ∈ Endl(Q) : ϕE ∈ Endl(E)t,Uε

}, (5.40)

tem-se que St,Uε
é um semigrupo local gerado pelo conjunto

St,Uε
= {φ ◦ σs : φE ∈ NEndl(E),Uε

}, (5.41)

onde NEndl(E),Uε
é definido em 2.16.

Alguns dos resultados do Caṕıtulo 4 estão baseados na hipótese que as órbitas do
semigrupo em Endl(Q) são abertas. A demonstração deste fato, no caso do semigrupo
St,Uε

, depende do próximo lema, onde é utilizada a seguinte notação. Para cada i ∈ I,
U ∈ U , y ∈ U ∩ Ui e h ∈ G, define-se a aplicação φi

U,y,h ∈ Endl(Q) por

ψi ◦ φi
U,y,h ◦ ψ−1

i (x, a) = (y, ha) (5.42)

para todos a ∈ G e x ∈ U ∩ Ui.
Se q ∈ Q é tal que ψi(q) = (x, a), pela equação (C.29), tem-se que ψE

i (q · u) = (x, au),
para todo u ∈ F . Como ψi(φ

i
U,y,h(q)) = (y, ha), tem-se que a aplicação (φi

U,y,h)E ∈ Endl(E),
induzida em E por φi

U,y,h, satisfaz

ψE
i ◦ (φi

U,y,h)E ◦ (ψE
i )−1(x, v) = (y, hv), (5.43)

para todos x ∈ U ∩ Ui e v = au ∈ F .



98 Caṕıtulo 5. Semifluxos em Fibrados Topológicos

Lema 5.11. Sejam p, q ∈ Q e φ ∈ Endl(Q) tais que p = φ(q) e φE ∈ NEndl(E),Uε
. Então

existem i ∈ I, U ∈ U , g ∈ G e A uma vizinhança aberta de g em G tais que p = φi
U,π(p),g(q)

e, para todos y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A, tem-se que (φi
U,y,h)E ∈ NEndl(E),Uε

.

Demonstração. Pela Definição 2.16 e como, por hipótese, φE ∈ NEndl(E),Uε
, existem i ∈ I e

U ∈ U tais que π(q), π(p) ∈ U ∩ Ui. Como φ ∈ Endl(Q), tem-se que

ψi ◦ φ ◦ ψ−1
i (π(q), a) = (π(p), ga) (5.44)

para todo a ∈ G, onde g = gi(φ(χi(π(q)))) ∈ G. Isto implica claramente que
p = φi

U,π(p),g(q). Além disto, como φE ∈ NEndl(E),Uε
, pela equação (5.43), tem-se que

d(v, gv) < 2ε, para todo v ∈ F . Pela compacidade de F ,

0 < δ = sup
v∈F

d(v, gv) < 2ε. (5.45)

Logo, pela continuidade da ação de G em F e pelo Lema 1.21, existe A uma vizinhança
aberta de g em G tal que d(gv, hv) < 2ε − δ, para todos h ∈ A e v ∈ F . Portanto, se
h ∈ A, então

d(v, hv) 6 d(v, gv) + d(gv, hv) < 2ε (5.46)

para todo v ∈ F , o que implica, pela convexidade de F , que (φi
U,y,h)E ∈ NEndl(E),Uε

.

Proposição 5.12. Sejam q ∈ Q, t ∈ T e Uε ∈ OΨ(E). Então as órbitas St,Uε
q e S

∗

t,Uε
q

são conjuntos abertos.

Demonstração. Seja p ∈ St,Uε
q. Então p = φ(σs(q)), onde s > t e φE ∈ NEndl(E),Uε

. Pelo
Lema 5.11, existem i ∈ I, U ∈ U , g ∈ G e A uma vizinhança aberta de g em G tais que
p = φi

U,π(p),g(σs(q)) e, para todos y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A, tem-se que (φi
U,y,h)E ∈ NEndl(E),Uε

.

Portanto φi
U,y,h ◦ σs ∈ St,Uε

, para todos y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A. Isto implica que

p ∈ ψ−1
i ((U ∩ Ui) × A) ⊂ St,Uεq, (5.47)

mostrando que St,Uε
q é um conjunto aberto.

Se p ∈ S
∗

t,Uε
q, então q = φ(σs(p)), onde s > t e φE ∈ NEndl(E),Uε

. Novamente pelo
Lema 5.11, existem i ∈ I, U ∈ U , g ∈ G e A uma vizinhança aberta de g em G tais que
q = φi

U,π(p),g(σs(p)) e, para todos y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A, tem-se que (φi
U,y,h)E ∈ NEndl(E),Uε

.

Se ψi(σs(p)) = (x, a), segue que ψi(q) = (π(q), ga). Além disto, para todo b ∈ B, onde
B = A−1ga é uma vizinhança aberta de a, existe h ∈ A tal que hb = ga e, portanto, tem-se
que

φi
U,π(q),h(ψ

−1
i (y, b)) = q, (5.48)

para todo y ∈ U ∩ Ui. Portanto

p ∈ σ−1
s (ψ−1

i ((U ∩ Ui) × B)) ⊂ S
∗

t,Uε
q, (5.49)

mostrando que S
∗

t,Uε
q é também um conjunto aberto.
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Utilizando-se a Proposição 5.12, a demonstração do corolário seguinte é igual a do
Corolário 2.25

Corolário 5.13. Sejam q ∈ Q, t ∈ T e Uε ∈ OΨ(E). Então as órbitas St,Uε
q e S∗

t,Uε
q são

conjuntos abertos.

A proposição seguinte fornece a conexão entre a transitividade por cadeias do semifluxo
induzido no espaço base e a transitividade dos semigrupos de sombreamento induzidos na
base. Primeiro necessita-se de um lema.

Lema 5.14. Sejam t ∈ T e Uε ∈ OΨ (E). Para todo ε > 0, tem-se que

cl(X)t,U ⊂ (Endl(E)t,Uε)X
⊂ Cl(X)t,U , (5.50)

onde cl(X) é o semigrupo das aplicações constantes cujos domı́nios são tais que cada um
deles está contido num único elemento da famı́lia {Ui : i ∈ I}.

Demonstração. Basta mostrar as inclusões para os geradores, ou seja,

cl(X)t,U ⊂ (Endl(E)t,Uε
)X ⊂ Cl(X)t,U . (5.51)

Pela Definição 2.23, tem-se que ϕX ∈ cl(X)t,U se, e somente se, existem φX ∈ Ncl(X),U

e s > t tais que ϕX = φXσX
s . Tem-se também que ϕX ∈ (Endl(E)t,Uε

)X , se, e somente

se, existem φ ∈ NEndl(E),Uε
e s > t tais que ϕX = (φσs)X = φXσX

s . Da mesma forma,

ϕX ∈ Cl(X)t,U se, e somente se, existem φX ∈ NCl(X),U e s > t tais que ϕX = φXσX
s .

Portanto resta mostrar que

Ncl(X),U ⊂ (NEndl(E),Uε
)X ⊂ NCl(X),U . (5.52)

Se φX ∈ cl(X), então existem Ui e z ∈ X tais que dom(φX) ⊂ Ui e φX(x) = z, para todo
x ∈ domφX . Além disso, se φX ∈ Ncl(X),U , então, para cada x ∈ dom(φX), existe Ux ∈ U
tal que x, z ∈ Ux. Definindo-se φ : π−1(dom(φX)) → E por

φ(ψ−1
i (x, v)) = ψ−1

i (z, v), (5.53)

para todo ψ−1
i (x, v) ∈ dom(φ), tem-se que

ψ−1
i (x, v) e ψ−1

i (z, v) ∈ ψ−1
i ((Ux ∩ Ui) × Bε(v)) ∈ Uε. (5.54)

Isto mostra que φ ∈ NEndl(E),Uε
e que φX ∈ (NEndl(E),Uε

)X , pois φX é a induzida de φ em
X.

Por outro lado, se φX ∈ (NEndl(E),Uε
)X , então existe φ ∈ NEndl(E),Uε

tal que φX é a
induzida de φ em X. Como dom(φ) = π−1(dom(φX)), para cada x ∈ dom(φX), existe
ξ ∈ dom(φ) tal que x = π(ξ). Pela definição, existem, i ∈ I, Uξ ∈ U e vξ ∈ F tais que

ξ e φ(ξ) ∈ ψ−1
i ((Ux ∩ Ui) × Bε(v)) ∈ Uε (5.55)

e, portanto, x = π(ξ) e φX(x) = π(φ(ξ)) pertencem a Uξ, o que mostra que φX ∈ NCl(X),U .
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Proposição 5.15. O semifluxo induzido na base é transitivo por cadeias se, e somente
se, todos os semigrupos de sombreamento induzidos na base agem transitivamente.

Demonstração. Pelos comentários feitos logo após as Definições 1.17 e 2.22, a famı́lia O(X)
de todas as coberturas abertas de X é admisśıvel e os semigrupos cl(X) e Cl(X) são O(X)-
localmente transitivos. Pelo Teorema 2.28, o semifluxo σX induzido na base X é transitivo
por cadeias se, e somente se, os semigrupos de sombreamentos de σX gerados por cl(X) e
Cl(X) são transitivos em X. A proposição segue então do Lema 5.14.

Proposição 5.16. Sejam as mesmas notações e hipóteses apresentadas no Teorema 5.10.
Se a ação do grupo estrutural G em F deixa invariante uma medida de probabilidade, então
σ é transitivo por cadeias em E se, e somente se, seu semifluxo induzido em X é transitivo
por cadeias.

Demonstração. Pelo Lema 6.2 em [35], a existência de uma medida de probabilidade invari-
ante assegura que qualquer semigrupo com interior não-vazio em G age transitivamente
em F . Pela hipótese de transitividade na base e pela Proposição 5.15, os semigrupos
de sombreamento induzidos em X são transitivos. O resultado segue então do Teorema
4.27.

Quando F é compacta e G é compacto ou solúvel, a existência de medida de probabil-
idade invariante é assegurada (c.f. [44]). Tem-se portanto o seguinte corolário imediato.

Corolário 5.17. Sejam as mesmas notações e hipóteses apresentadas no Teorema 5.10.
Se o grupo estrutural G é compacto ou solúvel, então σ é transitivo por cadeias em E se,
e somente se, seu semifluxo induzido em X é transitivo por cadeias.



Caṕıtulo 6

Semifluxos em Fibrados Flag

Este é o caṕıtulo principal da tese e depende logicamente dos resultados de todas as out-
ras partes. Consideram-se semifluxos de endomorfismos de fibrados flag, cujo semifluxo
induzido na base é transitivo por cadeias.

6.1 Componentes Transitivas por Cadeias

Nesta seção e na próxima serão usadas a notação e terminologia empregadas na Seção
4.2. Seja π : Q → X um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie
∗-redut́ıvel (c.f. Definição 3.39), cuja componente semi-simples da álgebra de Lie de G é
denotada por g. Para cada Θ ⊂ Σ, onde Σ é o sistema simples de ráızes canônico de g,
seja πEΘ

: EΘ → X o fibrado flag de tipo Θ associado a π : Q → X. Se a fibra t́ıpica é o
flag maximal F, então o fibrado flag maximal associado a Q é denotado simplesmente por
E.

Seja σ um semifluxo de endomorfismos em Q. Para cada Θ ⊂ Σ, o semifluxo de
endomorfismos em EΘ induzido por σ é denotado por σΘ. A partir de agora e até o
fim deste caṕıtulo, será feita a hipótese de que o semifluxo induzido na base é transitivo
por cadeias. Pela Proposição 5.15, esta condição é equivalente a que, para cada t ∈ T e
Uε ∈ OΨ(EΘ), o semigrupo induzido em X pelo semigrupo de sombreamento Endl(EΘ)t,Uε

seja transitivo. Como Endl(EΘ)t,Uε
⊂ Endl(EΘ), todos os resultados apresentados na Seção

4.2 podem ser utilizados e, em particular, seu tipo parabólico, dado pela Proposição 4.34,
será denotado por Θt,Uε

.
Pelo Teorema 4.32, todos os conjuntos de controle de Endl(EΘ)t,Uε são da forma

DΘ
t,Uε

(w), para algum w ∈ W , onde W é o grupo de Weyl canônico de g. O lema seguinte
é conseqüência direta do Corolário 4.35 e da observação feita logo após a Definição 2.23.

Lema 6.1. Sejam t, s ∈ T, ε, δ > 0 e U ,V coberturas abertas de X. Sejam também as
seguintes afirmações

(i) s 6 t, ε 6 δ e U 6 V,

(ii) DΘ
t,Uε

(w)0 ⊂ DΘ
s,Vδ

(w)0, para todo w ∈ W e

101
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(iii) Θt,Uε
⊂ Θs,Vδ

.

Então (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

Definição 6.2. O tipo parabólico do semifluxo σ é definido por

Θ(σ) =
⋂

t,Uε

Θt,Uε
. (6.1)

e W (σ) denota o subgrupo parabólico de W de tipo Θ(σ), que é denominado subgrupo
caracteŕıstico de σ.

Para cada w ∈ W , define-se

MΘ (w) =
⋂

t,Uε

cl
(
D

Θ
t,Uε

(w)0

)
. (6.2)

Lema 6.3. Para cada w ∈ W, tem-se que MΘ (w) 6= ∅.

Demonstração. Fixando-se x ∈ X, tem-se que a famı́lia
{
cl

(
D

Θ
t,Uε

(w)0

)
∩ (EΘ)x : t ∈ T,Uε ∈ OΨ(EΘ)

}
(6.3)

possui a propriedade de interseção finita não-vazia. De fato, sejam t1, . . . , tn ∈ T e
U1

ε1
, . . . ,Un

εn
∈ OΨ(EΘ). Definindo-se t = max{t1, . . . , tn}, ε = min{ε1, . . . , εn} e

U = {U1 ∩ · · · ∩ Un : U1 ∈ U1, . . . , Un ∈ Un}, (6.4)

tem-se que t ∈ T, Uε ∈ OΨ(EΘ) e, pelo Lema 6.1, segue que

∅ 6= D
Θ
t,Uε

(w)0 ⊂ D
Θ
t1,U1

ε1
(w)0 ∩ · · · ∩ D

Θ
tn,Un

εn
(w)0, (6.5)

o que implica na propriedade de interseção finita não-vazia. Como (EΘ)x é compacto, a
interseção de seus membros é não-vazia, o que conclui a demonstração.

O próximo teorema é conseqüência direta dos Lemas 6.4 e 6.3 e do Teorema 5.10 e do
seguinte lema.

Lema 6.4. Se π : Q → X é um fibrado principal, cujo grupo estrutural G é um grupo
de Lie G semi-simples, então ele pode ser reduzido a um subfibrado P → X cujo grupo
estrutural K é um subgrupo compacto e metrizável de G transitivo em FΘ.

Demonstração. Seja G = KAN uma decomposição de Iwasawa global do grupo de Lie G.
Pelo Teorema A.20, tem-se que G/K é difeomorfo a AN , que por sua vez é difeomorfo ao
espaço vetorial a⊕n+. Pelo Teorema 5.7 do Caṕıtulo 1 em [19], existe uma seção global do
fibrado associado E = Q×G G/K. Isto implica, pela Proposição 5.6 do Caṕıtulo 1 em [19],
que o fibrado principal π : Q → X pode ser reduzido a um subfibrado P ⊂ Q cujo grupo
estrutural é o subgrupo K. A transitividade de K em FΘ segue também da decomposição
de Iwasawa global de G.
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Segue então a parametrização pelo grupo de Weyl das componentes transitivas por
cadeias de um semifluxo de endomorfismos num fibrado flag.

Teorema 6.5. Seja σ um semifluxo de endomorfismos em Q tal que o semifluxo induzido
no espaço base paracompacto seja transitivo por cadeias. Para cada Θ ⊂ Σ, o conjunto das
componentes OΨ(EΘ)-transitivas por cadeias de σΘ é

{MΘ (w) : w ∈ W}. (6.6)

O teorema seguinte mostra que, no caso do fibrado flag maximal, a ordem dinâmica
é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (σ)\W e, portanto, as
componentes de Morse estão em bijeção com este quociente.

Teorema 6.6. Tem-se que M(w) 6 M(w′) se, e somente se, W (σ)w > W (σ)w′. Em
particular, MΘ(w) = MΘ(w′) se, e somente se, W (σ)wWΘ = W (σ)w′WΘ. Além disto, a
componente de Morse MΘ = MΘ(1) é a única maximal e a componente M−

Θ = MΘ(w−)
é a única minimal, onde w− é a involução principal de W em relação a Σ, definida em
3.34.

Demonstração. Como Σ é um conjunto finito, existem t ∈ T e Uε ∈ OΨ (E) tais que
Θ (σ) = Θt,Uε

. Pela equação (6.2), tem-se que M(w) ⊂ Dt,Uε
(w)0, para todo w ∈ W .

Por definição, se M(w) 6 M(w′), tem-se que existem ξ ∈ M(w) e ξ′ ∈ M(w′) tais
que ξ′ ∈ Ω(x,Uε, t). Pela Proposição 2.26, isto implica que ξ′ ∈ (Endl(E)t,Uε

) ξ. Portanto
Dt,Uε

(w) 6 Dt,Uε
(w′) e, pelo Teorema 4.36, W (σ)w > W (σ)w′.

Reciprocamente, sejam w,w′ ∈ W tais que W (σ)w > W (σ)w′. Sejam também s ∈ T e
Vδ ∈ OΨ (E). Definindo-se

T = {U ∩ V : U ∈ U , V ∈ V}, (6.7)

r = max{s, t} e µ = min{δ, ε}, tem-se, pelo Lema 6.1, que Θr,Tµ
⊂ Θt,Uε

= Θ(σ).
Pela minimalidade de Θ(σ), segue que Θr,Tµ

= Θ(σ). Novamente pelo Teorema 4.36,
tem-se que Dr,Tµ

(w) 6 Dr,Tµ
(w′). Pela Proposição 2.11 e como M(w) ⊂ Dr,Tµ

(w)0 e
M(w′) ⊂ Dr,Tµ

(w′)0, para todos ξ ∈ M(w) e ξ′ ∈ M(w′), tem-se que ξ′ ∈
(
Endl(E)r,Tµ

)
ξ.

Novamente utilizando-se a Proposição 2.26, isto implica que ξ′ ∈ Ω(x, Tµ, r) ⊂ Ω(x,Vδ, s).
Pela arbitrariedade de s ∈ T e Vδ ∈ OΨ (E), segue que M(w) 6 M(w′).

As demais afirmações são conseqüências diretas do Teorema 4.36.

A proposição seguinte é o análogo para componentes transitivas do Corolário 4.33.

Proposição 6.7. Para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que

πΘ(M(w)) = MΘ(w). (6.8)

Demonstração. Seja ξ ∈ M(w). Pelos Teorema 5.10 e Corolário 4.33, tem-se que

πΘ(ξ) ∈ πΘ

(⋂

t,Uε

Dt,Uε(w)0

)
⊂

⋂

t,Uε

D
Θ
t,Uε

(w)0 = MΘ(w) (6.9)
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e, portanto, πΘ(M(w)) ⊂ MΘ(w).

Por outro lado, seja ξΘ ∈ EΘ\πΘ(M(w)). Como a aplicação πΘ : E → EΘ é sobrejetiva,
existe ξ ∈ E\π−1

Θ (πΘ(M(w))) tal que ξΘ = πΘ(ξ). Novamente pelo Teorema 5.10, existem
t ∈ T, ε > 0 e U cobertura aberta de X tais que ξ 6∈ π−1

Θ (πΘ(Dt,Uε
(w)0)). Como pelo

Corolário 4.33, πΘ(Dt,Uε
(w)0) = DΘ

t,Uε
(w)0, segue que ξΘ 6∈ DΘ

t,Uε
(w)0 e, portanto, ξΘ ∈

EΘ\MΘ(w), concluindo a demonstração.

No caso compacto, obtém-se a existência da decomposição de Morse minimal. O teo-
rema seguinte é conseqüência direta dos Teoremas 1.33, 6.5 e 6.6.

Teorema 6.8. Seja π : Q → X um fibrado principal localmente trivial tal que X é um
espaço compacto Hausdorff. Seja também σ um semifluxo de endomorfismos em Q tal
que o semifluxo induzido em X seja transitivo por cadeias. Para cada Θ ⊂ Σ, existe a
decomposição de Morse minimal de σΘ que é dada por

{MΘ (w) : w ∈ W} (6.10)

e está em bijeção com o quociente duplo W (σ)\W/WΘ. Além disto, no caso do fibrado flag
maximal, a ordem de Morse é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente
W (σ)\W .

6.1.1 Descrição Algébrica das Interseções com Fibras

Diferentemente das outras partes desta tese, nesta subseção serão feitas referências às
Seções 6, 7 e 9 de [5] (e às referências ali presentes) para conceitos e resultados não ex-
plicados. Será fornecida uma descrição da interseção de cada componente transitiva por
cadeias com as fibras do fibrado flag associado.

Esta descrição é feita através do conceito de tipo parabólico do semifluxo, definido em
6.2 e o resultado é apresentado no Teorema 6.13. O passo principal na sua demonstração
é o Teorema 6.11, que assegura que a componente maximal M+

Θ(σ), no fibrado flag de tipo

parabólico Θ(σ), como também a componente minimal M−
Θ∗(σ) , no fibrado flag de tipo

parabólico Θ∗(σ) (dual de Θ(σ), Seção 2 de [39]), interceptam cada fibra num único ponto.
A demonstração para semifluxos do caso M+

Θ(σ) é a mesma que para fluxos cont́ınuos (Lema

9.3 de [5]). Porém é necessária uma demonstração alternativa do caso M−
Θ∗(σ), pois em [5]

utiliza-se o fluxo regressivo, que não existe no caso de semifluxos.

Sejam x e y pontos em X e χx : Ux ⊂ X → Q e χy : Uy ⊂ X → Q seções locais tais
que x ∈ Ux e y ∈ Uy. Seja também ρx,y o cociclo local de σ relativo às seções locais χx e
χy, como definido pela equação (6.36).

Se y ∈ ω(x), então existe uma seqüência tk → +∞ tal que σtk(x) → y, de modo que
σtk(x) ∈ Uy, se k é suficientemente grande. Logo pode-se definir a seqüência gk = ρx,y(tk, x)
em G.

Por outro lado, se y ∈ ω∗(Λ−(x)), para alguma órbita negativa Λ−(x) a partir de
x, então existem seqüências yk → y e sk ∈ T tais que σsk

(yk) = yk−1, onde y0 = x e
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tk =
∑k

i=1 si → +∞. Logo existe k0 ∈ N tal que yk, σsk
(yk) ∈ Uy, para k > k0. Portanto,

neste caso, pode-se definir a seqüência

hk = ρy,x(tk, yk)
−1 (6.11)

em G. Pela definição de cociclo local, tem-se que

σsk
(χy(yk)hk) = χy(yk−1)hk−1. (6.12)

Substituindo-se por subseqüências se necessário, pode-se supor que gk e hk são ad-
misśıveis (Seção 6 de [5] e referências ali presentes) e suas imagens principais são deno-
tadas, respectivamente, por imΘ(gk) e imΘ(hk). Os seus domı́nios principais são denotados,
respectivamente, por domΘ(gk) e domΘ(hk).

O lema seguinte relaciona imΘ(gk) a M+
Θ, assim como, imΘ(hk) a M−

Θ.

Lema 6.9. Mantendo-se a notação e as hipótese acima, as seguintes afirmações são ver-
dadeiras.

(i) Se M+
Θ é regressivamente invariante e y ∈ ω(x), então χy(y) · imΘ(gk) está contido

em M+
Θ.

(ii) Se y ∈ ω∗(Λ−(x)), para alguma órbita x-regressiva Λ−(x), então χy(y) · imΘ(hk) está
contido em M−

Θ.

Demonstração. (ii) Sejam t ∈ T e Uε ∈ OΨ(EΘ) tal que

D
Θ
Uε,T (w−)0 ∩R = M−

Θ (6.13)

e Vδ ∈ OΨ(EΘ) tais que Vδ 6
1
2
Uε. Seja DΘ

t,Vδ
(w−) o conjunto de controle minimal de St,Vδ

em EΘ. Pelo Teorema 4.31, tem-se que π
(
DΘ

t,Vδ
(w−)

)
= X . Logo existe

β = χx(x) · pΘ ∈ D
Θ
t,Vδ

(w−) ∩ χx(x) · domΘ(hk), (6.14)

já que χx(x) · domΘ(hk) é denso na fibra sobre x. Define-se β0 = β e r1 = tk0 . Além disto,
para k > 1, define-se rk+1 = sk+k0 e, para k > 0,

βk+1 = χy(yk+k0) · hk+k0pΘ. (6.15)

Então

(i) φrk
(βk) = βk−1,

(ii) βk ∈ DΘ
t,Vδ

(w−) e

(iii) βk → γ := χy(y) · p′
Θ, where p′

Θ ∈ imΘ(hk).



106 Caṕıtulo 6. Semifluxos em Fibrados Flag

Claramente
γ ∈ cl(DΘ

T,Vδ
(w−) ∩ ω∗(Λ−(β))). (6.16)

Pelo Corolário 2.27, tem-se que cl
(
DΘ

T,Vδ
(w−)

)
⊂ DΘ

Uε,T (w−)0 e, pela equação (6.13), segue
que γ ∈ M−

Θ. Logo χy(y) · imΘ(hk) intercepta M−
Θ. Mas χy(y) · imΘ(hk) é conexo (ver

Proposição 2.5 de [37]) e contido em R (cf. demonstração do Lema 9.1 de [5]). Pela
Proposição 1.26, χy(y) · imΘ(hk) ⊂ M−

Θ, concluindo a demonstração.
(i) A demonstração da primeira afirmação é análoga a da segunda e pode ser encontrada

no Lema 9.1 de [5]. Ela utiliza a invariância regressiva de M+
Θ, que é verdadeira para fluxos,

mas não em geral para semifluxos.

No caso em que Θ = Θ(σ), o tipo parabólico do semifluxo, tem-se que a imagem
principal imΘ(σ)(gk) se reduz a um único ponto.

Corolário 6.10. Mantendo-se a notação e as hipóteses acima, tem-se que imΘ(σ)(gk) e
imΘ∗(σ)(hk) são conjuntos unitários.

Demonstração. O conjunto χy(y)−1 · (M+
Θ) ⊂ FΘ(σ) está contido no conjunto de controle

progressivamente invariante para todo semigrupo induzido em G a partir do ponto χy(y)
pelos semigrupos de sombreamento de σ. Em particular, escolhendo-se um semigrupo de
sombreamento de σ tal que seu tipo parabólico seja igual a Θ(σ), o conjunto de controle
progressivamente invariante está contido numa célula aberta de Bruhat. Pelo Lema 6.9, a
imagem principal imΘ(σ)(gk) está contida em χy(y)−1 ·(M+

Θ) e, portanto, está contida numa
célula aberta de Bruhat. Isto implica, pelo Corolário 2.6 de [37], que a imagem principal
imΘ(σ)(gk) é um conjunto unitário. Pela Proposição de [39], tem-se também que Θ∗(σ) é
o tipo parabólico do semigrupo inverso do semigrupo induzido em G a partir do ponto
χy(y) pelo semigrupo de sombreamento de σ de tipo Θ(σ). Como χy(y)−1 · (M−

Θ) ⊂ FΘ∗(σ)

está contido no conjunto de controle progressivamente invariante deste semigrupo inverso,
um argumento análogo mostra que a imagem principal imΘ∗(σ)(hk) também se reduz a um
único ponto.

Agora pode-se demonstrar o resultado principal sobre a propriedade estrutural das
componentes minimal e maximal de um semifluxo de endomorfismos em fibrados flag.

Teorema 6.11. Sejam M+
Θ(σ) a componente maximal do semifluxo induzido por σ no

fibrado flag EΘ(σ) e M−
Θ∗(σ) a componente minimal do semifluxo induzido por σ no fibrado

flag EΘ∗(σ). Se x ∈ X, então tem-se as seguintes afirmações.

(i) Se M+
Θ(σ) é regressivamente invariante e ω(x) 6= ∅, então M+

Θ(σ) ∩ EΘ(σ),x é um
conjunto unitário e

(ii) Se ω∗(Λ−(x)) 6= ∅, para alguma órbita x-regressiva Λ−(x), então M−
Θ∗(σ) ∩ EΘ∗(σ),x

é um conjunto unitário.

Demonstração. (ii) Denota-se A = χx(x)−1 ·M−
Θ∗(σ) ⊂ FΘ∗(σ) e fixa-se pΘ∗(σ) ∈ A. Tem-se

que existe uma câmara de Weyl A+ tal que pΘ∗(σ) é o repulsor para A+ e A está contido
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na respectiva célula aberta de Bruhat BΘ∗(σ). Escolhe-se então uma decomposição polar
G = KA+K de G (Seção 1 do Caṕıtulo IX de [15]).

Para todo y ∈ ω∗(Λ−(x)), seja a seqüência hk em G, como definido em (6.11) para
k > k0. Existem uk, vk ∈ K e lk ∈ A+ tais que hk = vklkuk. Substituindo-se, se necessário,
hk por uma subseqüência, pode-se supor que existam u, v ∈ K tais que uk → u e vk → v.
Pelo Corolário 6.10, imΘ∗(σ)(hk) é unitário. Substituindo-se, se necessário, a seção local χx

pela seção local χxu, pode-se supor que uk → 1.
Pelo Lema 6.1 de [5], existe k1 > k0 tal que, se k > k1 e p′

Θ∗(σ) 6= vpΘ∗(σ), então a

seqüência h−1
k p′

Θ∗(σ) /∈ A ⊂ BΘ∗(σ). Contudo, pela equação (6.12), tem-se que

σtk(χy(yk) · p
′
Θ∗(σ)) = χx(x)(h−1

k p′
Θ∗(σ)). (6.17)

Se k > k1, pela Proposição 1.6, segue que χy(yk) · p′
Θ∗(σ) /∈ M−

Θ∗(σ) e, portanto, a fibra

M−
Θ∗(σ) sobre yk se reduz ao ponto χy(yk) · (v

−1pΘ∗(σ)).

Isto implica que a fibra de M−
Θ∗(σ) sobre x é também unitária, pois σtk é uma bijeção

entre as fibras
(
EΘ∗(σ)

)
yk

e
(
EΘ∗(σ)

)
x

e sua inversa preserva M−
Θ∗(σ), onde novamente utiliza-

se a Proposição 1.6.
(i) A primeira afirmação é demonstrada de maneira análoga à segunda e pode ser

encontrada no Lema 9.3 de [5].

Se as hipóteses dos itens (i) e (ii) do Teorema 6.11, são satisfeitas para todo x ∈ X
pode-se definir a seção global χ : X → EΘ(σ), dada por

{χ(x)} = M+
Θ(σ) ∩ (EΘ(σ))x (6.18)

e a seção global χ∗ : X → EΘ∗(σ), definida por

{χ∗(x)} = M−
Θ∗(σ) ∩ (EΘ∗(σ))x. (6.19)

Como os gráfico destas aplicações são fechados e as fibras de EΘ(σ) e de EΘ∗(σ) são com-
pactas, segue que estas seções globais são cont́ınuas. Equivalentemente (ver [19]) elas
definem aplicações cont́ınuas f : Q → FΘ(σ) e f∗ : Q → FΘ∗(σ), dadas por

f(q) = q−1 · χ(π(q)) e f ∗(q) = q−1 · χ∗(π(q)), (6.20)

que são equivariantes, no sentido que f(qg) = g−1f(q) e f ∗(qg) = g−1f ∗(q).
Como χ(π(q)) ∈ M+

Θ(σ) e χ∗(π(q)) ∈ M+
Θ∗(σ), para todo q ∈ Q, tem-se que f(q) e

f∗(q) pertencem, respectivamente, aos conjuntos de controle progressivamente invariante e
regressivamente invariante do semigrupo induzido em G a partir de q por algum semigrupo
de sombreamento de σ. Isto implica que para todo q ∈ Q o par (f(q), f ∗(q)) pertence à
órbita G-adjunta genérica (aberta e densa)

O = {(gpΘ(σ), gp−
Θ(σ))} ⊂ FΘ(σ) × FΘ∗(σ), (6.21)
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onde pΘ(σ) = p ⊕ n−(Θ(σ)) é um ponto qualquer em FΘ(σ) e

p−
Θ(σ) = p− ⊕ n(Θ(σ)) ∈ FΘ∗(σ), (6.22)

onde p− = m ⊕ a ⊕ n− (cf. [5]). Esta órbita pode ser identificada com a órbita G-adjunta
de HΘ(σ) em g, onde HΘ(σ) ∈ cla+ é tal que Θ(HΘ(σ)) = Θ(σ). De fato, a interseção dos
normalizadores em G das subálgebras pΘ(σ) e p−

Θ(σ) é exatamente o centralizador em G de
HΘ(σ).

Por esta identificação, pode-se definir a aplicação cont́ınua H : Q → Ad(G)HΘ(σ), dada
por

H(q) = g(q)HΘ(σ) ∼ (f(q), f ∗(q)), (6.23)

que é equivariante, devido às equivarianças de f e f ∗. Equivalentemente (ver [19]) esta
aplicação define uma seção global cont́ınua ζ : X → O, onde O = Q×G Ad(G)HΘ(σ), dada
por

ζ(x) = q · H(q), (6.24)

para qualquer q ∈ Qx.
No fibrado flag maximal E → X sejam M± as componentes transitivas por cadeias,

respectivamente, maximal e minimal. Se M(w) é outra componente transitiva por cadeias,
então

M(w) = A(M(w)) ∩R(M(w)), (6.25)

onde A(M(w)) e R(M(w)) denotam os domı́nios, respectivamente, de atração e repulsão
de M(w).

Como no final da Seção 3.3, ordena-se o sistema simples de ráızes canônico Σ =
{α1, . . . , αn} e denota-se por ri a reflexão com respeito a raiz αi, por Ei = E{αi} o fi-
brado flag de tipo {αi}, por πi : E → Ei a fibração definida na Seção 4.2 e, finalmente, por
γi a operação definida por

γi(B) = π−1
i (πi(B)), (6.26)

onde B é um conjunto qualquer em E.
Com essa notação, pode-se descrever os domı́nios de atração e repulsão de M(w). A

demonstração da próxima proposição é análoga a da Proposição 9.9 em [5], devendo-se
apenas substituir no argumento as seqüências indexadas por t, ε por redes indexadas por
t,Uε.

Proposição 6.12. O domı́nio de atração de M(w) é dado por

A(M(w)) = γi1 · · · γin(M−), (6.27)

onde w−w = rin · · · ri1 é uma decomposição minimal, e domı́nio de repulsão de M(w) é
dado por

R(M(w)) = γj1 · · · γjm(M+), (6.28)

onde w = rjm
· · · rj1 é uma decomposição minimal.
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As componentes conexas dos pontos fixos da ação adjunta de exp(tH) em FΘ, onde
H ∈ Ad(G)HΘ(σ), são parametrizadas por W de modo que fixΘ(H,w) denota a componente
associada a w ∈ W (ver Seção 7 em [5]). Tem-se que

πΘ(fix(H,w)) = fixΘ(H, w) (6.29)

uma vez que a aplicação πΘ : F → FΘ, definida em (3.44), é equivariante e a ação adjunta
de exp(tH) em FΘ é gradiente em relação a uma métrica Riemanniana adequada (c.f. [12]).

Teorema 6.13. Sejam as seguintes hipóteses: M+ é regressivamente invariante e, para
cada x ∈ X,

(i) ω(x) 6= ∅ e

(ii) ω∗(Λ−(y)) 6= ∅, para alguma órbita x-regressiva Λ−(x).

Então, para cada q ∈ Q, a interseção da componente MΘ(w) com a fibra de EΘ sobre π(q)
é dada por:

MΘ(w)π(q) = q · fixΘ(H(q), w), (6.30)

onde H : Q → Ad(G)HΘ(σ) é a aplicação definida em (6.23).

Demonstração. Em primeiro lugar, observa-se que é suficiente mostrar o teorema no caso
do fibrado flag maximal E. De fato, pela Proposição 6.7 e pelas equações (4.27) e (4.28),
para todos w ∈ W e Θ ⊂ Σ, tem-se que

MΘ(w)π(q) = πΘ(M(w)π(q)) = πΘ(q · fix(H(q), w)) = q · fixΘ(H(q), w). (6.31)

Pelas Proposição 6.12 e equação (6.25), segue que

M(w) = γi1 · · · γin(M−) ∩ γj1 · · · γjm
(M+) (6.32)

e, portanto, tem-se que

M(w)π(q) = γi1 · · · γin(M−
π(q)) ∩ γj1 · · · γjm

(M+
π(q)). (6.33)

Como M+
π(q) = q · fix(H(q), 1) e M−

π(q) = q · fix(H(q), w−), o resultado segue do Corolário

7.5 em [5].

As hipóteses do Teorema são satisfeitas imediatamente para o caso de fluxos de auto-
morfismos em fibrados flag com base compacta.

Teorema 6.14. Seja πEΘ
: EΘ → X o fibrado flag de tipo Θ ⊂ Σ associado a π : Q → X

tal que X é um espaço compacto Hausdorf. Seja também ϕ um fluxo de automorfismos em
EΘ tal que o semifluxo induzido na base é transitivo por cadeias. Então, para cada q ∈ Q,
a interseção da componente MΘ(w) com a fibra de EΘ sobre π(q) é dada por:

MΘ(w)π(q) = q · fixΘ(H(q), w), (6.34)

onde H : Q → Ad(G)HΘ(ϕ) é a aplicação definida em (6.23).
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Semifluxos Não-Transitivos por Cadeias na Base

Quando o espaço base X é compacto Hausdorff, é posśıvel reduzir o caso geral de semifluxos
de endomorfismos em fibrados associados, cujos semifluxos induzidos na base podem não
ser transitivos por cadeias, ao caso transitivo por cadeias. De fato, pelo Teorema 1.29, cada
componente transitiva por cadeias MX do semifluxo induzido σX é internamente transitiva
por cadeias, isto é, a restrição de σX a MX é transitiva por cadeias. Portanto, σE

t deixa
invariante π−1

E (MX), para todo t ∈ T, e o seguinte diagrama é comutativo

T × π−1
E (MX)

(idT,πE)

²²

σE
// π−1

E (MX)

πE

²²

T ×MX
σX

// MX

(6.35)

6.1.2 Exemplos de Semifluxos e Aplicações

Semifluxos Lineares

Seja πE : E → X o fibrado vetorial de dimensão n associado a um fibrado das bases
π : BE → X, como definido no final da Seção 4.2. Um semifluxo σE : T × E → E de
endomorfismos de E, induzido por σ : T × BE → BE, é denominado semifluxo linear
associado a σ. De fato, seja Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I um atlas de BE e, para cada t ∈ T, fixam-se
x ∈ Ui e trivializações locais ψi e ψj, onde σX

t (x) ∈ Uj. A expressão de σE
t em coordenadas

locais, com relação às trivializações locais ψi e ψj é dada por

(σE
t )ij(x, v) = (σt(x), ρij(t, x)v), (6.36)

para todo v ∈ Rn, onde ρij(t, x) ∈ Gl(Rn). Isto mostra que, para cada t ∈ T, σE
t é um

isomorfismo linear entre as fibras Ex e EσX
t (x), para todo x ∈ X.

Seja πPE : PE → X o fibrado projetivo de dimensão n associado ao fibrado das bases
π : BE → X, como definido no final da Seção 4.2. O semifluxo σPE : T × PE → PE
de endomorfismos de PE induzido por σ é denominado semifluxo projetivo associado a σ.
Tem-se que o seguinte diagrama comuta

T × (E − 0)

(idT,P )

²²

σE
// E − 0

P

²²

T × PE
σPE

// PE

(6.37)

onde P : (Rn − 0) → PRn é a aplicação definida em (4.48).

Teorema de Selgrade

O grupo estrutural de π : BE → X é o Gl(Rn), cuja álgebra de Lie é gl(Rn), a álgebra
de Lie das matrizes n por n munida do comutador como colchete de Lie. Esta álgebra é
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redut́ivel e sua componente semi-simples é a subálgebra sl(Rn), das matrizes de traço zero.
Uma involução de Cartan em sl(Rn) é o automorfismo θ : sl(Rn) → sl(Rn), definido por
θA = −AT , e o produto interno associado a θ é dado por

〈A,B〉θ = −〈A, θB〉 = tr(ABT ). (6.38)

A decomposição de Cartan associada é

sl(Rn) = so(Rn) ⊕ s, (6.39)

onde so(Rn) é a subálgebra de sl(Rn), das matrizes anti-simétricas, e s é o subespaço das
matrizes simétricas de traço zero. Uma subálgebra abeliana maximal a em s é dada pelo
subespaço das matrizes diagonais de traço nulo e uma câmara de Weyl a+ ⊂ a é dada
pelo conjunto das matrizes diagonais H = diag{a1, . . . , an} satisfazendo a1 > · · · > an. Se
H ∈ cl(a+), então a1 > · · · > an e a órbita adjunta de H por Gl(Rn) é o conjunto das
matrizes diagonalizáveis de traço zero com os mesmos auto-valores de H. O conjunto das
ráızes associadas ao par admisśıvel (θ, a) é o conjunto Π dos funcionais lineares αij : a → R,
com i 6= j, definidos por αij(diag{a1, . . . , an}) = ai − aj e o sistema de ráızes simples
determinadas pelo par admisśıvel (θ, a, a+) é

Σ = {αi = αi,i+1 : i = 1, . . . , n − 1}. (6.40)

Observa-se que se H = diag{a1, . . . , an}, então Θ(H) = {αi : ai = ai+1}, pois αi(H) =
ai − ai+1, para i = 1, . . . , n − 1. Portanto, se Θ ⊂ Σ, então Θ = Θ(H) se, e somente se,

H =




λ1Id1

. . .

λsIds


 (6.41)

onde λ1 > · · · > λs e
di = max{j : αci

, αci+1, . . . , αci+j ∈ Θ}, (6.42)

onde c1 = 0 e ci = ci−1 + di−1. Portanto Θ determina o conjunto dΘ = {d1, . . . , ds}.
Pelo Teorema 6.14, no caso de base compacta e fluxo de automorfismos, a interseção

das componentes de Morse com as fibras é dada pelos pontos fixos do tipo w da aplicação
cont́ınua H : Q → Ad(G)HΘ(σ), dada por H(q) = g(q)HΘ(σ), onde HΘ(σ) é tal que
Θ(HΘ(σ)) = Θ(σ). No caso do espaço projetivo, os pontos fixos de H(q) são as projeções
dos autoespaços associados aos autovalores λ1 > · · · > λs de HΘ(σ), o que implica no
seguinte resultado clássico.

Teorema 6.15 (Selgrade-1975). Seja πE : E → X o fibrado vetorial de dimensão n
associado a um fibrado das bases π : BE → X tal que X é um espaço compacto Hausdorf.
Sejam também ϕE : T × E → E e ϕPE : T × PE → PE os fluxos, respectivamente,
linear e projetivo induzidos por um fluxo ϕ : T × BE → BE de automorfismos de BE.
Existe a decomposição de Morse minimal do fluxo ϕPE em PE. Além disto, se M é uma
componente de Morse em PE, então P−1(M) ∪ 0 é um subfibrado vetorial de E.
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Semifluxos Linearizados

Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n e f : M → M uma submersão
sobrejetiva. O levantamento de f ao conjunto BM das bases de M (Seção 4.2) é a aplicação
F : BM → BM dada por

F (q) = dπ(q)f ◦ q, (6.43)

onde q ∈ BM e π : BM → M é o fibrado das bases de M . Tem-se que o seguinte diagrama
é comutativo

BM

π

²²

F // BM

π

²²

M
f

// M

(6.44)

e, de fato, F é um endomorfismo de BM .
Um semifluxo σM : T × M → M é denominado diferenciável se σM

t : M → M é
uma submersão sobrejetiva, para todo t ∈ T. O semifluxo linearizado de um semifluxo
diferenciável σM é a aplicação σ : T × BM → BM definida por

σt(q) = dπ(q)σ
M
t ◦ q, (6.45)

onde t ∈ T e q ∈ BM . Tem-se que σ é um semifluxo de endomorfismos de BM e o seguinte
diagrama comuta

T × BM

(idT,π)
²²

σ // T × BM

(idT,π)

²²

T × M
σM

// M

(6.46)

Semifluxos Hamiltonianos

Seja M uma variedade simplética de dimensão 2n, onde ω é a sua forma simplética. Uma
submersão sobrejetiva f : M → M é denominada simplectomorfismo se (dxf)∗ω = ω, para
todo x ∈ M . Neste caso, o levantamento F : BM → BM de f deixa invariante o conjunto
SpM das bases simpléticas de M (Seção 4.2) e, portanto, é um endomorfismo do fibrado
simplético πSpM : SpM → M de M . De fato, se q ∈ SpM , então

F (q)∗ω = q∗ ◦ (dπ(q)f)∗ω = ω0, (6.47)

pois q∗ω = ω0.
Um semifluxo σM : T × M → M é denominado Hamiltoniano se σM

t : M → M é um
simplectomorfismo, para todo t ∈ T. Neste caso, seu fluxo linearizado σ : T×BM → BM
é tal que σt : BM → BM deixa SpM invariante, para todo t ∈ T. A restrição de σ a SpM
é denominada semifluxo linearizado simplético de σM .

Se σM : T × M → M é um fluxo Hamiltoniano, ele deixa invariante a seguinte forma
de volume

µ = ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n vezes

. (6.48)
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Logo, pelo Teorema de Recorrência de Poincarré, segue que σM é transitivo por cadeias.
O resultado resultado seguinte é então uma conseqüência direta dos Teoremas 6.8 e 6.14.

Teorema 6.16. Sejam M uma variedade simplética compacta e σM : T × M → M um
semifluxo Hamiltoniano. Seja também πIIM : IIM → M o fibrado associado fibrado
simplético de M , cuja fibra t́ıpica é o flag isotrópico de ı́ndice I = (i1, . . . , il) (Seção
4.2). Então existe a decomposição de Morse minimal do semifluxo induzido em IIM pelo
semifluxo linearizado simplético de σM . Esta decomposição de Morse está em bijeção com
o quociente duplo W (σ)\W/WΘ. Além disto, se ϕM : T × M → M é um fluxo Hamiltoni-
ano, a interseção das componentes de Morse minimais com as fibras é uma subvariedade
algébrica do flag isotrópico de ı́ndice I.

Semifluxos de Isometrias e Holomorfos

De maneira análoga ao caso simplético, se M é uma variedade semi-Riemanniana de tipo
(a, b) e ϕM : T × M → M é um fluxo de isometrias associado a um campo de Killing,
pode-se definir fluxo linearizado isométrico de ϕM , que é um fluxo de automorfismos do
fibrado semi-Riemanniano de tipo (a, b) de M . No caso Lorentziano, quando a = 1 e b = n,
pode-se induzir o fluxo linearizado isométrico no fibrado πLuM : LuM → M associado ao
fibrado Lorentziano de M e cuja fibra t́ıpica é o flag Lu(Rn+1) dos subespaços de tipo luz
em Rn+1 (Seção 4.2). Tais fluxos induzidos fornecem informações sobre a dinâmica dos
raios de luz no contexto da relatividade geral.

De modo similar, pode-se aplicar os resultados aqui apresentados para se estudar os
fluxos linearizados de fluxos de aplicações holomorfas numa variedade complexa.

Limites Quasi-Projetivos

Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples real e não-compacta e G um grupo de Lie conexo
com álgebra de Lie g e centro finito. Se (gn) é uma seqüência arbitrária em G, ela pode
não possuir qualquer subseqüência convergente, uma vez que G não é um espaço compacto.
Considerando-se os elementos de (gn) como difeomorfismos do flag FΘ de tipo Θ, definindo-
se gn : FΘ → FΘ por gn(pΘ) = gnpΘ, esta seqüência possui subseqüência convergente na
topologia da convergência pontual, uma vez que FΘ é um espaço compacto. Um limite
quasi-projetivo de (gn) associado ao flag FΘ de tipo Θ é o limite de alguma subseqüência
convergente de (gn) na topologia da convergência pontual.

Uma abordagem dinâmica destes limites quasi-projetivos é dada da seguinte maneira.
Seja v ⊂ g uma vizinhança conexa e compacta da identidade tal que a exp : g → G é um
difeomorfismo entre v e V = exp(v). Define-se

Bg = {H : Z → v} ⊂ l∞(Z, g) (6.49)

onde l∞(Z, g) = (l1(Z, g))∗ é o conjunto das seqüências duplas e limitadas munido da
topologia fraca*.

Lema 6.17. O conjunto Bg é compacto e metrizável na topologia fraca*.
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Demonstração. A demonstração é análoga a do Lema 4.2.1 de [7].

Pode-se definir um fluxo em Bg dado pela aplicação ϕ : T × Bg → Bg, onde

ϕ(i,H)(j) = H(i + j) (6.50)

para todos i, j ∈ Z.

Lema 6.18. A aplicação ϕ é um fluxo transitivo por cadeias em Bg.

Demonstração. A demonstração é semelhante a do Lema 4.2.4 e da Proposição 4.2.7 de
[7].

Definindo-se a aplicação f : Bg → G por f(H) = exp(H(1)), tem-se que f é uma
aplicação cont́ınua, uma vez que é composição de aplicações cont́ınuas. Analogamente ao
apresentado no ińıcio da Seção 5.1, o cociclo de Bg em G gerado por f e associado a ϕ é
dado por

ρ(i, H) =





f(ϕi−1(H)) · · · f(H), i > 0
f(ϕi(H))−1 · · · f(ϕ−1(H))−1, i < 0
1, i = 0

, (6.51)

onde i ∈ Z e H ∈ Bg.
Cada H ∈ Bg induz uma seqüência (hn) em G dada por hn = ρ(n,H). Por outro lado,

dada uma seqüência (gn) em G, existe H ∈ Bg tal que gn = ρ(in, H), para algum in > 0. De
fato, como G é um grupo de Lie conexo, todo elemento seu pode ser escrito como produto
de elementos de uma vizinhança pre-fixada da identidade. Portanto

g1 = hi1hi1−1 · · ·h2h1, (6.52)

onde hj ∈ V = exp(v), para cada 1 6 j 6 i1. Procedendo-se indutivamente, existe in+1 > 0
tal que

gn+1g
−1
n =

in+1∏

j=in+1

hj, (6.53)

onde hj ∈ V , para cada in < j 6 in+1. Definindo-se H : Z → v por H(j) = log(hj) se
j > 0 e H(j) = 0 se j 6 0, tem-se que

gn =
in∏

j=1

hj =
in∏

j=1

f(ϕj−1(H)) = ρ(in, H). (6.54)

Tem-se então que o estudo dos limites quasi-projetivos de seqüências em G é reduzido ao
estudo do comportamento assintótico do cociclo ρ. De fato, este estudo é realizado através
da análise do comportamento assintótico do fluxo ΦΘ de produto cruzado associado a ρ,
definido no fibrado flag Bg × FΘ e dado por

ΦΘ
i (H, pΘ) = (ϕi(H), ρi(H)pΘ), (6.55)
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onde H ∈ Bg e pΘ ∈ FΘ. Este é um fluxo de automorfismos de Bg×FΘ induzido pelo fluxo
Φ de produto cruzado associado a ρ, definido no fibrado principal Bg × G por

Φi(H, g) = (ϕi(H), ρi(H)g), (6.56)

onde H ∈ Bg e g ∈ G.
Os resultado desenvolvidos nesta tese podem, portanto, ser aplicados ao estudo dos

limites quasi-projetivos de seqüências em G. Em particular, para cada pΘ ∈ FΘ, os posśıveis
limites de subseqüências da seqüência (gnpΘ) pertencem ao conjunto omega limite do fluxo
ΦΘ, que por sua vez está contido em alguma componente da decomposição de Morse
minimal de ΦΘ.



Apêndice A

Teoria de Lie Semi-Simples Real

Um espaço vetorial real g munido de um produto bilinear anti-simétrico [·, ·] : g × g → g

satisfazendo a identidade de Jacobi

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, (A.1)

para todos X,Y, Z ∈ g, é denominada uma álgebra de Lie real. A representação adjunta
da álgebra, ad : g → gl(g), é definida por ad(X)Y = [X, Y ], onde X, Y ∈ g e gl(g) é a
álgebra de Lie das transformações lineares de g tendo como colchete de Lie o comutador.
Pela identidade Jacobi, cada elemento ad(X) da imagem da representação adjunta é uma
derivação de g, ou seja, para todos Y, Z ∈ g

ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z]. (A.2)

A imagem da representação adjunta é uma subálgebra da álgebra das derivações de g e é
denominada álgebra das derivações internas de g.

Um automorfismo da álgebra é uma tranformação linear invert́ıvel φ tal que φ[X, Y ] =
[φX, φY ], ou equivalentemente ad(X)φY = φad(φ−1X)Y , para todo X, Y ∈ g. O con-
junto dos automorfismos da álgebra Aut(g) é um subgrupo fechado do grupo linear geral
GL(g), das transformações lineares inverśıveis de g. Se φ é um automorfismo e g∗ é o
dual da álgebra g, a adjunta φ∗ : g∗ → g∗ é definida como φ∗α = α ◦ φ−1, onde α ∈ g∗.
Como a exponencial de uma derivação da álgebra é um automorfismo da álgebra (Página
126, Caṕıtulo II, Parágrafo 5 de [15]), o subgrupo Int(g) gerado pelas exponenciais das
derivações internas é denominado de automorfismos internos da álgebra.

Se h é uma subálgebra de g, a imagem ad(h) de h pela representação adjunta de g é
uma subálgebra da subálgebra das derivações internas de g e é denominada subálgebra das
derivações internas de h em g. O subgrupo Int(h) gerado pelas exponenciais das derivações
internas de h em g é denominado de automorfismos internos de h em g.

A forma de Cartan-Killing é definida como a forma bilinear simétrica dada pela seguinte
expressão

〈X, Y 〉 = tr(ad(X)ad(Y )). (A.3)

117
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Uma álgebra de Lie real g é semi-simples quando seu radical solúvel r(g) é nulo, o
que é equivalente à sua forma de Cartan-Killing ser não-degenerada (c.f. Teorema 3.9 de
[38]). Neste caso, sua representação adjunta é injetora, ou seja, seu núcleo é trivial, o
que é equivalente ao centro z(g) da álgebra ser trivial (Corolário 6.2, Página 132, Caṕıtulo
II de [15]). Outro fato relevante é que toda derivação é de fato uma derivação interna
(Proposição 6.4, Página 132, Caṕıtulo II de [15]), o que implica que, neste caso, Int(g) é a
componente da identidade de Aut(g) e, portanto, um subgrupo fechado. A partir de agora
e até o final deste caṕıtulo, supõe-se que g é uma álgebra de Lie real semi-simples.

A.1 Decomposições de Cartan e de Iwasawa

Um automorfismo de g é uma involução quando a sua composição consigo mesmo é a
identidade. Dado uma involução θ de g, a forma bilinear não-degenerada associada à θ é
definida por

〈X,Y 〉θ = −〈X, θY 〉, (A.4)

para todo X,Y ∈ g, o subespaço compacto associado à θ é dado por

k = {X ∈ g : θX = X} (A.5)

e subespaço simétrico associado à θ é dado por

s = {Y ∈ g : θY = −Y }. (A.6)

Tem-se que a projeção κ : g → k sobre k paralela à s é definida por

κ(X) =
1

2
(X + θX) (A.7)

e a projeção σ : g → s sobre s paralela à k é definida por

σ(X) =
1

2
(X − θX), (A.8)

pois claramente k ∩ s = ∅ e κ + σ = id, o que implica que g é soma direta de k mais s,
denominada de decomposição de g associada à θ. Pelas definições de k e de s, tem-se que

[k, k] ⊂ k, [k, s] ⊂ s e [s, s] ⊂ k, (A.9)

o que implica que k é uma subálgebra, o que não ocorre com s. Entretanto, a segunda
relação acima mostra que k não é de fato um ideal de g.

Lema A.1. Se ψ é um automorfismo interno de k em g, então ψk = k e ψs = s e,
equivalentemente, ψθψ−1 = θ.

Demonstração. Se ψ é um automorfismo interno de k em g, então ψ = ead(X), para algum
X ∈ k. Pelas relações (A.9), tem-se que ψk ⊂ k e ψs ⊂ s. O resultado segue por argumento
de dimensão, já que ψ é um isomorfismo em g.
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Uma involução θ da álgebra é denominada uma involução de Cartan se a sua forma
bilinear associada é de fato um produto interno em g. Neste caso, a decomposição g = k⊕s

é denominada de decomposição de Cartan de g associada à θ.

Teorema A.2. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Então existe uma única
involução de Cartan θ a menos de conjugação por automorfismo interno.

Demonstração. Teorema 6.3, Página 181, e Teorema 7.2, Página 183, Caṕıtulo III de
[15].

Se φ é um automorfismo de g, então

〈φX, φY 〉 = 〈X, Y 〉, (A.10)

para todo X, Y ∈ g (c.f. Teorema 3.6 de [38]). Definindo-se θ = φθφ−1, tem-se que θ é
uma involução de Cartan, já que

〈φX, φY 〉θ = 〈X, Y 〉θ. (A.11)

Logo, se g = k ⊕ s é a decomposição de Cartan associada à θ, então k = φk e s = φs e
portanto o Teorema A.2 implica no seguinte.

Teorema A.3. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Então existe uma única
decomposição de Cartan de g a menos de conjugação por automorfismo interno. Além
disso, se φ é um automorfismo da álgebra e g = k⊕s é a decomposição de Cartan associada
à involução de Cartan θ, então g = φk ⊕ φs é a decomposição de Cartan associada à
involução de Cartan φθφ−1.

Para que θ seja uma involução de Cartan é equivalente que a forma de Cartan-Killing
seja negativa semi-definida, quando restrita a k, e positiva semi-definida, quando restrita a
s. De fato, isto é conseqüência da seguinte proposição.

Proposição A.4. Se X ∈ k e Y ∈ s, então ad(X) é anti-simétrica e ad(Y ) é simétrica
em relação à 〈·, ·〉θ. Além disso, k e s são ortogonais tanto em relação à 〈·, ·〉θ quanto em
relação à forma de Cartan-Killing.

Demonstração. Sejam Z, Z ′ ∈ g. Pela definição 〈ad(X)Z,Z ′〉θ = −〈ad(X)Z, θZ ′〉.
Pela Proposição 3.6 de [38], tem-se que 〈ad(X)Z, Z ′〉θ = −〈Z, ad(X)θZ ′〉. Mas,
como ad(X)θZ ′ = θad(X)Z ′, pois θ é automorfismo involutivo e X ∈ k, segue que
〈ad(X)Z,Z ′〉θ = −〈Z, ad(X)Z ′〉θ, o que implica que ad(X) é anti-simétrica em relação
à 〈·, ·〉θ. Analogamente tem-se que ad(Y ) é simétrica em relação à 〈·, ·〉θ, se Y ∈ s. Como θ
é automorfismo, 〈X, Y 〉 = 〈θX, θY 〉 = −〈X, Y 〉, o que implica que 〈X, Y 〉 = 0. De maneira
análoga obtem-se o mesmo em relação à 〈·, ·〉θ.

A próxima proposição mostra que se h é uma subálgebra semi-simples invariante por
θ, então a restrição de θ a h é uma involução de Cartan de h. Para isto é necessário o
seguinte resultado de Álgebra Linear.



120 Apêndice A. Teoria de Lie Semi-Simples Real

Lema A.5. Seja V um espaço vetorial real com produto interno 〈·, ·〉. Se uma trans-
formação linear T : V → V é simétrica (anti-simétrica) em relação a 〈·, ·〉, então T 2 é
positiva (negativa) semi-definida.

Demonstração. Em ambos os casos T 2 é simétrica e, portanto, diagonalizável, pelo Teorema
Espectral. Sejam a ∈ R auto-valor de T 2 e v ∈ V um auto-vetor unitário associado. Se T
é simétrica, tem-se que

a = a〈v, v〉 = 〈v, T 2(v)〉 = 〈T (v), T (v)〉 > 0 (A.12)

e se T é anti-simétrica, tem-se que

a = a〈v, v〉 = 〈v, T 2(v)〉 = −〈T (v), T (v)〉 6 0, (A.13)

concluindo-se a demonstração do lema.

Proposição A.6. Sejam θ uma involução de Cartan de g e h uma subálgebra semi-simples
invariante por θ, isto é, tal que θh = h. Então a restrição θh = θ|h : h → h é uma involução
de Cartan de h.

Demonstração. Seja h = kh ⊕ sh a decomposição de g associada à θh. Pelo comentário
que precede à Proposiç ao A.4, basta mostrar que a forma de Cartan-Killing de h seja
negativa semi-definida, quando restrita a kh, e positiva semi-definida, quando restrita a sh.
Se X ∈ kh, tem-se que X ∈ k ∩ h. Pela Proposiç ao A.4, segue que adg(X) : g → g é
anti-simétrica em relação ao produto interno associado a θ. Pelo Lema A.5, tem-se que
adg(X)2 é negativa semi-definida. Como h é subálgebra e X ∈ h, segue que

adh(X)2 = adg(X)2|h, (A.14)

mostrando que adh(X)2 é negativa semi-definida. Portanto

〈X, X〉h = tr(adh(X)2) 6 0, (A.15)

o que implica que a forma de Cartan-Killing de h restrita a kh é negativa semi-definida. De
maneira análoga, mostra-se que a forma de Cartan-Killing de h é positiva semi-definida,
quando restrita a sh, concluindo-se a demonstração.

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie semi-simples real g. A representação
I : G → Int(G) do grupo nos seus automorfismos internos Int(G) é definida por I(g)(h) =
ghg−1. Tem-se que o seguinte diagrama é comutativo (c.f. Equação (3), Página 127,
Parágrafo 5, Caṕıtulo II de [15])

g

exp

²²

d1I(g)
// g

exp

²²

G
I(g)

// G

(A.16)
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A representação adjunta do grupo, Ad : G → Gl(g), é definida por Ad(g)X = d1I(g)X,
onde g ∈ G, X ∈ g e 1 é a identidade em G. Pelo diagrama anterior,

g exp(X)g−1 = I(g)(exp(X)) = exp(Ad(g)X). (A.17)

A representação Ad é um homomorfismo anaĺıtico, o seu núcleo é o centro Z(G) do
grupo e a aplicação induzida no quociente é um isomorfismo anaĺıtico entre G/Z(G) e
o grupo adjunto Ad(G) (Corolário 5.2, Página 129, Caṕıtulo II de [15]). No caso semi-
simples, o centro de G é um grupo discreto, pois sua álgebra de Lie é o centro z(g) da
álgebra, que é trivial. O seguinte diagrama também é comutativo

g

exp

²²

d1Ad
// gl(g)

e

²²

G
Ad

// Gl(g)

(A.18)

A diferencial da representação adjunta do grupo na identidade é na verdade a repre-
sentação adjunta de sua álgebra, ou seja, d1AdX = ad(X) = [X, ·] (c.f. Equações (4) e
(5), Página 128, Parágrafo 5, Caṕıtulo II de [15]). A comutatividade do diagrama acima
pode então ser expressa pela seguinte igualdade

Ad(exp(X)) = ead(X). (A.19)

No caso conexo, o grupo adjunto é exatamente o subrgupo dos automorfismos internos
da álgebra Int(g) e, quando a álgebra é semi-simples, é portanto um subgrupo fechado de
GL(g). Definindo-se K como o subgrupo de Lie conexo gerado por exp(k), tem-se que o
sua imagem pela representação adjunta é um subgrupo compacto.

Proposição A.7. Ad(K) é um subgrupo compacto de GL(g) de transformações lineares
〈·, ·〉θ-ortogonais.

Demonstração. Pela equação (A.19), tem-se que Ad(K) é o subgrupo gerado por ead(k).
Definindo-se

Oθ = {T ∈ GL(g) : 〈TX, TY 〉θ = 〈X,Y 〉θ,∀X,Y ∈ g} (A.20)

tem-se que Oθ é um subgrupo compacto de GL(g) e, pela Proposição A.4, Ad(K) ⊂
Oθ. Basta então mostrar que Ad(K) é um subgrupo fechado em GL(g). Definindo-se
Θ : GL(g) → GL(g), por Θ(T ) = θTθ, tem-se que dΘ1 : gl(g) → gl(g), dada por
dΘ1(D) = θDθ, é tal que dΘ1(ad(X)) = θad(X)θ = ad(θ(X)). Como ad é injetora, ad(k)
é a interseção do conjunto dos pontos fixos de dΘ1 com ad(g). O conjunto dos pontos fixos
de Θ é um subgrupo fechado cuja álgebra de Lie é o conjunto dos pontos fixos de dΘ1.
Logo Ad(K) é a componente conexa da interseção do subgrupo dos pontos fixos de Θ com
Ad(G) e portanto é um subgrupo fechado.

Corolário A.8. O grupo K é compacto se, e somente se, o centro de G é finito.
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Demonstração. O centro de G está contido no subgrupo K (Teorema 1.1, Página 252,
Caṕıtulo VI de [15]). Portanto o isomorfismo anaĺıtico induzido por Ad no quociente
G/Z(G) induz um isomorfismo entre K/Z(G) e o grupo compacto Ad(K). Logo se o
centro de G for finito, K é compacto. Por outro lado, como G é semi-simples, Z(G) é
discreto e, portanto, é finito, quando K for compacto.

Se H e L são um subgrupo do grupo de Lie G, o normalizador NL(H) de H em L é
definido por

NL(H) = {l ∈ L : I(l)(H) = lHl−1 = H} (A.21)

e o centralizador ZL(H) de H em L por

ZL(H) = {l ∈ L : I(l)|H = idH}. (A.22)

Se h é uma subálgebra da álgebra de Lie g, o normalizador NL(h) de h em L é definido
por

NL(h) = {l ∈ L : Ad(l)h = h} (A.23)

e o centralizador ZL(h) de h em L por

ZL(h) = {l ∈ L : Ad(l)|h = idh}. (A.24)

Por outro lado, se l é uma subálgebra de Lie de g, então o normalizador nl(h) de h em
l é definido por

nl(h) = {X ∈ l : ad(X)h ⊂ h} (A.25)

e o centralizador zl(h) de h em l por

zl(h) = {X ∈ l : ad(X)|h = 0}. (A.26)

Se X ∈ g, o normalizador de X em l é, por definição, o normalizador da álgebra
abeliana gerada por X em l. Da masma forma, o centralizador de X em l é o centralizador
da álgebra abeliana gerada por X em l. Denotando-se o centralizador de h em g por z(h),
tem-se que zl(h) = z(h) ∩ l.

Proposição A.9. Se l é a álgebra de Lie de L, então as álgebras de Lie de NL(h) e de
ZL(h) são respectivamente nl(h) e zl(h). Se H é um subgrupo de Lie conexo com álgebra
de Lie h, então NL(H) = NL(h) e ZL(H) = ZL(h).

Demonstração. A demonstração é conseqüência direta das equações (A.17) e (A.19).

Um subespaço h ⊂ g é estável por uma tranformação linear T : g → g se T (h) ⊂ h. Se
h é estável pela involução de Cartan, h pode ser escrito como soma direta de κ(h) = h ∩ k

e σ(h) = h ∩ s, onde κ e σ são as projeções definidas pelas Equações (A.7) e (A.8), pois
κ(h) ⊂ h e σ(h) ⊂ h.

Proposição A.10. Existe a uma subálgebra abeliana maximal contida em s. Além disso,
z(a) = m ⊕ a, soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal, onde a é o centralizador de a em s e m denota
o centralizador de a em k.
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Demonstração. Se a é uma álgebra abeliana de s com dimensão máxima, então a é maximal
em s. Além disso, o centralizador z(a) de a em g é estável por θ, pois [θX, Y ] = θ[X, θY ] =
−θ[X, Y ] = 0, se X ∈ z(a) e Y ∈ a ⊂ s. Portanto z(a) = (z(a)∩ k)⊕ (z(a)∩ s). Claramente
z(a) ∩ s = a, pois a ⊂ z(a) ∩ s e a é maximal abeliana em s. Pela Proposição A.4, a
decomposição z(a) = m ⊕ a é uma soma direta ortogonal em relação a 〈·, ·〉θ.

Teorema A.11. Seja g = k ⊕ s uma decomposição de Cartan da álgebra de Lie semi-
simples real g. Então existe uma única subálgebra abeliana maximal a ⊂ s menos de
conjugação por automorfismo interno de k em g. Além disso, se φ é um automorfismo da
álgebra e m é o centralizador de a em k, então φa é uma subálgebra abeliana maximal de
φs e φm é o centralizador de φa em φk.

Demonstração. A existência é decorrência da Proposição A.10 e a unicidade decorre do
Teorema A.38. Sejam a uma subálgebra abeliana maximal em s e φ um automorfismo da
álgebra. Seja h uma subálgebra abeliana em φs tal que φa ⊂ h. Como φ é automorfismo,
φ−1h é abeliana em s tal que a ⊂ φ−1h. A maximalidade de a implica que φ−1h = a e
portanto que h = φa, o que mostra a maximalidade de φa. Se X ∈ m, então [φH, φX] =
φ[H, X] = 0, para todo H ∈ a, o que mostra que φm está contida no centralizador de φa

em φk. A outra inclusão é obtida de maneira similar.

Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples real, g = k ⊕ s uma decomposição de Cartan
associada a involução de Cartan θ e a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal. Então (θ, a)
é denominado um par admissível de g. Pelo Teorema B.49, a álgebra g pode ser escrita
como a soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal

g = m ⊕ a ⊕
∑

α∈Π

gα, (A.27)

denominada decomposição em espaço de ráızes associadas ao par (θ, a), onde o conjunto
Π é denominado conjunto das ráızes do par (θ, a), os funcionais lineares α : a → R são
conhecidos como ráızes e cada subespaço gα é denominado espaço associado à raiz α, tais
que, se H ∈ a e X ∈ gα, então

ad(H)X = α(H)X. (A.28)

Teorema A.12. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Então existe uma única
decomposição em espaço de ráızes a menos de conjugação por automorfismo interno da
álgebra g. Além disso, se φ é um automorfismo da álgebra g e g = m ⊕ a ⊕

∑
α∈Π gα é a

decomposição em espaço de ráızes associadas ao par (θ, a), então

g = φm ⊕ φa ⊕
∑

α∈Π

φgα, (A.29)

é a decomposição em espaço de ráızes associadas ao par (φθφ−1, φa). O conjunto das ráızes
desta decomposição é

φ∗Π = {φ∗α : α ∈ Π} (A.30)
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onde φ∗α = α ◦ (φ|a)
−1 e

φgα = gφ∗α. (A.31)

Demonstração. Pelo Teorema A.3, g = φk ⊕ φs é a decomposição de Cartan associada à
involução de Cartan φθφ−1 e, pelo Teorema A.11, φa é uma subálgebra abeliana maximal
de φs e φm é o centralizador de φa em φk. Pela Equação (A.11), a decomposição (A.40) é
uma soma direta 〈·, ·〉φθφ−1-ortogonal. Além disso, se H ∈ a e X ∈ gα, então

ad(φH)φX = φad(H)X = φα(H)X = α(φ−1φH)φX = φ∗α(φH)φX (A.32)

e portanto φgα ⊂ gφ∗α. Aplicando-se este resultador com φ−1 no lugar de φ, obtém-se que

φ−1gφ∗α ⊂ g(φ−1)∗φ∗α = gα, (A.33)

o que implica na igualdade. A existência de uma decomposição em espaço de ráızes é
garantida pelos Teoremas A.11 e B.49. Para mostrarmos a unicidade sejam dados dois
pares (θ, a) e (θ, a). Pelo Teorema A.3, existe um automorfismo interno ϕ da álgebra g

talque ϕθϕ−1 = θ. Pelo Teorema A.11, existe um automorfismo interno ψ da álgebra k tal
que ψϕa = a. Pelo Lema A.1, tem-se ψθψ−1 = θ e portanto φ = ψϕ é o automorfismo
interno que leva o par (θ, a) no par (θ, a).

Corolário A.13. Se ψ um automorfismo interno de k em g tal que ψa = a, então ψ∗Π =
Π.

Demonstração. Pelo Lema A.1, como ψ é um automorfismo interno de k em g, então
ψθψ−1 = θ.

As câmaras de Weyl associadas ao par admissível (θ, a) são definidas como as compo-
nentes conexas do conjunto {H ∈ a : α(H) 6= 0, ∀α ∈ Π}. Escolhendo-se uma das câmaras
como a câmara positiva a+, pode-se definir o conjunto das ráızes positivas associado à a+

como Π+ = {α ∈ Π : α|a+ > 0} e definir

n =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π+

g−α. (A.34)

Lema A.14. Se θ é a involução de Cartan, então θgα = g−α e θn = n−.

Demonstração. Como θ|a = −id, tem-se que θ∗ = −id e o lema segue do Teorema A.12.

Proposição A.15. Sejam (θ, a) um par admissível de g e φ um automorfismo de g. As
câmaras de Weyl associadas ao par (φθφ−1, φa) são a imagem por φ|a das câmaras de Weyl
associadas ao par (θ, a). Além disso, se Π+ é o conjunto das ráızes positivas associada a
câmara a+ em a, então φ∗Π+ é o conjunto das ráızes positivas associada a câmara φa+ em
φa.
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Demonstração. As câmaras de Weyl associadas ao par (φθφ−1, φa) são a imagem por φ das
câmaras de Weyl associadas ao par (θ, a), já que

{φH ∈ φa : φ∗α(φH) 6= 0,∀α ∈ Π} = φ{H ∈ a : α(H) 6= 0,∀α ∈ Π}, (A.35)

pois φ∗α(φH) = α(H). Se Π+ = {α ∈ Π : α|a+ > 0} é o conjunto das ráızes positivas
associada a câmara a+ em a, então φ∗Π+ é o conjunto das ráızes positivas associada a
câmara φa+ em φa, pois

φ∗Π+ = {φ∗α ∈ φ∗Π : α|a+ > 0} = {φ∗α ∈ φ∗Π : φ∗α|φa+ > 0}. (A.36)

Corolário A.16. Se ψ um automorfismo interno de k em g tal que ψa = a, então ψ|a
permuta as câmaras de Weyl associadas ao par (θ, a).

Proposição A.17. As restrições das projeções κ e σ à subálgebra n são injetoras e,
portanto, isomorfismos sobre suas imagens. Além disso, tem-se as seguintes decomposições
em somas 〈·, ·〉θ-ortogonais k = m ⊕ κ(n) e s = a ⊕ σ(n).

Demonstração. Pelo Lema A.14 e pela Equação A.27, se X ∈ n, então 2σ(X) = X − θX ∈
n⊕ n−. Portanto se σ(X) = 0, então X = 0, o que mostra que a restrição da projeção σ à
subálgebra n é injetora.

Para se mostrar que s = a ⊕ σ(n), utiliza-se a decomposição em espaço de ráızes
g = m ⊕ a ⊕ n ⊕ n−. Sejam X ∈ s e L ∈ m, H ∈ a, Y ∈ n e Z ∈ n− tais que
X = L + H + Y + Z. Como

L + H + Y + Z = X = −θX = −L + H − θY − θZ, (A.37)

tem-se que L = 0 e, pelo Lema A.14, segue que Z = −θY . Portanto X = H + Y − θY ∈
a ⊕ σ(n), mostrando que s ⊂ a ⊕ σ(n). Uma vez que a a e σ(n) estão contidos em s,
obtem-se a igualdade.

A injetividade da projeção κ e a decomposição k = m ⊕ κ(n) seguem de maneira
análoga.

Um terno (θ, a, a+) é denominado terno admissível de g, se (θ, a) é um par admisśivel
de g e a+ é uma câmara de Weyl associada a (θ, a). Como mostram as relações (A.9),
uma propriedade inconveniente da decomposição de Cartan de uma álgebra semi-simples
é que suas duas componentes não são ambas subálgebras. A seguinte decomposição não
apresenta este inconveniente.

Teorema A.18. Seja (θ, a, a+) um terno admissível de g. Então

g = k ⊕ a ⊕ n, (A.38)

onde n é uma subálgebra nilpotente e a ⊕ n é uma subálgebra solúvel.
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Demonstração. Pelas Equações A.27 e A.34 e como m ⊂ k, tem-se que g = k + a + n + n−.
Se X ∈ n−, pelo Lema A.14, tem-se que

X = X + θX − θX = 2κ(X) − θX ∈ k + n, (A.39)

o que mostra que g = k + a + n. Pela Proposição A.17, a dimensão de a + n é igual a
dimensão de s, o que, pela decomposição de Cartan, implica que g = k ⊕ a ⊕ n.

A decomposição g = k ⊕ a ⊕ n é denominada decomposição de Iwasawa da álgebra
assoiada ao terno (θ, a, a+).

Teorema A.19. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Então existe uma única
decomposição de Iwasawa de g a menos de conjugação por automorfismo interno. Além
disso, se φ é um automorfismo da álgebra e g = k ⊕ a ⊕ n é a decomposição de Iwasawa
associada a (θ, a, a+), então g = φk ⊕ φa ⊕ φn é a decomposição de Iwasawa associada a
(φθφ−1, φa, φa+).

Demonstração. Pelo Teorema A.3, g = φk ⊕ φs é a decomposição de Cartan associada à
involução de Cartan φθφ−1 e, pelo Teorema A.12,

g = φm ⊕ φa ⊕
∑

β∈φ∗Π

gβ, (A.40)

é a decomposição em espaço de ráızes associadas ao par (φθφ−1, φa). Pela Proposição
A.15, as câmaras de Weyl associadas ao par (φθφ−1, φa) são a imagem por φ das câmaras
de Weyl associadas ao par (θ, a). Também pela Proposição A.15, se Π+ é o conjunto das
ráızes positivas associada a câmara a+ em a, então φ∗Π+ é o conjunto das ráızes positivas
associada a câmara φa+ em φa. Pelo Teorema A.12,

φn =
∑

α∈Π+

gφ∗α =
∑

β∈φ∗Π+

gβ, (A.41)

o que mostra que g = φk⊕φa⊕φn é a decomposição de Iwasawa assoiada a (φθφ−1, φa, φa+).
Sejam dados dois ternos (θ, a, a+) e (θ, a, a+). Pelo Teorema A.12, existe um automor-

fismo interno ϕ de g que leva o par (θ, a) no (θ, a). Pelos Teorema B.63 e Proposição B.60,
existe um automorfismo interno ψ da subálgebra k = ϕk que leva a câmara ϕa+ na câmara
a+ e que normaliza a = ϕa. Portanto o automorfismo interno φ = ψϕ leva o terno (θ, a, a+)
no terno (θ, a, a+).

A.1.1 Decomposição de Iwasawa Global

Sejam (θ, a, a+) um terno admisśivel de g e G um grupo de Lie conexo cuja álgebra de Lie
é g. Define-se que K, A e N os subgrupos conexos gerados, respectivamente, por k, a e n.

Teorema A.20. A aplicação (k, h, n) 7→ khn ∈ KAN , onde k ∈ K, h ∈ A e n ∈ N , é
um difeomorfismo entre K×A×N e G. Além disto, o produto AN é um subgrupo fechado
de G e a exponencial é um difeomorfismo entre a e A e, também, entre n e N .
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Demonstração. Seção 5 do Caṕıtulo VI de [15].

Do Teorema A.20, compondo-se com a inversa, tem-se que as aplicações

(i) (k, h, n) 7→ nhk ∈ NAK,

(ii) (k, h, n) 7→ knh ∈ KNA e

(iii) (k, h, n) 7→ hnk ∈ ANK,

onde k ∈ K, a ∈ A e n ∈ N , são também difeomorfismos entre K × A × N e G.

A.2 Subgrupos e Subálgebras

A.2.1 Álgebras Simples, Semi-simples e Redútiveis

Uma álgebra de Lie g é simples se sua dimensão é maior que 1 e os únicos ideais são os
triviais 0 e g. Pelas definições, uma álgebra simples é uma álgebra semi-simples. Um ideal
é simples se é uma álgebra simples e semi-simples se é uma álgebra semi-simples.

Teorema A.21. Uma álgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se,

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, (A.42)

soma direta de ideais simples.

Demonstração. Se g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn é soma direta de ideais simples, então a forma de
Cartan-Killing 〈·, ·〉i de gi é a restrição da forma de Cartan-Killig 〈·, ·〉 de g. Se X ∈ g é tal
que 〈X,Y 〉 = 0, para todo Y ∈ g, então 〈Xi, Yi〉i = 0, para todo Yi ∈ gi, onde Xi denota
a componente de X em gi. Como cada gi é semi-simples, então 〈·, ·〉i é não-degenerada,
o que implica que X = 0, pois Xi = 0, para todo i ∈ {1, · · · , n}. Isto mostra que g é
semi-simples. A rećiproca segue do Teorema 3.11 de [38].

Uma álgebra de Lie g é ŕedut́ivel se

g = z(g) ⊕ [g, g], (A.43)

soma direta de ideais, onde [g, g] é uma álgebra semi-simples.

Teorema A.22. Uma álgebra de Lie g é redutível se, e somente se, sua representação
adjunta ad : g → gl(g) é completamente redutível.

Demonstração. Se g é ŕedut́ivel, então g = z(g) ⊕ [g, g], soma direta de ideais, onde [g, g]
é uma álgebra semi-simples. Pelo Teorema A.21, [g, g] = h1 ⊕ · · · ⊕ hk, soma de ideais
simples. Um subespaço em hi invariante por ad : g → gl(g) é um ideal de hi, o que
mostra hi é irredut́ivel por ad, para todo i ∈ {1, · · · , k}. Além disso, z(g) = a1 ⊕ · · · ⊕ al,
soma de ideais abelianos unidimensionais, o que mostra que a representação adjunta é
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completamente redut́ivel. Reciprocamente, se ad : g → gl(g) é completamente redut́ivel,
então

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, (A.44)

soma direta de invariantes e irredut́iveis por ad. Para todo i, j ∈ {1, · · · , n}, se i 6= j, então
[gi, gj] ⊂ gi ∩ gj = 0, o que mostra que se h ⊂ gi é um ideal de gi, entáo h é invariante por
ad e, portanto, é igual a 0 ou gi. Se g′ é a soma direta dos gi com dimensão maior que 1,
então g′ é soma direta de ideais simples e, portanto, um ideal semi-simples. O centralizador
z(g) de g é a soma direta dos gi ideais abelianos unidimensionais e, portanto, g = z(g)⊕g′,
o que mostra que g′ = [g, g] e conclui a demonstração do teorema.

A.2.2 Subálgebras e Subgrupos Semi-simples

Sejam (θ, a, a+) um terno admisśivel da álgebra de Lie semi-simples real g, Π o conjunto
das ráızes associado ao par (θ, a) e Π+ o conjunto das ráızes positivas associado à a+. Para
cada ráız α ∈ Π, define-se o seu representante em a como sendo Hα ∈ a tal que

〈Hα, H〉θ = α(H), (A.45)

para todo H ∈ a. A reflexão rα : a → a, 〈·, ·〉θ-ortogonal em relação a Hα, é definida, para
todo H ∈ a, pela seguinte expressão

rα(H) = H − 2
α(H)

α(Hα)
Hα. (A.46)

As Proposições B.53 e B.59 e o Corolário B.57 mostram que Πa = {Hα ∈ a : α ∈ Π} é
de fato um sitema de ráizes (c.f. Caṕitulo 9 de [38]):

1) Πa é finito, gera a e não contém 0.

2) Para todo Hα ∈ Πa, existe uma reflexão rα em relação a Hα tal que rα(Πa) = Πa.

3) Para todos Hα, Hβ ∈ Πa, rα(Hβ) − Hβ é um múltilpo inteiro de Hα.

O conjunto Πa é denominado sistema de raízes associado ao par (θ, a).
Um subconjunto Σ ⊂ Π+ é um sistema simples de raízes associado à a+, se o conjunto

Σa = {Hα ∈ a : α ∈ Σ} é uma base de a e se toda ráiz positiva é escrita como soma de
ráizes de Σ.

Proposição A.23. Para toda câmara de Weyl a+, existe um sistema simples de raízes
associado à a+.

Demonstração. Lemas 6.17 a 6.20, Corolário 6.21 e Proposição 9.8 de [38].

Se (θ, a, a+) é um terno admisśivel de g e Θ ⊂ Σ, então (θ, a, a+, Θ) é denominada
quadra admisśıvel de g.
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Um subconjunto ∆ de Π é fechado em Π se, para todo α, β ∈ ∆ tais que α + β ∈ Π,
então α + β ∈ ∆. Para qualquer subconjunto Θ de Σ, 〈Θ〉 denota o menor subconjunto
fechado em Π que contém Θ e 〈Θ〉+ = 〈Θ〉 ∩ Π+. De fato 〈Θ〉 são as combinações lineares
de Θ que pertencem a Π.

A subálgebra semi-simples g(Θ) de tipo Θ associada à quadra (θ, a, a+, Θ) é a subálgebra
gerada por n(Θ) + n−(Θ), onde

n(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

gα e n−(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

g−α. (A.47)

Pelo Lema A.14, g(Θ) é estável por θ e é decomposta como g(Θ) = k(Θ) ⊕ s(Θ), onde
k(Θ) = g(Θ) ∩ k e s(Θ) = g(Θ) ∩ s.

Proposição A.24. A álgebra de Lie g(Θ) é semi-simples e g(Θ) = k(Θ) ⊕ s(Θ) é a
decomposição de Cartan associada a involução de Cartan θΘ = θ|g(Θ).

Demonstração. Tem-se que adΘ : g(Θ) → gl(g(Θ)) é auto-adjunta em relação a 〈·, ·〉θ, pois
se X ∈ g(Θ), então σ(X) − κ(X) ∈ g(Θ), onde κ e σ são definidas pelas equações (A.7) e
(A.8). Logo, utilizando-se a Proposição A.4, obtem-se que

adΘ(X)∗ = ad(X)∗ = ad(κ(X) + σ(X))∗ = adΘ(σ(X) − κ(X)). (A.48)

Pelo Lema B.48, adΘ é completamente redut́ivel e, pelo Teorema A.22, g(Θ) é redut́ivel.
Sejam α ∈ 〈Θ〉 e X ∈ gα tal que 〈X,X〉θ = 1. Pelo Lema B.58, [X, θX] = Hα ∈ g(Θ) e,
portanto, α(Hα)X = [Hα, X] ∈ [g(Θ), g(Θ)]. Logo gα ⊂ [g(Θ), g(Θ)], o que implica que
g(Θ) = [g(Θ), g(Θ)] é semi-simples.

O fato de que θΘ = θ|g(Θ) é uma involução de Cartan de g(Θ) segue da Proposição
A.6.

Pela demonstração da Proposição A.24, a subálgebra a(Θ) gerada por {Hα : α ∈ 〈Θ〉}
está contida em g(Θ). Denota-se por aΘ = a ⊖ a(Θ) o complemento 〈·, ·〉θ-ortogonal de
a(Θ) em a e por m(Θ) o centralizador de a(Θ) em k(Θ). Sejam as seguintes projeções 〈·, ·〉θ-
ortogonais: Pα : g → gα de g em gα, onde α ∈ Π, Pa : g → a de g em a e PΘ : g → g(Θ)
de g em g(Θ).

Proposição A.25. Tem-se que

1) aΘ centraliza g(Θ),

2) a(Θ) = g(Θ) ∩ a é abeliana maximal em s(Θ),

3) m(Θ) = g(Θ) ∩ m e

4) {Hα : α ∈ Θ} é uma base de a(Θ).
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Demonstração. 1) Para mostrar que aΘ centraliza g(Θ), sejam H ∈ aΘ e α ∈ 〈Θ〉. Então
α(H) = 〈Hα, H〉θ = 0. Isto implica que H centraliza g(Θ), já que [H, X] = α(H)X = 0,
para toda α ∈ 〈Θ〉 e todo X ∈ gα.

2) Como a(Θ) ⊂ g(Θ) e a = a(Θ) ⊕ aΘ, segue que g(Θ) ∩ a = a(Θ) ⊕ g(Θ) ∩ aΘ.
Além disso, como g(Θ) é semi-simples e aΘ centraliza g(Θ), g(Θ) ∩ aΘ = 0 e, portanto,
a(Θ) = g(Θ) ∩ a. Para se mostrar que a(Θ) é abeliana maximal em s(Θ), seja X ∈ s(Θ)
tal que X comuta com a(Θ). Como

X = Pa(X) +
∑

α∈〈Θ〉

Pα(X), (A.49)

tem-se que, para todo H ∈ a(Θ),

0 = [H, X] =
∑

α∈〈Θ〉

α(H)Pα(X). (A.50)

Isto implica que α(Hα)Pα(X) = 0 e, portanto, Pα(X) = 0, para todo α ∈ 〈Θ〉. Logo
X = Pa(X) ∈ g(Θ) ∩ a = a(Θ), o que mostra que a(Θ) é abeliana maximal em s(Θ).

3) Claramente z(a) ∩ k(Θ) ⊂ m(Θ), pois a(Θ) ⊂ a. Por outro lado, como aΘ centraliza
g(Θ) e m(Θ) ⊂ g(Θ), m(Θ) centraliza aΘ. Além disso, por definição, m(Θ) centraliza a(Θ)
o que implica que de fato centraliza a. Portanto m(Θ) = z(a) ∩ k(Θ) = m ∩ g(Θ).

4) Se α, β ∈ Θ e α + β ∈ Π, então

〈Hα+β, H〉θ = α(H) + β(H) = 〈Hα + Hβ, H〉θ, (A.51)

para todo H ∈ a, o que implica que Hα+β = Hα + Hβ. Portanto {Hα : α ∈ Θ} gera a(Θ)
e, como é um conjunto linearmete independente, é uma base de a(Θ).

Proposição A.26. Tem-se que

g(Θ) = m(Θ) ⊕ a(Θ) ⊕
∑

αΘ∈Π(Θ)

gαΘ
(A.52)

é a decomposição em espaço de raízes associado ao par (θΘ, a(Θ)), onde

Π(Θ) = {αΘ = α|a(Θ) : α ∈ 〈Θ〉} (A.53)

é o conjunto das raízes associado ao par (θΘ, a(Θ)) e, para todo α ∈ 〈Θ〉, gαΘ
= gα.

Demonstração. Para mostrar a equação (A.52), como o segundo membro é igual a m(Θ)⊕
a(Θ) ⊕ n(Θ)+ ⊕ n(Θ)−, o mesmo está contido em g(Θ) e contém n(Θ)+ ⊕ n(Θ)−, sendo
suficiente mostrar que ele é de fato uma subálgebra. Se X ∈ m(Θ) e H ∈ a(Θ), pelas
definições, [X, H] = 0. Se H ∈ a(Θ) e Y ∈ gαΘ

= gα, então [H, Y ] = α(H)Y ∈ gαΘ
. Se

X ∈ m(Θ) e Y ∈ gαΘ
, então

[H, [X, Y ]] = [[H, X], Y ] + [X, [H, Y ]] = α(H)[X, Y ], (A.54)
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para todo H ∈ a(Θ), o que mostra que [X, Y ] ∈ gαΘ
. Finalmente, se Y ∈ gαΘ

, Z ∈ gβΘ
,

pela Proposição B.50, ou [gα, gβ] ⊂ gα+β ou [gα, gβ] ⊂ 0 ou [gα, gβ] ⊂ z(a) ∩ g(Θ). Como
z(a) ∩ g(Θ) é estável por θ,

g(Θ) ∩ z(a) = (g(Θ) ∩ m) ⊕ (g(Θ) ∩ a) = m(Θ) ⊕ a(Θ), (A.55)

o que conclui a demonstração da equação (A.52). Se H ∈ a(Θ), αΘ ∈ Π(Θ) e X ∈ gαΘ
,

então
adΘ(H)X = ad(H)X = α(H)X = αΘ(H)X, (A.56)

onde adΘ : g(Θ) → g(Θ) é a representação adjunta de g(Θ).

Corolário A.27. Tem-se que aΘ = g(Θ)⊥ ∩ a e a(Θ) = PΘ(a).

Proposição A.28. Tem-se que

g(Θ) = k(Θ) ⊕ a(Θ) ⊕ n(Θ)+ (A.57)

é a decomposição de Iwasawa associada ao terno (θΘ, a(Θ), a(Θ)+), onde

a(Θ)+ = g(Θ) ∩ {H ∈ a : α(H) > 0,∀α ∈ 〈Θ〉+} (A.58)

é uma câmara de Weyl associada ao par (θΘ, a(Θ)). Além disso,

Π(Θ)+ = {αΘ ∈ Π(Θ) : α ∈ 〈Θ〉+} (A.59)

é o conjunto das raízes positivas associada à a(Θ)+ e

Σ(Θ) = {αΘ ∈ Π(Θ)+ : α ∈ Θ} (A.60)

é o sistema simples de raízes associado à a(Θ)+.

Demonstração. Por definição, as câmaras de Weyl associadas ao par (θΘ, a(Θ)) são as
componentes conexas de {H ∈ a(Θ) : αΘ(H) 6= 0,∀αΘ ∈ Π(Θ)}. Como a(Θ) = g(Θ) ∩ a

e Π(Θ) = {α|a(Θ) : α ∈ 〈Θ〉}, estas câmaras de Weyl são as componentes conexas de
g(Θ) ∩ {H ∈ a : α(H) 6= 0, ∀α ∈ 〈Θ〉}. Como a(Θ)+ é conexo e α(H) 6= 0, para todo
H ∈ a(Θ)+ e toda ráız α ∈ 〈Θ〉, tem-se que a(Θ)+ está contida numa câmara de Weyl c

associada ao par (θΘ, a(Θ)). Se Z ∈ c/a(Θ)+, então existe α ∈ 〈Θ〉+ tal que α(Z) < 0.
Para todo H ∈ a(Θ)+, tem-se que α(H) > 0 e, portanto, 0 = α(α(H)Z−α(Z)H) ∈ c, pois
as câmara de Weyl associadas ao par (θΘ, a(Θ)) são cones convexos em a(Θ) (c.f. Seção
9.2 do Caṕitulo 9 de [38]). Isto mostra que a(Θ)+ = c é uma câmara de Weyl associada ao
par (θΘ, a(Θ)).

O grupo de Weyl algébrico w(θ, a) associado ao par (θ, a) é por definição o grupo gerado
pelo conjunto {rα : α ∈ Π}, das reflexões em torno das ráizes do sistema Π. O grupo de
Weyl anaĺıtico associado ao par (θ, a) é, por definição, o grupo

W (θ, a) = {Ad(k)|a : k ∈ M∗}, (A.61)
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onde
M∗ = {k ∈ K : Ad(k)a = a} (A.62)

é o normalizador NK(a) de a em K. O Teorema B.63 garante que os grupos de Weyl
algébrico e anaĺıtico são idênticos e serão, de agora em diante, denotados por W .

Um subgrupo WΘ de W é denominado parabólico de tipo Θ, onde Θ ⊂ Σ, quando é
gerado pelo conjunto de reflexões {rα : α ∈ Θ}. O subgrupo de isotropia de H ∈ a pelo
grupo de Weyl algébrico é definido por WH = {w ∈ W : wH = H} e o anulador de H em
Σ é definido como Θ(H) = {α ∈ Σ : α(H) = 0}.

Proposição A.29. Se H ∈ a, então o subgrupo de isotropia WH é parabólico de tipo
Θ(H).

Demonstração. Proposição 9.20 de [38].

Corolário A.30. O centralizador WaΘ de aΘ no grupo de Weyl é o subgrupo parabólico
WΘ. Além disso, α|aΘ = 0 se, e somente se, α ∈ 〈Θ〉.

Demonstração. Tem-se que α|aΘ = 0 se e só se Hα ∈ a(Θ) e também que Hα ∈ a(Θ) se e
só se α ∈ 〈Θ〉. O centralizador de aΘ em W é dado por

WaΘ =
⋂

H∈aΘ

WH , (A.63)

onde WH é o grupo de isotropia de H ∈ aΘ. Portanto, pela Proposição A.29, WaΘ é gerado
por {rα : α ∈ Σ e α|aΘ = 0}. Pela primeira parte da demonstração, WaΘ é gerado por
{rα : α ∈ Θ} e, portanto, WaΘ é igual a WΘ.

Proposição A.31. O grupo de Weyl W (Θ) associado ao par (θΘ, a(Θ)), das reflexões em
torno das raízes do sistema Π(Θ), é o grupo gerado pelo conjunto

{rαΘ
= rα|a(Θ) : rα ∈ WΘ}. (A.64)

Em particular, W (Θ) é isomorfo a WΘ.

Demonstração. Pelas definições, para todo H ∈ a(Θ) e α ∈ 〈Θ〉,

rαΘ
(H) = H − 2

αΘ(H)

αΘ(Hα)
Hα = H − 2

α(H)

α(Hα)
Hα = rα|a(Θ)(H). (A.65)

O resultado segue do Corolário A.30.

Proposição A.32. O centralizador de H ∈ a é o centralizador de aΘ(H).

Demonstração. Claramente z(aΘ(H)) ⊂ z(H), pois H ∈ aΘ(H). Por outro lado, seja Y em
z(H). Pela decomposição em espaços de ráızes,

Y = X + Z +
∑

α∈Π

Xα (A.66)
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onde, Z ∈ a, X ∈ m e Xα ∈ gα. Logo

0 = [Y,H] =
∑

α∈Π

α(H)Xα (A.67)

e, portanto, Xα = 0, para todo α ∈ Π\〈Θ(H)〉. Então, se Ĥ ∈ aΘ(H), tem-se que

[Ĥ, Y ] =
∑

α∈〈Θ(H)〉

α(Ĥ)Xα = 0, (A.68)

mostrando que Y ∈ z(aΘ(H)), o que conclui a demonstração.

Sejam (θ, a, a+, Θ) uma quadra admisśıvel de g e G um grupo de Lie conexo cuja álgebra
de Lie é g. O subgrupo semi-simples G(Θ) de tipo Θ de G associado a essa quadra é o
subgrupo conexo gerado por exp(g(Θ)).

Proposição A.33. Sejam K(Θ), A(Θ) e N(Θ) as componentes da decomposição de Iwa-
sawa global de G(Θ) associada ao terno (θΘ, a(Θ), a(Θ)+), tem-se que K(Θ) é o subgrupo
conexo gerado por exp(k(Θ)), A(Θ) = exp(a(Θ)) e N(Θ) = exp(n(Θ)).

A.2.3 Subálgebras e Subgrupos Parabólicos

Seja (θ, a, a+, Θ) uma quadra admisśivel da álgebra semi-simples real g. A subálgebra
parabólica de tipo Θ associada a essa quadra é definida por

pΘ = p ⊕ n−(Θ), (A.69)

onde n−(Θ) é definida pela equação (A.47) e

p = m ⊕ a ⊕ n (A.70)

é a subálgebra parabólica minimal de g associada ao terno (θ, a, a+). O conjunto das
subálgebras parabólicas associado ao terno (θ, a, a+) é o conjunto {pΘ : Θ ⊂ Σ}. A
proposição seguinte mostra que as subálgebras parabólicas são de fato subálgebras.

Proposição A.34. Para todo Θ ⊂ Σ, tem-se que

1) [a, n±(Θ)] ⊂ n±(Θ),

2) [m, n±(Θ)] ⊂ n±(Θ) e

3) [n, n−(Θ)] ⊂ n ⊕ n−(Θ).

Demonstração. A demonstração é conseqência direta da Proposição B.50.

Teorema A.35. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Então o conjunto das
subálgebras parabólicas é único a menos de conjugação por automorfismo interno. Além
disso, se φ é um automorfismo da álgebra e pΘ é a subálgebra parabólica de tipo Θ associada
ao terno (θ, a, a+), então φpΘ é a subálgebra parabólica de tipo φ∗Θ associada ao terno
(φθφ−1, φa, φa+).



134 Apêndice A. Teoria de Lie Semi-Simples Real

Demonstração. A demonstração é conseqência direta dos Teoremas A.12 e A.19 e da
definição (A.69).

Denota-se por kΘ o centralizador de aΘ em k, onde Θ ⊂ Σ e aΘ = a ⊖ a(Θ) é o
complemento 〈·, ·〉θ-ortogonal de a(Θ) em a.

Teorema A.36. Seja (θ, a, a+, Θ) uma quadra admissível da álgebra semi-simples real g.
Então

pΘ = kΘ ⊕ a ⊕ n. (A.71)

Demonstração. Se α ∈ 〈Θ〉+ e X ∈ g−α, então X = X + θX − θX = 2κ(X) − θX, onde
κ : g → k é definida pela equação (A.7). Pelo Lema A.14, θX ∈ gα ⊂ n. Além disso,

ad(H)(X + θX) = −α(H)X + α(H)θX = 0, (A.72)

para todo H ∈ aΘ. Isto mostra que, X+θX = 2κ(X) pertentence a kΘ. Logo X ∈ kΘ⊕a⊕n,
o que mostra que pΘ ⊂ kΘ ⊕ a ⊕ n. Reciprocamente, seja Y ∈ kΘ. Pela Proposição A.17,
Y = X + θX +Z = 2κ(X)+Z, onde Z ∈ m e X =

∑
α∈Π+ Xα pertence a n, com Xα ∈ gα.

Logo
ad(H)X + ad(H)θX = ad(H)(Y ) = 0, (A.73)

para todo H ∈ aΘ. Portanto

∑

α∈Π+

α(H)Xα −
∑

α∈Π+

α(H)θXα = ad(H)X + ad(H)θX = 0, (A.74)

o que implica que α(H)Xα = 0, para todo H ∈ aΘ e todo α ∈ Π+. Pelo Corolário A.30,
tem-se que α|aΘ = 0 se, e somente se, α ∈ 〈Θ〉, o que mostra que Xα = 0, se α 6∈ 〈Θ〉. Logo
X =

∑
α∈〈Θ〉+ Xα pertence a n(Θ) e, portanto, Y = X + θX + Z ∈ pΘ, o que mostra que

kΘ ⊕ a ⊕ n ⊂ pΘ e conclui a demonstração do teorema.

A decomposição pΘ = kΘ ⊕ a ⊕ n é denominada decomposição de Iwasawa de pΘ. A
decomposição de Iwasawa da subágebra parabólica minimal é p = m ⊕ a ⊕ n, pois a? = a

e, portanto, k? = m.
Sejam G um grupo conexo com álgebra de Lie g, G = KAN a sua decomposição de

Iwasawa global associada ao terno (θ, a, a+),

M = {k ∈ K : Ad(k)|a = ida}, (A.75)

o centralizador ZK(a) de a em K e

KΘ = {k ∈ K : Ad(k)|aΘ = idaΘ}, (A.76)

o centralizador ZK(aΘ) de aΘ em K. Como a? = a, tem-se que M = K?.

Lema A.37. Ad(KΘ) e Ad((KΘ)0) são subgrupos compactos de GL(g) de transformações
lineares 〈·, ·〉θ-ortogonais.
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Demonstração. Tem-se que Ad(KΘ) é a interseção do subgrupo Ad(K) com o subgrupo
fechado GL(g)Θ = {T ∈ GL(g) : T |aΘ = idaΘ}. Como pela Proposição A.7 Ad(K) é
um subgrupo compacto de transformações lineares 〈·, ·〉θ-ortogonais, tem-se que Ad(KΘ) e
também Ad((KΘ)0), a sua componente da identidade, são subgrupos compactos de trans-
formações lineares 〈·, ·〉θ-ortogonais.

Teorema A.38. Seja (θ, a, a+, Θ) uma quadra admissível de uma álgebra de Lie semi-
simples real g. Se (θ, a) é outro par adissível tal que aΘ ⊂ a, então existe um automorfismo
interno ψ da subálgebra kΘ em g tal que ψa = a.

Demonstração. O grupo Int(kΘ) dos automorfismos internos de kΘ em g é o grupo conexo
gerado por ead(m(Θ)) e é igual a Ad((KΘ)0). Pelo Lema A.37, Int(kΘ) é compacto. Sejam
H ∈ a e Z ∈ a elementos regulares. Define-se a aplicação diferenciável F : Int(kΘ) → R,
dada por F (φ) = 〈φZ,H〉θ. Pela compacidade de Int(kΘ), existe ψ ∈ Int(kΘ) um ponto de
mínimo da aplicação F . Agora será mostrado que [H, ψZ] = 0.

Para cada X ∈ kΘ, define-se a função diferenciável fX : R → R pela expressão fX(t) =
F (etad(X)ψ) e tem-se que t = 0 é um ponto de mínimo da função fX . Pela Proposição
A.4, ad(X) é 〈·, ·〉θ-anti-simétrica e, portanto, etad(X) é uma tranfromação 〈·, ·〉θ-ortogonal.
Logo fX(t) = 〈ψZ, e−tad(X)H〉θ e calculando a derivada de fX no ponto de mínimo t = 0,
tem-se que 〈ψZ, [X,H]〉θ = 0. Como ad(H) é 〈·, ·〉θ-simétrica e X é arbitrário,

〈[H, ψZ], X〉θ = 0, (A.77)

para todo X ∈ kΘ. Pelo Lema A.1, tem-se que ψZ ∈ s e, pelas relações (A.9), que
[H, ψZ] ∈ k. Além disso, como aΘ ⊂ a ∩ a, para todo Y ∈ aΘ,

[Y, [H,ψZ]] = [[Y, H], ψZ] + [H, [Y, ψZ]] = [H, [ψY, ψZ]] = [H, ψ[Y, Z]] = 0, (A.78)

o que mostra que [H, ψZ] ∈ kΘ. Pela equação (A.77), tem-se que [H,ψZ] = 0.
Como ψ é automorfismo interno, tem-se que ψa é abeliana maximal e ψZ é elemento

regular em ψa. Pela maximalidade de a e ψa, tem-se que ψZ ∈ a e H ∈ ψa. Logo a está
contido no centralizador de ψZ em s, que é ψa, e ψa está contido no centralizador de H
em s, que é a. Isto mostra que ψa = a e conclui a demonstração do teorema.

Lema A.39. Seja g(Θ) a subálgebra semi-simples de tipo Θ associada à quadra
(θ, a, a+, Θ). Então k(Θ) = g(Θ) ∩ k ⊂ kΘ.

Demonstração. Pelo Proposição A.25, g(Θ) e, portanto, k(Θ) centralizam aΘ, o que implica
que k(Θ) ⊂ kΘ. Uma demonstração alternativa é a seguinte. Como n(Θ) + n−(Θ) ⊂ pΘ,
então g(Θ) ⊂ pΘ e, portanto, pela decomposição de Iwasawa de pΘ, tem-se que k(Θ) está
contido em pΘ ∩ k = kΘ.

Proposição A.40. Tem-se que KΘ = (KΘ)0M , onde (KΘ)0 é a componente da identidade
de KΘ.
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Demonstração. Sejam k ∈ KΘ e a = Ad(k)a. Como aΘ ⊂ a, pelo Teorema A.38, existe
l ∈ (KΘ)0 tal que Ad(lk)a = a. Como Ad(lk)|aΘ = idaΘ e Ad(lk) é uma transformação
linear 〈·, ·〉θ-ortogonal, tem-se que Ad(lk)a(Θ) = a(Θ) ⊂ s(Θ). Pela Proposição A.31,
Ad(lk)|a(Θ) ∈ W (Θ) e, portanto, existe w ∈ K(Θ) tal que

Ad(wlk)|a(Θ) = Ad(w)|a(Θ)Ad(lk)|a(Θ) = ida(Θ). (A.79)

Pelos Lema A.39 e Proposição A.33, K(Θ) ⊂ (KΘ)0. Logo tem-se que wl ∈ (KΘ)0 e
Ad(wlk)|a = ida e, portanto, k = (wl)−1wlk ∈ (KΘ)0M . Como M ⊂ KΘ, isto mostra que
KΘ = (KΘ)0M e conclui a demonstração da proposição.

Lema A.41. Se H ∈ reg(a), então a aplicação φH : N → n, definida por φH(n) =
Ad(n)H − H, é um difeomorfismo. Em particular, se h = exp(H) ∈ reg(A) a aplicação
ϕh : N → N , definida por ϕh(n) = nhn−1h−1, também é um difeomorfismo.

Demonstração. A aplicação φH é um difeomorfismo pelo Lema 1.5 do Caṕıtulo IX em
[15]. Pelo Teorema A.20, a aplicação exp : n → N é um difeomorfismo, concluindo-se a
demonstração.

Lema A.42. Tem-se que (a ⊕ n) ∩ s = a.

Demonstração. Se H + Y ∈ s, onde H ∈ a e Y ∈ n, então

−H − Y = θ(H + Y ) = −H + θY (A.80)

e, pelo Teorema B.49, tem-se que Y = 0, pois θY ∈ n−. Isto mostra que (a ⊕ n) ∩ s ⊂ a,
sendo direta a rećıproca.

Proposição A.43. Seja (θ, a, a+) um terno admisśıvel de g. Se g ∈ G é tal que Ad(g)a+ =
a+, então g ∈ MA.

Demonstração. Sejam G = KNA a decomposição de Iwasawa global associada a (θ, a, a+)
e g = knh, onde k ∈ K, n ∈ N e h ∈ A. Logo Ad(kn)a+ = Ad(knh)a+ = a+, pois
Ad(h)|a = ida. Portanto, utilizando-se o Lema A.42, tem-se que

Ad(n)a+ = Ad(k−1)a+ ∈ (a ⊕ n) ∩ s = a, (A.81)

uma vez que, pela Proposição A.34, a normaliza n e, pelas relações (A.9), [k, s] ⊂ s. Logo,
se H ∈ a+, tem-se que Ad(n)H ∈ a e, pelo Lema A.41, φH(n) = Ad(n)H −H ∈ a∩ n = 0.
Como φH(1) = 0, segue que n = 1. Logo Ad(k)a+ = a+. Como a e Ad(k)a são abelianos
maximais gerados, respectivamentes, pelos abertos a+ e Ad(k)a+, tem-se que Ad(k)a = a.
Logo Ad(k)|a ∈ W e, pelos Teorema B.63 e Proposição B.60, segue que Ad(k)|a = ida, o
que mostra que k ∈ M e que g = kh ∈ MA.

Lema A.44. Seja k ∈ M∗, onde M∗ é o normalizador de a em K. Se Ad(k) permuta as
raízes de Π− − 〈Θ〉−, então k ∈ KΘ.
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Demonstração. Definindo-se

a−
Θ = {H ∈ aΘ : α(H) < 0,∀α ∈ Π− − 〈Θ〉−}, (A.82)

tem-se que Ad(k)a−
Θ = a−

Θ, pois Ad(k) permuta as ráizes de Π− − 〈Θ〉−. Pelo Corolário
B.62, como a−

Θ é um cone convexo, existe H ∈ a−
Θ tal que Ad(k)H = H. Pela Proposição

A.29, o subgrupo de isotropia WH é de tipo parabólico Θ(H) = {α ∈ Σ : α(H) = 0}. Como
H ∈ aΘ, tem-se que Θ ⊂ Θ(H). Reciprocamente, pela definição de a−

Θ, se α ∈ Θ(H), então
−α não pertence a Π− − 〈Θ〉−} e, portanto, tem-se que α ∈ 〈Θ〉 ∩Σ = Θ. Isto mostra que
Ad(k)|a ∈ WΘ. Pelo Corolário A.30, WΘ = WaΘ e, portanto, k ∈ KΘ.

Seja G um grupo conexo com álgebra de Lie g. O subgrupo parabólico PΘ de tipo Θ
associado a quadra admisśivel (θ, a, a+, Θ) é o normalizador NG(pΘ) de pΘ em G.

Teorema A.45. Seja (θ, a, a+, Θ) uma quadra admissível da álgebra semi-simples real g.
Então

PΘ = KΘAN. (A.83)

Em particular, PΘ é auto-normalizador e sua álgebra de Lie é pΘ.

Demonstração. Pela decomposição de Iwasawa de pΘ, tem-se que kΘ, a e n normalizam
pΘ. Logo, pelos Teorema A.20 e Proposição A.9, tem-se que (KΘ)0, A e N estão contidos
em PΘ. Como KΘ = (KΘ)0M , pela Proposição A.40, é suficiente mostrar que M ⊂ PΘ

para mostrar que KΘAN ⊂ PΘ. Por definição M = ZK(a) normaliza a e, pelo Teorema
A.12, tem-se que M normaliza n. Além disso, M normaliza kΘ, pois M ⊂ KΘ. Logo, pela
decomposição de Iwasawa de pΘ, M ⊂ PΘ.

Reciprocamente, seja g ∈ PΘ. Pela decomposição de Iwasawa global, g = kan, onde
k ∈ K, a ∈ A e n ∈ N . Pela primeira parte da demonstração,

pΘ = Ad(g)pΘ = Ad(k)Ad(an)pΘ = Ad(k)pΘ. (A.84)

Definindo-se a = Ad(k)a, tem-se que [a, aΘ] ⊂ [pΘ, aΘ] ∩ k, pois, pelo Lema A.1, a ⊂ s.
Portanto, pela decomposição de Iwasawa de pΘ, tem-se que [a, aΘ] ⊂ n ∩ k = 0. Como a

é uma subálgebra abeliana maximal em s, segue que aΘ ⊂ a e, pelo Teorema A.38, existe
l ∈ (KΘ)0 tal que Ad(l)a = a. Logo Ad(lk)a = a, o que implica, pelo Corolário A.13, que
Ad(lk)(n ⊕ n−) = n ⊕ n−. Pela primeira parte da demonstração, Ad(lk)pΘ = pΘ, o que
mostra que

Ad(lk)(n ⊕ n−(Θ)) ⊂ (n ⊕ n−) ∩ pΘ = n ⊕ n−(Θ) (A.85)

pois pΘ = p ⊕ n−(Θ). Por dimensão, Ad(lk)(n ⊕ n−(Θ)) = n ⊕ n−(Θ), o que implica que
Ad(lk) permuta as ráizes de Π− − 〈Θ〉−. Pelo Lema A.44, tem-se que lk ∈ KΘ e, como
l ∈ (KΘ)0, isto mostra que k ∈ KΘ. Logo g = kan ∈ KΘAN , o que implica, pela primeira
parte, que PΘ = KΘAN . Portanto a álgebra de Lie de PΘ é igual a pΘ.

Se g ∈ G normaliza PΘ, pela equação (A.17), tem-se que exp(Ad(g)X) = g exp(X)g−1 ∈
PΘ para todo X ∈ pΘ. Como exp : g → G é um difeomorfismo numa vizinhança de 0 ∈ g,
tem-se que Ad(g)X ∈ pΘ, para todo X numa vizinhança de 0 em pΘ. Como Ad(g) é uma
transformação linear, segue que Ad(g)pΘ = pΘ, o que mostra que PΘ é auto-normalizador
e conclui a demonstração do teorema.
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Como pΘ = p ⊕ n−(Θ), n = n(Θ) ⊕ nΘ e a = a(Θ) ⊕ aΘ, tem-se que

pΘ = mΘ ⊕ aΘ ⊕ nΘ, (A.86)

denominada decomposição de Langland da subálgebra parabólica de tipo Θ, onde

mΘ = m ⊕ a(Θ) ⊕ n(Θ) ⊕ n−(Θ) (A.87)

e
nΘ =

∑

α∈Π+−〈Θ〉+

gα. (A.88)

Proposição A.46. Tem-se que nΘ é subálgebra e aΘ ⊕ nΘ é ideal em pΘ. Além disso,

mΘ = g(Θ) ⊕ zm(g(Θ)) (A.89)

é soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal de ideais de mΘ. Em particular, tem-se que

lΘ = zm(g(Θ)) ⊕ aΘ ⊕ nΘ (A.90)

é um ideal de pΘ.

Demonstração. Pela Proposição B.50, tem-se que nΘ é subálgebra e aΘ normaliza nΘ,
mostrando que aΘ ⊕ nΘ também é subálgebra. Se α ∈ 〈Θ〉 e β ∈ Π+ − 〈Θ〉+, então
α + β 6= 0 e, portanto, ou α + β ∈ Π − 〈Θ〉 ou α + β não é ráiz. Novamente, utilizando-se
a Proposição B.50, tem-se que

[gα, gβ] ⊂ gα+β ⊂ nΘ, (A.91)

o que mostra que n(Θ) + n−(Θ), m e a(Θ) normalizam nΘ. Logo aΘ ⊕ nΘ é um ideal em
pΘ.

Pela Proposição A.34, m normaliza g(Θ), pois normaliza seu gerador, n(Θ) + n−(Θ).
Como mΘ = m + g(Θ), segue que g(Θ) é um ideal em mΘ.

O complemento 〈·, ·〉θ-ortogonal g(Θ)⊥ de g(Θ) em mΘ está contido em m, pois m é
complento 〈·, ·〉θ-ortogonal de

a(Θ) ⊕ n(Θ) ⊕ n−(Θ) ⊂ g(Θ). (A.92)

Tem-se que g(Θ)⊥ também é um ideal em mΘ, pois, pela decomposição em espaço de ráızes,
se X ∈ g(Θ), Y ∈ g(Θ)⊥ e Z ∈ mΘ, então

〈[Z, Y ], X〉θ = −〈[Z, Y ], θX〉 = 〈Y, [Z, θX]〉 = 0 (A.93)

desde que g(Θ) é θ-estável e um ideal de mΘ.
Portanto, mΘ = g(Θ)⊥ ⊕ g(Θ) é soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal de ideais. Além disso,

[g(Θ), g(Θ)⊥] ⊂ g(Θ) ∩ g(Θ)⊥ = 0 (A.94)

e, portanto, g(Θ)⊥ ⊂ zmΘ
(g(Θ)). Por outro lado, se X + Y ∈ zmΘ

(g(Θ)), onde X ∈ g(Θ)
e Y ∈ g(Θ)⊥, então [X, Z] = [X + Y, Z] = 0, para todo Z ∈ g(Θ), o que mostra que
X ∈ zg(Θ)(g(Θ)) = 0, pois g(Θ) é semi-simples. Logo g(Θ)⊥ = zmΘ

(g(Θ)) ⊂ m e, portanto,
tem-se que zmΘ

(g(Θ)) = zm(g(Θ)), o que conclui a demonstração do lema.



Apêndice B

Sistema de Ráızes e Grupo de Weyl

B.1 Decomposição em Espaços de Ráızes

Uma representação de g num espaço vetorial V de dimensão finita é um homomorfismo ρ
entre as álgebras de Lie g e gl(V ), das transformações lineares de V tendo como colchete de
Lie o comutador. Um subespaço de V é invariante por ρ se é invariante pela famı́lia ρ(g).
Uma subespaço invariante W é irredut́ivel por ρ, se os úncos subespaços de W invariantes
por ρ são os triviais {0} e W . A representação é completamente redut́ıvel, se o espaço V
se decompõe na soma direta

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, (B.1)

onde, para todo i ∈ {1, · · · , n}, Vi é invariante e irredut́ivel por ρ. Um subespaço W de V
invariante por ρ admite um complementar invariante por ρ se existe um subespaço W ′ de
V invariante por ρ tal que V = W ⊕ W ′.

Proposição B.47. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e ρ : g → gl(V )
uma representação de g em V . Então ρ é completamente redut́ıvel se, e somente se, todo
subespaço invariante por ρ adimite um complementar invariante ρ.

Demonstração. Proposição 1.7 de [38].

Se 〈·, ·〉 é um produto interno em V , uma famı́lia de transformações lineares de V é auto-
adjunta em relação a 〈·, ·〉, se a adjunta, em relação a 〈·, ·〉, de qualquer transformação da
famı́lia permanece na famı́lia. Uma representação ρ de g em V é auto-adjunta em relação
a 〈·, ·〉 se a famı́lia ρ(g) é auto-adjunta em relação a 〈·, ·〉.

Lema B.48. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita munido com produto interno
〈·, ·〉 e ρ uma representação de g em V . Se ρ é auto-adjunta em relação a 〈·, ·〉, então ρ é
completamente redut́ıvel.

Demonstração. Seja W um subespaço de V invariante por ρ. Pela Proposição B.47, é sufi-
ciente mostrar que o subespaço W⊥ ortogonal a W em relação a 〈·, ·〉 é também invariante
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por ρ. Sejam X ∈ g, v ∈ W e w ∈ W⊥. Como ρ é auto-adjunta em relação a 〈·, ·〉,

〈ρ(X)w, v〉 = 〈w, ρ(X)∗v〉 = 0, (B.2)

onde ρ(X)∗ é a adjunta de ρ(X) em relação a 〈·, ·〉, o que mostra que W⊥ é invariante por
ρ.

Seja (θ, a) um par admisśıvel da álgebra g, como definido na Seção A.1. Para cada
funcional linear α ∈ a∗, onde a∗ é o dual de a, defini-se o subespaço

gα = {X ∈ g : ad(H)X = α(H)X,∀H ∈ a}. (B.3)

Se gα 6= 0, ele é denominado espaço associado à ráız α e o conjunto das raízes associadas
ao par (θ, a) é definido como

Π = {α ∈ a∗\0 : gα 6= 0}. (B.4)

O próximo teorema fornece as decomposições em espaços de ráızes de uma álgebra de Lie
real semi-simples.

Teorema B.49. Seja (θ, a) um par admisśıvel da álgebra g. Então g0 = z(a) e

g = m ⊕ a ⊕
∑

α∈Π

gα, (B.5)

é soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal, onde m é o centralizador de a em k. Em particular, o
conjunto das ráızes Π é finito.

Demonstração. Pela Proposição A.4, para todo H ∈ a, ad(H) : g → g é simétrica em
relação ao produto interno 〈·, ·〉θ. Logo a representação ad de a em g é auto-ajunta em
relação a 〈·, ·〉θ o que, pelo Lema B.48, implica que ad é completamente redut́ıtivel e
portanto g se decompõe na soma direta

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, (B.6)

onde, para todo i ∈ {1, · · · , n}, gi é invariante e irredut́ivel por ad. Pelo Teorema Espectral,
para todo H ∈ a, ad(H) é diagonalizável, seus auto-valores são todos reais e auto-vetores
assosiados a auto-valores distintos são 〈·, ·〉θ-ortogonais. Portanto g pode ser escrita como
soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal dos auto-espaços associados aos auto-valores reais de ad(H).
Como a é abeliana, para cada H ∈ a, os auto-espaços de ad(H) são invariantes pela
representação ad, pois se X é um auto-vetor associado ao auto-valor α(H) de ad(H) e
Z ∈ a, então

ad(H)ad(Z)X = ad(Z)ad(H)X = ad(Z)α(H)X = α(H)ad(Z)X. (B.7)

Como gi é invariante por ad(H), gi é uma soma direta dos auto-espaços de ad(H) inter-
ceptados por gi. Por outro lado, como a representação ad é irredut́ıvel em gi, existe αi(H)
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auto-valor de ad(H) tal que gi está contido no auto-espaço associado a αi(H). A aplicação
αi : a → R é um funcional linear, pois se H, Z ∈ a, a ∈ R e X ∈ gi é um vetor não-nulo,
então

αi(H + Z)X = ad(H + Z)X = ad(H)X + ad(Z)X = (αi(H) + αi(Z))X (B.8)

e
αi(aH)X = ad(aH)X = a(ad(H)X) = (aαi(H))X. (B.9)

Tem-se então que αi ∈ Π ∪ 0, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Reciprocamente, se α ∈ Π ∪ 0,
existe 0 6= X ∈ gα. Então X =

∑
i Xi, onde Xi ∈ gi, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Logo, para

todo H ∈ a, tem-se que
∑

i

α(H)Xi = α(H)X = ad(H)X =
∑

i

αi(H)Xi. (B.10)

Como X 6= 0, existe Xi 6= 0, de modo que α(H) = αi(H), para todo H ∈ a. Portanto
α = αi e

g = g0 ⊕
∑

α∈Π

gα, (B.11)

onde g0 = z(a). Pela Proposição A.10, tem-se que z(a) = m⊕a é uma soma direta ortogonal
em relação a 〈·, ·〉θ, o que conclui a demonstração do teorema.

A decomposição (B.5) é enominada decomposição em espaço de ráızes de g associada
ao par (θ, a).

Proposição B.50. Se α, β ∈ Π ∪ 0, então [gα, gβ] ⊂ gα+β.

Demonstração. Sejam X ∈ gα e Y ∈ gβ. Para todo H ∈ a,

ad(H)[X, Y ] = [ad(H)X,Y ] + [X, ad(H)Y ] = (α(H) + β(H))[X, Y ]. (B.12)

B.2 Sistema de Ráızes e Grupo de Weyl

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie semi-simples real g. Dado um par
admisśıvel (θ, a) da álgebra g, como definido na Seção A.1, seja K o subgrupo de Lie
conexo gerado por exp(k) e sejam

M∗ = {k ∈ K : Ad(k)a = a}, (B.13)

o normalizador NK(a) de a em K, e

M = {k ∈ K : Ad(k)|a = ida}, (B.14)

o centralizador ZK(a) de a em K. O grupo de Weyl anaĺıtico associado ao par (θ, a) é, por
definição, o grupo

W (θ, a) = {Ad(k)|a : k ∈ M∗} (B.15)

e, como mostra a proposição seguinte, ele é um subgrupo das permutações de Π.
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Lema B.51. Se w ∈ W (θ, a), então w∗(Π) = {w∗(α) : α ∈ Π} = Π, onde w∗(α) = α◦w−1.
Além disso, w é uma transformação linear 〈·, ·〉θ-ortogonal.

Demonstração. Se w ∈ W (θ, a), então existe k ∈ M∗ tal que w = Ad(k)|a. Mas ψ = Ad(k)
é um automorfismo interno da álgebra k e ψa = a. Pelao Corolário A.13, w∗(Π) = ψ∗Π =
Π. Pela Proposição A.7, ψ é 〈·, ·〉θ-ortogonal, o que implica que w = ψ|a seja 〈·, ·〉θ-
ortogonal.

Seja Π o conjunto das ráızes do par (θ, a). Para cada ráız α ∈ Π, sua co-ráız em a é
definida por Hα ∈ a tal que

〈Hα, H〉θ = α(H), (B.16)

para todo H ∈ α. A seguir, mostra-se que o grupo de Weyl anaĺıtico é um subgrupo das
permutações do conjunto das co-ráızes Πa = {Hα : α ∈ Π}.

Lema B.52. Se w ∈ W (θ, a) e α ∈ Π, então w(Hα) = Hw∗(α). Em particular, w(Πa) =
Πa.

Demonstração. Se w ∈ W (θ, a) e α ∈ Π, então

〈wHα, H〉θ = 〈Hα, w−1H〉θ = α(w−1H) = w∗(α)(H), (B.17)

o que implica que w(Hα) = Hw∗(α).

Proposição B.53. O conjunto Πa das co-ráızes gera a.

Demonstração. Definindo-se aΠ como o subespaço gerado por Πa e a⊥
Π o complemento

〈·, ·〉θ-ortogonal de aΠ em a, tem-se que que se H ∈ a⊥
Π então

α(H) = 〈Hα, H〉θ = 0, (B.18)

para todo α ∈ Π. Logo, para todo α ∈ Π e todo X ∈ gα,

ad(H)X = α(H)X = 0, (B.19)

o que mostra que H ∈ z(g), que é trivial. Portanto a⊥
Π é trivial e a = aΠ, o que conclui a

demonstração do lema.

Proposição B.54. W (θ, a) é um grupo finito.

Demonstração. Pelo Lema B.52, w|Πa : Πa → Πa e, pela Proposição B.53, se w|Πa = idΠa ,
então w = ida, pois w é uma transfromação linear e Πa gera a. Portanto a restrição a Πa
define um homomorfismo injetor de W (θ, a) no grupo das bijeções de Πa, o que mostra que
W (θ, a) é finito, pois Πa é finito.

A reflexão rα : a → a, 〈·, ·〉θ-ortogonal em relação a Hα, é definida, para todo H ∈ α,
pela seguinte expressão

rα(H) = H − 2
α(H)

α(Hα)
Hα. (B.20)
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Lema B.55. Para toda ráız α ∈ Π, se X pertence ao espaço gα, então

ad(H)Xk = α(H)Xs e ad(H)Xs = α(H)Xk, (B.21)

para todo H ∈ α, onde Xk é a componente de X em k e Xs é a componente de X em s.
Se, além disso, 〈Xk, Xk〉θ = 1, então valem

[Xk, Xs] = Hα (B.22)

e, para n ∈ N,
ad(Xk)

2nHα = (−α(Hα))nHα (B.23)

e
ad(Xk)

2n+1Hα = (−α(Hα))n+1Xs. (B.24)

Demonstração. Pelas Equações (A.7) e (A.7), X = Xk + Xs e portanto

ad(H)Xk + ad(H)Xs = ad(H)X = α(H)X = α(H)Xk + α(H)Xs. (B.25)

Pelas relações (A.9), tem-se que ad(H)Xk ∈ s e ad(H)Xs ∈ k e portanto o lema segue
igualando-se as componentes de k e de s. Se 〈Xk, Xk〉θ = 1, então

〈[Xk, Xs], H〉θ = 〈Xk, ad(H)Xs〉θ = 〈Xk, α(H)Xk〉θ = α(H). (B.26)

Como [Xk, Xs] ∈ a, pois pela equação (B.21)

[H, [Xk, Xs]] = [[H, Xk], Xs] + [Xk, [H, Xs]] = 0, (B.27)

tem-se que [Xk, Xs] = Hα. Como ad(Xk)Hα = −α(Hα)Xs e como ad(Xk)Xs = Hα, tem-se
que ad(Xk)

2Hα = −α(Hα)Hα. Por indução em n ∈ N,

ad(Xk)
2(n+1)Hα = ad(Xk)

2n(−α(Hα))Hα = (−α(Hα))n+1Hα (B.28)

e portanto

ad(Xk)
2(n+1)+1Hα = ad(Xk)(−α(Hα))n+1Hα = (−α(Hα))(n+1)+1Xs. (B.29)

A proposição seguinte mostra que as reflexões em torno das ráıses estão contidas no
grupo de Weyl anaĺitico.

Lema B.56. Se α ∈ Π, então rα ∈ W (θ, a).

Demonstração. Pode-se escolher X ∈ gα tal que 〈Xk, Xk〉θ = 1 e portanto [Xk, Xs] = Hα.
Pela equação (A.19), tem-se que Ad(exp(tXk))Hα = etad(Xk)Hα e portanto

Ad(exp(tXk))Hα =
∞∑

n=0

t2n

2n
(ad(Xk))

2nHα +
∞∑

n=0

t2n+1

2n + 1
(ad(Xk))

2n+1Hα. (B.30)
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Pelas equações (B.23) e (B.24),

Ad(exp(tXk))Hα =
∞∑

n=0

t2n

2n
(−α(Hα))nHα +

∞∑

n=0

t2n+1

2n + 1
(−α(Hα))n+1Xs, (B.31)

o que implica que

Ad(exp(tXk))Hα = cos(t
√

α(Hα))Hα −
√

α(Hα) sen(t
√

α(Hα))Xs. (B.32)

Como α(Hα) > 0, exite t0 ∈ R tal que t0
√

α(Hα) = π. Definindo-se k0 = exp(t0Xk),
segue que Ad(k0)Hα = −Hα. Além disso, como [Xk, H] = 0 se α(H) = 0, definindo-se
Eα = {H ∈ a : α(H) = 0}, tem-se que Ad(k0)|Eα

= idEα
, o que mostra que a restrição de

Ad(k0) a a é igual a rα e conclui a demonstração do lema.

Corolário B.57. Para toda raíz α ∈ Π, tem-se que rα(Πa) = Πa.

Demonstração. A demonstração é imediata pelos Lemas B.56 e B.52.

Lema B.58. Se α ∈ Π e X ∈ gα, então

[X, θX] = 〈X, X〉θHα. (B.33)

Demonstração. Pelo Lema A.14 e pela Proposição B.50, tem-se que [X, θX] ∈ a. Como
para todo H ∈ a,

〈[X, θX], H〉θ = −〈θX, ad(H)X〉 = 〈〈X, X〉θHα, H〉θ, (B.34)

tem-se que
[X, θX] = 〈X, X〉θHα. (B.35)

Proposição B.59. Se α, β ∈ Π, então

2
α(Hβ)

α(Hα)
∈ Z. (B.36)

Demonstração. Se α = β, então 2
α(Hβ)

α(Hα)
= 1. Pode-se supor que β − α 6∈ Π, pois caso

contrário poderia-se substituir β por β − (p − 1)α onde p é o primeiro ineiro não-negativo
tal que β − pα 6∈ Π. Sejam Xα ∈ gα e Xβ ∈ gβ vetores não-nulos. Pelo Lema B.58
[Xα, θXα] = 〈Xα, Xα〉θHα. Definindo-se X = aXα, tal que 〈X, X〉θ = 2〈Hα, Hα〉

−1
θ , Y =

−θX e H = 2〈Hα, Hα〉
−1
θ Hα, tem-se que

[H, X] = 2X, [H, Y ] = −2Y e [X,Y ] = H. (B.37)

Além disso, como β − α 6∈ Π,

ad(H)Xβ = β(H)Xβ e [Y, Xβ] = 0. (B.38)
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Definindo-se en = (ad(X))nXβ, n > 0 e e−1 = 0, obtem-se por indução, utilizando-se as
identidades acima e a identidade de Jacobi, que

[X, en] = en+1 (B.39)

[H, en] = (β(H) + 2n)en (B.40)

[Y, en] = −n(β(H) + n − 1)en−1. (B.41)

Se k é o maior inteiro tal que ek 6= 0, então [Y, ek+1] = 0. Portanto β(H) + k = 0, o que
conclui o lema, pela definição de H.

As Proposições B.53 e B.59 e o Corolário B.57 mostram que Πa é de fato um sitema de
ráizes (c.f. Caṕitulo 9 de [38]):

1 Πa é finito, gera a e não contém 0.

2 Para todo Hα ∈ Πa, existe uma reflexão rα em relação a Hα tal que rα(Πa) = Πa.

3 Para todos Hα, Hβ ∈ Πa, rα(Hβ) − Hβ é um múltilpo inteiro de Hα.

O conjunto Πa é denominado sistema de raízes associado ao par (θ, a).
As câmaras de Weyl associadas ao par (θ, a) são definidas como as componentes conexas

do conjunto {H ∈ a : α(H) 6= 0,∀α ∈ Π}. Cada cámara de Weyl é um cone convexo em a

(c.f. Seção 9.2 do Caṕitulo 9 de [38]).
Como definido na Seção A.1, se (θ, a) é um par admisśivel da álgebra de Lie semi-

simples real g e a+ é uma câmara de Weyl, então (θ, a, a+) é um terno admisśivel de g,
o conjunto das ráızes positivas associadas à a+ é dado Π+ = {α ∈ Π : α|a+ > 0} e
um subconjunto Σ ⊂ Π+ é um sistema simples de ráizes associado à a+, se o conjunto
Σa = {Hα ∈ a : α ∈ Σ} é uma base de a e se toda ráiz positiva é escrita como soma de
ráizes de Σ.

O grupo de Weyl algébrico w(θ, a) associado ao par (θ, a) é por definição o grupo gerado
pelo conjunto {rα : α ∈ Π}, das reflexões em torno das ráizes do sistema Π.

Proposição B.60. O grupo de Weyl algébrico w(θ, a) é finito e simplesmente transitivo
no conjunto das câmaras de Weyl. Além disto, w(θ, a) é gerado pelo conjunto {rα : α ∈ Σ},
onde Σ é qualquer sistema simples de raízes de Π.

Demonstração. Proposições 9.13 e 9.19 e Teorema 9.14 de [38].

O resultado seguinte mostra que um subgrupo do grupo de Weyl anaĺıtico que deixa
invariante um cone convexo fixa um ponto neste cone.

Lema B.61. Sejam c um cone convexo em a e U um subgrupo de W (θ, a) tais que 0 6∈ c

e w(c) = c, para todo w ∈ U . Então existe H ∈ c tal que w(H) = H, para todo w ∈ U .

Demonstração. Definindo-se

H =
∑

w∈U

w(Z), (B.42)

onde Z ∈ c não-nulo, tem-se que w(H) = H e, como c é um cone convexo, H ∈ c.
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Corolário B.62. Sejam c um cone convexo em a e w ∈ W (θ, a) tais que 0 6∈ c e w(c) = c.
Então existe H ∈ c tal que w(H) = H.

Demonstração. Basta aplicar o Lema B.61 com U = {wn : n ∈ N}.

Teorema B.63. Os grupos de Weyl anaĺitico W (θ, a) e algébrico w(θ, a) são iguais.

Demonstração. Pelo Lema B.56, o grupo w(θ, a) é subgrupo do grupo W (θ, a). Como
cada elemento de W (θ, a) é a restrição a a de um automorfismo interno ψ de k tal que
ψa = a, pelo Corolário A.16, ψ|a permuta as câmara de Weyl de a. Como pela Proposição
B.60, w(θ, a) é simplesmete transitivo nas câmaras, é suficiente mostrar que W (θ, a) age
simplesmente nas câmaras. Isto segue da demonstração do Teorema 6.57 de [21]



Apêndice C

Fibrados e Espaços Homogêneos

Um grupo topológico é um espaço topológico e um grupo abstrato onde as operações de
multiplicação e inversa são aplica ções cont́ınuas. Um semigrupo em G é um subconjunto
S invariante pela multiplicação de G.

Proposição C.64. Sejam G um grupo topológico e S um semigrupo compacto e fechado
em G. Então S é um subgrupo de G.

Demonstração. Seja g ∈ S. Definindo-se, para cada k ∈ N,

Fk = cl{gn : n > k} ⊂ S, (C.1)

tem-se que Fk+1 ⊂ Fk. Pela compacidade de S e a condição de interseção finita não-vazia
da famı́lia {Fk : k ∈ N}, existe h ∈

⋂
k∈N Fk.

Seja V uma vizinhança aberta de g−1 e define-se φ : G × G → G por

φ(x, y) = xy−1g−1. (C.2)

Como (h, h) ∈ φ−1(V ), exite uma vizinhança aberta U de h tal que U × U ⊂ φ−1(V ). Por
outro lado, como h ∈ F1 ∩ U , exite n > 1 tal que gn ∈ U . Além disto, h ∈ Fn+2 ∩ U e,
portanto, exite m > n + 2 > n + 1 tal que gm ∈ U . Tem-se então que

φ(gm, gn) = gm−n−1 ∈ S ∩ V. (C.3)

Logo g−1 ∈ cl(S) = S, para todo g ∈ S, o que conclui a demonstração.

Corolário C.65. Sejam K um grupo topológico compacto e S um semigrupo em K com
interior não-vazio. Então S contém K0, a componente conexa da identidade de K.

Demonstração. Como cl(int (S)) é um subgrupo compacto e fechado em K, pela Proposição
C.64, tem-se que cl(int (S)) é um subgrupo de K. Como int (S) é denso em cl(int (S)) e
int (S)−1 é aberto, não-vazio e está contido em cl(int (S)), tem-se que int (S)∩int (S)−1 6= ∅.
Portanto int (S) é aberto e contém a identidade de K e, portanto, a componente conexa
da identidade de K.

147
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Proposição C.66. Sejam G um grupo topológico, K um subgrupo compacto e H um
subgrupo fechado. Tem-se que KH é um conjunto fechado.

Demonstração. Seja kihi → g uma rede tal que ki ∈ K, hi ∈ H e g ∈ G. Pela compacidade
de K existem k ∈ K e uma sub-rede kij → k. Portanto hij = k−1

ij
(kijhij) → k−1g ∈ H,

uma vez que H é fechado. Portanto g = k(k−1g) ∈ KH.

A ação à esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplicação · : G × X → X
satisfazendo

(i) gh · x = g · (h · x),

(ii) 1 · x = x,

para todo g, h ∈ G e x ∈ X, onde 1 ∈ G é a identidade do grupo. Analogamente a ação à
direita de um grupo G num conjunto X é uma aplicação · : G × X → X satisfazendo

(i) x · gh = (x · g) · h,

(ii) x · 1 = x,

para todo g, h ∈ G e x ∈ X, onde 1 ∈ G é a identidade do grupo.
Para cada g ∈ G, a aplicação g : X → X, dada por

g(x) = g · x, (C.4)

para todo x ∈ X, é uma bijeção, cuja inversa é g−1 : X → X. Se um grupo G age nos
conjuntos X e Y , uma aplicação f : X → Y é G-equivariante se f ◦ g = g ◦ f .

A órbita pela ação do grupo G de um ponto x ∈ X é definida por

Gx = {g · x : g ∈ G}, (C.5)

e o subgrupo de isotropia de G em x é dado por

Gx = {g ∈ G : g · x = x}. (C.6)

A ação de G em X é transitiva se a órbita pela ação de G de algum x ∈ X é todo o
conjunto X. Tem-se que G age livremente em X se a isotropia Gx é trivial para todos
x ∈ X.

Se G é um grupo topológico, um conjunto X é um espaço homogêneo de G se G age
transitivamente em X e a isotropia Gx é um subgrupo fechado em G, para algum, e portanto
para todos, x ∈ X. Se X é também um espaço topológico e a ação · : G × X → X é uma
aplicação cont́ınua, diz-se que G age continuamente em X. Neste caso, para cada g ∈ G,
a aplicação g : X → X dada por C.4 é um homeomorfismo.

Analogamente, se M é uma variedade diferenciável, um grupo de Lie G age diferenci-
avelmente em M se a ação · : G × M → M é uma aplicação diferenciável. Em particular,
esta é uma ação cont́ınua de G em M e, maneira semelhante, a aplicação g : X → X é um
difeomorfismo, para cada g ∈ G.
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C.1 Espaços Homogêneos e Grupos Quocientes

Lema C.67. Sejam M e N espaços homogêneos de um grupo de Lie G agindo diferenci-
avelmente e f : M → N uma aplicação G-equivariante. Então f tem posto constante.

Demonstração. Como a ação de G é transitiva em M , fixando-se x ∈ M , para tod y ∈ M ,
existe g ∈ G tal que y = g(x). Pela regra da cadeia, como f ◦ g = g ◦ f , tem-se que

dyf ◦ dxg = df(x)g ◦ dxf, (C.7)

onde g : M → M é dado por C.4. O lema segue, pois g é um difeomorfismo.

Se G/H denota o conjunto {gH : g ∈ G} das classes laterais a esquerda de H em G
e π : G → G/H é a projeção natural, então a topologia quociente em G/H é a topologia
gera pelos conjuntos A ⊂ G/H tais que π−1(A) ⊂ G é aberto.

Proposição C.68. Sejam G um grupo de Lie, H um subgrupo fechado e G/H com a
topologia do quociente. Então G/H possui uma única estrutura diferenciável tal que a
ação de G em G/H por multiplicação a esquerda é diferenciável. Além disto, tem-se que

dim(G/H) = dim(G) − dim(H), (C.8)

a projeção natural π : G → G/H é uma submersão sobrejetiva e a ação de G em G/H é
aberta.

Demonstração. A primeira afirmação é o Teorema 4.3, Página 123, do Caṕıtulo II de [15]. A
afirmação sobre a dimensão de G/H e a diferenciablidade da projeção π são conseqüências
das cartas locais usadas na demonstração do referido teorema.

Para mostrar que a projeção natural π é submersão, primeiro observa-se que, pelo lema
de Sard, existe g ∈ G tal que dgπ é sobrejetora. Como π é equivariante, pelo Lema C.67,
é uma submersão. Como a ação a : G × G/H → G/H satisfaz

a(g, g′H) = π(gg′), (C.9)

para todos g, g′ ∈ G, tem-se que está ação é aberta, pois é composição de aplicações
abertas.

Lema C.69. Seja π : M → N uma submersão da variedade diferenciável M na variedade
diferenciável N . Para toda variedade diferenciável P , uma aplicação f : N → P é difer-
enciável se, e somente se, existe uma aplicação diferenciável F : M → P tal que o seguinte
diagrama é comutativo

M

π

²²

F

&&NNNNNNNNNNNNN

N
f

// P

(C.10)
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Demonstração. Se n = dim(N), então n é o posto de π e dim(M) = n + m. Pela forma
local das submersões, existe um atlas φi : Rn ×Rm → M de M e um atlas ψi : Rn → N de
N tais que π(φi(x, y)) = ψi(x), para todos x ∈ Rn e y ∈ Rm.

Se f : N → P é uma aplicação diferenciável, definindo-se F = f ◦ π : M → P , tem-se
que o diagrama C.10 é comutativo e F é diferenciável, pela regra da cadeia. Por outro
lado, se existe F : M → P diferenciável tal que o diagrama C.10 é comutativo, tem-se que

f(ψi(x)) = f(π(φi(x, y))) = F (φi(x, y)) (C.11)

para todo x ∈ Rn, mostrando que f : N → P é uma aplicação diferenciável.

Proposição C.70. Sejam G é um grupo de Lie com álgebra de Lie g e H um subgrupo
fechado e normal em G com álgebra de Lie h. Então G/H é um grupo de Lie com a
estrutura diferenciável dada pela Proposição C.68 e a projeção natural π : G → G/H é um
homomorfismo sobrejetor entre grupos de Lie. Além disto, h é o núcleo do homomorfismo
sobrejetor de álgebras de Lie d1π : g → l, onde l denota a álgebra de Lie de G/H. Em
particular, h é um ideal de g e l é isomorfa a g/h.

Demonstração. Como H é normal em G, o produto p̂(gH, g′H) = (gg′)H e a inversa
î(gH) = (g−1)H estão bem definidos e G/H é um grupo. Pela Proposição C.68, resta
mostrar que o produto e a inversa são aplicações diferenciáveis. Definindo-se p : G×G →
G/H por p(g, g′) = (gg′)H, tem-se que o seguinte diagrama é comutativo

G × G

(π,π)
²²

p

))TTTTTTTTTTTTTTTTT

(G/H) × (G/H)
φ

// G/H

(C.12)

e p é diferenciável, pois é composição de aplicações diferenciáveis. Novamente utilizando-se
a Proposição C.68, tem-se que π × π é uma submersão e, pelo Lema C.69, segue que o
produto p̂ é uma aplicação diferenciável. Procede-se de maneira análoga para se mostrar
que a inversa î é uma aplicação diferenciável.

Pelo Lema 1.12 do Caṕıtulo II de [15] e Proposição C.68, tem-se que d1π : g → l é um
homomorfismo sobrejetor de álgebras de Lie. Para se mostrar que h é o núcleo de d1π, seja
X ∈ h. Logo exp(tX) ∈ H, para todo t ∈ R. Como π(exp(tX)) = 1, para todo t ∈ R,
segue que d1πX = 0, mostrando que h está contido no núcleo de d1π. A demonstração
segue, observando-se que, pela Proposição C.68, dim(l) = dim(g) − dim(h).

A proposição seguinte é o análogo para grupos de Lie do teorema de isomorfismo de
Noether.

Proposição C.71. Sejam G um grupo de Lie, H e L subgrupos de Lie de G tais que H
é fechado e normal e G = LH. Então a aplicação ϕ : L/(L ∩ H) → G/H, dada por

ϕ(l(L ∩ H)) = lH, (C.13)

é um isomorfismo entre grupos de Lie.
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Demonstração. Pela Proposição C.70, a projeção natural π : G → G/H é um homomor-
fismo sobrejetor entre grupos de Lie. Como G = LH, tem-se que a restrição πL : L → G/H
é também um homomorfismo sobrejetor entre grupos de Lie, cujo núcleo é L ∩ H. O re-
sultado segue do Lema 5.1 do Cap’itulo II de [15].

Em muitos casos, a ação transitiva de um grupo de Lie num conjunto abstrato induz
uma estrutura de variedade diferenciável neste conjunto.

Proposição C.72. Seja X um espaço homogêneo de um grupo de Lie G. Então fixando-
se x ∈ X, existe uma estrutura diferenciável em X tal que a aplicação φx : G/Gx → X,
dada por

φx(gGx) = g · x, (C.14)

é um difeomorfismo, onde Gx é a isotropia de G em x. Em particular, a ação de G em X
é diferenciável e aberta.

Demonstração. Claramente, fixando-se x ∈ X, a aplicação φx está bem definida e é uma
bijeção. Como a isotropia Gx é fechada por hipótese, pela Proposição C.68, G/Gx possui
uma estrutura diferenciável e, portanto, φx induz em X uma estrutura diferenciável. A
ação · : G × X → X satisfaz

g · y = φx(g · φ−1
x (y)), (C.15)

pois φx é equivariante. Portanto esta é uma ação diferenciável e aberta, pela Proposição
C.68.

C.2 Fibrados Principais e Associados

Uma fibração é uma aplicação cont́ınua e sobrejetora π : Q → X do espaço topológico
Q, denominado espaço total, no espaço topológico X, denominado espaço base. Denota-se
a fibra π−1(x) de Q sobre x ∈ X por Qx e a fibra π−1(π(q)) de Q através de q ∈ Q por

Qq. Duas fibrações π : Q → X e π̂ : Q̂ → X̂ são isomorfas se exitem homeomorfismos

ψ : Q → Q̂ e φ : X → X̂ tais que o seguinte diagrama é comutativo

Q

π

²²

ψ
// Q̂

bπ
²²

X
φ

// X̂

(C.16)

O par (ψ, φ) é denominado isomorfismo de fibrações.
Uma fibração π : Q → X é um fibrado principal se um grupo topológico G age livre e

continuamente à direita no espaço total, de modo que as fibras de Q são as órbitas de G em
Q. O grupo G é denominado grupo estrutural de Q. Dois fibrados principais π : Q → X,
com grupo estrutural G, e π̂ : Q̂ → X̂, com grupo estrutural Ĝ, são isomorfos se são
fibrações isomorfas e existe um isomorfismo ϕ : G → Ĝ de grupos topológicos tal que

ψ(qa) = ψ(q)ϕ(a) (C.17)
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para todo q ∈ Q e a ∈ G. O terno (ψ, φ, ϕ) é denominado isomorfismo de fibrados
principais.

Se (ψ, φ) é um isomorfismo entre a fibração π̂ : Q̂ → X̂ e o fibrado principal π : Q → X

com grupo estrutural G, então π̂ : Q̂ → X̂ é um fibrado principal com grupo estrutural G,
onde a ação de G em Q̂ é dada por

q̂a = ψ(ψ−1(q̂)a), (C.18)

onde a ∈ G e q̂ ∈ Q̂.
O fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G é a projeção na primeira

coordenada pr1 : X × G → X, onde a ação de G em X × G é dada por

(x, g)a = (x, ga), (C.19)

onde x ∈ X e g, a ∈ G.
De maneira mais geral, um fibrado principal π : Q → X é localmente trivial se existe

uma cobertura aberta {Ui : i ∈ I} do espaço base, demominada cobertura trivializante,
de modo que, para cada i ∈ I, o fibrado principal π|π−1(Ui) : π−1(Ui) → Ui é isomorfo ao
fibrado principal trivial com base Ui e grupo estrutural G.

De modo mais preciso, existe uma famı́lia de homeomorfismos

{ψi : π−1(Ui) → Ui × G}i∈I , (C.20)

denominados trivializações locais, onde ψi = (π, gi) para alguma aplicação cont́ınua gi :
π−1(Ui) → G, satisfazendo

gi(qa) = gi(q)a (C.21)

onde qa denota o a ação de a ∈ G sobre q ∈ π−1(Ui). A famı́lia Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I é
denominada um atlas de Q.

Se (ψ, φ, ϕ) é um isomorfismo entre o fibrado principal π̂ : Q̂ → X̂, com grupo estrutural

Ĝ, e o fibrado principal localmente trivial π : Q → X, com grupo estrutural G, então o
fibrado principal π̂ : Q̂ → X̂ é localmente trivial, com cobertura trivializante {φ(Ui) : i ∈ I}

de X̂ e família de trivializações locais

{ψ ◦ ψi : π̂−1(φ(Ui)) → φ(Ui) × Ĝ}i∈I . (C.22)

A trivialidade local implica que a projeção π é uma aplicação aberta. A aplicação
iq : G → Qq dada por

iq : a ∈ G 7−→ qa (C.23)

é um homeomorfismo, pois sua inversa é dada por i−1
q (p) = gi(q)

−1gi(p), para p ∈ Qq, se
Ui contém π(q).

Associada a cada trivialização local, sua seção local é a aplicação χi : Ui → Q definida
por χi(x) = ψ−1

i (x, 1), onde 1 é o elemento neutro de G. Tem-se que π ◦ χi = idUi
e, para

todo x ∈ Ui e a ∈ G,
ψi(χi(x)a) = (x, a). (C.24)
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Se Uij = Ui ∩ Uj 6= ∅, então

ψj ◦ ψ−1
i : Uij × G → Uij × G (C.25)

é tal que
ψj ◦ ψ−1

i (x, a) = ψj(χi(x)a) = (x, aij(x)a), (C.26)

onde aij = gj ◦ χi : Uij → G é denominada função de transição. Além disso, como

ψj(χi(x)) = (x, aij(x)) = ψj(χj(x)aij(x)), (C.27)

tem-se que χi (x) = χj (x) aij (x).
O fibrado πE : E = Q ×G F → X associado ao fibrado principal π : Q → X é uma

fibração sobre a base X de um espaço topológico contrúıdo a partir da ação a esquerda de
G num espaço topológivo F , denominado fibra t́ıpica. O espaço total E é o quociente do
produto Q×F pela relação de equivalência ∼ definida por (p, v) ∼ (q, w) se, e somente se,
q = pa e w = a−1v, onde p, q ∈ Q, v, w ∈ F e a ∈ G. A classe de equivalência de (q, v) é
denotada por q · v ∈ E. O espaço base é o mesmo de Q e a fibração πE : E → X é definida
por πE(q · v) = π(q).

Se Q é o fibrado principal localmente trivial, a mesma cobertura trivializante {Ui : i ∈
I} de Q é uma cobertura trivializante de E e a famı́lia de trivializações locais

{ψE
i : π−1

E (Ui) → Ui × F}i∈I (C.28)

é definida por
ψE

i (q · v) = (π(q), gi(q)v). (C.29)

Esta aplicação está bem definida, pois se q = pa e w = a−1v, então (π(q), gi(q)v) =
(π(p), gi(p)w), devido á equação (C.21). Além disso, ψE

i é bijetiva, sendo claramente
sobrejetiva e também injetiva, já que se (π(q), gi(q)v) = (π(p), gi(p)w), então q = pa, para
algum a ∈ G e, portanto, v = a−1w, uma vez que

gi(p)av = gi(pa)v = gi(p)w. (C.30)

A aplicação vi : π−1
E (Ui) → F , definida por

vi(q · v) = gi(q)v (C.31)

é cont́ınua e aberta, já que o seguinte diagrama comuta

Ui × F

·
²²

vi

''OOOOOOOOOOOOOO

π−1
E (Ui) φ

// F

(C.32)

onde a aplicação v̂E
i , definida por v̂E

i (q, v) = (π(q), gi(q)v), é claramente cont́ınua e aberta.
Portanto, o par (ψE

i , idUi
) é um isomorfismo entre a fibração

(πE)|π−1
E (Ui)

: π−1
E (Ui) → Ui (C.33)
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e a projeção na primeira coordenada pr1 : Ui × F → Ui. A famı́lia ΨE = {(Ui, ψ
E
i )}i∈I

é denominada um atlas de E. Em particular, se pr1 : X × G → X é o fibrado principal
trivial com base X e grupo estrutural G, o fibrado associado πE : E → X com fibra t́ıpica
F é isomorfo à projeção na primeira coordenada pr1 : X × F → X.

Além disso, se ξ = q · v, onde q = χi(x)a, então

vj(ξ) = aij(x)vi(ξ), (C.34)

pois
gj(χi(x)a)v = aij(x)gi(χi(x))av = aij(x)gi(χi(x)a)v. (C.35)

Pela equação (C.29), fixando-se q ∈ Q, a aplicação

v ∈ F 7→ q · v ∈ Eπ(q) (C.36)

é um homeomorfismmo. Se a fibra t́ıpica F é compacta, a trivialidade local implica que
πE : E → X é uma aplicação fechado.

Quando a ação de G em F é transitiva, fixando-se v ∈ F , a transformação lv : Q → E,
definida por

lv(q) = q · v ∈ E (C.37)

é sobrejetiva. Neste caso, será feita a hipótese de que a aplicação g ∈ G 7→ gv ∈ F é aberta
para todo v ∈ F (esta condição é sempre satisfeita no caso de ações diferenciáveis de grupos
de Lie). Logo, utilizando-se novamente a equação (C.29), a aplicação lv é também aberta.
Em diversos momentos, a imagem lv(A) de um subconjunto A ⊂ Q será denotada por A ·v.

Proposição C.73. Sejam G um grupo de Lie e L ⊂ P subgrupos fechados de G, onde L
é normal em P . Então a projeção π : G/L → G/P , dada por

π(gL) = gP, (C.38)

para todo g ∈ G, é um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo estrutural é o grupo
de Lie P/L. Além disto, a ação à esquerda de G em G/L é um endomorfismo deste fibrado,
como definido na Seção 4.1.

Demonstração. Teorema da Seção 7.4 de [41].

Proposição C.74. Sejam π : Q → X um fibrado principal localmente trivial, cujo grupo
estrutural é um grupo de Lie G agindo diferenciável e transitivamente na fibra t́ıpica F
do fibrado associado πE : E → X. Então a fibração lv : Q → E é um fibrado principal
localmente trivial, cujo grupo estrutural é Gv, o subgrupo de isotropia de G no ponto v.

Demonstração. Pela Proposição C.73 e como G age transitivamente em F , a fibração
πv : G → F , dada por πv(a) = av, é um fibrado principal. Então existem uma cobertura
trivializante {Vj : j ∈ J} do espaço base F e

{φj : π−1(Vj) → Vj × Gv}j∈J (C.39)
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a famı́lia das trivializações locais associadas, onde φj = (πv, a
v
j ) é tal que av

j : π−1
G (Vj) → Gv

satisfaz

av
j (ga) = av

j (g)a (C.40)

para todos g ∈ π−1
G (Vj) e a ∈ Gv. Tem-se que a famı́lia

{Wij =
(
ψE

i

)−1
(Ui × Uj)}i∈I,j∈J (C.41)

é uma cobertura trivializante de E e

{ψv
ij : l−1

v (Wij) → Wij × Gv}i∈I,j∈J (C.42)

é a famı́lia das trivializações locais associadas, onde ψv
ij = (lv, g

v
ij) é tal que gv

ij = av
j ◦ gi.

De fato, gv
ij está bem definida para todo q ∈ l−1

v (Wij), pois

ψE
i (lv(q)) = ψE

i (q · v) = (π(q), gi(q)v) = (π(q), πv(gi(q))) ∈ Ui × Vj (C.43)

e também

gv
ij(qa) = av

j (gi(q)a) = gv
ij(q)a, (C.44)

para todos q ∈ l−1
v (Wij) e a ∈ Gv. Além disso, se

ψv
ij(q) = (q · v, gv

ij(q)) = (p · v, gv
ij(p)) = ψv

ij(p), (C.45)

então p = qa e a ∈ Gv e, como

gv
ij(q) = gv

ij(qa) = gv
ij(q)a, (C.46)

tem-se que a = 1, mostrando que ψv
ij é injetiva. A sobrejetividade segue da equação

(C.44) e do fato de que qa ∈ l−1
v (Wij), para todos q ∈ l−1

v (Wij) e a ∈ Gv. Finalmente,
como gv

ij é composição de aplicações cont́ınuas e abertas, tem-se que ψv
ij = (lv, g

v
ij) é um

homeomorfismo.

Sejam E e Ê fibrados associados a π : Q → X tais que existe uma fibração f : F → F̂
equivariante em relação à ação de G, ou seja,

f(av) = f(v)a (C.47)

para todos a ∈ G e v ∈ F . Define-se f : E → Ê, uma fibração de E sobre Ê, dada por

f(q · v) = q · f(v), (C.48)

para todos q ∈ Q e v ∈ F .
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Proposição C.75. Sejam as hipóteses da Proposição C.74. Então, fixando-se v ∈ F e
definindo-se v̂ = f(v), a fibração f : E → Ê é isomorfa ao fibrado (lbv)Ebv : Ebv → Ê,
cuja fibra t́ıpica Fbv é a fibra de F sobre v̂, associado ao fibrado principal localmente trivial
lv : Q → E. Além disto, o seguinte diagrama é comutativo

Q

π

¨¨²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
²

lv

²²
lbv

ºº
//

//
//

//
//

//
//

/ blv
''OOOOOOOOOOOOOOO

E

πE
ÄÄ

f
ÁÁ

oo
φbv // Ebv

(lbv)EbvÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

X Êπ bEoo

(C.49)

onde φbv(q ·G v) = q ·Gbv v e l̂v(q) = q ·Gbv v, para todo q ∈ Q.

Demonstração. Pela Proposição C.74, lbv : Q → Ê é um fibrado principal com grupo
estrutural Gbv. Tem-se que a aplicação φbv : E → Ebv, dada por

φbv(q ·G v) = q ·Gbv v (C.50)

está bem definida e é uma bijeção. De fato, q ·G v = p ·G v se, e somente se, existe a ∈ G
tal que p = qa e v = av e, portanto, se, e somente se, q ·Gbv v = p ·Gbv v. Tem-se então que
φbv é um homeomorfismo, pois o diagrama

Q

lv

²²

blv
&&MMMMMMMMMMMMM

E oo
φbv // Ebv

(C.51)

é claramente comutativo e a aplicação l̂v é cont́ınua e aberta. A comutatividade do dia-
grama C.51 segue direto das definições.



Referências Bibliográficas
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