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ABSTRACT

According to the classification made by Anosov in 1959, we derive several different topological
types of “semi-linear” discontinuous systems in R*. This pre-classification is done via pre-
sentation of the respective normal forms. In this work, we consider non-linear perturbations
of such normal forms. The typical singularities are generically classified and the behavior of
the systems around these points is analyzed. Our focus is find conditions for the existence of
1-parameter family of periodic orbit terminating at the singularities in the sense of Lya-
pounov Center Theorem. The main techniques used are elements of Symbolic Computation

and Theory of Singularities of Mappings.
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RESUMO

De acordo com a classificacao feita por Anosov em 1959, obtemos diferentes tipos topolégicos
de sistemas “semi-lineares”descontinuos em R*. Esta pré-classificacao é feita através da
apresentacao das respectivas formas normais. Neste trabalho, consideramos perturbacoes
nao lineares de tais formas normais. As singularidades tipicas sao genericamente classificadas
e o comportamento dos sistemas em torno destes pontos é analisado. Nosso foco é encontrar
condigoes para a existéncia de uma familia a 1-parametro de drbitas periddicas terminando
em singularidades no sentido do Teorema Centro de Lyapounov. As técnicas principais

usadas sao elementos do célculo simbdlico e da Teorida das Singularidades de Aplicagoes.



LISTA DE SIMBOLOS

e X*°(R") : conjunto dos germes de campos de vetores de classe C*° em 0 € R™.

e [': conjunto dos campos de vetores descontinuos.

e Hj : variedade de descontinuidade de campos Z € T.

e H. : subvariedade definida por H. = {(z,y,2,w) € R*: ez > 0}, para ¢ = +1.

e /. : campo de vetores em X*°(H,), para ¢ = £1.

e ()7 : conjunto dos campos de vetores descontinuos que sao perturbacoes de Z € I'.

e ['g; : conjunto dos campos de vetores descontinuos cuja parte semi-linear é simples-

mente integravel.
e ['p : conjunto dos campos de vetores descontinuos cuja parte semi-linear é elementar.

e A : conjunto dos campos de vetores descontinuos que sao perturbacgoes de cuspides

degeneradas.

e [y : subconjunto de I'" onde 0 é ponto regular, ou singularidade de dobra, ou singu-

laridade de cuspide, ou singularidade rabo de andorinha.
e () : conjunto dado por {I'g x T'o} N Q.

e =, : conjunto dos campos de vetores descontinuos fracamente estruturalmente estaveis

em Qo.
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e )y : conjunto bifurcagao em Qy dado por g \ Zo.

e =, : conjunto dos campos de vetores descontinuos fracamente estruturalmente estaveis

em Ql-

e (), : conjunto dos campos de vetores descontinuos dado na forma normal primitiva

Za,b,c,d,e-
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Introducao

O objetivo principal desse trabalho é discutir a dinamica de determinadas classes de cam-
pos de vetores descontinuos em R*, fazer uma classificacdo genérica de suas singularidades
tipicas e verificar a existéncia de familias de 6rbitas periddicas terminando em singularidades
tipicas. Antes de descrevermos detalhadamente o que iremos estudar, convém fazermos um
breve resumo histérico do surgimento e desenvolvimento dos Sistemas Dinamicos dentro da

matematica, nos ultimos anos.

A matematica, como ja sabemos, é uma das ciéncias mais antiga, senao a mais. Ela vem
atraindo a atencao de grandes homens desde os primoérdios antes de Cristo, até os tempos
atuais. Contudo, a matematica moderna (se assim podemos chamar), teve inicio no século
XVII, devido ao descobrimento do Célculo Infinitesimal, por I. Newton e G.W. Leibnitz. Ja
em meados do século XVIII, surgem os primeiros trabalhos envolvendo equacoes diferenciais
ordindrias, devido a J.L. Lagrange e W.R. Hamilton. Motivado por problemas em mecanica
celeste, o matematico francés H. Poincaré, nos anos de 1881, 1882 e 1885, publica seu famoso
memorial [P] e cria com isso, um novo ramo da matemaética, a teoria qualitativa das equagoes

diferenciais e com ela, uma nova area de pesquisa: os Sistemas Dinamicos.

Apesar de muitos trabalhos relevantes feitos na época, houve um periodo onde os sistemas
dinamicos cairam em esquecimento. Na década de 60, os Sistemas Dinamicos voltaram a
ter um grande impulso entre os matematicos e muitos nomes importantes surgiram nesse
periodo. Podemos citar, por exemplo, Smale, Kolmogorov, Moser, Peixoto, Arnold, Thom

etc.
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Devido ao seu extraordinario avanco, resultados relevantes se multiplicaram em Sistemas
Dinamicos numa velocidade extraordinaria e nos dias atuais, iniimeros ramos da ciéncia uti-
lizam desses resultados existentes na teoria qualitativa das equagoes diferenciais. Muitas
areas foram criadas dentro desta teoria, cada qual focada em estudos de determinadas pro-
priedades, como por exemplo, o estudo de Sistemas Dinamicos com simetria (sistemas equi-
variantes reversiveis e hamiltonianos), o estudo de sistemas com comportamento complicado
(Teoria do Caos), estudos de singularidades e bifurcagoes em Sistemas Dinamicos (Teoria
das Singularidades e Bifurcagoes), entre muitas outras.

Um dos problemas mais importantes em Sistemas Dinamicos é estabelecido pela seguinte
estratégia.

Dado um Sistema Dinamico:

e Detectar a existéncia de conjuntos minimais M (por exemplo, toros invariantes);
e Estudar a estrutura topoldgica de M;

e Analisar o comportamento de M em relagao ao fluxo gerado pelo sistema.

Dentro da linha geométrica/qualitativa dos Sistemas Dinamicos e em termos relativos,
muito pouco se conhece sobre sistemas descontinuos. Essa é uma area recentemente criada
e que vem recebendo nas ultimas décadas, considerado interesse entre os matematicos. Essa
area que estd intimamente ligada a Teoria do Controle, engloba os chamados “relay sys-
tems”ou “sistemas com chaveamento”, teve um impulso com os trabalhos de Tsypki [T2] em
1955, Boltyanskii e Pontryagin [BP2] em 1956 e Anosov [A] em 1959. Ela possui aplicagoes
em varias areas da ciéncia, como em Engenharia ([H3] e [KK]), Teoria do Controle ([FL| e
[T3]), Economia ([I] e [H1]) e Biologia [B1].

Filippov em [F2], deu uma importante contribui¢ao nessa area, formulando um conceito
refinado de solugoes para campos de vetores descontinuos.

Nosso objetivo principal é estudar o comportamento desses sistemas descontinuos em
torno de uma singularidade tipica. O trabalho que aqui apresentamos utiliza da formulacao

dada por Filippov e visa continuar e estender os resultados obtidos em [JT2] e [JT3]. Nesses
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dois trabalhos, os autores obtiveram, para uma determinada classe de campos de vetores
simétricos (mais precisamente reversiveis), a classificacdo das singularidades tipicas (via
equivaléncia fraca), e a obtencao de condigoes necessérias e suficientes, para a existéncia
de familias a um parametro de érbitas periddicas, convergindo para uma orbita tipica. Um
dos objetivos principais desse trabalho, foi “quebrar”a simetria dessa classe de campos de
vetores, introduzindo genericamente, novos parametros, de tal forma que a classe agora con-
siderada nao apresentasse a propriedade de reversibilidade e englobasse os casos considerados
em [JT2] e [JT3].

As técnicas utilizadas para obtermos os resultados gerais desse trabalho, baseiam-se em
parte na teoria de singularidades de aplicagoes em dimensoes superiores, por meio de germes
de campos de vetores. Utilizamos também a teoria das bases de Grobner e recursos computa-
cionais para desenvolvermos um algoritmo com o intuito de obtermos condi¢oes necessarias
sobre os parametros para existéncia de familias de érbitas periddicas. Ressaltamos que a
énfase desse trabalho serd dada em detectar condicoes para a existéncia de familias a um
parametro de orbitas periddicas, convergindo para oOrbitas tipicas. Vamos agora fazer uma
breve descri¢ao das partes desse trabalho. Ele é composto de cinco capitulos e um apéndice
e estd organizado da seguinte forma.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos e as defini¢coes necessarias para o de-
senvolvimento dos demais capitulos.

No Capitulo 2, apresentamos sob uma linguagem elementar e de forma resumida, os
principais resultados obtidos e que serao demonstrados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, trabalhamos com perturbacoes de campos de vetores provenientes da
forma normal de Anosov em R*. Apresentamos os tipos de singularidades que podem ocor-
rer em cada familia de campos de vetores. Nao nos preocupamos em fazer a classificacao
dessas singularidades neste capitulo, pois elas surgem naturalmente como casos particu-
lares, em sistemas trabalhados no Capitulo 4. Nesse mesmo capitulo, obtemos condicoes
necessarias e suficientes para que tenhamos orbitas periddicas para as familias de campos
aqui considerados.

No Capitulo 4, trabalhamos com uma classe de campos do tipo rabo de andorinha, que
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de certa forma, é uma generalizagao da familia de campos considerados nos trabalhos [JT2]
e [JT3]. Para essa classe, fizemos a classificagdo das singularidades e dos campos através da
equivaléncia fraca e obtemos condig¢oes necessarias e suficientes sobre os parametros dessa
familia, para que tenhamos érbitas periddicas convergindo para uma orbita tipica.

Por fim, no Capitulo 5, fizemos uma exposicao dos projetos de estudos que estao abertos
e que ficarao para estudos futuros.

A tese consta também de um Apéndice, no qual apresentamos, de forma resumida e
simplificada, a teoria das Bases de Grobner. Teoria essa que utilizamos constantemente no

andar da tese.



CAPITULO 1

Preliminares, Definicoes e Conceitos Basicos

Neste capitulo, vamos introduzir os conceitos e defini¢oes basicas que usaremos no decorrer
do texto. Apresentaremos também uma breve descri¢ao de alguns trabalhos relevantes dentro

da teoria dos sistemas com chaveamento.

1.1 Algumas Notacoes e Definicoes

Seja X um germe de campo de vetores de classe C* em 0 € R™. Denotamos por X*°(R") =
{X : X € C*} o conjunto de tais campos de vetores, munido da topologia C°.

Seja h : R™ — R, um germe de aplicacao C*°, com 0 € R um valor regular para h. No
decorrer do texto, h serd usado para denotar a projegao m em R”" | isto é, h(zy,xg, -, x,) =
r1. Definamos por Hy = h™1(0) C R" a pré-imagem do 0 pela h. E conhecido que Hy é
uma subvariedade local de dimensao n — 1, que divide o espago R" em duas componentes
conexas H; = {(z1, -~ 2,) € R* : 2y > 0} e Hy = {(z1,- - -,x,) € R* : 2, < 0}.
Eventualmente, no decorrer do trabalho, sem mencao explicita, consideraremos casos nao
locais. Nao distinguiremos a notacao de um germe e qualquer um de seus representantes.

Considere X,Y € X>°(R™) dois campos de vetores. Um campo de vetores Z é dito ter o

lado direito descontinuo se ele é definido como

X(z)sex; >0
Y(z) se 1 <0

Z(x) =

5
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Denotaremos por Z = (X,Y) eporI' ={Z = (X,Y) : X, Y € X*(R")} o conjunto dos
germes de campos de vetores descontinuos em R"™ munido da topologia produto.

Nesse trabalho, consideraremos o caso n = 4 e denotaremos por Z. e restricao do campo
de vetores Z ao sub-espaco H. parae = +1. Se o campo de vetores Z, estende a H, = H.UH,,
denotaremos por Z. o campo de vetores resultante. Recordemos que se X é um campo
de vetores C* e h uma funcao C'°, podemos calcular a funcao Xh =< X,Vh >, onde
< -,- > é o produto escalar padrao em R* Note que Xh ¢é também uma funcio C*°,
e entao podemos definir a funcao X?h =< X,VXh >. Logo, por recorréncia, definimos
XFh =< X, vXF1h > k>1.

Anosov publicou em 1959 o que podemos considerar o trabalho pioneiro em termo de clas-
sificagao de sistemas com chaveamento [A]. Nesse trabalho que foi colocado por Pontryagin,

ele discutiu o sistema com chaveamento em R™ da forma:
X = Az +sgn(z) K

onde x = (x1,29, -, &), A € Myy, ¢ K = (k1,ka,- -+, k,) é um vetor constante. Seu
objetivo nesse trabalho, foi dar condigbes sobre a estabilidade (de Lyapunov) assintética local
da origem, que é uma singularidade tipica do sistema. Foram detectados quatro diferentes
tipos topologicos de campos de vetores, representados pelas suas formas normais. Um deles
coincide com a forma semi-linear estudada no capitulo 4.

Uma classe de campos de vetores descontinuos que iremos estudar, sao aqueles reversiveis

mediante alguma involugao. Vamos introduzir tais conceitos.

Definigao 1.1.1. Seja ¢ : (R™,0) — (R™,0) um germe de difeomorfismo de classe C> em

0. Dizemos que ¢ é uma tnvolugao se, p o = Id.

Definicao 1.1.2. Seja Z = (Z.,Z_.) € T' um campo de vetores descontinuo, com Hy a

variedade de descontinuidade e ¢ uma involucao. Dizemos que Z € p-reversivel, se:

Fixz(p) C Ho;
(%) 0 (1.1)
Ok Le=—L_c0p

onde (% Z.)(p) = (Dgy 0 Z.)(p).
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Recordemos o Teorema de Montgomery-Bochner (ver [MZ]) em R* que em sua for-
mulacdo mais simples nos diz que toda involucao ¢ tal que Fix(y) é uma subvariedade de
dimensao 2, entdo ¢ é C'°-conjugado a um germe de involugdo linear ¢ : (z,y,z,w) —
(—z,y, —z,w).

Nos capitulos seguintes, estudaremos uma determinada classe de campos de vetores de-
scontinuos e suas perturbacoes. Iremos limitar o universo de tais perturbagoes inspirado
principalmente em elementos basicos da Teoria do Controle [ZB]. Conceituaremos esse fato

a seguir.

1.2 O conjunto {1y

Fixemos Zy € I'. O conjunto 2z, sera formado pelos campos de vetores Z € I', que sao
pequenas deformagdes de Zy, escrito da seguinte forma, Z = Zy+ F', onde F' = (f1, fo, f3, f4)
é C>. Escrevemos cada f; : R* — R como f; = Hj + Hj + - - -, onde H} é uma funcao
homogénea de grau j e a estimativa de f; (definida a seguir) é menor ou igual a 5 — i, para
i=1,- 4,

Definimos a estimativa de uma funcao C°° qualquer, f : R* — R da seguinte maneira.
Coloque peso 4 na variavel z, 3 em y, 2 em z e 1 em w. Para cada monomio m =
xMy*2zw* | defina o nimero dyo(m) = 4ay + 3as + 2a3 + a4 como sendo o peso de m.

Se f é tal que f(0) = 0, entado a estimativa de f, denotada por v(f) é dada por:

1. Se todas as derivadas de f em 0 se anulam, entdo colocamos vy(f) = +o0.

Por outro lado, podemos expandir f préximo de 0 € R*, ordenando os termos nao

nulos de sua expansao de Taylor com respeito aos pesos dos monomios dessa expansao.

2. Para toda expansao com termos nao nulos, existe um monomio mgy em sua expansao,

minimal com rela¢ao ao peso e definimos vy(f) = do(my).

Exemplo 1.2.1. Considere f : (R?0) — R dada por f(z,y,z) = (y + 2)sin(x + y). Seja
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Tf a sua expansdao por Taylor numa vizinhanca da origem. Temos que
1 1
Tf(x,y,z) = 2Yy+x2+ y2 +yz — 6 (a:3y + xgz) 5 (x2y2 + x2yz + xy3 + xy2z + y4) -
1
—5 W' +9’2) +oll(z,y, 2)").

Colocando peso 3 na varidvel x, 2 em y e 1 na varidvel z, temos que a estimativa de f €

(f) =3 e € dado pelo monomio yz.

Lema 1.2.1. Seja f: R" = R, C* com f(0) = 0. Sewp(f) =k < +o00, entdo vy (g_f) =
"
k+j—n—1. J

Demonstracao. Considere a expansao de Taylor de f em uma vizinhanca de 0 e agrupamos

T . .
essa expansao pelos pesos dos monomios da seguinte forma: f= Y > alm! +o(r+ 1),
1€ACN j=1

¢ um monomio tal que do(m?) = j e o! € R. Assumimos

onde para todo j € {1,---,r}, m]
que f # 0 e denotamos por m o monémio que dé o valor de yy(f). Iremos calcular o valor

0
v (8_f) para 1 < j < n. Note que do(m;) > do(m) para todo my, 1 < [ < r. Ponha
L

my = x ey -t - it Entao:
0 . 1 s
aml n]la??“xggl L. m;%_yl—l)l sz 1 ;zjrjfl)z L. I.an'
N om .
Entao d, 8_ =nny+n—1Dng+---+n—0G-1)Mny—1)~+ -+ 1ny =
=nny+---+n—>G—-1)ny+--+1lny—(n—(—1)=do(my)+j—n—1
Dai,

0
do (ﬂ> = do(my) +j —n—1>do(m) +j—n—1.

(9acj
Portanto v (ﬁ)

0
= dy ( mk) > do(m) + j — n — 1, para algum my. Desde que

Oxj axj o
of .
do(m) = vy(f) = k, temos vy E >k+j—n—1 m
J

No que segue, fixemos a involu¢do ¢(z,y,z,w) = (—z,y, —2,w) e denotemos por s a
fungao s : (7,9, 2,w) — (22,9, 2% w).
As perturbagoes que iremos estudar estao em {2z, com algumas excegoes a serem expli-

citadas em cada caso individualmente.
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1.3 Orbitas e Singularidades Tipicas

Nessa se¢ao, vamos descrever como interpretamos as orbitas de campos de vetores Z € {1y,
e definir genericamente os diferentes tipos de singularidades tipicas de Z, chamadas de
Hy-singularidades. Sobre as orbitas, o principal detalhe é quando consideramos pontos na
variedade de descontinuidade, como definir o campo de vetores nesses pontos. Note que para
pontos fora dessa variedade, o campo estda bem definido, pois em Hy. Z é de classe C°.
Contudo, para pontos p € Hj, as curvas solugoes de Z obedecem a formulacao de Filippov.
Nestas condigoes, seguindo a terminologia estabelecida por Filippov em [F2], distinguimos

as seguintes regioes em H:

1. Regiao de Costura: caracterizada pela inequacio Z.h(p)Z_.h(p) > 0 com p € H,.

As trajetérias de Z nesses pontos atravessam H, (ver Figura 1.1.1).

2. Regiao de Deslize: caracterizada pela inequacao Z.h(p) < 0 e Z_.h(p) > 0 com
p € Hy. Sobre essa regido, definimos o campo de vetores F'* = F*(Z,, Z_.) como
segue. Considere os vetores Zi.(p) = }111_1} Zi.(ph.) parapi. € Hi,ee=%leo
cone gerado por esses dois vetores. O vgtigr []:”(p) representa o vetor nesse cone que é

tangente a Hy em p (ver Figura 1.1.2).

3. Regiao de Escape: caracterizada pela inequagao Z.h(p) > 0 e Z_.h(p) < 0 com
p € Hy. Sobre essa regido, definimos o campo de vetores F'~ = (—=F*(=Z_.,—Z.))(p)
(ver Figura 1.1.3).

Definigao 1.3.1. Seja Z € Qy,. Dizemos que vy : I — R* onde I C R é um intervalo aberto

€ uma solugcao simples de Z se:
1. t — (t) € continua e C' por partes;
2. para todo t € I tal que y(t) € Hy, Z(v(t)) = A(¢);

3. v(I) N Hy é um subconjunto discreto de H.
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1.1.1: regiao de costura 1.1.2: regiao de deslize

1.1.3: regiao de escape

Figura 1.1: Treés diferentes regioes em Hy, segundo a terminologia apresentada por Filippov.

Conhecido como definir as trajetérias para campos de vetores Z € {2z, podemos definir
a transformagao primeiro retorno ou aplicacao de Poincaré associado a um ponto p € H,
que serd bastante utilizada nos capitulos e segoes posteriores para a obtencao de oOrbitas
periddicas. Ressaltaremos que vamos utilizar Hy como a subvariedade base para a aplicacao

de Poincaré.

Definigao 1.3.2. (Aplicagio de Poincaré ou Transformagao primeiro retorno)

Seja Z € Qg,, Z = (Z,Z_.) , p € Hy e . : I — H. a trajetéria de Z. passando
por p. Suponhamos que essa trajetoria retorne a Hy no ponto q, em tempo minimo t = ty.
Consideremos y_. : I — H__ a trajetoria de Z_. passando por q. Suponhamos também que
essa trajetoria retorne a Hy mno ponto py, em tempo minimo p = po. Definimos a aplicagao
de Poincaré de Z associada a . e p, como a aplicagao definida em um subconjunto de Hy
que contém a origem. Esse subconjunto que nao é uma vizinhanca de 0 em Hy depende de

condigoes extras para que as trajetorias de Zy. retornem a Hy. Por abuso de linguagem,
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denotaremos esta aplicacao por
P: (Hy,0) — (Ho,0)
P Do

Vamos definir as singularidades de Z € Qz, que estao sobre H.
Definigao 1.3.3. Seja Z € Qy,. Dizemos que p € R* é um ponto regular de Z se

1. Casop € Hy: Se Z.h(p) - Z_.h(p) # 0;

2. Casop € H.: Se Z.h(p) # 0.
Caso contrdario, dizemos que p é um ponto singular , ou uma Hy—singularidade.

Em H,, podemos diferenciar alguns tipos de Hy—singularidades pelo sinal das funcoes
Z% h, k > 1 e pela ordem de contato do campo de vetores com a subvariedade Hy. Logo,

temos as seguintes definigoes.

Definigao 1.3.4. (Singularidade dobra)
Seja Z € Qyz, e p € Hy. Dizemos que p € uma singularidade dobra para Z. se h(p) =
Z.h(p) =0 e Z2h(p) # 0. Nesse caso, dizemos que o contato entre a drbita de Z. e Hy em

p € quadratica.

Para as singularidades dobras, até o momento, podemos destacar trés tipos, dependendo
dos sinais das funcoes Z2_h no ponto p. Esses tipos sio:

1. dobra parabélica: se eZ*h(p) > 0 e eZ%_h(p) > 0 para € = +1.

2. dobra hiperbdlica ou 2H-dobra: se e Z2h(p) > 0 para ¢ = +1.

3. dobra eliptica ou 2E-dobra: se eZ*h(p) < 0 para ¢ = £1.

Definicao 1.3.5. (Singularidade cispide)

Seja Z € Qz, e p € Hy. Dizemos que p é uma singularidade cispide, ou uma 3C singula-
ridade para Z., se h(p) = Z-h(p) = Z2h(p) = 0, Z2h(p) # 0 € o conjunto { Dh(p), DZ-h(p),
DZEQh(p)} ¢ linearmente independente. Nesse caso, dizemos que a ordem de contato entre

a drbita de Z. e Hy em p é cubica.
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Para as singularidades ciispides, vamos distinguir trés tipos. Vamos supor que Z2h(p) = 0

e dependendo do sinal da funcao Z2_h no ponto p, os tipos de singularidades sio:

1. cuspide simétrica: se Z2_h(p) = 0.
2. cispide hibrida: se eZ%_h(p) < 0.

3. meia-cispide: se eZ*_h(p) > 0.

Observe que existem outros tipos de singularidades genéricas que serao classificadas no

Capitulo 4, Teorema 4.1.1.

Definigao 1.3.6. (Singularidade tipo 4-dobra ou rabo de andorinha)

Seja Z € Qy, ep € Hy. Dizemos que p € uma singularidade tipo 4-dobra para Z. se h(p) =
Zeh(p) = Z2h(p) = Z2h(p) = 0, Z2h(p) # 0, o conjunto { Dh(p), DZ.h(p), DZZh(p), DZ2h(p)}
€ linearmente independente e p € um ponto reqular de ZJL‘ . Nesse caso, dizemos que a

_ Ho
ordem de contato entre a orbita de Z. e Hy em p € de grau 4. Denotamos essa singularidade

como 4FE-dobra ou 4H -dobra.
Vamos definir trajetérias 1-periddicas e lago singular 1-periédico.

Definigao 1.3.7. (Orbita 1-periédica)
Seja Z € Qlz,, p € Hy e y1e as trajetorias de Zy., respectivamente. Considere a aplica¢ao
primeiro retorno introduzida na Definicao 1.3.2. Uma orbita 1-periodica de Z € uma orbita

passando por um ponto fixo da aplicacdo primeiro retorno.

Definigao 1.3.8. (Lago singular 1-periddico)
Seja Z € Qg,. Dizemos que a trajetoria t — ~(t), t €] — oo, 00] de Z € um lago singular
1-periddico se vy € periddico, o nimero de pontos requlares de v(R) N Hy € dois, e qualquer

outro ponto de v(R) N Hy sdo dobras parabdlicas.



CAPITULO 1 ¢« PRELIMINARES, DEFINICOES E CONCEITOS BASICOS 13

1.4 Singularidades de Aplicacoes e Sistemas

Descontinuos

Nessa secao, vamos relacionar o estudo de sistemas descontinuos com o estudo de singula-
ridades de aplicagoes. Veremos como as técnicas da Teoria de Singularidades de Aplicagoes
podem nos auxiliar na compreensao desses sistemas. Vamos restringir essa discussao ao caso
de dimensao 4. Primeiro faremos uma parte construtiva e em seguida mostraremos como

essa construcao pode ser aplicada a sistemas descontinuos.

1. Seja X um germe de campo de vetores suave em 0 € R*. Considere

0 0 0 0
X =& — — — —.
51(% * 528y + 5382 + 54810
Suponha que X (0) # 0 e £(0) = 0. Seja Hy uma segio transversal qualquer a X em

0. Pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos concluir que:

Para cada p € (Hy,0), existe um tnico tempo ¢t = t(p) € (R,0), tal que a 6rbita
v : t — 7(p,t) de X partindo de p em tempo 0, encontra Hy em um tinico ponto
q = v(p,t(p)). Definimos assim, uma aplicacio suave fx : (Hp,0) — (Hy,0) por
fx(p) = q. Essa aplicacao é uma ferramenta poderosa no estudo de campos de vetores

em variedades com bordo (ver [ST2], [T1] e [V]).

Podemos observar que o conjunto tangente entre X e H, coincide com o conjunto sin-
gular de fx. Essa construgao implementa o seguinte método. Se estamos interessados
em encontrar uma equivaléncia entre dois campos de vetores X e Y que preservam H,
entdao o problema pode ser reduzido a encontrar uma equivaléncia entre fx e fy no

sentido de singularidades de aplicagoes.

2. Um campo de vetores descontinuo Z, pode ser representado, a grosso modo, por um
par de campos de vetores (Z., Z_.). Assuma que 0 é uma singularidade de Z. Podemos
entdo associar a ele um par de germes de aplicacoes (f-, f_.) : (R3,0) — (R?,0) e con-

seqlientemente, um diagrama divergente de aplicagoes (R3,0) e (R3,0) I, (R3,0).
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Por exemplo, o campo de vetores L,(z,y, z,w) = (y, z, w, a.sgn(z)) ¢é representado por

germes f. e f_., onde ambos tem, em 0, um rabo de andorinha. Além disso, o conjunto
singular de ambas aplicagoes coincidem, bem como suas linhas de cuspides. Assim, a
Teoria de Singularidades de Aplicagoes nos fornece uma pré-classificacao genérica dos

campos de vetores em 2z, .



CAPITULO 2

Resultados Principais

Nesse Capitulo, iremos discutir, a grosso modo e empiricamente, os resultados principais que
serao demonstrados no decorrer do texto. No Capitulo 3, estudamos as classes de campos
vetoriais descontinuos em R*, que apresentam singularidades do tipo dobra e cispide. O
objetivo desse estudo, foi sob determinadas situacoes, detectar condicoes necessarias e sufi-
cientes sobre os parametros para que tenhamos familias de 6rbitas 1-periddicas. Fizemos uma
pré-classificacao das singularidades através da Teoria das Singularidades. As singularidades
pré-classificadas nesse capitulo também sao abordadas no Capitulo 4 e também classificadas
pela equivaléncia fraca (a ser definido adiante), pois elas aparecem genericamente em classes
de sistemas, expressados por uma familia genérica a 5-parametros de campos de vetores em
Qy,.
No Capitulo 4, é apresentado a classificacao das singularidades tipicas em I via equivalén-
cia fraca. Para uma familia a 5-parametros, obtemos condi¢oes necessarias e suficientes sobre

os parametros para existéncia de Orbitas periddicas e apresentamos, de forma explicita,

algumas regides no espaco de parametros, onde essas érbitas ocorrem.

Para apresentarmos os resultados principais, vamos primeiro introduzir algumas notagoes

utilizadas nesse capitulo e que nos auxiliarao na compreensao dos enunciados.

Seja Z = (Z.,Z_.) € §lz,. Denotamos por:

1. Tr={Z €Qy, : 0¢éponto regular para Z.}.

15
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[{P)] (A9

2. Tuy ={Z € Qz, : 0¢ uma singularidade do tipo “z” para Z., e do tipo “y” para Z__};

[Pk

Onde = e y podem representar dobras (“d”), cuspides (“c”) ou rabos de andorinha

(“r”), todos definidos no capitulo anterior. Temos portanto, os seguintes conjuntos:

Yads Yeey Tory Yaey Yeay Tras Lary Trc € Top
A partir disso, denotamos por:
1. To=TrUTy;
2. Ty =T U e
3. To=T UTqUTy;

4. T3 = Trc U Tcr;

5 T4 Trr;
4
6. T=JT.
i=0
Sabemos que T é aberto e denso em €z, e T; C T, 1, parai = 1,-- -, 4. Existe um

subconjunto I'y C Ty tal que, em um sistema de coordenadas conveniente, cada X € Iy
pode ser escrito em sua forma normal primitiva (caracterizada no Capitulo 3). Além disso,
detectamos a existéncia de subconjuntos I's (dobra tipo sela) e T'. (dobra tipo eliptica,
ambos a serem caracterizados no Capitulo 3), abertos de T e contidos em Ty, para o qual
mostramos, sob determinadas condicoes, a existéncia de érbitas 1-periddicas.

Para campos de vetores reversiveis X € T, destacamos os seguintes resultados.
Proposicao A. (ref. Proposigao 3.4.1) Eriste um subconjunto I's; aberto em Y, contido
em 'y (a ser caracterizado no Capitulo 3) tal que, se p € Hy nao é uma Hy-singularidade

de X € I'sy, entao p pertence a alguma orbita periodica de X.

Quanto a érbitas periddicas de campos vetoriais X € [y, temos o seguinte resultado.



CAPITULO 2 ¢« RESULTADOS PRINCIPAIS 17

Teorema A. (ref. Teorema 3.6.1) Sejam X,, perturbacoes em Qx de X € Ty ea € (R5,0).

Entao existem conjuntos algébricos ndio vazios A, B, C, D, E de (R® 0) tais que:
1. B C A € aberto e denso em A e se a € B, entao X, nao possui orbitas 1-periodicas;

2. C C OB e se a € C, entao existe uma familia a 2-parametros de orbitas periddicas

para X,
3. D C A° ¢ aberto e denso em A° e nao existe orbitas periodicas para X, caso a € D,

4. E = A°NOD e se a € E, entao existe uma familia a dois parametros de orbitas

1-periodicas para X, .

Um resultado analogo a esse, mas para X € I', é dado pelo seguinte Teorema.

Teorema B. (ref. Teorema 3.8.1) Sejam X, perturbag¢oes em Qx de X € T'.. Para

a € (RS)0), existem conjuntos algébricos nio vazios Ay e Ay de (R%,0) tais que:
1. Ay € tal que se a € Ay, entao X, nao possui orbitas 1-periddicas;

2. Ay C 0A; e se a € Ay, entao X, possui uma familia a I1-parametro de orbitas

1-periodicas.

Um tltimo resultado para dobras X € I'., mostra a existéncia de uma subvariedade de

dimensao 1 no espago de fase, que é invariante pela aplicagao primeiro retorno.

Teorema C. (ref. Teorema 3.8.2) Sejam X, perturbagoes em Qx de X € T, e P, :
(Ho,0) — (Hp,0) a sua aplicagdo primeiro retorno. Considere Ay e As os conjuntos obtidos

no Teorema B, temos que:

1. P, nao possui curvas invariantes se o € Ayq;

Se restringirmos P, ao seu 2-jato, temos que

2. Se a € Ay, entdo a curva invariante de P, implica na existéncia de uma familia a

1-parametro de orbitas 1-periodicas do campo de vetores.
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No caso de cuspides simplesmente integraveis, mostramos que sob as hipdteses conside-
radas, nao ¢ possivel encontrar condig¢oes sobre os parametros de tal forma que tenhamos
orbitas 1-periédicas. Diante de tal situacao, introduzimos uma nova familia de campos
vetoriais do tipo cuspide, nao proveniente da forma normal de Anosov. Para tal familia, de-
tectamos condigoes necessarias sobre os parametros para que tenhamos orbitas 1-periédicas.

Quanto aos diferentes tipos de singularidades, vimos que tal familia de campos de vetores,
apresentam dobras do tipo eliptica, parabdlica e hiperbdlica; ctspides do tipo 3C', 3C' — 2W
e 2W — 3C, para W = H, E. Para as dérbitas 1-periddicas, obtemos condi¢oes necessarias
sobre os parametros para a existéncia de orbitas simétricas e Orbitas assimétricas.

No Capitulo 4, trabalhamos com singularidades tipo rabo de andorinha. E conveniente
salientar que estamos considerando o campo de vetores escrito em sua forma normal de
Anosov em R* e tomando perturbacoes do tipo,

Zw (y + )\111} + )\211) + /L12U)> + (Z + oW ) Y +w > + (CL sgn(x) + ,ugw) w (21)

onde w = (@, A1, Az, {11 12, H3)-
Vamos denotar por )y o conjunto formado pelos campos de vetores Z que sao per-
turbagoes de (2.1) e tal que Z € Y. Para tais campos de vetores, obtemos uma classifica¢ao

completa dos tipos de Hy-singularidades dado pelo Teorema.

Teorema D. (ref. Teorema 4.1.1) Seja Z € Qy. Em uma vizinhan¢a V de 0, temos

uma das sequintes situagoes:
1. p €V € um ponto reqular: p € H. e Z.h(p) # 0 para ¢ = £1.

2. p €V é uma singularidade dobra desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) =0, Z2h(p) # 0
e uma das sequintes possibilidades ocorre:
(a) dobra parabdlica (ou 2H-2E-dobra): eZ*h(p) > 0 e eZ%_h(p) > 0 para ¢ = £1.
(b) dobra hiperbélica (ou 2H-dobra): eZ2h(p) > 0 para € = +1.

(¢) dobra eliptica (ou 2E-dobra): eZ*h(p) < 0 para e = +1.
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3. p € V é uma singularidade cuspide desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) = Z*h(p) = 0,

Z3h(p) # 0 e uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) cuspide: Z2_h(p) =0 e Z*_h(p) # 0.
(b) cispide hibrida: €Z*_h(p) < 0.

(c) meia-cuspide: eZ*_h(p) > 0.

4. p € V € uma singularidade de ordem superior desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) =
Z2h(p) = Z2h(p) = 0 e uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) 4H-dobra: Z2.h(p) = Z3_h(p) = 0 e & sgn(Z*h(p)) > 0 para e = 1.

(b) 4E-dobra: Z*_h(p) = Z3_h(p) = 0 e € sgn(Z2h(p)) < 0 para ¢ = +1.

(¢) 4E-4H-dobra: Z2_h(p) = Z3_h(p) = 0, € sgn(Z2h(p)) < 0 e e sgn(Z*_h(p)) < 0.
(d) 4H-2H-dobra: ¢ sgn(Z*h(p)) > 0 e e sgn(Z2_h(p)) < 0.

(e) 4H-2E-dobra: € sgn(Z*h(p)) > 0 e e sgn(Z%_h(p)) > 0.

(f) 4E-2H-dobra: ¢ sgn(Z*h(p)) < 0 e e sgn(Z%_h(p)) < 0.

(g) 4B-2B-dobra: ¢ sgn(Z*h(p)) <0 e sgn(Z2_h(p)) > 0.

(h) 4H-3C-dobra: ¢ sgn(Z*h(p)) >0, Z%_h(p) =0 e Z3_h(p) # 0.

(i) 4E-3C-dobra: € sgn(Z*h(p)) < 0, Z%.h(p) =0 e Z3_h(p) # 0.

O préximo teorema, nos diz com o quanto essas singularidades estao estratificadas. Para

entendermos o enunciado do teorema, vamos introduzir as seguintes notagoes:
1. Fz,_: variedades de dobras de Z..;
2. Uz, : linhas de cuspides de Z.;

3. Qz..: variedades formadas pelas Hy-singularidades de ordem superior de Z..
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Teorema E. (ref. Teorema 4.2.1) Seja Z € Qy, em sua forma normal (4.3) tal que
(1 + capr)(1 + 6y + 2eaps + 3capy) # 0 para € = £1. Existe uma vizinhanca V' de 0 tal
que HyN'V € estratificada (no sentido de Whitney) pela seqiiéncia VN3, VN1, VN Xy,
VNXs, onde VNYE;, 1=0,1,2,3, € uma variedade C* de dimensdao 3 — 1, com bordo igual

a 'V NYiq. Pontos de V NY; consistem de:

1. caso i = 1: singularidade dobra (pontos em Fz_ = Fz__);
2. caso i = 2: singularidade cuspide (pontos em Cz_ N Fz__, onde e = £1);

3. caso 1 = 3:

(a) seA; =0, entao VNE; =VNQz NQz . = {0}, € uma dobra de ordem superior;

(b) se Ay #0, entao VNEs={p,q} comp#0eq+#0 (observe que 0 € Cz NCyz__

neste caso);

i. Sep=gq, entaop € Qz. NQz _;

it. SepF#q, entao VNE3=(Qz NFz _UQz _NFz);

(c) se Ay # 0 e Z3_h(p) # 0, entdo VN X3 = {p,q} comp # 0, ¢ # 0, onde
VNnY;= (QZE N Cz_g U Qz_g N CZE),'

4. parai >4, VNY; =0.

Feito a classificacao e a estratificacao das singularidades, o proximo passo a ser feito é o
de classificar os campos de vetores através da equivaléncia fraca. Para isso, vamos utilizar
as definigoes 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 e denotar por =y o conjunto de todos campos de vetores
fracamente estruturalmente estaveis em g, por €; = Qy\Z¢ o conjunto bifurcacao em €, e

por Z; o conjunto de todos campos de vetores fracamente estruturalmente estaveis relativo

a ;. Com isso, temos o seguinte Teorema.
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Teorema F. (ref. Teorema 4.2.2)

1. Um campo de vetores Z € =y se e somente se ele € de codimensao 0. Além disso, =

¢ aberto e denso em €.

2. Um campo de vetores Z € =; se e somente se ele € de codimensao 1. Além disso, =

€ aberto e denso em €.

Em seguida, encontramos condigoes necessarias e suficientes sobre os parametros para que
tenhamos 6rbitas 1-periddicas para o sistema (2.1). Para simplificar a redagao, mudamos a

notacao dessa familia para Z, 4. € 0 primeiro resultado que obtemos foi:

Teorema G. (ref. Teorema 4.10.1) Seja Zypcae € 2. Considere as sequintes condigoes
1. a=-1,
2. ¢c>1,
3. |b] < Ve —1,
4. ld+e|l <vV2c—1-1,

e ponha o = bw(c,d, e).

Entao Z,pea. tem uma familia a 1-parametro de orbitas requlares 1-periddicas 7y, || >
\oy|, tal que:

1. o conjunto Py = {7.(t),t € R, |a| > |oy|} € uma superficie conica semi-algébrica;

2. seb=0, entdo 0 € P;;

o b, d o,
3. a drbita e, para |a] > |oy|, passa pelo ponto p, = | 0, 3 T8 Ty ep
4. o periodo de v, € 4|al;

5. desde que b# 0, e

V—ptle,die)<c+1l—le+d ou +/—p(c,de)<c+1—|e+d|
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quando o — =+ o, entao v, tende para uma orbita singular tipica que é um lago singular

1-periodico Yo, de periodo 4 |oy| # 0.
Onde,

prle,die)=(1—c—d—e+2ed)(1+c—d—e)
p(c,die)=(1—cH+d+e+2ed)(1+c+d+e)

w(e,d,e) = !
o min{\/—p+(c,d,e),\/—p—(c,d,e),c+1— ]e—l—d!}

\
Sobre lagos singulares 1-periédicos, obtemos o seguinte resultado.

Teorema H. (ref. Teorema 4.10.2) Seja Z,pcae € 2. Considere as sequintes condi¢oes
l.a=-1,b=0,c>1,
2. le+d| <c+1,
3. pt(c,d,e)p(c,d,e) =0.

Eziste uma familia a 1-parametro de lagos singulares 1-periodico ~a, |a| > 0 de periodo

4]l # 0.



CAPITULO 3

Dobras e Cuspides

3.1 Introducao

Nesse Capitulo, vamos fazer um estudo de classe de campos vetoriais descontinuos do tipo,
X =A(z)+eF(x)

onde X e, FeC® xeR"e Aj(x1, -, x,) = (T2, T3, -+, x4, Esgn(xq), a1 (1, -+, 2p), -,
an(z1, -+, y)), com a; funcoes lineares j =i+ 1,- - -, n e € suficientemente pequeno.

Vamos considerar genericamente a classe acima em diferentes subclasses, que definiremos
adiante, e estudé-las separadamente. A seguir, consideremos X € I' e denotemos por X (z) =
(XY(x), -+, X™(z)), onde X*(z) sdo suas componentes.

Denotemos por I* ={X € T': X¥(z) = ;11,5 =1, - -, kg <n e X" (x) = £sgn(z)}.
Definigao 3.1.1. Seja X (z) = (X' (z),---, X' (x), X" (2),---, X"(2)) € T, dizemos que X €
simplesmente iy-integrdvel se eriste ig € {1,--,n—1} tal que X’ = 0 para j = ip+1, -, n.
Exemplo 3.1.1. Em R*, a cispide dada por X(z,y,z,w) = (y,z,sen(z),0) € um campo
simplesmente 3-integrdvel em T'(R?).

Seja X € I', em uma vizinhanca da origem escrevemos X como X (z) = Xo(z) + X (x) +
Xo(z)+---+ X, (x)+ R(z), onde X(z) corresponde ao termo constante, X;(z) corresponde
ao “j-jato”’de X em 0 e R ¢é o resto da expansao de X. Dizemos que a parte semi-linear de

X é o campo L(z) = Xo(z) + Xi(x) € T.

23
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1
Exemplo 3.1.2. Seja X(x,y,z,w) = (y +rz,w—1x+ 522, sgn(z) + w, zy — zw) , entdo
L(z,y,z,w) = (y,w — x,sgn(x) + w,0).

Definicao 3.1.2. Seja X € I'" e L € ' a sua parte semi-linear. Dizemos que L € elemen-

. . )
tar, se L’(x) = 02 (xi41, -+ -, x,) € a matriz (

8_) estd na forma canonica de Jordan, para
T

jok=i+1,--n.

Vamos, no decorrer do trabalho, fixar n = 4 e denotar por
¢, ={X € I'": Lé simplesmente ip-integravel}, por exemplo, X (z,y, z,w) = (y + xz,
w—x + 122 sgn(z),0) é 3-integravel.
', = {X € I'": Lé elementar}, por exemplo, X (z,y, z,w) = (y + xz,sgn(x), A1z, Aaw).
Nossa estratégia de estudo nesse capitulo sera detectar condigoes para a existéncia de

orbitas 1-periédicas e estudar algumas propriedades das seguintes classes de campos de

vetores:

* .
].- SI7

2. Perturbagoes Y em Qx NIgy, com X € 'y, da forma Y = X + ¢F (a ser definido

adiante), € pequeno, F' € C*™ e

(a) Y um elemento em I'; p-reversivel (para convenientes p);
(b) em alguns casos, Y nao reversivel.
*

3. Iy

4. Perturbacoes Y em 2y, com X € I'},, da forma Y = X +¢F, com ¢ pequeno, F' € C*

e Y (p-reversivel.

Em (R?*,0) estudaremos a dindmica de campos de vetores contidos em 4 classes distintas,
sob o ponto de vista topoldogico. Tais classes representam uma pré-classificacao genérica dos

elementos em I" e elas foram inspiradas no trabalho de Anosov [A]. Tais classes sao:

1. Tipo I: X(z,y, z,w) = (£sgn(z),0,0,0) + cF(z,y, z,w);
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2. Tipo II (dobra): X(z,vy, z,w) = (y, £sgn(x),0,0) + eF(z,y, z,w);
3. Tipo III (cispide): X(z,y,z,w) = (y, z, £sgn(z),0) + eF(z,y, z, w);

4. Tipo IV (rabo de andorinha): X(z,y, z,w) = (y, 2z, w, £sgn(z)) + e F(x,y, z, w).

3.2 Campos Vetoriais do Tipo I

A andlise dos elementos desta classe é trivial e vale apenas observar que eles nao sao re-
versiveis e se X é um representante dessa classe, X.(p) = ee; para todo ponto p € R* e

€ = +1, entao pequenas perturbacoes nunca irao produzir érbitas periddicas.

3.3 Dobra Simplesmente Integravel

Vamos iniciar o estudo analisando os campos de vetores do tipo II. Considere X € I'y; dado

por
(
r=y
x: Y (3.1)
z=0
W =0

onde k = +sgn(z).
Seja p = (0,40, 20,wp) € Hp um ponto qualquer. A dinamica de X é simples e estd
concentrada em cada plano (z,w) = (2o, wp). Logo, esse campo de vetores se reduz a um

campo de vetores em R? e podemos concluir que:
1. X é g-reversivel mediante a involugao ¢(z,y, z,w) = (—z,y, —z,w);

2. Seguindo a classificacao das singularidades feito na Definicao 1.3.4, as tunicas Hy-
singularidades que temos sao dobras ou do tipo elipticas (se k = —sgn(x)), ou do tipo

hiperbdlicas (se k = sgn(x)) e elas ocorrem no conjunto {(0,y, z,w) € Hy | y = 0};
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3. Considerando k = —sgn(x), a trajetéria de X. passando por p = (0, yo, 20, wp) em
t2
tempo t =0 ¢é V.(t,p) = (—55 + Yot, =€t + Yo, 2o, wo);

4. O tempo de retorno ¢t de 7. a Hy é igual ao tempo de retorno p de v_. a Hy e igual a

t = p = —2eyo;
5. Todo ponto p € Hy com y # 0, pertence a alguma 6rbita 1-periddica.

Portanto a dinamica desse modelo pode ser resumida pela Figura 3.1.

Figura 3.1: Dinamica das trajetérias de campos de vetores (3.1) em planos z = 2, w = wy,

representados por P; e Ps.

Vamos agora considerar pequenas perturbacoes de X em I'g; da forma YV = X 4 eF,
com ¢ suficientemente pequeno e F : R* — R?* uma fungao C* dada por F(z,y,z,w) =
(Fi(@, 2 w), folw, 3, 2,w),0,0).

Vamos denotar o conjunto I's; como sendo o conjunto dos campos de vetores Y, que sao

pequenas deformacoes de X € I'g;, seguindo as condicoes exigidas na Segao 1.2.
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Dessa forma, cada Y € I'gy, sera expressado como:

0 0
Y=X+fi—+ fo=—
fige + gy
onde vo(f;) > 1.
No que segue, a menos em meng¢ao contraria, fixemos coordenadas tal que a involucao

seja expressa por o(z,y, z,w) = (—z,y, —z,w). Denotemos por s a fungao s : (z,y, z,w) —

($27 Y, 227 U))

Proposicao 3.3.1. Y € I'y; ¢ p-reversivel se, e somente se, existem funcoes C® fi, fa, f1,

7217 723 tais que,

0 0
Y—X+f1%+f28—y
comuvy(f;) >1,i=1,2¢

fl :?108

fo=afyno0s+z2fyo0s
Demonstracao. Seja Y € I'g;, Y é p-reversivel se e somente se, pela Definicao 1.1.2,

pxY, ==Y_oy. Agora,

go(y—{— fl(x,y,z,w), —€+ fg(x,y,z,w),O,()) =
(_y - fl($ay7zaw)a —€+ fz(x,y,z,w),(),()).

(90 * Y+>(x7y7sz)

Por outro lado,

(_Y— © 90)(1‘7 Y, z, w) = _(y + fl(_x7 Y, —%z, w)7 €+ fg(—l', Yy, —%z, w)) 07 0) =
= (_y - fl(_x> Yy, —%z, U)), —€ = f2(_$7 Y, —%z, w)7 Oa O)
Comparando as expressoes acima, concluimos que Y é p-reversivel se e somente se, exis-

tem fungdes C°, f,, fa1, foz tal que,

fl(%y,ZaUJ) = 71(1'2,3/722,110
f2($7 Y, z, U)) - 5721(332&7 227w> + 2723(]}2,y, ,2’2,11))

o que conclui a demonstracao. m
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Como dissemos anteriormente, vamos considerar pequenas deformacoes de X € I'§;, isto
é, vamos considerar vy(f1) < 4 e 1y(f2) < 3. Usando essas condigoes e a Proposicao 3.3.1,

temos que a forma normal primitiva para Y é dada por:

0
Y(CL‘, Y, <, U)) = (y + Alw + >\222 + )\311}2 + >\4yw + fl(xa Y, =, w)) Aot
Ox (3.2)

0
+ (—sgn(x) + 1z 4 pe2Zw + €2<x7 Y, =z, ’Zl))) a_y

onde 19(&) > 5 e (&) > 4.

Lema 3.3.1. Sejam Y € U's; dado em sua forma normal primitiva (3.2) e p € Hy. As
unicas Hy-singularidades de Y sao dobras elipticas e se p nao € uma Hy-singularidade de Y,

entao p pertence a uma orbita 1-periodica de Y .

Demonstracao. Vamos primeiramente detectar os tipos de singularidades existentes. Seguin-

do o algoritmo apresentado em [JT2], considere h(z,y, z,w) = x e p € Hy, entdo
Yoh(p) =y + Mw + Xoz? + Asw” + Myw + & (p).

0
Como a—(YEh(p))(O) # 0, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma vizinhanga

Y
conveniente V' C Hy de p e uma fungao C*, g : VN R? — R com g(p) = 0 tal que
Y.h(p) = 0, implica que y = g(z,w). Portanto em V', os pontos de dobras sao dados pela

equagao y = g(z,w). Agora em V| temos que
}/;gh(p) =—€+ g)\,,u(oa Y, z, U})

com gy, suficientemente “pequena”para qualquer ponto (0,y,z,w) € V.

Portanto, o sinal de Y2h(p) para pontos p € V é dado pelo sinal de —¢, logo Y.2h(p) # 0
e portanto, as unicas Hy-singularidades que temos sao dobras elipticas.

Vamos calcular a trajetoria de Y por um ponto p € Hy e estudar a sua dinamica. Seja

Y(t, p) a trajetéria de Y. em p, 7. é dada por .(t,p) = (z(7:(t,p)), y(1=(t,p)), 20, wo), onde

2
z(Ve(t,p)) = (1 + A\qwo)(—e + p120 + ,uZZOwo)E + (yo + Mwo + )\22'3 + /\3w(2))t

Y(V=(t,p)) = (=€ + p120 + p2zowo)t + Yo
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Calculando o tempo de retorno t; # 0 da trajetéria 7. a Hy, vemos que t; = —2¢cyy +
o(|(A\, i, y, 2, w)|?) que por sua vez é igual ao tempo de retorno p; da trajetéria v_.(u, v-(¢,p))
do campo Y_. a H,.

Vamos supor que 1 + A\jwqy # 0. Calculando o ponto de retorno de ~. a Hy, temos

2/\22(2) —+ 2)\3’11)(2] + 2)\1?1)0 + )\4y0w0 + Yo P
1+ /\4w0 » <0, 0 | -

V=(t1,p) = (0> -

Agora, v_(u1,7:(t1,p)) = (0, Yo, 20, wo), ou seja, todo ponto de Hy que nao é uma dobra
para Y, pertence a uma Orbita 1-periddica para Y, conforme queriamos demonstrar. m

Portanto, concluimos que independentemente da perturbacao que damos em X € I'g;, a
sua dinamica nao se altera, ou seja, X é genérico. Com isso, concluimos o estudo de campos

de vetores Y € I'g;.

3.4 Perturbacoes Nao Reversiveis de Dobras

Simplesmente Integraveis

Vamos agora ampliar o mundo das perturbagoes de X € I'y;, considerando perturbacoes em
Qx NT's; nao reversiveis. Seja Z = X 4+ eF € I's; uma perturbagao nao reversivel de X, da

forma )

i:y+f1(xayazaw)
y = —Sgn(x) + f2('r7y7z7w)
z=0

| w=0
com f1,fo € C®epy(fi) <b—i,i=1,2.

Como agora as fungoes fi; nao satisfazem a Proposicao 3.3.1, a forma normal primitiva
de Z é dada por

p

T =y + Mz + Xow + A32% + Mw? + Asyw + gzw + &(z,y, z,w)
Y= —sgn(z) + 2 + pow + psw® + pazw + & (x,y, 2, w)
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com V()(&) >5—1,1=1,2.

Proposicao 3.4.1. (Proposicao A. Capitulo 2) Seja Z perturbag¢io nao reversivel de
Y € Ty, em sua forma normal primitiva (3.3). As tinicas Hy-singularidades de Z sao
dobras elipticas e se p € Hy nao é uma Hy-singularidade de Z, entao p pertence a uma

orbita periodica de Z.

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Lema 3.3.1, calculando as funcoes

Z.h(p) e Z2h(p), nao é dificil verificar que que existe uma vizinhanga da origem no qual as

singularidades de Z sao todas dobras do tipo elipticas e elas sao dadas por uma equacao

y = g(z,w). Além disso, nessa vizinhanca, o sinal de Z2h(p) é o mesmo que o sinal de —¢.
O tempo de retorno a Hy pelas trajetérias v. e y_. sao os mesmos e, por fim, todo ponto

de Hy que nao ¢ uma singularidade para Z, pertence a uma orbita 1-periédica. m
Portanto concluimos que independentemente da perturbacao que damos no campo X €

I'y;, desde que sua trajetéria retorne a Hj, teremos sempre Orbitas l-periddica e a sua

0 0

dindmica em uma vizinhanca da origem nao se altera, ou seja, X = y— — sgn(z)— §é

Ox dy

genérico.

3.5 Dobras Elementares e Dobras do Tipo Sela

Terminado o estudo de campos de vetores com parte semi-linear simplesmente integravel,
o proximo passo ¢ estudar campos de vetores cuja parte semi-linear é elementar e suas

perturbacoes. Consideremos X € I'};, dado por,

4
=1y

y = —sgn(z)

z= 12 + aw

L w:ﬁlz+ﬁ2w

. a2 . e ~
Considerando A = ' a matriz das duas tultimas equagoes de (3.4) em sua

b Pa

forma canonica J, temos quatro casos a serem analisados dependendo dos autovalores de J.
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Sao eles:

A
1. Autovalores reais distintos: J = ' ;AL > Ao

0 Ao

2. Autovalores iguais e J diagonal: J = ;

0 A
Al
3. Autovalores iguais e J nao diagonal: J = ;
0 A
a f
4. Autovalores complexos: J =
B «

Proposicao 3.5.1. Sejam X € I'}; cujos autovalores A1, Ao da matriz A da parte semi-linear
s@o reais nao nulos e ¢ : R* — R* uma involucdo linear qualquer com Fix(p) C Hy. Se X

€ p-reversivel, entao \y = —\s.

Demonstracao. Vamos considerar a matriz A na forma triangular superior com autovalores
reais. Entao o campo de vetores (3.4), através de uma mudanca de coordenadas, pode ser

escrito na forma
(

T=1y
y = —sgn(w)

z=Mz+aw

L w:>\2w

Considere,
o(x,y, z,w) = (=, kooy + kozz + koaw, ksoy + kssz + kaaw, kaoy + kazz + kaaw)

com k;; = 0 ou k;; = £1.
Para que ¢ seja uma involucao e X seja p-reversivel, devemos resolver o sistema de
equagoes formado por ¢? = Id e pela equagao (1.1). Resolvendo esse sistema com relagio

as variaveis k;;, A1, A2 e a, encontramos nove solucoes, mas em somente em uma delas os
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autovalores sao nao nulos. Esta solucao é dada por

k2, —1
S=qkay =1, kog =koys =0, ksg =0, kg3 = —kua, kzq = —44]{;—7 k42 = 0,
43
2ok
o = — 244,)\1:—>\2}.
ka3
Portanto, temos obrigatoriamente que \; = —\y, conforme queriamos demonstrar. m

Note que a Proposigao 3.5.1 exclui o estudo dos casos (2) e (3), onde os autovalores sao

iguais.

Proposigcao 3.5.2. Sejam X € I'}, cujos autovalores da matriz A da parte semi-linear sao
complezos a= i ndao nulos e ¢ : R* — R* uma involugdo linear qualquer, com Fiz(p) C Hy.

Se X € p-reversivel, entao o = 0.
Demonstracao. De forma andloga a demonstracao da Proposicao 3.5.1, considere
o(r,y,2,w) = (=, kagy + kazz + koaw, ksoy + kazz + kzaw, kagy + kazz + kaaw)

co1m kij =0 ou kij = +1.

Suponhamos que ¢ é uma involucao e que X seja p-reversivel. Entao, resolvendo o
sistema de equagoes formado por ¢? = Id e pela equagao (1.1) com relagdo as varidveis k;;,
a, e (3, encontramos dez provaveis solucoes, mas em nove delas o = § = 0 e somente em

uma delas § # 0. Esta solugao é dada por

S == { k22 = 1, k23 = ]{524 == 0, ]{?32 == 0, k33 = —1{344, ]f34 = I'afZ(ZZ —1 + 1@%4),
k?42 == O, k’43 - I'a,l,Z(Z2 —1 + k’il), o = O}

Como estamos supondo que kyy assume valores £1 ou 0, temos que existem 4 diferentes
involucoes para o qual X é reversivel e sempre temos o = 0, conforme queriamos demonstrar.
|

A Proposigao 3.5.2 restringe o estudo do caso (3) somente para a = 0.

Vamos estudar agora, o primeiro caso de dobra elementar, que é o caso tipo sela, quando

)\1 = —>\2.
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Considere X € I'}, na sua forma elementar e satisfazendo a Proposi¢ao 3.5.1, X tem a

seguinte forma

i=1y
) = —sen(x

.l gn(z) (3.5)
Z =Xz
W= —\w

Esse campo sera chamado por dobra tipo sela.
Observacao 3.5.1. Para sistemas (3.5), podemos afirmar que:

1. Pelos valores de k;; na demonstragao Proposicao 3.5.1, existem apenas duas involugoes

no qual (3.5) € reversivel e a = 0, sdo elas

Spl(xyyazaw) = (_x7y7w72) ou SOQ(xyyaZ?w) = (_zaya —w, _Z)

No decorrer dessa e da prorima se¢ao, iremos considerar, sem perda de generalidade, a
involugao ¢ = 1 definida acima. Isso € possivel porque o difeomorfismo ¢(z,y, z,w) =

(x,y, —z, —w), leva p1 em s.

2. Note que (3.5) possui o sequinte hamiltoniano.
2
H(z,y,z,w) = sgn(x) + b + Azw (3.6)
eHop=H.

Lema 3.5.1. Sejam X € Iy, em sua forma normal primitiva (3.5) e Px : (Hy,0) — (Hp,0)
a sua aplicacdo de Poincaré. As unicas Hy-singularidades de X sao dobras elipticas e os

pontos fizos de Px sdo dados pelo conjunto {(y,z,w) € Hy | z =w = 0}.

Demonstragao. E facil ver que as unicas Hy-singularidades possiveis de X, sao dobras
elipticas, pois X.h(p) =y e X?h(p) = —¢ # 0. Note que as dobras ocorrem exatamente no

conjunto de tangéencia de X.



SECAO 3.5 ¢« DOBRAS ELEMENTARES E DOBRAS DO TIPO SELA 34

Considere agora p = (0,y, z,w) € Hy um ponto qualquer de Hy. A trajetéria . em H.
de X, passando por p em tempo 0 é dada por:

[ 2(u(tp) = 5+t
y(1e(t,p)) = —€t+y
2(7e(t,p)) =

8

(e(t,p)) =

Vamos denotar as trajetérias vy, por vy e y_; por v_. Calculando os tempos de retorno
t, u das trajetorias v, e vy_ respectivamente, temos que eles sao iguais, t = v = 2¢y. Em
maos desses tempos, temos que o ponto de retorno & Hy por vy é ¢ = (0, —y, z €2, w e=2M).
Usando agora o tempo u de retorno de v_ a Hy, definimos a aplicacao de Poincaré para o

campo X, dada por:

Px(p) = (= ov)(t,p) = (y, z e, we V). (3.7)

Os pontos fixos de Px que nao sao Hy-singularidades de X sao:
Fiz(Px) ={(y,z,w) € Hy: z=w = 0}.

Portanto, temos drbitas 1-periddica para o campo (3.5) nos pontos da forma (y,0,0) (ver
Figura 3.2). Note que nao temos érbitas k-periédicas para X, com k > 2, pois P"(y, z,w) =
(y7 P eéLAny7 w 674)\ny). n

Vamos agora fazer uma breve anélise da dinamica da aplicacao de Poincaré (3.7).

Lema 3.5.2. Seja Px a aplicagao de Poincaré dada pela equagao (3.7). Se py € Fiz(Px),
entao existe uma vizinhanca V' C Hy de py e uma familia a 1-parametro, no qual para cada
ponto dessa familia, Px se reduz a uma aplicacio Py : (R?,0) — (R?,0) do tipo sela, isto ¢,

possui uma direcao atratora e outra repulsora.
Demonstragao. Seja py = (vo,0,0) € Fiz(Px). O Jacobiano de Px em p, é dado por

1 0 0
[JPxlpy = | 0 e 0

0 0 e %
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04 02 0 02 04

x1(t)

Figura 3.2: Orbita 1-periédica de X no ponto (—1,0,0).

Portanto Py possui dois autovalores reais, nao nulos e com médulo diferente de 1. Note
que existe uma vizinhanca V de py em Hy, onde se e**° > 1, entdo e *° < 1, ou seja, para
cada ponto fixo de Py, existe uma diregao atratora (correspondendo ao autovalor menor que
1) e uma diregao repulsora (correspondendo ao autovalor maior que 1). Essa dindmica nao
se alterasepp e V. m

Uma ilustracao da situacao apresentada no Lema 3.5.2 é dada pela Figura 3.3.

o
AN

w

Figura 3.3: Segao y = cte em Hj,, mostrando a dinamica de Px e seus auto-espacos.
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3.6 Perturbacoes de Dobras do Tipo Sela

Nessa secao, estudaremos perturbagoes reversiveis e hamiltonianas de (3.5). Nosso objetivo
é verificar se dérbitas periddicas sao preservadas. Para isso, considere perturbagoes de (3.5),

da seguinte forma:
(

j:zy—{—fl(:lf,y,z,w)

X - y = _Sgn(x> + f2(x7y727w) (38)

Z= Az + f3(%y727w)

L W= —Aw + f4($7yvzaw)
Lema 3.6.1. O campo de vetores perturbado (3.8) € -reversivel desde que existam fungoes

&RV RY com&eC®eé(0)=0,i=1,---,4 tais que:
1. f1<x7y727w) :él(x27y7w7z);
2. fi(xay7zaw> :xgi($27yawvz)7 2227374

Demonstragao. Para que (3.8) continue ¢-reversivel, pela equagao (1.1), as fungoes f;

devem verificar as seguintes equacoes:

fl(xvyvsz) = fl(_x7y>wvz)
f2 I7yaz7w) = —fg(—x,y,w,z)
):

(
fg(x,y,z,w —f4(—x,y,w,z)
(

\ fa(z,y, z,w) = — f3(—2,y,w,2)

Logo, devem existir fungoes & : R* — R?* com & € C® e §(0) = 0,47 =1,- - -, 4, tais que
filx,y, z,w) = & (22, y,w, 2) e filz,y, z,w) = 2&(2%, y, w, 2), i = 2,3, 4, conforme queriamos
mostrar. |

Note que pelo fato das duas ultimas coordenadas das fungoes f;, comutarem nas equagoes
acima, isso nos garante que nos monomios da expansao de Taylor de f;, o produto de z e w
possui a mesma poténcia.

Queremos agora que a perturbacao de (3.5) seja hamiltoniana, onde a fungao hamiltoni-

ana seja também uma perturbagao de (3.6) da forma,
2

H(x,y,z,w) =sgn(z)r + % + Azw + F(z,y, x,w). (3.9)
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Lema 3.6.2. A forma normal primitiva, até a ordem 2, de uma perturbagao de X € I'};
hamiltoniana e p-reversivel (com ¢(x,y, z,w) = (—x,y,w, z)) €é:

;

& =y+ ma? + poy? + & (z,y, 2, w)

gy = —sgn(z) — 2uay + &z, y, 2, w) (3.10)

1,42 : .
=Xz + 53(337:% va)

L W= —Aw +£4<‘r7y7z7w)

E seu hamiltoniano é dado por

2
H(z,y, 2, w) = sgn(z)z + % + Azw + %y?’ + ma’y

(p1, 2) € (R2,0), & = o(|(z,y, z,w)]}),i=1,--- 4 e Hop = H.

Demonstracao. Basta considerar a fun¢ao F' de (3.9) escrito em sua forma de Taylor com

termos até a ordem 3, usar a definicao de campo hamiltoniano e o Lema 3.6.1. m
Observacao 3.6.1.

1. Note que quando consideramos as perturbagoes (3.8) de (3.5), ndao estamos considerando
0s pesos nas variqveis tal que vo(fi) <5 —1i,i=1,---,4, pois caso considerdssemos,

o Lema 3.6.1 garantiria que esses monomios seriam todos nulos.

2. As Hy-singularidades de (3.10) sao (sequindo a classificacao feita em [JT2]), somente
dobras do tipo eliptica e elas ocorrem nos pontos (0, z, w). Portanto perturbagoes hamil-

tonianas e reversiveis de (3.5) preservam Hy-singularidades.

Nosso objetivo agora € estudar a permanéncia ou nao de érbitas periddicas de tais campos
de vetores. Essa abordagem sera feita utilizando a aplicacao de Poincaré em H,. Para
isso, vamos construir a aplicacao de Poincaré para esse campo e estudar perturbacoes dessa

aplicacao. Mais precisamente, o que vamos fazer é seguir o seguinte roteiro:

1. Consideraremos as duas involugoes, ¢, e ¢_, cuja composi¢ao determina a aplicacao

de Poincaré P de X;
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2. Faremos uma mudanca de coordenada de tal forma que linearize a primeira involugao
P+
3. Aplicaremos essa mudanca de coordenada na segunda involugao ¢_ e a perturbaremos,

preservando certas propriedades;

4. Por fim, construiremos a aplicacao de Poincaré sob essas novas coordenadas, e verifi-

caremos a existéncia de orbitas periddicas.

O roteiro acima nos da o Teorema A do Capitulo 2, onde os conjuntos algébricos nao
vazios |4 apresentados, sao aqui descritos explicitamente por expressoes algébricas envolvendo

os parametros da aplicacao de Poincaré.

Teorema 3.6.1. (Teorema A. Capitulo 2) Sejam X, ., uma dobra tipo sela, dado em
sua forma normal primitiva (3.10) e P, : (Hy,0) — (Ho,0) a sua aplicagio de Poincaré.

Temos os sequintes casos:
1. Desde que c3 =0, P, € uma aplicagao a 3-parametros, com a = (by, by, c1) e

(a) Se bicy # 0, entdo X, ., nao possui orbitas periodicas passando por pgy, para

qualquer py € (Hy,0).

(b) Se by =c1 =0 eby #0, entao X, ., possui um plano m de orbitas periddicas,

dado por m = {(y, z,w) € (Hp,0) | w = 0}.
2. Desde que c3 # 0, P, € uma aplicagdo a 4-parametros, com o = (by, c1,c3,¢4) €

(a) Se bicy # 0, entdo X, ., nao possui orbitas periodicas passando por pgy, para

qualquer py € (Hy,0).

(b) Se by = c1 =0, entdo X, 4, possui um plano my de orbitas periddicas, dado por

ro= {0 € (10 |2 = -Lul.
3
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Demonstracao. Seguindo os passos do roteiro dado anteriormente, ao encontrarmos as

trajetérias do campo de vetores (3.10), obtemos

o1 (y, z,w) = (—y, ze*, we M)

- (y, z,w) = (—y, ze” 2 we* )

as involugoes associada a transformagao primeiro retorno de (X, ,,)+ € (X, uo)— respecti-
vamente.

O primeiro objetivo é encontrar uma mudanca de coordenada que linearize a involugao
¢4. Paraisso, considere ¢(y, z,w) = (Id+ Dy (0)op,)(y, z,w) = (2y, 2(e*Y +1), w(e 2 +

1)). A aplicagdo ¢ conjuga ¢, com a seguinte involugao linear

@Jr(va?w) = (—y,z,w).

Aplicando essa mudanga de coordenada na involugao ¢_, vemos que ela é conjugada a
e e 1)
v 1 ,we >
Considere p_ = ¢_ + 1 a perturbacao de ¥, . Queremos que tal perturbacao preserve o

involucao p_ = (—y,

conjunto dos pontos fixos. Contudo, para que Fiz(@_) = {y = 0}, devemos ter:

@—(ya <, U)) = (_y + yOCl(Z/, Z, w)7 Z+ 3/042(% 2, U)), w + y@:%(y, <, U}))
Escrevendo _ até a ordem 2, temos
P_(y,2,w) = (—y+ary + agy® + azyz + asyw, z + by + bay® + bsyz + bayw,
W+ 1y + ey® + c3yz + cqyw) + yo(|(z, y, 2, w)|?)

onde a;,b;,¢; € (R,0),1=1,---,4.
Vamos impor agora que ©_ seja uma involucao, para isso, temos que resolver a seguinte

equacao p> = Id. Com isso, obtemos as solucoes,

b
51:{a1:a2:a3:a420,b2:4701,17320,62:03:04:0}

C4(b103 + 0104)
bs = —c4,by = ——,co =
203 » U3 4, V4 037 2 9

Vamos analisar a dinamica da aplicacao de Poincaré em cada caso acima.

2
g — o 0. by — Cy _b103+C1C4
2= 4a1 = a2 =0a3 = a4 =U,00 = — — (-
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Caso 1 (51): ¢3=0.

Nesse Caso, reescrevemos @_ CcOo1mo

bsc
?_(y, 2,w) = (—y, 2+ by + %’tf + byyw, w + 61y> +yo(|(y, z,w)[?).

A partir dessa involugao, definimos a aplicagao de Poincaré P, : (Hp,0) — (Hy,0) sob o

novo sistema de coordenada por,

_ bsc
Po(y, z,w) = (94 0 9_)(y, z,w) = (y z— by + %yz — byyw, w — cly) + yo(|(y, z, w) ).

Note que os pontos p = (y,z,w) € (Hy,0) com y = 0, sdo claramente pontos fixos de
P,, pois eles sao singularidades do campo (3.10). Estamos interessados em encontrar pontos
fixos onde y # 0. Considere o campo deslocamento associado a P,,

Pa —Id b4Cl
(B0 o) = (00 + 22— =1 ) + ol 2.0
Desde que by # 0 e ¢; # 0, temos que o campo deslocamento nao possui singularidade.
Isso é equivalente a dizer que a aplicacao de Poincaré nao possui pontos fixos. Vamos supor
P, —1d
que bl =C = Oe b4 7é 07 entao (—> (y7 Z)w) - (07 _b4w7 0) + y0(|<y7 Z, U))D
Yy

Nesse caso, as singularidades desse campo ocorrem quando w = 0. Portanto, temos um

plano de pontos fixos para P,. Isso finaliza o primeiro caso, devemos analisar agora o se-

gundo caso.

Caso 2 (S;): ¢3 #0.

Reescrevendo »_ com as condigoes de Sy, temos:

ca(bics + e c? bic
o w) = (—pr+by—2OSTAD o Dty + (224
203 C3 2
c1e
+1T4> 24 cqyz + C4yw> + yo(|(y, z, w)[*.
A partir disso, a aplicagao de Poincaré é definida por
ca(bics + cic c bic
Pa(y7z7w): yaz_bly_ 4( = . 4)92+C4yz+—49waw_<319+ 1_3+
263 C3 2
cie
+ ) o = eayz — cayw) + yol|(y = w)

onde a = (by, ¢, c3,¢3) € (R)0).
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Vamos proceder de modo analogo ao caso anterior. Considere o campo deslocamento

P,—1Id ca(bies + e c? bic
Lo d) () pwy= (0, —Ghrtac) |Gy ey (P
Yy 203 C3 2

Cci1C
+92) - ez — eqw) + yo(|(y, 2, w))).

Para que esse campo tenha uma singularidade, ele nao pode ter termo constante, ou seja,

by = ¢; = 0. Sob essa hipotese, reescrevemos esse campo como

(Pa —Id

Y

2
) (y, z,w) = (O, cyz + C—4w, —c32 — c4w) + yo(|(y, z,w)]). (3.11)
3

~ C ~
Portanto, as singularidades de (3.11) sao da forma (y, ——4w, w) e entao temos um plano
C3
de pontos fixos para P, desde que b; = ¢; = 0. Com isso, concluimos a prova do teorema,

conforme queriamos. m

3.7 Dobra Tipo Eliptica

Nessa secao, estudaremos o caso em que os autovalores da matriz da parte semi-linear sao
complexos da forma +/3i, correspondendo ao caso (4) da segao 3.5. Iniciaremos estudando a
dinamica da parte semi-linear do campo tipo dobra eliptica: exibiremos suas propriedades
e mostraremos a existéncia de orbitas peridédicas proximas das singularidades. Em seguida,
daremos perturbagoes reversiveis e hamiltonianas na parte semi-linear e verificaremos se as
érbitas periddicas sao preservadas. Denotaremos por Xo(z,y, z,w) = (y, —sgn(z), fw, —[z)
a parte semi-linear do campo dobra eliptica. Podemos considerar, sem perda de generalidade,

8 =1, pois Xy é equivalente ao campo X dado por:

(

T=1
) = —sgn(x
x. ) U= ) (3.12)
Z=w
W= —z

\

Considere ¢ : R — R* a involugiao dada por p(z,y, z,w) = (—z,y, —z,w). Note que o
campo (3.12) é p-reversivel e hamiltoniano, com fungao hamiltoniana:

y? + 2% 4+ w?

Hz,y, 2,w) = sgn(e)e + L
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Vamos identificar as Hy-singularidades que ocorrem em X. A tnica singularidade possivel
é a dobra eliptica, pois X.h(p) = y e X2h(p) = —e # 0. Observe que o conjunto de dobra
de X coincide com o seu conjunto de tangéncia, Dy = Tx = {x =y = 0}.

Considere pg = (0,yo, 20, wo) € Hp um ponto qualquer. A trajetéria v. em H. de X,
passando por py em tempo 0 é dada por:
, 2
(Ve (t, po)) = &5 Tt
y(1=(t, po)) = —5t + Yo
2(7:(t, po)) = 2o cos(t) + wp sin(t)

[ w(7:=(t,po)) = wo cos(t) — 2o sin(t)
para € = +1.

Lema 3.7.1. Considere o campo X, como em (3.12) e pg € Hy, po = (0, aa, a3, 4). Seja

v a tragetoria tal que ¥(0) = po, Y(v) = 7.(v) com 7v.(v) € H.. Entdo o tempo de retorno t

(correspondendo a H.) e u (correspondendo a H_.), sdo iguais at = u = 2.

Demonstracao. Considere py = (ag, a3, ay4) e para 1 < i < 4, denote por g(i,e,t,py) =
x; (7—e(t)), logo escrevemos a trajetéria de X, como .(t,po) = (9(1,e,t,p0),9(2,¢,t,p0),
9(3,e,t,p0),9(4,¢,t,po)). Para que 7. retorne a Hy, devemos ter g(1,e,t,pg) = 0 para algum
to # 0. Denotemos por gy = (9(2,¢,t0,p0), 9(3,¢,t0,0),9(4,€,t0,p0)) € por pp o tempo
de retorno a H, da trajetéria v_. partindo de ¢gy. Portanto as condigoes para que esses

respectivos tempos existam sao dadas pelas seguintes equagoes racionais:

t_l g(17€7t7p0) =0
uil 9(17 —&, U, QO) =0

Seja I o ideal gerado pelas duas equagoes acima e I = JU < uit — 1 >, com isso eliminamos
a solucao irrelevante correspondendo aos valores t = v = 0. Entao calculamos a base de
Grobner para I, com ordem lexicogréfica nas varidveis (t,u, @, g, s, aq,€). Obtemos a
seguinte base,

[€2 =1, u—2¢cay, t—2cay).

Portanto, concluimos o lema resolvendo as equagoes acima. m
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Lema 3.7.2. Sejam X o campo dobra eliptica dado por (3.12) e py € Hy. Existem orbitas
periddicas para X passando por py, desde que py € {(50%, z,w) |ce Z\{O}} U{(y,0,0)}.

Demonstracao. Para mostrarmos tal lema, vamos construir a aplicacao de Poincaré para
o campo (3.12) e encontrarmos os pontos fixos dessa aplicacdo. Seja p = (y,z,w) € Hy,
omitimos o 0 da primeira coordenada de p para simplificar a notacao. Usando o Lema 3.7.1
na expressao da trajetéria 7., temos que ela retorna a Hy no ponto ¢ = (—y, z cos(2ey) +
w sin(2ey), w cos(2ey) — z sin(2ey)).

Partindo agora do ponto ¢ e usando novamente o Lema 3.7.1, temos que a trajetoria v_.
retorna a Hy no ponto p = (y, z cos(4dey) + w sin(dey),w cos(dey) — z sin(4dey)).

Entao, definimos a aplicagao de Poincaré como:
P(y,z,w) = (y,z cos(dey) + w sin(dey), w cos(dey) — z sin(dey)).
Com isso, calculando os pontos fixos de P que nao sao singularidades de (3.12) temos:

Fiz(P) = F, = {(gcg,z,w) lce Z\{O}} U Fy = {(y,0,0)}.

Temos portanto Orbitas periddicas em pontos de F; e Fy (ver Figura 3.4), conforme

queriamos provar. m

-05

Figura 3.4: Orbita 1-periédica de (3.12) passando pelo ponto (7,1, 1).
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Observacao 3.7.1.

1. Nos pontos de Fy, os autovalores da Jacobiana de P sao todos iguais a 1, enquanto que
nos pontos de Iy, um autovalor € igual a 1 e os outros dois sio complexos conjugados

com produto unitdrio.

2. Para o campo (3.12), temos drbitas periddicas de qualquer ordem n nos pontos p, =

(50%,2,11}) (ver Figura 3.5).

01 0.05 0 -0.05 =01
x1(t)

Figura 3.5: Orbita periédica de periodo 3 para (3.12) passando pelo ponto (%, 0, 1).

3.8 Perturbacoes, Orbitas Periédicas e Curvas

Invariantes de Dobras Elipticas

Nosso objetivo nessa se¢ao é estudar perturbagoes do campo (3.12) da forma Y = X + ¢F,
com F' € C® eY € I'}, e verificar a permanéncia das érbitas periddicas. Perturbaremos
(3.12) de tal forma que Y continue ¢-reversivel e hamiltoniano, com fun¢do hamiltoniana

y? + 22 + w?

5 + F(2%, 9%, 2%, w?) (3.13)

H(z,y,z,w) = sgn(z)x +

onde F : R* — R é suave, de grau maior ou igual a 2.

E facil verificar que o hamiltoniano (3.13) apresenta a propriedade de H o p = H.
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Seja Y a perturbacao de (3.12) da seguinte forma,

(

T = y+f1(x7y727w)
y = —Sgn(x) + f2(x7y7z7w)
Z=w —l—fg(x,y,z,w)

\ w=—z+ fa(z,y,z,w)
onde f; € C* e ordem de f; maior ou igual a 2, para i =1, 3,4.

Para que Y seja ¢-reversivel, ele tem que ter a forma:

4
$:y+fl(x2ay>z2aw)

) = —sgn(x) + x for (22, y, 22, w) + 2 fao(2?,y, 2%, w

v Y g () f21( Yy ) fzz( Yy ) (3.14)
2:w+f3(x27yvz27w)

\ w=—z-+ a:f41(x2,y,z2,w) + zf42(x2,y,z2,w)

Por fim, para que (3.14) tenha (3.13) como hamiltoniano, Y tem que ter a seguinte forma:
(
&=y +y&(e®y? 2% w?)
) = —sgn(x) — x & (a?, y?, 22, w?
v. ) gn(z) — x (2% y ) (3.15)
Z=w+w&(a? y?, 24 w?)

w=—z— 254@2’92, 22711)2)

\

Observacgao 3.8.1. Nessa se¢cao, nao iremos considerar perturbagoes com pesos sobre as

funcoes &, pois caso contrdrio teriamos & = 0.

Podemos observar que as tunicas singularidades possiveis sdo as dobras elipticas (quando
y = 0). Como estamos interessados em estudar a permanéncia das érbitas periédicas, vamos
seguir o roteiro apresentado na secao 3.6.

As involugoes de (3.12) sao dadas por:
e1(y, z,w) = (—y,z cos(2y) + w sin(2y), w cos(2y) — z sin(2y))
v 1(y, z,w) = (—y, 2z cos(2y) — w sin(2y),w cos(2y) + z sin(2y))

Considere ¢ : (Hy,0) — (Hy,0) a mudanga de coordenada dada por:

gb(y,z,w) = (]d+ DQOI(O) © @1)(y7z7w) = (2 Y,z +z COS(2 y)+ (316)

+w sin(2y),w + w cos(2y) — z sin(2y)).
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cuja inversa, localmente em torno de 0 é:

y —w+ 2z sin(y) +w cos(y) z—z cos(y) +w sin(y)) (3.17)

-1 .
oy 2 w) = <2’ 2 sin(y) ’ 2 sin(y)
Lema 3.8.1. As involugdes o1 € p_1 sao simultaneamente conjugadas a ¢,(y, z,w) = (—v, 2,
w) ep_i(y,z,w) = (—y, —2+2 2 cos*(y) —w sin(2y), —w+2w cos?*(y) + z sin(2y)), respec-

tivamente.

Demonstragao. Basta aplicarmos a mudanga de coordenadas ¢ definida em (3.16), que
veremos que ela conjuga o1 & Py, e que ¢! definida em (3.17) conjuga ¢ 1 4 p_;. =

Nosso objetivo é encontrar a aplicagdo de Poincaré para o campo de vetores (3.15) e
determinar se essa aplicagao possui pontos fixos, que nao sao pontos singulares do campo.
Esses pontos irao corresponder a orbitas periddicas. Vamos encontrar tal aplicagao, dar
condigbes para que tais 6rbitas ocorram e, sob determinadas condigoes, localizar em (Hy, 0)
curvas que sejam invariantes pela aplicacao de Poincaré.

Como estamos trabalhando de forma local, vamos considerar a expressao de Taylor de

©_, até a ordem 3 dada por:
Bi(y, z,w) = (—y, 2 = 2yw — 29" z,w+ 2y 2 — 2y w) + o(|(y, z, w)[*). (3.18)

Note que os pontos fixos das involugoes ¢ e ¢_1 é o conjunto {y = 0}. Vamos agora
perturbar (3.18) de tal forma que essa nova aplica¢ao obtida, continue sendo uma involugao
e que seus pontos fixos continue sendo o conjunto {y = 0}.

Considere 1» = p_; + £ a perturbagao de (3.18). Para que ¢ tenha o conjunto {y = 0}

como fixo, devemos ter:

w(ya Zaw) = (_y + yﬁl(yvzaw)a Z— 2yw + yﬂQ(:ga Z,UJ),UJ + 23/2 + yﬂS(:ga Z,'IU))-
Escreva ¢ da seguinte forma:

Yy, z,w) = (—y+ a1y + aoy® + asyz + asyw, 2 — 2yw + by + boy* + byyz+ (3.19)

+bayw, w + 2yz + a1y + cy* + c3yz + cayw) + yo(|(y, z, w)[?)

com a;, b;,¢; € (R,0),i=1,---4.



CAPITULO 3 ¢« DOBRAS E CUSPIDES 47

Agora, para que (3.19) seja um involugio, devemos resolver a equacao ¢? = Id. Isso nos
da a seguinte forma final para 1,
Uy, z,w) = (—y, 2 — 2yw + bry + boy?® + bsyz + byyw, w + 2yz + 1y + Coy? + cayz+
+eayw) + yo(|(y, z,w) )

onde,
— b1b3 + byc bics + cic
52:_61+M’52251+M. (3.20)
2 2
Com isso, definimos a aplicagao de Poincaré do campo perturbado como:
P(y,z,w) = (¢ oBy)(y, 2,w) = (y, 2 + 2yw — by + bay® — byyz — bayw, (3.21)

w = 2yz — c1y + Cay® — cayz — cayw) + yo(| (y, 2, w)[?).
No decorrer da se¢ao, suponhamos que (4 + 2¢3 + bscy — 2by — c3b4) # 0 onde b;, ¢; sdo os

coeficientes de (3.21) e by, &, sdo as expressoes dadas em (3.20).

Teorema 3.8.1. (Teorema B. Capitulo 2) Seja Y o campo dobra Eliptica (3.15) e P sua

aplicagao de Poincaré, dada por (3.21). Temos que:

1. Se byc; # 0, entao existe uwma vizinhanga da origem no qual Y ndo tem Jrbitas
periodicas;
2. Se by =c; =0, entdo Y possui uma familia a 1-parametro de orbitas periddicas.

Demonstracao. Nosso objetivo é encontrarmos os pontos fixos de (3.21), mas para isso,
devemos resolver a equagao P = Id, que nos dd como solu¢ao uma reta r : (R,0) — Hy

parametrizada por,

r(y) = {(y, b1y + ko, ksy + k1) | k; € (R,0), i = 1,2,3,4}

onde, ~
( L o— 252 + bQC4 — 5452
e 4 -+ 203 + b304 — 2b4 — Cgb4
b — —2¢c; + bscy — bicy
2T 4 + 263_+ b3§4 — 2b4 — 63b4
I —2by — bycz + b3Cy
8= 4+QCz+b24—2b4—63b4
Ly — 163 — bzey
\ 4 4+ 263 + b304 — 2b4 — Cgb4
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Dentro dessa situagao, devemos analisar o caso em que ks # 0 e ky # 0. Isso ocorre
quando bic; # 0 e nesse caso, a reta r definida acima, nao passa pela origem, ou seja, é
possivel encontrar uma vizinhanca da origem, no qual nao temos érbitas peridédicas para o
campo Y.

Agora para que ko = ks = 0, devemos ter by = ¢; = 0, isso implica que by = ¢ = 0 e,
conseqiientemente, e reta r é exatamente o eixo y. Logo temos localmente uma familia a
1-parametro de érbitas periddicas para Y, conforme queriamos demonstrar. m

Nosso préximo objetivo é verificar a existéncia de curvas em (Hp,0) que sejam inva-
riantes por P. Para isso, vamos considerar um caso particular da aplicacao P. Note que

pela expressao (3.21), podemos escrever P da seguinte forma,
P(y7 Z, w) = <y7 z+ yP2<?J7 Z, w)a w+ yP3(y> Z, ’lU)) (322)
Entao temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.8.1. Suponha que que a aplica¢ao de Poincaré estd na forma (3.22) com
Pi(y,0,0) = Px(y,0,0) = 0. Entao eziste v : [ = (—0,0) — (Ho,0) uma curva C* inva-

riante por P.

Demonstracao. Note que o caso P;(y,0,0) = P2(y,0,0) = 0 implica em by = ¢; = 0.

Denotamos por C*°(I,R?) o conjunto das curvas C* definidas em um intervalo pequeno I
em R3 e por D = D>®(R3x (R, 0), R3) o conjunto das aplicacoes C*° definidas em R3 x (R, 0)
(onde (R®,0) é o espaco dos parametros) em R®. Note que P € D e defina

F: DxC®I,R3 — C®(I,R3)
(P,y) > Poy—nqop

onde p: I — R é dada por p(t) =t.

Observe que mostrar a existéncia de uma curva v € C®(I,R?) que seja invariante por

P € D, é equivalente a mostrar que a curva F(P,~) é identicamente nula.

De fato, pois

FPy)=0evVtel, F(Py)(t)=0s (Poy)(t)—(vop)(t) =0 P(y(t) =(t)
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& Graf(P o) C Graf(y) < v ¢ invariante por P.

Considere entao, de modo natural, a curva vy(t) = (¢,0,0) e vamos mostrar, sob as

hipéteses da Proposicao, que 7, € invariante por P. De fato, para todo t € I, temos

f(Pv '70)(t) = (P OfYO)(t) - (70 o p)(t) = P(ta()vO) - '70(75) = (t,(), 0) - (t,0,0) =0.

Logo v é invariante por P, conforme queriamos. m

Portanto, podemos resumir esse resultado no seguinte teorema.

Teorema 3.8.2. (Teorema C. Capitulo 2) Seja Y € I'j, uma dobra do tipo eliptica e P

sua aplicagao de Poincaré dada por (3.21). Temos,

1. Se bic; # 0, entdo existe uma vizinhanga V' da origem tal que Y ndo possui orbitas
1-periodicas e P ndao possui curvas invariantes;
Restringindo ao 2-jato de P, temos

2. Seby =1 =0, entdo o eixo y passa a ser pontos fixos de P e entdo temos uma familia

a 1-parametro de orbitas periodicas para Y .

Com isso, finalizamos o estudo do comportamento das trajetérias dos campos tipo dobra.

Nosso proximo objetivo é estudar a dinamica dos campos de vetores do tipo cuspide.

3.9 Singularidades do Tipo Cuspide

Nesta secao, iremos continuar procurando condigoes para a existéncia de orbitas peridédicas
em torno de uma cuspide. Considere Y, uma cispide simplesmente integravel, cuja parte

semi-linear ¢ expressa por:

T=1y
i
vo:d Y (3.23)
Z = sgn(x)
W =
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Seguindo a classificagao feita em [JT2] e as defini¢oes 1.3.4 e 1.3.5, o conjunto de dobras
para (3.23) é formado por dobras parabdlicas e é expresso por Dy, = {p = (y, z,w) € Hy |y =
0,z # 0}. Ja as cispides ocorrem no conjunto Cy, = {p = (y,z,w) € Hy | y =0,z =0} e
sao todas simétricas.

Quanto a reversibilidade de (3.23), temos o seguinte resultado.

Lema 3.9.1. Se Yy € o campo cispide (3.23), entdo nao existe involugao linear ¢ : R* — RY,

com Fiz(p) C Hy no qual Yy seja @-reversivel.
Demonstracao. Considere ¢ dada por

o(x,y,z,w) = (=, ko1@ + kaoy + kogz + koaw, k312 + ksoy + ksszz + ksaw, kax + kgpoy+
+k’432’ + k’44”LU)

com k;; € R.

Para que tenhamos ¢ involucao e Y; p-reversivel, devemos resolver as equacoes p? = Id
e po(Yy)y = —(Yy)— o . Essas equagoes nos fornecem um sistema com 24 equagdes que
nao possui solugao com relagao aos parametros k;;. Portanto, nao existe involugao linear no
qual Yy é reversivel. m

Diante dessa situagao, vamos dar a definicao de sistemas quasi-reversiveis.

Definicao 3.9.1. Seja ¢ uma involugao, dizemos que um campo de vetores X € p-quasi-
reversivel em p, se o conjunto dos pontos fixos de p, intercepta a subvariedade de descon-

tinuidade Hy transversalmente em uma vizinhanca de p, ou seja,

Fiz(p) i, Hy e
px X, =—-X_op

Consideraremos nessa e na préxima secio o(z,1y, z,w) = (&, —y, z,w). B facil ver que
(3.23) é p-quasi-reversivel e que suas singularidades de dobras estdo contidas no conjunto
dos pontos fixos de ¢.

Estamos interessados em verificar a existéncia de érbitas periddicas para (3.23). Para

isso, considere p = (0, yo, 20, wo) € Hy um ponto qualquer. A trajetéria de (Yy); passando
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por p em instante t =0 é

€.,3, 20,2 € 9
v (tp) = <6t + 4yt St —l—zot—l—yo,et—l—zo,wg).

Com respeito as érbitas periddicas de (3.23), temos o seguinte resultado.

Teorema 3.9.1. Se Y, ¢ uma cispide simplesmente integravel dada em sua forma normal

de Anosov (3.23), entdo Yy ndo admite orbitas 1-periddicas.

Demonstracao. Seja p = (yo, 20, wg) € Hy e suponhamos que a trajetéria vy, de (Yp)+
passando por p em tempo t = 0, retorna a Hy no ponto g e em tempo real positivo t = .
Suponhamos agora que a trajetéria v_ de (Yy)_ passando pelo ponto g em tempo p = 0,
retorna a Hy em tempo real positivo p = py.

Queremos mostrar que Yy nao admite orbita 1-peridédica. Para isso, vamos supor que
Yo admite uma o6rbita 1-periédica em p. Agora, para que v = (74,7-) seja uma Orbita
1-periédica, o seguinte sistema tem que ser satisfeito.

( 2(74(to,p))

ST =0
M 0
7
1 v (0, 0) — 90 =0 (3.24)
2(v=(to,q)) —20 =0

| w(v- (0, q)) —wo =0
A quinta equagao do sistema (3.24) é claramente satisfeita e a quarta equacao nos diz

que to = fio.
O lado esquerdo da terceira equagao de (3.24) é

L, 1,
5750 — 5t + poto | € + 20to + 2ofto-

Usando o fato que tg = pg # 0, temos que tg = pg = —2e2p.

Por fim, substituindo esses tempos nas duas primeiras equagoes de (3.24), temos que

2

ZnE
yo-%zo

2H€
Yo+ 2 =0

3
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ou seja, yo = zo = 0, mas isso implica que £, = 0, o que é uma contradicao. Tal contradicao
surgiu de termos suposto que Yy tinha uma orbita 1-periddica. Portanto, Y, nao admite
orbita 1-periddica, conforme queriamos provar. m

A esta altura, as seguintes perguntas podem serem formuladas. Pequenas perturbacoes
de Yy em I'g; acarreta no surgimento de érbitas periddicas? E perturbacoes fora de I'g;?

Essas perguntas serao abordadas nas proximas segoes.

3.10 Perturbacoes Simplesmente Integraveis de

Singularidades de Cuspides

Na secao anterior, vimos que as singularidades tipo cuspides simplesmente integraveis nao
possuem Orbitas periddicas. O objetivo dessa secao € verificar se tal propriedade é preservada
ou nao, quando trabalhamos com pequenas perturbacoes em I's; de tais campos. Vamos
considerar nessa se¢ao, perturbacoes com pesos nas variaveis e p-quasi-reversivel. Considere,
portanto Y = Yy +eF a perturbacao de (3.23), com Y € I'sy, F' = (f1, fa2, f3,0) onde f; € C*
evg(fi) <5—-1,i=1,2,3.

A condigao de que Y continue y-quasi-reversivel nos dé o seguinte resultado.

Lema 3.10.1. Seja Y € I's; uma perturbagao de (3.23). O campo Y € @-quasi-reversivel

desde que existe funcgoes &1, &, €3 € C™ tal que

filzy, z,0) = y& (2,9, 2, w)

folz,y, z,0) = (2, y%, 2, w)

fa(@,y, 2, 0) = y&(z, y2, 2, 0)
onde vp(&) <5 —1i,1=1,2,3.

Demonstracao. Considere Y escrito da seguinte forma

(

T :y+f1(x>yazaw)
y = z+f2($7y7z7w)
z= sgn(x) + f3(I7y7 Z7w)

w =0
\
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com vp(f1) <5 —iep(x,y, z,w) = (r,—y,z,w).

Logo,

(SO © Y+)(x,y,z,w) - (y + fl(xvy’sz)a —Z = fQ(xvy’va)ug + fg(x,y,z,w),())

por outro lado,

_(Y— S gp)(x,y, va) = (y - f1<l', —y,Z,U)), —& = fQ(xa —y,z,w),e - fS(‘Ta -y, Z,U)),O).

A igualdade das duas equacgoes acima sé é verdadeira caso existam fungoes &, &, &3 €
C*, tal que
filz,y, 2, w) = y&u(z, y?, 2, w)
folz,y, 2, w) = &(z,y%, 2, 0)
fa(z,y, 2,w) = y&s(z,y°, 2, w)
E além disso, vy(f;) < 5 — i, conforme querfamos provar. m
Em conseqiiéncia do Lema 3.10.1, a forma normal primitiva de Y é

p

T = Y + >\13/w + ¢1(x7yazaw)

)= 2+ Xozw + Agw + Mw? + Asw? + oo, y, 2, w
y=vi:¢ "’ ? s W'+ 92(®,9,7,w) (3.25)

Z =sgn(z) + ¢3(z,y, 2, w)

w=0
\
onde A = (A1, A2, A3, Ag, As) e (i) > 5 —id,1=1,2,3.

Lema 3.10.2. Se Y € I'g; estd em sua forma normal primitiva (3.25), e p € Hy, entao
temos:

Yh(p) =y + Myw + ¢1(p)

Y2h(p) = 2(1 + (M + A)w + MAgw?) + (A, w) + ¢a(p)

Y3h(p) = e+ (A1 + Ao + M daw)ew + p3(p)
onde c(\, w) = Az3w—+ (Mg + M Az3)w? + (A5 + A )wd + M Asw e vo(p;) > 4—i parai=1,2,3.

Demonstracao. Assuma que Y. estd escrito na forma (3.25). Temos:

Y.h(p) =y + Myw + o1(p).
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Colocando ¢;(p) = ¢1(p), pelo Lema 1.2.1, temos v4(p1) > 4. Entao
Y2h(p) = 2(1 + (A1 + A2)w + M Aw?) + (N, w) + pa(p)

com

0<p1

pa(p) = ga(p)(1 + Xaw) + Ysh(p)%(p) + ¢a(p)——(p) + (e + ¢3(p)) = (p)-

Pelo Lema 1.2.1, temos vy(y2) > 3. Por fim:
Y2h(p) = £+ (A + As + Mdow)ew + 93(p)

co1m

0
2a(p) = Gs(P)(L+ (A1 + Ao+ Mdow?) + Yoh(p) 5=
8902

A+ deu + 6a(p) S20) + (o + a0 S 0)

(p) + (2 + Aozw + Agw+

Usando novamente o Lema 1.2.1, temos v5(p3) > 2. =
Para descrevermos as singularidades de (3.25), vamos seguir a classificagao feita em [JT2].

O conjunto de singularidades de dobras de (3.25) é dado por
Dy, ={p€ Hy:y=0ez#0ouw#0}
e o conjunto de singularidades de cuspide ¢ dado por
Cy,={peHy :y=z=w=0}

ou seja, a unica singularidade de cuspide de (3.25) é a origem e ela é uma cuspide do
tipo simétrica. Agora como (Yy)2h(p) = (Y3)%.h(p), para todo p € Hy, concluimos que as
singularidades de dobra sao todas do tipo parabdlicas.

O fato de termos somente singularidades de dobras parabdlicas é um forte indicio de que

(3.25) nao tenha érbita 1-periddica. De fato, isso é verificado no seguinte teorema.

Teorema 3.10.1. Seja Y\ o campo vetorial tipo cuspide, dado em sua forma normal primitia

(3.25). Entdo Yy ndo admite drbita 1-periddica.
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Demonstragao. De maneira andloga a demonstracao do Teorema 3.9.1, considere p € H
e Y4, 7— as trajetérias de (Y)). e (Y))_ respectivamente. Para que exista uma Odrbita

1-periddica, o seguinte sistema tem que possuir solugao

( z(v+(to. p))

gﬂo,

y(y- (uo, q)) —yo =0
2(v-(10,9)) — 20 =0
[ w(y= (10, q)) —wo =0

=0

Assim como na demonstragao do Teorema 3.9.1, a ultima equagao do sistema é sem-
pre verdadeira e a quarta equacao nos diz que os tempos de retorno ty e uy de v, e vy_
respectivamente a Hy, sao iguais. A terceira equacao nos da uma expressao para tal tempo,

2e(z 4+ A3w + Agzw + Mw? + Asw?)
1+ )\211] )

tOZUO:—

Note que 1 4+ Asw # 0, pois estamos trabalhando em uma vizinhanga da origem.

Substituindo esse tempo nas duas primeiras equagoes, temos

A3 2\

§€w2— 336210—§Z2+0(|(/\7ﬁ%27w)|3> :O
A 2\ :
y+ dw + St + w4 22 4 of|(A gz w) ) = 0

Y+ Myw —

que nos da como solucao,

SlZ{yZOez:—)\gw—l—o(Z)}ouSz:{w_—)\iez_%_i_ (2)}
1 1

Note que em S;, y = 0 corresponde a singularidades de dobras de (3.25). Como as
dobras de Y, sao todas do tipo parabdlicas, elas nao fazem parte de uma érbita 1-periddica.
Por outro lado, em Sy a variavel w é tao grande quanto queiramos e isso nao nos interessa.
Portanto, como queriamos mostrar, nao existe orbitas 1-peridédicas para a familia de campos
de vetores YV,. m

Com isso, encerramos o estudo de érbitas periddicas em campos simplesmente integravel

com singularidade do tipo cuspide.
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3.11 Cispides Degeneradas

Mediante a situacao que nos encontramos, de nao termos encontrado érbitas periddicas
nos campos vetoriais do tipo cuspides simplesmente integraveis, vamos introduzir uma nova
classe de campos vetoriais tipo ctispides, no qual iremos estudar a existéncia e a permanéncia
de érbitas 1-periddicas.

No decorrer dessa se¢ao, vamos denotar por Yy o campo vetorial tipo ctispide com forma

semi-linear dada por
1
Vilo ) = (34 3% 0.50u(0).0). (3.20)
Esse novo campo apresenta as seguintes propriedades de facil constatacgao:

1. Yy é p-reversivel, com ¢(z,y, z,w) = (—x,y, 2, —w);

2. A 6rbita solucao 7. de (Yp). em py = (0, yo, 20, wo) € Hy é

1, ¢ , 22
Ye(t, po) = ét +§Zot + yo-i‘? t, Yo, et + 2z, wo

com € = +1;

3. O conjunto de dobra e de cispide de (3.26) sdo respectivamente

1
DYOZ{P€H0|?/:—§ZQGZ7£O} eCy,={pe Hy|y=2=0};

4. As singularidades de dobras sao do tipo hiperbdlicas ou elipticas, e sao separadas por

uma cuspide simétrica;

5. Fixado wy, ¢ facil ver que a dindmica de (3.26) para um wy constante é descrita

geometricamente pelas Figuras 3.6 e 3.7 onde,

(a) Calculando, pelas bases de Grobner, as condigoes necessarias para que tenhamos

1
érbita 1-periddica para (3.26), obtemos a equacao y = —§22, representada pela

parabola Cf;
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Figura 3.6: Diagrama mostrando a dinamica das drbitas de (3.26) para wy = 1.

1
(b) A pardbola Cy, de equagao y = —§z2, sao formados pelos pontos de dobras de

(3.26);

(¢) O ramo da parabola Cy contido na regiao R; é formado por dobras do tipo elipticas
e o ramo dessa parabola que é fronteira da regiao Ry é formado por dobras do

tipo hiperbdlicas;
(d) A intersecgao das parabolas Cy e Cy é a ctispide;

(e) As trajetérias de (3.26) nos pontos ps, ¢, p1 e ps sao ilustrados pela Figura 3.7.

AvES
» \\/\ I 2

Figura 3.7: Dinamica das drbitas de (3.26) nos pontos ps, q, p1 € pa.

Isso finaliza o estudo da dinamica do caso semi-linear. Estamos interessados em estu-
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dar perturbagcoes ¢-reversiveis desse campo, mais precisamente, na permanéncia de orbitas

periddicas. A forma normal primitiva de perturbacoes p-reversiveis de (3.26) é dada por:

.
T=9y+ %22 + aqw? + agzw? + §i(2,y, 2, w)

= azw + agzw + S (T, Yy, 2, w
y =y, ) §= 0wt ezt &y, 2 w) (3.27)

zZ= sgn(:v) + Q5w + 53(37797 Z,U))

L w = 64(xayazaw>

onde a = (a, (g, a3, g, a5) € (R®,0) sdo parametros pequenos e v(§) >5—14,1=1,--- 4.
Denotamos por A o conjunto dos campos vetoriais da forma (3.27).
Um calculo simples nos diz que as variedades de dobras e cuspides de Y € A sao respec-

tivamente dadas por:

1
Dy, = {p = (0,y,2,w) € Hy | y = _5’22 —azw? —aw’® + & (p) e
2,,,3 2
QwW° + Eaw” + azw
— +
L Lo )

2 #

Cy, =

5

[_ w?(az + (¢ + asw)aw)® o + aw? (a3 + (e + azw)asw)

2(c + (a4 + a5)w)? et(atasiw T 599

w(as + (€ + asw)aw) A
B e+ (g + as)w ,w} +ollwl)

para € = £1.
Vamos assumir a partir de agora que (a4 + as)as # 0 e mostraremos alguns resultados
sobre as linhas de cuspides.

Lema 3.11.1. Um ponto p € Hy é um ponto de cuspide para Y, desde que
€

a4 + Qo

w # _£ ew # —
a5
Demonstragio. Seja p € Hy, desde que Y2h(p) = 1+ (¢ + asw)(aqw + € + asw) + £(p).
Temos que p é um ponto de cuspide para Y. se Y.h(p) = Y2h(p) = 0, Y2h(p) # 0 e o conjunto
{Dh(p), DY.h(p), DY2h(p)} é L.I. Contudo, a condigao Y2h(p) # 0 ¢ satisfeita desde que

3 €
wH#E——ew# —
Qs

, conforme querl'amos. |
oy + o5

Lema 3.11.2. Sobre as linhas de cuspide Cy, para ¢ = £1, temos que,

1. FElas se interceptam apenas em w = 0;
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2. A interseccao € transversal se e somente se az # 0;
3. A interseccao tem contato cubico se e somente se az =0 e sy # 0;
4. As linhas de cispides coincidem se e somente se az =0 e asay = 0.

Demonstracao. Considere a parametrizagao das linhas de cispides dada em (3.28). E facil

ver que essas linhas coincidem desde que w = 0. Dai

d
dtCYe( ) (Oa —&Qg, 1)

d

logo se ag # 0, C’YE( ) # ECY’S(O)’ ou seja, as linhas de cuspides sao transversais em 0.

Agora se az = O, temos

d? d?
@CYE(O) = (—2061, —2042, ) e CYE( ) (0,66@20&4,0).
EntaoiC()—iC .(0), arai—lZedC()#—C .(0) se e somente se
ari =) = GO0 paran =1, 2 e GG (0) 7 G

asay # 0, ou seja, as linhas de cispides tem contato ciibico se e somente se asay # 0.
Por fim, se a3 = 0 e asay = 0 ¢ facil ver que as linhas de cispides coincidem, conforme

queriamos provar. m

3.12 Tipos de Singularidades

Vamos verificar os tipos de singularidades que temos para o campo de vetores (3.27). Para
isso, devemos estudar o sinal de Y2 h(p). Os casos az # 0 e az = 0 sao analogos. Na
variedade de dobras, temos quatro regioes conexas separadas pelas linhas de ctspides Cy, _, no
qual o sinal de Y2 h(p) ndo se altera em cada regiao, mudando somente quando atravessamos
de regiao. Isso nos diz que temos quatro tipos de dobras, conforme Figura 3.8.

Note que:
1. pontos em R; sao dobras do tipo 2H-dobra;

2. pontos em Ry sao dobras do tipo 2E-2H-dobra;
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Figura 3.8: Variedade de dobra com suas linhas de cuspides e as quatro regioes distintas de

dobras.
3. pontos em R3 sao dobras do tipo 2E-dobra;

4. pontos em R4 sao dobras do tipo 2H-2E-dobra;

Para as singularidades de ctispides, os casos a3 = 0 e ag # 0 também sao analogos. Temos

quatro tipos de singularidades de cuspides descritos pelos pontos p;, € Cy,_, na Figura 3.8.
1. O ponto p; é uma 3C-cuspide para Y; e 2E-dobra para Y_q;
2. O ponto py é uma 2E-dobra para Y; e uma 3C-cuispide para Y_q;
3. O ponto p3 é uma 2H-dobra para Y; e uma 3C-ctispide para Y_q;
4. O ponto ps é uma 3C-cuspide para Y; e uma 2H-dobra para Y_q;
5. O ponto de interseccao das linhas de cuspides é uma cuspide simétrica.

Resta analisar as singularidades quando as linhas de cuspides coincidem, isto é, quando
a2+ (agay)? = 0. Neste caso, temos somente duas regioes conexas na variedade de dobra, elas
sao formadas por dobras hiperbdlicas (2H-dobras) e dobras elipticas (2E-dobras), separadas
por cuspides simétricas.

Isso finaliza a classificacao das singularidades para campos de vetores Y € A. Nosso

interesse agora é encontrar érbitas periddicas para tais campos.
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3.13 Orbitas Periédicas

Uma propriedade que campos de vetores reversiveis e simétricos com relagao a variedade de
descontinuidade possuem, é que se 7 = (71,7-1) é uma drbita periddica, entao os tempos de
retorno das trajetérias v; e y_; a variedade de descontinuidade sao os mesmos. No nosso

caso temos.

Proposicao 3.13.1. Seja Y. € A e 7. a sua trajetoria. Se as # 0, entao quando temos

orbitas periodicas, 0s tempos de retorno das trajetorias v+. a Hy sao distintos.

Demonstracao. Considere p = (yo, 20, wo) € Hp, wy # 0 e v(t,p) a trajetéria de Y;
passando por p. Suponha que essa trajetéria retorne a Hy em um ponto ¢ e em tempo
to # 0. Considere agora v_1(u, q) a trajetéria de Y_; passando por ¢ e suponhamos que essa
trajetéria retorne a Hy em tempo pp # 0. Vamos mostrar que tg # fio-
Assim como na demonstragao do Teorema 3.9.1, considere o sistema de equagoes necessario
para que tenhamos érbitas 1-periddicas
( z(n(to,p)) _ 0
x(v_f(ﬂo,q))
1
V-1(to
(

=0

)) =Y =0

y( .q
2(y-1(t0,q)) =20 =10

[ w(r=1(p0,q)) —wo =0

A quarta equagao nos da uma relagao entre os tempos g e pp. Relagao esta descrita por
(06511)0 - 5)/10 + (04511)0 + 6)t0 = 0.

Note que se a5 # 0 entao tg # po, ou seja, o tempo de retorno nao é o mesmo e as Orbitas
periddicas, caso existam, nao sao simétricas. m

E de nosso conhecimento que se uma trajetéria de Y € A encontra o eixo de simetria
do sistema em dois pontos distintos, entao temos uma orbita 1-periédica simétrica. Vamos
denotar por Ay, C A o conjunto dos campos vetoriais no qual as érbitas 1-periédicas sao

todas simétricas.
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Até o momento, nao sabemos da existéncia ou nao de dérbitas periddicas para (3.27). O

resultado a seguir vai mostrar a existéncia de tais orbitas mediante algumas condigoes.

Proposicao 3.13.2. Seja Y € A. Uma condicdo necessdria para a existéncia de orbitas

1-periodicas € que az = ay = 0.

Demonstracao. De modo andlogo a demonstragao da Proposicao 3.13.1, considere o sis-
tema de equacoes necessario para que tenhamos érbitas 1-periddicas . Adicionamos a esse
sistema a equagao pulU — 1, para que o tempo gy nao seja nulo. Em seguida calculamos a base
de Grobner desse novo sistema, com ordem lexicografica igual a (y, z, w, oy, s, as, ay, as, t,

i, e, U), obtemos a seguinte base

B= [e2—1, pU — 1, agt® — agut, ast® — asut, —eu + et + aswp + aswt, aqwt,
agasw + ayUcet — eay, aswt, agasw + Uaset — eag, aqzt — aqzpn + ast — ag s,
auzw + azw, cw?p? — 2easwp? + p? + 6y + 322 + 6aszw? — 3asuzw + 3epuz—
—3agaspw® + 6aqw? + 3eaguw?)].
Devemos, portanto, resolver as equagoes acima, mas note que duas dessas equacoes sao
aswt e aqwt, que quando resolvidos nos dao a3 = ay = 0, conforme queriamos. m
No decorrer dessa secdo, iremos denotar por Ag = {Y € A : a3 = a4 = 0}. Fixado um
campo de vetores Y € Ay, associaremos a esse campo a seguinte funcao Fy

Fy: (R%0) x (R3,0) — R

1 1 3
(o, ), (y, z,w)) +> —§z2 - Za2zw2 — oqw? + §a§w4.

Lema 3.13.1. Seja Y € Ag e Gy : (Hy,0) — R a funcao dada por Gy(p) = y — Fy(p),
temos que

Cy = Gy (0) N Dy
onde Cy € a linha de cuspide de'Y e Dy a variedade de dobra de'Y .

Demonstracao. A linha de cispide e a variedade de dobra para Y € Ay sao parametrizadas

1
respectivamente por Cy = Eagw‘l — aqw?, —asw?, w) e Dy = (—522 — ajw? — agzw?, 2, w).
Note que se p = (y,z,w) € Gy*(0) N Dy, entdo z = —apw?. Substituindo esse valor na ex-

pressao de Dy, obtemos exatamente a expressao de Cy, logo G;l(O) N Dy C Cy.
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Agora seja p € Cy, claramente temos que p € Dy e Gy (p) = 0, ou seja, Cy C G3'(0) N
Dy, conforme queriamos provar. =

Vamos obter condigoes necessarias para que tenhamos orbitas 1-periddicas.

Proposigao 3.13.3. Considere Y € Ag. Uma condi¢do necessaria para a existéncia de uma

orbita 1-periddica para'Y em p € Hy, € que Gy (p) < 0.

Demonstracao. De fato, ao calcularmos a base de Grobner do sistema necessario para
termos Orbitas periddicas para o campo de vetores Y, adicionando a esse sistema a equacao

uU — 1 e considerando a ordem lexicografica igual a {y, z, w, ay, ag, as, t, u, e, U}, obtemos

B= [2—1,uU —1,—ep + et + aswp + aswt, 6y + 32% + 6w’z — 3aszwp + 3z

—3asow?p + 6aw? + 3easw?y + adw?p? — 2easwp® + p?l.

Em seguida, resolvendo cada polinomio de B com relagao a t, U, oy, as e as, obtemos

que o seguinte polindmio tem que se anular
Qt, i, a1, g, z,w, €) = 6aw?(p+1)* + 1200 2wt + 622 ut — 62zt — 6zt + 6yp® + 6yt>+
32207 + 3277 + 12yt + 4p*t + 6o zw?p® 4 6apzw?t? — 6canw? ut? — 6eagw® it

Podemos decompor o polinémio () com relagao a variavel t, ou a variavel y e obter os

mesmos coeficientes. Vamos considerar sua decomposicao com relagao a p, obtendo um

polinémio de grau 2, Q(t, ay, ay, 2, w, €) na variavel j.

Q(t, a1, an, z,w, ) = (6a1w2 + 6ezt + 6y + 327 + 412 + 6agzw® + 6504211)215) u?+ (12a1w2t+
+12a9zw%t + 622t + 6e2t® + 12yt + 6€a2w2t2) W+ 6aqwt® + 6yt2 + 322t + 6agzw?t?.

Para que esse polinomio se anule em algum ponto de coordenadas reais, ¢ necessario que

seu discriminante seja positivo, mas
Ag = —12(2% + 8ayw? + 8y + 2a2w® — 3azw*)t!

ou seja,

1 1 3
Ag>0sy< —522 — Zagzwz —oqw? + gagwA‘ < Gy(p) <0.
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Observacgao 3.13.1. Considere Y € ANy e p € Hy um ponto satisfazendo a hipdtese da
Proposicao 3.13.3. Conforme ja vimos, se az = 0, as orbitas periddicas sao simétricas e se
as # 0, as orbitas periddicas sao assimétricas e ocorrem em pares dependendo do sinal de

as, veja Figuras 3.9.1 e 3.9.2.

(1) (1)

14 12 1 08 06 04 02 0 02 04 0.2 0 -02 -04
X X
3.9.1: orbita periédica assimétrica 3.9.2: orbita periédica simétrica

£ 3 1 1 2
Figura 3.9: Orbitas peridédicas no ponto p = (0, 5 —1, 1), ) = —3 g = 3 e as = —3

(caso assimétrico) e as = 0 (caso simétrico).

Portanto, pelas Proposicoes 3.13.2 e 3.13.3, atingimos nossos objetivos, que eram obter
condigoes necessarias sobre os parametros do campo de vetores (3.27) para que as 6rbitas

periddicas persistam.



CAPITULO 4

Rabo de Andorinha

4.1 Introducao

Neste capitulo, iremos dar continuidade ao estudo de campos de vetores descontinuos iniciado
no Capitulo 3, analisando campos de vetores com singularidades do tipo rabo de andorinha.
Este capitulo esta dividido em duas partes, a primeira consiste de uma extensao dos resul-
tados obtidos em [JT2], onde fazemos a quebra da simetria (dada pela reversibilidade) da
classe de campos de vetores 14 apresentados e nos concentramos na classificagao das singula-
ridades tipicas que aparecem do ponto de vista qualitativo e geométrico. Na segunda parte,
mostramos a existéncia de regides no espago de parametros onde érbitas peridédicas ocorrem.

E conveniente observar que o conceito de equivaléncia fraca entre dois campos de vetores
¢ introduzido e a partir dai é possivel classificar genericamente as singularidades tipicas
que aparecem em familias a cinco parametros de campos de vetores em )y (a ser definido
adiante). Note que muitas das singularidades discutidas no capitulo anterior sdo também
objetos de estudo nesse capitulo.

Iniciamos o estudo a partir da seguinte forma normal:

Ly(z,y,z,w) = y2 + 22 + w2 + a sgn(z) (4.1)

Ox dy 0z ow'’

Assim como em [ZB], algumas propriedades de suas deformagoes foram discutidas, em

[JT2| deformagoes reversiveis sao considerados e a classificagdo das singularidades genéricas

65
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é feita. Os fenomenos observados em [JT2] podem ser representados pelo seguinte campo de

vetores polinomial padrao:

0 0 0 0
Za (@, Yy, 2,w) = (y + Mw? + /\2w3)— + z— + w— + asgn(x)

Ox oy 0z ow’ (42)

Neste capitulo, vamos considerar uma ampla classe de perturbagoes de (4.1). Tomaremos
tal classe com a propriedade de que os campos de vetores ali presentes sob determinadas
condigoes, nao apresentam a simetria dada pela reversibilidade, ou seja, de certa forma,
estamos quebrando a reversibilidade antes presente nos campos (4.2). Isto induz a existéncia
de outras singularidades tipicas, no qual a descricao da dinamica é bastante complicada.

Vamos adotar a mesma estratégia usada em [JT2| para classificar as singularidades
existentes e iniciamos a partir do modelo semi-polinomial, que estende L, e Z, x, », de modo

natural

0
2
ZG,A17/\2,AL1,LL27M3 = Zagxxy T HIZW S~ + oW 5= + [3W

Ox oy ow’

Primeiramente observamos que nao é uma restricao colocarmos a = +1, desde que isso
pode ser obtido por meio de um reescalonamento do tempo. No que segue, usamos a notagao
o = (a, A1, Mg, u1, fi2, [13), € €SCTEVEMOS Zy PATA Loz Ao uaps- DeNotamos por W o conjunto
de tais campos de vetores e consideramos o conjunto €2 = €2, de todos campos de vetores
proximos de elementos de W, no sentido de que eles tém a forma Z, + R, onde R é C™ e
“pequeno”.

Enunciamos a seguir o principal resultado deste capitulo que serd demonstrado no decor-

rer do texto. Observamos que usamos no enunciado a notagao do conjunto €2y, que sera

descrito na defini¢ao 4.1.2.

Teorema 4.1.1. (Teorema D. Capitulo 2) Seja Z € Qy. Em uma vizinhanga V' de 0,

temos uma das sequintes situagoes:
1. p €V € um ponto reqular: p € H. e Z.h(p) # 0 para ¢ = £1.

2. p €V é uma dobra desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) = 0, Z2h(p) # 0 e uma das

sequintes possibilidades ocorre:
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(a) dobra parabdlica (ou 2H-2E-dobra): eZ>h(p) > 0 e eZ*_h(p) > 0 para ¢ = +1.
(b) dobra hiperbélica (ou 2H-dobra): eZ?h(p) > 0 para e = +1.

(c) dobra eliptica (ou 2E-dobra): eZ2h(p) < 0 para ¢ = +1.

3. p €V éuma cispide desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) = Z2h(p) =0, Z3h(p) #0 ¢

uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) cispide: Z2_h(p) =0 e Z*_h(p) # 0.
(b) cispide hibrida: €Z*_h(p) < 0.

(¢c) meia-cispide: €Z2_h(p) > 0.

4. p €V € uma singularidade de ordem superior desde que h(p) = Z.h(p) = Z_.h(p) =
Z2h(p) = Z3h(p) = 0, Z3h(p) # 0 e uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) 4H-dobra: Z*_h(p) = Z3_h(p) = 0 e esgn(Z2h(p)) > 0 para ¢ = +1.
(b) 4E-dobra: Z?_h(p) = Z3_h(p) = 0 e esgn(Z2h(p)) < 0 para e = +1.
(c) 4E-4H-dobra: Z*_h(p) = Z3_h(p) = 0, esgn(Z2h(p)) < 0 e esgn(Z*_h(p)) < 0.

(d) 4H-2H-dobra: esgn(Zh(p)) > 0 e esgn(Z2_h(p)) < 0.

(e) 4H-2E-dobra: esgn(

(
(f) 4E-2H-dobra: esgn(Z2h(

)
h(p)) > 0 e esgnZ?_h(p)) > 0.
h(p)) < 0 e esgn(Z%_h(p)) < 0.
)

(9) 4E-2E-dobra: esgn(Z*h(p)) < 0 e esgn(Z2_h(p)) > 0.

(h) 4H-3C-dobra: esgn(Z2h(p)) >0, Z%_h(p) =0 e Z3_h(p) # 0.

€
4
€
4
€
4
4
€
4

(i) 4E-3C-dobra: esgn( _Eh(p)) <0, Zzeh(p) =0ce Zieh(p) #0.

Neste capitulo, consideraremos pequenas perturbacoes de Z, definidas da mesma forma

que na Secao 1.2. Assim para cada Z € (2, escrevemos de modo tinico como:

0 0 0 0
ZZZU+§18—+§2a—y+§3$+f4a—w (4.3)

T

com:
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L 0G, 0&, 0 06
i) 5,0 = 8y(O)— 5, ) =5~

(0) =0 para 1 <i < 3;
i) v(&) > 5 —iparal <i<3;

Dizemos que (4.3) é uma forma normal primitiva para Z. Por simplicidade, os elementos de

Q) serao chamados de deformacgoes do campo de vetores padrao Z,.
Observagao 4.1.1. Sobre Z, € W com o = (a, A1, Ag, i1, pi2, 13), podemos dizer que:

i) Sed = (a,\1, A2, =29, l12,0), entdo Zz tem uma estrutura hamiltoniana com fung¢do

Hamiltoniana expressa por:

1 A
H(l’,y,Z,’u}) = —asgn($)x +yw — 522 + glw?’ +

2
Zw‘l — /ngwz.

it) Zy € @-reversivel (com ¢ : (x,y,z,w) — (—x,y,—z,w)) se e somente se |y = pg =

ps =0 (que corresponde a classe de campos de vetores estudados em [JT2]).

Definicao 4.1.1. Considere I' dado no Capitulo 1. Denotamos por I'g o conjunto dos ele-

mentos X em I satisfazendo uma das sequintes condigoes:
1. 0 é um ponto reqular de X ;
2. 0 € uma 2-dobra de X;
3. 0 € uma cuspide de X;
4. 0 é uma 4-dobra de X.
Sabemos que 'y é um conjunto aberto e denso em I'.

Definicao 4.1.2. Seja €y o conjunto de todos os elementos Z em ) tal que Z., Z_. estdo

em To; isto significa que Ty pode ser identificado como {T'g x T'o} N Q.
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4.2 Resultados Principais e Hj-estabilidade em ()

Se Z € Qg e p € Hy, entdo Z.h(p) = 0 é equivalente a Z_.h(p) = 0 (veja demonstracao da
Proposicao 4.3.1 para as expressoes de Z..h(p) e a veracidade da afirmacao). Observe que
se p € H. esta suficientemente proximo da origem, p nao é uma singularidade para Z € €y
(veja Lema 4.4.1). Por essa razao, o foco principal do estudo é a dinamica dos sistemas em
torno dos pontos p € H,.

Pelo Lema 4.3.4, elementos em )y sdo detectados por sua forma normal (4.3) e pela

condicao |A| + |1+ eap| + |ea(l + 6Ag) + 3p1 + 2p2| # 0 para e = £1.

Observacao 4.2.1. Observe que no Teorema 4.1.1 todas as singularidades de codimensao 0

em I' surgem durante a classificacao em €.

Iremos demonstrar esse resultado nas proximas secoes. As drbitas-solucoes de Z € )

passando por p € Hy tem as seguintes configuracoes locais:

1. nos casos (1), (2b), (3a), (3b), (4a), (4d), (4h), a érbita-solugao de Z ¢ a uniao de duas

érbitas-solucdes de Z. em H,, ¢ = +1;

2. nos casos (2a), (3c), (4e), a érbita-solugao de Z coincide com as érbitas-solugoes de Z.

em H.;

3. mnos casos (4c), (4f), (4i), a érbita-solugdo de Z coincide com as érbitas-solucoes de Z_,

em H__;
4. nos casos (2¢), (4b), (4g), a drbita-solu¢ao de Z coincide com {p}.

Como conseqiiéncia imediata do Teorema 4.1.1, temos o seguinte Corolario.

Corolario 4.2.1. Seja Z € Q. A trajetoria passando por p € Hy € localmente unica, exceto

quando p € uma singularidade do tipo (2b), (3b), (4a), (4d), (4h).

Medimos o grau da singularidade por meio dos seguintes subconjuntos:
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Definigao 4.2.1. Seja Z € Qo. Para ¢ = +1 denotamos por S° = Hy, e para i > 1,

colocamos:
St ={p e RY(p) = Zh(p) = - - - = Zih(p) = 0}
Y= (StUSL)\ (S u s,
O seguinte resultado nos diz como ¢é a estratificagao das variedades formadas pelas sin-

gularidades do campo e sera demonstrado na secao 4.5.

Teorema 4.2.1. (Teorema E. Capitulo 2) Seja Z € Q, em sua forma normal (4.3) tal
que (1 +eapy ) (14 6As 4+ 2capus + 3eapy) # 0 para € = £1. Eziste uma vizinhang¢a V' de 0 tal
que HyN'V € estratificada (no sentido de Whitney) pela seqiiéncia VN3, VNX1, V N Xy,
VN3, onde VN, i€l0,3], é uma variedade C*> de dimensdo 3 — i, com bordo igual a
VN X1, Pontos de V N'Y; consistem de:

1. caso i = 1: singularidade dobra (pontos em Fyz_ = Fz__);
2. caso i = 2: singularidade cuspide (pontos em Cz N Fz__, onde e = £1);

3. caso 1= 3:

(a) se \y =0, entao VNE3 =VNQz NQz . ={0}, € uma dobra de ordem superior;
(b) se My #0, entdo VN33 ={p,q} comp#0eq#0 (observe que 0 € Cz NC5__
neste caso);
i. Sep=gq, entiop € Qz. NQz__;
ii. SepF#q, entao VN3 =(Qz NFz _UQz _NFz);

(c) se \i # 0 e Z3_h(p) # 0, entdio VN3 = {p,q} comp # 0, ¢ # 0, onde
VN =(QzNCz UQz NCz);

4. parai >4, VN, =0.

Observe que se Z € W, entao %; (0 < i < 3) sao conjuntos semi-algébricos de dimensao

3 — 4. Isso é facilmente obtido observando as equagoes que descrevem Y; através do Lema

4.5.1.
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O conceito de estabilidade estrutural fraca em €y é obtido da seguinte definigao.

Definicao 4.2.2. Dizemos que Zy e Zy em )y sdo fracamente equivalentes em Hy (ou
simplesmente Hy-equivalentes) se existe um homeomorfismo x : Hy — Hy tal que as orbitas

de Zy em p e Zy em x(p) tem o mesmo tipo topoldgico para todo p € Hy.

Definigao 4.2.3. Dizemos que Z € Qg € genérica (ou de codimensao 0) se qualquer ponto

p de Hy satisfaz uma das sequintes condigoes:

1. p € um ponto reqular;
2. p é uma singularidade do tipo (2a), ou (2b), ou (2¢);
3. p € uma singularidade do tipo (3b), ou (3c);

4. p € uma singularidade do tipo (4d), ou (4e), ou (4f), ou (4g);

5. p € uma singularidade do tipo (3a), ou (4h), ou (4i) e as curvas de cuspides Cz_ e

C5 _ sao transversais em p.
—&

Denotamos por 625 a aderéncia de Cz_, também chamado por abuso de terminologia de

curva de cuspides.

Definicao 4.2.4. Dizemos que Z € Qq € quasi-genérica (ou de codimensao 1) se existe um

unico ponto py de Hy satisfazendo:
1. p1 é uma singularidade do tipo (4a), ou (4b), ou (4c);
2. ;€ 625 N UZ_E;
3. as curvas de cuspides UZE € 6275 tem contato quadrdtico em py;

e além disso, qualquer outro ponto p € Hy satisfaz uma das condigoes listado na Defini¢ao

4.2.3.
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Observe que o campo L, ¢ de codimensao oo desde que Cz_ e Cz__ coincidem, assim
COMO Zgy 5, », tem codimensao 0 desde que |Aj]| + [A2| # 0 e | A1 + |1 + 6Xy] # 0 (ver [JT2]).
Além disso, para parametros genéricos A1, Ag, fi1, p2 com |[A1| # 0 e |\ |+|1+eap |+ |ea(1+
62) + 31 + 2us| # 0, 0 campo padrao Z, tem codimenséo 0.

De fato, para que Z, tenha codimensao 0, é necessario que as linhas de cispides sejam
transversais e que elas se interceptam em uma singularidade que nao seja do tipo 4H-dobra,
4E-dobra ou 4H-4E-dobra. Podemos considerar sem perda de generalidade o ponto de in-
terseccao sendo a origem. Entao pelo Lema 4.5.4, as linhas de cispides sao transversais se
A1 # 0, isso implica que (Z,)3.h(0) # 0 e (Z,)2.h(0) = (Z,)+:h(0) = 0. Portanto 0 é uma
singularidade de cuspide e as linhas de cuspides sao transversais. Agora para garantirmos
que Z,, € Qo, pelo Lema 4.3.4, basta termos ||+ |1 +eapu |+ [ea(1 4 6A2) + 3y + 2u2| # 0,
conforme queriamos.

Recordando o que ja foi introduzido no Capitulo 2, denotamos por = o conjunto de todos
campos de vetores fracamente estruturalmente estaveis em €y, por ; = Qp\E( o conjunto
bifurcacao em {2y, e denotamos por =; o conjunto de todos campos de vetores fracamente
estruturalmente estaveis relativo a €2;.

Enunciaremos agora um Teorema que relaciona as codimensoes dos campos de vetores

com os conjuntos =;. Tal teorema sera demonstrado na Secao 4.9.
Teorema 4.2.2. (Teorema F. Capitulo 2)

1. Um campo de vetores Z € =y se e somente se ele € de codimensdo 0. Além disso, =g

€ aberto e denso em €.

2. Um campo de vetores Z € =; se e somente se ele € de codimensao 1. Além disso, =

€ aberto e denso em €.
Observacao 4.2.2.

1. Observe que a estabilidade estrutural em g implica a estabilidade estrutural fraca.

2. Qualquer orbita de Z tangente a Hy em pelo menos dois pontos € um fenémeno ndao

estdavel em €y, 1850 porque pequenas perturbacoes podem “quebrar’uma das tangéncias.
(V3]
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4.3 Estudo Local de Pontos Singulares

Iremos nessa se¢ao apresentar alguns resultados preliminares sobre sistemas dados por (4.3),

resultados esses necessarios para a demonstracao do Teorema 4.1.1.

Lema 4.3.1. Sejam Z € Q, p € Hy, e . a tnica trajetéria de Z. tal que 7.(0) = p, e
Ye(t) € H. quando t > 0 (resp. t < 0). Entao, h(y:(t)) tem um zero de ordem k < 4 em

t =0 se e somente se Zh(p) = 0 para todo 0 < i < k. Neste caso, temos:

h(elt) = 2R 4 (4t

Demonstracao. Recordemos que h(z,y, z,w) = z, logo calculando a derivada de ordem i
de t — h(v:(t)), vemos que .

(o)) = Zihe)
Supondo entao que h(~.(t)) tenha um zero de ordem k < 4 em ¢t = 0, concluimos que
Zih(p) = 0 para 0 < i < k—1 e tomando a expansdo de Taylor até a ordem k de t +— h(v.(t)),

temos

7k
he(t)) = 2Py o)

_ d
Reciprocamente, se Z'h(p) = 0 para 0 < i < k — 1, entdo %(h o ’ys)(t)‘ = 0 para

0<i:<k—1,ouseja, t =0 é um zero de ordem k para t — h(y.(t)). =

Lema 4.3.2. Se Z € Q, entao: vy (%) >1, vy (%) >1, vy (%> > 2, v (%) >
Y

x )~ z ow

3.

- - . . oy, 0& ,
Demonstracao. Pela definicao do conjunto €2, & satisfaz 1y(&1) > 4 e 8_(0) = 8_(0) =

T Y
0 0
%(O) = 8_&(0) = 0. Portanto, & pode ser escrito como soma de mondmios my, onde cada
2 w

um deles tem grau ' maior ou igual a 2. Dois casos devem ser considerados:

o .0 0
Caso 1: se x nao aparece em nenhum monomio de &, entao 8_& =0,euy ( 51) = +o00.
x

oz

k
'Seja m = z{'zh? - - - 2}* um mondémio. Definimos o grau de m como sendo o nimero ¢, = Y. 7;.
i=1
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~ . ~ 1 ~ A .
Caso 2: se x aparece em alguns monomios, entao Iy E my, onde m; sao monomios
x
1

nao nulos de grau pelo menos um. Portanto dy(m;) > 1 para todo m; e entdo vy (%) > 1.
As demais desigualdades seguem direto do fato de v4(&;) > 4 e do Lema 1.2.1 aplicado
aocason=4. m
A Proposicao a seguir é uma ferramenta importante no estudo das singularidades de

campos de vetores descontinuos.

Proposicao 4.3.1. Se Z = Z,+ R € ) estd em sua forma normal primitiva (4.3), e p € Hy,

entao:

Zih(p) = (Z5):h(p) + @i(p)

com vy(p;) >5—1i para 1 <i < 4.

Demonstragao. Assuma que Z. estd escrito como em (4.3). Temos:

Z.h(p) = y + Mw? + Aw® + 2w + & (p) = (Z,)h(p) + E1(p).
Colocando ¢; = &, pela defini¢ao de €, temos que vy(p;) > 4. Dai:

Z2h(p) =2 4 2zalw + 3cadow?® + pow? 4+ prw?® + eapn z + 2\ prsw?+

+ 3o izw® 4 pizpn 2w 4+ @a(p) = (Z4)2h(p) + p2(p)

©2(p) =&2(p) + pwés(p) + &u(p) 2Aw + 3haw® + p112) + %(p)zsh(pH
851 2 851 851
+ a—y(p)(z + paw® 4+ &(p)) + g(p)(w +&s(p)) + a—w(p)(éa + psw + E4(p))-

Pelo Lema 4.3.2 e pela defini¢ao de €2, temos que vy(p2) > 3. Logo:

Z3h(p) =2\ + (1 + 6y + 2eauy + 3eapy + p31z + 6capsh )w + sap pzz + uzlow>+

+ (Buspr + 15capshg + 2papiz + 4pus A )w? + @3(p) = (Z,)2h(p) + 3(p)
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co1m

@3(p) =& (p) (1 + eap + ppsw) + &a(p) (2ear; + 6ealow + 4N paw + Iopzw’+

0 . 0
+ puapige + 20 + 2pazw) + 2 () Zh(p) + 2 (0) (= + paw? + a(p)) +

dy
&pg

+ 22 0) 0+ &4(0) + T2 ) e+ o+ E4(0).

Aplicando o Lema 1.2.1 & ¢y e pela definigao de €2, temos vy(p3) > 2.
Por fim:

Z2h(p) =ea(1 + 6X) + 22 + 31 + Gpshy + (36p3ha + ps + 1deapil + Geapapis+
+ 10eap pz)w + cap3pinz + pyprazw + (Tpaps + 8\ s + dpops + 5Teapily)w?+
+27p300w” + 9a(p) = (Z,):h(p) + ¢a(p)

onde

@a(p) =(eapipis + prpaw)és(p) + (1 + 6Xs + 3eap + 2eaps + 30eapuslow+

+ 8ps M w + Apapsw + Gp pusw + 27p3how? + Geapsy + pp3z)Ea(p)+

+ 0000 Znt) + G2 0) e+ g + ) + G2 ) w0+ 6 (9)+

0
+ 5o P)(eat pzw + &a(p)).
Novamente aplicando o Lema 1.2.1 a ¢3 e pela defini¢ao de 2, temos vg(py) > 1. =

Lema 4.3.3. Seja Z € Q, em sua forma normal (4.3). Temos:

1. O conjunto {Dh(0), DZ.h(0), DZ?h(0)} € linearmente independente se 1 + gajuy # 0
ou A1 # 0, e 0 € um ponto reqular de Zah}

Ho

2. O conjunto { Dh(0), DZ.h(0), DZ2h(0), DZ2h(0)} € linearmente independente se e so-

mente se (1 + eapy)(1 + 6y + ca(3py + 2 + 613A1)) — 211301 # 0 e 0 € um ponto
reqular de Zgh|

Ho
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Demonstragao. Usando a Proposicao 4.3.1 e o fato de termos &;(0) = 0 para 1 < i < 4
06 0 _ 0 _ %o _ 0 001 ) _ O

e e (0) oy (0) 5 (0) Doy (0) = 0 para 1 < j < 3, temos e (0) o (0)
Ay, Oy _

—_— = — = < < 3. :

B (0) 9w (0) = para 1 < k < 3. Entao

[ Dh(0) = (1,0,0,0)
DZ.h(0) = (0,1,0,0)
DZ2h(0) = (0,0, 1 + capy, 2ea);)
\ DZ3h(0) = (0,0, capipz, L + 6 + 2eapus + 3eaus + 6eapzhy).

(4.4)

Verifiquemos sob quais condigoes o conjunto {Dh(0), DZ.h(0), DZ2?h(0)} ¢ linearmente

independente. Para isso, considere a combinacao liner,
a1 Dh(0) + ayDZ.h(0) + asDZ*h(0) = 0.
Usando as equagoes (4.4), temos
(1, g, g + eapy g, 2eaazAy) = (0,0,0,0).

Portanto os ;4 s@o todos obrigatoriamente nulos, se 1 4+ eap; # 0 ou Ay # 0.
Quanto a segunda afirmagao do lema, escrevendo os vetores Dh(0), DZ.h(0), DZ2h(0)

e DZ3h(0) na forma de matriz, temos

10 0 0
01 0 0
A=
0 0 1+ceam Eaiy i3
0 0 2ea)N; 146X+ ca(3u + 2us + 6u3))

Portanto o conjunto {Dh(0), DZ.h(0), DZ*h(0), DZ3h(0)} ¢ linearmente independente
se e somente se o posto de A é maximo, ou seja, se (1 + eapuy)(1 + 6y + ca(3p; + 2ug +
6psA1)) — 21 u3A1 # 0, conforme queriamos provar. m

O préximo resultado nos diz quando que um campo de vetores Z € €) pertence a ().

Lema 4.3.4. Z € () pertence a )y se e somente se ele pode ser escrito na forma normal

(4.3) com |Ai| + |1+ eapr| + [ea(l 4+ 6A2) + 3 + 2p2| # 0 para e = £1.
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Demonstragao. Pela Proposicio 4.3.1, concluimos que Z.h(0) = Z2h(0) = 0.

Suponhamos que Z € €. Entao Z pode ser escrito em sua forma normal (4.3) e como
Z.h(0) = Z2h(0) = 0, temos que ou 0 é um ponto de ctispide ou uma 4-dobra para Z..

Suponhamos que 0 é uma singularidade de cispide de Z.. Entao Z3h(0) # 0 e o conjunto
{Dh(0), DZ.h(0), DZ?h(0)} é linearmente independente. Como Z2h(0) = 2\, temos |\;| #
0. Agora a independéncia linear do conjunto acima nos dé, pelo Lema 4.3.3 que |A;| # 0 ou
11+ eap| # 0.

Agora se supormos que 0 é uma singularidade de 4-dobra de Z., entao Z3h(0) = 0,
Z*h(0) # 0 e o conjunto { Dh(0), DZ.h(0), DZ2h(0), DZ2h(0)} ¢ linearmente independente.
Logo de Z2h(0) # 0, conclufmos que |ga(1 + 6X3) + 3p1 + 22| # 0 e pelo Lema 4.3.3, temos
que |1+ capy| # 0 e |ea(l + 6A2) + 3p1 + 2us| # 0.

Portanto concluimos que,
7 € QO = ’)\1’ + ’1 +€CL,U1‘ + \5a(1 + 6)\2) + 3/11 + 2u2| 7é 0.

Suponhamos agora que Z € () estd escrito em sua forma normal (4.3) com || +
11+ cap| + |ea(l + 6Xa) 4+ 3u1 + 2u2| # 0. Queremos mostrar que Z € €.

Suponhamos que |\;| # 0, entdo Z2h(0) # 0 e pelo Lema 4.3.3, o conjunto {DAh(0),
DZ_.h(0), DZ?h(0)} é linearmente independente. Logo 0 é uma singularidade de ctispide
para Z. e portanto Z € .

Agora se supormos que |\| = 0, entdo Z3h(0) = 0 e para que Z € €y é necessario que
tenhamos 0 uma singularidade 4-dobra para Z., para isso, é necessério que Z2h(0) # 0 e
o conjunto {Dh(0), DZ.h(0), DZ2h(0), DZ2h(0)} seja linearmente independente. Contudo,
para que ambas situagoes ocorram, pelo Lema 4.3.3 e usando o fato de |A;| = 0, temos que ter
(14capr)(ea(14+6A2)+3u1+2u2) # 0, ouseja, |1 + cap| # 0e |ea(l + 6A2) + 3u1 + 2uz| # 0,

conforme querl’amos provar. |

4.4 Conjuntos Singulares

Sejam Z € Qo e p € Hy. Note que cada um dos campos de vetores Z. estd definida sobre H.

para € = £1. Primeiro observemos que:
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Lema 4.4.1. Seja Z € §y. Fuxiste uma vizinhanca V' de 0 tal que para cada ¢ = =1,
Z.h(p) # 0 desde que p € H.NV.

Demonstracao. E suficiente observar que a restricao de Z € Qy a H. (para e = 1) é uma
deformacao C*° de um campo que nio é singular em 0, pois (Z,).(0) = (0,0,0,ca). Logo
existe uma vizinhanca de 0 tal que para todo ponto p € H. NV, p nao é ponto singular de
Z.. m

Vamos estudar os diferentes tipos de singularidades, dependendo do sinal das funcgoes

ZIh(p).

4.4.1 Dobras

Sejam Z € Qq, p € S, isto é, h(p) = Z.h(p) = 0 e t — ~.(t) a trajetéria de Z. tal que
7(0) = p. Pelo Lema 4.3.1, temos que

r1(7:(t)) = @tz + o(t?).

Recordemos que existe uma trajetéria de Z. em H, se e somente se ex(7.(t)) > 0, e = £1.
No nosso caso, essa trajetéria existe se e somente se esgn(Z2h(p)) > 0. Assuma que p € ¥y,

isto 6, Z2_h(p) # 0. Dependendo do sinal de Z2_h(p), existem trés casos a serem analisados:

1. Se sgn(Z2h(p)) > 0 e sgn(Z%,h(p)) > 0, entdo existe a trajetéria de Z; em H,; e
nao existe a trajetéria de Z_; em H_; e temos que p é uma singularidade tipo dobra
parabdlica. A trajetéria de Z passando por p é a trajetéria de Z; em H;. Por exemplo,

Z = Z100000 em p = (0,0,1,1), veja Figura 4.1.1.

2. Se sgn(Z2h(p)) > 0 e sgn(Z2%,h(p)) < 0, entdo existe a trajetéria de Z. em H, para
e = +1 e temos duas trajetérias distintas de Z por p: a trajetéria de Z; em Hi, e a
trajetéria de Z_; em H_;. Nesse caso, p é uma singularidade tipo dobra hiperbdlica.

Por exemplo: Z = Z; 910,00 €m p = (07 —%, 0, 1), veja Figura 4.1.2.

3. Se sgn(Z2h(p)) < 0 e sgn(Z%,h(p)) > 0, entdo nao existe a trajetéria de Z. em H,

para ¢ = +1. Nesse caso, p é uma singularidade tipo dobra eliptica e a trajetoria
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de Z passando por p é o conjunto unitario {p}. Por exemplo: Z = Z—l,O%,O,O,O em

p = (0, —%, 0, 1), veja Figura 4.1.3.

Essa analise descreve todos os diferentes tipos de 2-dobras para Z € €)y. Analisamos

agora as singularidades de cispides que podem aparecer.

4.1.1: dobra parabdlica 4.1.2: dobra hiperbdlica

4.1.3: dobra eliptica

Figura 4.1: dobras parabdlica, hiperbdlica e eliptica

4.4.2 Cuspides

Seja p € Xy, isto &, h(p) = Zi.h(p) =0, Z3_h(p) # 0 e Z2h(p).Z%,h(p) = 0. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que p € S? (note que em geral S? # S2_). Entao Z2h(p) =0 e
pelo Lema 4.3.1 temos

_ Z2h(p)

$1<75(t)) Ttg + O(tg).

Assim, como no caso anterior, a trajetéria . estd contida em H. se e somente se
esgn(Z3h(p)) > 0. Observemos que se p € S2, entdo p € SI N S1_, ou seja, Z.h(p) =
Z_.h(p) = 0 e como genericamente S? # S%_, podemos ter Z2_h(p) # 0, logo pelo Lema
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4.3.1 temos ~

_ 22 h(p)
2

E existe a érbita de Z_. em H__ se esgn(Z2_h(p)) < 0. Logo, dependendo dos sinais de

71y (1)) £+ o(#).

Z3h(p) e Z%_h(p), temos os seguintes casos que podem ocorrer:

1. Se Z2h(p) = Z2_h(p) = 0 e Z3h(p) # 0, entdo p é uma singularidade tipo cispide e a
trajetéria de Z passando por p é a unido de trajetérias de Z., ¢ = +1. Por exemplo:

Z =73 0000 emp=(0,0,0,0), veja Figura 4.2.1.

747
2. Se Z.h(p) = Z_.h(p) = Z2h(p) = 0 e eZ2_h(p) < 0, entdo temos que p é uma dobra
para Z_. e uma cuspide para Z., logo p é uma singularidade tipo cuspide hibrida e a
trajetoria de Z passando por p é a unido das trajetérias de Z., ¢ = +1. Por exemplo:

Z =713 0000 emp=(0,—3,-3 1), veja Figura 4.2.2.

’4?
3. Se Z.h(p) = Z_.h(p) = Z*h(p) = 0 e eZ%_h(p) > 0, entdo a trajetéria de Z_. encontra
H_. somente em p. A trajetéria de Z passando por p é a meia-trajetéria 4.. O ponto
p €, portanto, uma singularidade meia-cuspide. Por exemplo: Z = Z 3440, €m

’4’
p= (0, —%, %, 1), veja Figura 4.2.3.

Essa andlise descreve todos os diferentes tipos de singularidades de ctspides que podem

ocorrer em Z € )y. Analisamos agora as singularidades de 4-dobras.

4.4.3 4-Dobras

Seja p € 3, isto &, h(p) = Z+.h(p) =0, Zi_h(p) # 0 e Z3h(p)Z3_h(p) = 0. Vamos assumir
sem perda de generalidade que p € S2, logo Z3h(p) = 0. Como em geral S # S?_, pela

Proposicao 4.3.1 e pelo Lema 4.3.1, temos

n1(:(0) = At 4ot

1 - 1 - 1 -
21(7-2(0) = Z2hP)E + G 22D + 2L + olt)).

Portanto a existéncia de solucoes encontrando H., € = +1, vai depender dos:
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\/

4.2.1: cuspide 4.2.2: cuspide hibrida

4.2.3: meia-cuspide
Figura 4.2: cuispides
1. sinais de Z2h(p) e Z2_h(p) se Z*_h(p) # 0;
2. sinais de Z2h(p) e Z2_h(p) se Z2_h(p) =0 e Z°_h(p) # 0;

3. sinais de Z2h(p) e Z*_h(p) se Z2_h(p) = Z3_h(p) = 0.
Todos os casos restantes sao similares a um dos casos descritos em §4.4.1, §4.4.2.

1. Se Z%_h(p) = Z3_h(p) = 0, entdo a ordem de contato de 7. com Hj é a mesma para

cada € = +1 e temos os seguintes casos:

(a) Se esgn(Z4h(p)) > 0 para ¢ = £1, entdo existe uma trajetéria de Z. em H. e
outra de Z_. em H_.. Neste caso, p é uma singularidade tipo 4H-dobra. Por

exemplo: Z = Z1 90000 em p = (0,0,0,0), veja Figura 4.3.1.

(b) Se esgn(Z2h(p)) < 0 para e = +1, entdo a trajetéria passando por p € Ha. se
reduz a um ponto. Neste caso p é uma singularidade tipo 4E-dobra. Por exemplo:

Z=2Z_100000emp=(0,0,0,0), veja Figura 4.3.2.
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(c) Se esgn(Z2h(p)) < 0 e esgn(Z*_h(p)) < 0, entdo a trajetéria de Z passando por
p é a trajetéria de Z_. em H_.. Neste caso, p é uma singularidade tipo 4E-
4H-dobra. Por exemplo: Z = Z, 2

2, em p = (O,—%,O, 1), veja Figura
4.3.3.

2. Se Z%_h(p) # 0, entdo 7. e y_. nio tem a mesma ordem de contato com Hy. Neste caso,
7. tem ordem 4 enquanto que vy_. tem ordem 2. Temos que Z3h(p) = 0, e Z2_h(p) # 0

e portanto os seguintes casos a analisar:

(a) Se esgn(Z2h(p)) > 0 e esgn(Z%_h(p)) < 0, entdo existem trajetérias de Zi.
em H.. e neste caso, p é uma singularidade tipo 4H-2H-dobra. Por exemplo:

Z=17_11_1000¢mp=(0,0,—1,1), veja Figura 4.3.4.

140 40
(b) Se esgn(Z2h(p)) > 0 e esgn(Z2_h(p)) > 0, entdo existe somente a trajetéria de
Z. em H. e neste caso, p é uma singularidade tipo 4H-2E-dobra. Por exemplo:
Z =17y _31000cMmp= (0,Z,2,1), veja Figura 4.3.5.
(c) Se esgn(Z2h(p)) < 0 e esgn(Z%_h(p)) < 0, entdo existe somente a trajetéria de

Z_. em H_, e neste caso, p é uma singularidade tipo 4E-2H-dobra. Por exemplo:

Z=1Zy3 _2000€mp= (O, —2, -1, 1), veja Figura 4.3.6.

727 37
(d) Se esgn(Z2h(p)) < 0 e esgn(Z2_h(p)) > 0, entdo neste caso, a trajetdria passando
por p € H,. é reduzida a um tinico ponto e temos uma singularidade tipo 4E-2E-

dobra. Por exemplo: Z = 72,1 144 €emp= (0,0,1,1), veja Figura 4.3.7.

140 40 740

3. Se Z%_h(p) = 0 e Z2_h(p) # 0, assumimos que esgn(Z3_h(p)) < 0 para que exista
a orbita de Z_. em H_.. Neste caso, 7. e 7_. nao tem a mesma ordem de contato
com Hj, a trajetéria 7. tem ordem 4 enquanto que v_. tem ordem 3. Logo temos os

seguintes casos a serem analisados:

(a) Se esgn(Z%h(p)) > 0, entdo existe uma trajetéria 7. em H.. Desde que
esgn(Z3_h(p)) < 0 e a trajetéria em H_. é uma cispide, temos uma singula-
ridade tipo 4H-3C-dobra. Por exemplo: Z =7, 11, _;5emp= (O L1, 1), veja

275" 16
Figura 4.3.8.
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(b) Se esgn(Z2h(p)) < 0, entdo a trajetéria de Z. encontra H. somente em p e a
trajetéria em H_. é uma cuspide. Neste caso, p é uma singularidade tipo 4E-
3C-dobra. Por exemplo: Z = Z;; 2,1, €em p = (O,—%, —%, 1), veja Figura

T 3V g
4.3.9.

Com isso, encerramos a analise de todas as singularidades que podem ocorrer em campos

de vetores Z € ).

4.4.4 Prova do Teorema 4.1.1

Nesta subsecao, iremos fazer a prova do Teorema 4.1.1 que nos da a classificacao de todos

os tipos de singularidades que aparecem no campo (4.3).

Demonstracao. A prova é uma conseqiiéncia imediata de todos os resultados contidos nas

secoes §4.4.1,84.4.2 e §4.4.3. m

4.5 Estratificacao das Singularidades

Nessa se¢ao, faremos uma estratificacao das singularidades do campo de vetores (4.3). Mais
precisamente, faremos uma decomposicao das singularidades, em uma vizinhanga V da

origem, em conjuntos V;, V5 e V3, onde

e V] é o conjunto das singularidades de dobras, V5 é o conjunto das singularidades de

cispides e V3 é o conjunto das singularidades 4-dobras (ou rabo-de-andorinha);
o V; é a fronteira de V;_;, para i = 2, 3.

Veremos também como se comportam as linhas de ctispides e as singularidades 4-dobra,

dependendo dos valores dos parametros. Por fim, demonstraremos o Teorema 4.2.1.

Lema 4.5.1. Assuma que Z € )y estd em sua forma normal (4.3). Entao existe uma

vizinhanca V' de 0 tal que, para € = +1 :
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4.3.1: 4H-dobra 4.3.2: 4E-dobra
4.3.3: 4E-4H-dobra 4.3.4: 4H-2H-dobra
<
4.3.5: 4H-2E-dobra 4.3.6: 4E-2H-dobra
< {
N
4.3.7: 4E-2E-dobra 4.3.8: 4H-3C-dobra

4.3.9: 4E-3C-dobra

Figura 4.3: dobras de ordem superior
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1. VNS =v NS € uma variedade de dimensao 2 expressa por:

{2 =0, y=—\w® — Xow® — 12w + o(|zw|*, w*)}.

2. Sel+eau #0, entao VN S? é uma variedade unidimensional expressa por:

¢

z= 0
A <5aﬂl - 1) 2 :u% + e — Ao + adapy 3 4 3
— AEtm T o) b
Y 1+ ecaw W (14 cap)? w” + ofur’, bur) (4.5)
—2ea\ 3ea\
z = = Lw— =a 2+u1+u2w2+0(w3,bw2)
\ 1+ eapy (14 cap)?

3. Se (1 + 6y + 2eaus + 3eapy + 6earipus)(1 + eapr) — 2A 13 # 0, e desde que Ay €

suficientemente pequeno, entio V N S3 coincide com o ponto q. onde:

.
I(Qa) = 0
AN (N1, Ng, i, o,
y(qg) _ 1775( 1, A2, U1, U2 :U’3) +0(}\411)
(14 6X2 + 2caps + 3eapu )3 (1 + capy )? L6
2(q) = 4)\%773()\1,)\2#1,#2,#3) +0()\3) (4.6)
c (146X + 2capus + 3eap)%(1 + capy )? !
(@) il +o(A)
w(q.) = )
L g 14+ 6As + 2eaps + 3eap !

com

e (A1, Ag, i, phas pr3) = —1 —4Xg — pf — ANy i pig — 2paa g + 2o pf — £a(3py 420 — 13 +
2Xop1) € nZ(A1, Ao, 1, plo, p3) = 3+ 3Xapir + po — 2X1 3 + ea(l 4+ 3Xo + papo + 243).

4. VNnSi=0.

Demonstracao.
Caso 1: Seja p € V N Hy, pela Proposicao 4.3.1, temos que Z.h(p) = Z_.h(p), logo
VNSl =vn§S, ecomo

Z:h(p) =y + Mw? + Mow® + przw + & (p)

em uma vizinhanga V' da origem podemos considerar &;(p) = o(|zw|?, w?). Logo, claramente

temos que V' N S! é uma variedade de dimensao 2 expressa por

. . z= 0
VNS =VnNnsS, =

y= —\w?—Xw® — 2w + o(|zw]?, w?)



SECAO 4.5 ¢« ESTRATIFICACAO DAS SINGULARIDADES 86

Caso 2: Suponhamos agora que 1 + cap; # 0. Queremos calcular V' N S2, mas

p €V NSte h(p) = Z.h(p) = Z2h(p) = 0. Contudo, pela Proposi¢ao 4.3.1, temos

071 072N

(0) (0) 1 0
det aath aaZ%h = det =1+ capu #0.
= (0) =~ (0) 0 1+eam
0z 0z

Logo pelo Teorema da Funcio Implicita, existe uma solugao do sistema Z.h(p) = Z2h(p) =

0 dada por y = hi(w) e z = ha(w). Essa solucao é expressa explicitamente por

w2(—)\1 + )\16&#1 + )\1,&3,&1111 — )\gw + 28&)\2#1"&) + 2)\2,&3#1"&)2 + HJ%"LU + ,lLl,nglU)
L+ eapy + pspw

y:

L —w(pw + 2ea; + 3ealow + pow + 2\ 3w + 3dgpzw?)
a 1+ eap + papmw '

Por fim, considerando a expansao por Taylor dessa solu¢ao numa vizinhanca de 0 até a
ordem 3 e tomando somente os coeficientes até grau 2 dos monomios (coeficientes de grau
maior que 2 sao irrelevantes na andlise desde que eles sdo tao pequenos quanto queiramos),
temos portanto que V' N S? ¢ uma variedade de dimensao 1 dado pela equagao (4.5).

Caso 3: Sejap € VNS3, entdo h(p) = Z.h(p) = Z2h(p) = Z2h(p) = 0 e pela Proposi¢ao

4.3.1, temos B s .
0 85; ) 85;3’1«»
SR0) S0 o)
10 0
=det| 0 1+eam Eajiy 3 -

0  2ea); 146X+ 2caps + 3capy + 6ead g
= (1 + €CL,LL1)(1 + 6/\2 + 25&[,62 + 35@[1,1 + 66@/\”13) — 2)\1#1#3 7£ 0.
Logo pelo Teorema da Fungao Implicita, o sistema Z.h(p) = Z2h(p) = Z2h(p) = 0 admite
uma tnica solucdo g. préximo de 0 € R*. Tomando a expansdo de Taylor desse ponto numa

vizinhanga de 0, encontramos o ponto ¢. dado pela equagao (4.6). m
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Vamos dar condigoes sobre os parametros para que os pontos ¢. e ¢_. sejam iguais.
Vamos supor que A\; # 0, pois caso contrario, a igualdade é imediata. Resolvendo a equagao
w(q:) = w(g—e) da equagao (4.6), obtemos duas condigoes: 13 = s = 0 ou pg = —;,ug.

Vamos trabalhar primeiro com a condicao p; = pue = 0. Substituindo essa condicao em
2(q.) e z(q—c) de (4.6) e resolvendo z(g.) = z(g_.), obtemos que Ay = —1. Agora essas duas
condicoes substituidos em y(g.) e em y(¢_.) nos dao a igualdade entre eles. Portanto, a

primeira condicao para que ¢. = q_. €
m:uQ:Oe)\g:—l.

2
Considerando agora a segunda condigao, p; = —g,uQ e resolvendo a equagao z(q.) =

2(q_c) obtemos a condicao
—54p2 + 243Xy + Spj — 108\opa — 216\ o3 + 81 = 0.

De modo andlogo, obtemos a mesma condicao resolvendo a equacao y(g.) = y(g_.). Com

isso, demonstramos o seguinte resultado.

Lema 4.5.2. Assuma que Z € € esta em sua forma normal (4.3) e que ((14 6y +2eapus +
3eapy + 6eaiips)(1 + capy) — 2X\pps3) Ny # 0. Entao eziste uma vizinhanga V- de 0 tal

que, ¢- = q_. se e somente se uma das condi¢oes ocorre: i) pu = pz = 0 e Ay = —1, ou
2
i) py = —gha ¢ —54p3 + 243Ny + 8 — 108 \gp2 — 216\ piojuz + 81 = 0.

O Lema a seguir nos da os pontos de intersecgao entre as linha de cuispides.

Lema 4.5.3. Seja Z € Qy, em sua forma normal (4.3). Assuma que 3Ny — p? — pipis #
0. Entao existe uma vizinhanca V de 0 tal que, para valores pequenos de i # 0, temos

VNCz.NCyz _={0,pxr} com

0
AN A e + o)

P (3)\2>\—2 M% - M1/~L2)3
A1 T 4 +
1 _ 1(:“21 :u2) > _}_0(/\?)
(3)\2 - %1)\_ M1N2)
1 2
— +o(A
3o — p1f — papte ()

+0(A7)
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Demonstracao. Se p € Cz. N Cz__, entao p satisfaz o sistema de equacoes.

"

h(p) =0
Z:h(p) = Z_h(p) =0 (47)
Z2h(p) =0

| Z2.h(p) =0

Usando a notacao da Proposicao 4.3.1, as duas ultimas equacgoes sao escritas como:

(1 + eapr)z + (pipzz + 2ead)w + (g + 1 + 3eads + 2A 1 u3)w? + 3Aauzw® + 5(p) = 0
(1 = eapm)z + (ppsz — 2cal)w + (pg + p1 — 3gady + 2\ ps)w* 4 3dopzw® + @5 °(p) = 0

Somando e subtraindo essas equagoes, obtemos o sistema equivalente:

22 + 2(pg + p1 + 221 p3)w? + 6o pzw® + 2z 2w + 95(p) + 055 (p) =0 (48)

dealw + bearw?® + 2eapz + ©5(p) — 5(p) = 0

Pela Proposigao 4.3.1, como vy(p3°(p)) > 3, temos que vy(p5(p) — ¢5°(p)) > 3. Entdo a

segunda equagao de (4.8) pode ser escrita como:
2ea(2Mw + 3how? + pyz) + o2, w?) = 0.
Isso nos da a solugao:
1z = =2 w — 3w? + o(2%, w?). (4.9)
Substituindo a equagao (4.9) na primeira equagao de (4.8), temos:
2+ pw? + ppw? + o(2, w?) = 0. (4.10)

Agora, substituindo a equagao (4.10) em (4.9), temos as solugoes:

2\
3Ag — M% — Hip2

w =0 ou  w= +0(\3).

Se w = 0, entdo pelas equacgoes de (4.7), temos z =y = z = 0.
2\

By — 1 — pafie

Se w = — + 0(A}), entdo temos por (4.10) que:

AN (p1 + po)
z=— + o(\2).
B — 2 — )t O
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Substituindo z e w obtidos acima em Z.h(p) = 0, temos:

AN (2 + papig + A
=t e ) o
(B2 — pf — papiz)

Obtendo portanto as coordenadas de py,. m
No que segue, assumimos sem perda de generalidade que a = £1. O Lema a seguir nos

diz como se da o contato entre as linhas de cuspides em 0 dependendo dos parametros.

Lema 4.5.4. Seja Z € Qq, em sua forma normal (4.3) com (1+¢eau1)(3Ng — papio — p3) # 0,
e = =%1.

1. Se A\ # 0, entao as linhas de cispides Cz. e Cz__ interceptam transversalmente em

uma vizinhanca de 0.

2. Se My = 0, entdo as linhas de ciuspides Cz_ e Cz__ tém contato quadrdtico em 0 se e

somente se j1; # £1.

Demonstracao. Pelo Lema 4.5.1, se 1 4+ eap; # 0, entdao existe uma vizinhanca V' da

origem, no qual as linhas de cispides Uz, sao parametrizadas por:

—2ca\
O (w) = (o, 0 (Ju? + ofw?), AL 4 62?4 o(u?), w)
Lo (4.11)
Oy (w) = (0, 01 _()w? + o(w?), 2y 4 02 _(Jw? + o(w?), w)
1 —eap
—1
com 6!(.) = Ailapn = 1) e () = _3eade ¥ +2M2, e==l1.
1+ capm (1+eap)

Para mostrarmos que as linhas de ctspides Cz_ e Cz__ interceptam transversalmente em

uma vizinhanga de 0, devemos mostrar que:

d d

eCa W) FkaCy () (112)
com k € R.
Podemos considerar, sem perda de generalidade, £k = 1. Como %ng(w)h_o = (0,0,
2ea); ., - . , o
—m, 1> e por hipétese \; # 0, entdo a condigao (4.12) é claramente satisfeita. Isso

prova a parte 1.
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Vamos mostrar agora a parte 2, para isso, suponhamos que A\; = 0. Logo para que as

linhas de cuspides tenham contato quadratico em uma vizinhanga V' de 0, devemos ter:

(d d

—Cz (w =—0C7 (w

" 7. >‘w:0 T 7 .( )‘wzo

e (4.13)

d? d?

WCZE (w) # kaZ_EW)

com k € R.
Pela parametrizacao de Cz, dado em (4.11), a primeira condicao de (4.13) é sempre
verdadeira, desde que A\; = 0. Para analisar a segunda condicao, devemos considerar no

Lema 4.5.1 o termo o(bw?) que aparece em 2. Esse termo é:

_3)\2,&1 + 5@#% + 2/13)\1 + EQ iy b2 w2
(1+eapm)? .

Usando a parametrizacao de Cz, com o termo acima e o fato de A; = 0, temos que a

o(bw?) =

segunda condigao de (4.13) é equivalente a

—3Xa 4 pf + papin — gy — pipe + 3Xapi # 0

fatorando temos
(3\g — papa — pi)(pf = 1) #0
como por hipétese 3\y — gyt — p3 # 0, temos que a expressao acima ¢ nao nula se e somente
sepu; #+1. m
Faremos a seguir um estudo dos conjuntos Y; e Y9, para isso, vamos assumir no que segue
que Z € § estd em sua forma normal (4.3) com (1 + eapr)(1 + 6y + 2eaps + 3capy) # 0.
Fixamos uma vizinhanga conveniente V' de 0 (veja Lemas 4.4.1 e 4.5.1) tal que os conjuntos

V' N 3; sao dados pelas expressoes do Lema 4.5.1.

4.6 Estudo dos Conjuntos V N2

Note que VNS =V NS, logo a variedade de dobra é dada por VN F; =V NF; .

Pelas expressoes de Z&_h(p) dados na demonstracio da Proposicao 4.3.1, vemos que numa
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vizinhanga V' da origem o sinal de Z2_h(p) quando muda, isso ocorre quando passamos
pelas linhas de cispides C'z_ e Cz__, ou seja, as linhas de cispides delimitam regioes conexas
na variedade de dobra onde o sinal de Z2_h(p) ndo se altera no interior de cada regido.
Analisemos agora o que acontece nessas regioes dependendo do contato entre as linhas de

cuspides. Entao:

1. Se Ay # 0, entao 625 e 62_5 interceptam transversalmente. Numa vizinhanca de
cada ponto de interseccao ha quatro dominios correspondendo a quatro configuragoes
do sinal de Z%h(p), ¢ = £1. Todos os tipos de singularidades de dobras (dobras
parabdlicas, hiperbdlicas e elipticas) ocorrem (ver anélise semelhante feito no Capitulo

3 Segdo 3.12).

2. Se My = 0 e (B\y — papia — p3) (42 — 1) # 0, entdo Cz e Cz _ apresentam um con-
tato quadratico em 0. Quatro configuragoes do sinal de Z2_h(p) sdo possiveis no
espaco de parametros: Todos os tipos de singularidades de dobras (dobras parabdlicas,

hiperbdlicas e elipticas) ocorrem.

3.8e A =0e (3\y — e — p2) (42 — 1) = 0, entdo Cz_ e Cz _ apresentam em 0 um
contato que é estritamente maior que 2. Duas configuracoes de sinais sao possiveis

se Cz. = C5__ (este é o caso de L,) ou quatro configuracoes nos sinais ocorrem se
Cz. #Cz_..
V'N52 é uma curva em {0} x R®. Temos Xy = (Cz.NCz )U(Cz. NEF; J)U(FzNCz ).

1. Se A\; # 0, entdo pela Proposi¢ao 4.3.1 temos Z3_h(0) = 0 e Z3_h(0) # 0. Logo
a origem (que pertence a Cz. N Cz__) é uma cuspide; aparecem cuspides hibridas e
meia-ctispides em Cz, e proximo de 0. Além disso, temos X3 = (7. NQz _)U(Qz N

(F7_.UCz_))U((F7.UCz)NQz_.). E X3 consiste de:

(a) ou um tnico ponto p; neste caso, devemos ter ;3 = s = 0 e Ay = —1, ou
2

=—gpee —5443 + 243Xy + 81 + 85 — 10893 — 216\ piou3 = 0. Neste caso,

p é uma singularidade de dobra de ordem superior (isto é, do tipo (4a) ou (4b)

ou (4c));
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(b) ou dois pontos distintos p € Cz_ e ¢ € Cz__; cada um deles é uma singularidade
de dobra tipo 4X-2E (ou 4X-2H), se Z2_h(p) # 0 e Z2_h(q) # 0 e tais pontos

estao separando meia-cuspides ou cuspides hibridas, onde X denota E ou H;

(c) ou dois pontos distintos p € Cz. e ¢ € Cz__; cada um deles é uma dobra tipo
4E-3C ou 4H-3C, se Z2_h(p) = Z2_h(q) = 0 e tais pontos estdo separando meia-

cuspides ou cuspides hibridas.

2. Se Ay =0 e (B\y — puapig — p3)(p2 — 1) # 0, entdo Cz N Cyz . = {0} e as curvas de
ctispides tém contato quadrético. Pela Proposicao 4.3.1 Z2_h(0) = Z3_h(0) = 0, e pelo
Lema 4.5.3, Z1_h(0) # 0. Logo X3 = {0}, e a origem é uma 4-dobra tipo 4H ou 4FE;

ela separa meia-ctuspide e cuspides hibridas.

3. Se A =0¢e (3\y— pypg — p3) (42 — 1) = 0, entdo X3 = {0} é uma 4-dobra, Cz_ e C5__

tém em 0 contato nao quadratico.

Portanto temos,

Lema 4.6.1. Seja Z € Qg em sua forma normal (4.3), tal que (3\y — pype — p3)(ui—1) #0
e (14 eapr)(1 4 6As + 2eapus + 3eauy) # 0. Eziste uma vizinhanca V' de 0 tal que:

1. V. NXYy € uma superficie desconexa com trés tipos diferentes de dobras.

2. (a) Se \y #0, entao V N3y consiste de duas curvas transversais;

(b) Se Ay =0, entao V N %y consiste de duas curvas com contato quadrdtico em 0;

3. (a) Se \y #0, e desde que \i € suficientemente pequeno, entao V N X3 = {p,q} com
p#0,q#0;

(b) Se A\y =0, entao VN Y3 ={0};
4. VNYy=0.

Demonstracao. Conseqiiéncia imediata dos resultados contidos em §4.6 m
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4.7 Prova do Teorema 4.2.1

Demonstracao. Conseqiiéncia imediata dos resultados contidos em §4.6, e Lema 4.6.1. m

4.8 Diagrama de Bifurcacao

O diagrama de bifurcacao a seguir representa a configuracao das linhas de cuspides e como
se comportam as singularidades, dependendo dos valores dos parametros. Faremos a re-
presentagao sobre a esfera p? + u3 + p3 = [y, para cada 3y > 0. Por simplicidade e sem
qualquer perda de generalidade, assumiremos 3y = 1. As notacoes i — j correspondem a
singularidades em Si~' N S7_' (com i,j maximal).

No que segue, iremos analisar somente o caso a = 1 (para a = —1, a configuragao da
dinamica nao se altera).

Colocamos:
P(A1, A, o, p13) = —54ps + 243Xy + 81 + 8puj — 108Xgpu3 — 216X puapts

e fixamos \; e Aq.

Dependendo dos sinais de A; e Ay, temos trés casos a serem considerados e analisados.
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5

D
Py
3-2 . <
M : Configura¢do em p;
4-4 33

2-3

Caso 1: \j e R* e Ay e R\ {—1}.

-2 32
243333 - : Configuragio em S\ {p; I3}

Figura 4.4: A curva [; corresponde a pontos sobre S? tal que p(\1, Ao, pio, p13) = 0; lo cor-
responde a equacao 3u; + 2us = 0 em S?; e I3 é a curva de singularidades degeneradas de

equacao 1 + 6y + 2caps + 3cap, = 0.

Caso 2: A\ e R*e Ay = —1.

N

mﬁ \ : Configuracdo em P,ep,

”

:4» ~ im
7433 —733 - : Configuragio em %\ {pl, Py 13)

Figura 4.5: [3 é a curva de singularidades degeneradas de equacao 14+6Xs+2capus+3cap; = 0,
p1 € po sao dados por py; = e = 0.
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Caso 3: A\ =0.

3-2

2-3

3-2
. S 2
>f< : Configuracdo em S’ \{p[}

2-3

: Configuracdo em P,

Figura 4.6: A curva [y corresponde a equagao p? —1 =0 e Iy a equagao 3\g — 1 jie — pi = 0.

*Os pontos pys sao singularidades com ordem de contato alto entre as linhas de cuspides.

4.9 Prova do Teorema 4.2.2

Demonstragao.

1. (=) Seja Z € Ej fracamente estavel. Suponhamos que Z nao tenha codimensao 0,

entao pela Definicao 4.2.3, pode ocorrer uma das seguintes possibilidades:

(a) Existe uma singularidade do tipo (4a), ou (4b), ou (4c). Contudo, essa singula-
ridade pode ser facilmente removida por pequenas perturbacoes, isto é, podemos
separar essa singularidade em duas outras do tipo 4X-2Y-dobra com X=H, E,

Y=H, E, e X#Y, mas isso é uma contradigao pois Z ¢é fracamente estdvel.

(b) Devemos ter entao uma singularidade do tipo (3a), ou (4h) ou (4i) em p, mas as
linhas de cispides nao sao transversais. Contudo, a nao transversalidade é um

fenomeno nao estavel, logo recaimos em mais uma contradicao.
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Essas duas contradigoes surgiram do fato de termos suposto que Z nao tenha codi-

mensao 0. Portanto, Z tem codimensao 0, conforme queriamos mostrar.

(<) Suponhamos agora que Z tem codimensao 0. Pela Defini¢ao 4.2.3 e o Teorema
4.1.1, as singularidades que temos nao podem serem removidas por pequenas per-
turbagoes, ou seja, Z é fracamente estavel. Agora o fato de = ser aberto e denso segue

da caracterizacao de estabilidade estrutural fraca dada na Segao 4.2.

2. A demonstracao da parte 2 segue de modo andlogo ao demonstrado na parte 1 com

suas respectivas modificagoes.

4.10 Orbitas Periédicas de Campos Z € ()

Nas secoes anteriores, fizemos a classificacao das singularidades de campos de vetores Z € ).
O nosso estudo agora se volta para a parte qualitativa de tais campos, estamos interessados
em detectar érbitas 1-periddicas para tais campos. Para isso, usaremos ferramentas cldssicas
da geometria algébrica. Para resolvermos o problema de encontrarmos orbitas peridédicas
para campos de vetores Z € (2, a estratégia que usaremos é a de estudar a parte polino-
mial gerada pelo campo semi-linear Z,,, detectando suas orbitas periédicas por meio de um
algoritmo e entao extender esses resultados para as deformacoes Z € ).

O objetivo central das préximas segoes é generalizar os resultados obtidos em [JT3] para o
campo de vetores reversivel Z, 5, , para o caso particular do campo de vetores nao-reversivel
Zw com w = (a, A1, Aa, i1, fi2,0). Uma observagao que fazemos é que para valores pequenos
dos parametros (ju1, p2) em [JT3], foi mostrado a existéncia de érbitas periddicas. Contudo a
situagao aqui é diferente, estamos em busca de resultados globais para valores relativamente

grandes dos parametros (p1, p2). Para isso, vamos adotar a seguinte estratégia.

1. Iniciamos a partir do modelo polinomial relay Z, ), , € adaptamos o algoritmo dado

em [JT3].
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2. Detectamos condigoes necessarias para existéncia de orbitas peridédicas. Assim, por
meio da Segiiéncia de Sturn, determinamos condig¢oes semi-algébricas sobre os parame-
tros que garantem a existéncia de érbitas periddicas satisfazendo essas condigoes neces-

sdrias.

A segunda parte desse algoritmo teve que ser adaptado para o caso nao reversivel, pois a
simetria das dérbitas periddicas é perdida. Aqui temos que destacar que, devido ao nimero
de parametros, a regiao semi-algébrica no espaco de parametros onde as érbitas peridédicas
ocorrem, € definida implicitamente pelas condi¢oes do sinal de um polinomio. Para dar
a férmula, explicita nos parametros onde as orbitas periddicas aparecem, propomos uma
nova estratégia. Comegamos pelos resultados do caso reversivel e usamos uma continuacao
algébrica para conseguirmos um dominio semi-algébrico maior, onde garantimos a existéncia
de érbitas periddicas.

Daremos varias descricoes de dominios explicitos onde orbitas peridédicas ocorrem. Esses
dominios sao descritos via o calculo das raizes de polinémios sobre algumas variaveis.

Nessa parte do trabalho, vamos considerar o campo de vetores Z, com o = (a, A1, Ag, i1,
p2,0) e para facilitar a notacdo, escreveremos Zgpcqe 10 lugar de Z, x, x, .- NOte que
estamos considerando p3 = 0, pois estamos trabalhando com singularidades de codimensao
baixa, logo 3 nao influencia nos célculos. Denotaremos por €2, o conjunto de tais campos
de vetores. Note que 2, C €. Veremos no Teorema 4.10.1, que para alguns valores dos
parametros (a, b, ¢, d, e) o campo de vetores Z, p ca. € §, pode ter uma familia a 1-parametro
Yo, @ > oy terminando em uma érbita fechada 7,,.

Vamos enunciar os principais resultados obtidos para os campos Z,pc4. € §2,. Suas

demonstragoes serao feitas no decorrer das sec¢oes. Iniciamos com o seguinte Lema.
Lema 4.10.1. Suponhamos que ¢ > 1 ele+d| < 2c—1—1, entao

1. Os numeros p*(c,dje) = (1—c—d—e+2ed)(l+c—d—e) e p(c,dje) =

pT(c,—d,—e) sao estritamente negativos.

2. O nimero ¢+ 1 — |e +d| é estritamente positivo.
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Considerando (¢, d, e) satisfazendo as hip6teses do Lema 4.10.1, definimos o nimero

1
w(e,d,e) = :
min { /= (¢, d,€), /=p~(c;de),c+ 1~ e +d| }
Nos focamos no caso a = —1 (o caso a = 1 pode ser tratado de modo similar).

Teorema 4.10.1. (Teorema G. Capitulo 2) Seja Z,pcae € Q,. Assuma as seguintes

condicoes
1. a=—1,
2. ¢c>1,
3. |b] < Ve -1,
4. |d+el <v2c—1-1,

e ponha o = bw(c,d,e).
Entao Z,pcae tem uma familia a 1-parametro de drbitas requlares 1-periddica vy, |a] >

oy, tal que:
| l|; q
1. o congunto Py = {7,(t),t € R,|a| > |oy|} € uma superficie conica semi-algébrica;
2. seb=0, entdo 0 € P;;
. o’ b 2 d
3. a drbita va, para |a] > |y, passa pelo ponto p, = | 0, 3 T 1% e ep

4. o periodo de v, €4 |al;

5. desde que b# 0, e

V—pt(c,die) <c+1—le+d ou +/—p(c,dye)<c+1—|e+d|

quando o« — F oy, v, tende para um lago singular I-periddico Yo, de periodo

4oy| # 0.

Teorema 4.10.2. (Teorema H. Capitulo 2) Seja Z,pcae € §2p. Assuma que
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1.a=-1,b=0,c>1,
2. le+d| <c+1,
3. pt(c,d,e)p~(c,d,e) =0.

Eziste uma familia a 1-parametro de lagos singulares 1-periddico 7., |a| > 0 de periodo

4| # 0.

4.11 Estrutura Quasi-homogénea e Teoria da

Seqiiéncia de Sturm

[lustramos nessa se¢ao, a estrutura quasi-homogeénea das solucoes a ser apresentada no Lema
4.11.1 que queremos preservar e a primeira parte do algoritmo que usamos para detectar
érbitas 1-periédica. Considere Z,pcae € €. Sejap € Hy, p = (0, o, a3, ), € e :Jto, t1]—
R* a trajetéria de Z_ tal que 0 €Jto, t1[, 7.(0) = p, e 7.(t) € H. para todo t €]ty,t;1[\{0}.
Temos:

(

w(7.(t) =a,+cat
2(1.(t) =as+aut+ it

3 1 3 1
y(.(t) =ay+ (a3+§dai) t+ (§a4+§d5aa4) t* + <%+§d) t3

T (12a2+4ai+66ai+9bai+ea3a4) i+

(2a3+z—:a (30ai+2ai+3ba4+2ea3) +26ai+3dai) 24

(4.14)

1
\ 2a,+2ca;+b+2caay(d+e)) t3—|—§(d—|—e+5a(1+c)) t

Observe que a trajetéria tem uma parametriza¢ao polinomial em H.. A condicao ~.(t) €

H. para todo t €]tg, t;[\{0} ¢é equivalente a:
Vit €lto, ta] , t#0 , x1(7.(t) e >0. (4.15)

A estrutura quasi-homogénea das solugoes aparece no lema seguinte. Consideremos para

A € R% a transformacao &, : R* — R* definida por &, (z,y, z, w) = (AN 2, N>y, \? z, Aw).
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Lema 4.11.1. Se v ¢ a trajetdria de Zypcae tal que v(0) = (0,9, a3, ), entdo para
todo A € R*, ~} definida por t — &, (y(A7't)) € a trajetdria de Zoapeae satisfazendo
Y5(0) = &,(0, ag, g, aug). Além disso, se «y € periodica de periodo T, entao 5 é periddica de

periodo AT'.

Demonstracao. Definimos a aplicagdo (.(t) = ~5(t), t €]to, t1[ e mostremos que ela é

trajetoria de Zg ap.c.de-
1. t + B.(t) é claramente continua e C' por partes;
2. vt € R tal que (.(t) ¢ Hy, ¢é facil ver que Ba(t) = Zarbede(5:(1));

3. Por fim, 5.(t) N Hy é um conjunto discreto, composto por no maximo quatro pontos,

que sdo as raizes de z(8:(t)).

Portanto f(.(t) é solucao de Z, zpc,a.c para cada A € R .

Agora suponhamos que 7. tenha periodo T', e mostremos que (3. tem periodo A\T. De

piean =6 (o (S50)) =a (o (54 7)) — 6 (= (5)) =0

Em particular, se b = 0, £, age sobre as trajetérias de Z, o q.. Logo, qualquer trajetéria

fato,

v de Z40,c,d,.e corresponde a uma familia a 1-parametro vy, A € R% de trajetorias de Z, o c.de-
Neste caso particular, a estrutura das solugoes é homogénea.

Vamos dar agora condigoes necessarias para que tenhamos orbitas 1-periddica.

Lema 4.11.2. Seja Zypcae € p, coma = —1 e p, € Hy, po = (0, a2, a3, 4). Seja v uma
trajetoria de Zypca. tal que v(0) = po, v(v) = v.(v) com v.(v) € H.. Se~ € 1-periddica
com tempo de retorno t (correspondendo a H.) e u (correspondendo a H_.), entdo a 5-upla

(oo, (v, iy, t,u) satisfaz as sequintes condigoes:

2 ay #£0 (4.16)
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Demonstracao. Para simplificar a notagao, denotemos por p, = (a2, a3, ay) € escrevemos
as coordenadas da trajetoria 7. como z(7V:(t)) = g(1,—¢,t,py), y(1:(t)) = g(2, —¢,t,py),
2(7:(t)) = g(3,—e,t,py) € w(y:(t)) = g(4,—¢,t,py). As condigbes necessarias para que
tenhamos orbitas 1-peridédica é que a trajetoria v. parta do ponto pg e retorne a Hy em tempo
t em um ponto py e que a trajetéria y_. parta do ponto py e retorne a Hy em tempo u no ponto
po- Usando as notagoes acima, o ponto py € escrito como py = (9(2, —¢,t,py), 9(3, —¢,t,0y),
g(4, —e,t,py)). Escrevendo essas condi¢oes na forma matematica, temos o seguinte sistema

de equagoes para ser resolvido:

til g(L _57t7p0) =0
u_l g(l,e,u,ﬁo) =0
g (2767 uvﬁO) — Oy = 0 (417)

9(37€7uap0) — Q3 = 0

\ g(4,e,u,p0) —ay =0

Simplificando as duas primeiras equagdes de (4.17), obtemos um sistema algébrico equi-
valente (4.17"), no qual o lado direito desse novo sistema gera um ideal I formado por
expressoes polinomiais. Os zeros desse ideal I, correspondem exatamente a solucoes do sis-
tema (4.17"). Uma solucao trivial é a dada por ¢t = u = 0. Para eliminarmos a solu¢éo u = 0,
adicionamos ao ideal I, o polindmio u % —1 e entao calculamos a base de Grobner para o ideal
I = TU{ui—1}, com ordem lexicogréfica nas variaveis igual a (t, u, @, aa, az, o, b, ¢, d, e, €).

Obtemos com isso, a seguinte base:
(7= 1, 23+ daj, 12as+4ai+3baj, 2aay —¢, u—2a4e, t —204e].  (4.18)

Agora, esquecendo @ (fazendo a projecao em algum conjunto algébrico) e resolvendo cada
equagao de (4.18), obtemos as condigoes (4.16) descritas no enunciado do lema. =

Obtido as condicoes necessarias para termos orbitas 1-periédica, o proximo passo é veri-
ficar se tais condicoes realmente nos dao érbitas 1-periddicas. O problema a ser considerado
agora ¢ semi-algébrico, porque temos que testar as posicoes relativas das raizes de tais
polinémios (um para H. e outro para H_.), bem como a condigao (4.15). Isso serd verificado

por meio da teoria da Seqiiéncia de Sturm, que descreveremos abaixo.
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O Teorema de Sturm é uma ferramenta muito 1til para determinar o nimero de raizes
reais de uma equacao algébrica com coeficientes reais sobre um intervalo dado. Esse problema
foi resolvido de modo simples em 1829, pelo matematico francés, Charles Frangois Sturm.

Vamos definir a seguir, as ferramentas necessarias para enunciarmos tal Teorema.

Definicao 4.11.1. A Segiiéncia de Sturm associada ao polinomio P, € K[z| (K corpo) de

grau n, € a seqiéncia de polinomios P, P, --- P . ---comi<n, tal que P,_, =P ¢
P; = — resto da divisao euclidiana de Py o por P, 0<1<n-—2.

Definicao 4.11.2. Assuma que K = R. Seja x9 € R tal que P,(x,) # 0. Chamamos de
variagdo em x, da seqiéncia de Sturm associada a P,, o nimero V(xy) que corresponde a

quantidade de mudanca do sinal na seqiéncia P, (xzy), P,_1(zy)," - -, Py(xy).

Teorema 4.11.1 (Sturm). Se a,b € R, com a < b ndo sao raizes do polinomio P, entdo o

nimero de raizes reais de P no intervalo [a,b] € V(a) — V(D).

Como nosso objetivo é apenas usar o resultado do Teorema de Sturm, foge do nosso
contexto demonstra-lo. Para leitores mais interessados, uma demonstragao se encontra em
[D].

Vamos iniciar a segunda parte do algoritmo para verificar se realmente as trajetérias que
satisfazem as condigoes (4.16) correspondem a 6rbitas 1-periddica.

Seja 7y a trajetoria passando por py = (0, g, a3, ay) e satisfazendo as condigoes (4.16).
O tempo t dado em (4.16) deve ser, em valor absoluto, a menor raiz de v=! z(7.(v)), assim
como o tempo —t deve ser também, em valor absoluto, a menor raiz de v=' z(y_.(v)). Para
testar isso, iremos utilizar a teoria da seqiiéncia de Sturm. Note que no caso de campo de
vetores reversiveis, a condigao sobre € implicava na condigao sobre —e, devido a simetria das

orbitas. Nesse casso, isso ja nao ocorre, entao devemos considerar dois polinémios

z(7:(v))

v(v—2ecay)

cloy e )
ra(v) = "2 (U)_v(v+26a4)'
Estamos excluindo de r5°(v) as duas raizes v = 0 e v = —2cay que correspondem

respectivamente aos pontos pg € Py, € queremos mostrar que no intervalo [0, —2ecay], réﬁg nao

possui nenhuma raiz real.
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Vamos assumir que d + e — 8¢ (¢ + 1) # 0 e observe que:
1. As raizes de r§ e de z(7-(v)) no intervalo aberto |0, 2 ¢ ay[ sdo as mesmas.
2. r5 tem raiz dupla se e somente se

of (1-+d*+e*+2ed (c+2) —2e (Pd+ed+e+d)) +b° =0.

De fato, usando as condigoes (4.16) na expressao de x(7.(t)) dada em (4.14) e fazendo

a divisao euclidiana por v(v — eay), temos que r5 tem a seguinte expressao

(—e(c+1)+d+e) v2+i b+as(c+1—c(d+e)) v—

co| —

—p g (b+ca, —eday).

Calculando o discriminante de 75, temos que

Ag=af (1= +d+e+2ed (c+2) —2¢ (d+ed +e+d))+07

Portanto, temos a afirmacao (2) verdadeira.
3. 0 ou 2€ oy sao raizes de 5 se e somente se

(b+as(c—ed))(b—ay(c—ed))a, =0.

De fato,
r3(0) = —chi geiai - gbf“ = —%(H ay(c — ed))
e
rs(2e0) = _sc:zﬁ 861104421 519;)44 _ %(b — aulc— ed)).
Portanto 0 e 2cay sdo raizes de r5 se e somente se 75(0)r5(2cay) = 0, ou seja, se

(b+as(c—ed))(b—as(c—ed))a, =0.
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Vamos utilizar agora o Teorema de Sturm para dar o nimero de raizes de 5 em [0, 2cayy).

Desde que 75(0)75(2 € aq) # 0, este ntimero é dado pela diferenga da variacdo em 0 e em 2y

da seqiiéncia (75,75, rf), onde r§ = (7“5)/, r§ = —resto(rs, r§). Temos:
1 1
ry = g(—EQPFD-%d+6)vI+Z(b+anFF1—€@f+@)U—

—f (b+ca, —eday)

(el 1) +dte) vt 1 (bt aufet1—c(d+e)

a2 (1—c+d*+e*+2cde+4dde—2e(d+e)(l+de)) +1?
d+e—8ec(c+1)

No que segue, nos referimos como a condi¢ao do sinal de Sturn, qualquer configuragao
do sinal para o par de seqiiéncias ((ri, 5,5, (r;e, ri°, 7"65)).

Pelo Lema 4.11.3, podemos assumir que |ay| = 1. Agora uma trajetéria que satisfaga
as condigoes (4.16), liga ay = 1 com ay = —1, isto é, w(y:(2eay)) = —w(7:(0)). Podemos
entao assumir no que segue que ay = 1. Calculando agora a seqiiéncia de Sturm de 75 nos

valores pedidos, temos:

1
em v =0, 1€ (b+c—ed)

1
Z(b—l—c—kl—s(d—i—e))

1+ - +d>+e*+2cde+4de—2e(d+e)(l+de)
d+e—8e(c+1)

1
em v =2¢, 7€ (=b+c—ed)

i(b—c—l%—e(d—i—e))

1+ - +d>+e*+2cde+4de—2e(d+e)(l+de)
d+e—8c(c+1)

Temos portanto uma seqiiéncia nos parametros b, ¢, d e e. Logo, a mudanca do sinal s6

ira acontecer nas raizes dos seguintes polinémios (caso €):
b+c—ed, —b+c—ed, b+c+1—c(d+e),b—(c+1—c(d+e)),

1+ -+ d>+e*+2cdet+4de—2e(d+e)(l+de), d+e—8e(c+1)
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ou nas raizes dos polinomios (caso —¢):
b+c—ed, —b+c—ed, b+c+1+ec(d+e),b—(c+1+c(d+e)),

1+ -+ d>+e*+2cde+4de+2e(d+e)(l+de), 8c(c+1)+d+e.

Para estudarmos as raizes desses polinomios, a maneira mais natural é definir como
(@ o polinomial formado pelo produto de todos esses fatores e estudar as raizes desse novo
polinomio. Note que o caso em que o Teorema de Sturm nao se aplica, que é o caso quando 0
e 2¢ sao raizes de 15, esta considerado nesse produto, assim como o caso d+e—8e(c+1) =0
também esta presente.

Uma tltima condicao que devemos verificar para que tenhamos érbitas periddicas, sao
as condigoes (4.15) para € e —e. Essas condigoes, para t tendo o mesmo sinal de € (respec-

tivamente —¢), sao equivalentes a:
b+c—ed>0.

Para verificar isso, basta calcularmos 551(%(15))} e usar as condigoes do Lema 4.11.2
t=0
com oy = 1.
Note que esse fator também estd presente em ). No que segue, iremos denotar por O(Q)

o complementar do diagrama da decomposigao algébrica
I ={(becde)eR | Q(bec,d,e)=0}.
Para cada (b, c¢) denotamos por 7. : R* — R? a seguinte projecao (b, c,d,e) — (d,e), e
denotamos por I'y . = m(I").
Observacao 4.11.1.

1. Note que o diagrama da decomposicio algébrica I, divide o espaco de parametros R*,
em componentes conezas pertencentes a ©(Q), e em cada componente conexa de O(Q)

nada muda com respeito a posicio das raizes de x(Ve) e x(vy_.).

2. Nas secgoes sequintes, 1remos trabalhar com o sequinte principio de decisao: se existe
um ponto (b,c,d,e) € O(Q) tal que a trajetdria satisfazendo as condigoes (4.16) cor-

responde a uma drbita 1-periddica, entao para cada (b,c,d,e) que pertence a mesma
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componente coneza de ©(Q), existe tal orbita 1-periddica, ou seja, as condigoes (4.16)
além de necessdarias, passam a serem suficientes para que tenhamos orbitas 1-periddicas.
Esse principio de decisdo nos leva a termos um algoritmo diferente do que utilizado

em [JT3], esse novo algoritmo serd estudado nas segoes sequintes.

Lema 4.11.3. As condi¢oes do sinal de Sturm sdo satisfeitas em (x,y, z,w,t,b,c,d,e) se e

somente se, elas sao satisfeitas para todo A € R, em (A x, N3y, A z, \w, A t,\b, ¢, d, e).

Alguns métodos podem serem adotados para resolver o problema de encontrar orbitas
1-periddicas, um deles consiste em continuar a Decomposicao Cilindrica Algébrica para ©(Q).
Contudo, existe um inconveniente em se adotar tal método para o nosso caso, esse inconve-
niente se diz respeito ao niimero de parametros de nosso sistema. Existem quatro parametros
envolvidos, e isso torna o processo da Decomposicao Cilindrica Algébrica complicado, devido
a geometria das curvas envolvidas (veja [JKM]).

A estratégia que vamos adotar é usar o caso reversivel como base e deduzir, a partir disso,
resultados gerais. Para isso, vamos fazer uso da seguinte proposigao, demonstrada em [JT3]

e obtido a partir do modelo reversivel.

Proposicao 4.11.1. Seja Z,pcae € S tal que a = =1, e = d = 0 e pg € Hy com

po = (0,0a9,a3,1). Suponha que ¢ > 1 e |b] < v/¢*>—1. FEntdo existe uma inica orbita
1 b

1-periodica v passando por py que € reqular, de periodo 4, se e somente se ay = 371 e

as = 0.
Vamos denotar por
Sp={(bc,de)eR | ¢>1,b<VZ—-1,d=0,e=0}
Lema 4.11.4. Seja (b,c,d,e) € Xg, entao Q(b,c,d,e) # 0.
Demonstragao. De fato, se (b, c,d, e) € X, entao

Qb e, d,e) = Q(b,¢,0,0) = (—64(b+ e)(—=b+ )b+ e+ 1)(b—c— 1)1+ = A)(c+1))”.
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Portanto, Q(b,¢,0,0) = 0 se e somente se b= —c,oub=c,oub=—c+1,oub=c+1,
ou b> — ¢ = 1. Agora como (b,c,d,e) € Xg, temos ¢ > 1 e |b] < v/c2 — 1. Logo, se b = —c
ou b = ¢, temos

bl =lc| = |c] < VE-1=c < -1

que é um absurdo, ou seja, (—=b+¢)(b+c¢) #0. Agorase b=c+ 1 oub= —c— 1, temos
bl =lc+1]=]c+1<Ve2—1=(c+1) < -1

que ¢ também um absurdo pois ¢ > 1, logo, (b+ ¢+ 1)(b —c¢— 1) # 0. Por fim, a condigao
b?> — ¢ = 1 também nao é possivel.
Portanto, concluimos que se (b, ¢,d, e) € X, entao Q(b, ¢, d,e) # 0, conforme querfamos

provar. m
Corolario 4.11.1. O conjunto g estd contido em uma unica componente conexa de O(Q).

Demonstracao. De fato, primeiramente vamos mostrar que X estda contido em alguma
componente conexa de ©((Q) e depois concluir que tal componente é unica. Note que um
ponto p estd em alguma componente conexa de O(Q) se Q(p) # 0. Portanto pelo Lema
4.11.4, temos que leR # 0, ou seja, existe uma componente conexa de O(Q)) contendo 3.

Agora essa componente é inica, pois se existisse mais de uma componente contendo X,
como X é conexo, entao obrigatoriamente Yy interceptaria a fronteira dessas componentes.
Contudo, a fronteira dessas componentes é formada pelos pontos que anulam o polinéomio
(. Portanto teriamos pontos em ¥y anulando (), mas isso contradiz o Lema 4.11.4. Logo
tal componente é unica, conforma queriamos mostrar. =

No que segue, denotaremos por Oy(Q) a componente conexa de ©(Q) que contém Yg.

Usando o principio de decisao descrito na Observacao 4.11.1, temos.

Corolario 4.11.2. Seja Zypcae € S tal que a = —1, e pg € Hy com py = (0, g, a3, 1).
Desde que (b, c,d,e) € ©y(Q), existe uma tunica drbita 1-periddica vy passando por py que é
1 b d

reqular, de periodo 4, se e somente se ay = 3T a3 = —5

Demonstracao. Desde que (b, c,d,e) € ©y(Q), a condigao do sinal de Sturm nao altera

nesse ponto. Portanto, usando o Lema 4.11.2, concluimos o corolario. m
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Observe que essa érbita encontra Hy em dois pontos: pg e (0, —aw, ag, —1).
Nosso objetivo agora é descrever um subdominio de ©y onde podemos nos certificar de

que as Orbitas 1-peridédicas estao presentes.

4.11.1 Calculo de Sub-Dominios Explicitos de 6,(Q)

Note que devido a complexidade do polinomio (), nao é possivel dar uma parametrizacao
simples de ©y(Q). Por exemplo, a intersecgao do bordo de ©¢(Q) com o plano {b = 0,c =
co > 1} é a unido de varias linhas e hipérboles (veja Figura 4.7), além disso, quando b = 0,

aparecem componentes conexas que sao curvas algébricas de grau 3.

Figura 4.7: A regiao plana I'g 4 préximo da origem.

Nossa estratégia aqui é dar a expressao mais simples onde podemos assegurar que orbitas
periddicas aparecem. Vamos fazer isso em dois casos; o primeiro consideramos o caso b = 0,
onde apresentamos a férmula explicita desse dominio (isso é suficiente para provar o Teorema
4.10.1); entao generalizamos para o caso b # 0. A seguir, vamos enunciar e demonstrar alguns
lemas técnicos que usamos para obter os sub-dominios de I'(Q)) onde as 6rbitas 1-periédicas
ocorrem.

Para simplificar a expressao de (), vamos denotar por

Dt (b,c,dye) = 1+ - +d*+e?>+2cde+4ded—2 (d+e)(1+ed)
D~ (b,c,dye)= 1+ - +d*+e*+2cde+4ded+2 (d+e)(1+ed)
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Entao,

Q(b,c,dye)= (d+e—8c—8)(=b+c—ed)(d+e+8c+38)
D*(b,c,d,e)(b+c—ed)(b—c—1—d—e)D(b,c,d,e)
b—c—14+d+e)(b+c+1—d—e)(b+c+1+d+e).

Observe que para —d, —e temos D (b, ¢,d,e) = D~ (b,c,—d, —e), e para b = 0 temos a

seguinte fatoracao:

D*(0,¢,d,e)= (1—c—d—e+2ed)(1+c—d—e)= pt(c,d,e)
D= (0,¢,de)= (1—c+d+e+2ed)(l+c+d+e)= p(cde)

Vamos agora estudar alguns conceitos semi-algébricos e estimar as raizes de alguns

polinomios.

Lema 4.11.5. Para cada ¢ > 1, a distancia da origem a curva plana I'y. € dada por

s V2 (V2o 1)
. .

Demonstracao. Vamos considerar b = 0. O polinomio @), livre das raizes duplas, é dado

por:

Q(c,d,e) = D*(0,¢,d,e)D(0,¢,d,e) (c—ed)(d+e—8(c+1))(d+e+8(c+1))
(d+e+c+1)(d+e—c—1).

Note que os planos d +e+8(c+1),d+e—8(c+1),d+e+c+1led+e—c—1sa0
todos paralelos e os dois tltimos estao mais préximos da origem do que os planos d + e +
8(c + 1). Como estamos interessados na menor distancia, é conveniente desconsiderarmos

os polinoémios d + e & 8(c + 1) dos calculos. Note ainda que a fungao (d,e) — Q(c,d,e) é

simétrica com respeito a origem, isto é, com respeito a fungao (d, e) — (—d, —e), pois

Q(c,—d,—e) = D (0,¢,—d,—e)D™(0,¢,—d,—€) (c—ed) (—d —e —8(c+1))(—d — e+
+8(c+1))(-d—e+c+1)(-d—e—c—1)=D(0,¢,d,e)D*(0,¢,d, €)
(c—ed)(d+e+8(c+1)(d+e—8(c+1))(d+e—c—1)(d+e+c+1)
= Q(c,d,e).
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Para um ¢ dado, definimos por 6(c) a distancia da origem (d,e) = (0,0) a curva plana
Lo (veja Figura 4.7 e note que as retas d + e & 8(c + 1) nao aparecem porque elas estao a
uma distancia “grande”da origem). Desde que I'y . é a unido de retas e hipérboles, primeiro
temos que calcular a distancia de cada uma de suas componentes conexas. Vamos assumir
que ¢ > 1 e devido a simetria que descrevemos acima, essa distancia corresponde a pontos
sobre a reta d = e. Podemos nos restringir a pontos do primeiro quadrante (d > 0 e e > 0).

Vamos calcular a intersecgao da bissetriz B = {d = e,e > 0} com a curva I .

B intercepta as curvas:

1. {(d,e) € R* | ¢ —ed = 0} no ponto P; = (1/¢,/c), e a distancia da origem a essa
curva é d1(c) = V2¢;

2. Hf,={(d,e) € R*| D(0,¢,d,e) = 0} em trés pontos, P, P3 e P;. Para encontrarmos

esses pontos, devemos resolver a equagao DT (0, ¢, e, e) = 0, ou seja,

1—c*+2ce® +6e®—4de—4e* =0= (c+1—2¢)(—c+2e*+1—2¢) =0
c+1 1++v2c—1 1—+2c—-1
= —2%¢€ _—.

isso nos da as seguintes solugoes e; = — €9 5 e3 = 5
c+1 c+1 14++v/2c—1 1++/2c—1 1—+2c—1
LOgOPQZ ) 7P3: ) eP4: - a8
2 2 2 2 2
1—+v2c—1

5 ) Note que o ponto P, estd no terceiro quadrante, os pontos P, e Pj

estao no primeiro quadrante e na fatoragao de DT (0, ¢, e, e), Ps pertence a um brago
da hipérbole gerado pelo polinomio de grau 2, enquanto que o ponto P pertence a reta

14+ +v2c—1 1
gerada pelo polinomio de grau 1. Agora + v < et

ﬁ(\/ﬁin

e, portanto, a distancia

. N + ’ _
da origem a curva Hy, é dx(c) =

5 )
3. Hy.={(d,e) €R* | D7(0,¢,d, ) = 0} em trés pontos, P5, Fs e Pr. De modo andlogo,
resolvendo a equagao D~ (0, ¢, e,e) = 0, obtemos os pontos P5 = <_c—|2- 1, —C—g 1),
. (_chﬁ? _1+gm> b (—1—x2/2c*—1,—1—\2/207—1).

Note que os pontos P5 e P estao no terceiro quadrante e no brago da hipérbole mais
V2(V2c—1-1)

2 Y

préxima da origem, portanto, a distancia de Hy . a origem ¢ d3(c) =
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c+1 c+1
2 7 2

4. {(d,e) € R* | d+e—c—1} no ponto Py = <

(54(6) = ?(C—F 1)

) , correspondendo a distancia

Por fim, desde que ¢ > 1, a distancia da origem a I'g . ¢ §(c) = min{d1(c), d2(c), 5(c), d4(c) }

e - V2T )
3lC) = 9 .

Em maos do Lema 4.11.5, podemos demonstrar o Lema 4.10.1.

Prova do Lema 4.10.1

Demonstracao. Antes de iniciarmos os calculos, observemos que se uma fungao for continua,
entao o sinal dessa funcao em um conjunto conexo, contido no dominio, cuja fronteira sao as
raizes, nao se altera, ou seja, a mudanca no sinal dessa funcao, se ocorrer, se da na passagem
pelas raizes.

Note que pT(c,d,e) e p~(e,d, e) sdo polinomiais, logo, fung¢oes continuas.

V2(v2c—1-1)
2 9

e os pontos sobre I'y . pelo qual temos essa distancia estao nos ramos das hipérboles 1 —c+e+

V2e—1-1 M—l))

Pelo Lema 4.11.5, vimos que a distancia da curva Iy . a origem ¢ d3(c) =

2 ’ 2
1—+v2c—-1

2 )

e+d+2ed (no primeiro quadrante e corresponde ao ponto p = (

e l—c—e—d+ 2de (no terceiro quadrante e corresponde ao ponto p = (

1—+2c—-1
2
respectivamente iguaisad+e=+v2c—1—1led+e=1—-+2c—1.

Portanto, a faixa no espaco (d, e), limitado por essas duas retas tangentes é descrita por

)) As retas tangentes a essas hipérboles nos pontos p e ¢ possuem equagoes

|d+e| < v/2c —1—1, que é exatamente uma das hipéteses do lema. Note que essa faixa esta
inteiramente contida em uma das componentes conexas de I'y ., logo o sinal de p* e p~ nessa
faixa nao se altera e é igual ao sinal no ponto (c, 0,0). Agora p*(c,0,0) = p~(c,0,0) = 1—c?,
mas ¢ > 1 por hipétese, logo 1 — ¢ < 0, ou seja, concluimos que os nimeros p*(c,d,e) e
p~(c,d, e) sdo estritamente negativos.

Vamos mostrar agora que o nimero ¢+ 1 — |d + e| é positivo. De fato, como |d + e| <
V2c—1—1,temosc+1—|d+e|>c+1—+y2c—1+1=c+2—+2c—1>0, conforme

queriamos mostrar.
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Lema 4.11.6. Para todo (d,e) € R?, |p~(c,d,e)| < (c —ed)? e |pT(c,d,e)| < (c — ed)?.

Demonstragao. Pelo Lema 4.11.5, mostramos que p~ (¢, d, e) e pT(c,d, e) sdo estritamente
negativos, entao |p~(c,d,e)] = —p~(c,d,e) e |pt(c,d,e)] = —pt(c,d,e). Vamos mostrar

entdo que —p~(c,d,e) — (c —ed)? <0 e —pT(c,d,e) — (c — ed)* < 0. De fato,
—p (c,d,e)—(c—ed)? = =1+ —d* —e* —2cde—4ded —2(d+e) (1 +ed) — (* —2cde +e*d*) =
—(1 +d* + €* + ded + 2d + ed* + 2e + 2e*d + *d?).

Fatorando essa ultima expressao, temos

—p (e,d,e) — (c—ed)? = —(d+1)*(e+1)* <0.
De modo analogo, temos

—pt(c,d,e) — (c—ed)* = —(d—1)*(e —1)* <0.

|

Estamos interessados em estudar agora como se comportam as raizes de D~ (b, ¢, d,e)
para b # 0. Estamos, em particular, interessados no polinomio D™, pois é o termo que
nos da a menor distancia de I',. a origem. Vale ressaltar que estamos trabalhando com
expressoes polinomiais, logo quando olhamos para I',. com b # 0, estamos olhando para
perturbacoes continuas de I'y . e entao o termo que nos da a menor distancia de I'y . para a
origem, vai continuar sendo o mesmo termo quando b = 0. Vimos também que mesmo para
b # 0, temos a simetria de D~ (b, ¢, d, e) com a origem, logo essa menor distancia vai ocorrer
também na diagonal d = e. Portanto, reduzimos o estudo ao polinomio D~ (b, ¢c,e,e). O

lema a seguir nos da uma informacao sobre as raizes desse polinémio.

Lema 4.11.7. Suponhamos que ¢ > 1 e |b| < /¢ — 1. Entao o polinémio
Byo(e) =D (bc,e,e) =4e* + (6 +2¢)e* +de—c+ b+ 1

tem trés raizes reais, uma delas estritamente positiva e as outras duas estritamente negativas.

A menor delas em valor absoluto € a raiz positiva e serd denotada por 0(b,c). Mais ainda

V2e—1-1
e(o,c):%.
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Demonstracao. O polinomio P, .(e) tem grau 3, entao as possibilidades para as raizes sao:
1. tres raizes reais distintas;
2. trés raizes reais, duas distintas, sendo duas delas com multiplicidade 2;
3. uma raiz real e duas complexas.

Primeiramente, vamos mostrar que os casos 2. e 3. nao ocorrem. Para isso, devemos
mostrar que o discriminante de B, . ¢ estritamente positivo. Calculemos o discriminante

A, = A(By ., e) de P, com respeito a e. Temos:
A, =32¢" — 144" + (256 — 320%) & + (576 0% — 224) ¢ + (96 — 288b°) ¢ — 16 — 432",

Denotemos por R a regiao obtida pelas hipdteses do enunciado do lema, R = {(b,c) €

R? | ¢ > 1 e |b] < /2 —1}. Reescrevendo o discriminante, temos
A, = 326144 ¢*4+256¢°+96¢— 164 (32¢® — 576¢” + 288c) (—b%)—432 (—b) (—b%) . (4.19)

Se (b, c) € R, entao equivalentemente temos, —b? > 1 — ¢2. Substituindo essa relagao em

(4.19), temos:

A, >32¢0 — 144 ¢t + 25663 + 96¢ — 16 + (3263 — 5T6¢ + 288¢) (1 — ) —432(1 — 2)° =
= 64c® + 384c — 448 > 0

para ¢ > 1.

Portanto, para pontos em R, A, > 0 e entao P,. possui trés raizes reais distintas,
conforme querfamos.

Observe agora que B,.(0) =1 — ¢® + b < 0, para todo (b,c) € R e GEI—POO Py.(e) = +oo0.
Logo, existe uma raiz real estritamente positiva. Agora como A, > 0 e EE{HOO Pbyc(e) =
—00, temos que as outras duas raizes reais sao ou ambas estritamente negativas, ou ambas
estritamente positivas. Contudo, se ambas fossem positivas, os pontos criticos de P, . seriam

também positivos, mas isso nao ¢ verdade, pois os pontos criticos de P, sao

—(c+3)+Vc2+6c—-3 . —(c+3) =V +6c—3

€y =

6 6

€1 =
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e para ambos, temos e; < 0 e e < 0 se ¢ > 1. Portanto, as outras duas raizes de B,
sao estritamente negativas. Nos resta mostrar que a menor raiz, em valor absoluto, é a raiz
positiva.

Denotemos por e a raiz positiva, temos

Pyo(—eg) = —4e3+ (6 +2¢) el —deg — 2 +b* + 1+ 4ed — 4ed + deg — deg =
= —8e3 —8eg + Py(eg) = —8ep (e2 +1) < 0.

Logo —eg nunca é raiz de B, se (b,c) € R.

Agora as duas raizes negativas sdo sempre menores que —eg, pois para todo (b,¢) € R,
mostramos que o discriminante nunca se anula, as duas raizes reais sempre existem e —eg
nunca ¢é raiz de P, .. Portanto, a dinamica é a mesma para um ponto (b, ¢) arbitrario de R,

V3-1 3 —V/3-1

, e
2 2 2

em particular, para b =0 e ¢ = 2, as raizes de P}, sao ey =
Lema 4.11.8. FExiste um dominio conico aberto nao vazio

Yo ={(be,dye) | b=0, c>1, |[d+e| <vV2c—1-1}
tal que Yo C Oy(Q).

Demonstracao. Como pode ser conferido, a construcao desse dominio iniciou-se no Le-
ma 4.11.5 e vimos na demonstragao do Lema 4.10.1 que esse dominio esta inteiramente
contido em uma das componentes conexas de I'g. (ver Figura 4.8), ou seja, qualquer ponto

(0,¢,d, e) € Xy implica que Q(0,¢,d, e) # 0, portanto (0,¢,d, e) € Op(Q). =

Quando b varia de 0 a £v/c? — 1, a projegao m,.(©p(Q)) diminui (veja Figura 4.9). O
lema seguinte corresponde ao célculo exato da maior faixa em (d, €), contendo a origem (0, 0)

e incluido na projecao de m, .(©o(Q)).
Lema 4.11.9. Desde que ¢ > 1 e |b] < v/¢? — 1, temos:

1. o polinomio 4€* + (6 +2c)e®* +4e — 2+ b* + 1 tem uma raiz estritamente positiva,

denotada por 6(b, c);



CAPITULO 4 ¢« RABO DE ANDORINHA 115

Figura 4.8: Dominio aberto my4(%¢), onde um campo de vetores Z_; 944, tem érbitas 1-

periodicas.

Figura 4.9: Faixa aberta maximal onde Z_; 344, admite érbitas 1-periddicas.

2. o numero (b, ¢) = min {c +1— b, 2\/0—7]b|, 26(b, c)} ¢ estritamente positivo;
3. 0o dominio conico aberto
¥, = {(b,c,d,e) | e>1, |b|<VE—1, |d+e <n(b,c)}
é nao vazio e X C Op(Q).
Demonstragao.

1. Conseqiiéncia imediata do Lema 4.11.7.
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2. Esse item é conseqiiéncia do fato de ¢ > 1 e |b| < v/¢2 — 1, pois disso concluimos que

c+1—=1]b|>c+1=-vV2=1>0ec—1|b| >c—+c?—1>0,logo 24/c— |b] > 0.

3. Note primeiramente que como X D Xy, temos que Xp, # (). Agora para mostrarmos que
Yy C O9(Q), devemos mostrar que qualquer ponto (b, ¢, d, e) € 3y, temos Q(b, ¢, d, e) #
0, ou seja, nenhuma raiz de () esta em ;. Vamos proceder da mesma forma que

procedemos na demonstracao do Lema 4.11.5.

Para (b, ¢) fixado, vamos calcular a distancia da origem a curva Q(b, ¢, d, e) = 0. Devido
a simetria do polinomio (), conforme ja discutimos, esta distancia esta sobre a diagonal
B ={(d,e) € R? | d = e}. Vamos considerar somente pontos no primeiro quadrante
d > 0, e > 0. A interseccao da diagonal B com o polinomio (), nos da o seguinte

polinoémio
Q(b,c,e,e) = DY (b,c,e,e)D™(b,c,e,e)(2e+8(c+1))(2e—8(c+1))(—b+c—e?) (b+c—e?)
b—c—1=2e)(b—c—1+2e)(b+c+1—2¢e)(b+c+ 1+ 2e).

Ao resolvermos Q(b, ¢, e,e) = 0, podemos desconsiderar da solucao os termos DT (b, ¢, e, €)
(devido a simetria com D~ (b, c,e,e)), 2e £ 8(c + 1) (pois estes estao suficientemente
longe da origem) e os termos b —c — 1 — 2e e b+ ¢ + 1 + 2¢, pois os valores do
parametro e obtido sao negativos. Resolvendo entao os termos restantes e lembrando
que e > 0, temos os seguintes pontos, P = (8(b,c),0(b,c)), Py = (v/e —b,\/c — D),
Py = (VeTheTD), Py = (c%—l—b,c—kl—b) e P — <c—|—1+b)c+1+b)'

2 2 2 2
Temos, portanto, as seguintes distancias

dalb,¢) = = (e + 1= |b)

Consideramos 6(b,c) = min{&;(b,c), i = 1,2,3}. Para cada (b,c) € R?, (b,c) é a
distancia minima entre I',. e a origem. Agora basta considerarmos a reta tangente

a I'y . em seu ponto mais préximo da origem, essa reta tem equagao d + e = n(b, c).
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Por fim, considerando a simetria do sistema, temos uma outra reta (quando d < 0 e
e < 0) de equagao d + e = —n(b,c), no qual a regiao limitada por essas retas estd
contido em ©y(Q). Fazendo (b,c) variar em R? concluimos que o dominio conico

aberto ¥, C 0y(Q), conforme queriamos demonstrar.

|
Conforme b se aproxima de ++/¢2 — 1 o dominio ¥, muda rapidamente de forma, vamos
definir um subdominio nao vazio, ¥, C %, (ver Figura 4.10) e darmos uma nova versao do

Lema 4.11.9 para esse novo subdominio.

Figura 4.10: Projecao m,.(2,) (dados por bordos explicitos), onde Z_1 . 4. admite rbitas

um periddicas passando por {ay = 1}.

Lema 4.11.10. O dominio conico aberto semi-algébrico dado por
Se={bede) | e>1, pl<VET, |d+e| <iilbc)}

com

|
(b, c) :min{—,2,c+1— b],2/¢c — \b|}

5+3c
¢ ndo vazio e ¥, C O¢(Q).

Demonstragao. Primeiramente, é claro que ¥, é ndo vazio, pois pontos da forma (0, ¢, 0,0) €

Y. para ¢ > 1. Fixemos b,c com ¢ > 1 e |b] < v/¢? — 1, e denotemos por e = (b, c) a raiz
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positiva de B, .(e) = D~ (b,c,e,e). Logo P, .(0(b,c)) = 0, ou seja:
0(b,c) (44 (6¢c+2)0(b,c) +46(b,c)*) = —b* — 1.
Caso 0(b,c) > 1, considere 0(b, c) = 1, Por outro lado, se (b, c) < 1, temos:
0(b,c) (44 (6¢+2)0(b,c) +40(b,c)*) < 0(b,c) (10+6¢)

ou seja,
2 -1
O(b,c) >
10 + 6¢

Counsidere entao

2 2_1
ﬁ(b,c):min{c+1—|b|,2\/c—|b|,20(b,c)}:min{c—|—1—|b|,2 c— b, 2, ¢ 5f3 _}.
c

Para tal 71(b, ¢), aplicando o Lema 4.11.9, concluimos que 3, C 04(Q), conforme queriamos

provar. m

4.12 Existéncia de Orbitas Periédicas para Z,pcde € {2

Em maos dos lemas feitos na se¢ao anterior, estamos aptos a mostrarmos a existéncia de
orbitas 1-periédicas para campos de vetores Z,p 4. € §2,. Para garantirmos a existéncia de
tais drbitas, é necessario termos as equagoes (4.16) satisfeitas e que a condi¢ao do sinal de

Sturm nao se altere. Temos as seguintes proposicoes.

Proposicao 4.12.1. Seja Z,pcae € 2 € po € Hy com py = (0,0, a3, 04). Existe uma
unica orbita v passando por py que € reqular, 1-periddica de periodo 4 |oy| desde que ag =
1 4 b

d
Zai, a3 = —5042, a=-1,c>1,|d+e|<v2c—1-1, |b] <w(c,d,e)™ ! |ay|.

Demonstracao. Pelo Coroldrio 4.11.2 e Lema 4.11.8, existe uma érbita periddica de Z, g ¢ d.
passando por (0, ag, s, 1). Pelo Lema 4.11.3, podemos extender e existéncia de tal érbita
1-periédica desde que as condigoes do sinal de Sturm nao modifica. Observe que sob as
hipéteses da proposicao, v/2¢—1—1 < 8(c+1). Aplicando o Lema 4.11.6, temos que se
b] = w(e,d, e)™! |ayl, entdo |b] < |c—ed| e |b] < c+1—|e+d], ou seja, as condigdes do sinal
de Sturm nao se altera. m

Para ay = 1 temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 4.12.2. Seja Zgpca.c € Sy, coma = —1. Considere as notagoes do Lema 4.11.10

e assuma que (b, c,d,e) € ¥e. Entao Zgpca. tem uma drbita 1-periddica passando pelo ponto

1 b d
(0, a9, 3, 1) se e somente se ag = 3T a3 =—g5.
Demonstracao. Pelo Lema 4.11.2, as condi¢oes necessarias para que tenhamos uma orbita
1 b d
1-periédica para Z,p 4., passando por (0, as, as,1) é que ag = 371 e a3z = —5 Agora

essa condicao é suficiente desde que a condicao do sinal de Sturm nao se altera, mas isso é
verdade pois como estamos tomando os parametros em X, e pelo Lema 4.11.10, ¥, C ©¢(Q),
temos que a condicao do sinal de Sturm nao se altera. m

Devemos observar que Oy() ndo é a componente conexa maximal onde as drbitas
1-periddicas (passando por ay = 1) existem. Por exemplo, considere Z_j46_1. Temos
que Q(0,4,6,—1) = 0, portanto o ponto (0,4,6,—1) ¢ ©¢(Q). Contudo o campo de vetores
Z_10.4,6,—1 tem uma orbita 1-periddica passando pelo ponto | 0, —3 —3,1 | (ver Figura4.11).
O tnico modo de construir a componente conexa maximal, onde as 6rbitas 1-periddicas per-

sistem, é considerar a Decomposi¢ao Cilindrica Algébrica completa.

Figura 4.11: Orbita 1-periédica de Z_1,0.4,6,—1 passando pelo ponto (0, —%, -3, 1) e{ay =1}

4.13 Lacos Singulares Um-Periédico

Vamos, a seguir, apresentar um resultado de orbitas 1-periddicas para laco singular

1-periédico.
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Proposicao 4.13.1. Seja Z € Q,,, tal que a = —1, ¢ > 1, b= 0. Desde que p*(c,d,e) p~(c,

de) =0, ele+d < c+1, Z_10cea tem uma unica trajetoria periddica passando por

1
(0, g, 03, 1) com ay = —3

po e p1 = (0, —asg, a3, —1), de periodo 4, e tendo pelo menos uma singularidade de dobra

, Q3 = —5 encontrando Hy em dois pontos requlares distintos

parabolica ¢ em Hy. A orbita correspondente é um laco singular 1-periodico.

Demonstragcao. Suponhamos que a = —1 e a4 = 1. Realizando uma decomposicao
cilindrica algébrica sobre a curva I'g. e com a hipétese de que |e + d| < ¢+ 1, existe uma
unica componente conexa contendo (e,e) e uma componente conexa contendo (—e, —e).
Considerando o caso d = e (veja figura 4.7) e o Lema 4.11.2, existe uma unica 6rbita
periédica passando pelo ponto py = (0, ag, a3, 1) com ay = —% ez = —5. Essa Orbita
encontra Hy em py e p1 = (0, —aw, a3, —1) e tem periodo 4. Resta mostrar que essa orbita
tem pelo menos uma singularidade de dobra do tipo parabdlica em q € H,.

Para que tenhamos uma dobra parabdlica para e (respectivamente para —¢), devemos

ter:

2(7e(v))

L r3(v) = v(v — 2e¢)

ter uma raiz dupla &;
2. essa rafz & é tal que 0 < |£] < 2e].

Para que 75 tenha uma raiz dupla, seu discriminante tem que ser nulo e ja vimos que isso

é verdade se, e somente se,
1—c+d*+e*+2ed(c+2)—2e(e’d+ed* +e+d) =0

ou seja, se pt(c,d,e) =0.
De modo andlogo, temos que r, ° tenha uma raiz dupla se, e somente se, p~(c,d,e) = 0.

agora para mostrarmos a segunda condicao, recordemos que, sob as hipdteses da proposicao,

rE(v) = %(—e(c 1) 4d+ e+ i@ - e(d+e)v+ ie(c ~ ed)

e entao essa raiz £ é descrita como

ed+e)—c—1  d+e—cg(c+1)

&= —€(c+1)+d+e_€d+e—5(c+1)

= E.
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Portanto 0 < [£| < 2l¢|. =

Considerando d = e, a Figura 4.12 esboca um exemplo de laco singular 1-periddico.

08
08

-06
-08
-1

015 01 0.05 0 -0.05 0.1

x1(t)

3—1
Figura 4.12: Lago singular 1-periédico de Z_1 2., com e = \/_2 .

4.14 Prova dos Teoremas Principais

Vamos agora demonstrar os principais teoremas enunciados no inicio da Secao 4.10.

Prova do Teorema 4.10.1

Demonstragdo. Vamos supor que a = —1, ¢ > 1, [b] < V2 =1, |[d+e| < vV2c—1—1
e denotemos por o; = bw(c,d,e) e seja a, tal que |a] > || = |blw(e,d,e), logo |b] <
w(e,d,e)"al|. Entao pela Proposigiao 4.12.1 o campo de vetores Z, 4. 4. tem uma familia
a l-pardmetro de Orbitas regulares 1-periédicas de periodo 4|a| passando pelo ponto ay =
—éoﬁ — Zoﬂ, g = —gaQ, a4y = a. Com isso, mostramos os {tens (3) e (4). Agora claramente
P, é uma superficie conica semi-algébrica e se b = 0, entao o; = 0 e podemos aproximar de
0 por parametros « # 0, ou seja, faz sentido calcularmos ili% Po. Logo 0 € Py se b=0.

Por fim, o item (5) segue como conseqiiéncia das Proposigoes 4.12.1, 4.13.1 e do Lema

411.1. m
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Prova do Teorema 4.10.2

Demonstracao. Seja Zypeae € p coma = —1, b =0, ¢c > 1, |[d+el < c+1e

pt(e,d,e)p~(c,d,e) = 0. Pela Proposicao 4.13.1, existe um lago singular 1-periédico pas-
1 d

sando pelo ponto py = (0, s, a3, 1), com ay = —3 ey = —5 Agora, considerando a

aplicacao &) definida no Lema 4.11.1. Essa aplicagao agindo no laco singular 1-periédico de
Z_10.c,d. Produz uma familia -, a 1-parametro de lagos singulares 1-periédicos para o campo

de vetores Z_1 ¢ q. de periodos 4|A|, conforme queriamos. m



CAPITULO 5

Estudos Futuros e Consideracoes Finais

Vamos apresentar nesse breve capitulo os estudos que podem ser feitos futuramente, seguindo
a linha de apresentacao deste trabalho e algumas consideragoes finais sobre a tese.
Recordemos que em R*, trabalhamos com uma classe de campos vetoriais nao reversiveis,
proveniente de perturbagoes da forma normal de Anosov. Classificamos as singularidades por
meio da equivaléncia fraca e obtemos condicoes necessarias e suficientes sobre os parametros

para que tivéssemos familias a 1-parametro de érbitas 1-periédicas.

5.1 Estudos Futuros

Um trabalho que estamos desenvolvendo para essa classe de campos de vetores, visa obter a
forma normal da transformacao primeiro retorno associada. Para isso, estamos utilizando o
software Maple 9, para desenvolver um algoritmo que nos dé essa forma normal até a ordem
3. Esse trabalho esta em vias de conclusao e redacao.

Um segundo trabalho j4 iniciado, é sobre classes de campos de vetores em R3, nao

provenientes da forma normal de Anosov. Por exemplo, considere

T = y+OZZ2 +€1($7y7z)
Zoa = §=Az+&(n,y, 2)
z= A+§3($,y,2>

onde A = +sgn(z), a € (R,0) e (&) >5—14,i=1,2,3.

123
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Essa familia a l-parametro é p-reversivel, com ¢(z,y,2) = (—x,y,2) e é derivada de
perturbagoes do sistema

para o qual verificamos a existéncia de uma regiao conexa no plano (y, z) onde, condigdes
iniciais nessa regiao nos fornecem orbitas periddicas.

Para a familia X,, por meio da decomposicao cilindrica algébrica e, considerando z = 1,
encontramos também uma regido conexa em («,y) tal que, condigdes iniciais nessa regiao
nos fornecem também orbitas periddicas.

A idéia de estudos futuros para essa classe de campos de vetores seria obter a classificagao
genérica dos tipos de singularidades, verificar a existéncia de determinadas propriedades tteis
na compreensao da dinamica do sistema e estudar perturbagoes mais gerais dessa familia.

Outro projeto seria o de estudar regularizagoes (ver Defini¢oes 5.1.1 e 5.1.2) e bi-regulari-

zacoes de campos de vetores descontinuos em R* via perturbacao singular e cuja variedade de

descontinuidade tem codimensao 2. Para uma introducao geral da teoria das perturbagcoes
singulares, ver [F1].

De uma forma geral, uma perturbagao singular é um campo de vetores a (k + 1)-
parametros em R" da forma

com f; € C", 1=

(5.1)

1,--,n,x € U C R" aberto, a € (R¥,0) e ¢ € (RT,0).

Nesse contexto, =’ denota a derivada de x com relacdo a 7. Podemos considerar um

rescalonamento do tempo ¢ = e7 e reescrever a equagao (5.1), como

;= fi(r,a,e), 1<i<n-—1

(5.2)
ety = fulz,a,€)

A equagao (5.1) é chamado de sistema rdpido, enquanto que (5.2) é o sistema lento.
Estudos recentes nessa area (como por exemplo, [BP1], [BST] e [LST]) mostraram, entre
outros, que o processo de regularizacao de campos de vetores descontinuos, produz proble-

mas singulares, no qual a variedade de descontinuidade é a variedade centro. Uma outra
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relagdo entre essas dreas é que trajetérias de campos de vetores deslizantes (ver Capitulo 1),

correspondem a solucoes do problema de perturbagoes singulares para € = 0, isto ¢,

= fi(r,0,0), 1<i<n-—1
fo(z,0,0) =0

O problema principal é detectar conjuntos minimais (érbitas periédicas, 6rbitas ho-
moclinicas e toros invariantes) para X. e ¢ # 0.
Vamos definir a seguir o que é uma regularizagao de sistemas descontinuos. Ferramenta

esta introduzida por Sotomayor-Teixeira em [ST1].

Definicao 5.1.1. (func¢ao de transi¢ao)
Uma funcgao de transi¢ao é uma fungio C*, B : R — R tal que f(t) = 0 set < —1,
Bt)y=1set>1ep(t)>0sete(—1,1).

A partir dessa funcao de transicao, definimos o que vem a ser uma (y-regularizacao de

um campo de vetores Z € Q2.

Definigao 5.1.2. ((3,-regularizagdo)
Seja Z = (Z., Z_.) € Q e f uma fungao de transicao. A [x-regulariza¢ao de Z é uma

familia a 1-parametro de campos de vetores Zy € X*°(R™) dada por
Zx(q) = (1 = Bx(h(q))) Z-<(q) + Br(h(q)) Z:(q)
onde By\(t) = i
(0 =5(5):

Geometricamente, o que essa técnica faz é considerar uma faixa de largura 2\ sobre Hy,
onde fora dessa faixa, o campo de vetores regularizado Z, coincide com o campo Z. ou Z__,
dependendo de onde consideramos o ponto ¢, e dentro dessa faixa, temos um novo campo
C*. Umas das vantagens de se usar essa técnica, é que agora podemos aplicar para esse

novo campo de vetores, todas as ferramentas conhecidas de sistemas continuos.
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5.2 Consideracoes Finais

Ao término desse trabalho, concluimos que dos quatro diferentes tipos topoldgicos de cam-
pos de vetores descontinuos em R*, classificados por Anosov em [A], a existéncia de 6rbitas
peridédicas e sua persisténcia para determinadas perturbacoes s6 ocorre em duas dessas
classes.

Para os campos do tipo dobras, verificamos a existéncia dessas orbitas em trés tipos de
dobras consideradas, as dobras simplesmente integraveis, dobras do tipo sela e dobras do
tipo eliptica.

O outro tipo topolédgico de campos de vetores descontinuos para o qual foi verificado a
existéncia dessas Orbitas periddicas foi para a classe de campos de vetores do tipo rabo de
andorinha. Para essa classe de campo, estudamos perturbagoes nao reversiveis e descrevemos
regides conexas no espago de parametros onde garantimos a existéncia dessas érbitas. Além
disso, para essa classe de campos, fizemos a classificacao genérica das singularidades que

ocorremnl.



APENDICE A

Bases de Grobner

A base de Grobner é uma ferramenta bastante utilizada em diversas dreas da matemaética,
engenharia e computacao e tem-se mostrado muito eficiente na resolucao de varios proble-
mas, por exemplo, na teoria dos cddigos [FG|, no processamento de imagens [LXW] e no
tratamento de enzimas [B]. Citaremos a seguir trés pontos dentro deste tema que fornecem

a este trabalho um auxilio inestiméavel.

1. Seja I =< f1,- -, fn, > um ideal de Kz, - - -, x,], para K corpo. Se f € K[z, - -, z,],

entao queremos verificar se f € I e, caso afirmativo, encontrar vy, -+, v, € K[xy, -, 2]

n
tal que f = szfz
i=1
2. Determinar se dois ideais I e J de K[zy, - - -, z,,] sdo iguais.

3. Encontrar uma base do K-espago vetorial K[xy, - - -, z,]/I.

Em nosso trabalho, a base de Grobner é aplicada para a obtencao de condigoes necessarias
para encontrarmos érbitas periddicas de nossa familia de campos de vetores.

A base de Grobner foi introduzida em 1965 por Bruno Buchberger [B2], em seu trabalho
de tese, em homenagem ao seu orientador de tese Wolfgang Grobner. Contudo, as idéias
fundamentais da caracterizacao abstrata da base de Groébner foram antes exploradas por
Macauly [M] no inicio do século, e por Hironaka [H2] em 1964.

A idéia bésica atras dessa teoria, pode ser descrita como uma generalizacao da teoria dos

polinémios em uma varidvel. Em um anel de polinomios K[z], onde K é um corpo, qualquer
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ideal I pode ser gerado por um unico elemento, a saber, o maximo divisor comum dos
elementos de I. Dado qualquer conjunto de geradores {fi,- - -, f.} C K[z] para I, podemos
calcular (usando o algoritmo de Euclides) um tnico polinomio d = m.d.c.(f1,---, f;), tal que
I =< fi,-++, fr >=<d >. Entao um polindémio f € Klz] estd no ideal I se, e somente se,
o resto da divisao de f por d é zero. As bases de Grobner sao o andlogo ao maximo divisor
comum no caso de varias variaveis, no seguinte sentido. Uma base de Grobner para um ideal
I C K[zy,- -+, x,] gera I, e um polindémio f € K[zy,- - -, z,] estd em I, se e somente se, o
resto da divisao de f pelos polinomios da base de Grobner é zero.

A seguir, vamos introduzir as ferramentas necessarias para definirmos as bases de Grobner.

No decorrer do texto, vamos denotar por K um corpo.

Definicao A.0.1. (Espago Afim) Seja n um inteiro positivo. Definimos o espago afim

n-dimensional sobre K, como sendo o conjunto K" = {(ay,- - -, a,) | a; € K}.

Seja f € K[zy, - - -, z,], denotamos por V' (f) o conjunto das solugdes das equagoes f = 0.

Mais formalmente.

Definigao A.0.2. (Variedade Afim) Sejam f1,-- -, fs € K[zq,- -+, x,]. O conjunto
Vfi, oo fo) ={lar, - an) € K" ¢ fiar, -+ an) =0, 1 <i < s}

€ chamado variedade afim definida por fi,- - -, fs.

Em particular, se as fungoes f; da Definicao A.0.2 forem lineares, a variedade afim V(1)
¢é dita variedade afim linear. Nesse caso, existe um método bastante 1til para encontrarmos
a variedade V'(I), que é o método da eliminacao de Gauss. Quando queremos encontrar a
variedade afim V' (I), mas os polinémios envolvidos nao sao lineares, esse problema pode se
tornar extremamente complicado. Para isso, a base de Grobner é um método equivalente
ao método da eliminacao de Gauss, pois o processo de encontrar uma base de Grobner para
um ideal I, consiste em encontrar um conjunto de geradores I’ para I, de tal forma que
V(I =V().

Vamos agora, estabelecer uma ordem em K[z, - - -, x,]. Para isso, basta estabelecermos

uma ordem nos monomios de f € Klzy,- -+, z,]. Note que cada monomio de f, pode ser
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obtido a partir de uma n-upla (aq,- - -, a,,) € Z%,', por a{'zy? - - - 29, Logo existe uma

relagdo injetora entre os monomios de K[z, - - -, z,,] com Z%,. Portanto, qualquer ordem
“>"7 que estabelecemos no espago ZZ,, nos da uma ordem sobre de Klzy, - - -, z,].
Vamos definir sobre de K[z1, - - -, z,] a ordem lexicogréfica, que é a ordem que usamos no

trabalho. Contudo, vale lembrar que existem outras ordens sobre de Kzy, - - -, x,].

Defini¢ao A.0.3. (Ordem Lewicogrdfica) Sejam o = (au,- -+, ap) € = (B, -+, Bn) € ZZ,.
Dizemos que o > [3 se o vetor diferenca o — 3 € Z", isto €, se a primeira entrada nao nula

a esquerda de o — 3 € positiva. Escrevemos @ > P se a > 3.

Definicao A.0.4. Seja f = Zaa:co‘ um polinémio nao nulo em Klxy,- - - x,] e fitemos

(0%
“>" uma ordem (no nosso caso, a ordem lexicogrdfica) neste conjunto.

1. O multigrau de f é:

multideg(f) = mar{a € Z%, | aq # 0}.
2. O coeficiente principal de f é:

LC(f) = Qmultideg(f) e K.

3. O monomio principal de f é:

LM(f) = am™utides(§) ¢ K, com coeficiente 1.

4. O termo principal de f é:

LT(f) = LC(F) - LM(f).
Definigao A.0.5. Seja K[z, - - -, x,] um ideal nao nulo.

1. Denotamos por LT(I) o conjunto de todos os termos principais dos elementos de I, ou

seja,

LT(I)={cx™ | 3f € I com LT(f) = cx“}.

2. Denotamos por < LT (I) > o ideal gerado pelos elementos de LT (I).

1Z72‘0:{(a17...’an) c7Zm 041‘207Vi=1,~--,n}.
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Observagao A.0.1. Note que se I =< fi,-- -, fs >, entao < LT(f1),- -, LT(fs) >C

< LT(I) >, mas a inclusdo contrdria nem sempre é verdadeira, como mostra o exemplo:

Se I =< x® —2zy, 2%y —2y*+x > e a ordem considerada € tal que o> se |a| = Z a; >
=1
Zﬁi = |B|, ou se |a| = |B| e @ > B na ordem lexicogrifica. Entao,
=1

2? € 1 pois 2° = x(2%y—2y° + 1) —y(2® —22y) = LT(2*) = 2* € LT(I) = 2> €< LT(I) > .
Contudo, LT (z3 — 2xy) = 23 e LT (2*y — 2x + y) = 2%y, logo x> ¢< 23, 2%y >.

Em maos de todas essas defini¢oes, estamos prontos para definir o que é uma base de

Grobner.

Definigao A.0.6. (Base de Grébner) Fizemos uma ordem nos monémios. Um conjunto
finito G = {g1, -+, g1} C I € uma base de Grobner de I, se e somente se, o termo principal

de qualquer elemento de I € divisivel por um dos elementos LT (g;) para algum i.

Observe que a Definicao A.0.6 nao nos garante que essa base existe. Contudo, essa base
realmente existe para todo ideal I nao nulo, para se certificar disso, veja [AL] pdg. 34.
O algoritmo de construcao dessa base, manualmente, nao é tao simples, dependendo dos

polinémios do ideal I. A seguir, vamos descrever tal algoritmo.
Definigao A.0.7. Sejam f,g € K[xq,- - -, x,] polinomios ndo nulos.

1. Se multideg(f) = « e multideg(g) = [, entdo seja v = (71, -+, Va), onde v; =
max(cy, 3;), 1 <i<n. Chamemos x7 o minimo maltiplo comum de LM (f) e LM(g),

escrevemos 7 = m.m.c.(LM(f), LM(g)).

2. Definimos o S-polinomio de f e g como:

7 x7
D= ! T e
Definicao A.0.8. Considere em Klzy,- - -, x,] um algoritmo da divisao, e seja
f € Klxy,- - -, z,]. Escrevemos por 7F para o resto da divisao de f pela t-upla ordenada

F= (fla T '>ft)7 onde f’L € K[xb T '75Un]-
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Teorema A.0.1. Seja I um ideal polinomial nao nulo. Entao uma base G = {g1,--+,9:} para
-G
I é uma base de Grobner para I, se e somente se, para todo pari # j, temos S(g;,9;) =0,

para alguma ordem.

Exemplo A.0.1. Considere K[x,y] com a ordem descrita na Observa¢ao A.0.1 e seja
I =< fi, fo >, onde f| = 23 — 2xy, fo = 2%y — 2> + x. Vamos calcular a base de Grobner

para 1
Seja G = {f17f2}7

LT(f1) =2° e LT(f2) = 2°y = v = (3,1) e 2” = 2%y.

Dai,
.1'3 gj3
S(f1, fo) = .7:_5/@3 — 2zy) — xTZ(xzy — 2y + 1) = 23y — 20 — 2Py + 20y” — 2 = —2?
e portanto
G
S(fi, fa) = —z2 #£0.
Portanto, G nao é base de Grébner para I. Consideremos entio f3 = —x? ¢ G =

{f1, f2, f3}, verifiquemos se Gy € base de Gréobner para I.

Temos que S(f1, f2) = f3, logo mGl = 0. Além disso, S(f1, f3) = x> — 2xy —
(—z)(—2?) = —2zy, entdo mGl = —2xy # 0.

Considere fy = —2xy e Gy = {f1, fa f3. f1}, dai S(F, f2) " = S(fn, f) =0,

$2

S(f1, fa) = y(a® — 2zy) — <—3) (—2zy) = —2zy* = yfs = S(f1, f4)02 =0

———G
e S(fa f3) = =24 + &, logo S(fa, f5) * = =24 +x # 0.
Por fim, considere fs = —2y* + x e G3 = {f1, fa, f3, f1, f5s}. Para tal conjunto, temos

S f) P =0,V1<i<j<5
Logo, pelo Teorema A.0.1 temos que G5 € base de Grobner para I.

Quando construimos a base de Grobner para um ideal I, pode acontecer de adicionarmos
alguns polinomios desnecessarios. Para eliminarmos tais geradores desnecessérios, temos o

seguinte lema.
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Lema A.0.1. Seja G uma base de Grébner para um ideal I. Seja p € G um polinomio tal
que LT(p) €< LT(G — {p}) >, entio G = G — {p} ¢ também uma base de Grébner para I.

A base de Grobner obtida através desse lema é dita ser uma base de Grobner minima.

Mais precisamente.

Definigao A.0.9. (Base de Grébner Minima) Uma base de Grébner minima para um ideal

I, é uma base de Grobner G para I tal que:
1. LC(p) =1, ¥p € G;
2. Para todop € G, LT (p) ¢< LT (G — {p}) >.

Exemplo A.0.2. No Ezemplo A.0.1, vimos que G = {f1, fo, f3, [1, [5} = {23 — 22y, 2%y —
2% + x, —x? —2xy, —2y*> + x} é uma base de Gréobner para I =< fi, fo >. Vamos calcular

a base de Grobner minima para G.

1. Multiplicando por constantes tal que LC(f;) =1, para 1 < i <5. Obtemos
6= {o 20ty 2P o - G| = o )
2. Eliminando agora os termos desnecessdrios, temos
LT(f) =2 = 2(2®) = afs e LT(fy) = 2%y = x(vy) = o f;.
Portanto, podemos eliminar da base Gy, os polinémios fi e fa e nenhum outro polinémio,
obtendo com isso, a base minima para G, como sendo G = {fs, f1, f5} = {xQ, xy, y? — %:L‘}

Dado um ideal I, podemos ter mais de uma base de Grobner minima pra I, por exemplo,
basta mudarmos a ordem nas variaveis. Para que tenhamos unicidade, devemos impor uma
condicao sobre os monémios, essa nova base que obtemos, recebe o nome de base de Grobner

reduzida. Mais precisamente.

Definigao A.0.10. (Base de Grébner Reduzida) Uma base de Grébner reduzida para um

ideal I, € uma base de Gréobner G para I, tal que
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1. LC(p) =1, ¥p € G;
2. Para todo p € G, nenhum mondmio de p estd em < LT(G — {p}) >.
No Exemplo A.0.2, a base G = {x2, 2y, y* — %x} é uma base de Grobner reduzida para

I =< 23— 2xy, 2%y — 2y% + 2 >.

Apresentamos nesse apéndice, uma breve descricao sobre as bases de Grobner. Caso o
leitor queira um estudo mais completo sobre esse assunto, os seguintes livros [CLOS]| e [AL],

sao altamente recomendados.
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