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Resumo

Neste trabalho, abordamos o problema da determinacao de pontos de inter-
seccao de n esferas no R". Este problema, além de ser importante matemati-
camente, € um problema com muitas aplicacoes, que vao desde a localizacao de
pontos no globo, pelo sistema GPS, até a posicionamento de dtomos em estru-
turas moleculares. O problema de encontrar a intersec¢ao de n esferas no R™ ¢,
em geral, formulado como um conjunto de n equacoes nao-lineares, onde se deseja
determinar a sua solugao através de um método eficiente e confiavel. Mostramos
que, com excecao de alguns casos, o problema ¢é geralmente resolvido de forma
eficaz, empregando técnicas de algebra linear. Reformulamos o problema de forma
a converte-lo em um problema linear e apresentamos dois métodos baseados na
decomposi¢ao de matrizes. Testamos os métodos para casos particulares de baixa
dimensao, analisando o custo computacional e possiveis dificuldades que podem

surgir devido a erros de medicao.

Palavras-Chave: Interseccao de Esferas, Decomposicao LU, Decomposicao QR.



Abstract

We consider the problem of determining the points of intersection of n spheres
in R™. This problem has many applications, such as the location of points on the
globe by the GPS system and problems related to molecular geometry optimiza-
tion. The problem of finding the intersection of n spheres in R" is generally
expressed as a set of nonlinear equations, where we want to establish an efficient
and reliable method to find their solution. We show that, in general, the problem
can be solved effectively employing techniques of linear algebra. We reformu-
late the problem in order to transform it into a linear problem and present two
methods based on the decomposition of matrices. We also test the methods in
small instances and analyze the computational cost and possible difficulties that

may arise due to errors of measurement.

Keywords: Intersection of Spheres, LU decomposition, QR decomposition.
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Introducao

O problema de determinacao de pontos de interseccao de n esferas no R”,
além de sua importancia matematica, tem muitas aplicagoes. Podemos citar,
por exemplo, no caso tridimensional, aplicacoes em problemas na navegacao, no
posicionamento de atomos especificos em estruturas de cristais, na reconstrugao
geométrica do tronco humano em experiéncias cardiolégicas, no “Problema do
Pentaclo”, além de muitos outros problemas que envolvem distancias geométricas.

Para maiores detalhes, veja [1], [5] e [9].

No caso da navegagao [1], por exemplo, a aplicagdo consiste em geral na uti-
lizacao da tecnologia GPS, abreviatura para “Global Position System”. Esta, por
sua vez, utiliza uma constelacao de 24 satélites orbitando em torno da Terra, a
uma altura de 20.200km acima do nivel do mar, com a finalidade de determinar a
posigao precisa de um ponto na superficie do planeta. Em qualquer ponto do globo
terrestre ha sempre pelo menos quatro satélites visiveis. Cada satélite possui um
relégio atomico que transmite constantemente um sinal contendo dados sobre a
hora atual (com altissima precisdo) e a sua posi¢ao no espago (latitude, longi-
tude e altitude). Existe uma “estacao master”, localizada no Colorado (USA),
que, com o auxilio de cinco estagoes de gerenciamento espalhadas pelo planeta,
monitora o desempenho total do sistema, corrigindo as posi¢oes dos satélites e re-
programando o sistema com o padrao necessario para que a posicao determinada
de qualquer ponto seja a mais precisa possivel. O satélite envia um sinal que é

recebido pelo receptor que, por sua vez, determina a distancia do mesmo. Isto
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é possivel porque o receptor, ao receber o sinal, compara-o com outro que tem
pré-definido para o satélite naquele instante e, assim, determina a quanto tempo o
sinal foi emitido estabelecendo a distancia que este se encontra. A partir de uma
primeira distancia ao satélite, é possivel afirmar que nos encontramos sobre uma
superficie esférica imagindaria com raio igual a essa distancia e centro no satélite,

ver Figura 1.

Figura 1: Localizacao a partir de interseccao de esferas imaginarias.

Utilizando os dados das distancias de trés satélites, os pontos de interseccao
entre as esferas reduzem-se a dois. Ao utilizar-se um quarto satélite fixo em
Terra, é possivel desprezar um dos pontos (impossivel no sentido fisico, pois
em geral é um ponto fora do globo) e obter, entdo, um ponto de localizacao.
Como os receptores nao possuem relégios atomicos, obtemos na verdade distancias
aproximadas. A precisao do tempo é essencial na operacao do GPS, pois um erro
de um microsegundo (107%s) no registro do lapso do tempo, desde a transmissao
até a recepgao, resulta em um erro de 300m. Caso nao se obtenha uma intersecg¢ao
para as esferas, o receptor automaticamente adiciona ou subtrai tempo ao seu
relogio até obter distancias aos satélites que se intersectam num tinico ponto, ou

seja, a nossa posicao exata.
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O problema de encontrar a interseccao de n esferas no R” é, em geral, facil-
mente formulado como um conjunto de n equagoes nao-lineares, onde deseja-se
determinar um método eficiente e confidvel para encontrar sua solugao. Mostra-
remos que, com excecao de alguns casos, o problema é geralmente resolvido de
forma simples e eficaz, empregando-se técnicas de algebra linear. Em algumas
aplicagoes, os raios das esferas nao sao conhecidos ou nao podem ser determinados
facilmente. Isto pode levar a dificuldades, particularmente quando o ponto procu-
rado estiver “préximo” da variedade afim? definida pelos n centros das n esferas.
Nestes casos, o mais apropriado seria formular o problema como um Problema de
Minimos Quadrados, a fim de determinar uma “solucao aproximada” que mais
se adeque ao problema.

De forma geral, se as coordenadas de n pontos no R" forem conhecidas e
tivermos que determinar as coordenadas de um certo ponto desconhecido quando
forem conhecidas as distancias deste ponto aos outros pontos, entao isto é clara-
mente equivalente a encontrar os pontos de interseccao de n esferas no R™. De
fato, a partir de cada distancia, temos que o ponto desconhecido esta sobre uma
esfera de centro no ponto conhecido e raio igual a distancia. Assim, dadas n
distancias, o ponto a ser determinado estd na interseccao das n esferas. Esta
interpretacao permite uma prova geométrica simples de que havera pelo menos
dois pontos na interseccao das esferas, pois se x € R" é uma solucao do problema,
entao a reflexao de x em relacao a variedade afim gerada pelos n pontos dados
também serd solucao. No R?, temos que a solucao zs é a reflexao da solucao 1,

em relagao ao plano definido pelos centros das 3 esferas, (veja Figura 2).

2veja definigao (1.1.5), no préximo capitulo.
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Solupdes Eefletidas =

Figura 2: Solucgoes refletidas.

O problema do Pentaclo é uma ligeira variacao deste ultimo problema. No
caso tridimensional, o problema consiste em determinar a distancia entre dois
pontos distintos 1 e 2 utilizando para isso, as distancias de cada um em relacao
a trés pontos conhecidos. Duas solucoes sao possiveis, a primeira sera quando 1
e 2 estiverem do mesmo lado em relacao ao plano que contém os trés pontos e
a segunda serd quando 1 e 2 estiverem em lados opostos em relagao ao mesmo
plano. No caso geral, novamente, teremos dois pontos no R" de coordenadas
desconhecidas e deseja-se encontrar a distancia entre eles tendo como referéncia
as distancias de cada um em relacao a n pontos conhecidos.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 1 abordamos
algumas definicoes basicas de algebra linear, com destaque para definicao de
vetores afins independentes (1.1.2), situacao em que se encontram os centros

das esferas em boa parte das aplicagoes reais [5]. Prosseguindo, apresentamos
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as defini¢oes de matrizes ortogonais, matriz de Householder e matriz de Givens,
usadas na construcao da decomposicao QR de matrizes.

Os metddos da eliminacao gaussiana e decomposigoes LU e QR, sao o foco
do segundo capitulo, que tem como objetivo descrever as técnicas matriciais que
serao utilizadas na formulacao dos métodos para encontrar os pontos de inter-
seccao das esferas.

No capitulo 3, apresentamos o problema central deste trabalho. Formulado
através de um conjunto de n equacoes nao-lineares, o problema da determinacao
dos pontos de interseccao de n esferas no R”, é reescrito através da aplicacao
de técnicas de algebra linear, sendo a solucao determinada através da utilizacao
dos métodos de decomposicao LU e QR. Os métodos sao testados para casos
particulares no R? e no R?, comparados quanto a eficicia e avaliados quanto ao
custo computacional.

No quarto capitulo analizamos as condigoes de existéncia da solucao do pro-
blema e o efeito dos erros de medicao na determinacao desta solu¢ao. Por fim,
fazemos algumas consideracoes sobre as pespectivas de abordagem e aplicacao

deste problema no contexto académico e cientifico.



CapiTULO 1

Conceitos Basicos

1.1 Definicoes basicas de algebra linear

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢coes bésicas que estao intima-
mente ligadas ao corpo deste trabalho. Apresentaremos conceitos como o de
conjuntos e vetores afim independentes, variedade afim, matriz ortogonal, matriz
de Householder e matriz de Givens. Para mais detalhes ver [2], [3], [7], [8], [11],
e [12].

Definicao 1.1.1. Os vetores x1, %2, ...,x, do R" sdo linearmente independentes

(L.1) se
p
D Ami=0=X=0YNeERi=12.p

i=1
Definigao 1.1.2. Os vetores x1, 2, ..., x, do R" sdo afim independentes (A.I) se

p p
Z/\m:() 62/\120:>/\z:0,V/\z€R,Z:1,2,,p

i=1 =1

Um conjunto X C R"™, € dito linearmente independente, se os vetores que o
compoe sao linearmente independentes. Entretanto, um conjunto X C R"™ serd
dito afim independente se qualquer subconjunto finito {xq, xa, ..., x,}C X for afim

independente.

Defini¢ao 1.1.3. Para X C R", a dimensdo de X, denotada por dim(X), € a

cardinalidade de um maior subconjunto de X que € linearmente independente.

6



1.1 Definicoes basicas de algebra linear 7

Mostra-se que dim(X) é uma unidade a menos que a cardinalidade de wm maior

conjunto afim independente contido em X.

Exemplo 1.1.1. O conjunto X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} CR3 ¢ A.T

mas nao ¢ L.I. De fato, tomando
A1(1,0,0) + A2(0,1,0) + A3(0,0,1) + A\4(1,1,1) = (0,0,0),

concluimos que \y = Ay = A3 = —X4, com Ay € R. Entretanto, impondo a
condicao

>\1+)\2+)\3—|—)\4:0,
obtemos Ay = Ag = A3 = Xy = 0.

Definicao 1.1.4. Dado um vetor x € R", a norma euclidiana de x, denotada por

|z||,, € dada por:

1
n 2
1
lzll, = (27 + 23 + ... +27)2 = (Zw?) = (2"2)*.
=1

Definicao 1.1.5. Sejam aq,as, ..., a,, b numeros reais. O conjunto H dos vetores

x = (21,22, ...,x,) € R", tais que
a1r1 + asxs + ... + a,x, = b,

¢ uma variedade afim. Se b = 0 temos H = R™. Trataremos aqui apenas dos
casos onde b # 0. Neste caso, H chama-se hiperplano e H = () quando a; = as =

. =a, =0.

Equivalentemente, pode-se mostrar que toda variedade afim nao-vazia U é
resultado de uma translagao de um subespaco vetorial F do R", ou seja, para

todo u € U tem-se que
U=u+F={u+w,weF}.

Pode-se também mostrar que, dado um conjunto de pontos P em um subes-

paco vetorial do R", a interseccao de todas as variedades afins que contém P é
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uma variedade afim, denotada por [P]. E mais, [P] é a menor variedade afim que

contém P.

Definigao 1.1.6. A variedade afim [P] é chamada de variedade afim gerada pelo

conjunto P.

Definicao 1.1.7. Seja U uma variedade afim de um subespaco vetorial V do R".
Um vetor ndo nulo v € V' é chamado de vetor normal a U se (v,u) = 0, para

todo u € U, onde ( ,) € o produto interno usual do R".

Além disso, se A é um ponto de V que nao pertence a U entao existird um

tinico ponto B € U tal que o vetor AB é normal a U.

Definicao 1.1.8. Nas condicoes acima, a distancia do ponto A a variedade afim

U é dada por HEHZ

1.2 Matrizes

1.2.1 Matrizes Ortogonais

Uma matriz qualquer Q € R™ " é ortogonal se Q7Q = I. Isto significa que,

Q é inversivel e Q! = Q7.

Propriedade 1.2.1. Dada uma matriz ortogonal Q) € R™" e x,y € R™, valem
as sequintes propriedades:
DiiQzlly = llzll,;
2)|det Q| = 1;
3)(Qz,Qy) = (Qy)"(Qr) = y"Q"Qr = y" Iz = y"x = (2,y).
Dos itens 1 e 3 da propriedade acima, podemos concluir que QQ preserva o

angulo entre os vetores x e y. Além disso, se P e Q s2o matrizes ortogonais, entao

o produto PQ) é ortogonal. Ver [12].
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1.2.2 Matriz de Householder

Seja v um vetor nao nulo, v € R", e H a matriz definida por

2 T
H:I—<m)’0’l} .

A matriz H é chamada de matriz de Householder ou reflexao de Householder.
O vetor v é chamado de vetor Householder. As matrizes de Householder sao

simétricas e ortogonais. De fato,

Ao multiplicar uma matriz de Householder H por um vetor z, refletimos o
vetor através do hiperplano perpendicular a v. Assim, para um vetor x € R",

teremos que v é da forma v = x £ ||z, €1, onde e; = (1,0, ...,0). Veja [7].

Exemplo 1.2.1. Se z = (2,2,1)", temos que ||z|, = 3. Admitindo v = x +

|z, e1, temos:

25 10 5
v=(52,1) =vlv=30eww’ = |10 4 2

5 2 1
Logo:
1 00 25 10 5 —-10 —10 -5
1 1
H = _ H=—1| _ _
010 5 10 4 2 | = 5 10 11 20,
0 01 5 2 1 -5 -2 14

resultando em Hx = (—3,0,0)7.
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1.2.3 Matriz de Givens

Uma matriz (ou rotacao) de Givens é uma matriz da forma:

i J
! ]
1 0 0 0
0 c S 0 — 1
Gij:
0 —s c 0 —J
0 0 0 1

onde ¢? + s2 = 1. Naturalmente, podemos considerar ¢ = cosf e s = sen 0, para
algum 6 € [0, 27]. Notemos que a intersecgao das linhas i e j com as colunas i e ]

de G;; formam a sub-matriz

c s
—s5 ¢
Como
c S c —s 4+ s? 0 1 0
—s ¢ s ¢ 0 ? + s? 0 1

concluimos que as matrizes G;; sao ortogonais. Além disso, por construcao, pré-
multiplicar vetores por G;; equivale a uma rotacao anti-horaria de ¢ radianos em

um plano de coordenadas (3, j).
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Dado um vetor x € R™ nao nulo e aplicando G;; a z, teremos que

21
cr; + ST —1
Gijx =
—sw; + cx; —J
Ln

Se xz; e x; nao sao ambos nulos, e forcando a coordenada j de Gj;x ser nula,

obtemos o seguinte sistema nas variaveis c e s:

—sx; +cr; =0

A+s2=1

que tem como solucao

Z; €T
C= —F———€68 = —F/———.
2 2 2 2
\/Ti T 5 \/ i + T

Entao,
T
GUQ? =
0 —7J
xn

Assim, podemos utilizar rotagoes de Givens para anular componentes de vetores

ou matrizes.



CAPITULO 2

Solucao de Sistemas Lineares

2.1 Eliminacao (Gaussiana

Os métodos para a solucao de sistemas de equagoes lineares sao divididos
em dois grupos: Métodos Diretos e Métodos Iterativos. Os Métodos Diretos
sao aqueles que conduzem a solucao exata, a menos de erros de arredondamento
introduzidos pela maquina, em um numero finito de passos. Os Métodos
Iterativos sao aqueles que permitem obter a solugao do problema através de um
processo infinito convergente.

A Eliminagao Gaussiana, [6], [7], [8], [10] e [12], é um método direto que, ainda
hoje, é bastante utilizado para a solugao de sistemas lineares e estd baseada na

seguinte propriedade [6]:

Propriedade 2.1.1. A solugao do sistema Az = b, onde A € R™*"™ nao se altera

se o submetermos a uma sequéncia de operacoes elementares do tipo:

1) Multiplicag¢ao de uma equagdao por uma constante nao nula;
2)Soma do multiplo de uma equagdo a outra;

3) Troca de ordem das equagdes.

Assim, dada uma matriz A = [a;;] € R™", o processo de Eliminacao
Gaussiana consiste na aplicacao sucessiva de operacoes elementares as linhas até
chegarmos a uma matriz escalonada, definida como sendo a matriz equivalente

a A caracterizada pelo fato de que cada coluna que tiver o primeiro elemento

12
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nao-nulo de alguma linha, tera os outros elementos, abaixo deste, nulos. O pro-
cedimento para sua determinacao é o seguinte [8]:
(a) Supondo aj; # 0, para eliminar a incégnita x; das n — 1 equagdes, vamos sub-
trair a primeira linha, multiplicada pelo fator m;; = a;1/a11, de todas as linhas
li,i = 1, 2, ., n.
(b) Se a;; = 0, uma troca de linhas fornece uma matriz com a;; # 0, desde
que a primeira coluna nao seja nula. Se todos os elementos da primeira coluna
sao iguais a zero, passa-se para a coluna mais préxima a direita da primeira,
onde haja algum elemento nao nulo e opera-se como antes, de modo a obter uma
matriz cuja a primeira coluna nao-nula inicie com elemento nao nulo, mas todos os
demais iguais a zero. A partir dai, nao se altera mais a primeira linha.
Recomeca-se o processo, trabalhando com as linhas, a partir da segunda, até
obter uma matriz escalonada.

A sistematica do método para encontrar a matriz escalonada através da

Eliminacao Gaussiana é descrito no algoritmo 2.1.1:

Algoritimo 2.1.1. Elimina¢ao Gaussiana

Dados: matriz A,,«, € o vetor coluna b

parak=1:n—1 faca
Encontre i > k tal que a;; # 0

se a;; # 0 para todo i > k, entdo A é ndo invertivel entao
| Troque a linha k com a linha i

fim se

parai=Fk+1:n facga

a;
m = my =
bi = bl — mbk

para j =k +1:n faga
| @i = a;j — may;

fim para

fim para

fim para

fim
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2.2 Decomposicao LU

Equivalentemente ao método da Eliminagcao Gaussiana, um outro método que
é bastante eficiente e economico, quando temos que resolver varios sistemas com
a mesma matriz de coeficientes A, é a Fatoragao ou Decomposi¢ao LU da matriz
A. O método consiste em tentar escrever a matriz A como o produto de uma
matriz triangular inferior L, com os elementos da diagonal principal iguais a 1, e

uma matriz triangular superior U, isto é:

A=1LU.
2 3 11 10 00 2 3 11
4 7 4 3 21 00 01 21
Exemplo 2.2.1. A = = =L-U.
4 7 6 4 2110 00 21
6 9 9 8 30 31 000 2

Assim, dado um sistema Ax = b, com A € R"*" e b € R" | este se transforma
no sistema LUx = b, que é resolvido em duas etapas:
i) Resolvemos Ly = b, encontrando o vetor y;
i1) Resolvemos Ux =y, encontrando o vetor x.

O seguinte teorema caracteriza as condicoes para existéncia da decomposicao

LU ([7), [10] e [12]).

Teorema 2.2.1. Seja A uma matriz real quadrada de ordem n e Ay a matriz
menor principal constituida das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A.
Suponha que det(Ay) # 0 para k = 1, 2, ..., n-1. Entao, existe uma inica matriz
triangular inferior L, com l;; = 1 para © = 1, 2, ..., n, e uma matriz triangular

superior U, tal que A=LU. Além disso, det(A) = uyy - Uz * ... * Upp.

Chamando de [;; os elementos de L, u;; os elementos de U, e lembrando que
l;; = 1 para todo i, temos o algoritmo 2.2.1 que descreve o processo para encontrar

a decomposicao :
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Algoritimo 2.2.1. Fatoracio LU
Dados: matriz A = [a]
para i =1:n faga

para j =1:n faca
i—1

wij = aij — Y _ Lkt
k=1

fim para

para j =i+ 1:n faca

i—1
Lji = (aji - th%i) [ai;
k=1

fim para

fim para

fim

2.3 Decomposicao QR

A decomposicao QR se baseia no fato de podemos decompor toda matriz
A e R™" como A = QR, onde Q € R™™ ¢é ortogonal e R € R™*™ é uma
matriz triangular superior.

A decomposi¢ao QR de uma matriz A pode ser feita aplicando sucessivamente
matrizes de Householder ou rotagoes de Givens para reduzir a matriz A a uma
matriz triangular superior. Em ambos os casos, esta matriz serd a matriz R e
o produto de matrizes Householder/Givens sera a matriz Q, ortogonal. Vejamos

cada caso. Para mais detalhes ver [7], [10] e [12].

2.3.1 Householder QR

No que segue, utilizaremos matrizes de Householder para decompor A € R™*"
com posto n.
Primeiro, calculamos Q;.a;1 = riy.e1, onde A = [a;5],1 = 1,2,...,m e ryy é

igual a norma euclidiana da primeira coluna de A, ou seja, calculamos ), de
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forma a anular todas as coordenadas desta primeira coluna, exceto a primeira:

1 P

A=A = A
0 A,

)
onde p; € RX(=1) ¢ A, € ROm=Dx(n=1)  Em seguida, calculamos Qs, que anula
todos os elementos da primeira coluna de Ag, menos o primeiro. Definimos uma

nova matriz ()9, dada por
1 0
2 = ~ )
0 @
de modo que (), anula os elementos da segunda coluna de A;, exceto os dois
primeiros, ou seja:

™M1 T2 1
Ay = QA1 = Q21 A = 0 722 @ |-
0 0 A;

onde ¢, ¢y € RX(72) ¢ Ay € Rm=2x(n=2) - Ap¢g (n — 1) passos, teremos
R = An—l - Qn—lAn—Q = e = Qn—lQn—2~--Q1Aa

onde R € R™*™ é triangular superior e

R | _
R=|—|,ReR™™
OT

Como Q;,i =1,2,...,n — 1, sao ortogonais e simétricas, temos

A=@QQs..QnaR=QR.

2.3.2 Givens QR

De forma andloga ao caso anterior, podemos anular todos os elementos da
primeira coluna de A, exceto o primeiro, utilizando uma sequéncia de rotacoes de

Givens Gap, Gsy, ..., Gpy1. Em seguida, anulamos todos os elementos da segunda
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coluna, exceto os dois primeiros, com outra sequéncia de rotacoes de Givens
G32,Gya, ..., G o, Prosseguimos desta forma até que, por ultimo, aplicamos m—n
rotagoes a tultima coluna de A € R"™*" de forma a anular os m — n tltimos ele-
mentos. Finalmente, o produto das matrizes transpostas destas rotagoes, nesta
ordem, é definido como sendo a matriz ortogonal Q. Assim, obtemos A = QR,

onde R é a matriz resultante ao final de todas as rotacoes.



CAPITULO 3

Resolvendo o Problema

Sejam a; € R, 7 = 1,2,...,n, os centros de n esferas e d;,j = 1,2,....,n, os
seus respectivos raios. Neste caso, o problema de encontrar a interseccao destas
n esferas consiste em determinar x € R" satisfazendo as seguintes equacoes nao-

lineares:

||z — ajﬂg = d]2~, j=12..n, (3.1)

ou, equivalentemente,

o' —227a; + ajraj = d?, ji=12..n. (3.2)

Se as esferas nao se interceptarem, as equagoes (3.1) nao terao solugao e, obvi-
amente, sera sempre importante detectar de forma antecipada esta possibilidade.
Entretanto, mesmo que nao haja pontos na interseccao, pode-se querer determi-
nar uma “aproximacao 6tima’”, no sentido de fazer os residuos das equagoes em
(3.1) serem pequenos em alguma norma apropriada. Nas subsegOes seguintes,
consideraremos solucoes obtidas através da Eliminacao Gaussiana e da Decom-
posicao Ortogonal, quando as condigoes que garantam a existéncia de solugao [5]

forem satisfeitas.

18



3.1 Solucao por Eliminagao Gaussiana 19

3.1 Solucao por Eliminacao Gaussiana

Seja A € R™"™ a matriz cujas as colunas sao os vetores a;, 7 = 1,2,...,n,
centros das n esferas. Se os vetores {a;} sao linearmente independentes, entao
a matriz é nao-singular e o seguinte método fornece uma técnica simples para

encontrar a solu¢ao. Primeiro, reescrevemos as equagoes nao-lineares (3.2) como

o i=1,2,...,n, (3.3)

a,{ 1 bl
al 1 1 b
’ X [ x } =—|rx +| 7 (3.4)
nx1 2
al 1 b,
L Jd nxn L 4 nx1 L 4 nx1

ou, equivalentemente,
Az = (re +b)/2, (3.5)

come = [1,1,....1]T e b = [by, by, ..., b,]*. Isolando z na equagao (3.5), temos que

_r(ATe) + (ATD)

r = 5 . (3.6)
Fazendo u = A Te e v = A~Tb, obtemos
T = w (3.7)

Entretanto, r estd em funcao de x, o que nos leva a procurar o seu valor apenas
em funcao de valores conhecidos. Lembrando que r = 27z, podemos escrever, a

1
partir da equagao (3.7), que r = Z(TU + v)T(ru+ v), de onde obtemos

(uPu)r? + (vTu)r + (ufv)r +vTv — 4r = 0.
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Como viu = (A7Th)T (A Te) = (A~Te)T(A7Th) = ul'v, temos que

(uTu)r?* + (2u'v — 4)r +v7v = 0. (3.8)

A equacao (3.8) é uma equacao quadratica no escalar r. Resolvendo a equagcao

na variavel r, obtemos

(4 —2uTv) £ /4(uTu — 2)2 — 4(uTu)(vTv)

r= SuT e (3.9)
ou, ainda,
. (2 —ulv) + \/(UTUT— 2)2 — (uTu)(vTv). (3.10)
uTu

Substituindo em (3.7), obtemos

. <(2 —uTv) £ /(2 — uTv)? — (uTu)(vTv)> w+ %v. (3.11)

2uTu
Particularmente no R?, se = (z1,72)” e se os centros forem a; = (p1,q1)" e

as = (p2, g2)", entao teremos que x deve satisfazer o sistema:

| (x1 = p1, 22 — @) |5=d}

| (x1 = p2, w2 — o) 5= d3

Ou seja,
(v +23) + (T + ) — 2(x1p1 + 22q1) — df = (3.12)
(] +23) + (93 + @) — 2(x1p2 + 22g2) —d3 =0
Substituindo @2 + x5 = r, p? + ¢} — d3 = by e p3 + q5 — d3 = by, obtemos
T1p1 + T2qr = (1 +01)/2 (3.13)
T1py + Taga = (1 + by) /2
ou, na forma matricial,
x 1 1 b
proao s =2 x + . (3.14)

P2 G2 Ta 1 by
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Isolando x na equacao, temos
x — 1 b
o I + ). (3.15)
T2 2(detA) P2 N 1 ba
Fazendo u = A~Te e v = A~Tb, obtemos
1 G2 — Q1 q2b1 — q1b2
u= e v= ) (3.16)
detA P1— P2 detA p1ba — paby
de onde se conclui que
v, _ |lai [l3 b2t || a2 |13 b1 — (9192 + p1p2) (b1 + b2)
uv = (deiA)? , (3.17)
T ||(Q2‘—'Q17P1'—’P2)|@
uu = (det )? ) (3.18)
T, _ H (Q2bl — q1b2, p1bo —'pzbl) H%
vy = (det A)? . (3.19)
Fazendo 2 — v'v = o, uT'u = 3 e vTv = 7, teremos:
+\/a? — 1
xr = a o — by U+ Z0.
20 2
Por exemplo, se tivermos duas esferas no R? com a; = (1,1), ay = (3,2) e
dy = dy = 2, temos:
-1 13
U= , U= , =45 f=5ev=3%
2 —15
Desta forma, x serd calculado por
45 + /55 -1 —13
r=|—"—. + = :
10 2 15
resultando nas duas solugoes abaixo:
1,258380151 2,741619849
Ty = e Ty = (3.20)

2,983239697

0,016760302
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X = (1258380151, 2983239697)

AN

¥,= (2 7H1619849,0.016760302)

Figura 3.1: Pontos de interseccao de duas esferas no R2.

A representagao geométrica deste caso pode ser visto na Figura 3.1 abaixo:

O caminho descrito acima € eficiente, requerendo a solucao de dois sistemas
lineares de ordem n, oriundos do processo de inversao na equacao (3.6).

Como cada sistema citado envolve a matriz dos coeficientes A", somente uma
fatoracdo da matriz (Decomposigao LU) é necesséria. Portanto, o custo total

(ignorando as computagoes de ordem O(n)) é, aproximadamente,

1
—n3 + n?

3

multiplica¢oes (com um nimero similar de adigbes) e somente uma raiz quadrada.
Infelizmente, este processo nao é suficientemente robusto, pois podem ocorrer
duas situacoes.

Primeiro, ¢ inteiramente possivel que a origem seja um dos n pontos dados,
o que resultaria numa coluna nula na matriz A, ou seja, A seria singular e isto
impossibilitaria sua inversao. Segundo, em muitas aplicagoes, os n pontos dados
estdo na mesma “altura”, o que poderia resultar em uma linha nula em A a
partir de um sistema de referéncia considerado. Naturalmente, ambas as situacoes

poderiam ocorrer simultaneamente.
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Na maioria das aplicacoes, entretanto, a matriz A tem posto(A) > n — 1,
porque os pontos dados aj, j = 1,2,...,n, sao afins independentes, e assim, um
possivel método eficiente para este caso (quando temos posto(A) = n — 1), é
encontrar um deslocamento da origem que faca A ficar nao singular. Uma outra
abordagem, muitas vezes preferivel, é reduzir o problema original a um equivalente
onde a matriz A tem uma linha e uma coluna nulas, o que veremos na préxima

Secao.

3.2 Solucao por Decomposicao Ortogonal

Um método mais robusto para encontrar solugoes do problema em questao é
aplicar translacao, rotacao e reflexao dos eixos e trabalhar entao com o espaco
transformado. A idéia consiste em deslocar a origem para um dos centros dados.
Em geral, recomenda-se tomar para a origem o centro da esfera de menor raio
d;, ja que isto traria a solucao para préximo da origem. Por conveniéncia, vamos
supor que este é o tltimo ponto a,. Seja entdao A, a matriz n x (n—1) dos pontos

deslocados:

A= [a1 — ap, a2 — py ooy Q1 — Q). (3.21)

Aplicamos agora uma transformacao ortogonal que anula todas as entradas na
ultima linha de A. Isto é realizado mais convenientemente calculando a

decomposiciio ortogonal (Fatoracio QR) da matriz A. Ou seja,

S R
A=QR=A=Qx |—|. (3.22)
0

onde A e R sdo matrizes retangulares n x (n—1) e Q e R sdo matrizes quadradas,
nxmne(n—1)x (n—1) respectivamente. Temos, entao, um sistema da forma

A

ATz = lz:, com k € R"! calculado de forma analoga ao método anterior, s6 que
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restrito ao espaco transladado e T = = — a,,. Assim, temos que
R'QTz = k. (3.23)
Substituindo Q7'Z = w0, obtemos
RTw = k. (3.24)

Particionando w, podemos escrever

[RT‘O] | = (3.25)

onde w € R* ! e 2z € R. Como o posto de RT é n — 1, temos que W estd bem

definido como
RTk

(3.26)

3
Il

z

com z “livre”. Chamando R~ Tk = y e desfazendo a substituicao de w, obtemos
Q'z = ||, (3.27)

de onde concluimos que

r=0Q Y + ay. (3.28)

z
A vantagem desta transformagao é que operagoes como rotacao e reflexao
preservam a norma euclidiana. Assim, reescrevendo a equagao (3.1), temos:

2

QL] van | —a — &2, j=1,2,..,n. (3.29)

z
2

Ou seja,

oL —(aj—a,)|| =d% j=1,2,..,n—1. (3.30)

z
2
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Como A = la; —ay], para j =1,2,...,n — 1, e lembrando que A = QR, temos
2

Ql|—|-R]|| = j=1,2,..,n— 1 (3.31)
V4
2

Sendo Q ortogonal, a equagao (3.31) é equivalente a

2
=dZ, j=12...,n-1, (3.32)
2

ou ainda,
2

A =d2, j=1,2,..,n—1, (3.33)

z
2

onde r; denota a j-ésima coluna de R. Desenvolvendo, temos:
ly—rl 422 = 2, = 1,2, n — 1. (3.34)

Em contrapartida, para j = n, temos por construcao que ||x||§ = d?, ou seja,
2
Ql— || =d&. (3.35)
2

Como ||Q||Z = 1, a equacdo fica
lyll; + 2% = d5. (3.36)

A partir da equagao (3.34) e usando a equagao (3.36) para substituir os termos

nao lineares por d?, chegamos ao seguinte desenvolvimento:

Iyl = 2yTr; + Irslls + 22 = d2 = d2 —2yTr; + |Ir;]15 =

Assim,

1
—(dZ = &2+ ||r;]13) (3.37)

T, _
ij—2

que, na forma matricial, pode ser escrito como

RTy =, (3.38)
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1 2
com componentes ¢; = i(di —dF + [|r4113)-
Vemos que o sistema (3.38) é facilmente resolvido por substitui¢ao e, uma vez

determinado o vetor y, o valor de z, a partir de (3.36), é determinado por

2=+ —|lyll5, (3.39)

onde as coordenadas dos pontos de interseccao procurados sao entao determinadas
aplicando-se a transformacao (3.28).

Por exemplo, no R3, consideremos trés esferas de centros a; = (—3,1,4),
as = (2,2,4) e ag = (5, —5,4) com raios dy = 7, dy = 8 e d3 = 6 respectivamente.
Suponhamos que estamos interessados em encontrar a interseccao das trés esferas.

Da forma como o problema foi formulado, podemos aplicar qualquer um dos
métodos apresentados, ja que a matriz A é singular. Entretanto, observemos
que todos os centros das esferas se encontram no plano z = 4 e um simples
deslocamento do sistema de referéncia tornaria A nao singular. Por isto mesmo,

optaremos aqui por utilizar o método da decomposicao QR. Seja, entao,

-3 2 5 -8 =3
A= 1 2 =5 :>/21:[a1—a3 CLQ—G,31|Z>A: 6 7
4 4 4 0 O
Usando Givens, para ; = =8 e x; = 6, temos ¢ = —0.8, s = 0.6 e
—-08 06 0
Giz=| —06 —0.8 0
0 0 1

Logo, a decomposicao A= Q.ﬁi ¢é dada por

—-0.8 —0.6 0 10 6.6
A=| 06 —-08 0|.|] 0 -38
0 0 1 0 0
Além disso, temos que
R 10 6.6 o e 43.5
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Resolvendo o sistema RTy = ¢, para y = (y1,y2)7, e usando (3.39), encontramos:

4.35
y = e z=42.01509195.

3.607894737

Assim, usando (3.28), concluimos que

—0.6447368422 —0.6447368422
Ty = | —5.2763157896 € Ty = | —5.2763157896
6.01509195 1.98490805

A representagao geométrica deste caso pode ser vista na Figura 3.2.

= (O GMTIEL-S 1763157896, 6 015091%5)

Xy= (O SHTIO02L -5 TT63LST806.L 9B490805)
Figura 3.2: Pontos de interseccao de trés esferas no R3.

O custo computacional desta aproximagao é um pouco maior que o método
da segao anterior. Ignorando as computagoes de ordem O(n), o custo é em média

~ 2
de n? subtracoes para A, seguidos de gn?’ multiplicacoes e adigoes para Q e R,
1
com mais §n2 operacoes para y, seguidas por n? operacoes para recuperar Xx.

2 5
Ao final, chegamos a um total de aproximadamente 5”3 + 5712 multiplicagoes e

adicoes e n raizes quadradas se, por exemplo, os QR fatores sao calculados por

transformacoes de Householder. Para n grande, este método trara duas vezes
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mais trabalho que o método anterior, pois

2 5) 1
li =3 02 3 2 — 9
n_1>m+oo(3n —|—2n>/(3n —i—n)

Entretanto, na pratica, muitas aplica¢oes ocorrem com n = 3 e, entao, os produtos
escalares extras e as adi¢oes de vetores requeridos pelo método anterior fazem, na
realidade, este 1ltimo método preferivel dos pontos de vista de eficiéncia, exatidao
numérica e estabilidade.

A quantidade de computagoes para o método desta secao pode também ser
reduzido bastante escolhendo Q de forma a anular somente os elementos da
tltima linha de A usando, por exemplo, rotacoes de Givens. Neste caso, R ja
nao seria triangular superior e o custo computacional seria de %(n — 1)% multi-
plicagbes/adigbes em resolver o sistema (3.38), por Eliminagao Guassiana. Assim,
o custo assintotico total do método desta secao poderia ser reduzido a %n3+0(n2),
ou seja, aproximadamente igual ao do método anterior.

O método desta secao, entretanto, tem a vantagem adicional de revelar,

precisamente, as condi¢oes para a existéncia de solugao do problema.



CAPiTULO 4

O Efeito dos Erros

Suponhamos que os pontos a;, j = 1,2,.....,n, sdo afim independentes (este
deve ser o caso em todas as aplicagdes préticas). Neste caso, a matriz R de
ordem (n — 1) x (n — 1) terd colunas linearmente independentes, ou seja, terd

posto maximo e y serd unicamente definido como y = R~T¢ (equacao 3.38).

Assim, contanto que a solugao satisfaca ||y||, < d,, haverd sempre uma solugéo
para o problema, por (3.39). Além disso, vé-se facilmente, por (3.39), que as
esferas terdo um ponto de intersecgao se, e somente se, ||y||, = d,, caso em que
z = 0 e o ponto procurado se encontra no hiperplano definido pelos centros das

n esferas.

De qualquer forma, em muitas aplicacoes préticas, os valores de d;
7 =1,2,....,n, correspondem a medicoes e naturalmentes havera erros.

O efeito dos erros pode ser particularmente severo quando o ponto de inter-

sec¢ao procurado encontra-se préximo do hiperplano definido pelos centros das n

esferas dadas.

Por exemplo [5], consideremos no R? que os centros de trés esferas sao dadas

pelas colunas da matriz

9 9 1
A=1|1 2 31,
8 6 3

29
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com os raios dados pelos elementos do vetor.
d = [5.8518,7.0837,8.2641]" .

Os elementos de d foram escolhidos de modo que as esferas se cruzassem em um

tnico ponto (veja a Figura 4.1).

Figura 4.1: Secgao transversal de trés esferas cruzando-se em um ponto.

Na Figura 4.1 podemos ver uma seccao das esferas obtida através do plano
definido pelos seus centros, situacao esta que corresponde ao ajuste z = 0 em
(3.28).

Entretanto, suponhamos que as medidas dos raios efetivamente calculados
sejam dados pelos elementos do vetor d = [6,7.5,8]” (onde os erros foram exage-

rados apenas para que se aumentasse o efeito visual). Neste caso, porém, teremos
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que os centros continuam os mesmos como na Figura 4.1, mas com a mudanca
dos valores dos raios para os que figuram em cz, teremos como efeito a diminuicao
do raio da primeira esfera e o aumento do raio da segunda, o que acarretara
em uma inclusao total da primeira esfera no interior da segunda, de modo que
ficamos sem nenhum ponto na interseccao das trés. Esta situcao pode ser vista

geometricamente na Figura 4.2.

Figura 4.2: Secgao transversal de trés esferas que nao se cruzam.

Intuitivamente, uma boa aproximacao do ponto procurado e que leva em con-
sideracao os erros cometidos nas medicoes, encontra-se no hiperplano definido
pelos centros das n esferas em algum lugar perto do ponto marcado com “ + ”

na Figura 4.2. Naturalmente, uma maneira facil de gerar uma “solugao
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aproximada” em tal caso, seria simplesmente discutir a solugao, uma vez que
os valores negativos para z?, quando ocorrem, sao devidos aos erros nas medidas
ded;, j =1,2,....,n, e assim ¢ razodvel ajustar o valor de z para z = 0 no método
da decomposicao QR.

Infelizmente, este dispositivo simples nao fornece sempre uma aproximacao
razoavel. Para o exemplo anterior, colocando-se z = 0, obtemos como resultado
uma aproximagcao do ponto de intersec¢ao das esferas como sendo o ponto indicado
por ¢ X "na figura (4.2). Obviamente, este ponto é inaceitavel.

O ponto “ 4 7 é de fato uma “aproximagao 6tima” da interseccao das esferas

e é obtida solucionando o problema de minimos quadrados nao lineares
n
. 2 n
min E {llz = aj|l, — d2}", z € R",
J=1

o0 que explica por que motivo o ponto assinalado com “ + 7 representa uma
aproximacao visual aceitdvel. Para mais detalhes, ver [4] e [5].

Em algumas situagoes, pode ser preferivel uma “amostra extra” a fim de
avaliar mais seguramente e quantitativamente, o efeito dos erros, tomando assim
m esferas no R", com m > n. Em todo caso, serda sempre importante analisar as

pertubacoes nas solugoes resultantes de erros nas medigoes.



CAPITULO b

Consideracoes Finais

Como vimos, o problema de encontrar pontos de interseccao de n esferas no
R™ é em geral solucionavel utilizando técnicas de algebra linear. Ao contrario
de muitas aplicacoes reais em matematica, este é um problema que nao requer
demasiada teoria para ser desenvolvido e é facilmente descrito do ponto de vista
matematico. Em particular, o problema fornece um excelente exemplo para gra-
duandos e pos-graduandos nos cursos de Algebra Linear e Aplicacoes.

Uma vez dada a conceituacao de indepedéncia linear, afim independéncia,
subespacos afins, transformacoes ortogonais e fatoracao de matrizes, é possivel
utilizar este problema, e suas variacoes, como forma de aplicagao destes conceitos.

Todos os graficos e superficies apresentados neste trabalho foram feitos uti-
lizando o winplot, que além de ser um software educacional livre, é pratico, sim-
ples (em portugueés), leve (1.45 MB) e é auto executdvel, podendo ser utilizado
por professores e alunos nos diversos niveis do ensino.

Embora o problema de interseccoes de esferas apareca mais naturalmente
em tres dimensoes, a solugao técnica aqui descrita aplica-se a qualquer caso de
dimensao finita.

Nas aplicagbes em navegacao (GPS) ou em problemas relativos a estrutura
de cristais, é usual substituir as medidas que aqui representavam distancias por
medidas que se referem a dire¢oes ou angulos [5].

Devemos notar que no problema considerado aqui, ha somente um ponto de
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coordenadas desconhecidas. Este tipo de problema surge mais frequentemente
quando os mecanismos de medicao sao fixos e em posicoes conhecidas, ou seja,
com um sistema de referéncia fixado e com um conjunto de distancias conheci-
das em relacao a este sistema. Em outros problemas, porém, como nos casos
de arranjos moleculares, nao temos coordenadas conhecidas para nenhum ponto
envolvido, entretanto sao conhecidas as distancias entre os pontos, embora com
erros presentes. KEste tipo de problema tem despertado bastante interesse na
comunidade cientifica [7].

Por fim, gostariamos de ressaltar que este trabalho pode ajudar a aproxi-
mar a matematica da realidade de nossos alunos que, por muitas vezes, véem a
matematica de forma fria e sem interligacoes com as demais ciéncias e com o0s

problemas reais que surgem diariamente.
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