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Resumo

No presente trabalho desenvolvemos ferramentas de inferéncia bayesiana para modelos de re-
gressao beta e beta inflacionados, em relacao a estimagao paramétrica e diagndstico. Trabalhamos
com modelos de regressao beta nao inflacionados, inflacionados em zero ou um e inflacionados em
zero e um. Devido a impossibilidade de obtencao analitica das posteriores de interesse, tais fer-
ramentas foram desenvolvidas através de algoritmos MCMC. Para os parametros da estrutura de
regressao e para o parametro de precisao exploramos a utilizacao de prioris comumente empregadas
em modelos de regressao, bem como prioris de Jeffreys e de Jeffreys sob independéncia. Para os
parametros das componentes discretas, consideramos prioris conjugadas. Realizamos diversos es-
tudos de simulagao considerando algumas situagoes de interesse pratico com o intuito de comparar
as estimativas bayesianas com as frequentistas e também de estudar a sensibilidade dos modelos
a escolha de prioris. Um conjunto de dados da area psicométrica foi analisado para ilustrar o
potencial do ferramental desenvolvido. Os resultados indicaram que hé ganho ao se considerar
modelos que contemplam as observacoes inflacionadas ao invés de transforma-las a fim de utilizar
modelos nao inflacionados.

Palavras chaves: Regressao beta inflacionada, inferéncia bayesiana, métodos MCMC, priori de

Jeffreys

X






Abstract

In the present work we developed Bayesian tools, concerning parameter estimation and diag-
nostics, for noninflated, zero inflated, one inflanted and zero-one inflated beta regression models.
Due to the impossibility of obtaining the posterior distributions of interest, analytically, all these
tools were developed through MCMC algorithms. For the regression and precision parameters
we exploited the using of prior distributions commonly considered in regression models as well as
Jeffreys and independence Jeffreys priors. For the parameters related to the discrete components,
we considered conjugate prior distributions. We performed simulation studies, considering some
situations of practical interest, in order to compare the Bayesian and frequentist estimates as well
as to evaluate the sensitivity of the models to the prior choice. A psychometric real data set was
analyzed to illustrate the performance of the developed tools. The results indicated that there
is an overall improvement in using models that consider the inflated observations compared to
transforming these observations in order to use noninflated models.

Keywords: Inflated beta regresion, bayesian inference, MCMC methods, Jeffreys prior
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Capitulo 1

Introducao

Analisar e entender como uma variavel se relaciona com outras variaveis é extremamente im-
portante em varias aplicacoes da vida real em que nos deparamos no dia-a-dia. O uso dos Modelos
de Regressao linear, no século X1X, e posteriormente dos Modelos Lineares Generalizados, no inicio
da década de 70, ajudaram na resolucao dos mais diversos problemas como esses.

Esses modelos utilizam-se de algumas suposicoes que limitam sua aplicacao, como por exemplo
em situagoes que a varidvel resposta é restrita ao intervalo unitario (0,1). Nesses casos, os Modelos
de Regressao Linear podem estimar valores que excedam os limites desse intervalo, para detalhes
veja Charnet et al (2008). Mesmo nos Modelos Lineares Generalizados, hd algumas suposigoes
também limitam sua aplicacao. Por exemplo o fato da distribuicao da varidvel resposta y neces-
sariamente pertencer a alguma distribuigao da familia exponencial. Paula (2004) mostra detalhes
dos modelos lineares generalizados.

Nos ltimos anos surgiu uma nova classe de modelos de regressao conhecida como modelos
aditivos generalizados para localizagao, escala e forma. Rigby e Stasinopoulos (2005) o definiram
como GAMLSS, do termo inglés generalized additive models for location, scale and shape. Essa
classe de modelos permitiu uma exploracao mais ampla de diversas distribuicoes para a variavel
resposta. Entre essas distribuicoes temos a Beta, Beta Inflacionada em zero ou um e a Beta
Inflacionada em zero e um.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram um modelo de regressao para situagoes como des-



crita, em que a variavel resposta pertence ao intervalo unitario e é medida continuamente nele.
Nessa proposta, para a variavel dependente Y é assumida a distribuicao beta, utilizando uma
parametrizacao baseada na lei beta que é indexada pela média e seu parametro de dispersao.

Os modelos de regressao beta tém, atualmente, uma enorme aplicabilidade. O uso deles sao
muito importantes na modelagem de taxas, proporgoes ou razoes. Ospina (2007) apresenta varias
aplica¢oes do modelo de regressdo beta, para conjunto de dados pertencentes ao intervalo (0,1).
Entretanto, é natural que em muitas situagbes encontramos dados que apresentam zeros e/ou
uns, o que impossibilita assumir a suposicao de que as observagoes provem de uma distribuicao
continua.

Ospina e Ferrari (2011) apresentaram um modelo de regressao inflacionados de zeros ou uns
baseado na distribuigdo beta inflacionada, proposta por Ospina e Ferrari (2010). Esse modelo
permite a presenga de zeros e/ou uns, atribuindo uma certa probabilidade na observacao desses
dados. Na verdade, o que temos nesse caso ¢ uma modelagem de dados provenientes de uma
mistura das distribuicoes Beta e Bernoulli.

O interesse nos modelos de regressao beta inflacionados é crescente na ultima década. Pereira
(2010) apresenta varias aplicagoes do modelo de regressao beta inflacionado. Wieczorek e Hawala
(2011) mostram uma aplica¢do em dados de taxas de pobreza em municipios dos Estados Unidos.
Além disso, Pereira (2012) introduz o modelo de regressao beta inflacionados truncados, em que é
utilizado em situacoes onde os dados sao provenientes de uma distribuicao que é uma mistura de
uma distribuigao beta no intervalo (¢, 1) e uma distribui¢ao trinomial que assume valores zero, um
e c.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem bayesiana no que diz respeito
a estimagao e validagao do modelo de regressao beta, discutindo alguns pontos importantes no uso
dessa abordagem em diversas situagoes possiveis na atualidade. Além disso, discutimos também
o uso da abordagem bayesiana nos modelos de regressao beta inflacionados em zeros e/ou uns.
Realizamos um estudo de simulacao, a fim de verificar diversas situagoes possiveis. Além disso,

aplicamos a metodologia proposta num conjunto de dados reais, para exemplificar o contexto.



O trabalho esta dividido da seguinte maneira: primeiramente no capitulo 2 expomos todo o
assunto, tais como as distribuicoes beta, os modelos, todo aspecto da inferéncia bayesiana, entre
outros. Apds isso, nos capitulos 3, 4 e 5 temos os estudos de simulacoes para os modelos de
regressao Beta, Beta inflacionado em zero ou um, e os modelos Beta inflacionados em zero e um e
também toda a analise. No capitulo 6 apresentamos a aplicagao com os dados reais da metodologia
discutida em todo o trabalho. Por fim, no capitulo 7, apresentamos uma consideracao final sobre
o trabalho.

Os resultados obtidos nesse trabalho foram feitos utilizando o ambiente computacional R na
sua versao 2.12.2. Os principais pacotes utilizados foram “betareg”, “gamlss” e “gamlss.dist”.
Alguns gréficos foram elaborados utilizando o Excel na sua versao 2010.

A dissertacao foi digitada usando o sistema tipografico IXTEX. Esse sistema foi desenvolvido

por Leslie Lamport em 1985.






Capitulo 2

Aspectos Inferenciais em Modelo de Regressao

Beta

2.1 Introducao

A Inferéncia Bayesiana utiliza-se dos conhecimentos prévios a respeito dos parametros envolvi-
dos no estudo, no que chamamos de informacao a Priori. Nessa abordagem, os parametros passam
a ser variaveis aleatdrias e nao mais variaveis fixas. A metodologia usada nesta abordagem é devido
ao Teorema de Bayes, que mostra a relacao entre a probabilidade condicional da evidéncia dado
a hipodtese, e vice-versa, da hipotese dado a evidéncia. Esse importante Teorema da estatistica é
devido a Thomas Bayes, ingleés que viveu de 1701 a 1761. Resumindo, temos que esse Teorema
permite incorporar a informacao a Priori com o conjunto de dados observados (verossimilhanca)
e assim, apos essa composicao chegamos no que podemos dizer de informagao a Posteriori.

Em inferéncia bayesiana temos a seguinte combinacao da verossimilhanca com a informacao a
priori. Seja 7(0]|\) a distribuigao a priori do parametro 6, em que \ sdo hiperparametros associados
a distribui¢do a priori. Agora, seja L(z|0;\) a verossimilhanga da amostra = condicionada ao

parametro #. A distribuicdo a posteriori considera a seguinte estrutura:

(02, A) o< w(O|\) L(x|6, N). (2.1)



Consideramos a proporcionalidade na equagao (2.1) pelo fato da densidade a posteriori w(6|x, A),
ter as propriedades de uma distribuicao de probabilidade a menos de uma constante de proporci-
onalidade.

Neste contexto, nos deparamos com varias situacoes em que € dificil de simular da distribuicao a
Posteriori, sendo necessario o uso de técnicas computacionais avangadas, principalmente do Método
MCMC (Markov Chain Monte Carlo), que é uma classe de algoritmos utilizada para simular
distribuicoes complexas de probabilidades através das Cadeias de Markov. Esses métodos sao uma
resposta para o problema de simulacao de quantidades presentes em modelos probabilisticos mais
complexos. Dentre todos os algoritmos utilizados por esse método, podemos citar, por exemplo,
o Algoritmo de Metropolis-Hastings como sendo um dos principais, senao o principal. O nome do
algoritmo faz consideracao aos artigos de Metropolis et al (1953) e Hastings (1970). Estes dois
artigos sdo bésicos, porém relevantes na caracterizacao deste método. Gamerman e Lopes (2006)
descreve esse método de uma forma bem detalhada.

Atualmente, com os avancos tecnolégicos e as melhorias computacionais encontradas, foi possivel
ampliar o uso desses métodos computacionais, e consequentemente, da inferéncia bayesiana, que
nesses ultimos anos tem se tornado ferramenta importantissima na analise estatistica.

Este capitulo apresenta alguns pontos importantes da Inferéncia Bayesiana em relacao ao Mo-
delo de Regressao Beta. Apresenta o modelo de Regressao em si e os conjuntos de distribuigoes a

Priori usados na estimagao dos parametros de regressao.

2.1.1 Modelos de Regressao Beta

Primeiramente, considere y uma observacao proveniente de uma distribuicao beta, que assume

valores entre (0,1). Usualmente temos que a distribuigao Beta ¢ definida como Beta(a,b) se:

Cla+b) , _
a4, b) = ——— 22 (1 — )Y o<y <l 2.2
Nessa parametrizagao temos que E(Y) = -4 e a Var(Y) = m Além disso, T'(+) é a
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funcao gama.
Agora, iremos apresentar a distribuicao Beta parametrizada como uma estrutura do modelo de
regressao conforme Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram. Seja y uma observagdo proveniente

de uma distribuicao beta com média e variancia:

EY)=p e Var(Y) = %,

onde V(u) = p(1 — p). Entao temos que a densidade de y pode ser escrita da seguinte maneira:

F(¢) ;uz)—l(l

R A A A (23)

flysmd) = ¢

onde O< p<leg¢g>0.

Nessa parametrizacao da distribuicao Beta o parametro g é a média e ¢ é o parametro de
precisao. Isto é, fixando p temos que quanto maior o valor de ¢ menor a variancia de .

Agora considere, Y7,Y5,...,Y, uma amostra aleatoria proveniente da distribuicao beta con-
forme (2.3). Para cada Yy, t = 1,...,n, a média é y; e parametro de precisao ¢. Entdo o modelo

é construido de tal forma que a média de y; pode ser escrita como:

p
g(u) = wubi=m, ~ BER’,$>0, (2.4)

i=1
onde B = (B1,...,8,)" é o vetor dos parametros de regressiao e, g(-) é uma funcao de ligagao

duas vezes diferenciavel e estritamente monétona. Tal fungao mapeia o intervalo (0, 1) no R. Ainda
temos que x4, . .., Ty, sao covaridveis associadas a t-observacao.
Dentre as possibilidades da funcao de ligagao em (2.4), podemos citar a logito, probito, log-log,

entre outras. No presente trabalho utilizamos a funcao de ligacao logito. Assim, temos que:

exp(z; B)

tT + exp(x 3)



ex] = (Ty,..., ), t=1,...,n

Por outro lado, considere agora que os dados sao provenientes de uma distribui¢cao beta, com
observagoes pertencentes ao intervalo unitario continuo em (0,1), e porém com zeros ou uns na
amostra. Sendo assim, seja y uma observagao da distribuicao beta inflacionada em ¢ (¢ = 0 ou

¢ =1). Entao a densidade de Y é dada por:

. o sey=-c
bic(y; 0, 1, ¢) = (2.5)

(1=0)f(y;p,0) seye€(0,1),

em que f(y;p, @) é a densidade beta definida em (2.3), 0 < d,u < 1e ¢ > 0.

Note que ¢ é a probabilidade de y = ¢ (¢ = 0 ou ¢ = 1), ou seja é o parametro de mistura,
que atribui peso ao ponto 0 ou 1, dependendo do caso. Observe que y é distribuido conforme uma
mistura entre a distribuicao continua Beta e a distribuicao degenerada no ponto c. Em Ospina e
Ferrari (2010) ha maiores detalhes a respeito da distribui¢ao beta inflacionada.

Similarmente ao modelo de regressao beta apresentado, temos também o modelo de regressao
beta inflacionado em zero ou um. Seja a densidade definida em (2.5). Entretanto, seja Y1, Y, ..., Y,
uma amostra dessa distribuicao; para cada Y; sua densidade é bi.(y; d, i, ¢) como dado em (2.5).
Novamente temos que o parametro ju; é definido pelo componente sistematico dado em (2.4).

Finalmente, apresentaremos a distribui¢ao beta inflacionada em zero e um. Considere entao,
que os dados sao provenientes de uma distribuigao continua no intervalo (0,1), mas também existe,
simultaneamente, ponto de massa nos dois extremos do intervalo. Logo, nesse caso, temos que ¥y

pertence ao intervalo [0,1]. A densidade da varidvel y é definida por:

oy sey=1
bizu(y; 6,7, 1, ¢) = ¢ 5(1 —7) sey=0 (2.6)
(1 =0)f(y:p,0) seye€(0,1),

em que f(y;p, @) é a densidade beta definida em (2.3), 0 < d§,y,u < 1e ¢ > 0.



Podemos afirmar que neste caso Y é distribuido conforme uma mistura entre as distribuigoes
Beta e Bernoulli, com parametros (i, ¢) e (7). Note que ¢ é a probabilidade da observacao ser
0 ou 1, ou seja é o parametro de mistura ou a probabilidade de mistura. Por outro lado, v é a
probabilidade da observacao ser igual a um, dado que ela ¢é inflacionada.

Note que P(y =1) =dv, Ply=0) =5(1 —v) e, para 0 < a < b < 1,

Py e (a,b))Z/ fys p, @)dy

De modo anélogo, o modelo de regressao beta inflacionado em zero e um ¢é uma extensao
ao modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um. A variavel Y; é distribuida conforme
a densidade definida em (2.6). Assim, seja Y7,Y5,...,Y, uma amostra dessa distribuigao beta
inflacionada em zero e um; para cada Y; sua densidade é bizu(y; 9,7, p, ¢). Mais uma vez, u; é
definido pelo componente sistemdtico em (2.4).

Na Tabela 2.1 temos os 3 modelos de regressao beta estudados neste trabalho.

Tabela 2.1: Modelos de Regressao Beta

Modelo de Regressao Distribuicao Parametros Componente sistematico

Beta Beta(pit, ¢) B, ¢ g(pe) = 3202 2B = me

Beta Inflacionado em Zero ou Um bic(y; 9, pt, @) 0,8, g(pe) =D 0 @i = me
Beta Inflacionado em Zero e Um  bizu(y; 0,7, pt, @) 0,7,8,¢ g(pe) = D0 2B =

Ressaltamos que nesse trabalho nao consideramos a modelagem dos parametros ¢, § e v. Porém
tais modelos foram desenvolvidos por Ospina e Ferrari (2011), Ospina (2008) e Reitman (2007) os
quais relacionam tais parametros com preditores lineares através de funcoes de ligacao especificas.

Vamos agora reescrever a distribuigao bizu(y;d,~, pu, ¢), definida na Tabela 2.1 de forma a
estruturar de uma maneira clara a mistura entre as distribuicoes Beta e Bernoulli. Suponha que

Y; pode assumir valores no intervalo fechado [0, 1]. Para cada Y;, define-se z; como:

0 sey €(0,1
2 = v € (0,1) (2.7)

1 seyy=0o0uy, =1



Quando z; = 0, temos que y; tem distribuicao Beta(py, ¢). Ao contrario, quando z; = 1,
dizemos que y; tem distribuicao Bernoulli(vy). Ainda, sabemos que a probabilidade de z; = 1, (ou
seja, P(Y, =0ou Y, = 1) = P(Z, = 1)) é igual a ¢, e por consequéncia a P(Z; = 0) =1 — 9.
Melhor dizendo, temos que Z; ~ Bernoulli(6).

Portanto temos que a funcao de distribuicao acumulada de Y; condicionada ao valor de Z; é

dada por:

F(ytlzt; 67’}/7 Mt ¢) = Fl(yt7 Ht, (b)liZtFQ(yt;fy)Zt?

sendo que Fi(yq; fie, @) € a fungao distribuicao acumulada de uma Beta(u, ¢) e Fo(y:;y) € a
fungao de distribuigdo acumulada de uma Bernoulli(y). Por outro lado, a distribui¢do marginal

de Y;:

1
F(y; 6,7, p:0) = Y Fyelz: 6,7, 4, 9) P20 = k)

k=0
1
= Zﬂ(yt;ﬂt, O) Py 7) Pz = k)
k=0
= (L= 0)Fi(ys; b, &) + 0 Fo(ys; ), (2.8)

onde os paramtros 9,7, ; € ¢ sao como definidos no quadro resumo 2.1.
Resumindo podemos reescrever a fungao distribuicao bizu(yy; 0,7y, t, ¢, z¢), agora incluindo a

variavel z;, como:

bizu(ye; 8,7, ps &y 2t) = F1(ye; pe, &) falye; v) 67 (1 — §)' . (2.9)

O valor de z; pode ser igual a igual a 0 ou 1. A funcao fi(y;; i, @) é a fungao densidade da beta
como definida em (2.3) e a fungao fo(ys;7y) é a distribuicdo de probabilidade de uma Bernoulli
com parametro 7.

Note que a funcao descrita em (2.9) é a generalizacao dos demais casos apresentados nas
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equagoes (2.3), (2.5) ou (2.6).

Na sequéncia apresentaremos como ¢ a funcao de verossimilhanca dos 3 modelos de regressao
beta apresentados; o modelo de regressao beta usual, o modelo de regressao beta inflacionado em
¢ (c=0 ou c=1) e 0o modelo de regressao beta inflacionado em zero e um.

Seja Y1,Y5,...,Y,, uma amostra aleatéria em que supomos ser distribuida conforme uma Beta

como dado em (2.3). Temos, entao, que a verossimilhanca da amostra é dada por

Lpo =11 r<ut¢>rr<(<?— LA AR (2.10)

t=1

Agora, considere Y7,Y5,...,Y,, uma amostra aleatéria que tenha distribuigao dada por (2.5).
Suponha que tenhamos pelo menos um caso de inflacionamento no ponto ¢ (¢c=0 ou 1). Defina
ainda, para cada y;, uma variavel z; como em (2.7). Assim, a equagao de verossimilhanga é dada

por:

n

L(,B.0) = [Ilf(wine. o) *P(Z = 2) (2.11)

t=1
n

= H[f(yt; pie, @) 0 (1 = 6)1

t=1

_ 52?:1Zt(1 — 5)"_2?112’5 H [f(yt;;utvgb)]l_%

t‘ZtZO
= gxia@ oy T [ (s e ),

t ‘ yte(ovl)

onde Z; ~ Bernoulli(d) e f(y:; put, ¢) é a densidade beta definida em (2.3). Note que Y ;| z; é a
somatoria de valores inflacionados na amostra e também é distribuido conforme uma Binomial(n, 9).

Outro ponto interessante é que a verossimilhanga descrita em (2.11) pode ser escrita como:

L(8,8,0) = L1(6)L2(B, ).

Ou seja, temos que a fungao de verossimilhanca pode ser fatorada em dois termos, um que depende
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apenas do parametro ¢ e outro que depende apenas dos parametros 3 e ¢. Assim, toda a inferéncia
pode ser feita de maneira independente nos dois casos. Podemos dizer ainda, que L;(d) envolve
apenas o componente discreto do modelo, enquanto que Ly(3, ¢) envolve o componente continuo
do modelo. Ou seja, a verossimilhanca ¢é separavel.

Vamos agora considerar que nossa amostra pertence ao intervalo [0, 1]. Seja Y1,Y5, ..., Y, uma
amostra independente, em que y; tem distribuicao definida em (2.6). Neste caso, suponha que
tenhamos pelo menos alguma observacao igual a zero e outra observagao igual a um. Novamente
definimos uma variavel z;, de acordo com a regra definida em (2.7). A fungao de verossimilhanga

serd dada por:

n

L(éa’yaua ¢) = H[fl(yt;:utuQS)]I_Zt[fQ(yt;/y)]ZtP(Zt = Zt) (212>
t=1
= L0 s s O [ fals )7 07 (1 = 6) 1=
t=1
— §Xi= (1 — 5)?%*2?:1 2t H [ (e s (b)]l% H [faye: V)]
t|Zt=0 t\ztzl
= otz (1 = o) fy(y ) ==t [ e e )]
t|Zt=0
= iR (1 = §)r i sy i M= (] )i i =D T T (g g, )]
t‘ZtZD
= 52?:1 Zt(l _ 5)”‘2?:1 ZWZ?:l H(ytzl)(l _ 7)2?:1 ze—3 g Wye=1) H [fl (yt; L, ¢)]
t‘yte(ovl)

Onde Z; ~ Bernoulli(d), fi(ys; e, @) ¢ a densidade beta definida em (2.3) e fa(yi;y) é a
distribui¢ao de probabilidade de uma Bernoulli de parametro . Assim como em (2.11) Y7 | z
é a somatdéria de valores inflacionados na amostra. A funcao I(A) é a fungao indicadora do evento
A. Similarmente temos que o produtério da equagao (2.12) é o produtério de todas as observagoes

y: € (0,1). Note que a verossimilhanga dada em (2.12) pode ser escrita como:

L<57 s /87 ¢) = Ll (5)L2(7>L3(/67 ¢)
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Ou seja, temos que a verossimilhanca pode ser fatorada em trés termos: um que depende apenas
do parametro 9, outro apenas do -, outro ainda que depende apenas dos parametros 3 e ¢. O
processo de estimacao desses parametros pode ser feita de modo independente nos trés casos. Por
fim, nota-se que L;(d)Ls(7) é a parte da verossimilhanca que depende apenas do componente dis-

creto do modelo, enquanto que L3(3, ¢) envolve o componente continuo do modelo.

2.1.2 Estimacgao via abordagem frequentista

Os modelos apresentados até agora foram estudados no presente trabalho. Duas abordagens
para estimacao dos parametros foram analisadas, a saber: a bayesiana e a frequentista. Ferrari e
Cribari-Neto (2004) e Ospina e Ferrari (2011) discutem como é feita a estimagao pelo método de
Maxima Verossimilhanga (MV). Basicamente, na estimagao dos parametros 3 e ¢ é utilizado algum
algoritmo de otimizacao nao-linear para encontrar as solugoes das equagoes da fungao escore de cada
um dos parametros. Para a estimacgao por MV utilizamos os pacotes ja implementados no software
R. Para os modelos de Regressao Beta (nao inflacionados) o pacote utilizado foi o “betareg”
(Cribari-Neto e Zeileis (2010)). Para os modelos de Regressao Beta Inflacionados os pacotes
utilizados foram o “gamlss” (Rigby e Stasinopoulos (2005)) e o “gamlss.dist” (Stasinopoulos et al
(2011)).

No caso dos modelos inflacionados, em que temos os parametros ligados as observagoes infla-
cionadas, a estimacao é feita resolvendo as equacoes da fungao escore que nesse caso tem solucao
explicita. Os detalhes do processo de estimacao via abordagem frequentista nao serao discutidos
nesse trabalho, mas podem ser encontradas em Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Ospina e Ferrari

(2011).
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2.2 Inferéncia Bayesiana

2.2.1 Apresentagao das Prioris

Na metodologia bayesiana, escolhemos 5 conjuntos de tipos de distribuigoes a priori para a
estimacao dos parametros. Detalharemos a seguir cada um dos casos para a obtencao das distri-
buicoes a posteriori.

Na escolha das prioris levamos em consideracao o espaco paramétrico em que cada um dos
parametros estao definidos. Por exemplo, para o parametro de precisao ¢, que é definido no
intervalo (0,00), tomamos como distribuigao a priori, em um dos casos, a Gama, que é bem
definida nesse intervalo. Também utilizamos algumas prioris nao informativas, como as prioris de
Jeffrey.

Todos os conjuntos de prioris podem ser escrito da seguinte maneira, considerando apenas os
parametros 3 e ¢:

™(B,¢) x m(B)7(¢)

Somente no conjunto de prioris de Jeffreys que serao escritos como 7(3, ¢), de forma que as prioris
de cada parametro nao sejam separaveis. Todavia, apresentaremos sempre separado para cada
uma das distribuigoes a priori.

Vamos expor as distribuicoes a priori para os parametros de regressao 3. Note que o vetor

B = (B1,...,5,)" pode ser definido como tendo uma distribuigao Normal multivariada com vetor
p x 1 de média pg = (1, - - - , pp)” e matriz p x p de varidncia e covariancia X, ou seja:
8= — (<56 1756~ o)) (2.13)
m(B)=————exp|—=(B—p — )
(mfs s\ 20 T

Em conjunto com a priori normal multivariada definida em (2.13), utilizamos duas prioris
diferentes para o parametro de precisao ¢. Uma, a priori Gama e outra, a priori proporcional a

uma constante, que é uma priori impropria e nao informativa.
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A primeira priori é dada por:

1
~ A(n)

w(9) o leX, >0, 1\ >0. (2.14)

Os hiperparametros sao definidos de acordo com algum conhecimento prévio dos dados em
questao. O valor esperado ¢ dado por E(¢) = n\ e a variancia é Var(¢) = n\?. Podemos decidir
também por escolher qual média e variancia para a distribuigao a priori (2.14). Assim, definindo
essas quantidades, podemos facilmente encontrar os valores dos hiperparametros. Por exemplo,

definindo que a média seja igual a h; e a variancia igual a hs, é facil provar que:

ho h?
A= — - =
oo T h
A segunda priori é dada por:
m(¢)xl, ¢ >0

Essa priori, como ja mencionado, é uma priori imprépria. Prioris desse tipo podem levar a
distribuicoes a posterioris improprias também. Porém, como avaliaremos nos proximos capitulos,
os resultados obtidos da simulacao MCMC da distribuicao a posteriori sugerem que as posterioris
sao proprias. Este aspecto merece mais investigacao, mas nao faz parte dos objetivos do presente
trabalho. Vale ressaltar que o nome “proporcional” para esse conjunto de priori é devido a priori
do parametro de precisao ¢.

Vamos agora apresentar as prioris de Jeffreys sob independéncia e de Jeffreys para os parametros
B3 e ¢. Primeiramente vamos mostrar como sao as matrizes de Informacao de Fisher. Essa matriz é
obtida através do valor esperado da derivada segunda da log-verossimilhanca. Mais detalhes sobre
esses desenvolvimentos podem ser encontrados em Oliveira (2004) e Ospina (2008).

Seja W = diag{wy, ..., w,}, D = diag{dy,...,d,} e c= (c1,...,c,)T, em que w; = ' () +
(1= p)@), de = (1= pe)*P'((1 = pe)) + pi () — 4'(8) e e = ¢lpewy + ((1 — pe)¢)]. Defina

1 1 1

ainda, T = diag{dp /dm, ..., dp,/dn,} = diag{m, T m}, com 7; como definido em
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(24), e Ay = diag{1/(1 = 6),...,1/(1 = §)} uma matriz diagonal n x n. A funcao ¢ (-) é a

fungao digama, definida como: (1) = dlog(ﬂ 1;((:)), 7>0

A matrizes de Informagao de Fisher sao calculadas de acordo com o modelo proposto. Assim,
teremos trés matrizes, uma para cada modelo.

Primeiramente, vamos considerar o caso em que o modelo estudado é o de regressao Beta em
que os dados nao sao inflacionados, isto é, o modelo Beta descrito na Tabela 2.1. As matrizes de

Informagao de Fisher sao dadas por:

Kgs = ¢*X{TWT}X
Kgy = Kjz=X"Tc (2.15)

Kyy = tr(D),

onde, de forma geral, tr(M) é o trago da matriz M. Finalmente, a matriz completa da In-

formagao de Fisher de (3, ¢) é dada por:

K K
K(B,¢) = e (2.16)
Kos Ky

Note que os parametros 3 e ¢ nao sao ortogonais. O trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004)
apresenta os cdlculos detalhado da matriz de Informagao de Fisher para os parametros do modelo
de regressao Beta.

Considere agora o modelo de regressao Beta inflacionado em zero ou um conforme descrito no
quadro 2.1. Como ja visto anteriormente, uma das caracteristicas da verossimilhanca é que ela
pode ser ser separada em dois termos, sendo um que envolve apenas o parametro ¢ relacionado aos

dados inflacionados (0 ou 1), e outro termo que envolve apenas os parametros 3 e ¢. Com isso, a
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matriz de Informagao de Fisher é dada por:

1/[6(1 = 0)]
P*XT{A,TWTEX

ol (2.17)

T _ vT A-1
K(bﬁ =X A(OJ)TC

tr(A(’l D)

0,1)

O fato da verossimilhanca ser separavel, faz com que as derivadas cruzadas serem nulas, ou

seja, Ksp = K55 = 0. Neste caso, o parametro J é ortogonal aos parametros 3 e ¢. Sendo assim,

a matriz de Informacao de Fisher fica:

K680 = |

0

0 K(B,¢)

Kss 0 0
0 Kg Kgg (2.18)
0 Ko Ky

Ospina e Ferrari (2011) apresentam os calculos detalhado da matriz de Informacao de Fisher

para o modelo de regressao beta inflacionado em zero ou um.

Por fim, apresentaremos a matriz de Informacao de Fisher para o modelo Inflacionado em zero

e um. Lembrando que neste caso a verossimilhanca é fatorada em trés termos. Um que depende

apenas do parametro J, outro que envolve apenas o parametro « e o ultimo que envolve o conjunto

de parametros (3, ¢). Com isso, as matrizes das derivadas cruzadas ficam todas iguais a zero, ou

seja, Kgﬁ = K5¢ = Kg,y = K,yﬁ = K’Y¢ = 0.
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Kss = 1/[6(1 —0)]

Ky = 8/Iv(1=7)]
Kgg = ¢*XT{A,TWTYX (2.19)

T TA—
Koo = Ko =X"Ag,Te

Ky = tr(Ag;D)

Kss O 0 0
K(6,y) 0 0 K, 0 0
K(8,7,B,¢) = = " (2.20)
0 K(B, ) 0 0 Kpg Kpg
0 0 K¢5 K¢¢

Assim, as matrizes de Informagao de Fisher do Modelo de Regressao Beta, Modelo de Regressao
Beta Inflacionado em ¢ e Modelo Inflacioando em Zero e Um sao dadas pelas matrizes (2.16), (2.18)
e (2.20).

A priori de Jeffreys é definida pela raiz quadrada do determinante da matriz de Informacao
de Fisher. Por outro lado, a priori de Jeffreys sob a suposicao de independéncia entre B e ¢, é

definida como:

m(B) oc \/[Kgs| e T(¢) o< \/ [ Kgpl- (2.21)

E, finalmente, sem a suposicao de independéncia, temos que a priori de Jeffreys é dada por:

(B, ¢) \/|K55K¢¢ = Ko Kos (2.22)

As matrizes Kgg, Ky, Ky € Ky sao definidas de acordo com o modelo que esté sendo proposto.

Para o modelo de regressao Beta as matrizes sdo dadas em (2.15). Para o modelo Inflacionado em
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¢, elas sdo dadas por (2.17). E no modelo Inflacionado em zero e um as matrizes sao definidas em
(2.19).

Vale ressaltar que a priori de Jeffreys é nao informativa. Particularmente, Souza (2011) mostrou
que a priori de Jeffreys para o parametro ¢ e no caso especifico que as médias sao iguais em todas
as observagoes, que ela é imprépria. Nos capitulos a seguir, mostraremos através de estudos de
simulagoes que as posterioris obtidas com as prioris de Jeffreys sugerem que elas sao préprias.

Para os parametros v e 0, que assumem valores entre (0, 1), a distribui¢do a priori escolhida foi

a Beta. Definimos que uma varidvel 6 tem distribuigdo Beta(a,b) se:

L(a+b) , 4 _
0) = 0" (1—0)" 0< 6 <1 2.23
Nessa parametrizagao temos que E(0) = -7 e a Var(d) = m Nesse caso temos que

escolher os hiperparametros a e b de acordo com a experiéncia do pesquisador, ou mesmo alguma
outra informacao disponivel no estudo.
A Tabela 2.2 apresenta os conjuntos das prioris utilizadas para cada parametro dos modelos

estudados.

Tabela 2.2: Prioris associadas aos parametros do modelo em cada uma das abordagens bayesianas

g ¢
Prioris Usuais Ny(pg, X3) Gama(n, \)
Jeffreys Independente x /| K3ag] x /| Kpgl
Jeffreys o< /1KpsKps — KpoKosl o< \/[KpsKos — KK opl
Proporcional Ny(pg, X3) x 1
0 Y
Bayesiano Beta(aq,by) Beta(asg, bs)

2.2.2 Apresentagao das posterioris e das condicionais completas

Conforme a idéia apresentada em (2.1), iremos combinar a verossimilhanga com a distribui¢ao
a priori, encontrando assim o kernel da distribuicao a posteriori. Como ja mencionado anterior-

mente, a verossimilhanca pode ser fatorada em pelo menos dois termos diferentes nos modelos
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inflacionados. A parte que depende apenas dos parametros de regressao e outra que depende ape-
nas do componente discreto do modelo. Pelo fato da separabilidade da fungao de verossimilhanga,
podemos obter as posterioris de maneira independente. Neste momento, iniciaremos mostrando
as posterioris dos parametros 3 e ¢. Além disso, a estimacao dos parametros do componente
continuo (3 e ¢) é similar nos trés modelos estudados neste trabalho. As verossimilhangas de cada
modelo, dependem apenas dos dados pertencentes ao intervalo (0,1). Por isso, podemos generalizar
a apresentagao das posterioris de todos os modelos para esses parametros.

Outro ponto a discutir é que as posteriores podem ser escritas da seguinte forma:

(B, 9ly) o< L(B,¢)7 (B, ¢) x L(B, ¢)m(B)m(¢)

Entretanto, as distribuigoes a posteriores em nenhum caso terao forma conhecida. Iremos entao,

trabalhar com as condicionais completas, que sao dadas por:

m(Bly, ¢) < L(B,9)m(B) e w(Ply,B) o< L(B, )7 (¢)

Mostraremos a seguir que essas condicionais completas nao possuem forma conhecida, e por
isso, utilizaremos algum método MCMC (que sera apresentado na Segdo 2.2.3) para simulagao
dessa distribuicao.

Considere cada uma das verossimilhangas apresentadas em (2.10), ou a funcdo Lo(8,¢) da
equagao (2.11), ou a fungao L3(8, ¢) da equagao (2.12), a depender do modelo proposto. Note que
cada uma das verossimilhancas sao similares pelo fato de que todas dependem apenas dos valores
de y, € (0,1).

Primeiramente, considere o conjunto de priori usuais como mostrado na Tabela 2.2. A condi-
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cional completa do vetor B é determinada por:

m(Bly.¢) o L(B.d)7(B) (2.24)
1 1
= f(ye; s, )] ——— ex (__ 8- TS(8 — )
t|12:[=0[ (i e 0) (277)§|25|§e P 2( ts) X5 (B — pg)
P(¢) pep—1 B (1M)¢1:| 1—2¢
: t|1z:[=0 {F(,Ugb)f‘((l — ) ) vi (1=y)
X exp (—%(ﬁ — ) "S5 (B~ ug))
1 Hep—1rq (1ut)¢1] o
B t|1;[:0 [F(ut<b)r((1 o) (1 — )
. (—%W ~#s) 558 w))
e a condicional completa do parametro ¢ é dada por:

17%; 7]*167%
= tlllo[f(ytv M, (b)] )\WF(TD (b
x () pot 1
t|1zt_[=o {W“t@r((l — o) (1—we)
1 i
Wﬁﬁ e

(1—pt)p—1

1—2z¢

Nota-se que as duas distribuicoes nao possuem forma fechada. Isto nos leva a utilizar algum

método de simulagao, para obtermos amostras da densidade a posteriori.

Agora, considere o conjunto de prioris Proporcional. Neste caso, a condicional completa para

o parametro (3 é igual a equacao (2.24). A diferenga estd na densidade da condicional completa
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do parametro ¢ que é dada por:

7r(¢‘y,ﬁ) o L(g7¢)ﬂ<¢) (226>
= T e p o))
t|z:=0
x I'(¢) pebelpr  \(m)pel 12
t|1;£0 {F<Mt¢)F((1 - Mtw)?/t (1—y)

Novamente para esses conjuntos de prioris, as condicionais completas nao tém forma conhecida.
Uma das solugoes ¢ utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings para amostrar dessa densidade.
Vamos agora apresentar as condicionais completas do conjunto de prioris de Jeffreys sob a su-

posicao de independéncia, conforme mostrado na Tabela 2.2. A condicional completa do parametro

B é:

= I e e, 9)] 2/ [ Kl
t]z=0
o F(¢) pep—Lloq (1—pt)p—1 e
t|1;[:0 {F(M@)F((l — Ht)®) 4 =) ] Kl

L pud—1(q _ (1—m)¢—1]12t K
* I [0 - o

t | 2¢=0

e a condicional completa do parametro ¢ é dada por:

m(¢ly,B) o< L(B,¢)m(s) (2.28)
= T (s s )] o< 4/ [ K
t|z:=0
o F((b) ptd—=1,4 (1—pt)op—1 o
t}lo[r(um)r((l—ut)@% R I

Por fim, temos o conjunto de condicionais completas provenientes das prioris de Jeffreys para

22



os parametros 3 e ¢ que sao dados por:

m(Bly,¢) o L(B,d)m(B) (2.29)

= H Lf (yes e, ¢)]1_Zt\/|KﬁﬁK¢¢ — K Kgp|

t | 2¢=0

['(¢) ped—1 T—pe)p—1 e
x II[Nm@nu—me”)“‘%“ ’ ]

t | z2¢=0

x \/|KBBK¢>¢ — Ko Kopl

1 ped—1 1—pe)p—1 o
> II[Nm@mu—mwﬂ”)“‘%“ ’ ]

t | z:=0

\/|KBBK¢¢ — KoKy

X

e para o parametro ¢ € igual a:

©(8ly,8) o L(B,¢)r(¢) (2.30)
=TT e O 1K 35Ky — Kool
t|z=0
x L) ped=1 _ g (1—pe)é—1 o
tLLmewm—mwﬂt (1=w)

\/|KBBK¢¢ — Ko Kopl

X

Assim como nos demais casos, as densidades a posteriori dos parametros 3 e ¢ nao tem forma
conhecida para os dois conjuntos de prioris de Jeffreys, assim como suas condicionais completas.
Ou seja as posterioris de interesse nao sao obteniveis. Assim, temos de usar métodos de simulacao
MCMC. Além disso, como as condicionais completas nao sao conhecidas, devemos utilizar al-
gum algoritmo auxiliar para amostrar delas. Como ja mencionado, foi utilizado o algoritmo de
Metropolis-Hastings para amostrar das densidades a posteriori. Podem ainda ser sugeridos outros

métodos, como a Rejeigao adaptativa ou o “slice-sampling”. Para detalhes veja Gammerman e

23



Lopes (2006).

2.2.3 Desenvolvimento do algoritmo MCMC

No enfoque bayesiano de estimagao dos parametros do modelo as distribuigoes a posteriori nao
possuem forma conhecida, e entao precisamos de algum método de simulagao para amostrar da
densidade a posteriori. O algoritmo de Metropolis-Hastings ¢ um método de simulacao que se baseia
em algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC - Markov Chain Monte Carlo).
Gamerman e Lopes (2006) descrevem o algoritmo de MH com maiores detalhes. Resumidamente,
se queremos amostrar de uma densidade m(f), primeiramente calculamos uma probabilidade de
transigao, a(0,-), que é a combinacdo da densidade m(#) com um Kernel de transi¢ao arbitrério,

q(+,0). A expressao para a probabilidade de transicao é:
a0, w) = mm{LM} (2.31)

Assim, em termos praticos, a simulacao de Monte Carlo pode ser descrita nos seguintes passos:
1. Inicialize a iteracdo com o contador j = 1 e um valor inicial arbitrario (%
2. Mova a cadeia para um novo valor w gerado da densidade ¢(6V=1, ")

3. Avalie a probabilidade de aceitacio dada em (2.31). Se o movimento é aceito, 8Y) = w, e se

nao for aceito, 9) = U~ e a cadeia ndo se move

4. Altere o contador de j para j + 1 e retorne ao passo 2 até que um numero suficiente de

iteragoes MCMC seja obtida

Pode-se utilizar ao invés da razao entre quocientes na probabilidade de transi¢ao, tomar o
logaritmo e assim ficar com uma soma. Isto pode facilitar a implementagao computacional.
Para verificar se houve a convergéncia, utilizamos alguns métodos para monitorar a mesma.

Um deles é a inspecao visual atraves de graficos das autocorrelacoes, e também da observacao
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da trajetéria de diferentes cadeias, o que nos permite verificar a convergéncia em distribuicao na
medida que aumenta o nimero de iteracoes. Utilizamos também os critérios como o de Geweke,
proposto em Geweke (1992) e o critério de Gelman e Rubin, sugerido por Gelman e Rubin (1992).
O critério de Geweke sugere a verificacao da convergéncia através de testes de médias, em intervalos
diferentes, apds o periodo de burn-in do algoritmo. Se a convergéncia foi alcancada, os comporta-
mentos nos diferentes intervalos devem ser parecidos. Ja o critério de Gelman e Rubin, avalia a
convergéncia utilizando cadeias paralelas. O teste consiste em comparar a variancia entre e dentro
das cadeias. Gamerman e Lopes (2006) descrevem estes critérios com maiores detalhes. Mais
adiante iremos mostrar uma simulacao feita, em que utilizamos esses critérios para monitoramento
da convergéncia da cadeia.

No uso do algoritmo, como Kernel de transicao do parametro B utilizamos a distribuicao
Normal com média igual a estimativa de maxima verossimilhanca deslocada de uma constante
e como matriz de covariancia, a matriz obtida com as variancias e covariancias estimadas por
maxima verossimilhanca, mas multiplicada por um fator de escala. Para o parametro ¢ utilizamos
a distribuicao log-Normal. Temos que o logaritmo do parametro ¢ é distribuido como uma Normal
com média igual ao logaritmo do valor obtido no passo anterior, e como variancia uma constante
previamente escolhida. Basicamente a escolha dos Kernel de transi¢ao é baseada na facilidade de
amostrar dessa densidade e também que tal densidade nos leve a uma probabilidade de transicao
alta, fazendo com que a cadeia de Markov se mova até a convergéncia. Maiores detalhes podem
ser visto em Gamerman e Lopes (2006) ¢ Gamerman (1996).

Na aplicacao com dados reais, no capitulo 6, foi utilizada uma pequena modificacao na dis-
tribuicao de transicao, somente para os vetor de parametros 3. Ao invés de se utilizar a normal
multivariada com as estimativas de MV, trocamos a matriz de variancia e covariancia considerando
apenas a diagonal principal dela, multiplicada por um fator de escala. Essa alteracao foi feita para
auxiliar a convergéncia do algoritmo.

Resumindo, utilizamos esse algoritmo para amostrar da densidade a posteriori dos parametros

B e ¢, pois suas distribuicoes nao tem forma conhecida. Salientamos ainda que nos 3 modelos
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estudados (modelo de Regressao Beta nao inflacionado, inflacionado em zero ou um e inflacionado
em zero e um) o processo de estimagao sdo bem similares. A diferenca consiste que nos modelos
inflacionados, utilizamos no algoritmo de Metropolis-Hastings somente as observagoes diferentes de
zero ou um. Assim como para o conjunto de prioris de Jeffreys usamos as distribuicoes definidas
na Tabela 2.2, utilizando a matriz de Informacao de Fisher de acordo com o modelo em anélise

conforme as equagoes (2.16), (2.18) e (2.20).

2.2.4 Inferéncia Bayesiana para os parametros 0 e vy

Finalmente, para encerrar os aspectos da estimacao bayesiana desse trabalho, vamos discutir
como sao os estimadores dos parametros associados ao componente discreto do modelo de regressao
Beta. Neste caso, somente faz sentido discutir para os modelos inflacionados em zero ou/e um.
Os parametros sao o ¢ e o v, referentes a probabilidade de dados inflacionados na amostra e a
probabilidade da observacao ser igual a um, dado que ela é inflacionada, respectivamente.

Diferentemente dos parametros de regressao, os parametros 0 e 7y, apresentam posterioris co-
nhecidas. A combinacao da verossimilhanca com a distribuicao a priori tem a forma de uma
distribuicao beta. Para esses parametros a distribuicao a priori definida foi a beta, conforme a
Tabela 2.2.

Considere, primeiramente, a fun¢ao definida em L;(¢), apresentada na equagao (2.11) e na
equagao (2.12). Assim, combinando a fungao de verossimilhanga e a priori definida em (2.23)

teremos a seguinte distribuicao a posteriori para o parametro §:

7(dly,ar,b1) o< L(0)m(9) (2.32)

n s T(ag + by)
— Dot #t _ n—=>_1_1 2t ;
g (1 5> F(al)r(bl)

o dxi=i#(] — §) Rz syl — )il

5(11—1(1 . 5)(1)1—1)

— 52?:1 Zt+a1—1(1 _ 5)71—2?:1 2¢+b1—1
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Note que a distribuigao a posteriori de § é uma Beta com parametros (> | z+a1,n—y ;. 2+

by). O estimador bayesiano nesse caso é a esperanga a posteriori que é definida por:

Y o ta
E(bly,a1,br) = —%; nt+ bll (2.33)

E sua variancia que ¢é dada por:

(e 2 a)(n = 3oy 2+ by) (2.34)

Var(o b)) =
GT( |yaa/17 1) (a1+n+b1+1)<a1+n+b1)2

Agora, veja na equacao (2.12) o termo Ly(y). Combinando com a distribuicao a priori definida
em (2.23), com os hiperparametros (ag, by) conforme o quadro 2.2, teremos a seguinte distribuigao

a posteriori para o parametro :

T(Y|y, az,b2) o< L(y)7(7) (2.35)
) F(az + bQ)

['(ag)T(bs)
x i1 H(yt=1)(1 _ f)/)Zt:l 2= H(yt=1)fya2*1(1 _ 7)(b2*1)

= 72?=1 I(ys=1) (1 _ 7)2?:1 ze—3 o L(ye=1

— 72?:1 I(ys=1)+az—1 (1 _ 7)2?:1 2t—=> 1y W(ye=1)+b2—1

A distribuigdo a posteriori do pardmetro v é uma Beta com parametros (>, I(y = 1) +
ag, Y12zt — >y Iy = 1) 4 bg). Com isso, o valor esperado a posteriori do parametro v é dado

por:

S Iy = 1) + s
E(y|y, ag, by) = &=L 220 2.36
(.02, ba) = = (2.36)

E sua variancia é dada por:

(Z?:l H(yt = 1) + a2)(” - Z::l H(yt = 1) + b2> (2 37)
(ag + D21y 2+ bo + D)(ag + 311 20 + ba)? '

Var(y|y, az, bs) =

Assim, concluimos todos os aspectos inferenciais proposto nesse trabalho. Iniciaremos a seguir,
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os estudos de simulacao realizados para verificar o ferramental proposto.
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Capitulo 3

Estudo de Simulacao - Modelo de Regressao Beta

3.1 Introducao

Os objetivos desse estudo sao comparar as estimativas bayesianas com as de Maxima Veros-
similhanca, verificar a sensibilidade das estimativas bayesianas a escolha das prioris e avaliar o
impacto dos fatores na precisao das estimativas dos diferentes métodos. Para isso foi feito um
estudo de simulacao. Foram fixados trés fatores: o tamanho amostral, o niimero de covariaveis
(consequentemente os valores verdadeiros dos parametros associados a essas covaridveis) e o valor
verdadeiro do parametro de precisao ¢ (relacionado com a variabilidade dos dados).

Os tamanhos amostrais propostos foram 20, 50 e 200; o nimero de covariaveis foram 2 e 5; e
finalmente, os valores verdadeiros de ¢ foram 20, 50, 200 e 1000. Na situacao em que o niimero de
covariaveis é dois, os verdadeiros valores dos parametros de regressao sao 5y = —1,5e 1 = 1,5. No
caso em que o numero de covariaveis é igual a cinco, os verdadeiros valores do vetor de parametros
B’s sao By = —=3,0, B4 = —=1,5, B = 0,0, 3 = 1,5 e B4, = 3,0. Os valores escolhidos dos
parametros de regressao foram baseados nas aplicagoes com dados simulados e também com dados
reais dos trabalhos de Ferrari e Cribari-Neto (2004) e de Ospina e Ferrari (2011).

Lembrando que temos 6 conjuntos de estimativas provenientes de dois métodos de estimagao
utilizados, o bayesiano e o frequentista. Dentre os 6, temos 5 bayesianos, os quais estao relacionados

com as distribuigoes a priori usadas. A saber teremos: as prioris usuais 1, prioris usuais 2, Jeffreys
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sob independéncia, Jeffreys e proporcional. A Tabela 3.1 mostra as prioris associadas a cada uma
das abordagens bayesianas. Sendo que K(-,-) é a matriz de Informacao de Fisher definida em

(2.15).

Tabela 3.1: Prioris associadas aos parametros do modelo em cada uma das abordagens bayesianas

g ¢
Prioris Usuais 1 Ny(0,251,) Gama(500, 100000)
Prioris Usuais 2 N,(0,251)) Gama(500,1000000)
Jeffreys Independente x /| K3ag] X /| K pg)
Jeffreys o VIKpsKos — KpoKopl o< \/[KspKos — KoK gl
Proporcional N,(0,251)) x 1

Na Figura 3.1 temos as duas densidades gama propostas para o parametro ¢. Para ilustrar o
comportamento delas, foram construidas a linha da densidade real das duas distribui¢oes gama.
Ambas as distribui¢oes possuem média igual a 500. A diferenca estd na variancia, que na priori
usual 1 é igual a 100000 e na usual 2 é igual a 1000000. Note que na primeira os valores se
concentram de 0 a 1500. Enquanto na segunda, os valores vao de 0 até 8000, e, na grande maioria,
concentrando-se de 0 a 2000.

Os valores dos hiperparametros foram escolhidos baseando-se nas aplicagoes dos trabalhos de

Ospina (2008) e Oliveira (2004).

0.0010
|
0.0010
|

0.0000
|
0.0000
L

I I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 0 2000 4000 6000 8000

(e) Priori Usual 1 - Gama(500, 100000) (f) Priori Usual 2 - Gama(500,1000000)

Figura 3.1: Densidades das distribuicoes a priori associadas ao parametro ¢
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Vamos detalhar os passos usados no estudo de simulacao. Para cada combinacao dos niveis
dos trés fatores fixados, a matriz regressora é gerada da distribui¢cao Uniforme no intervalo (0,1).
Oliveira (2004) e Ospina (2008) utilizaram também como a matriz das varidveis regressoras como
distribuidas conforme U(0, 1). Qualquer covaridvel pode facilmente ser deslocada para o intervalo
unitario, sendo assim, esse foi um dos motivos que também nao utilizamos outra distribuicao
para simular as covaridveis. Além disso, Oliveira (2004) utilizou outras covaridveis no estudo de
simulagao, e nao encontrou nenhum apontamento que pudesse interferir nos resultados.

Apés isso, é gerada a varidvel resposta yi, ..., yn, com Y; ~ Beta(y, @) e:

o _exp(al)

1+ exp(z{ B)

Para cada amostra gerada, sao calculados as estimativas dos parametros do modelo. Tal pro-
cesso foi repetido 100 vezes (100 réplicas). Na abordagem bayesiana utilizamos a esperanca a
posteriori como estimador, sendo que o algoritmo MCMC foi usado para amostrar das posterioris.
Os algoritmos foram implementados no software R, enquanto que as estimativas de Méaxima Ve-
rossimilhanca foram obtidas utilizando-se o pacote “betareg” no software R. Zeiles e Cribari-Neto
(2010) apresentam maiores detalhes desse pacote.

Dessas 100 réplicas, as seguintes quantidades foram calculadas: Média, Variancia, Vicio, raiz
quadrada do Erro Quadratico Médio (REQM) e o valor absoluto do vicio relativo (da sigla em
inglés AVRB - Absolute Value of Relative Bias). Considere que 0, é a estimativa obtida da r-ésima

réplica para cada parametro. Entao, define-se cada uma das estatisticas como:

e Média: média das R = 100 réplicas

2 ~—R @
— QR - Zr:1 R
e Variancia: variancia das R = 100 réplicas
— o~ R 97”79 2
— Varg=Var(0g) =>", (6:—0r)” Rﬁf)

e Vicio: diferenca da média com o valor verdadeiro do parametro
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— o

— Viciog = Vicio(0g) = 53 —0

e REQM: raiz quadrada da soma do vicio ao quadrado com a variancia

— o~ 2 —
— REQMy = REQM (0r) = \/Vicz'oe + Varg

e AVRB: valor absoluto do vicio dividido pelo valor absoluto do verdadeiro valor do parametro

— AVRE, — Vgl

Com excecao da média, para todas as outras estatisticas calculadas, quanto menor seu valor,
melhor o desempenho do método de estimacao. Porém, vale ressaltar que o vicio tem essa ca-
racteristica quando analisado em termos do seu valor absoluto. Além disso, foram construidos os
box-plots das 100 estimativas e graficos dos REQM.

A fim de simplificar os resultados, e para evitar um niumero excessivo de tabelas e gréficos,
consideramos uma média dos valores de AVRB e REQM obtidos para os parametros 3. Por exem-
plo, para o caso em que p=2, calculamos a média do AVRB obtida dos parametros 5y e (1 e
apresentamos nas tabelas, assim como para o REQM, s6 que nesse caso apresetamos nos graficos.

Mesmo resumo foi feito para o caso em que p=5.

3.2 Estudo de Convergéncia

Mostraremos a seguir um exemplo do estudo de convergéncia feito para os modelos de regressao
Beta nao inflacionado. Utilizamos o conjunto de prioris usuais, conforme tabela (2.2). Primeira-
mente, escolhemos os valores verdadeiros dos parametros do modelo de regressao beta como sendo
igual a 3 = (—1,5;1,5) e o parametro ¢ = 200. As covaridveis foram amostradas da distribuigao
Uniforme no intervalo (0,1). O tamanho amostral igual a 50. Os hiperparametros da densidade
a priori Normal foram iguais a 0 (vetor de média igual ao vetor nulo) e 25 (matriz de variancia e
covariancia, com todos elementos da diagonal principal igual a 25) para o vetor de parametro 3.
Para o parametro de precisao ¢, a densidade a priori gama foi definida com média igual a 500 e

variancia igual a 100000.
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O estudo consiste de iniciar conjuntamente 3 cadeias em paralelo. Numa cadeia os valores
iniciais dos parametros 3 e ¢ foram iguais aos propostos por Ferrari e Cribari-Neto (2004), para a
inicializacao do algoritmo de otimizagao. Na segunda cadeia, os valores iniciais para os elementos
do vetor B foi amostrado de uma densidade Normal com média igual a zero e variancia igual a 0,1,
e para o valor inicial de ¢ foi amostrado de uma densidade Normal com média igual ao logaritmo
do valor verdadeiro (no caso, log(200)) e variancia igual a 0,2, e depois tomou-se a exponencial
do valor simulado. E na tltima cadeia, o vetor inicial 3 foi o vetor nulo e o para o parametro ¢,
amostrou-se de uma Normal com média 4,5 e variancia 0,2, e tomado a exponencial desse ntimero.

Em cada uma das cadeias o niimero de iteragoes foi igual a 10000. Considerou-se um burn-in
igual a 1000 e espacamento igual a 9. O tamanho da amostra final igual a 1000. Para auxilio da
obtencao das estatisticas e graficos de monitoramento da convergéncia das cadeias foi utilizado o
pacote ”Coda” (Plummer et al (2006)) do software R.

Na Figura 3.2 temos os valores das 3 cadeias completas (com as 10000 iteragoes), assim como
as auto-correlacoes obtidas. Note que elas se sobrepoe, e que nos 3 parametros, apos o periodo das
1000 primeiras iteragoes, aparentemente houve convergéncia para o verdadeiro valor, e que nao ha
mais influéncia do valor inicial de cada uma das cadeias.

Considerando a estatistica de Geweke, em todas as 3 cadeias dos parametros [y, f1 e ¢ a
maioria dos valores ficaram dentro dos limites considerados aceitaveis, o que indica convergéncia
das cadeias. Nao foram apresentados os graficos dessa estatistica para evitar que o trabalho ficasse
muito longo.

Ja na Figura 3.3 temos os graficos com as estatistica de Gelman-Rubin. Quanto mais perto
do valor unitario, significa que as 3 cadeias convergiram conjuntamente. Note que para os 3

parametros os valores estao bem proximos de 1.
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Na Figura 3.4 temos o gréafico do trace-plot da amostra final, isto ¢, com as 1000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, apds a retirada das 1000 primeiras iteragoes (burn-in). Temos
também, ao lado, nos Graficos 3.4(b), 3.4(d) e 3.4(f) as autocorrelagdes obtidas da amostra final
apenas para a primeira cadeia. Note que os valores estao todos abaixo de 0,20, indicando que as

amostras sao aproximadamente nao correlacionadas.

35



Gréficos das Auto-correlacdes - By

250

200

150
12 cadeia
oes

(f) Auto-Correlagies - ¢

36

Trace plot para

1000

0 0
Trace plot da amostra final e Gradficos de Auto-Correlag

Iterations

400

(e) Parametro - ¢

Figura 3.4

200

= B = L
L 8 L 8
g I
= < 7 = = \
Li- 8 Nal L+ g Na}
| , , |
o B=3
* | r @ 1 —
S 8 B S 8
i S g L S =
=Y 2 h =
rilk s I © 11+ 8 3 =
- « ~ s - « ~ S L
3 L ? ks ® ?
] 8 & 2 5] 1 2 =
| s < = ] s < e L
- ) = - Q
Py il 2] _
2 O
o S L 2
= ! 8 = | 8
LiL s s 8 ik s S 2
= 2 = =
[ +~ © - +~ pad 4
S S S o
F — —~ 3
-8 = i =8 = L
E o E o
T T T T T T T T T T T T T T T
s 80 90 o co oo oL 80 90 o zco oo oL 80 90 o co [e)e)
40V 40V 40V
= =
L 8 L 8
=1 =1
= =
L s L 8
S S
S =
=3 ! =3 !
-8 S = 8 S -
=
A S g I s g
g N = 5 O =
= k=] = =
g g =1 k-] g o
2 = =
3 k] 3 s
= S = = S =
g Dw r g S
~— ~—~
< o
N =
= =
L 8 L 8
& &
L = L =
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
ov L— St L— oS 1L— SSL— 09 1— 8L pANYS 9L S L v e ch ose ooge ose 0oe [ol=38 0oL

og g L



3.3 Avaliacao dos Resultados

Iniciaremos agora a avaliagao dos resultados obtidos. Nota-se que de maneira geral conforme
aumenta-se o tamanho da amostra e o valor do parametro ¢, melhor o desempenho das estimativas.
Tal comportamento ja era esperado, devido ao fato de que, quanto maior o valor do parametro
¢ menor a variabilidade dos dados, e quanto maior o tamanho da amostra, em principio, mais
informagcoes se dispoe para se estimar os parametros.

Primeiramente, vamos considerar o caso em que o nimero de covariaveis é igual a dois. Tanto
a variancia, quanto o REQM das estimativas dos parametros 3y e #; diminui conforme aumenta
o tamanho da amostra. O valor verdadeiro do parametro de precisao ¢ também influencia em
melhores resultados, pois a variancia diminui quando o valor do parametro ¢ é maior. Por exemplo,
nas situagoes que o parametro ¢ é igual a 1000, os REQM sao todas menores que 0,001. As Figuras
3.5 a 3.8 apresentam os valores do REQM em cada uma das situacoes simuladas. Analisando o
viés das estimativas, quando ¢ é igual 1000 percebe-se diferenca somente na terceira casa decimal,
ou seja, eles sao praticamente iguais. J& quando ¢ é 50 ou 200, observa-se algumas diferengas
na segunda casa decimal. Os maiores valores absolutos do vicio foram encontrados quando ¢ é
igual a 20. Na estatistica AVRB nao houve grandes diferengas entre as estimativas. Os maiores
valores dessa quantidade foram obtidos nos casos que tanto o n, quanto o ¢ sdo pequenos (20 e 20
respectivamente), porém nada maior que 9%. As Tabelas 3.2 e 3.3 mostram o AVRB associados
as estimativas obtidas em cada um dos métodos de estimagao de todos os parametros.

De modo geral, as estimativas dos (’s se comportaram de forma bem similar entre todos os
métodos abordados, tanto os bayesianos, quanto na abordagem classica. Nao houve diferencas
significativas entre elas. Todavia, o parametro de precisao ¢ tem interferéncia razoavel no com-
portamento das estimativas. Assim, comecaremos agora uma analise mais detalhada a respeito da
estimacao desse parametro.

As estatisticas relacionadas as estimativas do parametro de precisao ¢ também apresentam

melhores resultados conforme aumenta-se o tamanho da amostra. Porém, é possivel notar que
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Tabela 3.2: AVRB das Estimativas dos parametros 8’s - p=2

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 6,2% 4,3% 3,9% 3,7% 51% 4,9%

20 50 1,1% 1,2% 1,1% 1,1% 1,2% 1,1%
200 0,3% 0,2% 0,1% 0,1% 0,2% 0,2%

20 0,6% 0,2% 0,3% 0,3% 0,3% 0,1%

50 50 0,5% 0,7% 0,8% 0,8% 0,6% 0,7%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%

20 0,5% 0,3% 0,3% 0,3% 0,4% 0,4%

200 50 0,2% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%
200 0,3% 0,3% 0,3% 0,3% 0,3% 0,3%

20 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%

1000 50 0,2% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%
200 <0,1% <0,1% <0,1% <0,1% <0,1% <0,1%

Tabela 3.3: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 46,0% 20,1% 16,0% 14,2% 29,4% 27,3%
20 50 18,8% 9,4% 8,0% 7,5% 12,7% 12,1%
200 3,0% 0,9% 0,4% 0,4% 1,5% 1,4%
20 41,8% 18,1% 14,9% 14,3% 28,2% 27,1%
50 50 13,4% 4.8% 3,8% 3,5% 8,3% 7,8%
200 3,7% 1,6% 1,3% 1,2% 2,3% 2,3%
20 27,0% 14,4% 12,5% 13,0% 25,3% 25,1%
200 50 12,0% 6,8% 6,1% 6,1% 10,6% 10,5%
200 1,6% 0,3% 0,1% 0,1% 1,1% 1,1%
20 16,9% 2,7% 6,7% 6,9% 18,6% 18,8%
1000 50 5,8% 3,4% 4,7% 4.8% 9,0% 9,0%
200 0,8% 3,2% 3,5% 3,5% 4,4% 4.5%

as estimativas bayesianas sob as prioris de Jeffreys sob independéncia e as prioris de Jeffreys
apresentaram melhores resultados que os demais métodos. Na maioria das combinacoes dos niveis
dos fatores as estimativas oriundas dessas duas abordagens apresentaram menores AVRB e REQM
que as outras. Podemos destacar, no caso em que o verdadeiro valor do parametro ¢ é 1000, que a
abordagem de estimacao com a priori usual 1, produz melhores resultados em termos da REQM se
comparado as demais estimativas. Porém o AVRB foram maiores em termos absolutos (em relagao
as demais). Também quando o verdadeiro valor é 1000, outro ponto de destaque, é o método com

priori usual 2. Ele apresentou resultados satisfatérios na estimagao, isto é, gerou boas estatisticas
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Figura 3.6: REQM dos parametros do modelo - =50 e p=2

em relacao as outras estimativas bayesianas e também da estimativa por MV. Resumindo, essas
duas estimativas com as prioris usuais 1 e 2 se mostraram melhores quando o parametro de precisao
¢ bem alto. Na Figura 3.1 temos os graficos com o comportamento das duas prioris usuais.
Quanto ao AVRB, notamos outro ponto positivo nas abordagens com as prioris de Jeffreys.
Ambas apresentaram estimativas com baixos percentuais de AVRB, sendo que o maximo encon-

trado foi igual a 16%. Quando n e ¢ sao pequenos as prioris de Jeffreys foram melhores em relacao

ao AVRB.
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Figura 3.8: REQM dos parametros do modelo - $=1000 e p=2

Em geral os resultados apresentados se mostram favoraveis as estimativas bayesianas utilizando
as prioris de Jeffreys sob independéncia e de Jeffreys para a estimacao do parametro de precisao
¢, e uma equivaléncia entre todos os métodos para a estimacao dos 3.

Em resumo temos que as estimativas dos parametros de regressao 3 se comportaram de modo
bem similar em todos os 6 métodos de estimacao. Entretanto as duas abordagens de estimacao
com as prioris de Jeffreys (sob a suposigao de independéncia e a de Jeffreys) se mostraram bem

semelhantes, e ao mesmo tempo, tiveram o melhor desempenho em termos das estatisticas analisa-
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das para a estimacao do parametro de precisao. Os resultados foram melhores ou iguais as demais
estimativas bayesiana usando os outros conjuntos de prioris e também melhores que o método de
maxima verossimilhanga. Concluimos aqui que utilizar uma das duas abordagens bayesinas na
estimacao dos parametros do modelo de regressao Beta pode ser um caminho bem interessante na
obtencgao de boas estimativas.

Tabela 3.4: AVRB das Estimativas dos parametros 8’s - p=5

o) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV

20 2,7% 5,2% 4,0% 15,9% 3,2% 2,3%

20 50 1,2% 3,0% 2,9% 6,2% 2,2% 1,2%

200 3,0% 3,5% 3,5% 4,1% 3,4% 3,1%

20 3,7% 3,9% 3,9% 7,2% 3,8% 3,7%

50 50 0,8% 1,0% 1,1% 2,0% 0,9% 0,7%

200 1,1% 1,2% 1,2% 1,4% 1,2% 1,1%

20 1,4% 1,3% 1,2% 1,7% 1,3% 1,4%

200 50 0,4% 0,5% 0,6% 0,9% 0,5% 0,3%
200 0,3% 0,4% 0,3% 0,4% 0,3% 0,3%

20 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,5%

1000 50 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%
200 <0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%

Tabela 3.5: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=5

¢ n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 86,4% 43,8% 36,9% 19,6% 61,0% 73,9%
20 50 29,7% 15,8% 13,2% 2,6% 21,0% 24,1%
200 10,7% 7, 7% 7,0% 3,4% 8,6% 9,3%
20 61,8% 31,3% 24.8% 13,9% 44.2% 61,7%
50 50 17,2% 7,4% 5,4% 5,2% 11,6% 16,5%
200 4,3% 2,0% 1,5% 0,8% 2,9% 3,9%
20 29,5% 16,0% 13,8% 12,3% 29,6% 50,1%
200 50 10,9% 5,6% 4,4% 3,6% 9,5% 15,8%
200 3,1% 1,6% 1,5% 0,4% 2,6% 4,0%
20 14,9% 11,8% 17,6% 6,8% 33,3% 56,3%
1000 50 8,2% 0,7% 1,9% 5,0% 6,4% 13,2%
200 <0,1% 2,4% 2,6% 1,0% 3,6% 5,2%

Vamos agora iniciar as andlises dos resultados obtidos das simulagoes quando o ntimero de

covariaveis é igual a 5. As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam os valores do vicio relativo para cada um
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dos conjuntos de estimativas dos parametros do modelo de regressao Beta. As Figuras 3.9 a 3.12
ilustram os valores da REQM.

Novamente, podemos observar que quanto maior o tamanho da amostra e maior o valor do
parametro de precisao ¢ melhores sao os resultados para todas as estimativas. Particularmente,
para o parametro [, cujo valor verdadeiro € igual a zero, nao foram encontradas diferencas signifi-
cativas entre os métodos de estimacao. Vale a pena frisar que a estatistica AVRB nao foi calculada
para este parametro. Isso pelo fato do valor verdadeiro ser igual a 0, e assim, o valor do AVRB
tende ao infinito, o que nao nos interessaria em nada. Para os demais parametros de regressao
(Bo, P1, B3 e Ba, com valores verdadeiros iguais a -3,0, -1,5, 1,5 e 3,0, respectivamente) nota-se que
quando o valor do parametro de precisao aumenta, as estatisticas analisadas associadas as estima-
tivas sao bem proximas. As variancias das estimativas dos parametros foram bem similares. No
caso em que o verdadeiro valor do ¢ e o tamanho amostral sao 20, as estimativas bayesianas sob as
prioris de Jeffreys apresentaram, menor ou igual variancia em todas as estimativas dos parametros
3.

Em relacao ao vieses das estimativas, ha um ponto a se destacar: a abordagem com as prioris
de Jeffreys tiveram os maiores vicios no caso em que o n e o ¢ sao pequenos (iguais a 20 neste
estudo), diferente do usual. De forma geral, conforme aumenta o tamanho da amostra e o valor do
parametro de precisao ¢ alto, o vicio das estimativas apresenta diferenca apenas na terceira casa
decimal, isto é sao praticamentes iguais.

A REQM nao apresentou diferengas significativas entre as estimativas, e mais uma vez é notoria
a melhora nas estatisticas quando aumenta-se o n e o ¢. Vemos que em relagao ao AVRB o valor
maximo encontrado nas condicoes simuladas ficou entre 15 a 20%. Em geral, com os resultados
obtidos, concluimos que as estimativas bayesianas sob prioris de Jeffreys se comportaram de uma
melhor forma em relacao as demais estimativas.

As estimativas dos parametros de regressao do modelo Beta, assim como no caso que o nimero
de covariaveis é dois, tiveram comportamento bem similares em relagao as quantidades analisadas.

Mesmo com as caracteristicas particulares do parametro 3 (cujo verdadeiro valor é zero), e os
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demais parametros que se comportaram de modo semelhante entre si, em geral nao obtivemos
nenhum método de estimacgao que apresentou vantagens em relagao aos outros na qualidade das
estimativas.

Vamos iniciar agora o estudo do parametro de precisao para o caso de p=5. Em geral, nota-se
nesse caso que as estimativas bayesianas via prioris de Jeffreys obtiveram os melhores desempenhos.
Somente nas situagoes em que o tamanho amostral aumenta, nao ha grandes diferencas entre os
métodos, todas as estatisticas tiveram resultados bem proximos. Analisando as variancias e o
REQM das estimativas, nota-se claramente que as estimativas com as prioris de Jeffreys tem os
melhores resultados. Em todas as combinagoes simuladas, as estatisticas relativas a esses conjuntos
de estimativas foram menores ou iguais aos resultados encontrados nas demais estimativas.

Em termos dos vieses das estimativas, novamente a abordagem com as prioris de Jeffreys
apresentou os melhores resultados. Apenas quando n=50 e o valor verdadeiro de ¢ ¢é igual a
1000, o viés dessa estimativa bayesiana ficou bem acima dos outros. Por fim, os valores do AVRB
associados as estimativas bayesianas com as prioris de Jeffreys tiveram no maximo um percentual
igual a 19,6% (na combinagao de n e ¢ iguais a 20). Comparando as estatisticas obtidas, percebe-se
claramente que o método de estimacao bayesiano com as prioris de Jeffreys se comportou melhor
em relacao aos demais.

De modo geral, as situagoes em que o ¢ é pequeno (igual a 20) apresentam resultados ruins.
Esse parametro sendo pequeno, indica uma alta variabilidade dos dados, o que pode explicar os

resultados da simulacao.
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3.4 Conclusao

Apos essa discussao, conclui-se que as estimativas oriundas os dois conjuntos de prioris de
Jeffreys (sob independéncia e pela regra de Jeffreys) se comportaram muito bem na maioria das
condigoes propostas de estudo para estimacao dos parametros do modelo de regressao Beta. Ficou
evidente no caso do nimero de covariaveis igual a 5, que as estimativas sob a priori de Jeffreys se
mostraram melhores. Contudo, a priori de Jeffreys sob independéncia se comportou razoavelmente
bem na estimacao dos parametros. Principalmente na estimacgao do parametro ¢, o melhor de-
sempenho dessas duas estimativas é mais evidente. Podemos afirmar, de acordo com os resultados
obtidos, que em geral para os parametros de regressao, as estimativas foram igualmente precisas,
e para o parametro de precisao, as estimativas bayesianas, principalmente usando as prioris de

Jeffreys, obtiveram qualidade superior nas estimativas.
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Capitulo 4

Estudo de Simulacao - Modelo de Regressao Beta

Inflacionado em Zero ou Um

4.1 Introducao

Neste segundo estudo de simulacao, estamos interessados em verificar, além dos objetivos ja
citados anteriormente, entender como o parametro de mistura (4) pode interferir no processo de
estimacao dos parametros do modelo inflacionado em zero ou um. Assim, neste estudo foram
fixados 4 fatores: os 3 fixados anteriormente e mais um, que é o verdadeiro valor do parametro
d (relacionado a componente discreta do modelo). Este parametro trata-se da probabilidade da
observagao ser inflacionada. Os tamanhos amostrais foram mantidos os mesmos do primeiro estudo,
assim como o numero de covaridaveis (e seus valores verdadeiros). Somente alteramos para o
parametro ¢, os verdadeiros valores sao 50 e 200. Retiramos os valores 20 e 1000 para evitar um
nimero muito grande de situacoes. Ja para o parametro ¢ os valores verdadeiros foram definidos
iguais a 0,1, 0,3 e 0,5. Definimos esses valores com base em Ospina e Ferrari (2011). Lembrando
que o parametro ¢ é a probabilidade da observagao ser igual a um ou a zero, dependendo do modelo
proposto.

Na Tabela 3.1 temos as prioris utilizadas para os parametros de regressao e o parametro de

precisao (B e ¢, respectivamente). Essas distribui¢oes sdo as mesmas utilizadas no estudo do
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modelo de regressao Beta nao inflacionado. Para o parametro §, que é o parametro de mistura,
utilizamos como priori a distribuicao Beta com hiperparametros a; = by = 1, que € equivalente a
distribuigao U(0, 1). Ressaltamos novamente, que para os parametros 3 e o ¢ temos seis conjuntos
de estimativas (cinco bayesianos e um frequentista), e para o parametro § temos dois conjuntos de
estimativas: o bayesiano e o frequentista.

Primeiramente, fixamos os fatores definidos, e assim geramos as covariaveis conforme a distri-
buicao Uniforme no intervalo unitario. O estudo consiste em simular uma amostra da densidade
bic(yt, 0, fue, ¢) conforme descrito em (2.5). Com fungao de ligacao g(p:) = > 5, x4 = e sendo a

logito, e assim temos:
_ exp(alB)
1 + exp(z{ B)

Ht

Para cada amostra gerada, ¢ calculada as estimativas para cada conjunto de prioris e a esti-
mativa de maxima verossimilhanca. Novamente replicamos esse processo 100 vezes. Com as 100
réplicas calculamos as seguintes estatisticas: Média, Variancia, Vicio, REQM e AVRB.

Salientamos que o estimador bayesiano utilizado foi a esperanca a posteriori. As estimativas
por MV foram obtidas utilizando o pacote “gamlss” e o “gamlss.dist” (para detalhes veja Rigby e
Stasinopoulos (2005) e Stasinopoulos et al (2011), respectivamente).

Relembramos que com o objetivo de simplificar os resultados, e para evitar um niimero excessivo
de tabelas e graficos, consideramos uma média dos valores de AVRB e REQM obtidos para os
parametros 3. Por exemplo, para o caso em que p=>5, calculamos a média do AVRB e do REQM
obtida dos parametros By, 1, B2, B3 € B4 e apresentamos nas tabelas e graficos.

A seguir, iniciaremos as analises referente ao estudo de simulacao. Adiantamos que os resulta-

dos alcangados para o modelo inflaciondo em zero e para o modelo inflacionado em um foram muito

semelhantes. Por isso, as conclusoes foram apresentadas em conjunto para esses dois modelos.
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4.2 Estudo de Convergéncia

Mostraremos a seguir dois estudo de convergéncia da implementacao do algoritmo de Metropolis-
Hastings, um para o modelo inflacionado em zero e outro para o inflacionado em um. Utilizamos o
conjunto de prioris Jeffreys sob a suposicao de independéncia para o modelo inflacionado em zero,
e o conjunto de prioris de Jeffreys para o modelo inflacionado em um, conforme tabela (2.2).

Em cada uma das cadeias o nimero de iteragoes foi igual a 10000. Considerou-se um burn-in
igual a 1000 e espacamento igual a 9. O tamanho da amostra final igual a 1000. Para auxilio da
obtencao das estatisticas e graficos de monitoramento da convergéncia das cadeias foi utilizado o
pacote ”Coda” (Plummer et al (2006)) do software R.

O estudo consiste de iniciar conjuntamente 3 cadeias em paralelo. Numa cadeia os valores
iniciais dos parametros B e ¢ foram iguais aos propostos por Ferrari e Cribari-Neto (2004), para a
inicializacao do algoritmo de otimizacao. Na segunda cadeia, os valores iniciais para os elementos
do vetor B foi amostrado de uma densidade Normal com média igual a zero e variancia igual a 0,1,
e para o valor inicial de ¢ foi amostrado de uma densidade Normal com média igual ao logaritmo
do valor verdadeiro (no caso, log(¢)) e variancia igual a 0,2, e depois tomou-se a exponencial do
valor simulado. E na tltima cadeia, o vetor inicial 3 foi o vetor nulo e o para o parametro ¢,
amostrou-se de uma Normal com média 4,5 e variancia 0,2, e tomado a exponencial desse niimero.

Primeiramente, definimos os valores verdadeiros dos parametros do modelo de regressao beta
como sendo igual a 3 = (—1,5;1,5) e o parametro ¢ = 200. As covaridveis foram amostradas da
distribui¢do Uniforme no intervalo (0,1). O tamanho amostral igual a 20 e o parametro § igual
0,1. Esses foram os parametros definidos para o modelo inflacionado em zero.

Na Figura 4.1 vemos os valores das 3 cadeias completas (com as 10000 iteragoes) e também as
auto-correlagoes obtidas. As cadeias se sobrepoe, e que nos 3 parametros, apés o periodo das 1000
primeiras iteragoes, aparentemente houve convergéncia para o verdadeiro valor, e que nao hé mais
influéncia do valor inicial de cada uma das cadeias.

Com relacao a estatistica de Geweke, nas 3 cadeias dos parametros 3y, $1 € ¢ a maioria dos
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valores ficaram dentro dos limites considerados aceitaveis, o que indica convergéncia das cadeias.
Nao foram apresentados os graficos da estatistica de Geweke para evitar que o trabalho ficasse
muito longo.

As Figuras 4.2 apresentam os graficos com as estatistica de Gelman-Rubin. Quanto mais perto
do valor unitério, significa que as 3 cadeias convergiram conjuntamente. Note que para os 3
parametros os valores estao bem proximos de 1.

Na Figura 4.3 temos o gréafico do trace-plot da amostra final, isto ¢, com as 1000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, apds a retirada das 1000 primeiras iteragoes (burn-in). Temos
também, ao lado, nos Gréficos 4.3(b), 4.3(d) e 4.3(f) as autocorrelagdes obtidas da amostra final.
Note que os valores estao todos abaixo de 0,20, indicando que as amostras sao aproximadamente

nao correlacionadas.
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Vamos iniciar o estudo com o modelo inflacionado em um. Definimos os valores verdadeiros
dos parametros do modelo de regressdo Beta como sendo igual a 3 = (—1,5;1,5) e o parametro
¢ = 50. As covaridveis foram amostradas da distribui¢ao Uniforme no intervalo (0,1). O tamanho
amostral igual a 50 e o parametro 9 igual 0,5.

Na Figura 4.4 vemos os valores das 3 cadeias completas (com as 10000 iteragoes), assim como as
auto-correlacoes da primeira cadeia de cada parametro. Perceba que as cadeias se sobrepoe, e que
nos 3 parametros, apds o periodo das 1000 primeiras iteragoes, aparentemente houve convergéncia
para o verdadeiro valor. Também, parece que nao ha mais influéncia do valor inicial de cada uma
das cadeias.

Nas 3 cadeias dos parametros [y, 51 e ¢, considerando a estatistica de Geweke, a maioria dos
valores ficaram dentro dos limites considerados aceitaveis, o que indica convergéncia das cadeias.
Nao foram apresentados os graficos dessa estatistica para evitar que o trabalho ficasse muito longo.

As Figuras 4.5 apresentam os graficos com as estatistica de Gelman-Rubin. Quanto mais perto
do valor unitario, significa que as 3 cadeias convergiram conjuntamente. Note que para os 3
parametros os valores estao bem proximos de 1.

Na Figura 4.6 temos o gréafico do trace-plot da amostra final, isto é, com as 1000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, apds a retirada das 1000 primeiras iteragoes (burn-in). Temos
também, ao lado, nos Gréficos 4.6(b), 4.6(d) e 4.6(f) as autocorrelagoes obtidas da amostra final.
Note que os valores estao todos abaixo de 0,20, indicando que as amostras sao aproximadamente
nao correlacionadas.

Os resultados apresentados para os modelos inflacionados em zero e inflacionados em um, ilus-
tram dois exemplos de como foi feito o estudo de convergéncia. Varios outros estudos foram feitos,

mas esses estao nesse trabalho como exemplificacao.
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4.3 Avaliacao dos Resultados

Primeiramente, iniciaremos analisando os resultados dos conjuntos das estimativas dos parametros
B’s. De uma forma geral, os resultados indicaram que conforme se aumenta o tamanho da amostra e
o valor do parametro ¢, e diminui-se o valor do parametro ¢, melhor o desempenho das estimativas.
Este fato era esperado, pois quanto maior o valor do parametro de precisao ¢, menor a variabi-
lidade dos dados. Também, quanto menor o valor de §, maior a quantidade de observagoes nao
inflacionadas, aumentando a amostra relevante para o processo de estimacao desses parametros.

Considerando o caso em que o numero de covariaveis é igual a dois, percebe-se que tanto a
variancia, quanto o REQM das estimativas dos parametros 3y e f; diminui conforme aumenta-se
o tamanho da amostra. O valor verdadeiro do parametro de precisao ¢ também influencia em
melhores resultados, pois a variancia diminui quando o valor do parametro ¢ é maior. Outro fator
que determina melhores estimativas é o valor verdadeiro do parametro 6. Quanto menor o valor
deste parametro, maior a quantidade de dados pertencentes ao intervalo (0,1) e com isso, melhores
sao as estimativas. Por exemplo, quando o tamanho amostral é 50, e o valor verdadeiro do § é
0,1, espera-se que tenhamos, em torno de 40 observagoes nao-inflacionadas, diferentemente do caso
quando ¢ é igual a 0,5, que na média esperamos ter 25 observacoes entre 0 e 1.

Destaca-se que nas situagoes que o parametro ¢ ¢é igual a 200 e o valor do ¢ é 0,1, as variancias
das estimativas do [y e (1 sao todas pequenas, menores que 0,03. Para o REQM, os valores
também sao pequenos nesse caso, menores que 0,17. As Figuras 4.7 a 4.12 apresentam os valores
do REQM em cada uma das situacoes simuladas para o modelo inflacionado em zero. As Figuras
4.13 a 4.18 mostram as REQM das estimativas dos parametros do modelo inflacionado em um.

Analisando o AVRB das estimativas, para o vetor de parametro 8 temos que as estimativas sao
praticamente nao viesadas. Nessa estatistica, nao houve grandes diferencas entre as estimativas,
independente do fator e do método de estimacao. O maior valor encontrado para ela foi 2,7%.
Esse valor foi obtido na situacao em que n=20, ¢=>50, 6=0,3, na média dos AVRB dos parametros

Bo e [1 no conjunto de estimativas utilizando a priori de Jeffreys e prioris Usuais 2, no modelo
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inflacionado em zero. Para o modelo inflacionado em um, o maior valor de AVRB foi 3,5%, na
combinacao de n=20, ¢p=>50, 6=0,5, para a média do AVRB dos parametros 5, e 5; para o conjunto
de estimativas oriundas das prioris de Jeffreys. As Tabelas 4.1 a 4.3 mostram a média dos AVRB
associados as estimativas obtidas em cada um dos métodos de estimacao de todos os parametros do

modelo inflacionado em zero. Para o modelo inflacionado em um, esses valores estao nas Tabelas

4.4 a 4.6.
Tabela 4.1: AVRB das Estimativas dos parametros 8’s - p=2 -6 =0,1
Modelo Inflacionado em Zero
1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 1,3% 0,4% 0,4% 0,4% 0,8% 0,7%
50 50 0,5% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%
200 0,3% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%
20 1,0% 0,8% 0,8% 0,8% 1,0% 0,9%
200 50 0,5% 0,5% 0,5% 0,5% 0,5% 0,5%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%
Tabela 4.2: AVRB das Estimativas dos pardimetros 8’s - p=2-§ =0,3
Modelo Inflacionado em Zero
10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 2,5% 2,7% 2,5% 2,7% 2,6% 2,4%
50 50 0,8% 0,3% 0,2% 0,3% 0,6% 0,4%
200 0,2% 0,3% 0,3% 0,3% 0,2% 0,3%
20 0,5% 0,6% 0,5% 0,5% 0,5% 0,5%
200 50 0,3% 0,3% 0,4% 0,4% 0,3% 0,3%
200 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%
Tabela 4.3: AVRB das Estimativas dos pardametros 8’s - p=2 - § = 0,5
Modelo Inflacionado em Zero
[0} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 1,0% 1,4% 1,2% 1,3% 1,2% 1,0%
50 50 0,4% 0,2% 0,4% 0,4% <0,1% 0,2%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%
20 0,6% 0,9% 1,1% 1,1% 0,7% 0,8%
200 50 0,4% 0,5% 0,5% 0,4% 0,5% 0,4%
200 0,3% 0,3% 0,3% 0,3% 0,3% 0,3%
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Tabela 4.4: AVRB das Estimativas do pardmetro 8’s - p=2 -6 =0,1

Modelo Inflacionado em Um

) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 2.1% 1,2% 1,0% 1,0% 1,6% 1,5%

50 50 1,6% 1,2% 1,2% 1,2% 1,4% 1,3%
200 0,9% 0,8% 0,8% 0,7% 0,8% 0,8%

20 1,1% 1,2% 1,3% 1,3% 1,1% 1,2%

200 50 0,2% 0,2% 0,1% 0,1% 0,2% 0,2%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%

Tabela 4.5: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=2-9§=0,3
Modelo Inflacionado em Um
1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 3,0% 2,1% 2.2% 2,3% 2,5% 2.4%
50 50 0,7% 0,8% 1,0% 1,0% 0,7% 0,7%
200 0,6% 0,5% 0,4% 0,5% 0,5% 0,5%
20 0,2% 0,3% 0,3% 0,3% 0,2% 0,2%
200 50 0,1% 0,1% 0,2% 0,2% 0,1% 0,2%
200 <0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%
Tabela 4.6: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=2-§ =0,5
Modelo Inflacionado em Um

0] n | Prioris Usuais 1  Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 2,9% 3,3% 3,5% 3,5% 3,0% 2,8%

50 50 2,1% 1,5% 1,3% 1,3% 1,8% 1,7%
200 0,8% 0,7% 0,6% 0,6% 0,7% 0,7%

20 0,3% 0,4% 0,2% 0,2% 0,3% 0,2%

200 50 0,7% 0,6% 0,5% 0,5% 0,7% 0,6%
200 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%

Assim como no modelo de regressao Beta nao-inflacionado, em geral, as estimativas dos (’s
se comportaram de forma bem similar entre todos os métodos de estimagao abordados, tanto os
bayesianos, quanto na abordagem frequentista. Porém, para n e ¢ pequenos houve uma ligeira
superioridade das estimativas bayesianas na priori de Jeffrey. Contudo, o parametro de precisao
¢ e o parametro ¢ tém interferéncia razoavel no comportamento das estimativas. O primeiro pela
variabilidade, e o segundo pela quantidade de observagoes inflacionadas nos dados. Logo, vamos

comecar agora uma analise mais detalhada a respeito das estimativas obtidas desses parametros.
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As estatisticas das estimativas do parametro de precisao ¢ também apresentaram melhores
resultados conforme aumenta-se o tamanho da amostra e diminui-se o valor do parametro §. Porém,
é possivel notar que as estimativas bayesianas sob as prioris usuais 2, Jeffreys sob independéncia
e as prioris de Jeffreys apresentaram melhores resultados que os demais métodos. As estimativas
oriundas dessas prioris tiveram vicios menores, assim como o menores valores do REQM. Quanto
ao AVRB, independente do valor de J, nota-se que quando o tamanho amostral é 50 ou 200, a
maioria dos valores foram aproximadamente 20% ou menores. Destaca-se as estimativas das prioris
usuais 2 e as duas de Jeffreys, que para o AVRB nao hé valores maiores que 10%, em qualquer
combinacao dos niveis dos fatores estudados. Apenas para as estimativas do parametro ¢, que
principalmente nos casos em que n € igual a 20, e ¢ igual a 0,5 apresentou alguns resultados ruins
em relacao as estatisticas calculadas. Por exemplo, para as estimativas obtidas com as prioris
usuais 1, quando ¢ igual a 50, o valor do AVRB obtido foi igual a 111% (modelo inflacionado em
zero) e 110% (modelo inflacionado em um). Resumindo, em geral, as estimativas com as prioris
usuais 2, Jeffreys sob independéncia e Jeffreys se mostraram um pouco melhores no processo de
estimacao do parametro de precisao ¢.

Tabela 4.7: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2-§=0,1

Modelo Inflacionado em Zero

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 39,5% 13,6% 9,8% 9,1% 24,3% 23,4%

50 50 17,0% 7,5% 6,2% 5,8% 11,3% 10,9%
200 3,4% 1,1% 0,8% 0,8% 2,0% 1,9%
20 25,0% 11,4% 9,5% 9,1% 23,4% 23,3%

200 50 9,5% 3,6% 2,9% 2,7% 7, 7% 7,6%
200 4,0% 2,5% 2,4% 2,4% 3,5% 3,5%
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Tabela 4.8: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2 -6 =0,3

Modelo Inflacionado em Zero

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 73,3% 34,8% 29,4% 29,6% 53,0% 51,8%
50 50 19,4% 6,7% 5,1% 4,8% 11,6% 11,3%
200 6,9% 3,9% 3,5% 3,5% 5,1% 5,0%
20 44.1% 28,3% 26,4% 26,3% 48,1% 47,4%
200 50 7,6% 0,4% 0,5% 0,8% 5,3% 5,3%
200 5,4% 3,5% 3,3% 3,2% 4.8% 4.8%
Tabela 4.9: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2 -6 =0,5
Modelo Inflacionado em Zero
10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 111,4% 50,5% 40,9% 38,7% 82,2% 80,1%
50 50 27.5% 9,6% 71% 6,9% 16,8% 16,3%
200 6,8% 2,8% 2,3% 2,0% 4,3% 4,2%
20 50,6% 33,4% 30,2% 29,1% 63,9% 64,1%
200 50 19,1% 9,2% 8,0% 7,8% 17,9% 17,4%
200 5,7% 2,9% 2,5% 2,5% 4,7% 4,7%
Tabela 4.10: AVRB das Estimativas do pardmetro ¢ - p=2 -6 =0,1
Modelo Inflacionado em Um
10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 56,4% 27,8% 23,9% 23.2% 40,3% 39,1%
50 50 16,1% 6,5% 5,2% 4,9% 10,3% 10,0%
200 4,3% 2,0% 1,7% 1,7% 2,8% 2,8%
20 23,2% 9,7% 7,8% 7,6% 21,4% 21,6%
200 50 11,7% 6,1% 5,4% 5,2% 10,1% 10,1%
200 3,7% 2,3% 2,1% 2,0% 3.2% 3,2%
Tabela 4.11: AVRB das FEstimativas do parametro ¢ - p=2 -6 =0,3
Modelo Inflacionado em Um
10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 70,9% 32,5% 26,8% 25,9% 49,4% 48,2%
50 50 13,3% 1,4% <0,1% 0,4% 6,1% 5,8%
200 6,0% 3,0% 2,6% 2,6% 4,2% 4,0%
20 41,9% 26,5% 24.8% 24,1% 47,2% 46,7%
200 50 15,3% 8,0% 7,0% 6,7% 13,3% 13,4%
200 5,4% 3,4% 3,3% 3,2% 4.8% 4.8%
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Tabela 4.12: AVRB das FEstimativas do parametro ¢ - p=2 -6 =0,5

Modelo Inflacionado em Um

¢ n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 110,0% 56,4% 49,5% 46,3% 90,1% 88,6%
50 50 27,9% 9,6% 7,3% 6,3% 17,0% 16,3%
200 6,8% 2,7% 2.1% 2,0% 4.2% 4.1%
20 54,7% 37,4% 36,2% 34,4% 72,7% 72,7%
200 50 17,7% 7,3% 5,8% 5,8% 15,6% 15,3%
200 6,5% 3,7% 3,4% 3,4% 5,6% 5,5%
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Figura 4.18: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=200, p=2 e §=0,5

Considerando agora o parametro ¢, temos dois conjuntos de estimativas, a bayesiana e a classica.

Para esse parametro, ¢ bem evidente que quando aumenta-se o tamanho amostral e o valor ver-

dadeiro do parametro 9, os resultados obtidos sao bem melhores. Para esse parametro, quanto

maior o valor do 4, espera-se que, em média, tenhamos mais valores iguais a ¢ (¢=0 ou c¢=1), au-

mentando o tamanho da amostra que é utilizada para estimar esse parametro. Consequentemente,

melhorando seu desempenho das estimativas.
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Nota-se que quando ha poucas observagoes inflacionadas (0=0,1), as estimativas de MV sao
melhores. Porém, para § igual a 0,3 ou 0,5, o REQM obtido foram menores para as estimativas
bayesianas em relacao a frequentista. Nao foi observado nenhuma grande influéncia do valor do
parametro ¢ nas estimativas. Tal fato era esperado, devido a separabilidade da funcao de verossi-
milhanga, que assim, torna os processos de estimacao dos parametros (3, ¢) e § independentes. As
Tabelas 4.13 e 4.14 apresentam os valores do AVRB obtidos nas simulacoes para os dois modelos.
Nas Figuras 4.19, 4.20, 4.21 e 4.22 tem-se os REQM obtidos.

Em resumo temos que as estimativas dos parametros de regressao 3 se comportaram de modo
bem similar em todos os 6 métodos de estimacao. Os resultados foram bem préximos aos encon-
trados no modelo de regressao Beta nao-inflacionado. Entretanto as duas abordagens de estimacao
com as prioris de Jeffreys (sob a suposigao de independéncia e pela regra) e as estimativas prove-
nientes das prioris usuais 2 se mostraram bem semelhantes, e ao mesmo tempo, tiveram um de-
sempenho um pouco melhor em termos das estatisticas analisadas para a estimagao do parametro
de precisao. Para o parametro ¢, nao se observou nenhuma grande vantagem em relacao a um
método comparado ao outro. Ambos apresentaram resultados muitos préximos.

Tabela 4.13: AVRB das Estimativas do parametro § - p=2

Modelo Inflacionado em Zero
0=0,1 0=0,3 0=0,5
10) n | Bayesiano MV  Bayesiano MV Bayesiano MV
20 42.7% 7,0% 10,8% 5,2% 1,9% 2,1%
50 50 9,6% 6,0% 6,0% 3,5% 0,3% 0,4%
200 3,7% 0,3% 0,4% 0,3% <0,1% <0,1%
20 46,4% 11,0% 3,5% 2,.8% 1,7% 1,9%
200 50 20,2% 5,0% 0,3% 2,4% <0,1% <0,1%
200 1,1% 2,9% 1,4% 0,8% 1,0% 1,1%
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Tabela 4.14: AVRB das Estimativas do parametro § - p=2

Modelo Inflacionado em Um

0=0,1 6=0,3 0=0,5
¢ n | Bayesiano MV  Bayesiano MV Bayesiano MV
20 45,9% 10,56% 5,2% 1,0% 1,2% 1,3%
50 50 15,4% <0,1% <0,1% 2.7% 1,3% 1,4%
200 1,5% 2,5% 0,6% 1,2% 0,1% 0,1%
20 57,3% 23,0% 10,8% 5,2% 0,1% 0,1%
200 50 13.3% 2.2% 1,5% 1,1% 0,4% 0,4%
200 1,2% 2,8% 3,5% 2,9% 0,9% 0,9%
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Figura 4.19: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero - ¢=>50 e p=2
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Iniciaremos as andlises dos resultados obtidos das simulagoes quando o niimero de covariaveis
é igual a 5. As Tabelas 4.15 a 4.17 apresentam os valores do vicio relativo para cada um dos
conjuntos de estimativas dos parametros do modelo de regressao Beta inflacionado em zero. As
Tabelas 4.18 a 4.20 apresentam os valores do AVRB para as estimativas dos parametros do modelo
de regressao Beta inflacionado em um.

Comecemos pelos parametros Sy, B1, b2, 83 € f4. Novamente, podemos observar que quanto
maior o tamanho da amostra e maior o valor do parametro de precisao ¢ melhores sao os resulta-
dos. Além disso, podemos dizer que quanto menor o valor do parametro ¢, melhor o desempenho
das estimativas. Em geral, as variancias obtidas sao menores quando ocorre esses trés fatos simul-
taneamente. Alids, nenhum dos conjuntos de estimativas se sobressaiu em relagao aos demais. Os
resultados bayesianos e o frequentista ficaram bem préximos.

Em relacao ao viés das estimativas, de modo geral, nao foram encontradas diferencas entre
os métodos de estimagao. Nota-se que para o AVRB o valor maximo encontrado nas condigoes
simuladas foi igual a 15,1% para o AVRB médio no conjunto de estimativas da priori de Jeffreys,
quando n=20, ¢=50 e 6 = 0,3. No modelo inflacionado em um, o maior valor obtido para o
viés relativo foi igual a 15,0% na combinagao de n=20, ¢=50, 6 = 0,5, com as prioris de Jeffreys
também. Em todas as outras situagoes, os valores obtidos para a estatistica AVRB foram menores
que 20%. Relembremos que a estatistica AVRB nao foi calculada para o parametro (5, devido o
fato do valor verdadeiro ser igual a 0, e assim, o valor do AVRB tende ao infinito, o que nao nos
interessaria.

O REQM nao apresentou diferencas significativas entre as estimativas. Mais uma vez é notoria
a melhora nas estatisticas a medida que aumentamos o n e o ¢ e diminuimos o 9. As Figuras 4.23
a 4.30 e 4.31 a 4.38, para os modelos inflacionado em zero e inflacionado em um, respectivamente,
ilustram os valores da REQM.

As estimativas dos parametros de regressao do modelo Beta inflacionado em zero ou um, assim
como no caso que o numero de covariaveis é dois, tiveram comportamento bem similares em relacao

as quantidades analisadas. As estimativas dos [’s se comportaram de modo semelhante entre si,
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em geral nao obtivemos nenhum método de estimacao que apresentou vantagens em relacao aos

outros na qualidade das estimativas.

Vamos iniciar agora a andlise dos parametros de precisao, ¢, e do parametro de mistura, 9,

para o caso de p=5.

Tabela 4.15: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=5 -0 =0,1

Modelo Inflacionado em Zero

[0 n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 2,4% 1,7% 1,2% 7,6% 1,3% 2,1%

50 50 2,0% 1,7% 1,6% 2,9% 1,7% 1,9%
200 0,7% 0,5% 0,5% 0,6% 0,6% 0,6%

20 1,3% 1,4% 1,4% 2,5% 1,3% 1,1%

200 50 0,4% 0,3% 0,3% 0,5% 0,3% 0,4%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,3% 0,2% 0,2%

Tabela 4.16: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=5-§ =0,3
Modelo Inflacionado em Zero

10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 3,6% 3,7% 3,0% 15,1% 3,0% 3,5%

50 50 1,1% 1,1% 1,1% 3,1% 1,0% 0,9%
200 1,5% 1,3% 1,2% 1,1% 1,3% 1,4%

20 1,4% 1,1% 0,9% 3,1% 1,1% 1,7%

200 50 1,3% 1,2% 1,1% 1,0% 1,2% 1,3%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,3% 0,2% 0,2%

Tabela 4.17: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=5 -6 =0,5
Modelo Inflacionado em Zero

1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 10,3% 5,0% 7,1% 13,5% 8,2% 7,4%

50 50 3,5% 1,4% 1,3% 2.8% 2,2% 3,3%
200 1,2% 1,0% 0,9% 0,9% 1,1% 1,2%

20 4,1% 3,1% 4,1% 4,6% 3,9% 5,0%

200 50 1,6% 1,4% 1,4% 1,3% 1,5% 1,7%
200 0,5% 0,5% 0,5% 0,5% 0,5% 0,5%
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Tabela 4.18: AVRB das Estimativas do parametro 3’s - p=5-§ =0,1

Modelo Inflacionado em Um

1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 5,6% 2,5% 2,7% 4,9% 3,9% 5,6%

50 50 0,6% 1,3% 1,2% 2,7% 1,0% 0,5%
200 1,0% 0,9% 0,9% 0,8% 0,9% 1,0%

20 1,5% 1,5% 1,3% 2,1% 1,3% 1,8%

200 50 0,7% 0,5% 0,5% 0,3% 0,6% 0,8%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,3%

Tabela 4.19: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=5 -6 =0, 3
Modelo Inflacionado em Um

10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 8,0% 4,0% 4,1% 8,2% 5,8% 8,3%

50 50 2,8% 1,4% 1,2% 1,0% 1,9% 2,7%
200 0,2% 0,4% 0,4% 0,8% 0,2% 0,2%

20 2,5% 1,6% 1,6% 2,6% 2,3% 2,9%

200 50 0,4% 0,3% 0,3% 0,7% 0,4% 0,4%
200 0,2% 0,3% 0,3% 0,3% 0,2% 0,2%

Tabela 4.20: AVRB das Estimativas do pardmetro 8’s - p=5 -6 = 0,5
Modelo Inflacionado em Um

0} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 8,0% 3,0% 3,8% 15,0% 5,8% 8,7%

50 50 2,7% 0,8% 0,7% 3,8% 1,4% 2,5%
200 1% 0,4% 0,4% 0,3% 0,6% 0,9%

20 2,7% 1,9% 2,3% 6,5% 2,6% 4,0%

200 50 1,2% 1,3% 1,1% 1,4% 1,2% 1,3%
200 0,3% 0,3% 0,4% 0,4% 0,3% 0,3%




Tabela 4.21: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=5 -6 =10,1

Modelo Inflacionado em Zero

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 71,8% 36,6% 28,4% 16,7% 52,9% 73,7%

50 50 24,6% 13,1% 10,6% 2,0% 17,6% 23,4%
200 4,7% 2,2% 1,7% 1,0% 3.2% 4,3%
20 41,4% 25,6% 21,8% 12,4% 43,5% 69,7%

200 50 14,5% 8,0% 7,0% 2,2% 12,8% 20,0%
200 4.1% 2,6% 2,3% 0,3% 3,5% 5,1%

Tabela 4.22: AVRB das Estimativas do pariémetro ¢ - p=5 -6 =10,3
Modelo Inflacionado em Zero

10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 108,6% 54,6% 43,9% 28,6% 79,9% 116,2%

50 50 26,6% 11,2% 8,1% 8,8% 17,4% 25,1%
200 4.2% 0,9% 0,3% 3,1% 2,3% 3,7%
20 55% 43.1% 40,3% 14,4% 75,1% 120,8%

200 50 17,1% 9,0% 7, 7% 4.8% 15,4% 24.8%
200 3,6% 1,6% 1,3% 1,3% 2,9% 4,9%

Tabela 4.23: AVRB das Estimativas do pardémetro ¢ - p=5 -6 =0,5
Modelo Inflacionado em Zero

o) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 242.6% 299,2% 853,0% 279,7% 1346,9% 721,8%

50 50 47.2% 23,9% 19,2% 8,8% 33,3% 46,2%
200 12,5% 7,6% 6,6% 1,4% 9,4% 11,8%
20 88,4% 119,5% 2493,6% 445,6% 4348% 8686,9%

200 50 31,9% 20,7% 18,6% 3,0% 32,0% 48,9%
200 5,8% 3,0% 2.5% 1,2% 4.8% 7,8%
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Tabela 4.24: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=5 -6 =0,1

Modelo Inflacionado em Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 76,3% 39,8% 32,3% 15,3% 56,3% 78,8%
50 50 19,4% 8,4% 6,1% 6,2% 12,8% 18,2%
200 5,6% 2,9% 2,4% 0,2% 3,9% 5,1%
20 29.5% 14,4% 10,9% 19,9% 29,2% 53,6%
200 50 13,5% 7,3% 6,0% 3,1% 11,8% 19,0%
200 2,8% 1,3% 1,1% 0,9% 2,4% 3,8%
Tabela 4.25: AVRB das Estimativas do pariémetro ¢ - p=5 -6 =10,3
Modelo Inflacionado em Um
10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 117,0% 61,3% 49,9% 23,4% 88,5% 126,4%
50 50 35,2% 19,7% 16,2% 1,7% 25,8% 34,0%
200 4.4% 1,1% 0,4% 3,0% 2,4% 3,9%
20 52,9% 39,5% 35,9% 20,9% 72,4% 119,1%
200 50 13,0% 5,0% 3,6% 8,3% 11,1% 20,5%
200 3,8% 1,9% 1,5% 1,1% 3,2% 5,2%
Tabela 4.26: AVRB das Estimativas do pardémetro ¢ - p=5 -6 =0,5
Modelo Inflacionado em Um
o) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 296,1% 296,4% 457,8% 69,1% 835,4% 1513,7%
50 50 46,9% 22,4% 17,6% 11,3% 32,6% 45,7%
200 7,2% 2,6% 1,6% 3,3% 4.5% 6,6%
20 97,2% 129,1% 263,3% 51,7% 514,5% 852,7%
200 50 33,5% 22.5% 20,3% 1,7% 33,4% 51,2%
200 3.2% 0,3% 0,2% 3,8% 2.2% 4,9%
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Iniciando com o parametro ¢, em geral, nota-se nesse caso que a abordagem bayesiana utilizando
a priori de Jeffreys apresentou as menores variancias, se comparada aos demais conjuntos de
estimativas, para os casos em que n ¢ igual a 20 e § igual a 0,1 e 0,3. A medida que o tamanho
amostral aumenta (acima de 50), nao héa grandes diferengas entre os métodos. Também ao passo
que aumenta o valor do parametro ¢, maior é a variancia, de forma geral. Em relacao ao valores
obtidos para o REQM, destaca-se que nos casos em que n é igual a 20, e § é igual a 0,5, tanto
as estimativas bayesianas, quanto a estimativa de MV, apresentaram resultados muito altos. Isso
se deve porque houve a presenca de alguns out-liers dentre as 100 réplicas. Um dos motivos
é porque com esses valores de 0 e n, ha algumas réplicas nas quais nimero de observagoes no
intervalo (0,1) é menor que 10. Com isso, as estimativas sdo muito ruins, pois no processo de
estimacao do ¢, utiliza-se apenas essas observagoes. Devido a esse fato, os graficos de REQM do
¢ das Figuras 4.25(b), 4.29(b), 4.33(b) e 4.37(b) ficaram bem distorcidos. A fim de melhorar a
visualizacao, tomamos o logaritmo natural dos valores de REQM, e nas Figuras 4.26, 4.30, 4.34 e
4.38 apresentam os dois graficos lado a lado. Com o grafico do log(REQM) nota-se que para os
tamanhos amostrais iguais a 50 e 200, nao ha grandes diferencas entre os conjuntos de estimativas.

Em termos dos vieses das estimativas, o desempenho dos diferentes métodos foram bem simila-
res. Nota-se que os valores do AVRB obtidos para o caso em que o tamanho amostral é 20, foram
bem altos no caso em que o valor de § é 0,5. Por exemplo, na Tabela 4.23, temos que o AVRB
variou de 88% até 8686%, isso para o modelo inflacionado em zero. Para o modelo inflacionado
em um, o maior valor foi igual a 1514%, que pode ser visto na Tabela 4.26. Assim como ocorrido
com a estatistica REQM, esse fato pode ser explicado pelo tamanho amostral para estimar o ¢,
que nos casos em que n é 20, em média, o nimero de observacoes entre 0 e 1, fica em torno de 10,
que é muito pequeno.

Analisaremos agora o parametro d. Para esse parametro, é bem claro que aumentando-se o
tamanho amostral e o valor verdadeiro do parametro ¢, os resultados obtidos tendem a ser mais
precisos. Percebe-se que quando hé poucas observagoes inflacionadas (0=0,1), as estimativas de

MYV sao melhores, pois apresentam menores vicios que as estimativas bayesianas. As Figuras 4.39,
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4.40, 4.41 e 4.42 mostram bem essa situacao. Porém, para ¢ igual a 0,3 ou 0,5, os REQM'’s obtido
foram menores para as estimativas bayesianas em relacao a frequentista. Assim como no caso
em que p=2, nao se observou influéncia do valor do parametro ¢ nas estimativas. Os resultados
obtidos para p=2 e p=>5 foram bem similares, sugerindo que o niimero de covariaveis nao influencia
na estimacao do parametro ¢.

As Tabelas 4.27 e 4.28 mostram os valores do AVRB obtidos nas simulacoes dos modelos
inflacionados em zero e inflacionados em um. Nas Figuras 4.39, 4.40, 4.41 e 4.42 tém-se os REQM

obtidos.
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Figura 4.27: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero - ¢=200, p=5 e §=0,1

0,90
0,80 -
0,70
0,60 -
g
-
0,30
0,20 -
0,10

0,00
20 50
Tamanho amostral

200

--Jeffrey indep
- MV

-a-Prioris usuais2
-+ Proporcional

-+ Prioris usuais1
—Jeffrey

(a) REQM - S’s

450,00 -
400,00 -
350,00 \
300,00 - XN

250,00

15200,00
150,00
100,00

50,00
0,00

20 50
Tamanho amostral

200

- Jeffrey indep
-V

-a-Prioris usuais2
-« Proporcional

-+ Prioris usuais1
—Jeffrey

(b) REQM - ¢

Figura 4.28: REQM dos pardametros do modelo inflacionado em zero - ¢=200, p=5 e §=0,3
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Figura 4.29: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero - ¢=200, p=5 e §=0,5
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Figura 4.30: REQM e log(REQM) do parimetro ¢ do modelo inflacionado em zero - $=200, p=5 ¢ §=0,5
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Figura 4.31: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=50, p=5 e §=0,1
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Figura 4.32: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=50, p=5 e §=0,3
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Figura 4.33: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=50, p=5 e §=0,5
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Figura 4.34: REQM e log(REQM) do parametro ¢ do modelo inflacionado em um - ¢=>50, p=5 ¢ §=0,5
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Figura 4.35: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=200, p=5 e §=0,1

20 50
Tamanho amostral

200

-a-Prioris usuais2
-« Proporcional

-+ Prioris usuaisl
—Jeffrey

- Jeffrey indep
-+ MV

(a) REQM - S’s

450,00 - .
400,00 -
350,00
300,00 -

250,00

15200,00
150,00
100,00

50,00
0,00

20 50
Tamanho amostral

200

- Jeffrey indep
-V

-a-Prioris usuais2
-« Proporcional

-+ Prioris usuais1
—Jeffrey

(b) REQM - ¢

Figura 4.36: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=200, p=5 e §=0,3
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Figura 4.37: REQM dos parametros do modelo inflacionado em um - ¢=200, p=5 e §=0,5
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Figura 4.38: REQM e log(REQM) do pardimetro ¢ do modelo inflacionado em um - $=200, p=5 ¢ §=0,5
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Tabela 4.27: AVRB das Estimativas do parametro § - p=5

Modelo Inflacionado em Zero

0=0,1 0=0,3 0=0,5
10} n | Bayesiano MV  Bayesiano MV Bayesiano MV
20 46,8% 11,5% 8,6% 2,8% 2,6% 2,9%
50 50 15,8% 0,4% 4,7% 2,3% 0,7% 0,7%
200 7,5% 3,6% 0,4% 1,1% 0,3% 0,3%
20 57,7% 23,5% 5,0% 1,2% 1,1% 1,2%
200 50 13,8% 1,6% <0,1% 2,7% 1,0% 1,0%
200 5,0% 1,0% 1,0% 0,3% 0,4% 0,4%

Tabela 4.28: AVRB das Estimativas do parametro § - p=5

Modelo Inflacionado em Um

0=0,1 0=0,3 0=0,5
10} n | Bayesiano MV  Bayesiano MV Bayesiano MV
20 48,2% 13,0% 4,1% 2.2% 1,3% 1,4%
50 50 19,6% 4,4% 2,1% 0,5% 3,2% 3,4%
200 2,8% 1,2% <0,1% 0,6% 0,4% 0,4%
20 48,2% 13% 10,8% 5,2% 1,1% 1,2%
200 50 15,2% 0,2% 2,8% 0,3% 1,3% 1,4%
200 2,8% 1,2% 1,0% 0,3% 0,2% 0,2%
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4.4 Conclusao

Por fim, apés essa breve discussao, conclui-se que as estimativas oriundas do conjunto de pri-
ori de Jeffreys se comportaram muito bem na maioria das condicoes propostas de estudo para
estimagao dos parametros do modelo de regressao Beta inflacionado em ¢ (¢=0 ou ¢=1), princi-
palmente em relacao ao parametro ¢. Porém, a diferenca com relacao aos demais conjuntos de
estimativas bayesianas e a estimativa frequentista, nao foi tao grande. Em relagao ao vetor (3
e ao parametro ¢, praticamente nao houve diferencas relevantes. Sugerimos também, com base
nos resultados apresentados, nao utilizar o modelo de regressao Beta inflacionado quando nao
houver muitas observagdes entre (0,1) para estimar os parametros 8 e ¢, pois as estimativas sao
bem ruins em todas as abordagens simuladas. Podemos afirmar que em geral, nao hé grandes
diferencas na estimacao dos parametros em todos os métodos de estimacao proposto, apenas uma

ligeira vantagem para o conjunto de estimativas da priori de Jeffrey.

94



Capitulo 5

Estudo de Simulacao - Modelo de Regressao Beta

Inflacionado em Zero e Um

5.1 Introducao

Para o modelo de regressao Beta inflacionado em zero e um, realizamos um estudo de simulagao
para analisar o comportamento das estimativas dos parametros do componente continuo do modelo
(vetor de parametros B e o parametro ¢), assim como os parametros referentes ao componente
discreto do modelo, que s@o o ¢ (probabilidade da observagao ser inflacionada, isto é, igual a zero
ou a um) e 7 (probabilidade da observagao ser igual a um, dado que ela é inflacionada). Neste
estudo foram fixados 5 fatores: o tamanho amostral, o niimero de covariaveis (fixando-se também
os valores verdadeiros dos parametros de regressdo), o verdadeiro valor do parametro de precisao
¢ (relacionado a variabilidade dos dados), o verdadeiro valor do parametro § e o verdadeiro valor
do parametro 7 (estes dois tltimos relacionados ao componente discreto do modelo). Os tamanhos
amostrais foram mantidos os mesmos dos estudos anteriores, assim como o ntmero de covariaveis
(e seus valores verdadeiros). Para o parametro ¢, os verdadeiros valores sao 50 e 200. Para o
parametro 0 os valores verdadeiros foram definidos iguais a 0,1, 0,3 e 0,5. E por fim, definimos o
verdadeiro valor do parametro v como sendo igual a 0,5.

Mantivemos as prioris para os parametros 3 e ¢ conforme Tabela 3.1. Para os parametros
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0 e ~y, utilizamos como priori a distribuicao Beta com os dois hiperparametros iguais a 1, que é
equivalente a distribui¢ao Uniforme no intervalo (0,1). Assim como o parametro §, o vy tem dois
conjuntos de estimativas, o bayesiano e o frequentista. Isso por dois motivos. Primeiro, pelo fato da
verossimilhanca ser fatoravel em trés termos, um que depende apenas dos parametros 3 e ¢, outro
que depende de § e por ultimo, o que depende apenas de y. Com isso as estimativas sao mutuamente
independente. E em segundo lugar, que as estimativas tem férmula fechada, tanto a frequentista,
quanto a fungao a posteriori desses dois parametros (0 e 7). As distribuigdes a posteriori sdo Beta,
conforme as equagoes (2.32) e (2.35) para os parametros § e 7, respectivamente.

Em primeiro lugar, fixamos os fatores definidos, e geramos as covariaveis conforme a distribuicao
U(0,1). Com isso, simulamos uma amostra da densidade bizu(y,d,~, p, ¢) de acordo com o

descrito em (2.6). A funcdo de ligagdo é dada por g(u) = > 0, zu3; = m; sendo a logito, ou seja:

exp(z{ B)

M= T F exp(alB)

Para cada amostra gerada, foram calculadas as estimativas bayesianas para cada conjunto
de prioris e a estimativa de Maxima Verossimilhanca. A estimativa bayesiana escolhida foi a
esperancga a posteriori. As estimativas por MV foram obtidas utilizando o pacote “gamlss” (Rigby
e Stasinopoulos (2005)) e o “gamlss.dist” (Stasinopoulos et al (2011)). Novamente replicamos esse
processo 100 vezes. Com as 100 réplicas calculamos as seguintes estatisticas: Média, Variancia,
Vicio, REQM e AVRB.

Assim como nos casos anteriores, nesse estudo de simulagao, também calculamos um AVRB
médio e 0 REQM médio dos pardmetros do modelo de regressao (3). Com isso, foi possivel evitar

um numero excessivo de tabelas e graficos.
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5.2 Estudo de Convergéncia

Exemplificaremos a seguir um estudo de convergéncia da implementacao do algoritmo de
Metropolis-Hastings para o modelo de regressao Beta inflacionado em zero e um. Utilizamos o
conjunto de prioris proporcional, conforme tabela (2.2). Primeiramente, definimos os valores ver-
dadeiros dos parametros do modelo de regressao Beta como sendo igual a 3 = (—1,5;1,5) e o
parametro ¢ = 200. As covaridveis foram amostradas da distribuicdo Uniforme no intervalo (0,1).
O tamanho amostral igual a 200. Os parametros d e v foram iguais a 0,3 e 0,5, respectivamente.
Os hiperparametros da densidade a priori Normal foram iguais a 0 (vetor de média igual ao vetor
nulo) e 25 (matriz de variancia e covariancia, com todos elementos da diagonal principal igual a
25) para o vetor de parametro 3.

No estudo iniciamos conjuntamente 3 cadeias em paralelo. Numa cadeia os valores iniciais dos
parametros (3 e ¢ foram iguais aos propostos por Ferrari e Cribari-Neto (2004), para a inicializacao
do algoritmo de otimizacao. Na segunda cadeia, os valores iniciais para os elementos do vetor 3
foi amostrado de uma densidade Normal com média igual a zero e variancia igual a 0,1, e para o
valor inicial de ¢ foi amostrado de uma densidade Normal com média igual ao logaritmo do valor
verdadeiro (no caso, log(200)) e variancia igual a 0,2, e depois tomou-se a exponencial do valor
simulado. E na tltima cadeia, o vetor inicial 3 foi o vetor nulo e o para o parametro ¢, amostrou-se

de uma Normal com média 4,5 e variancia 0,2, e tomado a exponencial desse niimero.
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Em cada uma das cadeias o niimero de iteragoes foi igual a 10000. Considerou-se um burn-in
igual a 1000 e espacamento igual a 9. O tamanho da amostra final igual a 1000. Para auxilio da
obtencao das estatisticas e graficos de monitoramento da convergéncia das cadeias foi utilizado o
pacote “Coda” (Plummer et al (2006)) do software R.

Na Figura 5.1 temos os valores das 3 cadeias completas (com as 10000 iteragoes). Note que elas
se sobrepoe, e que nos 3 parametros, apos o periodo das 1000 primeiras iteragoes, aparentemente
houve convergéncia para o verdadeiro valor, e que nao ha mais influéncia do valor inicial de cada
uma das cadeias. As Figuras 5.1(b), 5.1(d) e 5.1(f) mostram as auto-correlagoes das cadeias
completas. Os valores sao bem altos, evidenciando que as cadeias sao altamente correlacionadas.

Analisando os valores das estatisticas de Geweke, nota-se que nas 3 cadeias dos parametros
Bo, f1 e ¢ a maioria dos valores ficaram dentro dos limites considerados aceitaveis, o que indica
convergéncia das cadeias. Nao foram apresentados os graficos dessa estatistica para evitar que o
trabalho ficasse muito longo.

Ja na Figura 5.2 temos os gréficos com as estatistica de Gelman-Rubin. Quanto mais perto
do valor unitario, significa que as 3 cadeias convergiram conjuntamente. Note que para os 3
parametros os valores estao bem proximos de 1.

Na Figura 5.3 temos o gréafico do trace-plot da amostra final, isto ¢, com as 1000 estimativas
selecionadas da cadeia de Markov, apds a retirada das 1000 primeiras iteragoes (burn-in). Temos
também, ao lado, nos Gréficos 5.3(b), 5.3(d) e 5.3(f) as autocorrelagdes obtidas da amostra final.
Note que os valores estao todos abaixo de 0,20, indicando que as amostras sao aproximadamente

nao correlacionadas.
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5.3 Avaliagao dos Resultados

Em primeiro lugar, vamos comegar analisando os resultados obtidos dos conjuntos das estimati-
vas dos parametros 3. Em geral, os resultados indicaram que a medida que se aumenta o tamanho
da amostra e o valor do parametro ¢, e diminui-se o valor do parametro ¢, melhor o desempenho
das estimativas. Novamente, salientamos que por causa do maior valor do parametro de precisao ¢
(menor a variabilidade dos dados), e também, por causa do menor valor de § (maior a quantidade
de observagoes nao inflacionadas), aumenta-se a amostra relevante para o processo de estimacao
dos parametros de regressao. Conclusao igual aos resultados do modelo inflacionado em zero ou
um. Além disso, o verdadeiro valor do parametro v nao tem influéncia no processo de estimagao
do 3.

Seguindo primeiro com o caso em que o numero de covariaveis é igual a dois. Nota-se que
tanto a variancia, quanto o REQM das estimativas dos parametros By e ; diminui a medida
que se aumenta o tamanho da amostra. O valor do parametro de precisao ¢ também influencia
em melhores resultados, pois a variancia diminui com o aumento do pardmetro ¢ (como era de
se esperar, quanto maior o valor de ¢, maior a precisao). O parametro § também influencia em
melhores resultados referentes a estimacao dos parametros 3. Quanto menor seu valor, maior
a quantidade de dados pertencentes ao intervalo (0,1), e com isso, melhores sdo as estimativas.
Ainda, podemos afirmar que nenhum conjunto de estimativas se sobressaiu em relacao aos outros.
Os cinco bayesianos e o frequentista ficaram bem préximos.

Nota-se que nas situagoes em que o parametro ¢ € igual a 200 as variancias das estimativas do
Bo e (1 sao todas pequenas, menores que 0,050. Para os casos em que o ¢=>50, as variancias foram
todas menores que 1,9. Para o REQM, o méaximo valor obtido foi de 1,878 para o parametro [,
com n=20, ¢ = 50 e §=0,5 nas estimativas de Jeffreys sob independéncia. As Figuras 5.4 a 5.9
apresentam os valores do REQM em cada uma das situagoes simuladas para o modelo inflacionado
em zero e um.

O viés e 0 AVRB das estimativas nos permitem afirmar que as estimativas sao praticamente nao
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viesadas. Na estatistica AVRB nao houve grandes diferencas entre as estimativas, independente do
fator. O maior valor encontrado para ela foi igual a 4,4%. Tal valor foi obtido na situacao em que
n=20, ¢=>50, 6=0,5, no conjunto de estimativas utilizando a priori de Jeffreys sob independéncia.
As Tabelas 5.1 a 5.3 mostram o AVRB médio associados as estimativas obtidas em cada um dos
métodos de estimacao de todos os parametros do modelo inflacionado em zero e um.

Tabela 5.1: AVRB das Estimativas do parametro 3’s - p=2 -0 =0,1

Modelo Inflacionado em Zero e Um

1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 1,5% 1,4% 1,4% 1,5% 1,5% 1,5%

50 50 2,1% 1,8% 1,7% 1,7% 1,9% 1,9%
200 0,2% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%

20 0,3% 0,3% 0,4% 0,3% 0,3% 0,3%

200 50 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%
200 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%

Tabela 5.2: AVRB das Estimativas do pardametro 8’s - p=2 -6 =0,3
Modelo Inflacionado em Zero e Um

10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 1,3% 0,2% 0,3% 0,3% 0,7% 0,5%

50 50 0,4% 0,5% 0,6% 0,6% 0,5% 0,4%
200 <0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1% 0,1%

20 0,1% 0,2% 0,3% 0,3% 0,1% 0,2%

200 50 0,2% 0,2% 0,1% 0,2% 0,2% 0,2%
200 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%

Tabela 5.3: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=2-§ =0,5
Modelo Inflacionado em Zero e Um

[0} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 1,6% 1,3% 4.4% 3,2% 1,4% 1,5%

50 50 0,8% 0,7% 0,8% 0,8% 0,7% 0,8%
200 0,7% 0,7% 0,7% 0,7% 0,7% 0,7%

20 1,1% 1,2% 1,3% 1,4% 1,2% 1,1%

200 50 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2% 0,2%
200 0,3% 0,3% 0,2% 0,2% 0,3% 0,3%
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Tabela 5.4: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2 -6 =0,1

Modelo Inflacionado em Zero e Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 39,3% 12,2% 8,6% 7, 7% 23.4% 22,6%

50 50 17,2% 7,3% 6,1% 5,9% 11,1% 10,9%
200 1,8% 0,4% 0,7% 0,8% 0,5% 0,4%
20 33,8% 23,6% 23,3% 23.2% 40,5% 40,3%

200 50 15,4% 9,5% 8,6% 8,6% 13,7% 13,8%
200 2,3% 0,7% 0,6% 0,5% 1,8% 1,7%

Tabela 5.5: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2-§ =0,3

Modelo Inflacionado em Zero e Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 52,5% 17,4% 13,0% 11,3% 32,2% 31,3%

50 50 23,1% 10,2% 8,5% 8,1% 15,5% 14,9%
200 6,4% 3,5% 3,1% 2,9% 4,6% 4.5%
20 42.8% 28,2% 26,2% 24,9% 48,5% 48,6%

200 50 17,3% 10,0% 9,1% 9,0% 15,7% 15,6%
200 2,3% 0,4% 0,1% <0,1% 1,5% 1,5%

Tabela 5.6: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=2 -0 =0,5

Modelo Inflacionado em Zero e Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 95,7% 37,9% 29,3% 27,6% 67,1% 65,4%

50 50 37,2% 17,6% 15,4% 14,6% 25,3% 25,0%
200 6,7% 2,6% 2,0% 1,9% 4,2% 4,0%
20 54,8% 37,8% 38,0% 36,0% 75,6% 75,0%

200 50 18,4% 8,1% 6,7% 6,4% 15,9% 15,9%
200 3,5% 0,8% 0,5% 0,6% 2,6% 2,5%

Como nos modelos de regressao Beta estudados anteriormente, em geral, as estimativas dos s
se comportaram de forma bem similar entre todos os métodos de estimagao abordados, tanto os
bayesianos, quanto na abordagem frequentista. Nao houve diferencas significativas entre elas.

Vamos iniciar uma andlise mais detalhada a respeito dos parametros: de precisao (¢), o
parametro de mistura (0) e o parametro da distribuigado Bernoulli (7).

Assim como os demais casos, as estatisticas das estimativas do parametro de precisao ¢ apre-

sentaram melhores resultados ao passo que se aumenta o tamanho da amostra e diminui-se o valor
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do parametro 6. Contudo, é possivel verificar que, similarmente nos modelos inflacionados em
zero ou um, as estimativas bayesianas sob as prioris: usuais 2, Jeffreys sob independéncia e as
de Jeffreys, apresentaram melhores resultados que os demais métodos. As estimativas oriundas
dessas prioris tiveram vicios menores, assim como o menores valores do REQM, na maioria das
combinacoes dos fatores. Quanto ao viés relativo, independente do valor de ¢, nota-se que quando
o tamanho amostral é 50 ou 200, a maioria dos valores foram aproximadamente 20% ou menores.
Somente na combinacao de ¢ = 50, n=>50 e §=0,5, que o AVRB foi igual a 37,2%. Frisamos que nas
estimativas das prioris usuais 2 e as duas de Jeffreys, para n=>50 ou n=200, que no AVRB nao ha
valores maiores que 18%, em qualquer valor de §. Como visto para o modelo inflacionado em zero
ou um, as estimativas do parametro ¢, quando o n é igual a 20, e 0 igual a 0,5, apresentaram alguns
AVRB ruins (com percentuais bem altos), alcancando 96% para as estimativas oriundas da priori
usual 1. Em resumo, temos que as estimativas com as prioris usuais 2, Jeffreys sob independéncia
e Jeffreys se mostraram um pouco melhores no processo de estimacao do parametro de precisao ¢

que as demais abordagens.
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Figura 5.7: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - ¢=200, p=2 e §=0,1
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Figura 5.9: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - ¢=200, p=2 e §=0,5

Tabela 5.7: AVRB das Estimativas do parametro § - p=2

Modelo Inflacionado em Zero e Um

0=0,1 0=0,3 0=0,5
10) n | Bayesiano MV  Bayesiano MV  Bayesiano MV
20 88,2% 57,0% 8,6% 2,8% 0,4% 0,4%
50 50 21,5% 6,4% 4,9% 2.5% 1,5% 1,5%
200 1,0% 3,0% 1,4% 2,0% 0,5% 0,5%
20 87,7% 56,5% 12,9% 7,5% 0,1% 0,1%
200 50 21,0% 5,8% 0,9% 1,7% 0,8% 0,8%
200 3,8% 0,2% 0,1% 0,6% 0,5% 0,5%
Tabela 5.8: AVRB das Estimativas do parametro v - p=2
Modelo Inflacionado em Zero e Um
0=0,1 0=0,3 0=0,5
10} n | Bayesiano MV Bayesiano MV Bayesiano MV
20 1,7% 3,0% 3,8% 4,8% 0,4% 0,6%
50 50 4,1% 5,6% 0,8% 0,9% 0,1% 0,1%
200 0,2% 0,3% 0,7% 0,7% 1,1% 1,1%
20 0,2% 0,6% 0,1% 0,1% 3,1% 3,6%
200 50 0,9% 1,3% 1,4% 1,5% 3,8% 4,1%
200 1,2% 1,3% 2,6% 2,7% 1,4% 1,4%
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Figura 5.13: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - ¢=200 e p=2

Consideremos agora os parametros 0 e . Para eles temos dois conjuntos de estimativas, a
bayesiana e a classica. Para o parametro ¢, é bem evidente que quando aumenta-se o tamanho
amostral e o valor verdadeiro do parametro 9, os resultados obtidos sao bem melhores para os
dois conjuntos de estimativas. Reforcamos que, quanto maior o valor do §, em média temos mais
valores iguais a 0 ou 1, aumentando a amostra utilizada para estimar os parametros do componente
discreto do modelo. Contudo, para o parametro v, nao ha grandes diferencas nas estimativas, para
qualquer um dos fatores analisados.

Primeiramente para o parametro J, percebe-se que quando ha poucas observacoes inflacionadas
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(0=0,1), as estimativas de MV sao melhores. Porém, para ¢ igual a 0,3 ou 0,5, os REQM’s
obtidos foram menores para as estimativas bayesianas em relagao a frequentista. Com relacao ao
parametro v, o REQM das estimativas bayesianas foram menores que as estimativas frequentistas,
independentemente das combinagoes entre os niveis de fatores. Fato curioso, foi que o valor do
REQM aumentou quando o n aumentou, nos casos em que o 0 é igual a 0,1. Nao foi observado
nenhuma grande influéncia do valor do parametro ¢ nas estimativas dos dois parametros. As
Tabelas 5.7 e 5.8 mostra os valores do AVRB obtidos nas simulagoes para os dois parametros. Nas
Figuras 5.10 a 5.13 tem-se os REQM obtidos.

Também vimos que as estimativas dos parametros de regressao 3 se comportaram de modo
bem semelhante em todos os seis métodos de estimagao. Os resultados foram bem préximos
aos encontrados no modelo de regressao Beta nao-inflacionado e aos modelos inflacionados em
zero ou um. No entanto as estimativas bayesianas com as prioris de Jeffreys (sob a suposicao de
independéncia e sem a suposigao) e as estimativas provindas das prioris usuais 2 se destacaram por
serem bem semelhantes, e a0 mesmo tempo, tiveram uma performance um pouco melhor em termos
das estatisticas analisadas para a estimacao do parametro de precisao. Para os parametros da parte
discreta do modelo (4, v) podemos observar que os REQM’s foram menores para as estimativas
bayesianas em relacao a frequentista, porém nao se observou nenhuma grande vantagem de um
método em relagao ao outro.

Apresentaremos agora, as analises resultantes das simulagoes quando o ntimero de covariaveis
¢ igual a 5. Nas Tabelas 5.9 a 5.11 temos os valores do vicio relativo (AVRB) para cada um dos
conjuntos de estimativas dos parametros do modelo de regressao beta inflacionado em zero e um.

Comecaremos pelos parametros Sy, 81, B2, B3 € B4. Podemos afirmar que quanto maior o tama-
nho da amostra e maior o valor do parametro de precisao ¢ melhores sao os resultados. Além disso,
podemos dizer que quanto menor o valor do parametro J, melhor o desempenho das estimativas.
Geralmente, as variancias, e consequentemente o REQM (pois o vicio sdo praticamente nulos),
obtidas sao menores quando ocorre esses trés fatos. Também nenhum dos conjuntos de estimati-

vas se sobressaiu em relacao aos demais. Os resultados bayesianos e o frequentista ficaram bem
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proximos. Adicionalmente, podemos dizer que o parametro v nao exerce influéncia na estimagao
dos parametros 3.

Em geral, observando os vieses das estimativas, nao encontramos nenhuma diferenca entre os
métodos de estimacao, e os vicios das estimativas foram muito pequenos. Nota-se que para o
AVRB o méximo encontrado nas condicoes simuladas foi igual a 19,2% para as estimativas via
priori de Jeffreys do parametro 4, na seguinte combinacao de niveis: n=20, =50 e §=0,3. Nessa
combinagao a média dos AVRB dos parametros ’s é igual a 16,5%. Além disso, nas demais
combinagoes de niveis de fatores, o viés relativo foi bem baixo. Para este modelo (assim como os
demais), relembramos que a estatistica AVRB nao foi calculada para o parametro (. Isto porque
seu valor verdadeiro é igual a 0, e portanto, o AVRB tende ao infinito, ndo nos interessando na
analise.

Comparando o REQM, nao encontramos diferencas significativas entre os conjuntos de estima-
tivas. Mais uma vez é bem visivel a melhora nas estatisticas a medida que aumenta-se one o ¢ e
diminuimos o valor de §. As Figuras 5.14 a 5.21 exibem os valores da REQM.

As estimativas dos parametros de regressao do modelo Beta inflacionado em zero e um, da
mesma maneira quando p=2, tiveram desempenho bem parecidos em relacao as estatisticas pro-
postas para analise. Os parametros 3’s se comportaram de modo semelhante entre si, nenhum dos 6
métodos de estimacao apresentou vantagens em relagao aos outros na performance das estimativas.

Discutiremos agora sobre os resultados relativos aos parametros: ¢, d e 7.
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Tabela 5.9: AVRB das Estimativas do pardmetro 8’s - p=5 -6 =0,1

Modelo Inflacionado em Zero e Um

1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 6,2% 3,1% 2,7% 5,2% 4,3% 5,8%

50 50 1,2% 0,6% 0,5% 1,7% 0,4% 0,9%
200 0,3% 0,2% 0,2% 0,5% 0,2% 0,3%

20 1,9% 1,4% 1,2% 2,0% 1,7% 1,8%

200 50 0,2% 0,3% 0,3% 0,6% 0,2% 0,2%
200 0,3% 0,2% 0,2% 0,2% 0,3% 0,3%

Tabela 5.10: AVRB das Estimativas do parametro 8’s - p=5 -6 =0,3
Modelo Inflacionado em Zero e Um

1) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 5,7% 1,5% 1,4% 16,5% 3,9% 5,7%

50 50 1,2% 1,3% 1,3% 3,1% 1,3% 1,1%
200 1,3% 0,9% 0,8% 0,5% 1,1% 1,2%

20 0,9% 1,0% 0,8% 5,3% 0,7% 1,2%

200 50 0,9% 0,7% 0,7% 0,5% 0,7% 1,0%
200 0,3% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4% 0,4%

Tabela 5.11: AVRB das Estimativas do pardametro 8’s - p=5 -0 = 0,5
Modelo Inflacionado em Zero e Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 8,5% 4.1% 4.4% 3,3% 6,2% 10,1%

50 50 2,9% 2,0% 2,0% 3,7% 1,9% 2,7%
200 0,7% 0,2% 0,2% 0,5% 0,3% 0,6%

20 4,9% 3,0% 4.5% 8,9% 4,6% 5,9%

200 50 1,0% 0,7% 0,6% 0,6% 0,9% 1,0%
200 0,7% 0,7% 0,7% 0,6% 0,7% 0,8%
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Primeiramente, vamos iniciar com o parametro ¢. Em geral, nota-se nessa situagao que a
abordagem bayesiana utilizando a priori de Jeffreys gerou estimativas com as menores variancias,
se comparada aos demais conjuntos de estimativas, para a maioria das combinacoes dos niveis
de fatores. Quando o n é grande, nao ha grandes diferencas entre os conjuntos das estimativas.
A medida que se aumenta o valor do parametro J, a variancia obtida para as estimativas do ¢
também aumentam. Observando os valores obtidos para o REQM, destaca-se negativamente, que
nos casos em que n é 20, e 4 é igual a 0,5, tanto as estimativas bayesianas, quanto a estimativa de
MYV, tiveram resultados muito elevados, assim como no modelo inflacionado em zero ou um. Isso se
deve ao fato de que houve a presenca de alguns out-liers entre as 100 réplicas. O motivo principal
é porque com os valores de 0=0,5 e n=20, ha algumas réplicas que o nimero de observacoes no
intervalo (0,1) é menor do que 10. Assim, as estimativas sdo muito ruins, pois no processo de
estimacao do ¢, ha poucas observacoes para se estimar esse parametro. Devido a esse fato, os
graficos de REQM do ¢ das Figuras 5.16(b) e 5.20(b) ficaram bem distorcidos, comprometendo a
analise. Com o intuito de melhorar a visualizacao, tomamos o logaritmo natural dos valores de
REQM, e nas Figuras 5.17 e 5.21 apresentamos os dois graficos lado a lado. Com o grafico do
log(REQM) nota-se que para os tamanhos amostrais iguais a 50 e 200, nao hé grandes diferengas
entre os conjuntos de estimativas. Para n=20, as estimativas via prioris usuais ficaram melhores.

Em termos do AVRB das estimativas, o desempenho das estimativas foram bem similares.
Entretanto, as estimativas provenientes da priori de Jeffreys apresentaram os menores valores do
AVRB, na maioria das situagoes simuladas. Nota-se, ainda que os valores do AVRB obtidos para
o caso em que a amostra é igual a 20 e §=0,5, foram bem altos em quase todos os métodos.
Por exemplo, na Tabela 5.14, temos que o AVRB variou de 237% até 4100%. A explicacao
para esse fato é que o tamanho amostral utilizado (ntimero de observagoes entre 0 e 1) para
estimar o ¢, nos casos em que n é 20, fica em torno de 10, que é muito pequeno. Note que
para todos os modelos inflacionados, o tamanho amostral pequeno, em conjunto com o nimero
de observagoes inflacionadas (no caso, 0=0,5) alta, implica em estimativas bem ruins em todos os

métodos propostos.
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Tabela 5.12: AVRB das Estimativas do parametro ¢ - p=5-§ =0,1

Modelo Inflacionado em Zero e Um

10) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 74,5% 36,1% 28,9% 19,9% 53,5% 76,9%

50 50 26,1% 13,9% 11,4% 1,3% 18,6% 24,7%
200 5,6% 3,1% 2,6% 0,3% 4,0% 5,2%
20 39,4% 25,0% 21,4% 14,2% 43,0% 71,3%

200 50 10,1% 3,5% 2,7% 6,1% 8,3% 15,2%
200 1,6% 0,1% 0,2% 2,3% 1,0% 2,5%

Tabela 5.13: AVRB das Estimativas do pariémetro ¢ - p=5-§=10,3
Modelo Inflacionado em Zero e Um

10} n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 130,0% 72,2% 60,2% 30,2% 104,6% 149,8%

50 50 25,2% 9,9% 7,6% 9,6% 16,2% 23,5%
200 8,5% 5,2% 4,4% 0,9% 6,7% 8,1%
20 55,4% 44,9% 43,7% 18,2% 79,8% 129,5%

200 50 22.2% 14,3% 13,0% 0,3% 20,7% 31,3%
200 4,5% 2.5% 2.2% 0,5% 3,8% 5,9%

Tabela 5.14: AVRB das Estimativas do pardémetro ¢ - p=5 -6 =0,5
Modelo Inflacionado em Zero e Um

o) n | Prioris Usuais 1 Prioris Usuais 2 Jeffreys Indep Jeffreys Proporcional MV
20 237,1% 284,0% 1668,4% 541,3% 2579,4% 4100,0%

50 50 48,5% 25,7% 21,0% 6,9% 34,6% 47,8%
200 7,3% 2,5% 1,8% 3,1% 4,6% 6,7%
20 71,6% 73,1% 191,7% 37,2% 450,2% 902,0%

200 50 29,3% 18,9% 16,5% 3,6% 30,2% 45,8%
200 7,1% 4.4% 4,0% 0,2% 6,4% 9,4%
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Figura 5.16: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - ¢=50, p=5 e¢ §=0,5
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Figura 5.19: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - $=200, p=5 e 6=0,3
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Figura 5.20: REQM dos parametros do modelo inflacionado em zero e um - ¢=200, p=5 e §=0,5
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Figura 5.21: REQM e log(REQM) do parametro ¢ do modelo inflacionado em zero e um - $=200, p=5 e¢ §=0,5

Apresentaremos agora os resultados para d e y. Para esse parametro é bem claro que aumentando-

se o tamanho amostral e o valor verdadeiro do parametro 4, os resultados obtidos tendem a melho-

rar. Percebe-se que quando hé poucas observagoes inflacionadas (6=0,1), as estimativas de MV sao

melhores, pois apresentam menores AVRB que as estimativas bayesianas. As Figuras 5.22 e 5.24

ilustram essa situacao. Porém, para ¢ igual a 0,3 ou 0,5, os REQM’s obtidos foram menores para

as estimativas bayesianas em relacao a frequentista. Para o parametro v, as estimativas bayesianas

apresentaram melhores resultados em todas as situacoes propostas, independente da combinacao
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do nivel de fator. Nas Figuras 5.23 e 5.25 ilustram o REQM para o parametro 7. Assim como no
caso em que p=2, que para 0=0,1, os valores dos REQM'’s obtidos foram menores no caso em que
n=20 se comparado quando n=>50.

Nao se observou influéncia dos valores dos parametros 8 e ¢ nas estimativas dos parametros
da componente discreta do modelo. Os resultados obtidos para p=2 e p=>5 foram bem similares,
o que indica que o nimero de covaridveis nao influencia na estimagao do parametro ¢ e . Vale
ressaltar que ja era esperado esse evento, pois como apresentado em (2.12), a verossimilhanga é
fatoravel em 3 partes, uma que depende apenas de (3,¢), outra apenas de 0 e outra apenas de 7.
Assim o processo de estimacao desse parametros ¢é feito de modo independente.

As Tabelas 5.15 e 5.16 mostram os valores do AVRB obtidos nas simulagoes dos dois parametros.
Nas Figuras 5.22 a 5.25 apresenta-se os REQM’s obtidos.

Tabela 5.15: AVRB das Estimativas do parimetro § - p=5

Modelo Inflacionado em Zero e Um

6=0,1 0=0,3 6=0,5
10} n | Bayesiano MV  Bayesiano MV Bayesiano MV
20 81,8% 50,0% 12,1% 6,7% 2,1% 2,3%
50 50 25,6% 10,6% 1,0% 1,6% 1,5% 1,6%
200 6,4% 2.5% 2,3% 1,7% 0,8% 0,8%
20 80,9% 49,0% 7,3% 1,3% 3,7% 4,1%
200 50 23, 7% 8,6% 2,9% 0,3% 0,9% 0,9%
200 5,0% 1,0% 1,0% 0,3% 1,7% 1,7%
Tabela 5.16: AVRB das Estimativas do pardametro v - p=5
Modelo Inflacionado em Zero e Um
6=0,1 6=0,3 6=0,5
o} n | Bayesiano MV Bayesiano MV Bayesiano MV
20 0,1% 0,3% 0,9% 1,0% 3,7% 4,5%
50 50 7,2% 9,8% 0,1% 0,1% 0,7% 0,8%
200 1,9% 2.1% 0,3% 0,3% 0,6% 0,6%
20 0,4% 0,7% 1,4% 1,3% 0,1% 0,3%
200 50 0,3% 0,6% 3,4% 4,2% 1,0% 1,0%
200 3, 7% 4,1% 2.8% 2,9% 0,3% 0,4%
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5.4 Conclusao

Finalmente, conclui-se que as estimativas provenientes do conjunto de priori de Jeffreys se com-
portaram muito bem na maioria das combinacoes entre os niveis dos fatores de simulacao para
estimacao dos parametros do modelo de regressao Beta inflacionado em zero e um, principalmente
em relacao ao parametro ¢. Entretanto, a diferenca com relagao aos demais conjuntos de estima-
tivas bayesianas e as estimativas frequentistas, nao foi tao grande. Para o vetor 3 e o parametro
0, praticamente nao houve diferencas significativas. Quanto ao parametro -, é possivel notar uma
pequena vantagem em relagao as estimativas bayesianas. Novamente, fica como sugestao, com base
nos resultados obtidos, nao utilizar o modelo de regressao Beta inflacionado quando nao houver
muitas observagoes entre (0,1) para estimar os parametros 3 e ¢. As estimativas sdo bem ruins
em todas as abordagens simuladas. De modo geral, as diferencas na estimacao dos parametros sao
bem pequenas em todos os métodos de estimacao propostos. Na maioria dos casos, houve uma

pequena vantagem para o conjunto de estimativas da priori de Jeffrey.
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Capitulo 6

Aplicacoes a dados reais

6.1 Introducao

Nesse capitulo, apresentaremos uma aplicacao do ferramental discutido até aqui, em um con-
junto de dados reais da area da psicometria. Os dados foram obtidos do trabalho de Carlstrom et
al (2000), que podem ser encontrados no site http://www.stat.ucla.edu/projects/datasets/
risk_perception.html. Esse conjunto de dados é referente a parte subjetiva do estudo, em que
os individuos foram questionados a respeito do risco de diversas atividades relacionadas a financas
e saude. Ressaltamos que nao encontramos nenhum uso de modelagem com regressao Beta nesse
conjunto de dados.

Atualmente, psicologistas estao interessados em medir a percepcao de risco das pessoas frente
a diversas atividades. Nesse estudo, os individuos avaliaram 22 atividades de risco utilizando
uma escala de 0-100, sendo 100 o mais alto risco. A variavel resposta risco foi definida dentro do
intervalo 0-1, inclusive com observagoes nos dois extremos do intervalo. Sendo assim, respostas
iguais a 0, significam que a atividade nao tem nenhum risco, enquanto que respostas iguais a 1,
que a atividade é muito arriscada.

Os individuos foram classificados de acordo com seu género, visao do mundo (wvcat) e etnia.
Também foi medida a idade do individuo. Na covaridvel visao do mundo (wvcat), temos os seguintes

niveis: hierdrquicos, individualistas, igualitarios ou outra (nao-classificado). Na covaridvel etnia,
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temos: caucasiano, africano-americano, mexicano-americano ou taiwanés-americano. A Tabela 6.1
detalha os niveis de cada umas das variaveis categoricas.

Das 22 atividades, foi escolhida a variavel NUC, que é a avaliacao do risco de se morar perto
de uma usina nuclear. Para essa atividade, 592 participantes avaliaram o risco. Dentre eles, temos
3 observagoes iguais a zero e 181 iguais a um. Note que a quantidade maior que uns dentro da
amostra indica que as pessoas avaliam como muito arriscado se morar perto de uma usina nuclear.
A Tabela 6.2 resume a quantidade de observagoes em cada um dos intervalos.

Tabela 6.1: Niveis das varidveis categoricas

Variavel Nomenclatura Niveis
Género Género O=feminino, 1=masculino
Etnia Etnia l=caucasiano, 2=africano-americano,
3=mexicano-americano, 4=taiwanés-americano
Visao do Mundo Wrcat O0=nao-classificado, 1=individualista,

2=hierarquico, 3=igualitario

Tabela 6.2: Numero de observacoes

Zero Um (0,1) Total
N° Observagoes | 3 181 408 592

A Tabela 6.3 apresenta o risco avaliado médio por cada uma das variaveis categéricas. Note
que, no geral, o risco médio avaliado foi de 0,78. Para as mulheres o risco médio foi de 0,81 e para
os homens de 0,72.

Na Figura 6.1 temos os graficos de perfis médios. Podemos visualizar as médias considerando
as variaveis género, etnia e wvcat. Percebemos que o comportamento da média do risco é similar
para os individuos do género masculino, independente da etnia e visao de mundo. Considerando
o género feminino e mulheres mexicanas-americanas, as com visao de mundo igualitaria avaliam
que o risco de se morar perto de uma usina nuclear nao é tao alto se comparada as mulheres com
outra visao do mundo. De modo geral, o risco médio se comportou de maneira similar entre os

grupos. Parece haver uma interacao entre as variaveis género, etnia e o wvcat, conjuntamente.
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Tabela 6.3: Média de Risco

Etnia
Género  Wvcat 0 1 2 3 Total
0 Total | 0,82 0,78 0,83 0,76 0,81
1 0,71 0,72 0,68 0,74 0,72
2 0,88 0,97 0,96 0,88 0,89
3 0,86 0,91 0,88 0,65 0,87
4 0,82 0,71 083 0,71 0,79
1 Total | 0,76 0,71 0,76 0,58 0,72
1 0,59 0,51 0,71 0,51 0,57

2 1086 086 090 082 087
3 081 070 0,77 086 0,80
4 073 077 065 0,56 0,69
Total 0,80 0,76 0,81 0,66 0,78

Analisando a variavel idade, temos nas Figuras 6.2 e 6.3 os graficos de dispersao do logito da
variavel resposta risco contra a varidvel idade. As Figuras 6.2(a), 6.2(b) e 6.3(a) destacam em
separado de acordo com a sua classificacao em etnia, wvcat e género respectivamente. Nao ha
indicios de que haja alguma interacao entre as variaveis categorizadas com a variavel idade. Esses
graficos indicam também que a variavel idade nao parece ser significativa, isto é, parecem nem ter
influéncia com o risco. Para construir esses graficos transformamos as observacoes iguais a zero
em 0,001 e as iguais a um em 0,999.

A Tabela 6.4 apresenta a média de idade por cada uma das variaveis categéricas do estudo. A
idade média dos participantes é de 28,3 anos, sendo que entre os homens a idade média ¢é de 30,2

e entre as mulheres é de 27,2.

6.2 Analise Inferencial

Nessa aplicagao escolhemos o conjunto de prioris de Jeffreys para estimar os parametros 3 e ¢,
nos quatro modelos. Para os parametros 0 e v a priori utilizada foi a Beta com hiperparametros
a1 = ay = by = by = 1. A densidade proposta usada foi modificada em relacao ao estudo de
simulagao feito, mas somente para a densidade do vetor de parametro de regressao. No estudo de
simulagao utilizamos a distribuicao Normal multivariada com vetor de médias igual as estimativas

de méaxima verossimilhanca, e como matriz de variancia-covariancia a matriz obtida no processo
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Figura 6.1: Grdfico de Perfis entre as varidveis categorizadas

de estimagao por MV. Nessa aplicacao, utilizamos apenas a diagonal principal dessa matriz. Essa
modificacao foi feita para melhorar a convergéncia do algoritmo de Metropolis-Hastings.

Na andlise de diagnéstico do modelo, calculamos os residuos padronizados e os residuos de-
viance. Além disso, na abordagem bayesiana sempre estudamos a convergéncia das estimativas
através do monitoramento visual das cadeias, e das estatisticas de Geweke e Gelman-Rubin.

Utilizamos o mesmo conjunto de dados para aplicar os diferentes modelos estudados. De-
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Tabela 6.4: Média de Idade

Etnia
Género  Wvcat 0 1 2 3 Total
0 Total | 27,3 26,2 25,7 29,8 27,2
1 29,8 32,0 29,6 33,1 30,6
2 33,7 41,0 31,8 315 3338
3 248 24,3 24,1 20,0 245
4 20,3 20,8 21,7 20,8 20,6
1 Total | 30,3 29,3 29.3 30,9 30,2
1 36,6 30,3 36,7 33,0 34,9

2 | 415 36,8 37,9 47,0 409
3 243 257 220 20,5 236
4 21,0 21,7 198 251 21,7
Total 284 271 26,9 304 283

pendendo da situacao, transformamos a varidvel resposta risco de modo que tenhamos somente
observagoes de acordo com o modelo em questao. Por exemplo, quando estamos no modelo infla-
cionado em zero e um nao transformamos os dados. Para o modelo inflacionado em um, todas as
obervacgoes iguais a zero foram consideradas iguais a 0,001. Para o modelo inflacionado em zero,
todas as observacgoes iguais a um foram consideradas iguais a 0,999. Para o modelo nao inflacio-
nado, transformamos tanto as observagoes iguais a zero, quanto as iguais a um, de modo que nao
tenhamos observagoes inflacionadas.

As variaveis categorizadas foram parametrizadas de acordo com uma casela de referéncia. Sendo
assim, o parametro estimado indica um incremento no logito da média, dado que a observacgao per-
tenca aquela categoria em relacao a referéncia. Por exemplo, considere um modelo sem interacao.

O logito da média pode ser representado por:

logito(pur) = o+ vy + B + 0; + ay, (6.1)

onde 5, =0 = a1 = 0.
Na equagao (6.1), z; é a idade da t-ésima observacao. Os parametros (3, 6 e « é o incremento

no logito da média referente aos fatores género, etnia e wvcat, respectivamente.
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Figura 6.2: Grdfico de Dispersao - Idade x Logito de Risco

6.3 Analise de Diagnostico

Realizar uma analise de diagndstico é importante para investigar a adequabilidade do modelo

de regressao. Por isso, nesta secao iremos apresentar as estatisticas de diagnostico utilizadas nesse
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Figura 6.3: Grdfico de Dispersao - Idade x Logito de Risco

trabalho. Utilizamos dois residuos: o residuo padronizado e o residuo deviance. Essas quantidades
foram todas calculadas seguindo o conceito bayesiano, utilizando-se da amostra preditiva para tal.
Também, na andlise dos residuos, construimos graficos para visualizagao dos mesmos. Detalhes
sobre os residuos podem ser encontrados em Oliveira (2004), Ospina (2008), Ferrari e Cribari-Neto
(2004) e Paulino et al (2003).

Primeiramente, obtivemos a amostra preditiva da seguinte maneira: com a amostra valida
obtida dos parametros através do algoritmo MCMC, geramos novas observacoes da distribuigao
Beta ou da distribui¢ao Beta inflacionada (a depender do caso). Com essas observagoes amostradas,
calculamos as estatisticas de diagnostico. Por exemplo, se a amostra valida resultante do algortimo
MCMC ¢ igual a 1000, temos um conjunto de 1000 parametros de regressao e ¢ estimados. Assim
com eles, amostramos 1000 observacoes da distribuicao Beta em estudo. Se estivermos no modelo
inflacionado, geramos uma amostra da varidavel resposta utilizando os parametros de regressao, o
parametro de precisao, ¢ e os parametros da componente discreta, ¢ e 7y, sendo que estes ultimos sao

fixos para todas as observagoes. O tamanho da amostra preditiva sera igual ao da amostra valida
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do algoritmo de Metropolis-Hastings. Resumindo, para cada observacao, teremos uma amostra
preditiva de n=1000.

Assim, utilizando-se da amostra preditiva, podemos calcular sua média, que chamaremos de
fi;, € também sua variancia, que denotaremos por, V(7;). Seja também, [(-) a log-verossimilhanga
de cada individuo.

Os residuos padronizados foram obtidos através de:

R S (6.2)

Note que para o calculo desse residuo, consideramos apenas as observacoes nao inflacionadas,
ou seja, utilizamos apenas as observagoes nao inflacionadas da amostra preditiva. O grafico desse
residuo contra a ordem das observacoes, nao deveria mostrar nenhum tendéncia.

Para os modelos inflacionados em ¢ (c igual a zero ou um), o residuo padronizado foi ponderado
considerando a componente discreta do modelo. Ospina (2008) apresenta um residuo que considera
a componente discreta do modelo. Com isso, medimos o desvio em relagao as observagoes infla-
cionadas. Na amostra preditiva, conseguimos calcular a proporcao de observagoes inflacionadas,
denotada por &;. Considere ainda & a estimativa bayesiana do parametro §. Com isso, calcula-se

o seguinte residuo:

ry = ———. (6.3)

~ ~

d(1—0)
Assim, o residuo padronizado ponderado para o modelo de regressao Beta inflacionado em zero

ou um fica dado por:

rpgc) = 37“156) +(1—- S)Tt (6.4)

Note que o residuo dado em (6.4) é uma composigao dos residuos dados nas equagoes (6.2) e
(6.3).
A mesma ideia foi feita para os residuos do modelo inflacionado em zero e um. Seja py; e

p1¢ a proporcao de zeros e uns na amostra preditiva, respectivamente. Considere 4 a estimativa
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bayesiana do parametro . Assim temos mais dois residuos. O primeiro é considerando a proporgao

de zeros na amostra:
70150) - — 6(1—%) _Ap0t (6.5)
Vo =41 = (6(1 = 4)))

E o segundo residuo ¢ considerando a proporgao de uns na amostra, que ¢ dado por:

SA o
L £ (6.6)

03(1 — 6%)
Por fim, o residuo padronizado ponderado para o modelo de regressao Beta inflacionado em

zero e um ¢ dado por:

rptm) 5( ) ,EO) + 5&7",51) +(1-— 5)7} (6.7)

O residuo padronizado ponderado, agora é composto por trés residuos, apresentados nas equagoes
(6.2), (6.5) e (6.6). Valores muito grandes desses residuos indicam uma possivel observacao que
pode ser influente no modelo. Esperamos que o comportamento ao longo do tempo desse residuo
deve ser aleatdrio. Se existir algum comportamento diferente do aleatério desses residuos ao longo
do tempo pode indicar alguma falta de ajuste do modelo.

Os residuos deviance foram apresentados em Oliveira (2004). Esse residuo ¢ dado por:

rdy = sinal(y, — fir)/2{(1(ye) — 1(jie) }- (6.8)

Observacoes com valor absoluto grande de rd; podem ser vista como discrepante.

Para cada observagao, a log verossimilhancga foi construida substituindo o valor de u; pela média
da distribuigao preditiva (/i;) e o ¢ por % 1. Se estivermos trabalhando em algum modelo
inflacionado, o § é substituido pela propor¢ao de observagoes inflacionadas na amostra preditiva,
e v pela propor¢ao de uns na sub amostra de observagoes inflacionadas da amostra preditiva. A

fungao I(-) nada mais é que o logaritmo das fungdes dadas em 2.10, 2.11 e 2.12, dependendo se

o modelo de regressao for o Beta nao inflacionado, inflacionado em zero ou um e inflacionado em
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zero e um, respectivamente.

Essas foram as estatistica utilizadas para verificar a adequabilidade do modelo. Todas essas e
vérias outras podem ser vistas com maiores detalhes em Paulino et al (2003) e Ospina (2008). O
Residuo deviance foi calculado com base no apresentado em Oliveira (2004) e Ferrari e Cribari-Neto
(2004).

Para avaliar a significancia das estimativas dos modelos foram considerados os intervalos de
credibilidade de cada parametro. Eles foram obtidos com base nos quantis da amostra valida de
cada parametros, obtidos através do algoritmo MCMC. Por exemplo, para um intervalo de 95%,
consideramos os quantis de 2,5% e 97,5% da amostra véalida. Se o zero estiver contido no intervalo,

o parametro nao ¢ significativo.
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6.4 Aplicacao - Modelo de Regressao Beta

Primeiramente, vamos iniciar com o modelo de regressao Beta nao inflacionado. Como ja
mencionado, transformamos a varidvel resposta risco, que contém observacoes iguais a 0 e 1, de
modo que tenhamos apenas observacgoes no intervalo (0,1). As observagoes iguais a zero foram
transformadas em 0,001 e as iguais a um transformadas em 0,999. Além disso, usamos como
funcao de ligagao o logito.

A ideia inicial é estimar um modelo incluindo todas as varidveis, mas sem nenhuma interacao, a
fim de verificar quais varidveis sao significativas para o modelo. Apds isso, verificar quais interagoes
de primeira ordem sao significativas. Por fim, o modelo final seria um modelo somente com as
variaveis significativas do segundo modelo.

O parametro v esta relacionado a idade x;. Os parametros [, 6 e « estao relacionados aos
fatores género, etnia e visao do mundo, respectivamente.

Trés modelos foram escolhidos para comparar seus resultados. Os modelos foram os seguintes:

Modelo 1 : logito(ur) = pt + vy + B + 0; + oy,
i=12 j=1234 k=1234 t=1.. .n
fr=0=0a1=0

Modelo 2 : logito(uir) = p + vy + B + 0; + ax + (Ba)u + (80):; + (6a) i
i=12 j=123 k=12 t=1,. . .n
Br=0=a,=0
Paqy = Bay = pohy; = B0y = Oayy, = oy =0

Modelo 3 : logito(pui) = p + vay + 0; + (Ba),
=12 j=123 t=1,....n

91 = (ﬁ()é)l =0
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O modelo 1 é o que estd com todas as varidaveis, sem nenhuma interagao, para verificar quais
possiveis variaveis seriam significativas. Nesse modelo, o nivel do fator etnia correspondente ao
caucasiano nao foi significativo, o mesmo ocorreu com os niveis individualistas e hierarquicos da
visao do mundo. Entao esses niveis foram incorporados a referéncia. O modelo 2 considerou as
variaveis significativas do primeiro modelo, e incluiu as interagoes de primeira ordem. O modelo 3
contém apenas as variaveis significativas do segundo modelo.

As Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam as estimativas bayesianas juntamente com os erros padrao
associados a cada uma delas, e também apresentam os intervalos de credibilidade de 95%. O
asterisco indica se a variavel foi significativa.

No modelo 1, os niveis africano e mexicano-americano foram significativos da variavel etnia, e
somente o nivel igualitario da visao de mundo foi significativo. Além das varidveis género e idade.
No modelo 2, incluimos as interagoes de género com visao de mundo, género e etnia e também,
visao de mundo com etnia. A unica interacao significativa nesse modelo foi a de género com visao
de mundo, entretanto o efeito principal nao foi mais significativo desses fatores. Por fim, o modelo
3 ficou com as seguintes varidveis: idade, género, etnia (niveis africano-americano, mexicano-
americano e outros) e a intera¢ao de género (com niveis masculino e feminino) e visdo de mundo
(com niveis igualitdrio ou outros). Todas as varidveis desse modelo s@o significativas. Apesar
da andlise descritiva indicar que a variavel idade nao é significativa no modelo, nos resultados
de todos os modelos considerados, ela foi significativa, porém seu coeficiente é bem préximo de
zero. Nao consideramos nenhuma interacao das variaveis categorizadas com a variavel idade. Nao
incluimos nenhuma interacao de segunda ordem, pois os resultados obtidos com as estimativas dos
coeficientes associados as interacoes no modelo 2, indicaram nao haver nenhuma interacao maior.

As estimativas para o parametro ¢ foram bem pequenas em todos os modelos. Isso indica uma
variabilidade grande nos dados.

Ressaltamos que foram feitos estudos de convergéncia em todos os modelos propostos. Por
simplicidade, destacamos os resultados somente do modelo 3. O Apéndice A.1 mostram os graficos

elaborados no estudo de convergéncia. As estatisticas de convergéncia apresentaram bons resul-
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tados. Assim como nos estudos de simulagao, propusemos 3 cadeias iniciando em paralelo. As
estatisticas de Geweke e Gelman-Rubin, indicaram que as cadeias ja nao dependiam do seu valor
inicial e que todas convergiram para a mesma distribui¢ao. Além disso, as amostras finais de cada
parametro nao tiveram nenhuma correlagao maior que 0,25. O ntimero de iteragoes usado foi igual
a 20000. O burn-in de 4000 e espacamento de 16 nos deixaram com uma amostra de tamanho final

1000.

Tabela 6.5: Estimativas, Erro Padrdo (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 1

Estimativa  EP IC 95%
1 1,52 0,13 (1,26; 1,76) *
v -0,01 <0,01 (-0,02; -0,00) *
By -0,22 0,10 (-041; -0,04) *
0y -0,24 0,14  (-0,53; 0,00)
03 0,84 0,14 (0,58; 1,11)  *
04 0,30 0,13 (0,06; 0,57) *
o9 -0,19 0,16  (-0,49; 0,13)
o3 0,03 0,12 (-0,21; 0,27)
oy -0,34 0,15 (-0,62; -0,03) *
o 1,60 0,09 (1,43; 1,79)

Tabela 6.6: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 2

Estimativa EP IC 95%

i 1,46 0,13 (1,22; 1,74)
y 0,01 <0,01 (-0,02; -0,01)
By 20,15 0,15  (-0,41; 0,14)
0, 0,90 0,15  (0,63; 1,19)
0y 0,46 0,13 (0,23; 0,73)
a;  -0,06 0,19  (-0,43; 0,26)
Bas  -0,66 028 (-121;-0,15) *
86, 021 027  (-0,26; 0,81)
B0y -0,15 023 (-0,56; 0,32)
aby 0,07 042 (-0,8T;0,74)
ab; 0,69 0,60  (-0,40; 1,82)
& 1,66 0,10  (1,48; 1,87)

As Figuras 6.4 e 6.5 mostram os residuos padronizados e deviance, respectivamente, dos 3

modelos em questdao. Os residuos foram calculados conforme as equagoes (6.2) e (6.8). Eles
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Tabela 6.7: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 3

Estimativa EP IC 95%
7 1,38 0,12 (L,16; 1,61) *
v 0,01 <001 (-0,02;-0,01) *
0, 0,97 012 (0,72, 121) *
0, 0,43 0,12 (0,19 0,67) *
Bag 0,75 0,19 (-1,09; -0,35) *
& 1,61 0,09 (1.44; 1,80)

sao bem similares entre si. Ha uma concentragao em valores acima de zero e abaixo de 1. Isso
pode ser um indicio de que a transformacao feita, a fim de se nao se ter nenhuma observacao
inflacionada, pode influenciar no modelo. Existem algumas observagoes que apresentam alguns
residuos grandes, que podem ser suspeitos de influenciar nas estimativas dos parametros. Porém,
os residuos deviance nao evidencia nenhuma observacao como possivel de ser aberrante. Por isso
nao retiramos nenhuma observacao da anélise.

Na Tabela 6.7 temos as estimativas de cada um dos parametros estimados para o modelo final
(modelo 3). Nota-se que a estimativa de 0 ter sinal positivo (0,43), indica que os individuos
mexicanos-americano avaliam como mais arriscado morar perto de uma usina nuclear do que in-
dividuos de etnia caucasiano ou taiwanés-americano. Neste caso, exp(0, 43) que é aproximadamente
1,54, significa que dado que o individuo é mexicano-americano, a chance do risco médio avaliado
de se morar perto de uma usina nuclear é 54% maior que a chance do risco médio avaliado por

individuos de etnia caucasiana ou taiwanés-americana, considerando as demais covariaveis fixas.
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6.5 Aplicacao - Modelo de Regressao Beta Inflacionado em Zero

Introduziremos agora a aplicagdo do modelo de regressao Beta inflacionado em zero. A varidvel
resposta risco sofreu transformacgao apenas nas observacgoes que sao iguais a 1, que neste caso
ficaram iguais a 0,999. Com isso, ficamos apenas observagoes no intervalo [0,1). A funcdo de
ligacao usada, novamente foi o logito.

Iniciamos estimando um modelo incluindo todas as variaveis, mas sem nenhuma interacao.
Assim, podemos verificar quais varidveis sao significativas para o modelo. Depois disso, podemos
avaliar as interacoes. Lembrando que o nimero de observacoes iguais a zero é bem pequeno. Temos
apenas 3 casos.

O parametro v esta relacionado a idade z;. Os parametros 3, 6 e « estao relacionados aos
fatores género, etnia e visao do mundo, respectivamente.

Trés modelos foram escolhidos para comparar seus resultados. Os modelos foram os seguintes:

Modelo 1 : logito(ur) = p + vy + B + 0; + ax
1=1,2; 7=1,2,3,4, k=1,2,3,4;, t=1,....n
Bi=0=a,=0

Modelo 2 : logito(puji) = p+ vay + fi + 0; + oy + (Ba)ix + (80):5 + (Ba) ji
1=1,2, 7=1,2,34, k=12, t=1,...,n
fr=0=a =0
Bay, = Pag = Bb1; = B0y = 0oy, = 0oy = 0

Modelo 3 : logito(p) = p + vay + 6, + (Ba),
=12, 7=1,2,3;, t=1,....,n

9125041:0

O modelo 1 é o que estd com todas as variaveis, sem nenhuma interagao, para verificar quais
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possiveis variaveis seriam significativas. Nesse modelo, os niveis individualistas e hierarquicos da
visao do mundo nao foram significativos. Entao esses niveis foram incorporados ao grupo referéncia.
O modelo 2 considerou as variaveis significativas do primeiro modelo, e incluiu as interagoes de
primeira ordem. O modelo 3 contém apenas as variaveis significativas do modelo 2.

As Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 apresentam as estimativas bayesianas juntamente com os erros
padrao associados a cada uma delas, e também apresentam os intervalos de credibilidade de 95%.
O asterisco indica se a variavel foi significativa.

No modelo 1, somente o nivel igualitario do fator visao de mundo foi significativo. Além disso, as
variaveis etnia, género e idade também foram significativas. No modelo 2, incluimos as interagoes de
género com visao de mundo, género e etnia e também, visao de mundo com etnia. A unica interagao
significativa nesse modelo foi a de género com visao de mundo, entretanto o efeito principal nao foi
mais significativo desses fatores. Também retiramos o nivel caucasiano do fator etnia pois ele nao
foi significativo no modelo 2. Por fim, o modelo final ficou com as seguintes variaveis: idade, género,
etnia (niveis africano-americano, mexicano-americano e outros) e a intera¢ao de género (com niveis
masculino e feminino) e visao de mundo (com niveis igualitério ou outros). Todas as variaveis desse
modelo sao significativas. Assim como na aplicacao com os dados nao inflacionados, a varidavel idade
foi significativa em todos os modelos considerados. Entretanto, novamente seu coeficiente é bem
proximo de zero. Nao consideramos nenhuma interagao das variaveis categorizadas com a variavel
idade. Os resultados obtidos no modelo 2 em termos das interagoes nos levaram novamente a nao
incluir nenhuma interacao de segunda ordem.

De novo, as estimativas para o parametro ¢ foram bem pequenas em todos os modelos, proximas
a 1,73. Isso indica uma variabilidade grande nos dados, pois lembrando quanto menor a precisao
(¢), maior a variancia.

Ressaltamos que foram feitos estudos de convergéncia em todos os modelos propostos. Por
simplicidade, apenas destacamos os resultados do modelo 3, que foi escolhido. O Apéndice A.2
ilustram o estudo de convergéncia desse modelo. As estatisticas de convergéncia apresentaram bons

resultados. Assim como nos estudos de simulagao, propusemos 3 cadeias iniciando em paralelo. As
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estatisticas de Geweke e Gelman-Rubin, indicaram que as cadeias ja nao dependiam do seu valor
inicial e que todas convergiram para a mesma distribuicao. Além disso, as amostras finais de cada
parametro nao tiveram nenhuma correlacao maior que 0,25. O nimero de iteragoes usado foi igual
a 20000. O burn-in de 4000 e espacamento de 16 nos deixaram com uma amostra de tamanho final

1000.

Tabela 6.8: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 1

Estimativa  EP IC 95%
1,56 013 (133 1,85) *
v 001 <001 (-0,02;-0,00) *
B, <021 010 (-041;-0,02) *
6, 028 013 (-0,52-0,04) *
6, 080 0,14 (0,52 1,06 *
T E ) 0,13  (0,06:0,55) *
@ 022 017 (-0,57; 0,10)
as 0,05 0,13 (-0,19; 0,30)
<032 015 (0,62 -0,03) *
6 173 010 (1,53 1,93)

Tabela 6.9: Estimativas, Erro Padrio (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 2

Estimativa EP IC 95%
" 1,54 012 (1,34 1,77) *
v 0,01 <0,01 (-0,02; -0,00) *
B, 009 016 (-0,37; 0,25)
0, -0,26 0,19 (-0,64; 0,10)
0y 0,73 0,19 (029 1,11) *
0, 037 015 (0,07;0,71) *
as <008 031 (-0,82; 0,42)

Bas  -0,59 0,29 (-1,19;-0,05) *

B, -0,13 0,23  (-0,52; 0,32)
805 0,11 0,25  (-0,34; 0,61)
B0,  -0,16 027  (-0,73; 0,48)
O 0,12 0,31  (-0,51; 0,88)
oz -0,06 0,47  (-0,82; 1,09)
By 0,68 0,60 (-0,32; 1,84)

& 1,80 0,11  (1,59; 2,01)

A Tabela 6.11 apresenta a estimativa bayesiana do parametro de inflacionamento, 4. Seu valor
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Tabela 6.10: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 3

Estimativa EP IC 95%
i 1,42 0,12 (1,20; 1,66) *
v 0,01 <001 (-0,02; -0,01) *
0, 0,96 012 (0,72, 121) *
0, 0,44 0,12 (0,20, 0,67) *
Bas  -0,69 0,19 (-1,05,-0,34) *
& 1,73 0,10  (1,54; 1,93)

¢ muito pequeno, o que significa que a probabilidade de zeros na amostra é pequena. Ou seja,
¢ pouco provavel que algum individuo tenha percepcao de risco nulo em se morar perto de uma
usina nuclear.

Tabela 6.11: Estimativa e Erro Padrao (EP) - §

Estimativa EP
) 0,007 0,003

As Figuras 6.6 e 6.7 mostram os residuos padronizados ponderados e deviance, respectivamente,
dos 3 modelos em questao. Nesse modelo, utilizamos os residuos dados nas equagoes (6.4) e (6.8).
Os residuos sao bem similares entre si. Porém, ha uma concentragao de valores entre 0 e 1. Isso
pode indicar que a transformacgao na varidvel respostas iguais a um pode influenciar no modelo.
Também pode indicar que a fungao de ligacao pode nao ser a mais adequada. Existem algumas
observagoes que apresentam residuos grandes, que podem nos levar a suspeitar que sejam influentes.
Mas, os residuos deviance nao indicam nenhuma observacao como possivel de ser aberrante.

Na Tabela 6.10 temos as estimativas de cada um dos parametros do modelo 3. Nota-se que a
estimativa de Sy ter sinal negativo (-0,69), indica que dado que o individuo pertenga ao género
masculino e tenha visao de mundo igualitaria, a chance do risco médio de se morar perto de uma
usina nuclear é 50% (exp(—0,69) ~ 0,50) menor que a chance do risco médio avaliado pelo nivel
de referéncia da interacao, que é género feminino, e visao de mundo diferente da igualitaria, con-

siderando que todas as demais covariaveis estejam fixadas.
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Figura 6.7: Grdfico dos Residuos Deviance - Regressao Beta Inflacionada em Zero
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6.6 Aplicacao - Modelo de Regressao Beta Inflacionado em Um

Apresentaremos agora a aplicagao do modelo de regressao Beta inflacionado em um. Neste caso,
a variavel resposta risco sofreu transformacgao nas observagoes que sao iguais a 0. Essas observagoes
foram consideradas iguais a 0,001. Assim, ficamos apenas com observagoes no intervalo (0,1]. A
funcao de ligagao usada foi o logito.

Em primeiro lugar, estimamos um modelo incluindo todas as varidveis, mas sem nenhuma
interacao. Depois disso, avaliamos as interagoes somente com as varidveis significativas. Neste
conjunto de dados, temos 181 casos de observacoes iguais a um.

O parametro v esta relacionado a idade x;. Os parametros 3, 6 e « estao relacionados aos
fatores género, etnia e visao do mundo, respectivamente.

Trés modelos foram escolhidos para comparar seus resultados. Os modelos foram os seguintes:

Modelo 1 : logito(pji) = p + vay + B + 0; + oy,
1=1,2; 7=1,2,3,4 k=1,23,4 t=1,....n
fr=0=0a1=0
Modelo 2 : logito(pji) = p + vay + B + 05 + (80);;
i=1,2 j=1,23 t=1,....n
B =0, = pB6; = B0; =0
Modelo 3 : logito(ju;) = p+ vy + ;i + 6,
i=1,2 j=123 t=1,....n

fr=0,=0

O modelo 1 é o que estd com todas as varidveis, sem nenhuma interacao. Nesse modelo, a
variavel visao do mundo nao foram significativa, assim como o nivel caucasiano do fator etnia.

O modelo 2 considerou as variaveis significativas do primeiro modelo, e incluiu as interacoes de
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primeira ordem. O modelo 3 é com as variaveis significativas do modelo 2, e mais o nivel africano-
americano do fator etnia.

As Tabelas 6.12, 6.13 e 6.14 apresentam as estimativas bayesianas juntamente com os erros
padrao associados a cada uma delas, e também apresentam os intervalos de credibilidade de 95%.
O asterisco indica se a variavel foi significativa.

No modelo 1, somente os niveis africano-americano e mexicano-americano do fator etnia foram
significativos. Além das variaveis género e idade. A varidvel visao do mundo nao foi significativa.
No modelo 2, incluimos as interacoes de género e etnia. Nenhuma interacao foi significativa nesse
modelo. Neste modelo 2, o nivel africano-americano do fator etnia nao foi significativo. O préximo
ajuste nao deveria incluir esse nivel na variavel etnia, pela abordagem sequencial de avaliacao
dos efeitos das variaveis que apresentamos nesse trabalho. Entretanto, houve um problema na
convergencia de umas das cadeias utilizadas no estudo de convergéncia desse modelo. Assim,
propusemos como modelo 3 nesse caso, o0 mesmo modelo final da aplicagao do modelo inflacionado
em zero e um (Secdo 6.7). Entdo, o modelo final ficou com as seguintes variaveis: idade, género e
etnia (niveis africano-americano, mexicano-americano e outros). Todas as varidveis desse modelo
sao significativas.

Em todos os modelos, a variavel idade foi significativa. Porém, seu coeficiente é bem préximo
de zero, indicando que a relacao linear entre o logito da média e essa covariavel, é fraca. Nao
consideramos nenhuma interacao das varidveis categoricas com a variavel idade. Os resultados
obtidos no modelo 2 em termos das interagoes nos levaram novamente a nao incluir nenhuma
interacao de segunda ordem.

As estimativas para o parametro ¢ foram bem pequenas em todos os modelos, proxima a 2,60.
Como j4 visto, isso significa que a variabilidade dos dados é bem grande.

Reforcamos que foram feitos estudos de convergéncia em todos os modelos propostos. A fim
de evitar um prolongamento do trabalho, apenas destacamos os resultados do modelo 3, que foi
escolhido como sendo o modelo final. O Apéndice A.3 apresenta os resultados graficos do es-

tudo de convergéncia. As estatisticas de convergéncia apresentaram bons resultados. Assim como
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nas demais aplicagoes, propusemos 3 cadeias iniciando em paralelo. As estatisticas de Geweke e
Gelman-Rubin, indicaram que as cadeias nao dependiam do seu valor inicial e que todas conver-
giram para as mesmas estimativas em cada um dos parametros. Nesse modelo, as amostras finais
de cada parametro nao tiveram nenhuma correlagao maior que 0,25. O nimero de iteracoes usado
foi igual a 20000. O burn-in de 4000 e espacamento de 16 nos deixaram com uma amostra de

tamanho final 1000.

Tabela 6.12: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 1

Estimativa  EP IC 95%
110 0,14 (037 1,39)
v -0,02 <0,01 (-0,03; -0,01)
B 035 0,10 (0,55 -0,15)
6 <004 014 (-0,33; 0,22)
6, 055 0,18  (0,16; 0,88)
6, 033 0,15  (0,1; 0,66)
ay 011 0,18  (-0,49; 0,24)
as 0,00 0,4  (-0,27; 0,30)
Oy -0,11 0,15 (-0,37; 0,19)
6 258 017  (2,25: 2,92)

Tabela 6.13: Estimativas, Erro Padrdo (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 2

Estimativa  EP IC 95%

i 112 012 (0.92: 1,35)

v 20,02 <001 (-0,02; -0,01)

B, 050 0,14  (-0,79; -0,22)

0, 0,39 020  (-0,05; 0,79)

6, 034 016 (0,04 0,70) *
86, 0,52 0,36  (-0,10; 1,31)
80, 0,24 024  (-0,23; 0,67)

é 2,62 0,16  (2,32: 2,93)

A Tabela 6.15 apresenta a estimativa bayesiana do parametro de inflacionamento, d. Seu valor
é 0,306, o que significa que a probabilidade de uns na amostra é razoavelmente grande. Ou seja,
dado um individuo selecionado, a probabilidade dele avaliar o risco de se morar perto de uma usina

nuclear como sendo o mais alto risco ¢ de 30,6%.
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Tabela 6.14: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 3

Estimativa EP IC 95%
" 1.06 013 (0,80; 1,32) *
v =002 <001 (-0,02;-0,01) *
5o -0,36 0,10 (-0,57;-0,16) *
6, 0,60 0,15 (0,30; 0,90) *
6, 043 0,12 (0,19; 0,68) *
& 2,62 0,16  (2.30; 2,94)

Tabela 6.15: Estimativa e Erro Padrao (EP) - §

Estimativa EP
) 0,306 0,019

As Figuras 6.8 e 6.9 mostram os residuos padronizados ponderados e deviance, respectivamente,
dos 3 modelos avaliados. Os residuos foram calculados conforme as equagoes (6.4) e (6.8). Nao
ha grandes diferencas entre os residuos. Nos residuos padronizados ponderados o maximo valor
absoluto esta proximo de 2, que é bem razoavel. Novamente, ha uma concentracao de residuos
entre 0 e 1. Os residuos deviance nao indicam nenhuma observacao como possivel de ser aberrante.
Seus valores encontram-se no intervalo de -1 a 1.

Na Tabela 6.14 temos as estimativas de cada um dos parametros do modelo 3. Nota-se que
a estimativa de v, que é a covariavel idade, tem sinal negativo (-0,02), indicando que dado que
a idade do individuo aumente em uma unidade, a chance do risco médio de se morar perto de
uma usina nuclear diminui 2% (exp(—0,02) ~ 0, 98), considerando que todas as demais covaridveis

estejam fixadas no modelo.
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6.7 Aplicacao - Modelo de Regressao Beta Inflacionado em Zero e Um

Finalmente, iniciaremos agora a aplicagao do modelo de regressao Beta inflacionado em zero e
um. A variavel resposta risco nao sofreu nenhuma transformagao nas observagoes. Assim, ficamos
com as observagoes no intervalo [0,1]. Novamente, a func¢do de ligacdo usada foi o logito.

A ideia inicial foi estimar um modelo incluindo todas as varidveis, mas sem nenhuma interacao.
Com isso, avaliamos as variaveis significativas no modelo. Depois disso, avaliamos as interagoes
somente com as variaveis significativas. Lembrando que temos 181 casos de observagoes iguais a
um e 3 observagoes iguais a zero.

O parametro v esta relacionado a idade x;. Os parametros 3, 6 e « estao relacionados aos
fatores género, etnia e visao do mundo, respectivamente.

Trés modelos foram escolhidos para comparar seus resultados. Os modelos foram os seguintes:

Modelo 1 : logito(pjk) = p + vay + fi + 0; + oy,
1=1,2; 7=1,2,3,4 k=1,2,3,4, t=1,....n
fr=0=0a1=0
Modelo 2 : logito(psji) = p + vay + B + 05 + (80);;
i=1,2 j=1,23 t=1,....n
B =0, = B6; = B0; =0
Modelo 3 : logito(ju;) = o+ vay + ;i + 6,
i=1,2 j=1,23 t=1,...n

pr=0,=0

O modelo 1 é o que estda com todas as varidveis, sem nenhuma interacao. Nesse modelo, a
variavel visao do mundo nao foram significativa, assim como o nivel caucasiano do fator etnia.

O modelo 2 considerou as variaveis significativas do primeiro modelo, e incluiu as interacoes de
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primeira ordem. O modelo 3 é com as variaveis significativas do modelo 2.

As Tabelas 6.16, 6.17 e 6.18 apresentam as estimativas bayesianas juntamente com os erros
padrao associados a cada uma delas, e também apresentam os intervalos de credibilidade de 95%.
O asterisco indica se a variavel foi significativa.

No modelo 1, somente os niveis africano-americano e mexicano-americano do fator etnia foram
significativos. Além das variaveis género e idade. A varidvel visao do mundo nao foi significativa.
No modelo 2, incluimos as interagoes de género com etnia. Nenhuma interacao foi significativa
nesse modelo. Entao, o modelo final ficou com as varidveis significativas do modelo 2, que foram:
idade, género e etnia (niveis africano-americano, mexicano-americano e outros). Todas as varidveis
desse modelo sao significativas.

As estimativas para o parametro ¢ foram bem pequenas em todos os modelos, préxima a 2,96.
Como jé visto, isso significa que a variabilidade dos dados é bem grande. Esse fato ocorreu em todos
os modelos estudados, tanto o modelo de regressao Beta nao inflacionado quanto os inflacionados.

Vale ressaltar que foram feitos estudos de convergéncia em todos os modelos propostos. Neste
trabalho, somente destacamos os resultados do modelo 3, que foi escolhido como sendo o modelo
final. O Apéncice A.4 ilustram através de graficos o estudo de convergeéncia feito. As estatisticas
de convergéncia apresentaram bons resultados. Assim como nas demais aplicagoes, propusemos
3 cadeias iniciando em paralelo. As estatisticas de Geweke e Gelman-Rubin, indicaram que as
cadeias nao dependiam do seu chute inicial e que todas convergiram para as mesmas estimativas
em cada um dos parametros. Nesse modelo, as amostras finais de cada parametro nao tiveram
nenhuma correlacao maior que 0,25. O numero de iteragoes usado foi igual a 20000. O burn-in de
4000 e espacamento de 16 nos deixaram com uma amostra de tamanho final 1000.

A Tabela 6.19 apresenta a estimativa bayesiana do parametro de mistura, o d, e do parametro
da probabilidade da observacao ser igual a um, dado que ela é inflacionada, o v. O valor da
estimativa do ¢ foi igual a 0,311, o que significa que a probabilidade da observacao ser igual a
zero ou um na amostra é razoavelmente grande. O valor da estimativa do parametro ~, é 0,978,

um valor bem alto. Podemos calcular a probabilidade do individuo avaliar o risco de se morar
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Tabela 6.16: Estimativas, Erro Padrao (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 1

Estimativa EP IC 95%
r 112 0,14 (0,76; 1,36) *
v 20,02 <001 (-0,02;-0,01) *
By <033 011 (-0,55;-0,13) *
6, 007 015 (0,38 0,22)
0s 053 0,18  (0,20;0,87) *
0, 041 0,14  (0,14; 0,67) *
ay,  -0,13 0,18  (-0,50; 0,24)
as 0,05 0,15  (-0,25; 0,33)
ar <007 0,14 (-0,35;0,19)
o 291 0,19  (2,56; 3,31)

Tabela 6.17: FEstimativas, Erro Padrdo (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 2

Estimativa EP IC 95%
m 1.15 0,13 (090; 1,43) *
v =002 <001 (0,02 -0,01) *
By =049 012 (-0,72;-027) *
b, 0,37 0,18  (0,03;0,73) *
0, 0,32 0,15  (0,05;0,62) *
86, 051 0,29  (-0,01; 1,08)
80, 037 023 (-0,06; 0,82)
& 2,96 020 (2,59; 3,35)

Tabela 6.18: FEstimativas, Erro Padrdo (EP) e Intervalos de Credibilidade (IC) - Modelo 3

Estimativa EP IC 95%
L 1,10 012 (0,85 1,32) *
v 002 <001 (-0,02-001) *
By 034 010 (-0,53;-0,14) *
6, 057 0,15  (0,29; 0,86) *
6, 048 0,12 (0,24; 0,69) *
6 2,96 0,20  (2,58; 3,37)

perto de uma usina nuclear como sendo 0, e também como sendo 1. A probabilidade do individuo
avaliar como sendo 1 o risco, é dada por 0,304 (dv). Ja a probabilidade de um individuo avaliar
como sendo zero, o risco de se morar perto de uma usina nuclear é igual a 0,007 (6(1 —)). Note
que essas estimativas apontam que a percepgao subjetiva do risco de se morar perto de uma usina

nuclear é razoavelmente alta.
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Tabela 6.19: Estimativa e Erro Padrao (EP) - § ey

Estimativa  EP
) 0,311 0,019
o 0,978 0,011

As Figuras 6.10 e 6.11 mostram os residuos padronizados e deviance, respectivamente, dos
3 modelos em questdo. Os residuos utilizados sdo dados nas equagoes (6.7) e (6.8). Eles sao
bem similares entre si. Existem algumas observacoes que apresentam alguns residuos grandes.
Tais observacoes podem ser suspeitas de influenciar nas estimativas dos parametros do modelo de
regressao. Porém, os residuos deviance nao apontam nenhuma observagao como possivel de ser
aberrante. Por isso nao retiramos nenhuma observacao da analise. Nos residuos ponderados, ha
uma concentracao de observagoes entre zero e um. Isso pode indicar que a funcao de ligagao logito
nao ¢ a mais adequada para se utilizar.

Comparando as Figuras 6.4, 6.6, 6.8 e 6.10, nota-se que em todas elas ha uma concentracao
dos residuos entre os valores 0 e 1. Tal fato é mais acentuado nos modelos de regressao Beta nao
inflacionados e inflacionados em zero. Quando se compara aos graficos dos modelos inflacionados
em um e inflacionados em zero e um. Isso podemos explicar como sendo influéncia da transformacao
dos dados. Nos dois primeiros casos, as observacoes iguais a um foram transformadas em 0,999.
Além disso, o nimero de observagoes iguais a um na amostra é bem maior que as observagoes iguais
a zero. Essa questao indica que é importante se incorporar a componente discreta do modelo, e nao
se utilizar nenhuma transformacao nos dados, de modo a utilizar o modelo Beta nao-inflacionado.

Na Tabela 6.18 temos as estimativas de cada um dos parametros do modelo 3. Nota-se que a
estimativa de (s tem sinal negativo (-0,34), confirmando o observado na andlise descritiva de que
as mulheres avaliam como mais arriscado morar perto de uma usina nuclear do que os homens.
Por exemplo, exp(—0, 34) que é aproximadamente 0,711, significa que dado o individuo é do género
masculino, a chance do risco médio avaliado de se morar perto de uma usina nuclear é 29% menor
que a chance do risco médio avaliado por individuos do género feminino, considerando as demais

covaridveis fixas no modelo.
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Figura 6.10: Grdfico dos Residuos Padronizados - Regressao Beta Inflacionada em Zero e Um

6.8 Conclusao

As aplicacoes dos modelos de regressao Beta, Beta inflacionados em zero ou um e Beta inflaci-
onados em zero e um, nos permitiu, de uma forma resumida, entender como pode ser realizada a
aplicacao desses modelos. Salientamos ser muito importante a presenga de algum especialista da
area (nesse caso da drea de psicometria) para que as conclusoes estatisticas obtidas da modelagem,
possam ter um sentido coerente com a realidade do experimento.

Vale salientar que houve algumas diferencas nos resultados obtidos com a transformagao dos
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Figura 6.11: Grdfico dos Residuos Deviance - Regressao Beta Inflacionada em Zero e Um

dados e sem essa transformacao. Esse fato mostra que é importante nao alterar a estrutura dos
dados, mantendo os dados inflacionados em sua forma original.

Uma das diferengas é com rela¢ao aos residuos. Nas Figuras 6.4(c) e 6.10(c) temos os residuos
padronizados dos modelos finais (modelo 3) escolhido para o conjunto de dados nao inflacionado
(com a transfomagcao em zero e um) e o conjunto de dados inflacionado em zero e um (sem trans-
formagao), respectivamente. Pode-se notar que no primeiro, a concentragao de observagoes entre 0
e 1, é maior que no segundo caso. Mesma situagao ocorre nas Figuras 6.5(c) e 6.11(c), que s@o os

residuos deviance dos modelos finais dos conjuntos de dados nao inflacionados e inflacionados em
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zero e um. Essa primeira diferenca, evidencia que ha impacto no ajuste do modelo a transformacao
dos dados.

Outra diferenca é nas varidveis significativas de cada um dos modelos finais (modelo 3) nas duas
situacgoes. Os modelos ficaram diferentes. Esse fato, também é um indicio de que a transformacao
dos dados pode afetar o modelo. A Figura 6.12 mostra as médias com os intervalo de credibilidade
das estimativas dos parametros do modelo final de cada uma das aplicacoes. Note que para os
modelos inflacionados em um e inflacionados em zero e um as variaveis significativas foram iguais.
Assim como para os modelos nao inflacionado e inflacionado em zero, que o modelo final também
foram iguais, ou seja, as mesmas varidveis foram significativas no modelo 3. As Figuras 6.12(a) e
6.12(b) foram separadas, pois a variavel idade (v) ficaria distorcida se estivesse no mesmo gréfico
com as demais.

Para verificar qual o impacto dessa transformacao nos dados, é importante a realizacao de um

estudo de simulacao mais profundo.

2,00

0,000 T
1,50 E E
-0,005 -
1,00 4 § E
0,50 % } E } } I -0,010 -
0,00 - T T T -0,015 A
0,50 - E }
-0,020 -
-1,00
-1,50 - -0,025 -
S| E|E|Q|2|EE QS 2|EE|IQ|C|E|EIQ|LE|IE
2182212/ 8(5/2|2|8|>|2/2/8(5|3/2|8&[3|3 -0,030 A
§ E § E '% Nao Zero Um Zeroe Um
K B2 6, 6 aB, v
Nao: Modelo r‘\§o m‘ﬂac\onado Um: Modelo inﬂatiu.nado.em um Ndo: Modelo ndo inflacionado Um: Modelo inflacionado em um
Zero: Modelo inflacionado em zero Zero e Um: Modelo inflacionado em zero e um ) . . )
Zero: Modelo inflacionado em zero Zero e Um: Modelo inflacionado em zero e um
(a) Grdfico de Médias (b) Grdfico de Médias - Varidvel v (Idade)

Figura 6.12: Grdfico de Médias dos Parametros do Modelo 3

163



164



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Consideracoes Finais

Durante este trabalho, propomos uma abordagem bayesiana para a inferéncia realizada através
dos modelos de regressao Beta, Beta inflacionado de zero ou um e o Beta inflacionado em zero
e um. Apresentamos as caracteristicas de cada modelo e como é realizada a inferéncia bayesiana
para cada um dos conjuntos de prioris sugeridos.

Conseguimos através do estudo de simulagao comparar as estimativas bayesianas com as estima-
tivas de maxima verossimilhanca. Concluimos que as abordagens bayesianas sugeridas obtiveram
resultados iguais ou até melhores em relacao aos resultados classicos, principalmente nos casos em
que o tamanho amostral e o valor verdadeiro do parametro ¢ sao pequenos. Isso nos leva a afirmar
que o uso da inferéncia bayesiana nesse caso é uma recomendacao razoavel. Mesmo porque, sua
implementagao nao é tao custosa quanto a implementagao da abordagem frequentista, que exige
um custo computacional alto no processo de estimagao. Nos pacotes atuais ja implementados, sao
usados algoritmos de otimizacgao alternativos, como o BFGS, para melhorar seu desempenho.

Nos estudos de simulacao foram elaborados os graficos com os boxplots das réplicas em cada
uma das situacoes estudada. Porém, nao foram apresentados nesse trabalho a fim de evitar um
prolongamento desnecessario. Para solicitar esses graficos, basta enviar um e-mail para nogarotto.

danilo@gmail.com, que envio 0s mMesmos.
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Nos modelos inflacionados propomos apenas modelar a média da distribuicao Beta. Outras
possibilidades sdo a modelagem dos parametros ¢,0 e 7. Ospina (2008) apresenta o modelo de
regressao Beta inflacionado, sugerindo a modelagem desses parametros.

Outro ponto a se discutir é com relacao a uma transformacao nos dados, com a intencao de
nao utilizar o modelo inflacionado Beta. Suponha que seja razoavel crer que a variavel resposta
nao seja exatamente zero, e sim, suficientemente pequena. Ou mesmo que a variavel resposta nao
seja igual a um, ou proximo disso, por exemplo, 0,9999. Com isso, seria utilizado o modelo de
regressao Beta usual. Na aplicagao a dados reais transformamos os dados dessa maneira, a fim de
exibir didaticamente o ferramental apresentado. Esse é uma sugestao para trabalhos futuros.

Um dos conjuntos de distribuigao a priori utilizados que se destacou foi a priori de Jeflreys.
Entretanto, nao sabemos se tal priori é propria ou nao, e mesmo se a posteriori originada dela, é
propria. Evidéncias nesse sentido foram encontradas, porém uma prova formal para tal questio-
namento é importante para analises futuras.

Os algoritmos de Metropolis-Hastings utilizados para amostrar da densidade a posteriori se
mostraram muito tteis. Esse método foi implementado no software R. O tempo para se obter os
resultados através dos programas variam de acordo com o conjunto de priori utilizados, assim como
as varidveis envolvidas (como tamanho amostral, quantidade de observagoes nao inflacionadas na
amostra). Por exemplo, para gerar uma cadeia de tamanho 10000, com um tamanho amostral de
200 e numero de covariaveis iguais a 5, com o conjunto de prioris usuais, que envolve calculos mais
simples, é aproximadamente doze vezes mais rapido do que se utilizar os conjuntos de prioris de
Jeffreys que levam um tempo pouco maior, devido aos calculos mais complexos. Analisar melhores
alternativas para ganho de tempo nesse processamento é importante para aumentar a eficiéncia
desse processo.

Outra proposta para futuros trabalhos é a utilizagao do RIMCMC. Esse algoritmo é uma
extensao da metodologia padrao do MCMC, que permite simular da distribuigao a posteriori em
espacos de dimensoes que variam.

De modo geral, os modelos de regressao Beta nao inflacionados e Beta inflacionados sao muito
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interessantes de se trabalhar. Recomendo sua aplicacao, a fim de cada vez mais, novos conheci-

mentos nessa area se desenvolvam, e se tornem bem tteis nas mais diversas dreas de pesquisa.
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Apéndice A

Estudo de Convergéncia

As Figuras a seguir sao os graficos construidos do estudo de convergéncia realizado com o
conjunto de dados reais do Capitulo 6. Ressaltamos que apresentamos apenas os graficos referentes
ao modelo final escolhido em cada uma das aplicagbes. No Apéndice A.1 temos os resultados
referentes a aplicagao do Modelo de Regressao Beta nao-inflacionado. Nos Apéndices A.2 e A.3
tem-se os resultados dos Modelos de Regressao Beta Inflacionado de Zero e Inflacionado em Um,
respectivamente. Finalmente, no Apéndice A.4 apresentamos os resultados referente a aplicagao

do Modelo Inflacionado de Zero e Um.
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A.1 Modelos de Regressao Beta
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A.2 Modelos de Regressao Beta Inflacionado em Zero
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A.3 Modelos de Regressao Beta Inflacionado em Um
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A.4 Modelos de Regressao Beta Inflacionado em Zero e Um
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