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RESUMO

Neste trabalho tratamos de familias a um-parametro de campos vetoriais R-reversiveis
definidos em uma vizinhanca de um ponto de equilibrio ressonante em R?". Focalizamos a
atencao as 0:p:q-ressonancias.

Inicialmente estudamos a existéncia/bifurcagao de érbitas periédicas simétricas para tais
sistemas.

A existéncia e rigidez de familias de érbitas homoclinicas também sao discutidas. Além
disso, também analisamos, para n = 3, a rigidez de “familias de Cantor” de dois-toros

invariantes por meio da Teoria KAM.
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ABSTRACT

In this work we deal with one parameter families of R-reversible vector fields defined
around a resonant equilibrium point in R?". We focus our attention to 0:p:q resonances.

First of all we study the existence/bifurcation of symmetric periodic orbits for such
systems.

The existence and rigidity of families of homoclinic orbits are also discussed. We also
analyze for n = 3 the rigidity of “Cantor families” of invariant two-torus by means of KAM

Theory.
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INTRODUCAO

Na teoria de sistemas dinamicos é grande o interesse no estudo de objetos minimais
tais como érbitas periddicas, orbitas homoclinicas e toros invariantes. Existe, portanto, na
literatura, uma exaustiva bibliografia tratando desses assuntos. Esses objetos sao, em geral,
tratados em familias de campos vetoriais que podem ou nao preservar alguma estrutura.
Grandes contribuicoes foram dadas em varios contextos, tais como sistemas Hamiltonianos,
sistemas equivariantes ou reversiveis e também para sistemas onde nenhuma estrutura, a
priori, é preservada.

A existéncia de parametros é importante para detectar tipos de bifurcagoes que ocorrem
em familias de campos vetoriais e, no que tange a existéncia de toros invariantes, a presenca
de tais parametros se faz necessaria ja que o uso da teoria KAM exige essa dependéncia.
Algumas boas referéncias nesta dire¢ao sao [3],[4],[7],[12],[14] e [19] entre outros. Nosso ob-
jetivo nesta tese serd abordar esses assuntos em familias de campos vetoriais que apresentam

certos tipos de ressonancia.

Em se tratando de bifurcacoes de solugoes periddicas existem técnicas freqlientemente
utilizadas na literatura, a saber, a Redugao de Lyapunov-Schmidt [14], [25] e a Teoria de
Formas Normais, onde nesta ultima ferramenta a Forma Normal de Belitskii se mostra
bastante adequada.

A Redugao de Lyapunov-Schmidt aborda exclusivamente o estudo local de solugoes
periddicas, ignorando demais comportamentos dinamicos. O objetivo dessa teoria é reduzir
o problema de existéncia local de solugoes periddicas de um dado sistema a resolver um

sistema de equacoes algébricas num espaco de dimensao finita, cuja dimensao depende do
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tipo de ressonancia que o campo vetorial em questao satisfaz.

Por outro lado, a Teoria de Formas Normais consiste em encontrar mudancas de coorde-
nadas proximas a identidade, que levam o campo vetorial a uma forma mais “simples”.

Neste contexto, resultados relativos a existéncia e bifurcacao de solucoes periddicas
simétricas serao abordados em diversas situagoes para familias de campos vetoriais em espaco
de dimensao arbitréaria e onde o campo nao bifurcado tem um equilibrio ressonante na origem.

Nas situagoes tratadas nesta tese o equilibrio na origem possui 0 (zero) como autovalor
com multiplicidade algébrica dois. Nesse contexto, bifurcagoes do equilibrio também serao
consideradas.

Podemos citar vérias referéncias onde ferramentas como as utilizadas aqui também sao
utilizadas tais como [14],[23] e [25]. Nestes casos o equilibrio na origem nao admite autovalor
zero e portanto bifurcagoes do equilibrio na origem nao se fazem presentes.

Um outro caminho seguido nesta tese quando tratamos de existéncia/persisténcia de
solugoes homoclinicas para solucoes periddicas, é a utilizagao de ferramentas de andlise
funcional, como o conhecido Teorema do Ponto Fixo de Banach. O principal objetivo é
estabelecer a persisténcia de solucoes homoclinicas para familias de solucoes periédicas que
sabemos existir para o campo truncado nos termos de ordem dois (ou superior) que estao
na forma normal. Neste contexto, técnicas utilizadas em [18] e [19] foram adaptadas para o
NoSSO €aso.

Em [18] e [19] a existéncia de um equilibrio tipo sela-centro para uma familia de campos
vetoriais em R* e R® é considerada onde, para a forma normal truncada, tal equilibrio admite
uma solucao homoclinica. Além disso, familias de solugoes peridédicas simétricas convergindo
para o equilibrio admitem solugoes homoclinicas quando considerado o campo truncado.
Neste caso, utilizando a solu¢ao homoclinica associada ao equilibrio, Lombardi estabelece a
persisténcia de solucoes homoclinicas para solugoes periddicas proximas do equilibrio. Em
[19] o contexto analitico em R* e R é considerado e em [18] o contexto C°° em R* é abordado.

A principal diferenga do nosso caso para os encontrados em [18] e [19] é o fato de que
no nosso problema o equilibrio na origem nao admite solu¢ao homoclinica. Por isso, nosso
método de perturbagao utiliza as solugoes homoclinicas associadas as solugoes periddicas a
fim de garantir a persisténcia das mesmas para o campo geral, diferentemente do que ocorre
em [18] e [19].

Finalmente, consideraremos uma familia de campos vetoriais em R’ onde a persisténcia

de toros 2-dimensionais sera estudada a luz de resultados provenientes da teoria KAM es-



SECAO 0.1 ¢ ESTRUTURA DOS TOPICOS APRESENTADOS/ COMENTARIO
SOBRE OS PRINCIPAIS RESULTADOS vi

tabelecidos por Broer em [3] para campos vetoriais reversiveis e em [4] para campos mais
gerais.

Durante todo o trabalho, estaremos restritos a uma classe extremamente importante de
campos vetoriais, a saber, campos vetoriais que anticomutam com difeomorfismos involutivos

usualmente chamados de Campos Vetoriais Reversiveis.

0.1 Estrutura dos Tépicos Apresentados/ Comentario

sobre os Principais Resultados

O presente trabalho esta dividido da seguinte forma:

e No capitulo 1, apresentamos uma sintese de algumas propriedades importantes dos
campos vetoriais reversiveis que serao relevantes no decorrer de todo o trabalho. Algu-
mas proposigoes serao enunciadas sem demonstragao. O leitor interessado na demon-
strac@o desses resultados podera encontra-las em [15]. Além disso, apresentamos algu-
mas defini¢oes relativas a toros invariantes que serao necessarias no capitulo 6. Enun-
ciaremos também um resultado importante sobre persisténcia de toros invariantes. A

demonstragao de tal resultado serd omitida e pode ser encontrada em [3].

e No capitulo 2, formas normais para os campos vetoriais tratados nesta tese serao
estabelecidas. Essas formas normais serao importantes nos estudos realizados em todos
os outros capitulos desta tese. As formas normais aqui encontradas serao as formas

normais de Belitskii, as quais se mostram tteis para os nossos objetivos.

Neste contexto, estabeleceremos o primeiro resultado principal (Teorema A) onde uma
forma normal formal para campos vetoriais reversiveis em R?" que tém singularidade
na origem 0-nao-ressonante sera obtida. A partir dai, estenderemos esse resultado para

campos em R® que tém singularidade na origem 0:p:q-ressonante.

e No capitulo 3, apresentamos o método da Redugao de Lyapunov-Schmidt adaptado a

cada caso tratado nesta tese.

e No capitulo 4, utilizaremos as Reducoes obtidas no capitulo anterior, juntamente com
as formas normais do capitulo 2, a fim de estabelecer condi¢oes nos termos de or-

dem dois da forma normal para a existéncia de solu¢oes periddicas de familias a



um-parametro de campos vetoriais reversiveis. Neste contexto, estabeleceremos um
dos teoremas principais do texto (Teorema B). Neste teorema veremos que dada uma
familia de campos vetoriais em R?" X (x, \), com uma singularidade 0-ndo-ressonante
na origem para A = 0, através de condicoes genéricas sobre os coeficientes do 2-jato
em A = (0 obtemos a existéncia de familias de solugoes periédicas simétricas numa
vizinhanca da origem. Além disso, bifurcacoes de Hopf podem surgir dependendo de
‘propriedades do 2-jato. Mostramos também que todas as solucoes periddicas numa

vizinhanca suficientemente pequena da origem resulta ser simétrica.

No capitulo 5, a persisténcia de solugoes homoclinicas para solucoes periddicas é es-
tudada em varias situagoes. Neste capitulo estabelecemos a persisténcia de solugoes
homoclinicas simétricas associadas a solugoes peridédicas simétricas numa vizinhancga
da origem para campos R-reversiveis em R*. Essa é o conteido do Teorema C. Esse
resultado é uma extensao dos resultados de Lombardi [18] e Iooss [11]. Além disso,
esse resultado serd estendido para campos vetoriais em RS sob hipéteses adicionais as

consideradas no caso 4-dimensional.

A idéia principal aqui é reduzir o problema da persisténcia de solu¢bes homoclinicas
a encontrar um ponto fixo de uma equacao funcional utilizando o Teorema do Ponto

Fixo de Banach.

No capitulo 6, abordamos a existéncia/persisténcia de toros invariantes com dinamica,

paralela para familias de campos vetoriais reversiveis em R.

Estabeleceremos a persisténcia de familias de 2-toros invariantes para uma familia de
campos vetoriais em RS (Teorema D) utilizando, para isso, resultados da Teoria KAM.
De fato, adaptamos nossa familia de forma que um resultado devido a Broer em [3]

possa ser aplicado a nossa situagao.



SECAO 0.2 ¢ RESULTADOS PRINCIPAIS viii

0.2 Resultados Principais

Nesta se¢ao enunciaremos os resultados principais contidos nessa tese.
Teorema A. Seja X € Xg (R?*™) 0-nao ressonante em x = 0 tal que X (0) = 0. Entdo X ¢

formalmente conjugado, numa vizinhanca de 0, a

.
1 = T2
1:2 = 902(1'17 ZL’% + ’I?b s ’x%n—l + x%n)
o3 = —zaps(w1, 23 + a1, .., 23,y +23,)
Ty = v3ps(r1, 5 + 2, ., 23, +23,)
Ton—1 = —TonPnir (21,23 + 23, ., 23, | + 13,)
\ x2n = x2n71§0n+1<x17 SL’% + 'TAQD ce 71:%7171 + mgn)

Teorema B: Eriste um subconjunto aberto U = {(U; UlUy) X (=X, No)} em X3 tal que:
(I) os elementos de {Uy UlUs} sio determinados pelos 2-jatos dos campos vetoriais.

(II) se X (x,0) € Uy entdo:

(1) para X\ = 0 existem 2(n-1) familias de orbitas periddicas R-simétricas convergindo para
o equilibrio x = 0.

(i1) para A < 0 existem dois equilibrios simétricos (uma sela-centro e um ponto elitico) e
(n-1)-familias de drbitas periddicas simétricas convergindo para cada uwm desses pontos.
(111) para X\ > 0 ndo existem pontos de equilibrio numa vizinhanca suficientemente pequena
de x =0 e apenas (n-1)-familias de orbitas periodicas simétricas persistem numa vizinhanga
da origem.

(III) Se X (x,0) € Uy entdo em X\ = 0 ocorre uma bifurcagao de Hopf subcritica. Entao, em
A = 0 nao ezistem orbitas periddicas e para X < 0 surgem (n-1)-familias de drbitas periddicas
simétricas, convergindo para cada um dos equilibrios (sela-centro e elitico).

Mais ainda, todas as solucoes periodicas numa vizinhanga da origem resultam ser simétricas.
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Teorema C: Eziste um aberto U C Xr(R?) tal que para cada X € U existe um e-re-
escalonamento nas varidveis dado por (y1,yz2,1,0,€), com e > 0 tal que nestas novas coorde-
nadas o campo € expresso por Y. e para cada € > 0 suficientemente proximo de zero, existe
k. > 0 tal que para k > k. existem duas solugoes homoclinicas simétricas associadas a uma

solugdo periddicas simétrica Yi(t,¢€).

Teorema D: Seja X, () = X (z, ) uma famdlia analitica de campos vetoriais R-reversiveis
em RS tal que XO tem um equilibrio na origem 0-nao-ressonante ou 0:p:q-ressonante com
p+q > 3. Entao, numa vizinhanc¢a suficientemente proxima da origem, existe um “conjunto
de Cantor” X -invariante V.C RS x P difeomorfo por um difeomorfismo C*°-prézimo a iden-
tidade a T? x {0} x T, C R®x P. Em cada toro Vy x {\}, A\ € I, uma equivaléncia topoldgica
de X a X € induzida e tal equivaléncia ® preserva a projecao em P e o comportamento
linear normal onde X € dado pelo truncamento do campo original nos termos de ordem dois

dados na forma normal.
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CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo é dedicado a introducao dos conceitos referentes a Sistemas Equivariantes
e Reversiveis, além de uma descricao de algumas propriedades importantes do fluxo para
tais sistemas. Além disso, algumas defini¢oes acerca de toros invariantes serao dadas e um

resultado abordando a persisténcia de tais toros sera enunciado.

1.1 Introducao

Sejam
t=X(x), veRY (1.1)
um campo de vetores C'™ e
S:RY - RY (1.2)
um difeomorfismo involutivo, isto é, S? = Id.

Definicao 1.1. Dizemos que (1.1) € equivariante com rela¢ao a S (ou S-equivariante) se
X satisfaz:
DS(z).X(z) =X (Sz). (1.3)

Neste caso diremos que S € uma simetria para o campo X ou uma simetria associada a X .
Por outro lado, dizemos que (1.1) € reversivel com relacao a S (ou S-reversivel) se X
satisfaz:

DS(x).X(z) = —X (Sz) . (1.4)

1



SECAO 1.1 ¢ INTRODUCAO 2

Neste caso diremos que S é uma anti-simetria para o campo X ou uma anti-simetria

associada a X .

Vale observar que essas definicoes podem ser estendidas a contextos mais gerais como,
por exemplo, quando o espac¢o de fase é uma variedade diferencidavel M. Ainda pode-se
definir campos vetoriais fracamente equivariantes/reversiveis onde nao se exige que S seja
uma involugao. No entanto, para nossos propdsitos a aplicacao S serd sempre considerada
involutiva.

Uma conseqiiéncia direta da definigdo acima é a seguinte:
se X é S-equivariante, entao uma érbita de X é aplicada por S em uma outra érbita de X
preservando o sentido do tempo.

Por outro lado, se X é S-reversivel, entao érbitas de X sao aplicadas por S em orbitas

de X revertendo o sentido do tempo.

De fato, as seguintes relagoes sao validas:

se ¢, : RV — RY é o fluxo associado ao campo vetorial X, entdo:

S (pi(x)) = pi(Sx)

se X é S-equivariante, e
S (@) = pe(S7)

se X é S-reversivel.
Se um campo vetorial tem alguma propriedade de simetria ou anti-simetria, entao pode-
mos construir, a partir das simetrias (anti-simetrias) conhecidas, outras por composicao.

Podemos ver facilmente que as seguintes afirmacoes sao validas:

e Se 51 e Y sao duas simetrias para X, entao a composicao S7 o Sy também é uma

simetria para X.

e Se S e 9 sao duas anti-simetrias para X, entao a composicao Sy o S é uma simetria

para X.

e Se S e 95 sao tais que S; é uma simetria para X e S, é uma anti-simetria para X,

entao S; 0 .S, é uma anti-simetria para X.



CAP.1 ¢ PRELIMINARES

Exemplo 1.2. Seja Xg(q,p) um sistema Hamiltoniano com fun¢ao Hamiltoniana H(q,p)

satisfazendo H(q,—p) = H(q,p), isto é,

) OH
¢= —5-(ap)
p= —a—q(q,p)

Entao Xy ¢é reversivel sequndo a involugdo linear S(q,p) = (¢, —p).

Na realidade, as estruturas Hamiltoniana e Reversivel possuem muitas propriedades em
comum.

Na pratica, muitos sistemas Hamiltonianos sdo reversiveis e vice-versa ver [17] como
exemplo. Uma linha de estudo bastante abordada ¢é aquela onde o contexto Reversivel é
associado ao Hamiltoniano.

Nosso interesse nesta tese esta voltado principalmente para a propriedade de anti-simetria.
Os resultados aqui estabelecidos sao obtidos considerando apenas propriedades de anti-
simetria, o que ¢ interessante por abordar uma classe maior de sistemas.

Em [21] encontramos vérios exemplos que mostram que, de fato, estas duas classes de

sistemas nao coincidem.

Considere o seguinte exemplo:

X2

Figura 1.1: Revesivel nao Hamiltoniano
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Esse sistema planar resulta ser S-reversivel, onde S(z1,x2) = (z1, —x3). No entanto, nao

¢ Hamiltoniano ja que, claramente, nao preserva volume.

1.2  Orbitas Simétricas

Definicao 1.3. Para cada x, € RY definimos a érbita por x, como:
O(z,) = {x e RY /2 = p(x,); t € R},
onde p; € o fluxo de X.

Definicao 1.4. : Dizemos que uma orbita de um campo vetorial € simétrica com rela¢ao a

uma simetria (ou anti-simetria) S se S aplica a orbita nela mesma, isto €, O(x,) € simétrica

se S(O(z,)) = O(x,).

Segue da definigdo que se uma drbita é simétrica com relacdo a uma simetria (ou anti-
simetria) S, entdo todo ponto dessa 6rbita é aplicado por S na mesma 6rbita, isto é, S(z) =
() para algum 7 € R.

Dai segue que z € Fiz [(p-!) 0 S], onde

Fiz(A) = {z € RY Az =z}
é o conjunto dos pontos fixados por A.

Definicao 1.5. (Ponto de equilibrio Simétrico): Dizemos que um ponto de equilibrio para
um campo vetorial é simétrico se ele pertence ao conjunto Fix(S) onde S é a simetria (ou

anti-simetria) para o referido campo.
Para os objetos descritos até aqui temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.6. Quanto a posicao de uma orbita de um campo vetorial S-reversivel com
relagdo a variedade Fix(S) trés situagoes sao possiveis:

(1) O(x,) nao encontra Fiz(S) e neste caso O(x,) e S (O(x,)) sao duas drbitas distintas de
X.

(11) O(z,) encontra Fix(S) em apenas um ponto e, neste caso, O(x,) € simétrica e portanto
O(z,) e S(O(x,)) representam a mesma drbita.

(111) O(x,) encontra Fix(S) em exatamente dois pontos e, neste caso, O(x,) € uma drbita

periddica simétrica e se T € o periodo de O(z,) e x € O(x,)NFiz(S) entdo 4p%(x) € Fix(S).
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Note que para orbitas simétricas, a propriedade de simetria (anti-simetria) é extrema-
mente importante. Ela nos diz muito sobre as érbitas que interceptam Fiz(S).

Por outro lado, para érbitas que tém interseccao vazia com Fix(.S), a inica informagao
que podemos obter da propriedade simétrica (anti-simétrica) é que tais 6rbitas ocorrem em
pares, a saber, O(x,) ¢ S (O(x,)) .

Ou seja, para cada equilibrio nao simétrico z € RN outro equilibrio S(z) estd associado.
Mais ainda, se € RY é um atrator, entdo S(z) também é um atrator se X é S-equivariante
e é um repulsor se X é S-reversivel.

Também, para cada dérbita periddica nao simétrica, uma outra orbita peridédica nao

simétrica esta associada.

1.3 Orbitas Homoclinicas Simétricas

Seja x, € RY um ponto de equilibrio de X e sejam

W(a,) = {r € R/ lim u(x) = ,)

W(z,) = {z € RV / lim oy(z) = z,}

as variedades estavel e instavel, respectivamente, em z,, onde t € R.

Um ponto x € W*(z,) N W"(x,) é chamado um ponto homoclinico para z, e a érbita por

xr é chamada de odrbita homoclinica associada ao equilibrio z,,.

Proposicao 1.7. Seja S uma simetria de um campo vetorial tendo x, como ponto de
equilibrio, entao

SWEW(z,)) = W (z,) & z, € Fixz(9).

Proposicao 1.8. Seja S uma anti-simetria para um campo vetorial que tem x, como ponto
de equilibrio, entdao

Wé(x,) N Fiz(S) C W*(S(x,)),

W (x,) N Fiz(S) C W(S(x,)).



SECAO 1.4 ¢ TOROS INVARIANTES 6

Proposicao 1.9. Seja S uma anti-simetria para um campo vetorial que tem x, como ponto
de equilibrio, entao
S(WW(z,)) = W (z,) & z, € Fiz(S).

Observagao 1.3.1. Se S € uma anti-simetria para um campo vetorial e x, € Fix(S) é
um ponto de equilibrio para o sistema, entdo intersegoes de variedades estdvel (instdvel)
com Fix(S) implicam na existéncia de drbitas homoclinicas simétricas com relagdo a anti-
simetria S. Assim, a proposicio (1.8) fornece um critério para persisténcia de orbitas ho-

moclinicas que sao simétricas com relacao a anti-simetria reversa.

Em se tratando de sistemas equivariantes/reversiveis a aplicacdo S pode, localmente,
sempre ser considerada linear. De fato, dado o difeomorfismo involutivo S considere a

seguinte mudanca de coordenadas:
¢ =1+ DS(0)S.
Note que,
(05) (x) =& (S(x)) = S(x) + DS(0)S (S(x)) = S(z) + DS(0)z =
= DS(0) (x+ DS(0)S(z)) = DS(0) (I + DS(0)S)x =
= (DS(0)9) (x),
ou seja,
$S¢~t = DS(0)
e portanto S é conjugada por ¢ a sua parte linear.

De fato um resultado mais geral para grupos de transformacoes compactos é vélido devido

a Bochner em [1].

1.4 Toros Invariantes

Seja X um campo vetorial em uma variedade M com um toro n-dimensional X-invariante

T, isto é, se p, é o fluxo associado a X, entao
o(T) CT, VteR.

Definigao 1.10. (Dindmica Paralela): Dizemos que X induz no toro T uma dindmica
paralela (ou condicionalmente periddica), se existe um difeomorfismo T — T™ que leva a
restrigio X|r a um campo vetorial constante Y . wia% no toro candnico T" := (S1)" =
(R/27xZ)" com coordenadas 0, .., 0, mod 2.
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Desta forma o campo vetorial determina um sistema linear 8; = w;, 1 <7 < n de equagoes
diferenciais.
Os nimeros wy, ...,w, sao chamados freqiiéncias (internas) da dinamica em T

Desta forma, a dinamica de X|7, fica totalmente caracterizada pelas freqiiéncias internas.

Defini¢ao 1.11. (Toro quasi-periddico): Uma dindmica paralela em um n-toro invariante
T com vetor freqiiéncia w é chamada quasi-periodica ou nao-ressonante se as frequéncias
Wi, ...,wn SG0 racionalmente independentes, isto é, se temos (w,k) == > . wk; # 0 para

todo k € Z" ~. {0}. Nesse caso, o toro T é chamado de toro quasi-periddico.

Caso contrario, o toro invariante 7' com dinamica paralela é chamado ressonante.

E fato que, para toros quasi-periddicos, a érbita por cada ponto de T' é densa em T
Por outro lado, toros ressonantes sao folheados por subtoros invariantes de dimensao

menor.

Como exemplo disso, consideremos um campo vetorial X que tem um toro 2-dimensional

T invariante com dindmica paralela. Assim, a restri¢ao X|r é conjugada ao campo

91 = W1

02 = W2

em T2.

Aqui a dinamica em T? pode ser de dois tipos:

(i) Dinamica quasi-periédica:

Neste caso w; e wy sao racionalmente independentes e a érbita por cada ponto z € T? é

densa em T?2.

(ii) Dindmica periédicas:
Neste caso w; e wy sao racionalmente dependentes, digamos % _ P com p,q € Z e
mdc(p,q)=1. i !

Assim, a 6rbita por cada ponto x € T? resulta ser periédicas de perfodo ¢. Cada uma
dessas 6rbitas periédicas é homeomorfa a um toro T!.

Portanto, neste caso, o toro T? é folheado por subtoros invariantes de dimensao 1.
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Definicao 1.12. (Toros Diofantinos): Diz-se que um n-toro T com dinamica paralela é
Diofantino se para constantes 7 > 0 e v > 0 o correspondente vetor freqiéncia w satisfaz o

sequinte sistema infinito de inequagoes:
[{w, B[ = [k
para todo k € Z™ ~ {0}, onde |k| == >"" | |kil.

E claro que toros Diofantinos sao quasi-periédicos, no entanto, a reciproca é falsa.
Para 7 > n — 1 o conjunto de todos os vetores freqiiéncia w € R™ que sao Diofantinos no

sentido acima tem medida de Lebesgue positiva [4].

1.5 Topologia Compacto-aberta

Nesta secao definiremos a topologia compacto-aberta no conjunto das familias de campos
vetoriais analiticos.

Sejam M =T" x R™ e P C R¥ um espaco de parametros.

Considere X uma familia de campos vetoriais analitica em M parametrizada sob P.

Para I C R* e p > 0 dados defina:

I—f—,o::U{ZE(C’“/paralgjgk:, |zj—:vj|§p}.

zel

Suponha que X tem uma extensao analitica complexa a dominios compactos da forma
O=T"4+k)xAxT+p), k>0e0<p<1

onde A C C" é uma vizinhanca compacta de 0 e onde I' C R* é um conjunto compacto.

Escrevendo

0

X(z,y,\) = w(A)g + Q(A)ya—y,

ox

uma vizinhancga compacta-aberta V de X é formada pelos

- 0 0

tal que f e g tém extensdo analitica a O e |f|lo < ¢ e |glo < 6% onde |.|o denota a norma do
supremo em O.

Essa topologia seréd chamada topologia real analitica.
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1.6 KAM teorema

No contexto de dinamica quasi-periddica o nosso objetivo é aplicar parte da teoria
KAM que, genericamente, estabelece a existéncia e persisténcia de toros quasi-periodicos em
sistemas dinamicos, & nossa familia de campos vetoriais em R® a fim de detectar a persisténcia
de toros 2-dimensionais.

Na teoria KAM, as freqiiéncias dos toros quasi-periddicos, além de racionalmente indepen-
dentes, satisfazem a condigoes nao-ressonantes mais fortes, a saber, a de serem Diofantinos.
O seguinte resultado devido a Broer e Huitema [3] estabelece a persisténcia de toros
invariantes para o caso especial de quando a familia de campos vetoriais é G-reversivel. Esse
resultado serd aplicado ao nosso caso em familias de campos vetoriais em RS no capitulo 6

desta tese.

Teorema 1.13. Seja Y (x,y, 2z, 1), (z,y,2) € T" x R" x R? = M uma familia analitica de
campos vetoriais G—reversfveisapammetriz%da sob um subconjunto aberto P de RN, ondeY ¢
dado porY (x,y, z, 1) = w(,u)% + Q(,u)z% e G(z,y,2) = (—x,y,52) com dimFix(S) = p.
Desta forma, para cada p, € P fixado, Y possui um toro invariante n-dimensional com
dindmica paralela dada por w(iu,). Suponha que a matriz Q(u,) tenha apenas autovalores
simples e que a aplicacao F : w X spec : P — R"™ x RY seja uma submersao em pu, € P.
Entao, para v > 0 suficientemente pequeno, existe uma vizinhanca I' de p, em P e uma
wizinhanca U de Y na topologia analitica real de campos vetoriais G-reversiveis em M tal
que para todo Y € U existe uma aplicagio ® : M x P — M x P tal que:

(i) A restricio de ® a p € T € um difeomorfismo C*° em sua imagem, C®-prdzimo a
aplicacao identidade. Além disso, ® preserva a projecio em P e ® € real analitica em x e
afim nas varidveis y e z.

(1) Uma outra restri¢io de ® a p € I, define uma conjugacao entre todos os YelUeY no

congunto Ty, x T',.

Este teorema garante a persisténcia de uma familia de toros invariantes de Y, a saber,
T, x I'y, onde I';, ¢ um conjunto de Cantor. Mais ainda, tal persisténcia ¢ estabelecida por
conjugacao C*.

A aplicagao F é definida da seguinte forma:

Como Q(pu) é G-reversivel seus autovalores sao simétricos com relacao a origem. Desta forma,
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sejam
+01, ..., £0n,; E£iE1, ..., FlEN,; g £ iS4, ..., an, £ 0,

autovalores de Q(u), onde p = Ny + Ny + 2N3. Como para fi, supomos que §2(i,) s6 possui

autovalores simples a matriz {2(u,) nao tem zero como autovalor o que vale obviamente numa

vizinhanga de p, suficientemente pequena. Desta forma, tomamos os §;,¢;, o; e 3; positivos.
Assim, definimos a aplicacao

spec . P — RY

por spec(p) = (On, (1), Eny (11); Qng (1), Brs (1)), onde 1 <my < Nj, j=1,2,3.

Além disso, definimos I'y como
L= {w eR™ [{w, k) + (", 0] > [k}

onde wv ¢ um vetor formado com os valores positivos das partes imaginérias dos autovalores

de Q(p), isto é, pelos €, e ;.



CAPITULO 2

Forma Normal de Belitskii

2.1 Introducao

Neste capitulo encontraremos a forma normal de Belitskii para as diversas situagoes
tratadas nesta tese. O principal resultado utilizado neste capitulo é o Teorema da Forma
Normal. O mesmo serd enunciado sem demonstragao e pode ser encontrado em [23].

Desta forma, encontraremos uma forma normal de qualquer ordem para um campo ve-
torial em R?" que possui na origem um equilibrio 0-ndo-ressonante.

Nos casos onde ressonancias do tipo 0:p:q estao presentes, formas normais de ordem 2
sao encontradas. Veremos que, para o nosso objetivo, a determinagao de uma forma normal
de ordem 2 sera suficiente.

Seja

i=X(z), veRY (2.1)

um campo vetorial O S-reversivel, onde S é um difeomorfismo involutivo em R, isto é,
S? = Id e tal que X(0) = 0. Seja A = DX(0).

Para X € C* (RN) denote por Tp,, X o polinémio de Taylor de grau m em = = 0 e Tp,, X ()

sua parte homogénea de grau m, isto é,

T, X(x) =Y =D'X(0)2", vzeR"
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onde z() denota a l-upla (z,...,).

Diremos que o campo vetorial (2.1) estd na forma normal de Belitskii (com respeito a A)

até ordem m (m > 2) se
AT X (x) = DTy X (x)A*z, ¥V 1€{2,...,m},

isto é,
T,X, 1 =2,...,m, comutam com a matriz A*, onde A* é a matriz adjunta de A.

Um fato importante a se observar é o seguinte:

Se A =S+ N onde S é semi-simples e N é nilpotente com SN = NS entao pode-se
mostrar que X estd na forma normal de Belitskii com respeito a A se, e somente se, X estd
na forma normal de Belitskii com respeito a S e N simultaneamente, isto é, se, e somente
se,

S*T) X(x) = DTy X(2)S*z, ¥V 1€{2,...,m}

N*T} X(z) = DT, X(z)N*z, ¥ le{2,...,m}.

A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [23].

Considere agora
d: RV — RV
y = =%y =y+hy)
um difeomorfismo, com h(y) = o(|y|*).

Aplicando a transformagao z = ®(y) a (2.1) obtemos
y=2"X(y) = De(y)”" X(B(y)) =Y (y).

O teorema seguinte garante que sempre podemos colocar (2.1) na forma normal por uma

mudanca de coordenadas da forma de .

Teorema 2.1. (Teorema da Forma Normal [23]): Seja X € C* (RY). Para cada m > 2,

existe uma vizinhanga Uy, da origem em RN e uma aplicagio ® € C* (U,,) tal que ®*X (y) =
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Ay + g(y), onde Dg(0) =0 e

A*Tigly) = DTy g(y)A*z, ¥ l€{2,...,m}.

Lembre que estamos supondo X um campo vetorial S-reversivel. E claro que uma mu-
danca de coordenadas como ® pode alterar esta propriedade. De fato, temos o seguinte

resultado:
Fixaremos, a partir daqui, os seguintes conjuntos:

Xs (RN ) = {espaco de germes de campos vetoriais O™ em 0 € RY; X é S — reversivel}

X3 (RY) = &g (RY) x (=0, Ao)
conjunto de familias a um-parametro de germes em X’s munidos com a topologia C'*°.

Proposicao 2.2. Seja X € Xs (RY). Entdo o campo vetorial Y (y) = ®*X (y) € Xs- (RY)
onde S* =®1oSo0d.

Dem: Aplicagao direta da definicao.
|
A fim de que nao percamos a S-reversibilidade, podemos tomar a transformacao ® como

no teorema seguinte:

Teorema 2.3. [13] A aplicagio ® do teorema 2.1 pode ser escolhida de forma que ® (Sy) =
S(P(y)). Assim, se Y (y) = ®*X(y), temos que DS(y)Y (y) = =Y (Sy).

Em outras palavras, é possivel encontrar uma aplicacao ® tal que o campo vetorial na
forma normal Y ainda seja S-reversivel.

Um outro resultado que sera util nos proximos capitulos é o seguinte:

Proposicao 2.4. Para um campo vetorial X € C* (RY), com X(0) =0 e A= DX(0) sdo
equivalentes:

(i) A*T,, X(z) = DT, X(x)A*z;

(i1) T,, X exp (tA*) = exp (tA*) T, X, Vt € R.
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2.2 Caso 0-nao-ressonante

Nesta se¢@o encontraremos a forma normal de Belitskii até ordem m (m > 2) onde
m pode ser escolhido tao grande quanto se queira. O resultado disto é uma forma normal
formal, ou seja, uma forma normal de ordem infinita, onde todo o campo vetorial esta na
forma normal. No entanto, nao sabemos se a mesma ¢ convergente. Lembre que estamos
tratando de campos C'*°. Ela ¢é interessante pelo fato de que nos serve de inspiragao para
o estudo de objetos que sao de nosso interesse, a saber, solucoes periédicas e homoclinicas
além de toros invariantes.

Seja i = X (x), * € R* um campo vetorial tal que X (0) =0 e

0 —Qq

A=DX(0) = a0

0 —Qp—1

(07} 0

e tal que X é R-reversivel onde R é a involucao linear em R?" dada por
R(x1, 70, ..., T9,) = (71, =22, ..., Top_1, —T2n)-

Definigao 2.5. (i) Dizemos que os autovalores tiaj, j =1,...,n—1 sdo nao ressonantes

se eles satisfazem:

n—1
Y kjoy=0k€Z = k=0 j=1...,n-1,

J=1

ou seja, sao linearmente independentes sob os inteiros (racionalmente independentes).
(i) O campo vetorial X, com X (0) = 0 é dito 0-nao-ressonante se A = DX (0), escrita

como acima, € tal que os autovalores imagindrios puros sio nao ressonantes como em (i).
Como & = X (x) é tal que X(0) =0e A= DX(0) podemos escrever:
i = Az + h(x) + o(|z|™)

onde h é formado por monomios homogéneos de grau menor que m + 1 e maior que 1.
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Como queremos achar a forma normal de Belitskii, devemos encontrar uma base para os

elementos do ntcleo do operador homolégico
Lp« = A"h(x) — Dh(z)A*x.

Em [11] encontramos uma técnica para detectar uma forma normal para um campo em
R*. O objetivo desta secao é estender e generalizar esta técnica para obtermos os resultados

seguintes.
Teorema A. Seja X € X (R*) 0-ndo ressonante em xz = 0 tal que X(0) = 0 com

A = DX(0) e R dados pelas condi¢oes acima. Entio X é formalmente conjugado, numa

vizinhanga de 0, a

(.

1 = T2

Ty = <P2($1»$§ + :Ei, ce v:p%n—l + x%n)

Ty = —xapy(T1, 75 + T, W5y F T3)

Ty = wypa(vr, w5 + w05, + 75,

-T27.1—1 = _xQn(;Onﬁ-l(xb 'CE?’) + l‘i, s 7x%n—1 + x%n)
\ x2n = x2n71§0n+1('r17 JJ% + 1:1217 ce 7x%n71 + x%n)

Dem: Considere inicialmente o campo em coordenadas complexas. Entao sua parte linear

¢é dada por

iOél

A = —'i()él

ian—l

_Z’Oénfl

Se h(z) = (hi(x), ..., han(z)) a condi¢ao

A*h(x) = Dh(z)A*x,
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com = = (T1,To, 21,21, -+, Zn—1, Zn—1), implica em

Dhy(z) =0
Dhay(x) = by
Dhs(z) = —iaghs
Dhy(x) = iaghy

DhQn—1($) = —10p_1hon_1
Dh2n = ian—lh2n

onde

o . g . _ 0 . 0 : _ 0
D=0 — —itogz1— +tonZ21— — - — 10p—1%n—1 + 10y, 12n—1=— .
aZn—l

8.2?2 021 821 aZn—l

Segue que
Dh1<l’> =0= h1($> = gOl(ZL’l, |Zl|2, ey |Zn_1|2>

se as condicoes de nao-ressonancia sao satisfeitas, isto é,
/f1041+...+/€n_104n_1 =0, ]{fj EZﬁkZl:...:k’n_l = 0.

Mas, devido a R-reversibilidade, temos que:

ha(z1, |Zl|27 R |Zn—1|2) = —hy(z1, |Zl|27 R |Zn—1|2)~
Assim
hl - O
Dali,
Dhg = hl =0= hg = @2(1‘1, ‘21’2, e ‘Zn_1|2).
Considere agora gsj11 = Zjhoji1, j=1,...,n—1.
Entdo, goj11 satisfaz Dgaji1 = 0 = goji1 = goj1(x1, |21]%, - - ) [201]?).
Mas como goj41 = Oparaz; =0, j = 1,...,n—1temos: goj+1 = |2;[*Poj1(x1, |21)?% - - -, |20-1]?)
e assim h2j+1 = Zj@g(.rl, |Zl|2, ce |Zn_1|2).
Similarmente, segue que hajro = Z;Paji2(1, 217 - oy |20-1]?))
Mas @g; 12 = Paj11 € a condi¢do de reversibilidade implicam @gj 11 = —@Pj10.
E portanto ¢oj41 = @241, com o1, j=1,...,n — 1 real.

Logo,
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h2j+1 = i2j802j+1($1» 121|27 SR |2n—1|2)
h2j+2 = —i5j302j+j(371> |Z1|2, Sy |Zn—1|

paratodo j=1,...,n—1.

?)

Desta forma, chegamos que a seguinte forma normal R-reversivel:

.
1 = T2

Ty = ()02(1:1’ |21’27 ceey |ZTL—1|2)
21 == i21g03($1, ‘21|2, ey ‘Zn—lP)

z = —izips(e, |4l zeal?)

Zn1 = izn_10n1(z1, |21 - |2eea )

[ Zno1 = —1Z_19n41 (21, ’2’1’2, N ’anﬂ?)

que escrito nas coordenadas (x1, xa, .. ., To,_1, T2,) é dado por:

( .
Tr1 = T9

s 2 2 2 2

Ty = 902(1‘17%, + Xy, Ty T x2n)
s 2 2 2 2
X3 = _$4903(I17 T3+ Ty, Ty T+ ZEQn)

. 9 | 2 2 2
Ty = x303(71, 25 + T, ..., T, 4 + T3,)

C 2 2 2 2
Top—1 = —TonPn1(T1, e TP S R T3,)

- 2 2 2 2
( P20 = Ton—19n41(21, 25 + 25, ..., T3,y + T3,)

2.3 Caso 0:p:q-ressonante com p +q > 3

Definigao 2.6. Seja & = X(x), X(0) = 0, A = DX(0) um campo vetorial em R® R-

reversivel, onde R(x1,xs, T3, x4, %5, T) = (1, —X2, T3, —T4, X5, —Tg) € tal que

0

aq 0

0 — Q9
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Dizemos que X € O:p:q-ressonante se A € da forma acima e oy, o estdo em p : q

ressonancia, isto €, qo; — pag = 0.

Veremos nesta secao que a forma normal de Belitskii até ordem 2 para um campo sa-
tisfazendo a condicao de 0 : p : g-ressonancia, com p + ¢ > 3 em R coincide com a forma
normal para o caso 0-nao-ressonante.

De fato, queremos estabelecer o seguinte resultado:

Proposigao 2.7. Seja X € X (R®) 0:p:g-ressonante em x = 0 tal que X(0) = 0 com
A = DX(0) e R dados como acima e p+ q > 3. Entdo a forma normal até a ordem 2,

coincide com a forma normal para o caso 0-nao-ressonante.

Dem: Note que o operador D é o mesmo do caso 0-nao-ressonante.
Para resolver

considere o seguinte monomio:

_ k1 ko gks k4 ks
v=a 2720 2y 250

Ele satisfaz (2.2) se, e somente se,

by = ks + ko foy = oy + o
(kg—kg)a+(k4—k5)ﬁ:0:>{ 2 = fis g ou{ 3 = 2 ig

k‘5=/€4-|—/€p k4:/€5+k‘p
Entao
v = x’fl Zk3+kq§k3wk‘4ak4+k‘p — :E]fl (25)1% (w@)k‘* (ZCI@I’)’?
ou
v = $/f1zf32f2+qugs+kp2§5 _ xllﬂ (2151)k2<2222)k5 (Ztllfzp)k,
isto é,

hy = hl(l’b |Z1‘27 |Z2|27 Zilzg)-

Como estamos interessados em termos de ordem dois, temos:
(2) 2 2
hi” = ha(ay, [21]7, [22]7)

e, pela condicao de R-reversibilidade, segue que h§2) = 0.
Agora,
Dhg = hl
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implica para termos de ordem dois que th) = 0. Entao
héQ)(x) = hy(m1, ‘Zl|27 |22|2>‘

O mesmo raciocinio feito no Teorema A vale para hs, ....hg € assim obtemos, até ordem

2, a mesma forma normal do caso 0-ndao-ressonante.

2.4 Caso 0:1:2—ressonante

O caso 0 : 1 : 2 — ressonante nao estd obviamente incluido no anterior. Nesta secao
estabeleceremos a forma normal de Belitskii até ordem 2 para esta situacao. Veremos que,
neste caso, a forma normal resulta ser diferente dos casos tratados anteriormente.

Para isso, considere & = X (x), * € R% um campo vetorial R-reversivel que tem x = 0
como um equilibrio 0 : 1 : 2 — ressonante. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

a matriz A = DX(0) tem a forma:

Com base nisso, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.8. Seja X € Xy (R®) tal que X(0) = 0 com A = DX(0) e R dados pelas
condicoes acima. Entao X € conjugado, numa vizinhanc¢a de 0, a sequinte forma normal:

;

&1 = 29 + 0o(3)
By = byx? + bo(23 + %) + bs(2? + 22) + 0(3)
jfg = —T4 — A1T1T4 — CLQ(ZI}3IG — $4I5) —+ 0(3)

Ty = T3 + a12103 + a2(2325 + 2476) + 0(3)

Ty = —2x6 — CoT1Tg — 2013%4 + 0(3)

\ .i‘ﬁ = 2.1'5 + CoT1T5 + 1 (SC?; — l'i) + 0(3)

onde o(3) indica os termos de ordem superior > 3.
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Dem: Considere inicialmente o campo em coordenadas (xi, s, 21,22) onde 2z = w3 +
1y, 2o = T5 + iTg sa0o coordenadas complexas. Entao, nestas coordenadas, sua parte linear

¢ dada por

27

—21

Escrevendo & = Az + h®(z) + o(3) temos que a condigio
AW (z) = Dh® (2) A%z,

com x = (x1, Tg, 21, 21, 22, Z2), implica em

DhP(z) =0
DhP (z) = by
DR () = —ihg
DR (z) = ihy
DhP () = —2ihs
Dhg) () = 2ihg
onde
WO () = () hD B 12 hE b))
(&
D=1~ — iz —— +i%—— — 2izg—— + 2iZy——.
3318362 121 7, + 127 97, 129 97 + 2129 9%,

Da mesma forma que nos outros casos, devido a forma de D, temos que quando um
monomio esta na forma normal o mesmo independe de x».
Vejamos entdo quais monoémios da forma u = 28228 25155 estao na forma normal

até ordem dois. Note que nesse caso estamos supondo |k| = S° kj = 2 onde k =

j=1
(kla k27 k37 k47 k5)

Andlise de th) :
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Os elementos k que satisfazem a condi¢do acima e ainda |k| = 2 sdo dados por:
(0,1,1,0,0); (0,0,0,1,1); (2,0,0,0,0)

que equivalem respectivamente aos mononios

|zl\2, |,22|2 e xf

Dai, Dh? =0 = 1 = b (21, |21 |2?).

Da R-reversibilidade devemos ainda ter
Rh(z) = —h(Rz) = h{ (21, |2 |2)?) = =h (21, |21 |2) = A =0.
Portanto,
DhY =n? =0 = n? = (a1, |21]%, |2]?) = b1a2 + ba| 21 |? + bs| 2.

que ja satisfaz a condicao de R-revesibilidade.
Andlise de h:(f) :

Du=—iu = (kg—ks—1)+2(ky—k;5) =0.
Os elementos que satisfazem tal condigao e |k| = 2 sdo:
(1,1,0,0,0); (0,0,1,1,0)
que representam respectivamente
r1z1 € Z129.

Logo,
hg) = dlfL'lZl + C~L22122.

Analogamente, para hf) obtemos

hf) = 7)11‘151 + 522122.

—
I
S S
—
—~
Q
~—

Qi QU
N\

[N}
I

Agora, sabemos que hg = hy. Entéo {
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Por outro lado, da R-reversibilidade, onde R(z1, x2, 21, 21, 22, 22) = (%1, — 22, Z1, 21, 22, 22)

b= 4
temos { . “ (D).

2 = —ay
a; =1a
De (a) e (b) segue que ! "' ay,a3 €R.
&2 = iCLQ
Dai,
h:())Z) = i[all'l + agéle],
hf) = —i[al$121 + 6122122].

Calculos analogos seguem para h(52) e h((f).

Obtemos, desta forma, a forma normal

T = 9 + 0(3)
i’g = bll'% -+ b2|21|2 + b3|ZQ|2 + 0(3)
2 =iz +ila1x121 + a9z 22] + 0(3)

Zy = 2029 + i[c123 + comy29] + 0(3)

Y

ou ainda, em coordenadas (xy, x9, T3, T4, T5, Tg) :

(

& = z2 4+ 0(3)

By = b1a? + bo(x3 + 23) + b3 (22 + 22) + o(3)
T3 = —xy — a171T4 — ao(T3T6 — T4T5) + 0(3)
Ty = x3 + a1x123 + as(x3x5 + T476) + 0(3)

.i'5 = —21’6 — CX1Xg — 2(3133'3.1'4 + 0(3)

Zt6 = 21’5 -+ Col1 Ty + C1 (l’% — .73421) -+ 0(3)

2.5 Caso 0:1:1—ressonante

Neste caso, duas situacoes serao abordadas.

Suponha que # = X (x), x € R® 6 um campo vetorial R;-reversivel, onde
Rl(l’l, X2, T3, Ty, Ts, .T6) = (xla —XT2,T3, — T4, —Ts, x6)7

com um equilibrio 0 : 1 : 1 — ressonante na origem, ou seja, X(0) =0 e A= DX(0) é uma

matriz tal que spec(A) = {0, +i} todos com multiplicidade algébrica 2. Iremos supor que
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0 tem multiplicidade geométrica 1 e que +i tém multiplicidade geométrica 1 (no caso (i)) e
multiplicidade geométrica 2 (no caso (ii)).

Assim escrevemos:

0 0
0 -1 u
A, = , pe€ (0,1
1z 10 0 u € (0,1]
0 —1
1 0
(i)
0 —1
A, =
1 0
0 -1
1 0

Nosso objetivo aqui é encontrar as formas normais de ordem 2 em ambos os casos.
Veremos também que a forma normal no caso (i), quando g # 0, ndo converge para qualquer
forma normal do caso (ii), quando p = 0, embora a parte linear A, convirja para A, quando
w— 0.

De maneira geral, temos os seguintes resultados:

Teorema 2.9. Seja X, € Xg, (R®) tal que X,(0) = 0, onde A, = DX,(0) € dada em (i).
Entao, a forma normal de Belitskii, até ordem 2, ¢ dada por:

7

1 = x2+0(3)
L'Ug = ale + bQ (13% + $i> — ()327333(5 + b3$4135 + 0(3)
T3 = —x4+ pxs — czriry + 0(3)

Ty = x5+ pae + czrix3 + 0(3)

j35 = —Tg + Cqp 123 + CrX1Tg — W (67 -+ Cg) Loy + 0(3)

T = T5+ 124 — crrxsp (7 + 3) xax3 + 0(3)
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Teorema 2.10. Seja X, € Xg, (R*™) tal que X,(0) =0, onde A, = DX, (0) ¢ dada em (ii).

Entao, a forma normal de Belitskii, até ordem 2, ¢ dada por:

= @24 0(3)
By = a3 + by (23 + 22) + b3 (w375 + 2476) + b (w475 — T376) + by (22 + 22) + 0(3)
3= —x4— Cax1my — 51125 + 0(3)
Ty = w3+ comixs + c5x126 + 0(3)
Ty = —xg+ crriw3 — 3126 + 0(3)
\ g = x5+ crrizy + cgTix5 + 0(3)

(2.4)

Dem: Encontramos os termos quadraticos na forma normal resolvendo um sistema linear
num espaco de dimensao finita. Observe que existem ny, = 6 X 21 mondmios vetoriais
[5(2’,j)xlfi‘lxgi‘Z...xléi’G, i=1,.., 6] (onde ¢ é o simbolo de Kronecker) de grau total igual a
2 que podem aparecer na parte quadratica. Denote por {m;, i = 1,...,n2} o conjunto de
todos esses monomios. Considere a soma formal S = 2?221 0; m; de todos esses mondémios

onde #;, i = 1, ..., ny sdo reais desconhecidos.

Computamos a imagem de .S pelo operador homoldgico Lg := L A;(S ). Os coeficientes de
Lg considerados como varidveis indeterminadas (6;, ¢ = 1,...,n2) devem se anular. Isso nos
fornece um sistema linear F de equagoes envolvendo as incégnitas 6;, ¢ = 1,...,ny. Entao,
resolvemos o sistema E" reduzido das equagoes nao-nulas com respeito a #;, 1 = 1,...,no.
Todos os 0;, i =1, ..., ny SA0 expressos com respeito a um sistema de varidveis indeterminadas
primitivas #;, ¢+ € P, onde P é um conjunto de inteiros. Os coeficientes 6;, i € P sao
exatamente os coeficientes no 2-jato da forma normal. Por exemplo, no caso do Teorema
2.9, o sistema linear E™ consiste de 125 equagoes, e é resolvido com respeito as 125 variaveis
indeterminadas presentes. A solucao é parametrizada por 11 coeficientes, como aparece no

teorema 2.9.
Esse procedimento fora realizado utilizando ferramentas do maple.

O algoritmo utilizado nesta demonstracao pode ser encontrado no apéndice 2 no final

desta tese.
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2.6 Dinamica e Propriedades do Campo na Forma

Normal

Nesta secao faremos uma andlise do campo vetorial de classe C'*° 0-ndo ressonante
quando o mesmo esta na forma normal dada pelo teorema A. Veremos ao longo do texto,
que esta analise serd bastante 1til, no sentido de que nos serve de inspiracao para estabelecer
a persisténcia para o sistema original, de objetos que serao aqui formalmente encontrados.

Desta forma, considere & = X (x) um campo vetorial C* em R?*" dado pela forma normal

;

.i,'l = T2

Tg = 902(x17x§ + l’i, s 7I%n71 + I%n)

T3 = —:134(,03([E1, JZ% + :L‘i, s 7x%n—1 + x%n)

j?4 = .173903(1’1, x% + ':E?b s ’x%n—l + x%n)

Ton1 = —Ton@ni1 (T, 23 + 25, ..., 25, | + 13,)
\ Loy = xQn—1¢n+1($1v I% + ZL”Z, s vx%n—l + x%n)

Podemos notar que esse sistema é integravel com integrais primeiras dadas pelas fungoes

— 2 2

2 2
) 2
H, 1 =15, 1+ 13,

Hn:[L‘g—/g&z(l’l,Hl,...,Hn_l)d{L’l

Facamos uma anélise local para alguns casos particulares.

Caso n=2:
Suponha que os autovalores de A sao 0 (duplo) e +i.

Em R* temos duas integrais primeiras, a saber:

— 2 2

HQ—I%—/QOQ(Il,Hl)d,II.



SECAO 2.6 ¢« DINAMICA E PROPRIEDADES DO CAMPO NA FORMA

NORMAL 26
] T3 = rcost
Note que se escrevemos tal sistema nas coordenadas (z1,xs,7,6) onde
T4 = rsend

temos

T1 = o

Ty = @o(1,77%)
=0

6 = o3(z1,7?)

onde p3(v1,7%) = 1+ @3(z1,7%).

Logo podemos considerar # como o tempo e analisar o sistema auxiliar

T1 = Ty
Tg = 802($1,7"2)

para cada r? = ¢ (constante).

Se po(x1,7?) = a12? + byr* + O(3) entao, para a;.by < 0 e r? = ¢ > 0 temos

Figura 2.1: Solucao Homoclinica

onde cada equilibrio no sistema auxiliar corresponde a uma 6rbita periédica simétrica para

o sistema original.

Para r = 0 temos:
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Figura 2.2: Cuspide

Logo, numa vizinhanca da origem, temos a seguinte configuragao:

Caso n=3:

— Fam. de Orb.
—— Per. Simétricas

Equilibrio

Figura 2.3: Situacao Geral

Como no caso anterior temos em coordenadas (z1,za,7,0, p, 1) 0 seguinte sistema:

Dai, para cada r? =

( .
1 = T2

Tg = %02(331>T2>P2)

r=20
9: 803(I1’7”2;P2)
p=0

\ ¢ = 904(331,7"2702)

c1, p? = ca, c1,co > 0 temos um toro invariante com uma 6érbita
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bi-assintotica para ele se considerarmos condic¢oes equivalentes ao caso n=2.
Ser?=c;, p=0our =0, p> = ¢y, temos uma configuracao tipo caso n=2.
Mais geralmente, o seguinte resultado segue:

Defina o seguinte conjunto:

Xy (R) = {

espaco de germes de campos vetoriais C* em R?"; }

X é R —reversivel e é dado pela forma normal do Teorema A

Proposigao 2.11. Eziste um conjunto aberto U em Xr n (R?") determinado pelo 2-jato do
campo vetorial X tal que cada X € U satisfaz:

(1) X é completamente integrdvel;

(11) Ezistem duas familias a um-parametro de (n-1)-toros T[f‘l e Kﬁ_l terminando na
origem;

(111) Existe uma familia de n-toros topolégicos T, contendo Tl?_l terminando na origem;
(iv)Eziste uma familia a dois-parametros de n-toros T}', terminando na origem quando

p— 0, e para cada p,, a familia Ty

o,V

comega em T} e termina em Klfo_l, quando v tende
a £00;
(v)Existe um inteiro k < n, dependendo do s-jato do campo tal que X tem:
(a) 2k familias a um-parametro de drbitas periddicas terminando na origem (com periodos
limitados) 7y, e 0,
(b) k drbitas homoclinicas T, terminando em 0.

Consideraremos a partir daqui, campos vetoriais X € Xz (R*") como os anteriormente
descritos e iremos supor que os seus 2-jatos estao na forma normal de Belitskii.

A partir dai, inserimos os mesmos numa familia genérica a um parametro de campos

vetoriais reversiveis em Xg (R*), n > 2.

Tais desdobramentos sao dados por:
X(z,A) = dea + X (), (2.5)

onde os coeficientes em X (z) dependem de A de modo C'™.



CAPITULO 3

Reducao de Lyapunov-Schmidt

Com o objetivo de reduzir o problema de encontrar solucoes peridédicas para um sistema
de equagoes R-reversivel a resolver um sistema de equacoes algébricas, desenvolveremos
aqui um método alternativo eficiente, que é uma variacao da reducao de Lyapunov-Schmidt
encontrada em [8]. Este método fora inspirado em trabalhos como [14],[25] e [23], onde a
existéncia de solucoes periddicas é abordada. Desta forma, faremos aqui uma adaptagao do

método de tal modo que ele se aplique a todos os casos abordados nesta tese.

3.1 Introducao

Considere uma familia de EDOs R-reversiveis dada por

T=X(x,\), r€R™ XcR (3.1)

onde R é uma involugao linear fixada anteriormente.

Neste contexto, varios cendrios serao abordados, a saber:

29
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(1) X ¢ um campo vetorial em R** onde X (0,0) =0 e

A, = DX(0,0) :=

e tal que o conjunto {ay, ..

aq

0

Qp—1

—Qp—1

0

., Qy_1} € racionalmente independente. Neste caso diremos que

o campo X (z,0) tem um equilibrio 0-nao-ressonante na origem.

(2) X é um campo vetorial em R° onde X (0,0) =0 e

A, =DX(0,0) :=

0
0

0

651

0

Qo

0

~ N . , p .
e tal que a; e ay estao em ressonancia p : ¢ com p,q > 1, isto é, — = =. Neste caso diremos

%) q

que o campo X (z,0) tem um equilibrio 0:p:g-ressonante na origem.

(3) X é um campo vetorial em R® onde X (0,0) =0 e

A,=DX(0,0) :=

~ N . ., Q1
e tal que oy e ap estao em ressonancia 1 : 2, isto é, — =

Qg

X(x,0) tem um equilibrio 0:1:2-ressonante na origem.

0

%)

0

1 .
7 Neste caso diremos que o campo
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Note que neste caso, podemos supor sem perda de generalidade, que a; =1 e ap = 2.

(4) X,, é um campo vetorial em R® onde X,(0,0) =0 e

0 -1
AF = DX,,(0,0) := o gu ,
0 -1
1 0

ou seja, o equilibrio, para A = 0, tem autovalores 0 e +i (todos com multiplicidade algébrica
2) e quando p # 0 £i tem multiplicidade geométrica 1 e multiplicidade geométrica 2 caso
contréario, onde p €[0,1]. Neste caso diremos que o campo X (z,0) tem um equilibrio 0:1:1-

ressonante na origem.

Cada um dos casos acima sera tratado separadamente ja que, para cada caso, uma redugao

diferente é encontrada, exceto os casos (1) e (2) os quais tém redugoes similares.

Em cada situacao, inspirados no campo vetorial dado pela parte linear, que tem 6rbitas
periddicas R-simétricas (R;-simétricas para o caso (4)) de periodos a_ﬂ’ j=1,...,n—1para
o caso (1), ou j = 1,2 para o caso (2), 2r e w para o caso (3) e 27 paira o caso (4), queremos
encontrar condigoes genéricas para a existéncia de érbitas periédicas com periodos préximos
daqueles detectados no caso linear para os campos vetoriais R-reversivel (R;-reversivel) que
tém como parte linear as matrizes acima descritas. Veremos que estas condi¢oes genéricas
serao dadas com respeito aos 2-jatos das familias de campos vetoriais envolvidos, os quais

iremos supor estar na forma normal de Belitskii.

Nota: Como ficard claro no decorrer deste capitulo, situagoes mais gerais envolvendo campos
com parte linear que nao satisfazem necessariamente as condi¢oes acima, mas que satisfazem
relagoes que envolvem mais de uma das situagoes anteriores também poderao ser considera-
das, com pequenas alteracoes na reducao. De fato, a tnica coisa que se altera é a dimensao
final da reducao, ou seja, o nimero de equagoes que o nosso sistema de equagoes algébricas

tera.
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3.2 Caso 0-ndo-ressonante em R2"

Denote CY_ como o espago de Banach de funcoes continuas 27-periédicas r : R —
R?*" n > 2; e por CJ_ o correspondente C'-subespago.

Definimos um produto interno em C9_ por

1

(@) =5 [ (@rle) e

onde (.,.) denota um produto interno em R*".

Agora considere as aplicagoes Fj : C3 x R x R — C9_ definidas por
Fi(z,o,\)(t) = 1+0)a;2(t) — X(z(t),\), j=1,....n—1
Note que se (z,,0,, ) € C3. x R x R é tal que
Fi(20,00,X) =0 (3.2)

2
T -periédica de (3.1) para A = A,.

680 F(t) := 2o((1 + 0,) a; t) & lugd
entdo Z(t) := z,((1 + 0,) ; t) é uma solugao TF oo,

Assim, o problema de encontrar solugoes periédicas de (3.1) com periodos proximos de
) T
um dado periodo, no caso —, se reduz a encontrar os zeros de Fj.
a .
j

Para cada aplicagao F)j associamos os seus zeros a solucoes periddicas de periodo préximo

2
a <L do campo vetorial original (3.1).

!

j

Nosso objetivo agora é reduzir esses problemas, inicialmente definidos em espacos de
dimensao infinita, para outros equivalentes em espacos de dimensao finita. Para isso, uti-

lizaremos o Teorema das Fungoes Implicitas (TFI) [8].

Observe que (0,0,0) é uma solugao de (3.2) para qualquer j.
Isto segue diretamente da hipétese de que X(0,0) = 0.

Sejam
L; := D;F;(0,0,0) : Cy, — Cy_

dadas por .
L;x(t) =a(t) — onx(t).

Q;
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Considere A, = S, + N, como a tinica decomposigao de A, em parte semi-simples (S,) e
nilpotente (N,) com S,N, = N,5,.

Fixemos os seguintes subespacos:

‘/j = 967‘{61,62,62j+1,€2j+2}, j = 1,...,n— 1,

onde os e 's sdo os vetores da base candnica do R?".

Agora defina os subespacos de C} :
N, ={q qt) = exp(tS,/a;)v;, v; €V}, j=1,...,n—1.

A idéia para a construcao desses subespacos é a seguinte:

Se olharmos para as aplicagdes L; := D1 Fj(0,0,0), os subespagos N; sao escolhidos de

forma que o nicleo desses operadores (ker(L;)) estejam contidos nos N;.

De fato, note que para j = 1 temos:
1
Lyx(t) = z(t) — —Ayx(t).
&3]

Queremos analisar a equacao L z(t) = 0 ou, de maneira equivalente:

() = ailex(t)

que tem solugao em Cj_ contida em Nj.

O objetivo a partir daqui é colocar, em cada caso, as solugdes de (3.2) em correspondéncia
um a um com as solu¢ées de uma equagao em N;. Desta forma, para cada j, defina os

seguintes subespagos:

X;={zeCy; (x,N;)=0}

Y;={yeC; (y,N;) =0}

como os complementos ortogonais de ; em C3_ e C9 | respectivamente.

Seja (Qj,la 45,25 45,3, C]j,4) com qj; = 651519(7550/0@)@]‘,1‘ onde

{Uj,l = €1, Uj2 = €2, VUj3 = €2541, VUj4 = €2j+2}
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¢ uma base de V.
Agora defina as projecoes
Pj: Cyp — Cyp
por

Pi() =D (a0)" (g € L(C3,) (3.3)

=1
onde (gj;)" (z) = (gji, @)
Temos que:

Im(P;) = Nj e Ker(P;) =Y,

VR

C(217r = X]' @'/\/j’ ng = Y} 69'/\/]"
Finalmente definimos
Fi(z,0,\) = Fj(qj + xj,0,\) = E(qj,xj,a, N, ¢ €N;, z;€X;.

Lembremos aqui que Nj, j =1,...,n — 1 sdo subespagos de dimensao quatro em Cj_.

O lema seguinte é um resultado classico da teoria de Equacoes Diferenciais e cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [9].

Lema 3.1. (Alternativa de Fredholm): Sejam A(t) uma matriz em C% e g em Cr, entdo a
equacao

&= A()z + g(t)

tem uma solugcao em Cp se e somente se

/0 (), g(t))dt = 0

para toda solugao y da equacao adjunta

y=—-A"()y

tal que y esta em Cr.
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O lema anterior serda importante para estabelecer o seguinte lema:

Lema 3.2. As aplicacoes ﬁj = L; |x;: X; — Y} sao injetoras e sobre para todo j =
1,....,n—1.

Dem: Inicialmente note que, para cada j € {1,...,n — 1} fixado temos:
Ker L; = ger{vy, vs,v3},

onde v; = e; (primeiro vetor da base canénica de R?*"), v, = (0,0,...,0,cos(t), sen(t),0,...,0)
evs = (0,0,...,0,—sen(t),cos(t),0,...,0), onde as entradas nao nulas sao as entradas 2j+1
e2j+2.

Assim, ker L; & N para todo j e portanto ﬁj é 1-1.

Por outro lado, seja y; € Yj.

Por definicao, (y;,N;) = 0.

Agora, as solugoes 2m-periddicas da equacao adjunta

Y= —O%A*y

estao contidas em N;.

De fato, essas solugoes sao geradas pelos vetores u; = ey, v9 € v3 que estao contidos em
Nj.

Portanto, pelo lema anterior, existe z; € CJ_ que é solugao de & = i‘Ax + y1 e como

aj
L; (N;) C Nj segue que x; € X; e assim segue que L; é sobre.

Agora observe que

Fi(gj,z,0,0) =0 (I —P)) o Fi(gj,2j,0,A) =0
P; o Fy(qj,z5,0,)) =0

e pelo TFI e lema 3.2 a primeira equagao pode ser localmente resolvida para x; = a:;f(qj, a, ).
Assim (3.2) é reduzida a

Fj(qjﬂ o, >‘) = Pj ° Fj(qﬁ L *<qj7 g, )‘>7 0, )‘> =0.
Por outro lado, segue de (3.3) que esta equagao ¢é satisfeita se, e somente se,

Qj7i* (ﬁ’j(qpxj*(Qjao_> /\)70-7 )\> = 07 L= 17 74 (34)
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Logo, (vj,0, ), v; = (21, T2, Taj41, Toj+2) € uma solugao de (3.2) desde que:
B;(vj,0,A) =0

com Bj : R* x R x R — R* definidas por

1 [ .
Bj(vj,0,X) = —/0 exp(—tS, /o) I Fi(z; " (v;, 0, N), 0, N)dt,

27
onde
Hj(xh L2y e ooy L2415, L2415 - - - a$2n) = (51517 T2, L2541, 1’2j+2)
e
z; " (v;,0,\) = exp(tS, j/oj)v; + x; * (exp(tS,;/aj)vs, 0, ).
com
0 0
0 0
So,j 1= 1, 7=1....n—1.
O —O./j
Oéj 0

A forma acima para a equagio B; segue diretamente das equagoes em (3.4), da definigao

de ¢},(.) que é dada pelo produto interno (.,.) e do fato de que S} = —5,.

Propriedades das redugoes B;

Lema 3.3. [25/,/23]: As aplicagdes B; tém as sequintes propriedades:
(Z) R/Bj(?]j, g, )\) = —Bj(R/Uj, g, /\),
(ii) 5¢Bj (Uj’ 0, )‘) = Bj(saﬁvja g, )‘)7

onde SpU5 = eiﬁp(—¢so,j/06j)vj~ e R/(CCl,ﬂ?z, 372j+17372j+2) = (513'1, —T2, T2j+1, —$C2j+2)

A condicao (i) afirma que as aplicagdes B; herdam as propriedades anti-simétricas do

campo X enquanto que (ii) diz que as aplicacoes B; sao rotacionalmente equivariantes.

Assumiremos aqui que (3.1) estd na forma normal de Belitskii até ordem m. Assim, seja
o campo vetorial X (z,\) = ey + Agz + X(2,)) + rn(z,N), onde z € R¥, T, X (x,\) =
Aeg+ Aoz 4+ X (x, \) estd na forma normal e 7, (2, A) = o(|z|™"). Com essas hipteses temos

o seguinte resultado:
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Teorema 3.4. As sequintes propriedades sao vdlidas:
(i) 2" (v;, 0, A) = exp(tSo,;/cz)v; + of[|v;||™ )
(i1)Bj(vj, 0, A) = (14 0) So v — Ao vj — Aeaj — Xj(vg, A) + o([lu "),

onde

0 T1
1 ~ To
Soj = Aoy = , €25 = e Xj=1| _
0 —Q; 0 —Q; 0 T2j+1
Qy 0 % 0 0 5;2j+2

Dem: A demonstracao deste resultado segue com pequenas modificagoes da encontrada em

[25] e [23] e portanto sera omitida aqui.

3.3 Caso 0:p:q—ressonante em R® com p,q > 1

Este caso esta incluido no anterior ja que nao hé alteracao nas dimensoes dos subespagcos
N7 e N, associados as aplicacoes I} e Fh.
E necessario apenas lembrar que todos os objetos que dependem de n (metade da dimensao

do espago de fase) devem ser considerados com n = 3.

3.4 Caso 0:1:2—ressonante em RS

Neste caso, podemos escrever a matriz da parte linear na forma:

AO - D1X<0, 0) -

0 -2
2 0

Nosso objetivo aqui é encontrar equagoes que associam aos seus zeros solugoes periddicas

de periodo proximo a w e 2w para o campo vetorial.
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Para encontrarmos as solugoes peridédicas com periodo préximo de 7, o estudo realizado

na secao 3.2 pode ser utilizado para obter uma reducao
By :R*xR xR — R
dada por:

BQ(UQ, g, )\) = (1 —+ U) 5072 Ug — A072 U — )\6272 — XZ(UQ, )\) + O(’|U2Hm+1>

onde
0 T
1 . -
So2 = ) Ao72: , €22 = , Xo = {32
0 -2 0 -2 0 s
2 0 2 0 0 Te

€ Up = (x17x27x57'r6)'

Vejamos agora o que ocorre quando estamos interessados em detectar solugoes periddicas

de periodo proximo a 2.

Para tanto, considere a aplicacio Fy : C1 x R x R — C9_ definida por

Fi(z,0,\)(t)

(1+0)@(t) — X(x(t),\).

Como antes, seja
Ly := D1F1(0,0,0) : CQIW - ng

dada por
Lyz(t) = @(t) — Apx(t)

e defina um subespago de C3_ por:
N = {q; q(t) = exp(tS,)u, uc R°}

e associado a ele defina

Xy ={z €Oy (z,.M) =0}
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Novamente, seja (q1,1, ¢12 ,¢1,3 1,4 ,q1,5 ,q1,6) com qi; = exp(tS,)e;, onde
{e;i=1,...,6)

¢ a base canonica de RS.
Agora defina a projecao

P : C’gﬂ — C’gﬂ

como na secao 3.2 e utilizando o lema 3.2 com as devidas alteracoes obtemos uma reducao
B :R% x R x R — RS definida por

1 27
Bl(uh g, )‘) = oz / €$p<—tSO>F1 (xl *(ul’ g, )‘)a g, A)dt
0

27

X *(ub g, )‘) = esp(tso)ul + a1 *<€$p(tso)u17 g, A)

De forma andloga a secao 3.2 temos os seguintes resultados:

Lema 3.5. A aplicacao By satisfaz:
(i) R By(uy,0,\) = =By (Ruy,0,\),
(11) sg Bi(u1,0,\) = B1(Se u1, 0, ),
onde sguy = exp (—pS,) url.

Teorema 3.6. A aplicacao By tem a forma
Bi(ur,0,A) = (1+0) Sour — Agus — Aea — X (ug, A) + of|ug ")

se o campo vetorial X estd na forma normal de Belitskii até ordem m e uy = (1, T2, T3, T4, T, Tg)-

3.5 Caso 0:1:1—ressonante em R°

Neste caso, utilizando o método como na secao 3.4 para encontrar By, obtemos uma tnica
reducao de Lyapunov-Schmidt B; : R® x R x R — RS cuja forma é dada como no teorema
3.6.

Lembre-se, no entanto, que para este caso consideramos uma outra involucao linear dada

por R; e assim, no lema 3.5 devemos substituir R por R;.



CAPITULO 4

Existéncia e Bifurcacao de Solucoes

Periodicas

O objetivo deste capitulo é aplicar o método desenvolvido no capitulo anterior (redugao
de Lyapunov-Schmidt) para as familias de campos vetoriais reversiveis em estudo, a fim de
encontrar condigoes para a existéncia e bifurcacao de familias de érbitas periddicas numa

vizinhanga da origem, com énfase nas familias de érbitas periddicas simétricas.

Faremos aqui as demonstragoes para os quatro casos basicos em estudo. No entanto,
vale ressaltar que pequenas adaptagoes nos métodos estabelecidos anteriormente para esses
casos podem ser feitas a fim de aplica-los a situagoes mais gerais como casos que englobam
mais de um dos casos basicos simultaneamente. A unica possivel alteracao é na dimensao

da reducao, dependendo de que tipo de érbita peridédica estamos procurando.

4.1 Caso 0-nao-ressonante

Para este caso, consideraremos o campo vetorial dado na forma normal de Belitskii até
a ordem dois, cuja forma fora obtida no teorema A. Consideremos uma bifurcacao genérica

deste campo vetorial, no mundo reversivel, da forma (2.5).

A partir dai, utilizaremos a redugao de Lyapunov-Schmidt obtida no teorema 3.4 (ii),

40
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para garantir a existéncia de solugoes para o sistema de equacgoes algébricas dado por
B(v,\,0) =0.

Ao final desta secao queremos estabelecer o seguinte resultado:
Teorema B: Eriste um subconjunto aberto U = {(U; Uly) X (=X, Ao)} em X" tal que:
(I) os elementos de {Uy UlUs} sao determinados pelos 2-jatos dos campos vetoriais.
(II) se X (x,0) € U entdo:
(i) para A = 0 existem 2(n-1) familias de orbitas periddicas R-simélricas convergindo para
o equilibrio x = 0.
(i1) para A < O existem dois equilibrios simétricos (uma sela-centro e um ponto elitico) e
(n-1)-familias de orbitas periddicas simétricas convergindo para cada um desses pontos.
(#i) para X > 0 nao existem pontos de equilibrio numa vizinhancga suficientemente pequena
de x =0 e apenas (n-1)-familias de orbitas periodicas simétricas persistem numa vizinhanga
da origem.
(III) Se X (z,0) € Uy entdo em A = 0 ocorre uma bifurcacao de Hopf subcritica. Entdao, em
A = 0 nao existem drbitas periddicas e para X < 0 surgem (n-1)-familias de drbitas periddicas
simétricas, convergindo para cada um dos equilibrios (sela-centro e elitico).

Mais ainda, todas as solucoes periodicas numa vizinhanca da origem resultam ser simétricas.

Dem: Procederemos da seguinte forma: consideraremos inicialmente o caso n = 2, de-

pois o caso n = 3 e finalmente estenderemos o resultado para n qualquer.

(a) n=2:

Neste caso, a familia X (z, \) tem forma normal de Belitskii até ordem dois dada por:

T = 2+ 0(3)

Ty = X+ as( N2 + bo(N) (22 + 22) + 0(3)
Xy = —x4 — c1(N)x1m4 + 0(3)

Ty = x3+ c1(AN)x123 4+ 0(3)

Agora, dada a forma normal, queremos encontrar solugoes nao triviais para o sistema
B(v,0,\) que é dada pelo teorema 3.4 (ii). O objetivo aqui é encontrar soluges periédicas
com periodo préximo a 2.

Note que estamos supondo que o campo vetorial X (z,0) tem equilibrio na origem z = 0

com autovalores 0 (duplo) e +i. O que nao é uma restrigado. Uma reparametriza¢ao do tempo
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nos leva a esta situacao.

Assim, sejam

000 O 010

000 O 0 00
So: GAO:

0 00 —1 000 -1

001 O 001 O

Da forma de B(v,0,\) = 0 temos o seguinte sistema:

—15 +0(3) = (a)
 — ag()\)l’% —ba(N)(aF + 2f) +0(3) =0 (b) (4.1)
—ox4+ c1( Nz +0(3) =0 (c)
oxg — c1(N)z1x3 +0(3) =0 (d)

Iremos considerar aqui duas situacoes, a saber:

Caso 1: Orbitas periédicas simétricas: neste caso restringimos o estudo ao conjunto

Fiz(R) = {x2 = x4 = 0}.

Caso 2: Caso geral onde orbitas periddicas nao simétricas podem ocorrer. Na realidade
mostraremos que todas as Orbitas periédicas numa vizinhanga do equilibrio resultam ser
R-simétricas.

Caso 1: Aqui restringimos o sistema (4.1) a 2o = x4 = 0. Pela propriedade de R-reversibilidade

de B dada pelo lema (3.3) (i) obtemos o seguinte sistema:

—A—az(N)z? —by(N)22 +0(3) =0
oxrs — Cl(>\)$1$3 + 0(3) =0

Considere o sistema auxiliar:

{ X — ay(N)a? — by(Na3 = 0 (1)

oxr3 — Cl(>\)$1$3 =0

A primeira equagao tem as seguintes formas para diferentes valores do parametro A:
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Figura 4.1:

Desde que a5(0).b2(0) < 0. Sem perda de generalidade supomos a;(0) > 0, b3(0) < 0.

Quanto a segunda equacao temos a seguinte forma:

x3

x1

Figura 4.2:

se ¢1(0) # 0.

Logo, a interseccao desses dois sistemas nos fornece o seguinte cenério:
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Figura 4.3:

Agora lembre que estamos supondo que a3(0) > 0 e b2(0) < 0. Neste caso, para A < 0
0 nosso sistema em R* admite dois equilibrios numa vizinhanca da origem e para A > 0
nenhum equilibrio é encontrado.

Dai, neste contexto, obtemos para A = 0, duas familias de érbitas periddicas simétricas.
Os dois pontos do lado direito na figura 4.3 para A = 0 equivalem a mesma orbita pois B
¢ sp-equivariante. Na realidade, esses dois pontos equivalem aos dois pontos onde a drbita
periédica intercepta o conjunto Fiz(R).

Se, por exemplo, ¢;(0) > 0, entdo pontos do lado direito equivalem a drbitas periddicas
de periodo proximo a 27 que tém periodo < 27 (o periodo é dado por ﬁr—”o) e, neste caso,
o> 0.

O resultado para o sistema geral (4.1) segue por transversalidade.

Finalmente temos o seguinte:

e para A = 0, duas familias de érbitas periddicas simétricas convergindo para o equilibrio

cujo periodo converge para 2.

e para A < 0, duas familias de drbitas peridédicas simétricas sendo uma para cada

equilibrio.
e para A > 0, uma familia de drbitas periédicas simétricas na vizinhanca da origem.

Agora, caso tenhamos as(0), b2(0) com o mesmo sinal, por exemplo, se as(0), b2(0) > 0

segue que a interseccao das duas equagoes de (4.2), nos fornece o seguinte cendrio:
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r<0 =0 >0

Figura 4.4:

onde obtemos, desta forma, uma bifurcacao de Hopf subcritica.

Caso 2: Voltemos agora ao caso geral. Aqui nao fazemos nenhuma restricdo ao conjunto

Fiz(R) como antes.

Consideremos entao o sistema auxiliar a (4.1):

o =10 (a)
A= @B — ()@ + ) =0 ()
—o0x4+ (N zyzy =0 (¢)
oxg — c1(N)z123 =0 (d)

De (c) e (d) obtemos:

0 o
r3=0 ou z; =
3 1 ()
o
p— O p—
Ty ou I ey

E, da equagao (b) obtemos o seguinte cendrio:
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Figura 4.5:

. - o
cuja intersec¢ao com ry = —— é dada por:

C1 ()\)

Figura 4.6:

Agora note que, como no caso 1, todos os pontos do mesmo lado, em cada figura, equiva-
lem & mesma 6rbita (pela s, -equivariancia). Como para cada conjunto de pontos, obtemos
um ponto com o = x4 = 0 que pertence a Fix(R) segue que essas érbitas sdo as mesmas

detectadas no caso 1.

Portanto, temos que:
Todas as érbitas periédicas numa vizinhanga do equilibrio para a familia de campos vetoriais
X(z,\) sao R-simétricas.

O resultado como enunciado no teorema segue, para o caso n = 2, considerando

U, = {X) € X); X} estd na forma normal até ordem 2 e tal que a5(0).b5(0) < 0, ¢;(0) # 0}
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Uy, = {X) € X); X} estd na forma normal até ordem 2 e tal que ay(0), by(0) > 0, ¢;(0) # 0}

Se definirmos um conjunto U, substituindo em Us a2(0),b2(0) > 0 por ay(0),b2(0) < 0 obte-

mos uma bifurcacao de Hopf supercritica.

(b) Cason = 3:

Neste caso temos uma matriz da parte linear de X (x, \), para A = 0 dada por

o1 0 O 0 O
o0 0 0 0 O
00 0 - 0 0
Ay = “
00 m 0 0
0 0 0 —a
00 O as 0
Queremos, desta forma, utilizar a redugao de Lyapunov-Schmidt para encontrar familias
2 2
de érbitas periddicas com periodos préximos a Uiy
(0%} (6]

Um fato importante aqui é que a; e s sao racionalmente independentes e assim, as
redugoes de Lyapunov-Schmidt para os dois casos tém dimensao 4, como vimos no teorema

3.4.

. - . 27
Encontremos as solucoes peridédicas, com periodo préximo a —.
an

A forma normal de Belitskii, até ordem 2, para a familia X (z, \) é dada por:

T = 2+ 0(3)

Zy = A+ af(N)af + b5 (N) (23 + 27) + 5 (V) (23 + 23) + o(3)
£y = —x4lay + al (\)z1] + o(3)

£y = ws[ay + al (N)z] + o(3)

Ty = —xglag + a(f(/\)xl] + 0(3)

T = xs[ag + al(N)z1] + o(3)

\

Assim, utilizando a reducao de Lyapunov-Schmidt do teorema 3.4, devemos encontrar
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solugoes nao triviais para o sistema

To + 0(3) =0
A+ af(N)z? +b5(N) (22 +22) +0(3) =0
—oayxy + al (N zzs 4 0(3) =0

oconzs — al (N)zyxs 4+ 0(3) =0

Observe que este sistema ¢é similar ao do caso n = 2. Portanto, condi¢oes sobre os
coeficientes a%(0), b£(0) e a¥(0) como as dadas respectivamente para as(0), by(0) e ¢1(0) no
caso n = 2 nos fornecem o mesmo resultado obtido anteriormente a cerca da existéncia e
bifurcacao de solugoes periddicas.

Para encontrarmos as solugoes peridédicas de periodo proximo a n o sistema de equacoes
obtido a partir do teorema 3.4 é o seguinte: “

zo+0(3) =0

A+ af(N)a? + 5 (\) (22 + 22) + 0(3) =0
—0QTs + a(f()\)xlxﬁ + 0(3)

oaszs — af (N zizs +0(3) = 0

que obviamente pode ser resolvido como antes.
Desta forma, segue que todas as solucoes periddicas numa vizinhanca de x = 0 sao

R-simétricas e as familias sao obtidas como no enunciado do teorema, onde

U, =

X, € XY; X9 estd na forma normal até ordem 2 e tal que
a(0).65(0) < 0, af(0).¢£(0) < 0, af(0),a;(0) #0

U { X, € XY; XY estd na forma normal até ordem 2 e tal que }
h = :
a£(0), b5(0), £(0) > 0, af(0), a7 (0) # 0

(c) Cason > 3:

Para concluir a demonstragao, observamos que podemos proceder exatamente como feito
para n = 3 onde a andlise foi reduzida a resolver dois sistemas de quatro equagoes algébricas
da forma dada para n = 2.

Aqui obtemos (n-1) sistemas de equacoes onde, em cada um deles, condigbes como as

dadas nos casos n = 2 e 3 permitem estabelecer o resultado pretendido.
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4.2 Caso 0:p:q-ressonante com p,q> 1

Mostramos que, nesta situacgao, a forma normal de Belitskii até ordem 2 coincide com a
forma normal do caso 0-nao-ressonante (proposigao 2.7).

Pelo tipo de ressonancia (p,q>1) as dimensées das redugoes de Lyapunov-Schmidt sao

L : . 27
iguais a 4 tanto para orbitas com periodo préximo a — quanto para aquelas com periodo
aq
, . 2m
préximo a —.
Qo

Assim, como na secao anterior, onde condigoes nos termos de grau dois foram feitas
para obter o resultado, segue que condicoes andlogas podem ser feitas aqui a fim de que o
mesmo resultado da secao anterior se aplique a este caso, ou seja, o Teorema B é valido nesta

situagao. Para isso, basta tomar n = 3 no enunciado do mesmo.

4.3 Caso 0:1:2-ressonante

Este caso é um dos que nao esta incluido nas situacoes anteriores. Aqui, pelo fato
da forma normal de ordem dois nao coincidir com a dos dois casos anteriores, a andlise da
reducao é um pouco diferente. Além disso, pela forma da parte linear uma reducao de ordem
seis é possivel quando estamos procurando solucoes periddicas de periodo préximo a 2.

Pelas propriedades da matriz A, podemos supor, sem perda de generalidade, que ela é

dada por

Desta forma, vemos que, utilizando a reducao de Lyapunov-Schmidt, podemos procurar
solugoes periddicas com periodo proximo a 27 e .

No primeiro caso, uma reducao de ordem 6 é obtida como no teorema 3.6. Por outro
lado, para obtermos solugoes peridédicas com periodo préximo a 7 uma reducao de ordem 4
envolvendo as varidveis (z1, T2, T5, Tg) estd estabelecida assim como no caso 0-nao-ressonante.

O objetivo desta secao é obter o seguinte resultado:
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Teorema 4.1. Para as orbitas periodicas com periodo proximo a 2w temos que: existe um
subconjunto aberto U = {(Uy UlUs) X (—Xp, No)} em XY tal que:
(I) os elementos de {Uy UlUs} sio determinados pelos 2-jatos dos campos vetoriais.
(II) se X(x,0) € Uy entdo:
para A = 0 nao existem solugoes periodicas R-simétricas convergindo para o equilibrio em
x = 0 e, nesse ponto, ocorre uma bifurcacao de Hopf onde para A\ < 0 e A > 0 familias de
solugoes periddicas simétricas surgem numa vizinhanga do equilibrio (o nimero de familias,
que pode ser duas ou quatro, depende de relagoes entre os coeficientes do 2-jato).
(III) Se X (x,0) € Uy entdo em X\ = 0 também ocorre uma bifurcacao de Hopf onde o nimero
de familias solugoes periodicas simétricas existentes para A = 0 pode diminuir ou aumentar
dependendo de relacoes entre os coeficientes do 2-jato.

Para as orbitas periodicas com periodo proximo a m um resultado similar ao do caso

0-nao-ressonante também € obtido.

Dem: Consideremos a principio as orbitas periédicas de periodo proximo a 27.
Neste caso, dada a familia de campos vetoriais X (z, \)

(

I = 2+ 0(3)
By = A+ by (Nt + ba(N) (23 + 23) + b3(\) (22 + 22) + 0(3)
Zi)g = —Ty4 — a1(>\)ZL‘1I4 — ag()\) (1'31'6 — ZE4?L’5) —f- 0(3)

Ty = 23+ a1 (N)z123 + as(N) (z325 + 2426) + 0(3)
.@5 = —2Q76 — CQ()\)ZC1$6 — 2(31()\)1'31'4 + 0(3)
i = 2x5 + ca(N) w5 + c1(N) (23 — 2F) + o(3)

\

devemos estudar o seguinte sistema de equagoes dado pelo teorema 3.6.

( za+0(3) =0

=X = bi(N)a? — ba(N) (23 + 2%) — b3(N\) (22 + 22) + 0(3)
—oxy + a;(N)x1zy + as(N) (2326 — 2475) + 0(3) =0
ox3 — a1 (N)z1xs — ag(N) (325 — 426) + 0(3) =0
—20x6 + ca(N)x126 + 201 (N) 2324 +0(3) =0

2015 — ca(N)z1ws — i (A\) (23 — —23) +0(3) =0

a)

0 (b)
)

d)
€)
f)

Suponha que —20+c(A)zy # 0. Entédo, das equagoes (e) e (f) obtemos, respectivamente:

o~ o~ o~ o~ o~ o~

\

 2c1(Nzzzs + 0(3) a5 — 23 +0(3))

6 = —20 + CQ()\)(L’l 5= —20 + 02()\)1'1
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que, substituido nas outras equacoes, nos fornece o seguinte sistema:

—4Xa? + Ahoxy — (AB(N) + 40%b1(N))a? — dby(N)o? (22 + 22) + §1 (21, 3, 24,0) = 0
20214 — co(N)oxiy — 2a1(N)ox1xy + ar(N)ea(N) 22y + @o(w1, 23, 74) = 0
—20%w3 + co(N)ow123 + 201 (N oz — ay(N)ea(N)xias + @3(w1, 23, 74) = 0
(4.3)
onde @;(z1,x3,x4) = 0(3).
Da R-revesibilidade de B segue que ¢o = 240(x1, x3,24), onde O(xq, x3, —24) = O(21, 3, T4).
Note que R fixa x1, z3 e troca o sinal de x4. Dai, a forma de .
Lembremos ainda que, pelo lema 3.5 (ii) s,B(u,0,\) = B(s,u,0, ), onde neste caso,
u = (x1, g, T3, Ty, Tz, Tg) € Spu = exp (—pS,) u.
Dai, se B = (f1, fo, f3, f1, [5, f) temos que, tomando ¢ = g vale:

f1(u) f1($17$2,9€4, —I3, Te, —5135)
f2(u) f2(9€1,$2,1’4, —I3,Te, —905)
_f4(u) - fg(xl,x2,$4,—$3,$6,_$5)
f3(U) f4($17$2,$4, —x3, Te, —1‘5)
_fﬁ(u) f5($1,l‘2,x4,—x3,:€6,—:1§5)
f5(u) f6($1,$2,1’4, —I3, Te, —$5)
Assim, a igualdade
f3(9517$27$4, —x3,Te, —$5) = —f4($1,$2,$3,$47$5,$6)

tem a seguinte conseqliéncia no sistema 4.3:

P3(w1, 23, 74) = —Po(w1, 04, —73) = —230(21, T4, —73) = —2301 (21, T3, T4).
Portanto, o sistema 4.3 pode ser escrito na forma:

—4/\0'2 + 4)\0’1‘1 — ()\C%()\) + 40'2b1(/\))$% — 4b2()\)0'2(l’§ + xi) + @1(1’1, xs3, I‘4) = 0 (1)
14 (202 — co(N)oxy — 2a1(N)oxy + a;(N)ea(N)2? + O(zy, 23, 24)) =0 (2)
—13 (202 — co(N)oxy — 2a1(N)oxy + a;(N)ea(N)x? + O1(xq, w3, 24)) =0 (3)

A fim de obter solugoes R-simétricas tomamos x4 = 0. Além disso, para que as solugoes

encontradas estejam associadas a solugoes nao triviais devemos ter x3 # 0. Portanto,

20% — cy(N)oxy — 2a1(N)ozy + ar(N)ea(N)z] + ag()\)cl(k)xg + O1 (21, 23) = 0.
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Assim, reduzimos o problema a resolver o seguinte sistema de duas equacoes:

20% — co(N)oxy — 2a;(N)oxy + a;(N)ea(N)x3 + ag(N)er (V)22 + O1(xy,23) =0 (1)
—4X\0? + 4 oxy — (AE(N) + 402b1(N)) 22 — dby(N)o? 23 + ¢y (21, 73) = 0 (I1)

onde O1(z1,x3) = 0(3) e ¢1(x1,x3) = 0(3).

Lembre que estamos restritos a x4 = 0.
O nosso objetivo agora é encontrar solugoes nao triviais do sistema formada pelas equagoes

(I) e (II).

Para isso, considere o sistema auxiliar dado por:

202 — cs(N)oxy — 2a1(N)oxy + a;(N)ea(N)2? + as(A)er(MN)az =0 (1.1)
CAN0? 4 dhows — AE(N)Z2 + 402 (Na? — dby(No2a2 =0 (I1.1)

A equagao (1.1) pode ser escrita na forma:

(e2(\) + 2a1()\))>2 _ ((cg(A) +2a:(V)* 2)

CLQ()\)Cl()\)SCg + CL1<)\)C2()\) (131 — 0 2@1()\)C2()\) 4@1()\>02()\)

ou, de forma mais resumida,

a(N)z2 + b\ (1 — oc(N)? = a2d(N) (4.4)

onde

cs + 2a + 2a;)?
a=asc;, b=aycy, c= 2 L od= (c2 ) — 2.
2@102 4G1C2

A equagao (4.4) pode ter vérias formas dependendo dos sinais de a,b e d. As possiveis

situacoes sao dadas pelas figuras abaixo:
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Figura 4.7: (i) a > 0; b,d < 0.

X3
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\
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X1

sc-o(d/b) )
\

Figura 4.8: (ii) a,b,d < 0.
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X3
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Figura 4.9: (iii) a,b,d > 0.



SECAO 4.3 ¢ CASO 0:1:2-RESSONANTE 54

X3

oc—o(d/b)?

Figura 4.11: (v) a < 0; b,d > 0.

Por outro lado, a equagao (I1.1) pode ser escrita na forma:

Aea(V) ?Zazbl(x)y = dAo? (ACQ(A) —A4a2b1<k) - 1)

4by(N)o?a3+ (Ao (A) — 401 (X)) (xl —
ou ainda de forma mais concisa

a(N)73 + B(A) (21 — 07(V)* = d*w()) (4.5)
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onde

B 2)
N )\CQ(/\) — 40'2b1(A)

a(A) =4bb(N)o* B(A) = (Aea(N) —4abi(N)) 5 v(N)

w(A) =4 (ACQ(A) —)\4021)1()\) N 1) '

As possiveis formas da equagao (4.5) sao dadas nas figuras abaixo, onde consideramos

para cada caso, os possiveis valores de \.

X3
X3

\
G((\)/a)l 7 ‘
[ \
[ \
| \
} \
T i X1 X1
x]* ' X] ‘ X1
\ \
\ \
o(w/o)A - ---> |
\

oy - >0 o
Xq *=Gy—(5(w/[i)(1/2)
Xq **=GY+G(UJ/B)(1/2)
a, B, ®<0 o,0<0, >0

Figura 4.12: Se b;(0)b2(0) <0 e 0 < 2(0) < 1

onde supomos, sem perda de generalidade, b;(0) > 0 e by(0) < 0.
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Figura 4.13: Se b;(0)b2(0) > 0 e 0 < 2(0) < 1

onde supomos b;(0), b(0) > 0.

A prova, neste caso, é direta através da Teoria Elementar das Conicas e as figuras ante-
riores expressam fielmente o fenémeno.

De fato, inicialmente note que para cada uma das figuras acima, temos uma outra figura
associada dada pela reflexao em torno do eixo x3 pois ¢ é tomado numa vizinhanca de 0.

Considerando as possiveis intersegoes transversais de (/.1) com (I1.1) podemos encontrar
uma ou duas familias de solugoes periddicas simétricas. Isso implica em duas ou quatro
familias de solucoes periddicas simétricas quando consideramos o sinal de o.

Assim, se X (z,0) satisfaz as condigoes da figura 4.12 entao ocorre uma bifurcagdo de
Hopf com o aparecimento de familias de solugoes periddicas numa vizinhanca da origem
para A # 0.

Por outro lado, se X (z, 0) satisfaz as condigoes da figura 4.13 entao ocorre uma bifurcagao
de Hopf, onde para A # 0 o ntimero de familias de solucoes periédicas varia no ponto de
bifurcacao A\ = 0.

Consideremos agora as solugoes periddicas de periodo préximo a 7.

Neste caso, temos um sistema de quatro equagoes nas variaveis (z1, s, 5, ) que quando
restrito ao conjunto Fiz(R) se reduz a um sistema de duas equagdes nas variaveis (1, zs)
dado por:

At af(N)x? + 5Nz +0(3) =0
2015 — af (N)z125 + 0(3) = 0

A analise deste sistema ¢ a mesma feita no caso 0-nao-ressonante em R*. Logo, para
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a?(0) # 0 temos o seguinte:

Se a5 (0).c5(0) < 0 temos, para A = 0 duas familias de solugoes periddicas simétricas con-
vergindo para o equilibrio x = 0. Para A > 0 temos uma familia de solugoes periédicas numa
vizinhanga da origem e para A < 0 temos duas familias de solucoes peridédicas cada uma
convergindo para um equilibrio diferente.

Se a%(0),¢5(0) > 0 temos uma bifurcacao de Hopf subcritica.

4.4 Caso 0:1:1-ressonante

Nesta situacao temos dois casos a analisar, a saber:
(i) quando os autovalores £i tém multiplicidade geométrica 1 (caso p # 0).
(i) quando os autovalores +i tém multiplicidade geométrica 2 (caso p = 0).

O objetivo desta secao é estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Seja X, (x,\) € XY uma familia de campos vetoriais Ry-reversiveis em RO
onde x = 0 € um equilibrio 0:1:1-ressonante para X,(x,0) e tal que, para 1 # 0 os autovalores
+i tém multipliciadade geometrica 1 e, para = 0, tém multiplicidade geométrica 2. Entao
existe um subconjunto aberto U = {(U; UlUy) X (—Xo, No)} em XY tal que:

(1) os elementos de {U; UlUs} sao determinados pelos 2-jatos dos campos vetoriais escritos
na forma normal.

(II) se X, (x,0) € Uy entao:

(i) para A = 0 existe(m) uma (resp. duas) familia(s) de drbitas periddicas Ri-simétricas
convergindo para o equilibrio v =0 se u # 0 (resp. p=0).

(i1) para A < 0 ezistem dois equilibrios simétricos e uma (resp. duas) familia(s) de orbitas
periddicas simétricas convergindo para um desses pontos (resp. convergindo para cada um
desses equilibrios).

(i1i) para X > 0 nao existem pontos de equilibrio numa vizinhanga suficientemente pequena
de x = 0 e apenas uma familia de orbitas periddicas simétricas persiste numa vizinhanca da
origem para 1 # 0 e p = 0.

(I11) Se X,(z,0) € Uy entdo em X = 0 ocorre uma bifurcagcao de Hopf subcritica. Entao,
em A = 0 ndo existem orbitas periddicas e para A < 0 surge(m) uma (resp. duas) familia(s)
de orbitas periodicas simétricas convergindo para um dos equilibrios se p # 0 e, para o caso

i =0, cada familia converge para um dos equilibrios.
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Dem: Iniciemos a demonstragao com o caso pu # 0, pu €(0,1].

Seja X, (2, \) € XY onde X,(0,0) =0e A, = DX,(0,0) é dada por

010 0 0
000 0 0
AM:OOO—luo
001 0 u
000 0 —1
000 1 0

O teorema 2.9 nos fornece a forma normal de Belitskii até ordem 2 neste caso. Com
esta forma normal em maos consideramos a bifurcacao do campo obtendo assim o campo
X ). Devemos entao utilizar a forma de B(z, 0, A) a fim de encontrar solugoes periédicas com
periodo proximo a 27. Consideremos inicialmente p = 1.

Obtemos um sistema de seis equacoes da forma

(

—x94+0(3)=0 (1)

=X —ay(N)z? — by(N) (23 + 23) + bg()\)(x3x6 —x425) +0(3) =0 (2)
—oxy — x5 + c3s(N)x124 +0(3) =0 (3)

oxs —xg — c3(N)z1x3 +0(3) =0 (4)

—oxg — ca(N)x123 — cr(N) @126 + (c3(X) + c7(X))z2zs +0(3) =0 (5)

oxy — cg(N)x124 + cr(N) 125 — (e3(N) + c7(N)) 2223 +0(3) =0 (6)

\
Note que, como dissemos no caso 0-nao-ressonante, podemos supor, sem perda de gene-
ralidade que a equacao (1) acima é dada por xs = 0.
Agora, de (3) e (4) temos:

Ty = —0T4 + c3x124 + 0(3)
xg = ox3 — c3x1x3 + 0(3)
que substituindo nas outras equagdes nos dd um sistema nas variaveis (1,3, r4) da forma:
—A = ar(A)af = ba(A)(25 + 2) + bs(N\)o (25 + 2F) — bs(N)es(N)ai(af + 23) +0(3) =0
x3 (—0% + ocs(N)xy — ca(N)xy — cr(N)oxy + cs(N)er(N)2d) + oy, 23, 24) = 0
x4 (—0% + ocs(N)xy — ca(N)xp — cr(N)oxy + cs(N)er(N)a?) + ps(xy, 23, 24) = 0

Lembre que a involugao R; anticomuta com B. Assim, como B fixa 1, x3 e troca o sinal

de x4, segue que a ultima equacao do sistema 3-dimensional anterior pode ser escrita na
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forma:

334fa(331) + 954@(1’1,333,334)a @(371,353, —x4) = O(z, 96’37954)-

. . o
Por outro lado, pela sg-simetria, com ¢ = 7 temos que
©a(1, 73, 04) = —230(71, T4, —T3) = —2301 (71, T3, T4).

Note que este argumento fora usado na demostracao do caso 0:1:2-ressonante.

Com essas informagoes, podemos reescrever o sistema na forma:

A —ar(N)z? — bo(N) (22 + 23) + bs(N)o (22 + 22) — b3(N)es( M)z (22 + 22) + 0(3) = 0
—z3 (fo(z1) + O1(21,23,24)) =0
T4 (fo(21) + O(21, 23, 74)) = 0

onde

folx1) = =0 + cs(N)ozy — cs(N) 1 — cr(N)oxy + cs(N)er (M),

A fim de obtermos solugoes simétricas tomamos x4 = 0 e para que as solugoes obtidas

sejam nao triviais tomamos x3 # 0 o que nos fornece

fg(xl) —+ @1(1’1, JIg) =0

que pode ser resolvida para x; desde que ¢4 # 0 da seguinte forma:

1
z) = ——0°+0(3).
Cq
A primeira equagao toma a forma:

—A —a;(\)at — by(N)a3 + o(3) = 0.

Supondo a;(0) > 0 b2(0) < 0 temos um cendrio como abaixo:

NSNS
S VA

Figura 4.14:
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- 1
que tem Interseccao com T, = ——o 4 0(3) na forma:
C4

/

Figura 4.15:

para cz(0) < 0.
O caso onde a;(0),b2(0) > 0 se comporta como o caso 0-nao-ressonante onde uma bi-

furcacao de Hopf subcritica aparece com o surgimento de uma familia de solugoes periédicas

simétricas.

Note que, neste caso, temos um cendrio como no caso 0-nao-ressonante em R* com metade
das drbitas periddicas detectadas naquele caso. Isso se deve ao fato de que a forma de x; é
dada por o(a?).

Quando consideramos o caso pu # 0 arbitrario, temos o mesmo resultado. Basta, para

isso, substituir ¢4 por pcy na expressao acima para x; e obter as solucoes desejadas.

Caso up=0:

Neste caso, obtemos o seguinte sistema:

za+0(2)=0 (1)

—A = ar(N)af — bi(A)(25 + 23) + ba(A) (w326 — 2aw5) — ba(A) (25 + 25) +0(3) =0 (2)
—0x4 + c2(N)z124 — c5(N) 2175 + @1(21, T2, T3, T4, T5,76) = 0 (3)

oxg — co(N)z123 — c5(N) 2126 + P21, T2, T3, T4, T5,26) =0 (4

)
—0Tg — C7(/\)LU1133 + cB(A)xle + 903(1'1, XT9,X3,T4,Ts5, Iﬁ) =0 (5)
)

| o5 - cr(N)xizy — cg(N)x125 + a1, T2, 23, 24, T5,76) =0 (6

com 901‘(I17$27x37$473357x6) = 0<3)
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Suponha que —o + cg(A)x; # 0. Entao considerando as duas tltimas equagoes obtemos

- C7<)\)$1l’3 + 0(3) o _C7()\)Q31l’4 + 0(3)
6 —0 + Cg()\)xl b —0 + g%y .

Substituindo estas duas igualdades nas equagoes (3) e (4) temos:
0 — cg(N)ox; — ca(Nowy + ca(N)es(N)a? + es(N)er (AT + o(3) = 0.

Genericamente, (para ca(\)cg(A) + c7(N)es(A) # 0) e desde que c2(N\) — 2c2(N)eg(A) +

c2(N\) — 4es(N)er(N) > 0, a equacao acima nos fornece duas solugoes reais da forma
z, = ko +0(2)

onde kT sao raizes de uma equacio quadrética

1t = les(A) + (M) £ V) = 2ea(N)es(N) + c3(N) — des(N)er(N)
2 CQ()\)CS()\) + C5()\>C7()\) '

Substituindo as expressoes para x; na equagao (2) restrita a

Fiz(R) ={xy =24 = x5 =0}
temos:
A (=14 2es(N)k — —cG(N)E?) + 0% (—ar (VK (=1 + cs(V)k)?) +
+ (b1(A) + 201 (N)es(N)k — bi(A)E M)k = ba(N)er(A)k + ba(N)es(A)k? — ba(N)cG(N)E?) 25+0(3) =0

ou de forma mais compacta:

MY + ao® + B3 + o(3) = 0.

Note que desta forma temos:

2 @ A 2
BT T3 (m(W ”)

que tem solucao para «.( < 0 da seguinte forma:
(i) Se — > 0 duas solugoes que equivalem a uma solucao periddica. Isso conduz a duas
a

1
solucgoes periddicas se considerarmos os dois valores de x;.

(ii) Se A = 0 duas solugdes que, como acima, conduzem a duas solucoes periddicas simétricas

convergindo para a origem. Note que aqui ¢ — 0.
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A : e : .
(iii) Se — < 0 (onde temos dois equilibrios simétricos para o sistema) obtemos duas solugoes
ay
periédicas. Cada uma convergindo para cada um dos equilibrios. De fato, neste caso 0% >

R
alk‘
Assim, temos um cendario como no caso (-nao-ressonante

Por outro lado, se a.6 > 0 entao temos uma bifurcacao de Hopf subcritica, pois a equacao

. A :
s6 tem solucao para — < 0 o que implica 02 < — 2
ai ai
Novamente o mesmo cenario do caso 0-nao-ressonante é encontrado.



CAPITULO 5

Persisténcia de Solucoes Homoclinicas

Neste capitulo apresentaremos a demonstragao da persisténcia de solugoes homoclinicas
associadas a solucoes periddicas simétricas para campos vetoriais em R*, com equilibrio na
origem onde a parte linear tem autovalores como fixado anteriormente.

Além disso, condigoes serao estabelecidas para que este resultado possa ser aplicado a
campos em R® com singularidade na origem 0-nao-ressonante ou 0 : p : g-ressonante com
p+q>3.

A principal ferramenta utilizada aqui é o Teorema do Ponto Fixo de Banach [2]. O
objetivo ¢é reduzir o problema a encontrar o ponto fixo de uma equacao funcional definida

em um espaco de Banach apropriado.

5.1 Caso 4-Dimensional

Neste caso, consideraremos um campo vetorial R-reversivel que tem um equilibrio na
origem e cuja matriz da parte linear tenha autovalores 0 (duplo) e +ai. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que @ = 1. Suponha que o campo, como acima é dado na forma
normal de Belitskii até ordem dois, cuja forma fora obtida no teorema A.

A técnica a ser utilizada aqui segue as idéias desenvolvidas por Lombardi em [18] e
[19]. Nesses casos uma 6rbita homoclinica para um equilibrio sela-centro é encontrada para
a forma normal truncada e esta serve de base para encontrar solucoes homoclinicas para

solugoes periddicas do campo vetorial geral. No nosso caso, tal érbita homoclinica para

63
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o equilibrio nao existe e, desta forma, as érbitas homoclinicas para as solugoes peridédicas
do sistema truncado na forma normal serao utilizadas a fim de garantir a persisténcia das
mesmas para o campo geral.

Como supomos que o campo vetorial tem seu 2-jato na forma normal de Belitskii, pode-

mos escreve-lo na forma:

j:l = T2
3 = —x4 — 12124 + 0(3)

i’4 =23+ CcT123 + 0(3)

Note que, na primeira equagao, estamos desconsiderando os termos de ordem superior.

Isso pode ser feito por uma mudanca de coordenadas da forma
yj =14, j=1,3,4 ey =22+ 0(3).

De fato, com isso obtemos uma familia como acima, onde a primeira equacao é dada por
71 = y2. Em resumo, podemos considerar a forma normal de Belitskii acima onde a primeira
equacao (x2 + 0(3)) seja dada apenas por xs nas novas coordenadas.

Para que solugoes periédicas e homoclinicas sejam possiveis para a forma normal truncada

nos termos de ordem dois, iremos supor as seguinte condi¢oes genéricas sob as constantes:
H : {CL2>O, b2<0, 017&0}.

Com isso, por uma mudanca de varidveis, podemos tomar a; = 1, by = —1. Assim

escrevendo o sistema nas coordenadas (xy, z2, Z), onde Z = x3 + iz4, temos:

l"l = T2
X:q @o=a —|ZP + Ri(x1,29, 2, Z)
Z = ’LZ(]_ + clxl) + RQ(JZl,l'Q, Z, Z)

onde Ry, Ry indicam termos de ordem superior (> 3).

Considere agora a seguinte mudanca de variaveis:

T1 =€y, X9 = 83/2y2, 7 =¢z, r=¢?¢ para > 0. (5.2)
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Nas novas coordenadas, o sistema é dado por:

( dy -
dr BEs
d
-
dz . 1 >
k % =1z (E + 0151/23/1) + R2(y17y272727:u)
onde
Ry = O (= (Jys] + le| +12])°) .
Ry = O (2 (ya] + [ya] + |2])°%) .
Ainda,

Rl(Y/,E) — Rl(Y, 8) =0 (E|Y/ — Y|) s
RQ(Y’, 8) — RQ(Y, 8) =0 (63/2‘}// — Y’)

onde Y = (y1,¥2, 2, 2).

Escrevendo o sistema em coordenadas v, ys, z = re? temos:

(

dY Y2
E:fl(yje): yf—r2+1§’1(y1,y2,7’,9,8)
Y;: RT<y1ﬂy27T7976)
do 1
f2(Y,0) = Y7 + Ry(y1,y2, 7,0, €)

onde consideramos aqui Y (1) = (y1(7), y2(7),7(7)).

Nessas novas coordenadas a reversibilidade R agora toma a forma:
R fi(Y,0) = = fi(RY,—0), onde R'(y1,y2,7) = (y1, —¥2,7)

e ¢ é uma funcao fmpar.
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Temos ainda:
Ry = O (e]Y]),
RI(Y,7 875) - Rl(ya 97€> =0 (5’}// - Y|) )
R, =0 (?Y]),
R.(Y' 0,e) — R.(Y,0,e) = O (2 —-Y]),

~ 3/2
Ry=0 (51/2 + 8—\Y\) ,

r

N 8 1Y
Ro(Y'.0,¢) — Ry(Y,0,e) = O (51/2 + £%/2 [P + u] Y’ — Y|) .

rr’
Queremos associar ao sistema (5.3), um sistema auxiliar onde consideramos o  como o

tempo. Para isso, precisamos considerar o campo ik Neste sentido, a fungao 6 deve ser

um difeomorfismo. Para isso, consideremos uma restricao ao conjunto
e* 1
Ea ={(Y,0)/ sup-er|Y| < M, r > ?}, com o< 3

Assim, para (Y, 6) € &, temos:
Rg = 0(61/2),
Ro(Y',0,) — Ry(Y,0,¢) = O 2|Y' — YY)

o que garante que 6 é um difeomorfismo local.
A partir daqui, reduzimos o estudo ao subsistema f; tomando # como o tempo. Para

isso, consideremos o sistema na forma:

ay -
— =F.(Y)+T(Y,0,
= (V) +T(Y,0,)
do 1
E - m + Rg(Y,Q,g)
Y2
onde F, =2 F, F = yi—1r? | eY = (y1,y2,7).
0
Analisemos entao o sistema
~ dY -
Yo.: — =F.(Y)+T(Y,0,¢).
o de
Por uma reparametrizagao de 6 podemos considera-lo na forma
ay
Yoo —=FY)+T(Y,0,¢) (5.4)

T de
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o s1(Y,0,¢) = O (g]Y))
T = s2(Y,0,e) =0 (e]Y]) |- (5.5)
R.(Y,0,¢) = O (£¥%]Y])

Desta forma, T(Y,6,0) = 0 e assim podemos escrever

dy

nap— 2l Y T(Y. .
70 (Y)+eT(Y,0,¢)

Para ¢ = 0 temos o sistema truncado

ay
— =F(Y 5.6
= F(Y) (56)
o qual satisfaz:
Esse sistema tem H, = 72 como integral primeira e para cada r = k > 0 existe uma

érbita homoclinica Hg () para o equilibrio Y = (k,0, k) onde

Hi(0) = (41(0),2(0), k)

co1m

3k 3kv/2kigh (Y250)
—— ()=
cosh? <@8) cosh? (@9)

Note que, para o sistema original, o equilibrio Y} corresponde a uma orbita periédica

yi(0) =k —

simétrica Yi(t) e Hy(0) a uma érbita homoclinica simétrica Hy(t) associada a Yj(t).

Observe ainda que a forma normal truncada em R* é invariante por

S«p(f‘/hyz, z) = (y1,y2, zei“’) )

Assim, a existéncia da 6rbita homoclinica simétrica Hy(t) para Y(t) implica na existéncia
de outra drbita homoclinica simétrica para Yj(t), a saber, S; Hy(t).

Logo, cada drbita periddica tem duas érbitas homoclinicas simétricas associadas a ela.

No capitulo anterior mostramos que as orbitas periédicas sao persistentes para € > 0.

Nosso objetivo agora é verificar a persisténcia das homoclinicas.
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ay
Note que toda a andlise pode ser resumida a estudar o sistema auxiliar TR

Lema Fundamental 1: Seja Yy um campo vetorial dado por (5.4). Entdao, dado € > 0
suficientemente pequeno existe k. > 0 tal que, para k > k., a continuagdo de Yy de (5.6)
para (5.4) dada por Yk(e,s) admite duas solucoes homoclinicas simétricas associadas a ela.
Dem: Vimos que o problema de estabelecer a persisténcia de solucoes homoclinicas para o
campo vetorial em R*, se reduz a estudar a persisténcia das solucoes homoclinicas para o
sistema

ay

EngOU+sﬂKa@ (5.7)

que existem quando consideramos o sistema truncado na forma normal, isto é, o sistema
acima quando € = 0.

Suponha que exista uma 6rbita de (5.7) da forma
Y (0,¢) = Hy(0) = Y, + U0, ) + Yi(6,¢) (5.8)

onde f/k(ﬁ, £) & a continuagao de Y}, para (5.7) detectada pela redugao de Lyapunov-Schimidt.
A fim de garantir que Y (0, ) seja uma 6rbita homoclinica para Y; (6, €) vamos restringir

U ao conjunto
Ez ={U = (y1,92,7)/ U € C°(R), U é reversivel e |U||g < oo}

onde
U5 = supeer (|U(0,€)[e*) e 0< B < V2k.

Ej é um espago de Banach com a norma ||.||s.

Ainda, para garantir que Y (0, ¢) € &,, vamos restringir U ao subconjunto convexo de Eg

dado por: X
Baa={U € B/ Wl < d. L @)1 < 5} (5.9)
onde II,(.) é a projecdo na r-ésima coordenada, isto é,
IL, : R3 — R
(Y1,92,7) — 7 .

De fato, note que, neste caso,

IL,(Y)| = |TL.(Hy(0) — Yy + U(6,€) + Y (8,¢))| > & — ? e
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Agora, se Y(0,¢) é solugao de (5.7), entao U(#, ¢) satisfaz:

% — DF (Hp(0))U = N (U(0,¢),0) + ¢ R(U(0,2),0,¢) (5.10)

onde
NU®,¢),0,6)= F <Hk(0) — Y+ U(b,€) + }@(9)) — F(Hy(0))
R (Yk(e,g)) — DF (H,(0))U

RU,2),0,6) = T (Hk(e) Y+ U(6,¢) + Yi(4, ), 6, g) 7 (Yk(e, £),0, g)

Segue da desigualdade do valor médio que existe M > 0 tal que:

IN(U0,2),0,)| < M (25 + 2 |U(0,€)| + [U(6,2)])
|RW©.2),0,9)]| < M (V2 + |U(0,e)])
IV V(U'(6.¢),0.¢) = N(U(6,¢),6,¢)| < M ([U(8, )| + [U'(8,2)| + ) |(U' = U)(8,¢)]
IR(U'(8,¢),0,) = R(U(6,¢),0,¢)|| < M|(U = U")(8,¢)l
(5.11)
Note que, as duas primeiras desigualdades implicam que NeR aplicam Fz em Ejg ja que
B < V2k.
A fim de que a restrigao de E3 a Ej3 4 também satisfaca a condi¢ao acima faremos algumas
restricoes nos valores de € e d como veremos adiante.

Estudemos agora o campo linear

— = DF (Hy(0)) U. (5.12)

Nosso objetivo agora ¢ encontrar uma base de solugoes de (5.12).
Em geral, isso nao é sempre possivel. No entanto usaremos as propriedades de R'-
reversibilidade para obter tal base.

Sabemos que,
. 8Hk . 8y2
) = 5550 = (1n06). 520
¢ sempre uma solugao de (5.12).

Além disso, p(0) satisfaz:

R'p(0) = —p(—0), isto é, p é R'-antireversivel e p(f) = O (e‘m9> quando [0 — oc.
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Ainda,

r(0) = Z2E(0) = (n(6),r2(0), 1)

¢ uma outra solugao de (5.12). Essa solugao tem as seguintes propriedades:
R'r(0) = r(—0), isto é, r é R'-reversivel e r(f) ¢ limitada.

Finalmente, pela R'-reversibilidade de (5.12) segue que, associada & solucao p(0), existe

uma outra solugao ¢(f) com as seguintes propriedades:

R'q(0) = q(—0), isto é, ¢ é R'-reversivel e ¢(0) = O (eme) quando [0 — co.

Logo, como as solugoes p(#), r(0) e q(0) sao trés solugoes linearmente independentes de

(5.12) segue que
{p(0), (0), 4(0)}

¢ uma base de solucao de (5.12).

Assim, temos que:

¢ uma matriz fundamental de (5.12).
Considerando T'(6, ¢) = ®(0)®~(¢), a solucao de (5.10) é dada por

0
U(6) = T(6,0)U(0) + /O (9, ¢) [N(U(qs,e),gb,e)+ER(U(¢,5),¢,5) d¢. (5.13)

Seja P () a projecao na dire¢ao p() ao longo das diregoes {r(),q(0)} e Q(8) = Id—P(0).
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Desdobrando a equagao (5.13) para € > 0 temos:

/0 "100.0) [N (U(9,0),6,¢) + cR(U(,2),6,) | dp =
- /0 "100.0)P(0) (N(U(6,2),6,2) + eR(U(6,€). 6,€) | do+
+ [ T0.0000) [NW(6.2),6.9) + <(0(6.),6.9)] ao =
= [ 160.00P(0) [§06.2),6.0) + R(0(6,9).0,9)] s+
+ [ 10,6000 [NU6.9,0.9) + RW6,0),0.9)] ao

+ [T 10.000) [F(06.2).0.0) + cR(U6,).0,9)] do.

desde que as integrais improprias convirjam.

Dai, podemos escrever a soluc¢ao (5.13) na forma:

00) = 70,0 (V0)+ [ T0.0)00) [NU6.0),0.2) + (U (0,2).6.2)] s ) +

0
+ [ 16.0P0) [¥V(6.2).0.0) + RU6.2),0.)] ao+

0
+ [ 70,0000 [FU(©.0).0.9) + s(U6.2),6.9)] o

Agora sabemos por [10] que essa solucao ¢é limitada em R, se e somente se,

QO (U0 + [ T0.000) [7(U(6.2).0.2) + (U (0,5),6.2)] do) =
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isto é,

0 = QOO)+ [ QOIT0.00Q) [F(U(6,9).0.2) + RWU(6.).6.5)] do -

—QOUO) + [ TO.0Q) [N(U(6.2).6.9) + R(U(6.2),6.2)] do =

0

=U(0) = P()U(0) + /0 T T(0.0)Q06) [N(U(6.2).6.2) + <RU(6.).6.9)] do

Aqui, usamos na segunda igualdade, o fato de que Q(0)7°(0,¢) = T'(0,)Q(¢) (lema 5.1) e,
na terceira igualdade, o fato de que Q = Id — P e Q* = Q (pois @ é uma projegao).

Assim temos:
U+ [ T0.000) [FU(6.2).0.9) + RWU(6.).0.2)] do = POV ()

Logo, a solugao (5.13) pode ser escrita na forma:

0
(o) =1(0,0P0)U(0) + /0 T(0.)P(6) [N (U(6,), 6.2) +eR(U(:2),6,2) | do—

- / " 1(0,0)Q(0) [N (U(6.0).0.2) + (U (6.).6.9)] do
' (5.14)
Agora, seja {p*(0), r*(0), ¢*(0)} uma base adjunta de {p(8), r(6), q()}, entao {p*(9), r*(9),

q*(0)} é uma familia de solugoes da equacao adjunta

dU .
=g = ~DF(H.(9)'U (5.15)

que tem

como uma matriz fundamental.

Note que, como {p*(¢), 7*(¢), ¢*(¢)} é base adjunta de {p(¢), r(¢), q(¢)} segue que
U7(¢) = 7'(¢). Logo
T(0,9) = ®(0)2"'(¢) = 2(0) ¥ (¢)
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e assim podemos escrever (5.14) na forma:

9 A ~
UO) =m0 + | (FU06.2).0.6) + 2 BU6,9).0.2).5°() ) do (6)-
- / T{RW.0).6.) + £ RU.2).6.0).1°(6) ) do r(6) -

- [ {(FU@e 00+ RU.2).6.2).0°(0)) do a(6)

onde n = (U(0),p*(0)) € Re {.,.) é o produto interno canonico de R?.

De fato, note que:

onde n = (U(0),p*(0)) e e; = (1,0,0)T.

Agora, pela R'-reversibilidade de U devemos ter:

R'U(0) = U(0)
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e assim, substituindo na expressao de U acima temos:
0=RU®©0) -U(0) = R [npm) - / (N(U(6.2).6,) + & RU.€).6.€),7"(6) ) do r<0>}

R [ [T (306,90 + RU(6.9).0.20.0°0)) do a0)
= n[&p(0) = p(0)] -
- / T{BWU©6.2).6.9) + £ AU6.2).6.0).7(6) ) do [Rr(0) — r(0)]
- [ {FWU@0.0.0) + £ RU.2),0,5).°(0)) o ['a0) = 4(0)
= —2np(0)

pela R'-antireversibilidade de p e pela R'-reversibilidade de r e q.

A igualdade

2np(0) =0
implica 7 = 0 e portanto,
9 ~ A~
U0 = [ (§U0.).6.9) + RU.2).0.2).5°(6)) do pl6)-
- / T{RW(6.0).6.) + £ RU(G.2).6.0).1°(6) ) do r(6)

- /900 <N(U(¢, £),6,¢) +¢ R(U(¢,¢), ¢,¢), q*(<b)> d¢ q(0).
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Considere a seguinte fungao:

GUO) = [ (NW(©.6).6:0) +2 BU.2),6.2).0(6)) do (o)~
- [ {§WU@.2.6.9) + £ RUG.2),0,0),7(0)) do )

- [ {(FW009.6.9) 42 BU0.9).6.9).0°(6)) do a(6).

Nosso objetivo é mostrar que G define uma aplicacao de Ez, em Egg e que tem um
ponto fixo nesse conjunto. Mostrando isso, teremos mostrado que uma solugao de (5.7) da

forma (5.8) existe e, desta forma, concluimos a demonstragao.
Mostremos inicialmente que |II, (G(U)) | < %.
Note que, como II, (p(d)) = 0 e II, (¢(f)) = 0, o nosso problema se reduz a segunda

integral na expressao de G(U).

Lembre que

0 1 0
DF(y1,y2,7) = | 2y, 0 —2r
0 0 0
Dai, a equacao adjunta é dada por:
—g = —DF (H,(0)" U, onde DF(H,(0)=|1 0 o0
0 -2t O
Ou, de outra forma:
( du
d_91 == —2y1 (9)U2
duz _ _
a
d
ﬂ = ZKUQ
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,a) é uma solugao da equagao adjunta. Dai, podemos tomar, na
*

0}, r*(0) = (0,0,1).
Desta forma, como II,. (r(#)) = 1 e r*(0) = (0,0, 1) segue que

Assim, vemos que (0,0
“(6)

base adjunta {p*(8), *(0), q
(

I, (GO0 == [T [NW(.2).6.9) + = BU(.2).0.)] o

Por outro lado,

I, (F) = 0.

Assim,
I, [N(U(6,2).¢,9)| =0

e dai,

I, [N(U(da £),0,¢) +¢ R(U(,¢), ¢, 5)] B

=1, ¢ R(U(9:¢),8,)]

_ [T (Hk(¢) Y+ U, ) + Vilo,e), 6, g) 7 (Yk(gb, e), 6, 5)]
=T [T (Hi(9) = i+ U(6,2) + Vil6,2), 6. ) = T (Yil0.2), 6. |
=R, (Hk(qﬁ) — Y+ U(p,€) + Yi(o,¢), ¢, 5) - R, (Yk(qﬁ, £), gb,é) .

Agora lembre que, segundo (5.5),
R.(Y,0,e) — R.(Y',0,e) = O (**]Y = Y'|).
Dai,

L (GU) | =

| R (o) =i+ U6,0) + Yilore),602) — e (T0.2).0.) dgb‘

</

< M2 /9°°<\Hk<¢> — Vil +|U(¢,)]) do

R, (Hk(gb) Y+ U(d, ) + Vilo, e), 6, a) _R, (Yk(¢, e), 6, g) ‘ dé

£3/2
<* M27 (HUH@ + 6—@0) .
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Verifiquemos a desigualdade (*):
[T w6 = [T
0 0

SAHWWMM

U5

g

/ T HA6) - Vildo < M / " VT g
0 0

o V2k0 e~ V2k0
= My——— < M
2 2k B
@ vV 2k 1 2
Como k > %, tomando [ > — segue que B < I

Dai,

T (GU))| < Mae¥27072 (U] + V)

o que implica, pelo fato de v < 1/2; que

L (@) < 5.
Por outro lado, segue da definigao de G (U(0)) que G é R'-reversivel.
Falta agora mostrar que |G(U)||s < d.

Para isso, devemos estimar

G (U(0)) e
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Podemos assim escrever:

OO < [ |(M(016.9.6.) + £ 7U(6.9).6.9).0°6))] 6 blO))”
+L\@wwq¢wmﬁww@¢awwﬂwwwﬂ
[ (§0©0.0.0.0)+ ¢ BUG.2).0.0).0°(0))| 40 L)
Vamos analisar cada uma das integrais acima separadamente. Faremos as estimativas

para a parte que depende de N , pois a parte em £R tem estimativas semelhantes. De fato,

isso segue de (5.11).
Estimativas para a primeira integral:

Estimaremos inicialmente o integrando e depois aplicaremos a integral.

M

R W60 @ < M (50 06,0 + 106, IF) o (5
(se

ce~ (V=06 L c|U (6, )] + |U (9, e)\2eﬁ¢) (V2k—B)¢

IN
=

G 1 5, e ) e/

< M (e + ||U|J3) eVZ=09,

Dali,
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[ 1 (506.9.0.20.006))] 0 o)
SM’/Q e+ U3 ) (V2k=8) s o~ V2RO

£ U113
_w (6(@—,6)9 _ 1> I (6(@—5)6 _ 1> oV/2K0
V2k — 3 V2k—p

< (5 ¢”_UH65) B

Estimativas para a sequnda integral:

N B

[N (U(¢,e),¢,) [-Ir(9)] <M (s TV L e|U(¢,€)| + U (¢, 6)? ) (Z%)
= M (2 VI 406, )l 1 U (6, ) e
<M a+%+ ’5” €20 4 U (g, €) 2 ﬁ¢> B0

<M (e+ ||U|I3) e 7.

Dai,

| [(Fweao.0.0@)|do ko) <ar [ e+ 1012) e oo

/ e+ UI3) e do

( ||U||g>

Estimativas para a terceira integral:
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A o6
¥ W) 0.) (@) <M (s +elUo.0)] + U(0.F) ¥ (55)
=M (667(m*ﬂ)¢ + €|U(¢7 5)|65¢ + |U(¢, 5)|26ﬁ¢> ef(m*QMJ

2 2
<M (5 + % + Me%ﬁ + ‘U(gzﬁ, €)|2eﬁ¢> e—(\/ﬂ—ﬁ)qb

<M (e + |U|2) e V2R-5)0,
Dali,

/900 (FW(6.9).0.9).4"(0)) | do |a(0)

S A O
[4

2
e—(\/%w)e . 1) + HU”ﬁ <e—(\/ﬂ+ﬁ)e B 1)} 6@9

_M,L/z_k:ﬁ( V2k + 3

car (e L)
- V2k—p3 V2k-p '
Relembremos que estimativas semelhantes sao validas para os termos em R.

Assim, concluimos que

(= + U]2) ﬂ] (5.16)

IG (@) lls < M Ry

Calculos semelhantes utilizando as duas ultimas estimativas em (5.11) mostram que:

(= 101+ 10713) %} U=Vl (517

Assim, para cada k > 0, podemos tomar ¢, > 0 e d suficientemente pequenos, tais que,

IG(U) = G(U) |ls < M’

para 0 < € < ¢, G aplica Ez4 em Eg,4 (por (5.16)) e é uma contracao (por (5.17)). Dali,

pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, G tem um tnico ponto fixo em Eg 4.
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Ainda, trocando (5.8) por
Y(9> 5) = Hk(e) - Yk’ + U(9> 5) + Yk(e +m, 5)

e repetindo os calculos a partir de (5.8) chegamos ao mesmo resultado.
Lembre que Y;(0,¢) é simétrica e atinge Fiz(R') para 0 =0 ¢ 6 = 7.
Portanto, temos que dado € > 0 suficientemente pequeno, existe k. > 0 tal que:

entao Y (6, e) admite duas solugoes homoclinicas simétricas associadas a ela.

Lema 5.1. Com as notagoes do lema anterior, vale:

QO)T(0,9) =T(0,0)Q(), parat,p €R.

Dem: Seja v € R3? fixado. Temos que v pode ser escrito na forma:

v =(v,p"(0))p(¢) + (v, r"(®))r(d) + (v, 4" (¢))a(¢).
Assim, como Q(¢) é a projegao na diregao de r(¢), q(¢) segue que:

T(0,9) ((v,r*(9))r(9) + (v,q"(¢))a(9))
(v,7%(0))®(0)e2 + (v, ¢"(0)) P(0)es
(0, 7())r(0) + (v, 4"(6))a(6)-

T(0,9)Q(¢)v

Por outro lado,

onde e; = (1,0,0)T, e; = (0,1,0)T e e3 = (0,0, 1)7.

Assim concluimos a demonstracao do lema.

(5.18)

sek >k,
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Teorema C: Eziste um aberto U C Xg(R*) tal que para cada X € U existe um e-re-
escalonamento nas varidveis dado por (yy,ye,r,0,€), com e > 0 tal que nestas novas coorde-
nadas o campo € expresso por Y. e para cada € > 0 suficientemente proximo de zero, existe
k. > 0 tal que para k > k. existem duas solugoes homoclinicas simétricas associadas a uma

solugdo periddicas simétrica Yy(t,¢€).

Dem: Imediata a partir do lema fundamental 1.

5.2 Caso 6-Dimensional

Aqui, consideraremos um campo vetorial R-reversivel, com um equilibrio na origem, e
tal que a matriz da parte linear tem como autovalores 0 (duplo), +ai e +3i onde a, [ ou
sao nao ressonantes ou estao em ressonancia p : ¢ com p + q > 3.

Sem perda de generalidade, vamos supor que o campo esteja na forma normal de Belitskii
até a ordem dois, como dadas no teorema A e proposicao 2.7. Note que nos dois casos, as
formas normais até ordem dois coincidem.

Varios passos utilizados aqui serao similares ao do caso anterior e, desta forma, nestes
casos os detalhes serao omitidos.

Podemos escrever o campo vetorial na forma:

;

Zifl = T2
By = az? + b(a3 + 23) + (2 + 22) + o(3)
T3 = —axy — a1x174 + 0(3)

(5.19)

Ty = axz + ayr123 + 0(3)
Zi?5 = —5336 + asxi1xg + 0(3)
)

.i‘ﬁ = ﬁ$5 + asx1T5 + 0(3

\

Como antes, vamos supor que X satisfaz a condi¢ao genérica
Hi:{a>0, b,c<0eayay #0}.

Essa condicao nos fornece para a forma normal truncada, solugoes periddicas simétricas e
solucoes homoclinicas simétricas associadas a elas.
Sem perda de generalidade, suponha que a = 1, b,c¢ = —1. Isso pode ser feito por uma

mudanca de coordenadas.
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Escrevendo o sistema em coordenadas (x1, T2, Z1, x5, ) onde Z; = x3 + ix4 temos:

( .
1 = T2

iy = 22 — |Z1)? — (22 4+ 22) + Ry(21, 20, Z1, 71, T5, T6)
X : ¢ Zy=iZ(a+ a1xy) + Ro(x1, 9, Z1, Z, x5, 6)

i5 = —x6(08 + agx1) + R3(x1, 12, Z1, Z1, 5, T6)

ig = w5(8 + agw1) + Ry(w1, 20, Z1, Z1, 75, T6)

\

Considere a seguinte mudanca de variavel:

Ty = €Y1, To9= 53/2y2, Z1 =€z, Ty=E€Ys Tg=E¢€Ys, T = el/2¢ para € > 0.
(5.20)

Dai obtemos:
Y1 = Yo

Yo = y% - |Z1|2 - (y§ + yg) + Rl(yh?h, 21,5175957%,5)

. . 67 _
21 =12 (m + a161/2y1) + Ro(Y1, Y2, 21, 21, Y5, Y6, €)

. 5} ~
Ys = —Ys (m + a2€1/2y1 + R3(y1, Y2, 21, 21, Y5, Y6, €)

. I} _
Yo = Y5 (m + a251/2y1 + Ra(y1, Y2, 21, 21, Ys, Y6, €)

onde
Ry = O(e (|ya| + |z1] + lys| + [us])?),
Ry = O3 (lyn] + |z1] + lys| + |ve])®),
Rs, Ry = O(¥2 (ln| + |za| + lys| + lws))?)
Ainda,

Bi(Y',e) = Bu(Y,e) = O (e]Y' = Y),
Ro(Y',€) = Ry(Y,€) = O (Y — V),
Rg(Y/,FE) — Rg(Y, 8) =0 (63/2|Y/ — Y|)

onde Y (7) = (y1(7),y2(7), 21(7), 21(7), y5(7), y6 (7))
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Escrevendo o sistema em coordenadas vy, ys 21 = €', ys, ys temos:

Yo

y% - T% - (yg + ?Jg) + Rl(y17y27r17y57y670176)

dY RT‘l bl ’70’ ) 7975
E:ﬁ(y,@ﬂ: (yl Y2,71,Y5, Y6, U1 )

/6 ~
— s (m+a251/2y1 +Rg(y1,y2,7“1>y5796791>5)

16} .
Ys (m +a251/2y1 + R4(?/1a9277“17957y679175)

do,

(0%
| o = LY.00) = =5 + Roi(y1, 92,71, 95, 96, 01, €)

Aqui, Y(7) = (41(7), y2(7), 71(7), 45(7), 46 (7))

Nas novas coordenadas, a reversibilidade R é dada por:

R/fl(Y7 91) = _f1<R/Y7 _61) onde R/<y17 Y2,71,Ys, y6) = (yla —Y2,71,Ys, _yﬁ)

e ¢, é uma funcao impar.
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Ry =0 (e]Y]),

Ri(Y',01,¢) — Ry(Y.01,6) = O (e]Y — YY),

R, =0 (*7?)Y)),

R, (Y',01,8) = Ry (Y, 01,6) = O (2] = V),
Ry = O (£7Y])

R3(4)(Y/791a5) - R3(4)(Y7 9175) =0 (53/2|Y/ — Y|) ,

r

N 3/2
Ry = O (81/2 + 6—|Y|> ,

N . 1Y
Ro,(Y',01,€) — Rg, (Y,0,,6) = O (51/2 + g3/2 [—, - U} Y’ — Y\) .

Como antes, vamos restringir ao conjunto

"
&y = {(Yael)/SUPteR <My, > %} com 1 < —.

Assim, para (Y,6;) € &, temos:

1
2

Ry, = O(Y?), Ry, (Y',01,¢) — Ry, (Y,01,6) = O(2Y' —Y)).

Reduzindo o estudo ao subsistema f; considerando ; como o tempo, obtemos um sistema

na forma:

dY _

A -/\/’e(yv 5) + R(Y7 817 5)
db,

d91 «

E = m +R91(Y,91,€)
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Y2
yi—rt — (y3 + )

0
onde N, = Ve N, N = 3
“ Y6 (m + 5251/2?/1)

B 1/2
Ys <m + boe ™ 7yy

26b2:a2(1—é>.
o

Analisemos agora o sistema:
dy _
A M(Ya 5) + R(Y7 017 5)’
do,
Por uma reparametrizagao de 6; podemos considera-lo na forma

ay

Yo, o0 —
fet e,

=N(Y,e)+ R(Y,0:,¢)

com

r(Y,0,¢) = O (e|Y])
ro(Y,01,¢) = O (e]Y)])
R=| R, (Y,01,2) = O (*2]Y])
rs(Y,01,¢) = O (¥2]Y])
re(Y,01,2) = O (¥2]Y])

Assim podemos escrever

R(Y,01,e) = eR(Y, 01, ¢)

e com isso o sistema (5.21) fica na forma:

ay .
— = N(Y,e) + eR(Y, by,¢).
db,
Analisemos agora o sistema truncado
dy
— =N(Y,e).
a0, N(Y,e)

Esse sistema possui como integrais primeiras

v1
Hy =1}, H2=y§+y§, Hszy_Q_/ (s = Hy — Hy)ds.
0

¢ a forma normal truncada na ordem

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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Restringindo o estudo ao nivel Hy = 0 temos um subsistema em R? com as mesmas
caracteristicas do sistema do caso R*, isto é, para cada r; = k& > 0 existe uma O6rbita

homoclinica R'-métrica Hy(6;) para o equilibrio R'-simétrico Yy, = (k,0, k,0,0), onde
Hk(‘gl) = (yl(el)v y2(91)> k7 07 0)

com

3k 3kv/2ktanh (Y20,
VT 9 92(91) = ok
cosh? (791> cosh? (791>

Para o sistema original (truncado) o equilibrio Y} corresponde a uma 6rbita periédica

yi(6h) =k —

simétrica, e Hy(f;) a uma 6rbita homoclinica simétrica para a érbita periddica correspon-
dente.

Note ainda que a forma normal truncada em R® é invariante por

Sf(yhym 21795;?/6) = (y1ay2721€w7y5;?/6)

S}f(yl,yz,y37y4, 29) = (y17y27y37y47226w>‘

Assim, da S¢-equivariancia, a existéncia da érbita Hy(t) para Yy (¢) implica na existéncia
de outra érbita homoclinica simétrica para Yy (t), a saber, STH(t).

Logo, cada dérbita periddica tem duas érbitas homoclinicas simétricas associadas a ela.

Dado que as 6rbitas periddicas sdo persistentes para o sistema geral (Lyapunov-Schmidt)
queremos saber se as 6rbitas homoclinicas acima detectadas também sao persistentes.

Consideremos assim o sistema (5.22) e suponha que exista uma érbita de (5.22) da forma

Y (61, e) = Hi(0) — Vi + U6y, €) + Yi(61,¢) (5.24)

onde Yj(61,¢) é a continuacio de Y} para (5.22) detectada pela reducio de Lyapunov-
Schmidt.
Como antes, a fim de que (5.24) seja uma solugdo homoclinica para }Afk(el,s), vamos

restringir U ao conjunto
Ey={U = (y1,92.11,95,96)/ U € C°(R), U é R'-reversivel e U], < oo}

onde
U, = supg,er (|U(01,€)|e)) e v =V2ks, 0<d<L.
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Novamente, E., é um espago de Banach com a norma ||.||.

Além disso, uma restrigdo de £, como em (5.9) é necessdria para garantir que Y € &,.
Chamaremos tal restricao de E, 4.

A fim de que Y(fy,¢) seja uma solugao de (5.22), U(6y,e) deve ser uma solugao do

seguinte sistema:

ZTU — DN (Hp(61,€)) U = N (U(61,¢),61,€) + eR(U(6y,€),01,€) (5.25)
1

onde

NU(1,¢),600,6) =N (kal) Y+ U(61,2) + Vi(6y, g)) ~ N (Hy(6h))
N (¥i(61,2)) — DN (Hi(6:) U

A

R(U(®),01,e) =R (sz(@l) — Yy + U(by,e) + Yi(b1,¢), 01, €> -R (%(91,5)7 01, >€>
Assim como no caso 4-dimensional, existe M > 0 tal que:

IN(U6),6:,6)] <M <56_m01 4 e |Uby,e)] + ]U(91,5)|2)
IR, 2),01,2)]| < M (e 4 U6y, 2)))
V(

A

. (5.26)
IN(U",01,) = N(U, b1, ) || < M (e + [U(0r, )| + [U'(01,€)]) [(U" = U)(6y, )]
IR(U",61,€) — R(U, 01, ¢)|| < M|(U = U")(61,¢)]
Estudemos agora a linearizagao de (5.25) dada por:
au
— = DN (H(61),e) U. (5.27)
do,
Lembre que
Y2
yi =i — (U5 +u5)
0
N(Y> 5) = I&;
—Ye (m + 5251/291>
p
Ys <m + bae' Py

Hk<81) = <y1(91>7 y2(01)7 kv O? 0)
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Dai,
0 1 0
0 0 0
DN(Hk(el)a 8) - ﬂ 12 )
0 — (m + ng yl(el))
(81% + b261/2y1 (01)) 0

ou seja, a matriz DN (H(61)) é da forma bloco diagonal com dois blocos sendo um 3 x 3
e outro 2 x 2. Logo, podemos analisar separadamente cada bloco, para obter uma base de
solugoes para (5.27).

Quando restringimos ao bloco 3 x 3 temos uma base de solugoes, como no caso 4-dimensional,

dada por {p(61), r(61), q(61)} onde:

OHy,
06y

p(0y) = Doy — (y2<91>, %wl),o,o,o)

06,

que satisfaz:

R'p(61) = —p(—01), p(bh) =0 (e_m‘)l) para |0;] — oo.

OH 0 0
(60 = 0 = (G0, (6. 1.0,0)

que ¢ limitada e
R'r(@l) = r(—é’l).

q(0) segue da R'-reversibilidade do sistema restrito a R? e portanto ¢ da forma

q(01) = (q:1(01), 42(01),0,0,0), R,C](Ql) = q(—01)

q(6,) =0 <em91> para |0;| — oc.
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Para o bloco 2 x 2, como os autovalores dessa matriz sao imagindrios puros, segue que

uma base de solugoes ¢ dada por:

r+(61,¢) = (0,0,0,cos(h(0y,¢)), sen(h(b1,¢€)))

r_(01,€) = (0,0,0, —sen(h(01,¢)), cos(h(61,¢))),

onde ,
h(0y,¢) = %91 + b2€1/2/ y1(s)ds.
0

Note ainda que r,, r_ sao limitadas e que

R,T+(01,€) = T+<—81,€)
R’r_(91,5) = —7”_(—91,8).

Segue imediatamente das formas de p, r, ¢, 7y e r_ que o conjunto

{p(91), 7‘((91), (](01), T-l—(el?g)’ T—(glvg)}

é linearmente independente e portanto forma uma base de solugoes de (5.27).
Como fizemos no caso 4-dimensional, seja {p*(61), r*(61), ¢*(61), 77.(61,¢), 7" (61,¢)} a

respectiva base adjunta, a qual é uma base de solucoes da equacgao adjunta

dU
e —DN (Hy(6y),e)" U

e tal que:

p*(6h) = O (emal) quando |6;| — co  R'p*(0;) = —p*(—6,)
7*(6;) é limitada R'r*(60)) = r*(—6;)

¢*(6,) =0 <e‘m91) quando |01 — oo R'q*(6,) = ¢*(—6,)

(6, ¢) sao limitadas R'r%(61,€) = 17 (=04, ¢)

Com isso, podemos escrever a solugao de (5.25) na forma:
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U(by,¢e) = (ao + /091 <]\7(U(s), s, €) + 51:2([](3), 375)7p*(5)> ds> p(61)

S
+

< . /0 ) <N(U(s), s,) +eR(U(s), 8,5),q*(s)> ds> q(6,)
+ (co+/061 <J\7(U(s),s,5)+5R(U(s),s,5),r*(s)>ds) r(6))
(do + /091 (R(WU(s).5.) +R(U(s),5,2). 7 (5.2) ds) ro(0),2)

+

+ <eo + /091 <]\7(U(s),s,5) +£R(U(s),s,5),ri(s,a)> ds> r_(01,¢).

Como supomos U — 0 quando #; — oo devemos ter:

0, X

(q*(61),U(0y,¢)) = b, + /0 <N(U(s),s,5) + 5R(U(s),s,€),q*(s)> ds — 0 quando #; — oo
0, R

(r*(61),U(0y,¢)) = co + /0 <N(U(s),s,€) + 5R(U(s),s,z—:),r*(s)> ds — 0 quando #; — o
0, R

(r1.(61),U(b:1,¢)) = d, +/0 <N(U(s), s,e) +eR(U(s), 5,5),ri(s)> ds — 0 quando 0; — oo

(r*(61),U(b1,¢)) = e, + <N ,s,6) +eR(U(s), s 5),r’i(s)>ds — 0 quando 6, — oc.

c\

Dai,
N(U(s),s,¢) + eR(U(s), s 5),q*(s)>ds

| |
c\

N(U(s),s,€) + eR(U(s), s 5),r*(s)>ds

| |
N

(5.28)

| |
N

(v
(v
<N , S, €) +8R (U(s),s 5),ri(s,5)>ds
(i

N(U(s),s,e) +cR(U(s),s &t),fr’i(s)>ds.

| |
c\
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Ainda, a fim de que U seja R'-reversivel devemos ter:
0= R'U(0,e) — U(0,¢) = 2aop(0) + 2¢,r_(0,¢) (5.29)

e dai

a, =0 =e,.

Logo, de (5.28) e (5.29) temos:

a, =0

~

/0 h <N(U(s), 5,) + eR(U(5), 5,€), 7 (s, g)> ds = 0. (5.30)

Desta forma, podemos escrever:

U6y, ) = /091 <N(U(s), s,2) + eR(U(s), s, 6),p*(8)> ds p(61)

. eoo <N(U(s), s,€) + eR(U(s), 5,€), q*(s)> ds q(61)

_ / T {BU(s),5,8) + RWU(s).5.2).1°(5) s (61)

01

_ /OO (N(U(s),5,0) + eR(U(s),5,2), 7% (5,€) ) ds 74 (01, )

01

~

— /OO <N(U(s),s,5) + 5R(U(s),s,5),ri(8,€)> ds r_(01,¢).

01

Suponha que a condicao (5.30) seja satisfeita.

Com isso, para mostrar a existéncia de uma solugao limitada U(6y,¢) de (5.25) devemos
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encontrar um ponto fixo para o funcional

A

G (U0, 2)) = /0 {BU(s),5.2) + RO (). 5.).0°() ) ds p(61)

~

— /Oo <N(U(s),s,6) + 5R(U(s),5,€),q*(8)> ds q(01)

01

~

- /0100 <N(U(s), s,e) +eR(U(s), s, g),r*(s)> ds r(6h)

— /oo <N(U(s),s,6) + 6R(U(S),S,€),Ti($,€)> ds ry(01,¢)

01

—/ <N(U(s),s,5) n ER(U(S),S,e),ri(s,e)> ds r_(6y,¢).
01

Isso pode ser feito como no caso 4-dimensinal, considerando a fungao G(U) restrita ao
conjunto:

n
E’y,d = {U € E»y, HUH'\/ S d7 |HT1(U)| S %}

para d suficientemente pequeno.
O objetivo é encontrar tal ponto fixo em E. 4.

Note que as estimativas feitas no caso 4-dimensional foram obtidas utilizando os seguintes

fatos:

o p(6) =0 () e pr(0) = O ()
o 1(6), r*(0) sdo limitados;
e q(0) =0 <6m0> eq (6)=0 (e*m9> ;
e As desigualdades (5.11).

Como todas essas propriedades também sao validas aqui, concluimos que tais estimativas

também se aplicam neste caso, isto é,

IGWIy < M" | (e +1U17)

(V2k = ~)y

V2k
(V2k — )y

=

IGU) = Gy < M" | (e+ (U]l + 1U7115)) 17 =Tl
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Além disso, segue que G(U) é R'-reversivel.
Com isso, obtemos o mesmo resultado que no caso 4-dimensional.

Lembre ainda que podemos considerar ao invés de (5.24) uma solucao alternativa dada
por

Y (01,€) = Hp(0y) — Y + U(0y, ) + Y (61 + 7, ¢) (5.31)

e, desta forma, obter duas solugoes homoclinicas associadas a Yk(Ql, g).

Assim, podemos estabelecer o seguinte resultado:
Lema Fundamental 2: Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, eziste k. > 0 tal que se
k > k. > 0 entao Yk(ﬁl, e) admite duas drbitas homoclinicas simétricas desde que a condi¢ao
(5.30) seja satisfeita.

O resultado seguinte, assim como no caso 4-dimensional, segue do lema anterior:

Teorema 5.2. Eziste um aberto U C Xr(R®) tal que para cada X € U existe um e-re-
escalonamento nas varidveis dado por (y1,y2,71,01,Ys, Ys€), com € > 0 tal que nestas novas
coordenadas o campo € expresso por Y. e para cada € > 0 suficientemente proximo de zero,
existe k. > 0 tal que para k > k. existem duas solugoes homoclinicas simétricas associadas

a uma solugdo periddicas simétrica Yy (t,e) desde que a condi¢ao (5.30) seja satisfeita.
Como conseqiiéncia os seguintes corolarios seguem:

Coroldrio 5.3. Se Y em (5.22) admite Hy = y? + y2 como integral primeira, entio Y

satisfaz (5.30) e assim o teorema 5.2 é aplicdvel.

Note que o nosso campo vetorial (5.19) quando truncado nos termos de ordem dois,

admite outras reversibilidades atém da R fixada inicialmente como:
S1(Y1, Y2, Y35 Yas Ys, Y6) = (Y1, —Y25 Y3, —Ya, —Ys5, Ye)

52(3-/17 Y2,Y3,Y4, Y5, yG) = (yla —Y2, —Y3,Y4,Ys, _yﬁ)
entre outras.

Com isso podemos estabelecer o seguinte:

Corolario 5.4. SeY em (5.22) € S| -reversivel, onde S}(y1, Y2, 71, Y5, Ys) = (Y1, —Y2, 71, — Y5, Ys)

entio Y satisfaz (5.30) e assim o teorema 5.2 € aplicdvel.
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Nota: A demonstragao dos coroldrios anteriores segue do fato de que, em ambos os casos,
a sub-variedade {z5 = x4 = 0} é invariantes e, desta forma, a condigao (5.30) é trivialmente

satisfeita.

Finalmente, podemos ver que o mesmo raciocinio feito para as solugoes periddicas de
) . m . N - o ) s 2m
periodo préoximo a —, também se aplica as solugoes periddicas de periodo préximo a F
a



CAPITULO 6

Persisténcia de Toros Invariantes

O objetivo deste capitulo é estabelecer, através de resultados provenientes da Teoria
KAM, mais especificamente do teorema 1.13, a persisténcia de familias de toros 77 invari-
antes para familias de campos vetoriais em RS X (z, ) tal que X (0,0) = 0 é um equilibrio
0-nao-ressonante ou 0 : p : g-ressonante com p + ¢ > 3. Lembremos que, em ambos os casos,

as formas normais de Belitskii de ordem dois coincidem.

Consideremos aqui um campo vetorial
= X(z), v€R"®

com uma singularidade isolada na origem, onde A = DX (0) tem autovalores satisfazendo as

condicoes de 0-nao-ressonancia ou 0 : p : g-ressonancia. Desta forma, temos
spec(A) = {0¥), +ia, +if}

onde 0?) indica que 0 é um autovalor com multiplicidade algébrica 2. Como antes, iremos
supor que a respectiva multiplicidade geométrica é 1. Além disso, supomos que X é R-
reversivel, onde

R(mla X2,X3,T4,Ts5, xG) = (xla —T2,T3, —T4,Ts, _$6)

e que X é um campo real analitico. Broer estabeleceu em [4] que isso, de fato, ndo é uma

restricao ja que adaptacdes podem ser feitas para o caso C* ou mesmo C* com k < oco. A

96
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demonstracao inicial fora feita para o caso em que a familia X é analitica. No entanto, se
X é de classe C'*° nao analitica pode-se considerar na demonstragao original uma seqiiéncia
de campos analiticos convergindo para o campo X e a partir dai aplicar o resultado obtido
para campos analiticos. Para mais detalhes ver Apéndice do capitulo 1 em [4].

Como sabemos, é possivel obter uma mudanga de coordenadas h = Id+ 0(2), comutando
com a involucao R, de forma que o campo X ¢é levado por h na forma normal de Belitskii de
uma dada ordem m com m arbitrario.

Segue do teorema A e da Proposicao 2.7 que, para m = 2, a seguinte forma de X é

atingida:
( 1= X9
Ty = bix?+ o2k +22) + dy (22 + 22) + 0(3)
3= —x4(a+a1xy) + o(3)
4= x3(a+ajxy) + 0o(3)
5 = —x¢(f+ asxy) + 0o(3)
¢ = x5(8+ asxy) + 0(3)

\

A fim de que toros 2-dimensionais sejam possiveis as seguintes condicoes genéricas serao

impostas:

H, : {b101 < 0, bidy < 0}

Sem perda de generalidade iremos supor b, > 0, ¢; <0, d; < 0.
Além disso, inserimos o campo vetorial acima numa familia genérica a um-parametro de
campos vetoriais em R® dada por:

(

Bo = AN+b(Naf+ (N (@3 + 27) + di(N) (22 + 23) + o(3)
~ : Ztg = —1:4(oz+)\+a1()\)a:1) ( )

= xz(a+ A+ a;(N)x1) + o(3)
5 = —x6(f+ A+ az(N)x1) + o(3)
ig = 5(8+ A+ az(A)z1) +0(3)

\

onde A € (—a,a), 0 <a< 1.

Nosso objetivo ¢é estabelecer o seguinte resultado:
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Teorema D: Seja X, (z) = X (z, \) uma familia analitica de campos vetoriais R-reversiveis
em R® como em (6.1) onde X, tem um equilibrio na origem 0-ndo-ressonante ou 0:p:q-
ressonante com p + q > 3. Entao, numa vizinhanca suficientemente proxima da origem,
existe um “conjunto de Cantor” X -invariante V.C R® x P difeomorfo por um difeomor-
fismo C>®-préximo a identidade a T? x {0} x I, C R® x P. Em cada toro Vy x {\},\ € T,
uma equivaléncia topologica de X a X ¢ induzida e tal equivaléncia ® preserva a projecao em
P e o comportamento linear normal onde X € dado pelo truncamento de (6.1) nos termos

de ordem dois.
Nota: A familia de Cantor de toros invariantes persistentes, como no teorema acima, é

dada pelo conjunto I', dos parametros associados a freqiiéncias internas que satisfazem as

condigoes Diofantinas dadas pelas desigualdades [(w, k)| > v|k|™", k € Z, ou seja,

pely & [wp), k)| =9k, ke

Demonstracao do Teorema D: Consideremos inicialmente o campo vetorial (6.1) nas

varidveis (61, 0y, 71,72, 71, 13) € T? x R? x R? = M. Assim podemos escrever:

01 = (4N +ay(Nag + o(3)
0y = (B+N\) +ax(N)x1 4 0(3)

~ 7‘“1 = 0(3)

X)\ : 6.2
o = 0(3) 6.2)
o= A+ b (N2 +ci(AN)r? + di(N)r3 + o(3)

Esta familia de campos vetoriais sera vista como uma perturbacao analitica da familia
de campos vetoriais dada pelo truncamento nos termos de ordem dois do campo acima, ou
seja, do campo polinomial de ordem dois que é dado na forma normal, o qual é escrito na

forma:
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r = 0
X)\I .

To = 0

Ztlz )

jﬁg = ) + bl ()\)ZE% + Cl(A)T% + dl (/\)7"%

\

para (01,0s,71,79, 71, 129) € T? x R? x R?, j& que (61, 03) sdao dados mod 27.

Note que X, é um campo préximo a X, para z numa vizinhanca da origem.
Por simplicidade, considerando a hipotese Hs, suponha b; =1, ¢y =d; = —1.

A familia X, possui como integrais primeiras as fungoes

le T%
HQZ T‘%
2 1
Hy = %_/ (A +s* — Hi — Hy) ds
0

Fixados r1,79 > 0 temos que, para cada equilibrio do subsistema

T 1)
fy= A+ai—(i+r3)

temos associado um 2-toro T2, invariante pelo fluxo.

Os equilibrios do sistema acima sao dados por:

(i\/r%—l—rg—)\,())

desde que 72 + r2 — X\ > 0. Desta forma, temos dois 2-toros invariantes para o nosso campo

polinomial de ordem dois.

Analisemos o 2-toro obtido a partir do equilibrio (\/ 72+ 13—\ O) .

A fim de que o mesmo seja associado a um equilibrio na origem, consideremos a seguinte

mudanca de coordenadas:

Yy = ZEl—\/T%‘i‘T%—A

Y2 = T2
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Desta forma obtemos um novo sistema dependendo do parametro A como abaixo:

(6= (a+A+aMVZ+2=A)+a(Nn
by = (B+A+a(MVri+m3=X) +a(\n
= 0
Fr= 0
U=

Y2
[ o= 2¢/ri 473 — X + i

Nosso objetivo a partir daqui é estabelecer condigoes para a persisténcia dos dois toros in-
variantes detectados no campo acima para o nosso campo geral, o qual nao é necessariamente
integravel.

Note que o campo nao truncado pode ser visto como uma perturbacao de um campo
vetorial integravel numa vizinhanca da origem.

A partir daqui serd conveniente considerar o problema localizado. Isso consiste no
seguinte: cada par (ry, ) = (ki, k2) é visto como um par de parametros adicionais, obtendo
assim uma familia a trés parametros onde, para cada valor dos parametros (ki, k2, \) € P,
P =R" xR" X (—a,a) 0 < a < 1, temos associado um 2-toro invariante que corresponde
ao equilibrio na origem do subsistema (91, 7).

Note que, neste novo contexto localizado, cada campo vetorial tem associado a ele um
unico toro 2-dimensional, visto que, para cada conjunto de nivel das integrais primeiras H;
e H,, associamos um campo vetorial especifico na familia X, g, 1.

Formalmente, podemos fazer essa localizagao tomando
r=k+ro. € Xl Twe, y; k, N) = X(0,k + rioe, Y, \).

onde r = (r1,r2), k= (k1,k2) € Tioe = ("1,10¢: T2,10¢) ~ (0, 0).

Desta forma, obtemos uma familia parametrizada de campos vetoriais R-reversiveis.
Neste novo contexto, estamos interessados na persisténcia do toro invariante 7, correspon-
dendo a (re,y) = (0,0). Em outras palavras, para quais valores dos parametros (kq, ko, A)

o toro Xy, i, r-invariante é persistente.
Por simplicidade, nao escreveremos a partir daqui, o subescrito ”loc”.

Neste novo contexto podemos escrever nossa familia de campos vetoriais na seguinte
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forma:

a+A+a(A)VE+E — X)) +a (N
B4+ A+ as(AN)VE2+ k2 — X)) + ax(MNy

Xy(o, k) =4 "= (6.3)

‘
D> D
(O
| |

o O/~

U=y

2
[ Go= 2VE? +kE— dyr + i

x = (61,02,71,72,91,92) € T*> x R* x R?.

Note que a familia (6.2) é uma perturbacao da familia (6.3) agora no contexto localizado.

Nosso objetivo, a partir daqui, é aplicar o teorema 1.13 a fim de estabelecer a persisténcia

do toro T, para a familia (6.2) no contexto localizado.

Para o campo vetorial, como definido em (6.3), a aplicacao F associada dada no teorema
1.13 nao é uma submersao. Por isso, a fim de que esta hipdtese seja satisfeita, consideremos

um parametro adicional obtido através de uma reparametrizacao do tempo, isto é,
t=mnr, >0
obtendo, desta forma, o campo

nXny(z, k,\) = Xy(z, k, A\, n).

Esta familia é topologicamente (orbitalmente) equivalente a familia (6.3).

Considera agora, para cada € > 0, o seguinte operador:

D.: M — M
_ (oY
(0.r.y) = DO.ry) = (6.2.5).

Esse operador comuta com a involucao G e portanto preserva a reversibilidade.

Note que, para nosso caso, a involucao GG é dada por

G(0,r,x) = (—0,r,Sz), onde S(xy,x2) = (w1, —3).
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Pela linearidade de D, temos:

(De), Xn(z,k, A m) = De(Xn (DZHO,7,), K, A m))
n(@+ A+ aN)VE R = X) +nai (Ve
n(8+ X+ as(M\)Vk? + k2 — X)) +naa(N) ey
0
0

ny2
20\ ki + k3 — My + €27

Fazendo € — 0 temos o seguinte campo vetorial:
Y(0,r,y) = (w(k,\,n),0,Qk,\,n)y)

onde

9 = (61792)7

w(k, \,n) :n<a+/\+a1(>\) k%+k§—A,5+A+a2(A)\/k:%+k§—A>

Q(k, A\, 1) = 0 7
R W v W)

spec (Q(k, Am)) = {£v2n (k8 + k5 = 0)"* |

Agora note que

que ¢é formado por autovalores simples para todon > 0, (k1,ks) € (0,¢1)? e A ~ 0. (lembre-se
que consideramos parametros tais que k7 + k3 — XA > 0.)

Além disso, a aplicagao
F: Poex Px(0,65) = R*x R

dada por
Flk ) = (kA ), V2008 + K = 0)Y)

é tal que DF(k, \,n) tem, genericamente, posto 3 sendo assim uma submersao.
Portanto, pelo teorema 1.13, podemos encontrar uma vizinhanca U de Y onde todo

campo vetorial Y € U é conjugado a Y no conjunto T, x ', ou seja, a familia de toros

¥
T, x I'y, persiste numa vizinhanca de Y.
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Para obter o resultado para o campo vetorial Xy(z, k, A\,n) tome € > 0 suficientemente
pequeno, tal que (D.), Xy € U. Seja U’ C U uma vizinhanca aberta de (D), Xy. Entao
podemos encontrar uma conjugacao no conjunto 7, x I';, entre (D.), Xy e todos os campos
vetoriais em U’.

Aplicando o “pull-back” (D.)" a U’ concluimos que todos os campos vetoriais na viz-
inhanca U/ = (D.)" (U') de Xn(x,k,\,n) sdo conjugados quando restritos ao conjunto de
Cantor de toros Xy-invariantes T;, x I',.

Como a familia Xy (x,k, \) é equivalente a Xy(x, k, \,n) segue que o mesmo é vélido

para Xy(x,k, \) por equivaléncia topoldgica.



Apeéendice 1

Nesta se¢ao apresentaremos alguns problemas onde pretendemos trabalhar, com o obje-
tivo de estender e melhorar alguns resultados obtidos nesta tese.
Seja
= X(x)

um campo vetorial C°° em R® com um equilibrio na origem. Denotemos o conjunto de tais
campos por ®, (RY).

Suponha que existam duas involucoes lineares Ry e Ry em RS tais que X é R;-reversivel
para i = 1,2 e dim Fiz(R,) = 3.

Entao, como vimos anteriormente, segue que X é S-equivariante, onde S = R; o Rs.

Neste caso diremos que X é um campo reversivel-equivariante.

Suponha ainda que R; e R, estdo em posicao genérica em R no sentido de que Fiz(R;)
e Fix(Ry) sao transversais em RS,

Nosso objetivo aqui é estender, para campos vetoriais reversiveis-equivariantes mais gerais
o resultado obtido no corolario 5.4, isto é, estabelecer a persisténcia de solucoes homoclinicas
para familias de solugoes periddicas que convergem para um equilibrio (fixado, sem perda de
generalidade, na origem).

A presenca de simetrias adicionais é importante pelo fato de que, com isso, é possivel
encontrar variedades invariantes de dimensao menor que 6.

De fato, para sistemas S-equivariantes a variedade Fiz(S) resulta ser X-invariante.

Com essa reducao de dimensao, condicoes de transversalidade que eventualmente nao

ocorrem quando consideramos o campo em RS podem ser possiveis quando restringimos o
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campo a variedade invariantes Fiz(S).
Note que quando consideramos o problema da persisténcia de solucoes homoclinicas para

o caso 4-dimensional tinhamos por um lado,
dim Fiz(R) = 2

e, por outro lado, as variedades estaveis das solucoes periddicas eram dois dimensionais e,
que em R* estdo em posicao gendrica. Dai fora possivel obter o resultado sem restricoes
adicionais.

Por outro lado, o caso RS estudado satisfaz as seguintes propriedades:

dim Fiz(R) =3

dim W* (yi(t)) = 2

onde x(t) é a familia a um-parametro de solugdes periddicas para o campo truncado.

Desta forma, nao podemos ter transversalidade em RS entre Fix(R) e W* (74(t)) neste
caso.

No entanto, quando consideramos a reversibilidade adicional, tal transversalidade ocorre
quando restrito a Fiz(S).

Dentro deste mesmo mundo (reversivel-equivariante) pretendemos encontrar formas nor-
mais a fim de aplicar a reducao de Lyapunov-Schmidt para obter familias de solugoes
peridédicas R;-simétricas.

Um artigo que trata de campos reversiveis-equivariantes como descritos acima ¢é a re-
feréncia [6].

Ainda no mundo reversivel-equivariante temos interesse no seguinte problema:

Suponha que um elemento X, € ®, (R?") satisfaca:

(i) X(0) = 0 e os autovalores de DX(0) sao A; = 0 (duplo), Ay = +ip, A3 = =ig,
A = Hiay, ...\, = Fiay,.

(ii) no par {Ag, A3} é permitido ocorrer a tnica ressonancia sobre o conjunto A = {\;, j =
1,...,n}.

(iii) X é um campo vetorial reversivel e equivariante segundo involugoes lineares Ry e Ry,

onde Ry e Ry estao em posigao genérica.
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(iv) Caso n = 3, isto é, campos vetoriais em RO : seja e = 0 ou 1.

Consideraremos dois casos distintos: onde a matriz DX,(0) tem as seguintes formas:

Neste caso, para € # 0 os autovalores £¢ tém multiplicidade geométrica 1 e para € = 0
multiplicidade geométrica 2.
(v) Considere @, ,, o espaco das familias X , a dois-parametros de campos vetoriais equiva-

riantes e reversiveis tais que Xpo € @, e tal que

Xou(m1, 22,91, 42, 21, 22) = Xoo(T1, T2, Y1, Y2, 21, 22) + (0.A, py1, pry2, 0,0) + o(n,)

com A, i proximos de 0 e n, > 1.
As seguintes questoes serao objeto de estudo:

1. Encontrar a forma normal (formal) de Belistkii X para os elementos X € ®,. Estudar
as propriedades que possui um elemento expresso pela forma normal acima determinada.
Esperamos encontrar entao condigoes para a existéncia de familias de érbitas periddicas,
toros invariantes e érbitas homoclinicas convergindo para a origem para tais X.

2. Verificar quais destas propriedades (acima citadas) persistem quando o sistema original
X é considerado.

3. Estudar as propriedades do campo bifurcado X ,.

Um outro ponto de nosso interesse é extender os resultados estabelecidos no capitulo
5 para campos em RS com equilibrios na origem it 0:1:2-ressonantes e it 0:1:1-ressonantes.
Note que, para esses campos, a forma normal truncada nao é integravel. Dai, um estudo
mais cuidadoso dessa forma normal se faz necessario a fim de detectar familias de solucoes

homoclinicas para a forma normal.
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Uma outra linha de estudos do nosso interesse refere-se a existéncia de familias de 3-toros
invariantes para familias de campos vetoriais reversiveis como os abordados no capitulo 6
desta tese.

E possivel mostrar que tais familias de toros invariantes existem quando consideramos
a familia truncada. No entanto, quando escrevemos essa familia na forma (6.2), agora nas
coordenadas (0y, 0, 03, 11, 19, r3) € T> <R3, sua expressao ¢ dada por fungoes que dependem
das variaveis 6;, i = 1,2, 3. Neste caso o teorema 1.13 nao pode ser aplicado.

Assim, nosso objetivo é encontrar um sistema de coordenadas tal que o campo possa ser
escrito de forma a independer das varidveis #; (Forma Floquet).

O mesmo argumento é vélido para as familias em R* com respeito a existéncia de 2-toros.



Apendice 2

Nesta secao apresentamos o algoritmo utilizado para obter as formas normais dadas nos

Teoremas 2.9 e 2.10 do capitulo 2.

> restart;with(Groebner):with(linalg):
Entre com a matriz:

> Nbre:=6:A:=matrix([[0,1,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0],0,0,0.-1,1,0],0,0,1,0,0,1],
[0707070,07'1] ) [070707071?0]]);

ou

> Nbre:=6:A:=matrix([[0,1,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0],[0,0,0,-1,0,0],[0,0,1,0,0,0],
[0,0,0,0,0,-1],[0,0,0,0,1,0]]);
A funcao degreFormelMon computa o grau de um monémio x1¥1 222 . 265, isto é,

[k1, k2, ..., kg] Os k;’s sdo inteiros formais.

> capturerMonomes:=proc(Polynome)
local ZEROMONO, ListeMon,;
ListeMon:=remove(x— >(x=ZEROMONO),[op(Polynome+ZEROMONO)]);
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ListeMon;

end:

> degreFormelMon:=proc(m)
local mm;
mm:=combine(m,power);
[seq(logFormel(mm,var),var=[seq(x[i],i=1..Nbre)])];

end:

> logFormel:=proc(Monome, Var)
if diff(Monome,Var) = 0 then 0 else

simplify (eval(diff(Monome,Var) /Monome,[seq(x[i]=1,i=1..Nbre)])) fi;

end:

> degreFormelPol:=proc(Polynome)

[seq(degreFormelMon(m),m=capturerMonomes(Polynome))];

end:

> coeffFormelsNuls:=proc(Polynome)
7 on calcule les coeffs en évaluant a 1 chaque variable.

local mm,m,cm,SetCoeffNul;
if Polynome=0 then RETURN() fi;
SetCoeffNul:=;
for m in capturerMonomes(Polynome) do
cm:=eval(m,[seq(x[i|=1,i=1..Nbre)]);
SetCoeffNul:=cm,op(SetCoeffNul);
od;
seq(cm=0,cm=SetCoeffNul);

end:
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> TesterMonomeR:=proc(H,A)
local Hv,AH,X,AX,DH,DHAX DIF,Residu:
Hv:=transpose(matrix([[op(H)]]));
AH:=multiply(transpose(A),Hv);
X:=transpose(matrix([[seq(x[i],i=1..Nbre)]]));
AX:=multiply(transpose(A),X);
DH:=jacobian(H,[seq(x[i],i=1..Nbre)]);
DHAX:=multiply(DH,AX);
DIF:=evalm(AH-DHAX);
map(x— >simplify(expand(x,power)),[seq(DIF[i,1],i=1..Nbre)]);

end:

> construitMonomeScalaire:=proc(Coefficient,Indice, LettreExpo)
local i,a.k;
a:=Coeflicient;i:=Indice;k:=LettreExpo;
foldl( **, a, op([seq(w[j]*[i, j}.i=1..Nbre)]));

end:

> VectMonoGene:=[seq(construitMonomeScalaire(a[i],i,k),i=1..Nbre)];

> VecPolCond:=(TesterMonomeR(VectMonoGene,A)):

> homog:=proc(Nbre,d)
local liste;
liste:=[op(expand((foldl(‘+*,0,seq(x[j],j=1..Nbre)))9))];
liste:=[seq(simplify(i/eval(i,[seq(x[j]=1,j=1..Nbre)]) ) i=liste)];end;
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> kroneck:=proc(i,j)
if i=j then RETURN(1) else RETURN(0) fi; end:

> h:=homog(6,2);

> TousLesMon:=[seq(seq([seq(expand (kroneck(i,j)*m),j=1..6)],m=h),i=1..6)];

> TesterMonomeR:=proc(H,A)
local Hv,AH,X,AX,DH,DHAX DIF,Residu;
Hv:=transpose(matrix([[op(H)]]));
AH:=multiply(transpose(A),Hv);
X:=transpose(matrix([[seq(x[i],i=1..Nbre)]]));
AX:=multiply(transpose(A),X);
DH:=jacobian(H,[seq(x[i],i=1..Nbre)]);
DHAX:=multiply(DH,AX);
DIF:=evalm(AH-DHAX);
map(x— >simplify(expand(x,power)),[seq(DIF[i,1],i=1..Nbre)]);

end:

> CombLin:=[seq(foldl(‘+,0,seq(a[i,op(j)]*op(j,homog(Nbre,2)),
j=1..nops(homog(Nbre,2)))),i=1..Nbre)];

> TM:=TesterMonomeR(CombLin,A);

> SysLinFinal:=remove(x— >x=0,[seq(coeffs(TM][j],[seq(x[i],i=1..Nbre)]),j=1..Nbre)]);
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> RelationsCoeffsFN2:=solve(op(SysLinFinal),indets(SysLinFinal));

o 2-jato da forma normal tem a forma:

> FormeNormale2:=eval(CombLin,RelationsCoeffsFN2);

> TesterMonomeR (FormeNormale2,A); 7 verification

na sequéncia a forma normal é reescrita, reenumerando os coeficientes.

> Symboles:=[op(seq(op(indets(FormeNormale2[i])),i=1..Nbre))]:

> for i from 1 to Nbre do Symboles:=remove(t— >t=x[i],Symboles) od:

> ForNorRed2:=eval(FormeNormale2,[seq(Symboles[i]=c[i],i=1..nops(Symboles)),
seq(x[i|=X[i],i=1..Nbre)]):

> multiply (A, matrix([seq([X[i]],i=1..Nbre)]))+
matrix([seq([collect (ForNorRed?2[i],[seq(X[v],v=1..Nbre)|,distributed)],
i=1..Nbre)));
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