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Resumo

Esta dissertacao introduz as primeiras nogoes para o estudo da teoria de algebras que
satisfazem identidades polinomiais (chamadas PI - dlgebras), bem como alguns resultados
importantes.

Expomos alguns fatos e resultados fundamentais sobre representagoes dos grupos simétricos
e geral linear. Estes resultados serao posteriormente utilizados para estudar as identidades
polinomiais da algebra das matrizes de ordem dois sobre um corpo de caracteristica 0.

Apresentamos os métodos desenvolvidos por Razmyslov, que permitem descrever uma
base para as identidades da algebra associativa das matrizes 2 x 2, bem como para a algebra
de Lie das matrizes 2 x 2 de trago zero. Em seguida expomos o trabalho de Drensky, no
qual ¢é utilizado teoria de representacoes para obter uma base minimal para esta algebra

importante.
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Abstract

This work introduces the first notions for the study of the theory of algebras that satisfy
polynomial identities (so called Pl-algebras), as well as some important results.

We discuss the fundamental facts and results about representations of the symmetric and
the general linear groups. These results are used later on to study the polynomial identities
of the 2 x 2 matrix algebra over a field of characteristic 0.

We present the methods developed by Razmyslov in order to describe a basis for the
identities for the associative algebra of the 2 x 2 matrices as well as for the Lie algebra of
the 2 x 2 traceless matrices. Furthermore we expose the work of Drensky where he applies

the representation theory for obtaining a minimal basis for this important algebra.
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Introducao

As algebras com identidades polinomiais sao algebras para as quais existe um polindmio
nao nulo, em varidveis nao necessariamente comutativas, que se anula sobre tal algebra. Tais
algebras também sao chamadas de Pl-dlgebras. Exemplos de Pl-dlgebras sao as dlgebras de
matrizes sobre anéis, bem como as algebras comutativas e algebras de dimensao finita. O ob-
jetivo de estudar Pl-dlgebras é tentar entender como a existéncia de identidades polinomiais
influéncia na compreensao da estrutura das algebras que as satisfazem.

O desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais se deu em torno dos anos 1950,
quando foi publicado o Teorema de Amitsur-Levitzki, mostrando que a algebra das matrizes
de ordem n satisfaz a identidade “standard”, de grau 2n. Na mesma época, Specht apre-
sentou a questao: “Toda dlgebra associativa possui uma base finita para suas identidades
polinomiais?”. Esta pergunta ficou conhecida como o Problema de Specht e motivou uma
boa parte do desenvolvimento desta teoria. O Problema de Specht foi respondido afirmati-
vamente em 1987 por Kemer.

Nesta dissertacao apresentamos um estudo das identidades polinomiais da élgebra das
matrizes de ordem dois sobre corpos de caracteristica zero. Para este estudo utilizamos o
método de representacoes de grupos. A origem deste método pode ser encontrada nos artigos
de Malcev [24] e Specht [31], em 1950, onde eles aplicam pela primeira vez representagoes do
grupo simétrico para estudar PI - dlgebras. Outras contribuicoes ao método foram desenvol-

vidas em uma série de artigos de Regev, como por exemplo, em [27], utilizando a linguagem
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de representagoes do grupo simétrico, nos anos 70. Regev também utilizou outras técnicas
como métodos assintéticos e combinatorios que hoje sao considerados como uma parte do
método da teoria de representagoes. Posteriormente, Berele [3] e Drensky [7], nos anos 80,
comecaram a utilizar representacoes do grupo geral linear que apareceram inicialmente em

alguns artigos de Razmyslov, Procesi e outros. Aplicamos estes métodos para estudar as

identidades de My (K).

Para estudarmos as identidades de My(K) utilizamos a abordagem feita por Razmyslov
em [26]. Tal abordagem consiste em estudar primeiro as identidades que sao vélidas somente
em slo(K). Tais identidades que se verificam numa subdlgebra de Lie G de uma algebra as-
sociativa R sao chamadas identidades fracas ou identidades polinomiais de representacoes de
algebras de Lie e sao muito tteis no estudo de identidades em algebras nao associativas rela-
cionadas com as associativas como, por exemplo, algebras de Lie, Jordan, alternativas, etc.
Este modo de abordar o problema apareceu pela primeira vez nos trabalhos de Razmyslov.
Sendo assim olhamos primeiro para o problema de encontrar um conjunto de geradores para

as identidades polinomiais da algebra de Lie sly(K).

Quanto ao texto, ele esta dividido em cinco capitulos, onde expomos os resultados dos
artigos [6] e [26] que originaram esta dissertagdo. Os capitulos estao organizados da seguinte

forma:

O primeiro é um capitulo preliminar, onde apresentamos alguns dos nossos principais
objetos de estudo e resultados cléssicos da Teoria de Identidades Polinomiais. Este capitulo
contém além disso, algumas definigbes bésicas, bem como alguns resultados sobre repre-

sentagoes de grupos, que serao uteis nos capitulos seguintes.

O segundo capitulo comeca apresentando alguns resultados sobre representacoes do grupo
simétrico. Tais resultados, serao a seguir utilizados para estudar certos tipos de identidades
da élgebra das matrizes de traco zero, sly(K), sobre o corpo K de caracteristica zero. Em
seguida apresentamos alguns fatos sobre representagoes do grupo geral linear. Como no caso
de representacoes do grupo simétrico, utilizamos as representagoes do grupo geral linear
para estudar um certo espaco de identidades polinomiais, mas neste caso, estudamos as

identidades de My(K), a algebra das matrizes 2 x 2 sobre o corpo K.

O terceiro capitulo contém um estudo das identidades que se verificam na élgebra sly(K).
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Obtemos aqui, uma base para as identidades de sls(K) formada por duas identidades de grau
5. Neste capitulo fazemos uso da teoria de representacoes de S,, apresentada no capitulo
anterior.

J& no quarto capitulo encontramos um conjunto finito de identidades que geram as iden-
tidades de My(K). Tal conjunto é obtido utilizando as identidades encontradas no capitulo
anterior para sly(K') e mais algumas identidades que sao obtidas neste capitulo. Tal conjunto
de geradores conterd 7 elementos que possuirao grau 4, 5 e 6.

Finalmente no quinto capitulo, apresentamos o artigo de Drensky, [6], no qual é obtido
um conjunto minimo de geradores. Tal conjunto serda formado por duas identidades, que
sao conhecidas como identidade “standard”e identidade de Hall, sendo que sao de grau
4 e 5, respectivamente. Para provar que tais polinomios geram todas a identidades de
M, (K), fazemos uso da teoria de representacao do grupo geral linear, exposta no Capitulo
2. O interessante a notar é que nao fazemos uso da forma concreta das identidades na base

encontrada por Razmyslov.



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Apresentamos neste capitulo alguns conceitos e propriedades béasicas para o entendi-
mento desta dissertacao. Definimos nosso objeto de estudo que sao as PI - algebras e apre-
sentamos uma série de resultados de grande utilidade no estudo das identidades polinomiais.
Expomos também alguns fatos sobre as algebras de Lie, dentre os quais podemos citar os
teoremas de Poincaré-Birkhoff-Witt, Witt, Shirshov, etc., além de alguns resultados gerais

sobre representagoes de grupos. Para uma visao mais aprofundada veja [2], [5], [9], [14], [22].

1.1 Conceitos Basicos

As principais referéncias desta secao sao: [5], [9], [14].

Defini¢ao 1.1.1. Uma fungao bijetora do conjunto {1,2,...,n} em si préprio é chamada
uma permutac¢ao de n simbolos. O conjunto de todas as permutagoes de n simbolos junta-
mente com a operacao de composicao de fungoes é um grupo multiplicativo. Tal grupo é
chamado o grupo simétrico em n simbolos e sera denotado por 5,. Os elementos de S, sao

chamados de permutacoes.

Observacao 1.1.2. Note que S,, possui exatamente n! elementos.
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Definicao 1.1.3. Uma permutacao m € S,, sera escrita na forma de um diagrama no qual

a primeira linha contém os simbolos 1, ..., n e a segunda suas imagens através de 7, por
exemplo,
1 2 ... n-—1 n
m =
(1) ©(2) ... 7(n—1) 7w(n)

Definicao 1.1.4. Uma permutacao da forma

TR PAEUUUIEY NIRRT S SUPT

9 13 ... (29 11 lpy1 --. Un

é chamada ciclica ou r-ciclo, onde r é o nimero de simbolos que sao movidos por esta

permutacao. Escreveremos neste caso (i ...14,).

Definicao 1.1.5. Dois ciclos sao disjuntos se os conjuntos de simbolos movidos por cada

um sao disjuntos.
Lema 1.1.6. Toda permutacao pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos.

Definicao 1.1.7. Ordenando os comprimentos ay, ..., ap, a; = ;41 dos fatores ciclicos
de uma permutacao m € S,, com respeito a notacao ciclica de 7 e incluindo os ciclos de

comprimento 1, formamos uma particio o« = (o, ..., a,) de n, isto é,
Zai:n, aeN o >a (1<j<n—1).
i

Teorema 1.1.8. As classes de conjugacao de S, consistem das permutagoes correspondentes

a mesma particao.

Definicao 1.1.9. Um conjunto nao vazio R é chamado um anel associativo se em R estao

definidas duas operagoes bindrias, denotadas por + e - tais que para todo a, b, ¢ € R:
(1) a+b="b+a.
(2) (a+b)+c=a+(b+c).

(3) Existe um elemento 0 € R tal que a + 0 = a para todo a € R.
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(4) Para cada a € R, existe um elemento —a € R tal que a + (—a) = 0.
(5) (a-b)-c=a-(b-c).
(6) a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a.

Se existe um elemento 1 € R tal que a-1 = 1-a = a, dizemos que R é um anel com

unidade. Além disso, se a-b = b-a para todo a, b € R entao chamamos R de anel comutativo.

Definicao 1.1.10. Um espaco vetorial A sobre o corpo K é chamado uma dlgebra, ou K-
algebra, se esta definida uma operacao bindria - : A x A — A, chamada multiplicacao que

satisfaz, para quaisquer a, b, ¢ € A e a € K, as seguintes propriedades:
(1) (a+b)-c=a-c+b-c,
(2) a-(b+c)=a-b+a-c,
(3) ala-b) =(aa)-b=a-(ab).
Por simplicidade, escreveremos simplesmente ab ao invés de a - b.
Definicao 1.1.11. Seja A uma &lgebra.
(1) A é dita associativa, se (ab)c = a(bc), para todo a, b, ¢ € A.
(2) A é dita comutativa, se ab = ba, para todo a, b € A.

(3) A é dita unitdria, se possui uma unidade, isto é, um elemento 14 € A tal que 14a =
aly = a, para todo a € A. No decorrer do texto, freqlientemente usaremos 1 ao invés

de 1A-

Defini¢ao 1.1.12. Seja (G, +) um grupo abeliano aditivo. Uma élgebra A é dita ser G-
graduada, se A = @geqAy onde A, é subespaco de A para todo g € G e AjA, C Ayyy para
todos g, h € G.

Um elemento a € UgegAy é chamado homogéneo. Para todo elemento homogéneo a,
temos a € A, para algum g € G. Dessa forma, o grau homogeéneo de a ¢ igual a g, e

denotamos isso por wg(a) =g. Sea =Y a4, onde a, € Ay, chamamos a, de componente

geCG
homogénea de grau g em a.
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Definigao 1.1.13. Um subespago B de uma algebra G-graduada A ¢ dito ser G-graduado,
ou G-homogeéneo, se:

B =) B,onde B, = BNA,.

geG

Em todo o texto estaremos trabalhando, em geral, com algebras associativas e unitarias.
Portanto, daqui em diante exceto mengao explicita do contrario, o termo dlgebra devera ser

entendido como dlgebra associativa unitdria.

Exemplo 1.1.14. Seja V um espago vetorial com base enumerével {e; | i € I'}. A dlgebra
de Grassmann, ou algebra exterior, E = E(V') é a algebra associativa gerada por {e; | i € I}

que satisfaz as seguintes relagoes:
eie; +eje; = 0, para todo ¢, j € 1.

E se a caracteristica de K for igual a dois, exigimos também e? = 0, para todo i € I.
Note que D = {l,e;;...¢;, | 1 <ip < -+ <, 7=1,2,3...} é uma base de E. Além
disso, se V}, é o subespago de V' gerado por {ey, ..., e,}, denotaremos por E(V},) sua dlgebra

de Grassmann correspondente.

Exemplo 1.1.15. Seja A uma édlgebra. Considere A? = A, como espago vetorial. Definimos

em A° a multiplicacao * como:
a*b = ba, para todo a, b € A”.
Dessa forma, A% é uma algebra, chamada de dlgebra oposta de A.

Definicao 1.1.16. O subespago vetorial B da algebra A é chamado uma subdlgebrase 1 € B
e para todo by, by € B, temos biby € B. O subespaco I de A é chamado de ideal a esquerda
se para todo a € A e € I, temos ai € I. De modo andlogo, define-se ideal a direita. Um

ideal bilateral, isto é, ideal a esquerda e a direita ao mesmo tempo, é chamado simplesmente

de ideal.

Exemplo 1.1.17. O conjunto C(A) = {a € A | ax = xa para todo z € A} é uma subdlgebra
de A. Esta subalgebra é chamada de centro de A e seus elementos sao ditos centrais. Quando
A = F (a algebra de Grassmann) temos que C(E) = Ey, onde Ej é o subespago de F gerado
por Do ={l,e; ...€; | 1<iy <+ <idp, 7=2,4,6,...}.
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Exemplo 1.1.18. Seja M, (FE) a dlgebra das matrizes de ordem n com entradas na algebra
de Grassmann E. Para quaisquer a, b € N tais que a + b = n, verifica-se através das regras

de multiplicagdo de matrizes em blocos, que o conjunto M, ;(E) das matrizes

Ey ... Ey|E ... E;
axa ‘| i axb

Ey ... Ey|E ... E

E, ... E|E ... E
bxa | bxb

E, ... E/|E ... E

¢ uma subélgebra de M, (E).

Definigao 1.1.19. Uma transformacao linear ¢ : A — A, entre as adlgebras A; e Ay é dita

um homomorfismo de algebras se:
w(ab) = p(a)p(b) para todo a, b € A,

e, além disso ¢(1) = 1. De modo andlogo as demais estruturas algébricas, chamamos isomor-
fismo quando ¢ for um homomorfismo bijetor e denotaremos A; = Ay, mergulho quando for
injetor, endomorfismo quando for um homomorfismo de A; para Ay, e automorfismo quando

for um endomorfismo bijetor.

Exemplo 1.1.20. Seja A’ uma algebra sem unidade. Podemos mergulhar A" numa algebra
com unidade. Com efeito, considere A = A’ & K como soma direta de espagos vetoriais.

Definimos em A a seguinte multiplicacao:
(a,) - (b,3) = (ab+ Ba + ab,af3), para todo a, b€ A’; o, € K.

Temos que (0,1) é a unidade de A e a inclusdo A’ — A é um mergulho. Dizemos que A é

obtida através de A’ por introducao formal da unidade.

O proéximo resultado é muito comum nas estruturas algébricas e é geralmente denominado

Teorema do Isomorfismo.



CAP. 1 e¢ CONCEITOS PRELIMINARES

Teorema 1.1.21. Seja ¢ : Ay — As um homomorfismo. Entdo o nicleo de p,
ker p = {a € Ay | p(a) =0}
¢ um ideal de Ay e a dlgebra quociente Ay /ker ¢ € isomorfa a sua imagem

(A1) = {p(a) | a € Ai}.

1.2 Representacoes de Grupos

Apresentamos aqui algumas propriedades bésicas sobre representacoes de grupos sem
no entanto nos preocuparmos com suas demonstracoes. No Capitulo 2 apresentamos mais
algumas propriedades das representacoes do grupo simétrico e geral linear que serao ne-
cessarias para o desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes sobre representacoes
de grupos ver [5] e [28].

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Considere GL(V) o conjunto das trans-
formacoes lineares bijetoras de V em V. E fécil verificar que GL(V') munido da operagao de
composicao de func¢oes é um grupo. No caso particular de V' ser de dimensao finita, temos

que GL(V) 2 GL,(K), o grupo das matrizes invertiveis de ordem n.

Observacao 1.2.1. A menos de mencao em contrario, o espaco vetorial V' sobre o corpo K

terd dimensao finita.

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo. A K-édlgebra KG considerada como um espago veto-
rial com base {g | ¢ € G} e com multiplicacdo entre os elementos da base definida pela

multiplicacao em G é chamada dlgebra de grupo de G.
Definicao 1.2.3. Sejam G um grupo e V um espago vetorial.
(i) Uma representac¢io de G em V' é um homomorfismo
¢:G— GL(V).

O grau da representacao ¢ € igual a dimensao do espago vetorial V. A representagao

¢ é fiel se o nucleo de ¢ é trivial e ¢ é trivial se seu nicleo coincide com G.
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(i)

(iii)

Duas representagoes ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) s@o equivalentes ou isomorfas,

se existe um isomorfismo 6 : V' — W dos espacos vetoriais V' e W tal que
(00 ¢(9))(v) = (p(g) 0b)(v), veEV, ged.

Seja W um subespago de V' tal que (¢(G))(W) = W. Entao definimos uma repre-
sentacdo 1 : G — GL(W) dada por

(Y(9)(w) = (¢(g))(w), geG, weWCV,

¢ chamada subrepresentacao da representagao ¢ : G — GL(V'). A subrepresentagao

¢é propria se W # {0} e W # V.

Se¢p:G— GL(V) e : G— GL(W) sao representagoes de G, entdo a representacao
p=0dY:G— GL(V @& W) definida por

(p(9)(v,w) = ((#(9))(v), (¥(9)(w))), gE€G, (vyw)eVOW,

é a soma direta de ¢ e . De modo andlogo definimos a soma direta de um conjunto
finito ou infinito de representagoes. O produto tensorial p = ¢ @1 : G — GL(V @ W)
é definido por

(p(9) (v @ w) = (6(9))(v) ® (V(9)(w)), g€CG vOWEVOW.

A representacao ¢ : G — GL(V) é irredutivel se ndo possui nenhuma subrepresentacao
propria; ¢ é chamada completamente redutivel se ¢ uma soma direta de representagoes

irredutiveis.

Teorema 1.2.4 (Maschke). Seja p : G — GL(V) uma representacao de dimensao finita

de um grupo finito G. Se char K { |G|, entao p é completamente redutivel, isto €, é uma

soma direta de representagoes irredutiveis.

Lema 1.2.5 (Schur). Sejam p: G — GL(V), ¢ : G — GL(W) representagoes irredutiveis

de G e K um corpo algebricamente fechado. Seja f:V — W uma transformacgao linear tal

que po f = f o1 para todo g € G. Entao:
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(1) Se p e ¢ ndo sao isomorfas, entao f = 0.

(2) Se V.=W e p =1, entao existe X\ € I tal que f = Nd, onde Id € a identidade em
Wele K.

Defini¢ao 1.2.6. Seja p: G — GL(V) uma representagao de G. Para cada g € G defina

Xo(9) = tr(p(g)),

onde tr(p(g)) é o trago da matriz p(g). A func@o x, obtida é chamada de caracter da

representacao p.

Observagao 1.2.7. (1) Segue das propriedades do traco de matrizes que o valor do ca-

racter da representacao p nao depende da base de V.

(2) Estaremos considerando a partir de agora espagos vetoriais sobre o corpo dos nimeros

complexos C.

Definicao 1.2.8. Se ¢ e v sao fungoes a valores complexos, defina

(616) = 3 3" w(0)919),

geG

onde k = |G| e a barra é a conjugagdo complexa. E facil verificar que (|) é um produto

escalar.
Teorema 1.2.9. (i) Se x € o caracter de uma representacao irredutivel, entio (x|x) = 1.

.o ! ~ ~ . , . ~ . ~
(i) Se x e x sdo caracteres de duas representacoes irredutiveis nao-isomorfas, entao

(x|X) =0, isto ¢, x e X sdo ortogonais.

Teorema 1.2.10. Seja V' uma representacao de G com caracter ¢ e suponha que V se

decomponha na soma direta de representacoes irredutiveis
V:Wl@..@Wk

Entao, se W € uma representacao irredutivel com caracter x, o numero de W; isomorfos a

W € igual ao produto escalar (¢|x).
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Corolario 1.2.11. O numero de W; isomorfos a W nao depende da decomposicio escolhida.
Corolario 1.2.12. Duas representacoes com o mesmo caracter sao isomorfas.

Teorema 1.2.13. Se ¢ € o caracter da representacio V', entao (¢|¢) € um inteiro positivo

e (plp) =1 se, e somente se, V' € irredutivel.

Teorema 1.2.14. O numero de representagoes irredutiveis de G, a menos de isomorfismo,

¢ igual ao numero de classes de conjuga¢ao de G.

Defini¢ao 1.2.15. Sejam p : G — GL(V') uma representagao de G e H um subgrupo de G.
A restrigao de p a H é a funcao ¢ : H — GL(V) tal que (¢(h))(v) = (p(h))(v).

Definigao 1.2.16. Sejam p : G — G L(V) uma representaciao de G e H um subgrupo de G.
Considere py a restrigdo de p a H. Sejam W uma subrepresentaciao de H e 6 : H — GL(W)
a representacao de H em W definida por py. Dado g € G, o espago vetorial p(g)(W)
depende somente da classe lateral gH de g. Se o é uma classe lateral de H, podemos definir
um subespaco W, de V' como sendo p(g)(W) para qualquer g € 0. A soma ), W,, onde o

percorre as classes laterais de G por H, é uma subrepresentacao de V.

Definicao 1.2.17. Dizemos que uma representacao p de G em V é induzida pela repre-
sentacao ¢ de H em W se V é igual a soma de W,, onde o percorre as classes laterais de G

por H. Mais ainda, esta soma é direta, isto é, V = &, W,.

1.3 Algebras Livres e Identidades Polinomiais

Aqui estamos seguindo os livros [2] e [9].

Defini¢ao 1.3.1. (1) Seja 4 uma classe de dlgebras nao necessariamente associativas. A
algebra F € i é chamada dlgebra livre na classe U, com sistema de geradores livres
X, se F' é gerada por X e para toda algebra R € i, toda aplicagcao X — R pode ser
estendida a um homomorfismo F' — R. A cardinalidade do conjunto X é chamada o

posto de F'.
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(2) A Algebra livre na classe de todas as dlgebras associativas unitarias é chamada uma
algebra associativa livre, ou simplesmente algebra livre. Se ela é gerada pelo conjunto
X, entao a denotamos por K (X) e chamamos seus elementos polindmios nas variaveis

nao comutativas X.

Observagao 1.3.2. Até o fim deste trabalho fixaremos um conjunto enumeravel X =

{1, x9,...}. Assumimos que K(z1,...,x,) é uma subélgebra de K(X).

Proposigao 1.3.3. Seja X = {z; | i € I} um conjunto de simbolos. Entao K(X) éisomorfa

a dlgebra que € um espago vetorial tendo por base os elementos da forma:
Ty Tiy - Ty, Ty, €X, m=0, 1,2, ...,

onde o elemento de comprimento 0 serd denotado por 1. A multiplicacdo de dois quaisquer

elementos x;, ... x;, e xj ...x; € dada pela regra

(inl . l’ip)<l’j1 e qu) =Ty - - Iz’ple . Ijq.

O subespago K(X)" € K(X) gerado pelos elementos x;, x;, ... 2;,, 7, € X,n=1,2, ...,
é uma subalgebra chamada de dlgebra associativa livre sem unidade.

Note que a dlgebra K (X) definida acima é, em outras palavras, a algebra dos polinomios
nao comutativos.

As élgebras K(X) e K{(x1,...,,,) sdo graduadas de modo natural: (K(X))™ consiste
de todos os polinomios homogéneos de grau n, isto é, das combinagoes lineares de palavras de
comprimento n, (K (x1,...,y))™ ") é gerado por todas palavras que incluem a varidvel

x; exatamente n; vezes, 1 =1, ..., m.

Definicao 1.3.4. O elemento f(zy,...,z,) € K(X) é chamado uma identidade polino-
mial para a algebra R, se f(ry,...,r,) = 0 para todo 7y, ..., r, € R. Em outras pa-
lavras, f(zi,...,z,) pertence ao nicleo de todos homomorfismos K(X) — R. Se existe
f(zq,...,2,) um elemento nao nulo de K(X) que é uma identidade polinomial para R,

entao R é chamada uma PI - dlgebra.

Exemplo 1.3.5. Seja A uma PI - dlgebra. E imediato que a algebra oposta AP é uma PI
- algebra.
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Exemplo 1.3.6. Recordemos que uma &algebra A, sem unidade, é chamada nil de indice
limitado se existe n € N tal que a” = 0, para todo a € A. Agora se existe m € N tal que
aias . ..a,, = 0, para quaisquer a;, as, ..., a,, € A, entdao A é chamada nilpotente e m
¢ chamado o indice de nilpoténcia. E imediato que toda &lgebra nilpotente é nil de indice
limitado.

Toda algebra nil de indice limitado, em particular toda algebra nilpotente é uma PI -
algebra. De fato, o polinomio f(z) = 2" é uma identidade polinomial de A. Quando a
algebra A é nilpotente de indice m, o polinémio f(xy,za,...,xy) = T122 ... T, também é

uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.3.7. Toda algebra comutativa A é uma PI - dlgebra, pois o polinomio f(z1,z3) =

T 1Ty — Toxy = [X1, 22| é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.3.8. A &lgebra de Grassmann E é uma PI - algebra, pois um célculo direto
usando os elementos da base de E mostra que f(xq,x92,23) = [[v1,22], 23] = |21, 20, 25] é

uma identidade polinomial de F.

Exemplo 1.3.9. Seja A uma algebra de dimensao finita, onde dim A < n. Entao A é uma
PI - élgebra, pois satisfaz uma generalizagdo do polindmio comutador [z, zs], conhecida

como identidade “standard” de grau n:

STy, .oy Tp) = Z (—1)"950(1) e To(n),

O'GSn

onde (—1)7 é o sinal de ¢ € S, o grupo das permutagdes de n elementos. A &lgebra A

também satisfaz a identidade de Capelli:

(@1, T3 Y1 Yn1) = D (1) YT ()2 - - YnTo(m)Yni1 -
O'GSn

Para verificarmos as afirmacgoes acima, basta fazé-lo para uma base de A, pois os polinémios

s, € d,, sao lineares nas variaveis z;’s.

Apos varios exemplos de PI - algebras, surge uma pergunta inevitavel: “Existem dlgebras
que nao sao PI - algebras?”. A resposta é sim. A dlgebra K(X), por exemplo nao satisfaz

nenhuma identidade polinomial nao nula. Isto pode ser compreendido por um argumento
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simples. Observe inicialmente que qualquer polinémio em K(X) é combinacao linear de
monomios, mas os mondémios em K (X) sao linearmente independentes. Portanto K (X) nao

satisfaz nenhuma identidade polinomial nao nula.

Definicao 1.3.10. Seja K um corpo e L um espago vetorial sobre K. Dizemos que L é uma

algebra de Lie se existe uma multiplicagao - em L satisfazendo

(1) x -y = —y -z, para todo =, y € L. Esta propriedade é conhecida como lei anti-

comutativa. E se char K = 2, entdo exigimos que 22 = 0.
(2) (x-y) z+(y-2)-x+(z-2)-y =0, x, y, 2 € L. Conhecido como identidade de Jacob.

Observagao 1.3.11. Se char K # 2 entao a condigao (1) da definigdo anterior é equivalente

ax?=0.
Definicao 1.3.12. Sejam x4, ..., x, € L. O produto z; ...z, serd escrito da esquerda para
a direita, isto é,

1o .. Ty 1y = ((x122) ... Tp1)Tp, 1, ..., T, € L, n > 3.

Exemplo 1.3.13. Toda algebra associativa A torna-se uma algebra de Lie, que denotaremos

por A com respeito operagao
[al,GQ] = 1092 — A20a1, Q; € A, 1= ]_, 2.

Observagao 1.3.14. O Teorema 1.3.25 mostra que toda dlgebra de Lie é uma subalgebra

de A) para uma algebra associativa conveniente A.

Exemplo 1.3.15. Sejam V um K-espago vetorial e Endg (V') o espago dos endomorfismos de
V. Entao Endg (V) torna-se uma &lgebra de Lie com respeito ao comutador. Denotaremos
End (V) = gl(V). Se dimV < oo, entdo gl(V) = gl,(K) é a 4lgebra das matrizes n x n

com a multiplicagao [a,b] = ab — ba.

Exemplo 1.3.16. sl,,(K) = {z € M,(K) | tr(z) = 0} é uma algebra de Lie com respeito

ao comutador.

Exemplo 1.3.17. s0,(K) = {z € M,(K) | 2* = —z} é uma dlgebra de Lie.
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Definicao 1.3.18. Sejam V' um espaco vetorial e T': V' — V uma aplicagdao. Dizemos que

T é uma derivagao se T é linear e T'(zvy) = T(x)y + T (y).

Exemplo 1.3.19. Seja R uma &lgebra e considere D = Derg (R) = {z € gl (R) | z é uma
derivacao em R}. Entao D C gl (R) é uma subdlgebra de Lie. De fato, sejam 4y, do € D.
Dai

[01,02)(zy) = 61(0e()y + 202(y)) — S2(01(x)y + 201 (y))
= 0102(x)y + 02(2)01(y) + 01(2)d2(y) + 20162(y)
—0201(2)y — 01(2)02(y) — d2(x)01(y) — 20201 (y)
= [01,02](2)y + x[d1, 52] (y)-

A identidade de Jacobi é de verificagao imediata.

Definigao 1.3.20. Seja L uma &lgebra de Lie e x € L. Definimos um endomorfismo de L
por y(adz) = [y, z] ou y(ad x) = yz.

Definicao 1.3.21. Seja J um K-espago vetorial. Se em J estd definido um produto o que

satisfaz
(i) zoy=you,
(i) 220 (yox) = (22 0y)o
entao dizemos que J é uma dlgebra de Jordan.

Exemplo 1.3.22. Seja A uma K-algebra associativa com char K # 2. Se definirmos xoy =

:(zy + yx), entdo (J,0) ¢ uma élgebra de Jordan.

Exemplo 1.3.23. Seja s,(K) = {a € M,(K) | a' = a}. Entao (s,(K),o) é uma édlgebra de
Jordan, onde a o b = £(ab + ba).

Exemplo 1.3.24. Seja V um K-espaco vetorial e f : V x V — K uma forma bilinear
simétrica. Seja B = K &V e defina

(@ +u)o(B+v)=(af+ f(u,v)) + (aw + Bu).

Entao (B, o) é uma algebra de Jordan.
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Teorema 1.3.25 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja G uma dlgebra de Lie com base como

espaco vetorial dada por
{g;|i eI}

onde I € um conjunto ordenado. Entao:

(1) Eziste uma dlgebra associativa U(G), chamada dlgebra universal envolvente de G tal
que G ¢é uma subdlgebra de Lie de U(G)™) e para toda dlgebra associativa A, todo

homomorfismo de dlgebras de Lie
¢:G— AT

pode ser estendido para um homomorfismo de dlgebras associativas
v :U(G) — A.

Além disso, U(G) € inica a menos de isomorfismo.

(ii) A dlgebra universal envolvente U(G) de G tem uma base dada por
{gir - Gin |1 <+ <, n=0, 1, ... }.

Teorema 1.3.26 (Witt). A dlgebra de Lie livre, isto é, a dlgebra livre na classe de todas
algebras de Lie no sentido da Definicao 1.5.1, com conjunto de geradores livres X € iso-

morfa a subdlgebra de Lie gerada por X na dlgebra associativa livre K(X). Tal dlgebra serd

denotada por L(X).

Vamos agora apresentar uma base para a algebra de Lie livre descrita por Shirshov. As

demonstragoes podem ser encontradas em [26] e em [29].

Definigao 1.3.27. Seja X = {z1,x9,...} um alfabeto enumerédvel. Assumiremos que as
letras desse alfabeto sao ordenadas de modo natural, isto é, x; < x;,1. As expressoes da
forma x;, ..., , onde x;; € X sao chamadas palavras no alfabeto X e o ntimero k é chamado

comprimento da palavra. Para a palavra vazia teremos k = 0. Para qualquer palavra v em

k

X, denotaremos por |v| o comprimento de v e por v* = pv...u. O conjunto de todas as

k
palavras em X sera denotado por W(X).
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Lema 1.3.28. Sejam u e v palavras nao vazias em X tais que uv = vu. FEntao existe uma

k

palavra w tal que u = w* e v = w' para alguns inteiros k e .

Uma ordem total no alfabeto X nos permite introduzir, através de indugao, uma ordem

total > no conjunto W (X) por:

(a) a palavra vazia é maior que qualquer outra palavra,

li ’ ~
(b) se u=wxu,v=u1xv ex; >x;,entdo u > v,

’ ’ - ’ ’
(¢) se u=m;u ev=mxv,entdo u > v se, e somente se, u > v .

A ordem definida acima é chamada ordem lezicogrdfica no conjunto de palavras e depende
somente da ordem nas letras do alfabeto X.

Vamos agora adicionar uma nova letra y ao alfabeto X. Assumiremos que no novo
alfabeto nds temos xp_1 < y < x; e as outras letras sao ordenadas do mesmo modo que
em X. Denote este novo alfabeto por Y. Para qualquer letra z; (r; < xy) definamos uma

aplicacdo s, : W(X) — W(Y) tal que
Sik (U TpT U TR T Ug - . WU 1) = U YULYUS -« . . WYU 11,
onde nenhuma palavra u;, j =1, ..., [ + 1 contém a sub-palavra z;x;.

Lema 1.3.29. Suponha que u, v € W(X) e z; é a menor letra ocorrendo nestas palavras.
Entao para qualquer k > i a desigualdade u <x v ocorre se, e somente se, sj(u) <y six(v).

Os simbolos <x e <y significam as ordens em X e Y respectivamente.

Definicao 1.3.30. Uma palavra u no alfabeto X é chamada reqular se para qualquer de-
composi¢ao nao trivial u = uyug, a desigualdade estrita v > ugouy ocorre. Uma palavra u no

alfabeto X ¢ ciclica se u = w* para alguma palavra w e k > 1.

Definicao 1.3.31. Diz-se que a palavra v é obtida de u por uma permutacao ciclica se

V= UU1 € U = U1U3.

Observacao 1.3.32. Para uma palavra arbitraria u consideremos o conjunto de todas as
palavras que sao uma permutacao ciclica. Do Lema 1.3.28 segue que a maior palavra neste

conjunto é ciclica ou regular.
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Lema 1.3.33. Sejam u uma palavra no alfabeto X e x; a menor letra ocorrendo nesta
palavra. Suponha que k > i. Entao u é uma palavra reqular no alfabeto X se, e somente se,

v = sip(u) € uma palavra reqular no alfabeto Y = X U{y}, 51 <y < xj.

Lema 1.3.34. Qualquer palavra u € W(X) pode ser representada na forma
U= v10s . .. Vg,

onde vy, vy, ..., Vg sao palavras requlares e v; < v <+ < V.

Corolario 1.3.35. Seja v uma palavra reqular de comprimento |v| pelo menos 2, no alfabeto
X. Entao existe uma decomposicao nao trivial v = v1v9, onde v € Vo Sao palavras regqulares

€ V1 > V.

Seja I a K-algebra de Lie livre com conjunto enumeravel de geradores livres X. Em F

definimos por indugao o seguinte subconjunto M (X):
(a) todos elementos z; € X pertencem a M (X),
(b) se u, v € M(X), entdo [u,v] € M(X).

Os elementos do conjunto M (X) sao chamados comutadores.

Pelo Teorema 1.3.26 podemos assumir que a dlgebra de Lie livre F' esta mergulhada na
algebra associativa K(X) e que o espago vetorial F' é gerado por M (X).

Para qualquer elemento w € K(X) denotaremos por [(w) a maior palavra em W (X) que

ocorre com coeficiente ndo nulo na decomposigao da palavra w com respeito a base W (X).

Lema 1.3.36. Em toda palavra reqular w € W(X) podemos trocar os colchetes duplos de tal
modo que para o comutador [u] € M(X) obtemos a igualdade I([u]) = u em K({X).

Definicao 1.3.37. Uma tal reordenacao dos comutadores duplos em uma palavra regular

serd chamada admissivel.

Teorema 1.3.38 (Shirshov). Fizemos para qualquer palavra reqular w € W (X) exatamente
uma reordenagdo admissivel de colchetes [u]. Entao o subconjunto [M] de comutadores [ul
deste tipo, onde u percorre todas as palavras regulares, forma uma base da dlgebra de Lie

livre F'.
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Exemplo 1.3.39. Vamos construir a base de Shirshov para a algebra de Lie livre, gerada

por x e y. Suponhamos x < y. Vamos construir o conjunto M indutivamente do seguinte

modo.
2. Se ja construimos [My] parak =1, ..., n—1, ent@o [M,,] consiste de todos comutadores
[w] de grau n tais que [w] = [[u], [v]], onde [u] € [My], [v] € [Mi_1] € [u] = uy...u,,

[v] = v1...7, [W] = w; ... w, satisfazem as condigdes:

(&) up...up>wy...wp >01...0;

(b) Se [u] = [[u1], [ue]] com uy = u,, ... up,, entdo uy, ... u, < v1...7,.

Com essa ordem os elementos de grau até 5 na base de Shirshov serao:

[Mi] = {x,y}, [Ms] = {ly, =]}
T < yxr <y;

[MS] = {Hya fL‘], {L‘], [ya [ya {L'H},
rT<yrr < yr <yyr <y

[Ma] = {1y, by, Ly, =]l [y, [ly, 2], =], [[ly, 2], =], ]},
T < yrrr < yrr < yr < yyrr < yyr < yyyr < y;

(Ms] = {ly, [y; [y, [y, 2|}, [y [, [y, =], 211, [y, [[ly, =], =], 2]], [y, [y, [y, 2]]], 2] };
T < yyrrr < yrrr < yrr < yr < yyrr < yyyrr < yyyr < yyyyr < i.

1.4 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Nesta se¢ao e nas préximas estaremos seguindo o livro [9].

Definicao 1.4.1. (1) Seja {fi(x1,...,2,) € K(X) | i € I} um conjunto de polinomios na
algebra associativa livre K(X). A classe U das dlgebras associativas satisfazendo as
identidades polinomiais f; = 0, ¢ € I é chamada a variedade de adlgebras associativas
definida, ou determinada, pelo sistema de identidades polinomiais {f; | i € i}. A

variedade 20 é chamada uma subvariedade de U se 20 C U.
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(2) O conjunto T'(V) de todas identidades polinomiais satisfeitas pela variedade 2 é cha-
mado o T-ideal ou ideal verbal de 0. Dizemos que o T-ideal T'(*T) é gerado como T-ideal
pelo conjunto {f; | i € I} da variedade U, se o menor ideal gerado por {f; | i € I}
coincide com T'(%). Usamos a notagao T(UV) = (f; | i € I)T e dizemos que o conjunto
{fi|i €I} é uma base das identidades polinomiais para U se f; nao pertence ao ideal
gerado por {f; | j € I, j #i}. Os elementos de T'(0) sao chamados consegiiéncias, ou

seguem, das identidades polinomiais na base.

(3) Se R é qualquer algebra, denotamos por T'(R) o ideal das identidades polinomiais de
R.

Observacao 1.4.2. 1. Por base minimal para as identidades de T'(*J) entenderemos um
conjunto minimo que gere as identidades de T'(0), e além disso, as identidades desse
conjunto devem ser multihomogeénas. Para defini¢ao de polinémios multihomogéneos

veja Definicao 1.5.2 na Secao 1.5.

2. Quando U é determinada pelas identidades de uma PI - algebra R dizemos que a

variedade U = var R é gerada por R.

3. E imediato que T(V) é um ideal de K(X). Além disso, para qualquer variedade
V, seu T-ideal é invariante sob todos os endomorfismos de K(X). Com efeito, seja
f(@i, ... z,) € T(V) e ¢ » K(X) — K(X) um endomorfismo. Entao op(z;,) =
9i; € K(X). Podemos assumir que g;; = g;,(z1, . .., x,) para r suficientemente grande.

Sejam A€ Veay, ..., a € A. Chame a;; = g;,(a1,...,a,) e note que:

0= flai,. .. a;,) = flgi(ar,...,a.), ..., gi,(a1,...,a.)) =o(f)(a,...,a).

Logo, temos que ¢(f) € T'(V).

Vale destacar que, do argumento acima, segue que:
TOV)NK{(x1,...,Tm), T1, ooy Ty € X

também ¢é invariante sob os endomorfismos de K(x1,...,zm).
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Proposicao 1.4.3. O ideal U é um ideal da dlgebra livre K(X) (respectivamente, de K{x1,...,Zmy)).

Sao equivalentes:
1. U é um T-ideal;

2. U é um ideal de identidades de uma dlgebra R (ou respectivamente, um ideal de iden-

tidades polinomiais em m varidveis de alguma variedade $1);
3. U € fechado para endomorfismo de K(X) (respectivamente, de K{(xy,...,xm)).

Definicao 1.4.4. Sejam 4 uma variedade de algebras e U o T-ideal correspondente de

K(X). As élgebras
F) = Fo(U) = K(X)/U, Fo(l) = K(z1,...,xm)/(K{x1,...,2m) NU)

sao chamadas as algebras relativamente livres em 4 de posto contével e posto m, respectiva-

mente.

Teorema 1.4.5 (Amitsur-Levitzki [1]). (i) A identidade standard ss, verifica-se para

a dlgebra M, (K) das matrizes n X n.

(i1) Suponha que S,11 age no conjunto de simbolos {0,1,...,n}. Entao M,(K) satisfaz a
identidade de algebricidade

an(x7y17 s 7yn) = dTH*l(lax?xQ’ cee 7xn7y17 s 7y7l)

_ Z (_1)ﬂxﬂ(0)yf(l)y2 N .$ﬂ(n_l)yk.’l§ﬂ-(n).

TESn+1

Observacao 1.4.6. Para n > 1 a identidade de algebricidade nao segue da identidade

standard s,,. Pois se seguisse da identidade standard ss,, entao

an(z,y,...,y) = Z QUi Son (Vg s -« 5 Uiy, Wi, 0y € K,

U€S7L+1

onde u;, v;, w; sa80 monémios em K (x,y). Podemos assumir que o grau total de w;, v;, w;
em y e em z é $k(k+1). Isto significa que na identidade standard sa,(vi, . . ., v;,,) ndo mais

que k monomios v;; contém y e os outros sao poténcias positivas de z. Como a identidade
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standard ¢ anti-simétrica, obtemos que todos os monomios v;; sao distintos e dai o grau total
em x nao ¢ menor que 1 + 2+ .-+ + k. Portanto todos os monomios v;; contendo y serao

iguais a y e como n > 2 isto é impossivel.
Teorema 1.4.7. Se I é um T-ideal de K(X), entao, I = T(K(X)/I).

Prova: Sejam f(xy,...,x,) €l e f1, ..., fn € K(X). Como f(fi,...,f.) € I, temos que:

F(fi+1,..  fat+D)=f(fr, . fo)+I=1

Logo, I C T(K(X)/I). Por outro lado, se f(z1,...,x,) € T(K(X)/I) temos que I =
fley+1,...,xp+1)= f(z1,...,2,) + [ e entdo f(z1,...,2,) €1. m

O préximo teorema mostra que toda variedade possui uma algebra livre.

Teorema 1.4.8. Seja V' uma variedade nao trivial de dlgebras e 11 : K(X) — K(X)/T(V)

a projecao canonica. Entao,
(1) A restrigio de 11 a X € injetora,
(2) A dlgebra K{(X)/T(V) € livre na variedade V' com conjunto gerador livre 11(X).

Prova: Sejam x; e x5 dois elementos distintos de X tais que II(x;) = II(z2). Consideramos
uma algebra nao nula A de V' e um elemento nao nulo a de A. Entao existe um homomorfismo
U K(X) — Atal que ¥(z1) = a e U(zy) = 0. Como T(V) estd contido no nucleo de ¥,
existe um homomorfismo ¢ : K(X)/T(V) — A para o qual ® o Il = . Mas,

a=V(r)) =Poll(z)) = Poll(zy) = U(xg) =0

o que é uma contradicao.

A algebra K(X)/T(V) é gerada pelo conjunto II(X) e pertence a V' desde que satisfaz
todas identidades de T'(V'). Vamos mostrar que esta dlgebra é livre em V', com conjunto
gerador livre II(X). Sejam A € V e 0 uma aplicagao de II(X) em A. Como K(X) é algebra
livre com conjunto gerador X, a aplicagao o oIl : X — A estende-se a um homomorfismo
¢ : K(X) — A. Existe homomorfismo ¥ : K(X)/T(V) — A para o qual ¥ oIl = ®, pois
T(V)C Ker(®). Se z € X, temos que

U(I()) = ¥ o II(z) = B(x) = o 0 TI(z) = o(TI(x))
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ou seja, o homomorfismo ¥ estende a aplicagao o. Logo, ¥ é o homomorfismo procurado.
Assim K(X)/T(V) é uma algebra livre na variedade V' com conjunto gerador livre II(X). m

No préximo lema, listamos algumas das propriedades basicas das variedades (omitimos
a prova, pois a mesma é bastante direta). E importante frisar que ele s6 é valido, pois o

conjunto X ¢ infinito.

Teorema 1.4.9. Sejam U, e U, duas classes de dlgebras e V' uma variedade de dlgebras.

Entao,
(1) T(Uy) = Naev, T(A) = T'(var(Uy));
(2) Se Uy C Us, entao T(Uy) C T(Uy);
(8) Uy CV < TV)CT(U);
(4) Se F € uma dlgebra livre em V entao T(V) = T(F).
Corolério 1.4.10. Se A é uma dlgebra, entdo T (var(A)) =T (A).
A seguinte proposicao caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer variedade.

Proposicao 1.4.11. Sejam V a variedade definida por {f; | i € I}, Y um conjunto arbitrdrio
e J um ideal de K(Y') gerado por:

{filgr,- - 9n) [ 95 € KAY), i€ I},

Entdo a dlgebra F = K(Y)/J ¢é a dlgebra relativamente livre, comY = {y+J | y € Y}
sendo seu conjunto de geradores. Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres

de mesmo posto sao isomorfas.

Prova:
(1) Vamos mostrar que F' € V. Seja fi(z1,...,x,) uma das identidades que definem V e
sejam gy, ..., gn € F onde g; = g; + J com g; € K(Y). Entao, f;(¢1,...,9,) € J. Logo,

fi(d1, ..., Gn) = 0. Isto mostra que f;(z1,...,x,) = 0 é identidade polinomial para F. Dali,
Fev.
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(2) Agora vamos provar a propriedade universal de F'. Seja A uma &lgebra de V e seja
U : Y — A uma aplicacdo arbitraria. Definimos a aplicacio © : Y — A pondo O(y) = ¥(7)
e estendemos © a um homomorfismo, também denotado por ©, © : K(Y) — A. Isto sempre
é possivel por que K(Y') é dlgebra associativa livre. Para provar que ¥ pode ser estendido

a um homomorfismo U — A, é suficiente mostrarmos que J C Ker(0). Seja f € J, isto é,

f= Zuzfz(g_”, -2 Giy)vi onde g, u;, v; € K(Y').

i€l

Para r;, ..., 1, € A, o elemento fi(r;,...,r; ) é igual a zero em A, e isto implica que
O(f) =0,isto é, J C Ker(0) e U = Uy(V) ¢é a algebra relativamente livre em V, livremente
gerada por Y.

B)Se Y| =|Z|comY ={y; |i € I} e Z ={Z | i€ I} Sejam Fy(V) e Fz(V) as

respectivas algebras relativamente livres. Sendo ambas relativamente livres, podemos definir

homomorfismos:

U:Fy(V) = Fz(V);®: Fz(V) — Fy(V)
pondo U(y;) = z; e (z;) = y;. Assim, U e & sao isomorfismos. m

Observagao 1.4.12. Se V;, V, sdo variedades tais que V; C V,, entdo temos que T'(V;) D
T(V,) e, desta forma, podemos considerar as identidades polinomiais de V; médulo T'(Vs).
Portanto, se conhecermos as identidades polinomiais de V5 e queremos estudar as identidades

polinomiais de V;, podemos trabalhar na élgebra relativamente livre F'(V;) ao invés de K (X).

Uma questao natural é nos perguntarmos: Quais seriam as propriedades que uma classe
de algebras deve satisfazer para ser uma variedade? A resposta é dada pelo Teorema de

Birkhoff.

Teorema 1.4.13 (Birkhoff). Uma classe de dlgebrasV # & € uma variedade se, e somente
se, € fechada com relagao ao produto direto infinito, formacdao de subdlgebras e dlgebras

quocientes.

Prova: Veja [9], Teorema 2.3.2, pp. 24-25. m
Um dos principais problemas da Teoria de Identidades Polinomiais consiste em encontrar

uma base para as identidades polinomiais de uma algebra. Em 1950, Specht propos no artigo
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[31] o seguinte problema para dlgebras associativas sobre corpos com caracteristica zero:
“Toda algebra possui uma base finita para suas identidades polinomiais?”. Esta pergunta,
que ficou conhecida como o problema de Specht, passou a ser uma das questoes centrais da
teoria de identidades polinomiais e foi finalmente respondida de modo positivo por Kemer
em 1987 (veja [16]) que, para tanto, desenvolveu uma densa teoria sobre a estrutura dos
T-ideais. No entanto a demonstracao de Kemer nao é construtiva, no sentido de que nela
nao aparece nenhuma dica de como construir a base mesmo em &algebras concretas como, por

exemplo, algebras de matrizes. Seguem alguns exemplos de bases de identidades polinomiais.

Exemplo 1.4.14. (veja [6]) Mostraremos no decorrer deste trabalho que a algebra My (K)

quando K é um corpo de caracteristica zero, tem por base as identidades:
2
54(21, T2, w3, 04) € h(x1,20,23) = [[11, 2], 3]

Exemplo 1.4.15. Regev e Krakowski(veja [21]), demonstraram que sobre corpos de carac-

teristica zero as identidades da algebra de Grassmann seguem da identidade [[x1, 2], z3] = 0.

1.5 Identidades Homogéneas, Multilineares e

Préprias

Definicao 1.5.1. Um monémio M tem grau k em x; se, a variavel x; ocorre em M exata-
mente k vezes. Um polinomio é homogéneo de grau k em x;, se todos os seus monomios tém
grau k em x;, e serd denotado por deg, f = k. Um polinomio linear em x; é um polinomio

de grau um em x;.

Definicao 1.5.2. Um polinomio é multthomogéneo, se para cada variavel x; todos os seus
monomios tém o mesmo grau em z;. Um polindmio é multilinear, se é linear em cada variavel.

O grau de um polinémio é o grau de seu maior monomio.

Definigao 1.5.3. Sejam f = f(x1,x9,...,2,) um polinomio em K(X) e 4, ..., yp em
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X —{xy,...,2,}. Paracadai =1, ..., n definimos fL¥ por

fL§<x1a'--7331‘—173/1)-"aykaxi-i-la--'axn) :f(951>---,96’i—1,?/1+"'+yk7$i+1,~->$n)

k
_Zf('rla"wxi—layl+"'+§/\q+”‘+yk;xi+17“'7xn>
=1

q_
+ Z f(xb"'axifl)yl—*—'“_'_?/\m+'“+g7q2+“'+ykaxi+17"'7wn)
1<q1<g2<k
k

— e (—1)’971 Zf(xl, Ce ,$¢71,yq,l’i+1: cee 7:677,)

q=1

onde 7, indica que retiraremos essa parcela da soma e assim, no ultimo somatério, um y,; sera
a parcela que vai restar apds cada escolha dos y,,, ..., ¥, _,. Chamaremos L¥ de operador

linearizacao.

Observacao 1.5.4. As demonstracoes dos resultados a seguir sobre o operador linearizagao

podem ser encontradas em [37].

Proposigao 1.5.5. Seja P um semigrupo e QQ um subgrupo do grupo aditivo da K-dlgebra

A. Se para qualquer polinémio nao associativo f = f(x1,xs,...,x,) € quaisquer elementos
ai, ..., a; € P temos que f(ai,...,a,) € Q, entdo para quaisquer ay, ..., a;_1, by, ..., by,
Qiy1, --., Gy € P teremos fLE(ay,... a;_1,b1,...,bg, Qi1 ... 0n) € Q. Em particular, se

[ €T(A), entio fLF € T(A).

Lema 1.5.6. Seja g: A X AX -+ x A — A uma funcdo em n varidveis que estd definida

para a K-dlgebra A e € linear em cada varidvel. Entao para quaisquer ai, ..., ar € A, onde
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g(al + a2—|—~--+ak,...,a1+a2+---+ak)

k

_ Zg(al+a’2+"'+aq+"'+ak7---7a1+a/2+“'+aq+"'+ak>
q=1

T Z glar+ -+ agy + -+ lgy + o F gy a1 Fag+ g,

1<q1 <2<k
+ gy e+ ag)

k
+ o (=1 Zg(aq, oy dy)
q=1

0, se k > n.

{ Z(il...in)esn glai,...,a;), sek=n

Proposicao 1.5.7. Para quaisquer f, f' € K(X) nos quais L¥ estd definido, (f + f')LF =

FLE+f'LE. Se f = f(z1,...,2m) € um mondmio de graun emx; e g = g(T1,. .., Ti1,Y1,-- -,
Yny Trg 1y - - - T) € um monomio linear emyy, ..., yn € X\{x1,...,Tn} tal que f(z1,...,2m)
= g(T1, i1, Ty oo Ty Ty 1y« oy Tyn), NGO

k

sz (xlv"'axi—lazla"'7Zk7xi+1a"'7xm)
B Z(il...in)esn G(T1y oo Ty Zigy e oy Ziy Ttly - - s T),  SE kK =,
0, se k>n.
Defini¢ao 1.5.8. Dado f = f(z1,...,2,) um polindbmio multihomogéneo de multigrau
ki, ..., k), o polindmio multilinear fL¥M LX ... Lk é chamado linearizacdo completa de f.
) ) ) p 1 2 n

Exemplo 1.5.9. Ilustraremos a proposi¢ao anterior com os seguintes exemplos:

[ﬁ(i’?ﬂl)]L? = (y192)(Tays) + (Y2v1)(v2ys) + (11y3) (v2y2) + (y3y1) (22y2)
+(y2y3) (T2y1) + (Y3y2) (v291)-
0.

[2123]LILT = (y192)(2122) + (211) (2122) + (1192) (2221) + (3201) (2221).

Definigao 1.5.10. Sejam f um polinomio em K(X) de grau n e x; uma variavel de f.

Podemos escrevé-lo como uma soma, f = >  f;, onde cada polinémio f; ¢ homogéneo de
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grau ¢ na variavel z;. Cada polinomio f; é chamado a componente homogénea de grau i em

x1 do polinomio f.

Teorema 1.5.11. Seja f = f(xy,...,x,) um polinémio nao associativo que se anula pela
substituicao de quaisquer elementos de um subgrupo P do grupo aditivo da dlgebra A. Entdo
a linearizagao completa de qualquer uma de suas componentes homogéneas com grau mazimal

também se anula em P.

Definigao 1.5.12. Um polinémio f(z1,...,2,) € K(X) é multilinear de grau m, se f é
multihomogeéneo de grau (1,...,1) em K{(z1,...,z,) C K(X). Denotamos por P o conjunto
de todos os polinémios multilineares de K(X). Enquanto que por P, denotaremos o espago

vetorial dos polinomios multilineares de grau n.

Corolario 1.5.13. Se uma dlgebra A satisfaz alguma identidade, entao ela também satisfaz

alguma identidade multilinear.
Observacao 1.5.14. A dimensao de P, é n! e uma base é dada por
{330(1) o To(n) | o€ Sn}

Proposicao 1.5.15. Seja
f(xl,...,wm) = Zfl S K<X>7
i=0

onde f; sao as componentes homogéneas de f com grau t em xy.

(1) Se o corpo K tem mais que n elementos, entao as identidades polinomiais f; =0, i =

0, 1, ..., n, sequem de f = 0.

(2) Se char K =0 ou char K > deg f, entao f = 0 € equivalente a um sistema de identi-

dades polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja I = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos

distintos ag, ..., a, de K. Como I é um T-ideal, temos:

n
f(ajxl,xg,...,xm):Za;fi(xl,x%...,xm)6[; j=0,1, ..., n.
i=0
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Consideramos estas equagoes como um sistema linear com incégnitas f; parat =0, 1, ...,

n. Sendo o determinante

1 g ... of

1 oy ... of

N S (D
. . . . i<j

1 ap ... o]

o determinante de Vandermonde que é diferente de zero, resolvemos o sistema pela regra
de Crammer. A solugdo é obtida através de somas, subtragoes, multiplicacoes e divisao
por escalar. Assim como I é um ideal temos que cada f;(x1,22,...,2,) € I, ou seja, as

identidades polinomiais f; = 0 sao conseqiiéncias de f = 0.

(i) Pela parte (i), podemos assumir que f;(x1,za, ..., x,,) é multihomogéneo. Seja k =
deg,, f, escrevemos f;(y1 + Y2, %2, ..., %) € I sob a forma:
k
fyr +y2, 2, T) = Zfi(ybyz,@, ey T)
i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Logo, f; € [ parat =10, 1, ..., k.
Como deg, f; < k;i=1,2,..., k—1; j =1, 2, podemos utilizar indugao para cada f;

e obtemos assim um conjunto de conseqiiéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas

identidades multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente observarmos que:

k
fi(yl,yl,iUQ, T ,%m) = (Z-)f<y17x27 s 7'rm)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois assumimos que char K = 0 ou maior que o
graude f. =
Observamos que, o item (i) do lema acima significa que os T-ideais gerados pelo polinomio

f e pelos polinomios f; para i=0, 1, ..., n coincidem.
Corolario 1.5.16. Seja A uma dlgebra.

(i) Se o corpo K € infinito, entdo todas identidades polinomiais de A sequem de suas

identidades multihomogéneas;

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entao todas as identidades polinomiais de A

sequem de suas identidades multilineares.
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Proposicio 1.5.17. Se K ¢ uma extensio do corpo K, de caracteristica zero e R € uma
K-dlgebra, entao a f(—a’lgebm R = K Qg R tem as mesmas identidades polinomiais que R,
com coeficientes em K. Isto é, se mergulhamos T(R) C K(X) em K(X) = K ®x K(X),
entio T(R) = K @k T(R).

Prova: Segue usando que o T-ideal de R é gerado por elementos multilineares e f € P,

pertence ao T-ideal de R se, e somente se, f se anula numa base de R. m

Observacao 1.5.18. No caso de caracteristica positiva e o corpo infinito esta proposicao

ainda é verdadeira, mas o argumento multilinear nao funciona. Para este caso veja [13].

Definigao 1.5.19. (1) O comutador de comprimento n, |ay,as, ..., a,] é definido induti-

vamente por:

lar, a9, ... an_1,a,) = [[a1,a2,...,an-1],a,], n > 3.

(2) Um polinémio f € K(X) é chamado polinémio prdoprio se é combinacao linear de

produtos de comutadores, isto é:

f(l’l, e ,LL’m) = Z Oz(@_“’j) [;El'l, e ,Q?ip] e [.Cl}jl, e ,Lqu], Oé(i,_“’j) € K

Para uma definicao mais abrangente, assumiremos que 1 é um produto de um conjunto
vazio de comutadores. Denotaremos por B o conjunto de todos os polindomios préprios

em K(X).
Lema 1.5.20. Seja
Loy ooy Ty Uy = [Ty, Ty U2 = [y, ., 2], -

uma base ordenada da dlgebra de Lie livre L, consistindo dos geradores livres x1, ..., Tp

e de comutadores. Entao os produtos
a b1 b

ot aprutooxk, a2 0,020, i=1, ..., m, j=1, ..., k k>0

formam uma base da dlgebra associativa livre K(xq,...,ZTy).
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Prova: As afirmagoes seguem imediatamente do Teorema de Witt 1.3.26, que diz que a
algebra associativa livre é a dlgebra universal envolvente da algebra de Lie livre e do Teorema
de Poincaré-Birkhoff-Witt 1.3.25 (ii) que expressa a base da algebra universal envolvente em

termos da base da algebra de Lie. m

Lema 1.5.21. Seja

a am , b b
flzr,. ... x,) = g E PabTit . Tprult o, pay € K
b

a

uma identidade polinomial da dlgebra com unidade R, onde ulil, e uZ’“ sao comutadores
da base de L,,. Entdo para toda seqiiéncia firada de indices a = (ay,...,ay), o elemento de
K(xy,...,xm)

b b
falze, .. xy) = Zpabull R T
b
¢ também uma identidade polinomial de R.
Prova: Uma vez que u;j(x1,...,2Tm) = [T, ..., 2], r > 2, entdo
wi(T1 +q,Te, . T) = ui(T1, .., Ty)

para todo ¢ € K. Portanto,

ai ,.a am,,b b
fler +q,20,...,2) = E gpab(azﬁrq) Lrg? Lt g
a b
aj _ b
= E E E pab(c)qcx(fl T e TL O TH
a b c

Seja a/l o maior inteiro tal que p,, # 0. Atribuindo a ¢ diferentes valores em K, aplicando-
se um argumento baseado no determinante de Vandermonde e resolvendo o sistema linear

homogéneo (mais precisamente congruéncia médulo T'(R)) obtemos que
as a b1 b r_ 4
g E PpTs’ Tyt ook, a = (ag,ag,. .., G),
T
a

é uma identidade polinomial de R. Agora para completarmos a prova basta aplicar inducao

primeiro em a; e entao nos outros indices a;, i =2, ..., m. ®m
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Observagao 1.5.22. Se R for uma &algebra sem unidade a afirmacao do lema nao é neces-

sariamente verdadeira.

O préximo resultado é uma versao do que fora observado por Specht, no artigo classico
[31]. Ele mostra a importancia dos polinémios comutadores para encontrar uma base das
identidades de uma &algebra unitaria. Sua prova nao é complicada e pode ser encontrada
em [9], proposicao 4.3.3, pp 42-44. A demonstracao estd baseada no Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt sobre a algebra universal envolvente de uma &algebra de Lie, e mais especi-
ficamente, que a dlgebra K(X) é a dlgebra livre de Lie, livremente gerada pelo conjunto

X.
Proposicao 1.5.23. 1. Seja
T1, Ty ooy [Tig, Tin )y [T, T ls ooy [Thy s Thigs T - -

uma base ordenada da dlgebra de Lie livre consistido das varidveis xi, o, ...e de
alguns comutadores, tais que as varidveis sao menores que os comutadores. Entao o

espago vetorial K(X) tem uma base formada pelos elementos

m b

oty [T, ] [Ty, @)
onde ay, ..., am, b, ..., c >0 e [v;,2) < - < [2;,...,7,] na base ordenada de
L(X). Os elementos da base de K(X) com a; = --- = a,, = 0 formam uma base para

o espaco vetorial B dos polinomios proprios.

2. Seja A uma PI - dlgebra sobre um corpo infinito K, 1 € A. FEntao as identidades
polinomiais de A sequem das identidades prdprias, isto é, o conjunto T(A)N B gera o
T-ideal T(A). Se a caracteristica de K € zero, podemos restringir ainda mais, isto €,

o conjunto (T'(A) N B)N P gera o T-ideal T'(A).

Prova: Veja [9], Proposicao 4.3.3 (ii), pp. 42-44. m

Definigao 1.5.24. Os elementos de K (x1, ..., 2, ) que sdo combinagoes lineares de produtos
de comutadores ull” . .ui’“, bj =2 0, 5 =1, ..., k sao chamados polinomios proprios ou

polinomios comutadores. Denotaremos por
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o subespago dos polindémios préprios em K(z1,...,z,,) de grau m e por

I'.=B.N~F,, n

N

m

o subespago dos polindémios préprios multilineares de grau n em K (X).

Teorema 1.5.25. Uma base do espaco vetorial I'y,, n > 2 consiste dos sequintes produtos

de comutadores

[901‘17. .. ,{Eik] Ce [ZL’jl, Ce ,l‘jl]
onde:
(i) Todos os produtos sao multilineares nas varidveis xy, ..., Tp;
(i) Cada fator [T,,,Zpy, ..., Tp,] € escrito a partir da esquerda, tem comprimento pelo
menos 2 e o maior indice estd na primeira posi¢ao, isto €, py > Pa, ..., Ps;

(iii) Em cada produto o comutador mais curto precede o mais longo, isto é, no comego do

enunciado do teorema k < --- < [.

(iv) Se dois fatores consecutivos sao comutadores de igual comprimento, entdo a primeira

varidavel do primeiro comutador é menor que a primeira do sequndo, isto €,

v @y T[T T

satisfaz py < q.

Prova: Escolhemos a base de L(X) como no Lema 1.5.20 assumindo que na ordenacao
da base os comutadores mais curtos precedem os mais longos e se dois comutadores sao
do mesmo comprimento, aquele com a primeira varidavel menor precede o outro. Agora o
teorema segue diretamente do Lema 1.5.20 e do fato de que PL,, = P, N L(X) tem uma base
dada por {[Zn, (1), - s Tom-1)] | 0 € Sp1}. ™
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1.6 Séries de Hilbert

Definicao 1.6.1. Um espago vetorial V' é dito ser graduado, se ele for soma direta de
subespagos V™ onde n > 0, isto é,
v=@pvr=> v
n=>0 n=>0
Os subespacos V" sao denominados as componentes homogéneas de grau n de V. Analoga-

mente, introduzimos a nogao de multigraduagcao em V', se

V= Zm: Dyl

i=1 n; >0
Denominamos V "1"m) sua componente homogénea de multigrau (n1,...,mm). O subespagco
WideV =3 . ,V" ésubespaco graduado ou homogéneo, se W = > - W N V™. Neste
caso, o espaco quociente V/W também é naturalmente graduado, dizemos que V/W herda

a graduagao de V.

Exemplo 1.6.2. A dlgebra polinomial K[zy,...,z,] é graduada assumindo que os po-
linobmios homogéneos de grau n, no sentido usual, sao os elementos de grau n. De modo

andlogo, K[z, ..., x,] é multigraduada, contando as entradas de cada varidvel nos monémios.

Definicao 1.6.3. Seja V = 27@0 V™ um espago vetorial graduado e seja dim V" < co. A
série formal de poténcias:
H(V,t) =Hilb (V,¢) = Y (dim V")¢"
n=0
¢ denominada a série de Hilbert ou de Poincaré de V. Para uma funcdo f(t), usamos a
convencao que H(V,t) = f(t), se a série H(V,t) converge em alguma vizinhanga de zero, e
as fungoes H(V,t) e f(t) sdo iguais nesta. Analogamente, se o espago vetorial
D) WA
i=1 n; >0

¢ multigraduado, entao a série de Hilbert de V' é definida por:

H(Vity, .. ty) = Hilb(Vity, .. ty) = Y (dim Vomm)ygps g,

n=0



SECAO 1.6 ¢ SERIES DE HILBERT 36

Proposigao 1.6.4. Sejam V e W espagos vetoriais graduados. Entao:
(1) Hilb(V @ W,t) = Hilb(V,t) + Hilb(W,t);
(2) Hilb(V @ W,t) = Hilb(V,t)Hilb(W,t);
(3) Hilb(V.t) = Hilb(V/W,t) + Hilb(W,t) onde W C V.

Exemplo 1.6.5. Usando as graduacoes do Exemplo 1.6.2, temos:

(1) Hilb (K[a],t) = ——

(2) Hilb (K[z1, ..., &mlits, .. ty) = %

(3) Hilb (K (21, ... ) ) = —

1 —mt

Vamos agora apresentar alguns resultados que relacionam a série de Hilbert de algebras

relativamente livres com sua parte propria.

Exemplo 1.6.6. Sejam B™ as componentes homogéneas de grau n de B. Entdao: B = K,

BW =0; B® e B® tém bases, respectivamente,
{li,a] [i>5} e A{lwag, o |i>) <k}

Teorema 1.6.7. Seja A uma PI dlgebra unitdria sobre um corpo infinito K. Seja
{wj(z1,...,2m) | j=1, 2, ...} uma base do espago vetorial B,,(A) dos polinémios priprios
na dlgebra relativamente livre U,,(A) de posto m, isto é,

BN K(xy,...,xm)

B, (A) = .
(4) BN K(xy,...,xm) NT(A)
Entao, U,,(A) tem base:
{2 aprwi(zy, .. xm) |a; 2 0; j=1,2, ...}
Prova: (Idéia) Sejam w;(xl, ..., Tm) € By, as pré-imagens homogéneas dos elementos

wj(x1,...,Ty) de By(A). Escolhemos uma base homogénea {v, | £k = 1,2,...} de B, N
T(A). Entao,
(Wi (@, )y | =12, k=1,2,...}
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é uma base homogénea de B,,. Assim, U,,(A) é gerada por
{* . oairwi(xy, . o) @ 205 j=1,2,...}
e estes elementos sao linearmente independentes. m

Teorema 1.6.8. Seja A uma PI - dlgebra unitdria sobre um corpo K infinito. As séries de

Hilbert da dalgebra relativamente livre U,,(A) e seus elementos préprios sao relacionados por:

1
Hilb (U, (A)st1, .. tm) = Hilb (B (A)itr, .. tn) [ | —
i=1 ¢

1

Hilb (Un (4):£) = Hilb (Bon(A)5) 5

Prova: Segue diretamente do Teorema 1.6.7 e do Exemplo 1.6.5. m



CAPITULO 2

Representacoes de Grupos e

Identidades Polinomiais

Neste capitulo utilizaremos as representacoes dos grupos simétrico e geral linear para
estudar as identidades polinomiais multilineares e préprias. Embora a maioria dos resultados
aqui apresentados, sobre representacoes, sejam validos em qualquer corpo K de caracteristica
zero, assumiremos que K é algebricamente fechado de caracteristica 0, por exemplo, K = C.
Para grupos quaisquer essa hipétese pode comprometer o estudo de representacoes mas para
Sy, nao hé problema nenhum pois suas representagoes irredutiveis sobre Q sao absolutamente

irredutiveis, isto é, sao irredutiveis sobre qualquer extensao do corpo.

2.1 Representacao do Grupo Simétrico

Antes de comegarmos com representagoes de grupos, vamos apresentar alguns fatos

bésicos sobre dlgebras de dimensao finita e semi-simples. Veja por exemplo [22].

Definigao 2.1.1. Seja R uma anel com unidade. Um R-médulo A é dito ser semi-simples

se A é isomorfo a uma soma direta de submoddulos irredutiveis.

38
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Definicao 2.1.2. Um anel R é chamado simples se os unicos ideais (bilaterais) de R sao: 0

e R.

Definicao 2.1.3. Um anel R é chamado semi-primo se a intersecao de todos os ideais primos

¢é trivial.

Proposicao 2.1.4. Se K ¢é um ideal minimal o direita de R, entio K*? = 0 ou K = eR

ondee? =ec K.

Corolario 2.1.5. Todo ideal minimal a direita de um anel semi-primo R tem a forma eR,

onde ¢ = e € R.

Proposigao 2.1.6. Se R é semi-primo e ¢*> = e € R, entdo eR é um ideal minimal a direita

se, e somente se, eRe € um anel com divisao.
Proposigao 2.1.7. As sequintes afirmacgoes sobre o anel R sao equivalentes:
(1) Todo R-mddulo a direita é semi-simples.
(2) R € um R-mddulo a direita semi-simples.
(3) Todo R-mddulo a esquerda € semi-simples.
(4) R € um R-mddulo a esquerda semi-simples.
Corolario 2.1.8. Todo espaco vetorial é semi-simples.

Proposigao 2.1.9 (Wedderburn-Artin). (a) Um anel R é semi-simples se, e somente

se, € isomorfo a uma soma direta de anéis simples e semi-simples.

(b) Um anel R é simples se, e somente se, € o anel de transformacoes lineares de um

espacgo vetorial de dimensao finita.

Observagao 2.1.10. Como definimos anteriormente, uma parti¢ao do inteiro nao negativo

n, notagdo A - n ou |A| = n, é uma seqiiéncia de inteiros A = (\y,...,\,) tal que

M=-2A20e M+-+ )\ =n.
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Definicao 2.1.11. (i) O diagrama de Young [A] da partigdo A = (A1,...,\,) é o conjunto
de os todos pontos (i,7) € Z?, tais que, 1 < j < N\, i = 1, ..., r. Apresentamos
graficamente o diagrama de Young substituindo os pontos por quadrados tais que a
primeira coordenada, i (o indice das linhas), cresce de cima para baixo e a segunda
coordenada, j (o indice das colunas), cresce da esquerda para a direita. Por exemplo,
o diagrama da particio A = (5,3%2) = (5,3,3,2) ¢ dado na Figura 2.1. Quando

tivermos k ocorréncias de \;, escreveremos AF.

Figura 2.1: O Diagrama de Young [\] = [5, 3%, 2].

(ii) Seja A uma partigdo de n. Denote por )\; o comprimento da j-ésima coluna de [A]. A
particio A" = (A}, ..., ;) e seu digrama [\'] sio chamados conjugados respectivamente

aXe[M].

iii) Sejam A, p particoes de n. Diremos que o diagrama |[A| contém € esCreveremos
J H G g K

[A] D [u], se A; = p; para todo ¢ > 1.

(iv) A diferenca [A]\[p] de dois diagramas [A] e [u], é definida como o conjunto dos quadrados
de [A] que nao pertencem a [u|. Por exemplo, na Figura 2.2, damos os diagramas para

as partigoes A = (5,3%,2), u = (4,3,1) e sua diferenca [\]\[u].

Defini¢ao 2.1.12. (1) Uma tabela de Young Ty do diagrama [A], ou uma A-tabela, é um
preenchimento dos quadrados de [\] com inteiros positivos. A tabela Ty é de contetdo
a = (aq,...,qy), se a; é o numero de vezes que o inteiro i ocorre em Ty. Se A é

uma particdo de n e 7 € S,,, denotamos por T)(7) a tabela tal que a primeira coluna
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X| X

Figura 2.2: A diferenga [A]\[] é o conjunto de quadrados de [A\] marcados com X.

contém os inteiros 7(1), ..., 7(k;) escritos de cima para baixo, a segunda coluna contém
T(k1+ 1), ..., 7(k1 + ko), etc. Por exemplo, a Figura 2.3, mostra a tabela T)\(7) para
123456 738

A=(4,3,1)er=
34582167

318|117
Tt)=|4|21]6
5

Figura 2.3: Uma (4,3, 1)-tabela.

(2) A tabela T) é chamada semistandard, se os inteiros em cada coluna crescem estrita-
mente de cima para baixo e os inteiros em cada linha sao crescentes, com possiveis
repeticoes, da esquerda para a direita. As tabelas semistandard de conteudo (1,...,1)
sao chamadas de standard. Por exemplo, na Figura 2.4, temos uma tabela semistan-

dard de contetdo (1,3,2,1,0, 1) e uma standard, ambas correspondendo a A = (4, 3, 1).
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11224 1121518
21313 314|7
6 6

Figura 2.4: Tabelas semistandard de conteido (1,3,2,1,0,1) e (4,3, 1)-tabela standard.

(3) Por analogia com (1) e (2) definimos tabelas semistandard e standard para a diferenca

de dois diagramas.

Defini¢ao 2.1.13. Sejam A+ n, 7 € S,, e T'=T)\(7) o diagrama de Young correspondente.
O estabilizador linha de T é o subgrupo R(T') de todas permutagdes p em S, tais que ¢ e p(7)
estao na mesma linha de 7', i = 1, ..., n. Analogamente definimos o estabilizador coluna de

T.

Observacao 2.1.14. Observe que o estabilizador linha de fato estabiliza as linhas como

conjuntos, isto é, permuta os elementos dentro das linhas.

Exemplo 2.1.15. Na Figura 2.3, R(T) é o subgrupo Sy x S3 x S; de Sg, onde Sy, S3 e S;
agem, respectivamente, nos conjuntos {3,8,1,7}, {4,2,6} e {5}.

Os seguintes teoremas dao a descricao das representacoes irredutiveis de S,,.
Teorema 2.1.16. Sejam n um inteiro positivo e K qualquer corpo de caracteristica 0.

(i) As representagoes irredutiveis de S,, estao em correspondéncia biunivoca com as parti¢oes
A de n. Denotamos por ¢, M(dy) e xa a representacao irredutivel correspondente a

A, 0 S,-mddulo irredutivel e seu caracter, respectivamente.

(ii) Sejam Atn, 7 € S, e T =Ty\(7) a tabela de Young correspondente. A menos de uma

constante multiplicativa o elemento de K .S,

er= Y, > (-1)py (2.1)

pER(T) ~eC(T)
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¢ um idempotente minimal que gera um submddulo de KS,, isomorfo a M(X). Todo

Sy -submddulo M (X) de KS,, € gerado por um elemento

€ = ZCLTO'TeT (22)

para convenientes ar € K e or € S, onde o somatorio percorre todas as A-tabelas

T =T\(7), T€S,.

(i1i) O grau deg ¢y da representacao ¢ € dado pela formula

n!
[T+ X, —i—j+1)

deg ¢) = (2.3)

onde A = (Ai,...,\), X = (\},...,\.) e o produto no denominador percorre todos
0s quadrados de [A]. O grau deg ¢y € igual também ao nimero de A-tabelas standard
T\(t), 7 € S,. FEsta formula também € conhecida como férmula do gancho, pois
Ai + )\; —i—7+41 ¢é o numero de quadrados abaizxo e a esquerda do quadrado (i,7) (e

o proprio quadrado (i,7)).

Apresentamos a seguir um teorema que é conhecido como Branching Rule (regra sobre a

ramificagao).

Observacao 2.1.17. As notagoes M | G e M T G, onde G é um grupo, significam a

representagao restrita e induzida, respectivamente, que foram definidas em (1.2.15) e (1.2.16).

Teorema 2.1.18. Sejam A\F-n, u-n—1 e S,_1 contido em S,, como um subgrupo fizando

o stmbolo n. Entao:

(i) M(A\) | S, 23 M(u), onde o somatério percorre todas as particoes ¥ de n — 1
tais que seus diagramas ('] sdo obtidos apagando-se um quadrado de cada diagrama

.

(i) M(p) T S =5 M(AD), onde o somatério é em todas as particées A\ de n tais que

seus diagramas [A\"] sdo obtidos adicionando-se um quadrado ao diagrama de [1].

Exemplo 2.1.19. Se n =8, u = (3%,1), entdao na Figura 2.5 temos:

M(3%,1) 1 Sg = M(4,1) @ M(3%,2) @ M(3%1%).
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Figura 2.5: M(32,1) T Ss = M(4,1) & M (32,2) & M(32,12).

Na préxima secao utilizaremos alguns resultados obtidos aqui para determinar uma de-
composi¢ao do espaco dos polinomios multilineares de Lie de grau pequeno. Esta decom-

posicao serd de grande utilidade no estudo das identidades de Lie de sly(K).

2.2 Identidades Multilineares da Algebra de Lie

Aqui estaremos seguindo os livros [2] e [9].
Seja P, o conjunto de todos os polinomios multilineares de grau n na dlgebra associativa

livre K(X). Uma base do K-espaco vetorial P, é dada por

$U(1) .. .xo(n)
onde o € S,,. Assim dim P, = n!.
Se definirmos
oo f(xi,...,xn) = f(To()s -+ Tom))s O € Sny  fla1,...,2,) € P,

entao P, é um S,-modulo a esquerda isomorfo a KS,,, considerado como um S,-modulo a
esquerda. De fato, o espaco vetorial P, tem base {Zo(1) ... Zom) | 0 € Sp}. Identifique o € S,
COM Ty (1) - - - To(n). Desse modo obtemos um isomorfismo de K S,, e P, como espagos vetoriais.
Além disso, este é um isomorfismo de S,-médulos. Agora K.S,, pode ser representado na

forma

KS, =Y KSue(T)),

AFn
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onde K S,e(Ty) = KS,e(T),) se, e somente se, A = f.

Se f, g € P,, entao g = 0 é uma conseqiiéncia de f = 0 se, e s6 se, g € KS,f. Dai
temos tantos sistemas distintos de identidades multilineares de grau n quantos forem os
K S,-submédulos distintos em P,,. Podemos considerar que P, é gerado como K .S,-mdédulo
por T1xs ... Ty, assim podemos escrever

P, = ZAfT,\’ fr, = e(Ty) o (129 ... 1), (2.4)
AFn
onde A = K.S,,. Como Ae(T)) é um S,,-mddulo simples, entao Afr, é zero ou simples. Assim
podemos descartar alguns somandos em (2.4) de modo a obter uma soma direta.

Se identificarmos em fr,(r) as variaveis cujos indices correspondem as entradas de uma
mesma linha em 7 (7) como a mesma varidvel, e dividirmos o polinomio obtido pela ordem
de Ry, obteremos um polinomio gr em m variaveis, onde m é o numero de linhas de T).
Além disso, teremos que g = 0 é uma conseqiiéncia de f = 0. Como char K = 0, a reciproca
também é valida, isto é, fr = 0 é uma conseqiiéncia de gr = 0, uma vez que fr € a
linearizacao completa de gr.

Sejam L = L(X) a algebra de Lie livre considerada como uma subdlgebra de Lie da
algebra associativa livre K(X) e PL, = P, N L o conjunto de todos os polinomios de Lie

multilineares de grau n.

Lema 2.2.1. Uma base de PL, ¢ formada pelos elementos

{[xna To(1)y - - - 7xa(n—1)] ‘ S Sn—l}‘ (25)

Prova: Usando inducao sobre n podemos assumir que um comutador w € PL, pode ser
escrito na forma [z,,u,v| onde [z,,u] é um comutador da forma (2.5). Se o comprimento
de v é igual a 1, entdo w é da forma desejada. Caso contrario, v = [vy,v9] e dal w =
—[v1,v9, [Xn, u]] = [[[Tn, u], vo],v1] = [[[Tn, u],v1],v2]. Usando inducado sobre [[z,,u],vs] e
[[zn, u], v1] podemos diminuir o comprimento de v. Por inducdo sobre n, mostramos que
w pode ser expresso como combinagao linear de elementos da forma (2.5).

Se Zaesn,l Qo [Tp, To(1), - - s To(n—1)] = 0 € 0 coeficiente oy de [, Z,q), - .-, Tom—1)] for
nao nulo, substituiremos os x; por elementos apropriados da algebra de Lie gl,, 11 (K). Tome

Ty, = €ntim, L1 = €pp—1, L2 = €p_1p-2, --., Tn_1 = €21, onde os elementos e;; formam a
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base usual de M, (K). A tnica parcela do somatério que nao se anula apds tal substitui¢ao
é a1, 21 ... Ty cujo valor serd aye,y11. Logo tal somatdrio ndo se anula em gl,.1(K), o

que é um absurdo. Portanto os elementos (2.5) sdo linearmente independentes. ®
Observagao 2.2.2. Do lema acima segue imediatamente que dim PL,, = (n — 1)!.

Temos que PL,, é um S,-submdédulo de P,,. Vamos agora utilizar o exposto anteriormente
para determinar a estrutura de PL,, para n pequeno.

Inicialmente note que para as partigoes (n) e (1) os polindomios g7 sao respectivamente:
" e sy(x1,...,x,). Mas esses polindomios nao correspondem a elementos em PL, paran > 2.
Portanto nao aparecem em sua decomposicao. Quando n=2, sy é polinomio de Lie e PLy é
gerado por [z, 23] = ss.

(i) n = 3. Aqui teremos dim PL3 = 2 e o tinico diagrama possivel é:

T'=Tpon =

A dimensao do S3-médulo correspondente é 2 e gr = (z129 — x2x1)x1 # 0 pois My(K) nao
satisfaz nenhuma identidade de grau menor que 4. Daf a menos de equivaléncia, r3zy = 0 ¢
a Unica identidade de grau 3. E ébvio que x1xox3 = 0 é uma identidade equivalente a esta
ultima.

(ii) n = 4. Neste caso dim PL, = 6 e os diagramas possiveis sao

Tl = T(S,l) = ) T2 = T(22) = ) T3 = T(2712) =

As dimensoes correspondentes sao: dp, = dp, = 3, dp, = 2. Tomando as tabelas

11213 L4
Ti(m) = 1 i Ts(m3) =| 2
3

os estabilizadores linha e coluna sao, respectivamente : Ry, (r,) = S3, Cpy(7,) = S2, Sz agindo

em {1,4}; Ryy(ry) = S2, So agindo em {1,4}, Cpy(ry) = S3. Assim gp, (r) = 2329 — 2227 # 0
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€ gry(rs) = S3(21, T, 3)x1 # 0. Portanto T, nao participa em PLy. Logo PLy = Afp () ®
Afry(ry) € Afrir) Z Afry(ny)-

(iii) n = 5. Temos que dim PL; = 24 e os diagramas possiveis sao

T

15

I
b
I

Ty

I
o
I

As dimensoes dos moédulos correspondentes sao: dpy, = dp, = 4, dp, = dp, = 5, dp, =6 ¢
todos estes mdédulos participam na decomposicao de PL5. Usando as tabelas abaixo teremos

as identidades associadas:

1121314
Ti(m) = = atwy — w7t
1(T1 p 91y (1) 122 2L7;
11213
_ _ .3 2 2 2,3,
Ty(2) = nr OTy(ry) = TTo — Lok Ty — (2122)% Ty + 2528,
11214 2 3 2 2
T ( ) 3 gT3(7-3) = ZEICIIQZElIg — .%'Q.I'l.?fg — ZE3I1Z‘2I1 — I1{E3I1Z‘2
3\73) =
. +ToT1 3T + T3T5w;
2002 2 2.9 2
1|2 9Tu(ra) = v1(z503 — 1375) + 25(0103 — T377) 4+ T102(T3T1 T2
Ty(rs) =3 | 4 —X9T173) + To1 (T3T2T) — T1T9w3) + 371 (175 — T3T1)
2 2.
5 +x3wo(Tow] — TT);
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_ 2 2
JTs(15) — T1X2L3L4 — T3XTX3T4 — T3T1X2X1Ty — TyX1T2X3T7

2 2 2
—X{T3TaX4 — T]T4XT3T2 — X]T2X4X3 + TaX1T3X1T4 + X2T1 L4037

T5 (7'5) =

+X3TIToT4T] + TITIToTy + TATIT3To + T4 ToT1T3 + TIT2T4T3

+x%az4x2x3 + :ch%xu:g + X3T1X4T2L1 + T4X1 T3] — ToX1X3T4X1

U =~ | W |~

—X2X1 X413 — XX 1X4X1X3 — I3$%J]4[E2 — 41319 — 1’41'%{['21'3.

Mas M;3(K') nao satisfaz nenhuma identidade de grau menor que 6. Logo sl3(K) nao
satisfaz identidades proprias de grau menor que 6, e assim estes polindmios sao nao nulos.
Logo

PLs = Afrir) ® Afro(r) @ Afry(rs) @ Afriira) @ Afryirs)-

Como todos estes modulos sao dois a dois nao isomorfos, qualquer submodulos é uma soma
direta de alguns destes médulos. Logo qualquer sistema de identidades homogéneas de grau

5 é equivalente a exatamente um sistema da forma
{97y =0|T(r) €T}

onde T'C {T\(m), Ta(me), T5(73), Tu(14), T5(75)}. O nimero total de tais sistemas é 31.
(iv) n = 6. Neste caso temos dim PLg = 120 e as partigoes admissiveis de 6, correspon-

dendo a componentes irredutiveis de PLg como Sg-modulos sao do tipo

M= 05,1), ha=(4,2), A= (4,12), A= (3,3), As = (3,2, 1),
>\6 = (37 13)7 )\7 = (227 12)7 >\8 = (27 14)

As dimensoes dos Sg-mddulos correspondentes sao: dy, = dy, = 5, dy, = dy, = 9, dy, =
dy, = 10, dy, = 5, d), = 16. Como a soma destas dimensoes ¢ estritamente menor que
120 todos eles participam em PLg com algumas multiplicidades. De fato, no caso de A5 a

multiplicidade é 3 e para A3 e A7 é 2.

2.3 Representacoes do Grupo Geral Linear

Para representagoes do grupo geral linear veja [15] e [36]. Utilizaremos também [9].
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Vamos fixar o espaco vetorial V,, com base {z1,...,2,} e com a agdo canodnica de
GL,,(K). Assumiremos que
K(Vy,) = K{(xq1,...,25)

é a élgebra associativa livre de posto m. Vamos agora definir uma ac¢do de GL,,(K) na

algebra associativa livre K (V,,,) por

Como GL,,(K) age em V,,, esta agdo torna K (V,,) um GL,,(K)-médulo a esquerda. Agora
se f € (K(V;,))™ para algum n > 0, entdo gf € (K(V;,))™ e daf (K(V,,,))™ é GL,,(K)-
invariante. Portanto K(V,,) = @,50(K (V,,))™, onde (K (V,,))™ é a componente homogénea
de grau n de K(V,,). Além disso, temos que para todo T-ideal U de K(X), os espagos
vetoriais UNK (V;,) e UN(K (V;,))™ sao submédulos de K(V;,,). Mais ainda, todo submédulo
W de K(V,,) é uma soma direta das componentes homogéneas W N (K (V,,))™. Para ver
esta ultima afirmacao seja f,, a componente homogénea de grau n do polinomio f € W. A
acao da matriz escalar al, 0 # a € K e I a matriz identidade em GL,,(K), multiplica f,

por a”. Assim aplicando o determinante de Vandermonde para f,, o resultado segue.

Definigao 2.3.1. (i) A representagao do grupo geral linear GL,,
¢:GLy,, — GLs=GL(W)

¢ chamada polinomial, e W é um GL,,-médulo polinomial, se as entradas ¢,,(g) da
matriz s X s ¢(g) sao funcoes polinomiais das entradas a;; da matriz g = (a;;) de
ordem m, para todo g € GL,,. Quando todos ¢,, sao polindmios homogéneos de grau

n, entao ¢ é uma representacao homogénea de grau n.
(i) Seja
Dm: {dEGLm ’ d:d(bl,,bm) 261611+"'+bm6mm}

o subgrupo das matrizes diagonais de GL,,. Para toda m-upla a = (ay,...,qy)

definimos a componente homogénea de peso a, ou de grau o, do GL,,-moédulo W por

W ={weW |db,...,bp)(w)=">0"...00m para todo d € D,,}.
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Algumas propriedades das representagoes polinomiais de G'L,,(K) sao semelhantes as das
representagoes dos grupos finitos apesar de GL,,(K) ser infinito, como mostra o seguinte

teorema.

Teorema 2.3.2. (i) Toda representa¢io de GL,,(K) é uma soma direta de representacoes

polinomiais homogéneas irredutiveis.

(i) Todo GL,(K)-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de grau n > 0 € isomorfo a

um submddulo (K (V;,))™.

As representagoes polinomiais homogéneas irredutiveis de grau n de GL,,(K) sao descri-

tas por particoes de n em nao mais que m partes e por diagramas de Young.
Teorema 2.3.3. Seja m um inteiro positivo e K qualquer corpo de caracteristica 0.

(i) As representagoes polinomiais homogéneas irredutiveis, duas a duas nao isomorfas
de GL,, estao em correspondéncia biunivoca com as particoes em nao mais que m
partes A = (Ai,...,Am), A1 = -+ = A\, = 0. Denotamos por Wy, (X) o GL,,-médulo

wrredutivel correspondendo a A.

(ii) Seja A = (A1, ..., \n) uma particio de n. O G Ly, (K)-modulo W,,(N\) € isomorfo a um
submédulo de (K{V,,))™. O GL,,(K)-médulo (K{V;,))™ pode ser decomposto como

(K (V)™ 2y daWin(N),

onde dy € a dimensao do S,-mddulo irredutivel M(\) e o somatdrio percorre todas as

particoes de n em nao mais que m partes.

(iii) Como subespaco de (K (V;,))™ o espago vetorial W,,(\) é multihomogéneo. A di-
mensio da componente multihomogénea W™= ¢ jgual ao nimero de \-tabelas

semistandard de conteido (ny,...,n,) e € dada pela formula

dim Wy, ) = [ 2= (2.6)

i—
m>i>j>1 J
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(iv) A série de Hilbert
Hilb (Wi (A)ity, .o t) = Y (m W memmyggn g

€ um polinomio simétrico e € igual ao quociente

V()\l—i—m—1,)\2+m—2,...,)\m_1+1,)\m)
Vim—1,m—2,...,1,0)

onde
N 7
A N
VL) =] L "
0o Lt
A funcao

Sa(t1, ..o tm) = Hilb(W (A);t1, ... )
¢ chamada funcao de Schur correspondente a .

Teorema 2.3.4. Seja W =Y m\W,,,(\) um GL,,(K)-mddulo polinomial, W,,(\) C K(V,,,).

Entao a série de Hilbert Hilb (W ;ty, ... t,,) determina W a menos de isomorfismo.

Corolario 2.3.5. Seja F,,(R) a dlgebra relativamente livre da variedade gerada pela PI -
dlgebra R. Entdo a série de Hilbert Hilb (F,,(R);t1,...,tm) € uma série formal de fun¢des

de Schur e se
Hilb (Fp(R)st1, . tm) = Y ka(R)saty, - tm), A= (A, Am)

entao

isto é, a série de Hilbert de F,,,(R) determina a estrutura de GL,(K)-mddulo de F,,(R).

Como mencionado anteriormente, existe uma grande semelhanca entre as representacoes
irredutiveis do grupo simétrico e as representagoes polinomiais irredutiveis de GL,,(K).
Apresentaremos a seguir um resultado analogo ao Teorema 2.1.16, para isso vamos definir

uma acdo a direita de S, em (K (V},))™ por

(ziy . .xi )0 b =a Ty Ty ooy T, € (K(V, )™, 0 €8S,

o(1) o(n)? n
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Com esta acio, (K (V,,))™ é um S,-médulo a direita.
Sejam A = (Aq,...,\,) uma particdo de n em nao mais que m partes e ¢, ..., qx OS
comprimentos das colunas do diagrama [)], isto é, k = A\ e ¢; = )\;. Denote por s, =

sx(z1,...,2,), ¢ = q1 0 polindmio

sx(xq,...,zq) = quj(ml, ey Tg;)

j=1
de K(V,,,), onde s,(z1,...,x,) é o polinomio standard.
Teorema 2.3.6. Sejam A\ = (A1,..., \y) uma particao de n em nao mais que m partes e

(K{(V,, )™ wuma componente homogénea de grau n em K(V,,).
(1) O elemento sy(x1, . .., 74) gera um G Ly, (K)-submddulo de (K (V,,,))™ isomorfo a W,,(A).

(2) Todo W,,(\) C (K{(V;,))™ ¢ gerado por um elemento nao nulo

w(T1, ..., xq) = Sx(T1, ..., 2y) Zago, a, € K. (2.7)
mESy
O elemento wy(z1,...,x,) € chamado o vetor de peso méaximo de W,,(\). Este ele-

mento € Uunico a menos de uma constante multiplicativa e estd contido no espaco veto-

rial de dimensdo 1 formado pelos elementos multihomogéneos de grau (A1, ..., A\p) em

Win(A).

(8) Sejam W e W' dois G L,,(K)-submédulos de (K(V;,))™ isomorfos a W,,()\) e com
vetores de peso mdzimo w e w”, respectivamente. Se ¢ - W' — W' é um isomorfismo

de G Ly,-médulos, entio ¢p(w') = aw” para algum o # 0. Mais ainda, todo isomorfismo

W' = W" é obtido deste modo.

Proposigao 2.3.7. Sejam A = (1, ..., \y) uma particio de n e W,,(\) C (K{(V,,))(™. O
vetor de peso mdzximo wy de W,,(\) pode ser escrito de modo inico como uma combinagdo

1

linear de polinémios w, = sxo~ ', onde o é tal que as \-tabelas T(o) sdo standard.

Proposigao 2.3.8. Sejamm > n, A\n e W, () C (K{(V;,))™. O conjunto M = W,,(A\)N
P, de todos os elementos multilineares em W,,(\) € um S,-submddulo de P, isomorfo a

M(N). Todo submodulo M(X) de P, € obtido deste modo.
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Definigao 2.3.9. Sejam v, A parti¢oes satisfazendo [v] D [A], [v| = [N =ne T = Ty
uma tabela de contetido o = (g, ..., ). Seja w(T) = by ...b, uma palavra nos simbolos
1, ..., m obtida a partir dos elementos de T escritos da direita para a esquerda e da primeira
linha para a ultima. A palavra w(7T') é chamada permuta¢ao reticulada se para todo r = 1,

..,met=1,..., m—1, o numero de participagoes de ¢ na seqiiéncia by, ..., b, nao é

menor que o numero de participagoes de 7 + 1.

Exemplo 2.3.10. Na Figura 2.6 temos um exemplo de uma permutacao reticulada para

v=(54,21),A=(3,2) ca=(322).

T'="Tu\n =

Figura 2.6: A palavra w(7T") = 1121323 é uma permutagao reticulada.

Teorema 2.3.11 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam X\, u, v parti¢des, [\ C
W], A+ [u] = |v] e, onimero de todas [v] \ [A|-tabelas semistandard de conteido p tais

que as palavras w(T') correspondentes sao permutacgoes reticuladas.
(i) O sequinte isomorfismo de GL,,-mddulos verifica-se
Win(0) @ Wo10) 2 3 ¢, Wi (),
onde o somatorio percorre todos v tais que [N C [v] e || + |u| = |v/|.
(i) Na linguagem das fungoes de Schur a condigdo (i) € equivalente a igualdade
Sa(tty o t) St t) = DX Sulty, ),

onde o somatorio é como em (i).
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(i1i) Seja [N =p, |u| = q e os grupos S, e S, mergulhados em Sy, como subgrupos fixando,
respectivamente os simbolos p+ 1, ..., p+qel, ..., p. O sequinte isomorfismo de

Spq-mddulo verifica-se

(M(A) @ M(p)) T Speg = 5, M(v)

onde o somatdrio é como em (i) e o produto tensorial M (\) @ M (p) € considerado com

a estrutura natural de um S, x Sg-mddulo.

Exemplo 2.3.12. A Figura 2.7 apresenta um exemplo da Regra de Littlewood-Richardson
para W5(3,1) ® W5(2,1)

W5(3,1) @ W5(2,1) = Ws(5,2) @ Ws(4,3) @ 2W5(4,2,1) & Ws(4,1%)
© Ws(3%1) @ W5(3,27%) @ Ws(3,2,1%)

111 1 1 1
2 112 1 2
2 1
1
2 111 1 1
1 2 112 1
2 2

Figura 2.7: A Regra de Littlewood-Richardson para W5(3,1) @ W5(2,1).

Casos particulares da Regra de Littlewood-Richardson sao o Teorema de Branching 2.1.18

e a Regra de Young dada a seguir.

Teorema 2.3.13 (Regra de Young). Seja A = (A,...,\y) e q > 0. Entao

Won(A) © Win(q) =Y~ Win(v)
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onde o somatorio percorre todas as particoes v = (11, ...,Vy) de |N| + q tais que
VI ZAN 2V 2N 2 2 Uy 2 Ay
Exemplo 2.3.14. Para W;5(3,2%) @ W5(2) a Regra de Young nos d4, veja a Figura 2.8:

Ws5(3,2%) @ W5(2) = W5(5,2%) @ Ws(4,3,2) @ Ws(4,2%,1) @ W5(3%,2,1) @ W5(3,2°).

XX X X

X X| X

Figura 2.8: A Regra de Young para W;(3,2%) @ W;5(2).
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2.4 Estrutura de Moédulos dos Polinémios Préprios

Nesta se¢ao seguiremos o livro [9] além de alguns artigos que serdo citados no decorrer
do texto. Alguns resultados apresentados aqui foram obtidos por V.S. Drensky, juntamente
com Azniv Kasparin [10].

O propésito dessa secao é encontrar uma apresentacao do GL,,-modulo B, dos po-
linémios préprios em K({xq,...,x,,) que permita explicitar Br(ﬂf ) como uma soma direta de
submodulos irredutiveis para n pequeno.

Denotaremos por Uy, = Ui (K) a algebra das matrizes triangulares superiores k x k

a;; a2 ... Qg
O (1,22 a’2k ,CLUEK, Z,j:]_,,k7
0 0 o Ak

e por U = var Uy, a variedade de algebras correspondente. A base das identidades polinomiais
de Uy, foi encontrada por Yu. N. Maltsev [25] e uma base de F,, () como um espaco vetorial

por Siderov [30].
Teorema 2.4.1. Seja k > 1.

(i) [25] O T-ideal T(Uy) = T'(U) € gerado pela identidade polinomial
[1, 2] ... [Tor_1, Tk
(i1) [30] O espago vetorial
(K{(x1,...,xm) NT(Ux_1))/(K{(z1,...,2m) NT(Uy))

(assumindo que K(xy,...,xm)NT(Uy) = K(x1,...,2m)) tem uma base consistindo de

todos os produtos dependendo em nao mais que m varidveis

al a
TSR el RN 1 IR [ S (2.8)
a; > 0,1=1, ..., m, onde os comutadores sao normados a esquerda, seu niumero €

exatamente igual a k —1 ed; > ig <+ - <ip, ..., J1 > Jo < -+ < Jgo
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(i1i) Os elementos em (2.8) satisfazendo ay = -+ = a,, = 0 formam uma base do espago

vetorial (B, NT(Ux_1))/(Bm NT(Uy)).
Prova: (iii) Segue de (ii) usando a Proposigao 1.5.23. m
Lema 2.4.2. Para m, n > 2, o GL,,-mddulo
(BY NTO) /(B NT(Uy))

¢ isomorfo a Wy,(n — 1,1) e tem por vetor de peso mdzximo o polinémio

Wn—1,1) (@1, T2) = ro(adz))" ' = [0, 21, ..., 21).

n—1 vezes

Prova: Pelo Teorema 2.4.1 (iii), o espaco vetorial (B% N T(Uy))/(BW N T(Us)) tem uma

base consistindo de todos comutadores
[xil,xiz,...,xin], m=1i >t < < iy S M.

Estes comutadores estao em correspondéncia 1-1 com as (n — 1, 1)-tabelas semistandard

e pelo Teorema 2.3.4 (ii) a série de Hilbert do GL,,-médulo (B,(ff) N T(Ul))/(B,(qZZ) NT(Usy))

iy | ds | ... |in

i1

é igual a funcao de Schur S(,—11)(t1,...,t,). Pelo Teorema 2.3.4, temos que este médulo é
isomorfo a W, (n—1,1). Finalmente, w(,—1,1y ¢ um vetor de peso méximo porque zz(ad z1) =

—52(®1,T2) € Wn_1,1) ¢ da forma (2.7). m
Proposigao 2.4.3 ([10]). O seguinte isomorfismo de G L,,-mddulos se verifica
(Bu NT(Us-1))/(Bu NT(UR) 2 Y Wn(pr = 1,1) © - ® Win(pr—1 — 1,1)

onde o somatorio percorre todos p; > 2,1 =1, ..., k—1.
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Prova: Pelo Teorema 2.4.1 (ii), o seguinte isomorfismo de espagos vetoriais graduados

verifica-se

(B NT(Ux-1))/(Ba NT(Uy)) = (B NT(U1))/ (B NT(Uy)))=*Y
=~ N (B NT(h)/(BENT(1h) @ ...

pi22

® (B nT(U))/(BR NT(Us)).

Logo utilizando o Lema 2.4.2, concluimos que a série de Hilbert do GL,,-mddulo

(B NT(Uk—1))/(Bm NT(Uy)) coincide com a série de Hilbert do G L,,-médulo

S Walpr = 1,1) @+ @ Wi (prr — 1,1).
Dai, pelo Teorema 2.3.4 (iv), estes dois médulos sao isomorfos. m

Teorema 2.4.4 ([10]). O seguinte isomorfismo de GL,,-mddulos verifica-se

B2 > Wulpr— 1L1) @ @ Win(p—1 — 1,1),

k>0

onde a soma interna € em todosp; > 2,i=1, ..., k— 1.

Prova: Desde que N7 (Uy) = 0 ¢ 0 GL,,-médulo B,, é completamente redutivel, obtemos

que B,, é isomorfo ao GL,,-mddulo

S (B N T(Uk 1))/ (B N T(U)).

k>0

Agora a prova segue imediatamente da Proposi¢ao 2.4.3. m
Exemplo 2.4.5. (i) BY ~ W, (0) 2 K, BY =~ ),
(ii) BY ~ W, (12) e W,,(12) tem por vetor de peso maximo
w(12)($1,$2) = [1’1,1752];
(iii) B =~ W, (2,1) com vetor de peso maximo

w1y (21, T2) = [T2, 1, T1];
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(iv) B 2 W, (3,1) @ Wy (22) @ Wi (2, 12) & W, (14) com vetores de peso maximo, respec-

tivamente:

w(3,1)($1,$2) = [$279€17I1,$1],
w(22)(951,a:2) = [951,952]2,

W(2,12)(T1, Ty, T3) = Z (1) [zr), 71)[Tr(2), Tr(3))
TESs

UJ(14)([E1, X2, T3, ZL‘4) - 84(1)1, X2,23, 374).

Como identidades polinomiais w2 1y(#1,T2) € we,12)(21, T2, ¥3) sd0 equivalentes, respec-

tivamente, a [z1, xq, 3] € [[21, 2], [T3, 24]]-

Prova: As decomposigoes de B,, para n < 3 seguem imediatamente do Teorema 2.4.4. Para

n=4
BY 2 W,,(3,1) & Wn(12) @ W, (12)

e pela Regra de Young 2.3.13 calculamos (ver Figura 2.9)

W (12) @ Wy, (12) =2 W,,(22) @ W,,(2, 1%) @ W, (1%).

Figura 2.9: W,,(1%) @ W,,,(1%) = W,,(2%) & W,,(2,1%) & W,,(1*).

Desde que [z1, 23] = sa(x1,22) os elementos dados sdo da forma (2.7) e, portanto, sao

vetores de peso maximo.
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) ¢ irredutivel e é gerado pelo vetor de peso maximo

Finalmente, o GL,,-moédulo BS’
w(2,1)(%1, T2) bem como por [z1, 9, x3]. Dal estas duas identidades sdo equivalentes. Analo-

gamente,
w(2,12)($1,$2,$€3) = 2([552,951][%3,901] - [373,33'1][552,371]) = 2[[372,561], [553,331]]7

isto é, w(212)(71, T2, 3) é uma conseqiiéncia de [[x1, z3), (3, 24]]. Usando as férmulas para
a dimensao dos S,-mdédulos irredutiveis, calculamos para o Sy-médulo M (2, 12) gerado pela
linearizacdo de wa2)(x1, 2, 23) que dim M(2,1%) = 3. Por outro lado o Sy-médulo M

gerado por [[x1, xs], [x3, 74]] também é gerado pelos comutadores

(22, 21], [74, 23], [[73, 21], [24, T2]], [[4, 21], [73, 72]].

Dai 3 > dimM > dim M (2,1?) = 3 e M = M(2,1%), isto é, as duas identidades sdo

equivalentes. m

Observacao 2.4.6. Utilizando a Proposicao 1.5.17 podemos considerar que o corpo K

contém +/—1. Dai tome as seguintes matrizes

1 1 1
by = —§<€11 - 622)\/—_1, by = 5(812 + 621)\/—_1; by = 5(612 - 621)\/__1'

A tabela de multiplicagao é:

b b b
o1by = ~babr = 53’ babs = —bsby = _51’ bsby = —b1b3 = _527 [b1, ba] = b3,
[b27b3] = b17 [blab?)] - b2, b% = bg = b% = —Z’

onde e é a matriz identidade.

Teorema 2.4.7 ([7]). Seja My = varMs(K) a variedade das matrizes 2 x 2. O seguinte

GL,,(K)-isomorfismo se verifica

Bm<g~n2) =K + ZWm<M1,,U/2,IM3),

onde o somatdrio percorre todas particoes u = (uy, pz, u3) diferentes de (13) e (n), n > 0.
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Prova: Seja B,,,(Ms) = > k(u)Win(p), & > 0. Inicialmente temos que toda matriz a €
M,(K) pode ser escrita na forma a = ag + str (a)1, onde ag é uma matriz de trago zero e
1 = €11 + €99 é a matriz identidade. Sejam p = (p, .. ., i) uma particdo de um natural n e
Wi (21, ..., 2,) um vetor de peso maximo do submédulo Wy, (1) do G L,,-médulo B,,. Como

w,, ¢ um vetor de peso maximo, cada variavel x; participa em w, em uma soma anti-simétrica

junto com xq, ..., r;_1. Além disso w, é um polinémio préprio, donde
) ) Ly o 5
wy(xr, ... v+ a,. .. x) =wu(ze, .. 2, ,2,), a € K.
Logo é suficiente verificar que w,(z1,...,2,) = 0 para todas r-uplas de matrizes vy, ...,

v, linearmente independentes no espago vetorial sly(K). Mas dim sla(K) = 3 e portanto
wy(vi,...,v,) = 0 para pug # 0. Logo podemos assumir que p = (g1, pi2, f13)- E imediato
ver que o caso [ = fio = j3 = 0 corresponde ao corpo K cuja multiplicidade em B,, é 1.
Os médulos W, (1) para pp = (13) e u = (n), n > 0, tém multiplicidade 1 na 4lgebra livre
K(x1,...,2m) e seus vetores de peso maximo sao w3y = s3(x1, T2, T3) € winy(r1) = 2. Mas
esses elementos nao sdo polindémios préprios, logo os GL,,-médulos W,,(13) e W,,(n) nao
participam na decomposi¢ao de B, e portanto nao participam na de B,,(9). Suponha
entao que p # (13), (n) e k() > 1. Sejam p = (1, o, i3), w;(ajl, CeTy) e w;(xl, cey )
vetores de peso méximo de dois G L,,-médulos isomorfos W, () de B,, C K(V,,) e seja
w;L ¢ B, NT(M(K)). Tome a; = e11 — €2, ag = €12 + €31, a3 = e1a — eg;. Um cdlculo

simples mostra que

@102 = —A201 = a3, QA203 = —Aa3zG2 = —a;, AaA3G1 = —a103 = —a2

— 52 2 __
—CL2—17 CL3——]_.

Assim reordenando os elementos em w,,(ay, as, as) com a ajuda da primeira linha e em seguida

1. ~ . . / " .
utilizando as relagoes da segunda linha vemos que existem a, a € K tais que

4 . !’ €1 €9 €3 1" - 1" €1 €9 €3
w, (a1, az,a3) = aaj'asag®, w,(a1,az,a3) = a ai'ay’as’,

ondee; =0, 1, ¢ = p; ( mod 2),i=1,2. Como w; nao é identidade polinomial de My (K),
entdo o # 0. Por outro lado,

’ 1"

wy (21, T2, 3) = a”w;(xl,xg,xg) — wu(xl,xg,:vg) € B,,
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é nulo para z; = a;, i = 1, 2, 3 e assim w,, (21, z2, x3) é uma identidade prépria para My (K).

’ "

)
Portanto, w, e w, sao linearmente dependentes médulo B, N T(M(K)) e assim k(u) < 1.
)

A prova estara completa se construirmos um vetor de peso maximo nao nulo w,, € B, (9M>).

Vamos fazer isso analisando alguns casos.
e Se piy — pz =1 ( mod 2), entao

w, = [x1, 2] (ss(ad 1, ad 2, ad x3))"* (ad 21)"* 2 (ad [z, :vg])“z_’“_l.

e Sep;— e =0, po — puz =1 (- mod 2), entdo

w, = Z (—=1)7[zy(1)(ss(ad 1, ad 2, ad 23) )" (ad 21 )" 2 (ad [1, 2] ) 771, 2p(2)].

oES3
o Se g — g = p — p3 =0 ( mod 2) e pg # 3, entao

w, = wy[r1, 0], v= (1 —1,pu2—1, p3).

e Se py — e =0 ( mod 2) e uy = pg > 0, entao

W= 3 (“1)a) (sa(ad ar, ad s, ad 20)) " (ad )1 00, 0y
oES3
Uma vez que [z, x2] = s2(z1,22), obtemos que os polinomios w, s@o da forma (2.7) e sdo
anti-simétricos. Logo sao vetores de peso méaximo de W, (u) C B,,. Tomando hy, hy e hs

como na Observacgao 2.4.6 concluimos que wy,(hy, ho, h3) # 0, isto é, w, sdo elementos nao

nulos de B,,,(M3). m

Corolario 2.4.8 ([7]). Seja varsly(K) a variedade de dlgebra de Lie gerada pela dlgebra
slo(K) das matrizes 2 x 2 com trago zero. Entdao o sequinte G L, (K )-isomorfismo verifica-se

para a dlgebra relativamente livre F,(varsla(K))

Fo(varsly(K)) = W,,(1) + Z Wi (g1, 2, pi3)

onde o somatorio percorre todas parti¢coes com s > 0 e tais que pelo menos um dos inteiros

p — pa € plo — pg € impar.
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Prova: Sabemos que a algebra ' = F,(varslo(K)) ¢ isomorfa a subdlgebra de Lie de
F,,(9My) gerada por xy, ..., Tp. Como em F,,(9Ms) o médulo W, (1) tém multiplicidade 1
e coincide com o espago vetorial gerado por z1, ..., z,, temos que W,,(1) C F,,(var sly(K))
e é suficiente encontrar a decomposicio do ideal comutador F, (varsly(K)). Mas os ele-
mentos de F| (varsly(K)) sdo combinacdes lineares de produtos de comutadores, assim
F (varsly(K)) C B, (9M,). Pelo Teorema 2.4.7, F, (varsly(K)) é uma soma direta de
G L,,-médulos W, (1, po, p13), p2 > 0, dois a dois nao isomorfos. Na parte final da prova do
Teorema 2.4.7 vimos que para 1 — g Z 0 ou s — g # 0 ( mod 2), o vetor de peso méximo
w, ¢ um elemento de Lie. Logo os médulos correspondentes a estes vetores participam da
decomposigao de F,,(varsly(K)). Seja 1 — pio = po — 3 = 0 ( mod 2) e suponha que
wy (21, 22, x3) € Wi (1) C Fp(varsly(K)). Entao como na prova do Teorema 2.4.7,

w, (21,79, 73) = ahSh3h, 0#a€ K, §=p3 ( mod 2),

e assim wy,(hy, ho, h3) é uma matriz escalar ndo nula e nao pertence a sly(K). Portanto

Wi (1) nado participa da decomposigao de F,(var sla(K)). =



CAPITULO 3

Uma Base para as Identidades de

slo(K)

Neste capitulo provaremos que a variedade V' gerada pela algebra de Lie gly(K) de to-
das as matrizes de ordem 2 sobre um corpo de caracteristica zero possui uma base finita
de identidades polinomiais. Este teorema falha no caso onde o corpo é infinito de carac-
teristica 2, veja [35]. Se a caracteristica do corpo K é diferente de 2, qualquer matriz pode
ser representada como uma soma de uma matriz escalar com uma de trago zero. Assim
var (glo(K)) = var (slo(K)) e podemos trabalhar com sly(K), a algebra de Lie das matri-
zes de ordem 2 com traco zero, com entradas num corpo K de caracteristica zero. Estes

resultados podem ser encontrados em [2] e em [26].

3.1 Identidades Fracas

Defini¢ao 3.1.1. Seja (R, G) um par cujas componentes sao respectivamente uma algebra
associativa R e uma subdlgebra de Lie G C R(™), sobre um corpo K, tais que G gera R
como uma &lgebra associativa. O polindmio associativo nao nulo f(zy,xs,...,2,) = 0 em

K(xy,...,x,), a dlgebra associativa livre sobre K livremente gerada por x1, xo, ..., T, é

64
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chamado uma identidade fraca do par (R, G) se para qualquer escolha de ¢1, g2, ..., gn € G
temos f(g1,92,---,9n) = 0.

Defina a o b = ab + ba. Um cdlculo simples mostra que para a, b € sla(K), aob é uma

matriz escalar. Assim (Ms(K), slo(K)) satisfaz a identidade fraca:
[xoy,z] =0. (3.1)
Observacao 3.1.2. A seguinte relacao é valida em qualquer dlgebra associativa
[z,y,2] = (yoz)ox — (z0x)0y. (3.2)

Lema 3.1.3. As sequintes identidades sio conseqiiéncias da identidade (3.1) (isto €, elas

verificam-se em qualquer par satisfazendo (3.1)):

[z,y,2] = 2(yoz)r—2(xoz)y (3.3)
z(yolzul) = (zvoy)lz,ul+ (zo0x)u,y] — (uoz)lz,y (3.4)
dxoylzu] = [zx,y,u] + [2,y,z,u] — [u,x, z,y] — [u,y, 2, x]. (3.5)

Prova: A identidade (3.3) ¢ conseqiiéncia imediata de (3.2). Agora, usando (3.1) e (3.3)

temos:
2z(y o [z,u]) =2z oy)lz,u] = 2(yolzu))z —2(zoy)lz u] = [z,[z,u], y]
= [u,z2,y] = [2(z0x)u—2(uox)z y
= 2(2 ° x)[ua y] - 2(u ° x)[za y]
que ¢é a identidade (3.4).
Utilizando a equacao (3.3) podemos reescrever os termos do lado direito da equagéo (3.5)
da seguinte forma:
[IL‘, Y, =, U] = 2[('3/ © Z)ZL‘, U] - 2[(':E © Z)y7 U]
[I7 ZY, u] = 2[(2 ° y)l', U] - 2[(1’ © y)z7 U]
—['LL, Y, T, Z] = _2[(y © I’)U, Z] + 2[(“’ o x)yu Z]
_[u7 Z, T, y] = _2[(2 ° x)“? y] + 2[(u o x)z, y]

Somando estes termos e considerando o fato de a o b ser um elemento central temos a

identidade (3.5). m
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Lema 3.1.4. Sejam f(x1,x9,23,...,2;) um polinomio multilinear em K{(xi,za,...,x;) €
f = f(zo, 21,23, ..., 1). Entao existe um polinomio multilinear v(yo, y1, - .., Yi—2) tal que
f—f =v([a1, 2], 25, ..., 21) (3.6)

¢ uma conseqiiéncia da identidade fraca (3.1).

Prova: A prova serd por indugdo sobre deg f = [. Seja C' a subdlgebra de K{(xy,...,z;)
gerada pelos elementos z; o x; € z; o [T}, T], 1 <4, j, m <[, cujas imagens em M,(K) s@o
centrais. Aplicando as identidades (3.1)-(3.4) podemos escrever f como combinagao C-linear
de comutadores de comprimento 1 ou 2 em x1, x9, ..., ;. Utilizando as identidades (3.1) e
(3.3) podemos reescrever, médulo a identidade (3.1), qualquer comutador de comprimento
> 3 como uma combinacao linear de comutadores de comprimento no méximo 2. Assim

resta mostrar que o mesmo acontece com elementos da forma [z;, z;]x,,. Mas

1 1 1
(23, 2j|Tm = 5[ i Tj] © Ty + 5[[%%],%] = 5[ i L] © T + (15 0 T2 — (25 0 Ty, ) 5.

Logo segue desta observacao e da identidade (3.4) que para mostrar a existéncia de uma

conseqiiéncia da forma (3.6) é suficiente considerar f tendo uma das seguintes formas:
(D) f =21, 23],
(II) f = z1 0 o,

(III) f = (x1 0 w3)xa,

(IV) f = [x1, 23] 0 2.

No caso (I) f — f' = [x1, 23] — [22, x1] = 2[x1, 23], entdo basta tomar v(yg) = 2yo; no caso

(IT) f— f" = (x10x9) — (x901x71) = 0 e basta tomar v = 0; no caso (IIT) f— f' = (x10x3)xs —

(z2 0 T3)m1 = —3[21, T2, 7] e podemos definir v = $[yo, y1]. No caso (IV) observemos que
0=l[z,yoz] =[z,yloz+yo][x,z] de onde concluimos que [z}, x3] 0 xy = [Tg, 1] 0 T3 € assim
f=1f = [z, 23] 0 — [w9, 23] 0 1

= [wo,x1] 0wy — [m1, 20 0 23

= —2(x30[z1,29]),
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logo basta definir v(yo,y1) = —2(y1 0 4o). Assim a base da indugao estd provada.

Suponha que para qualquer identidade fraca de grau menor que [ a identidade (3.6) seja
uma conseqiiéncia de (3.1). Seja f de grau | uma identidade fraca de sly(K). Entdo f’
também ¢é uma identidade fraca de sly(K), dai o mesmo vale para v([xy, 2], x3,...,2;) = 0.
Como sly(K) é igual a sua subdlgebra derivada (pois é simples), entdo v(y1,y2,...,4-1) =0
é uma conseqiiéncia de (3.1) pela hipétese de inducdo. Logo f — f = 0 é uma conseqiiéncia

da identidade (3.1). m

Teorema 3.1.5. Seja K um corpo tal que char K = 0. Se f € uma identidade fraca do par

(M(K), sla(K)), entao f € uma conseqiiéncia de (3.1).

Prova: Como no lema anterior a escolha do par (z1,x3) foi arbitraria, entdo para qualquer
permutacao o dos indices 1, 2, ..., [ a seguinte equacao é uma conseqiiéncia da identidade
(3.1):
f(:lj'l, To, ... ,.Il) — f(l'g(l), .%’0(2), Ce ,xo(l)) = 0.
Somando todas as equacoes acima quando o € S; chegamos que a equacao:
l!f(xl, To, ... ,:L‘l) — A Z To(1)To(2) -+ - Lo(l) = 0
cES

é uma conseqiiéncia da identidade (3.1). Substituindo

0 -1

teremos A!h! = 0, daf A = 0. Portanto f(x1,2s,...,2;) = 0 é uma conseqiiéncia da identi-

dade (3.1). m

3.2 Identidades da Algebra de Lie sly(K)

Lema 3.2.1. A dlgebra G = slo(K) satisfaz as sequintes identidades standard (de Lie)

Z (—1)G[$n, Z‘U(l), Z‘U(g), NN ,Jfa(n_l)] =0 n= 5, 6, NN (37)

c€Sh—-1
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Prova: Como sly(K) é de dimensao 3 e a identidade (3.7) é de grau maior ou igual a 5, é

imediato verificar a afirmacao do lema. m

Lema 3.2.2. Para todo nimero natural s, sla(K) satisfaz
(ly, 2D)(eda)**" = [y, 2(adz)*1] + [y(ad)**", 2] (3.5)

Prova: De fato, pela equacao (3.5) temos

42°[y, z] = y(ad ). (3.9)
Daf
(ly, 2D(adx)* ™ = 2%a™[y, z,2] = [y, 2%2™ [z, 2] + [2%2™[y, 2], 2]
= [y, z(ad2)* "] + [y(ad z)* 1!, 2].
n

Pela Secao 2.2, o espago PLs dos polinomios comutadores multilineares (isto é, os po-
linémios de Lie com respeito ao colchete) é uma soma direta dos seguintes Ss-submddulos

irredutiveis:

PLs = Ale(Tl) ® Af1yre) © Afry(ry) D Afu(ra) ® AfT5(T5)'

Denote por PL'(V), V = var(G), o conjunto de todas as identidades multilineares
de grau 5 verificadas em V. Assim PL'(V) serd um submédulo de PLs, mas cada Ss-
submédulo em PL5(X) é igual a soma de alguns dos Afr, -y, Ti(r;) € T, onde T C
{T1 (1), To(m2), T5(73), Ty(74), T5(75) }. Vamos verificar a validade das identidades da forma

91:(r) = 0 em G. Temos que gry ;) = (—1) D, s, (=1)7[71, (1), To(2), To(3), Toay] = 0 é uma

conseqiiéncia da identidade (3.7) com n = 5. Mais ainda,
ITy(ry) = [Ta, 3] (ad 1) + [23, 22(ad 21)%] + [z3(ad 21)?, 22).

Logo gry(-) = 0 é uma conseqiiéncia da identidade (3.8) com s = 1. Além disso, gr () =

2([x1,x2])(adx1)3, 915(r2) = (21, o, 1, X1, To] — [T1, T2, X1, T, 1] €

9Ty(10) — [$1,$2,$1,$2,x3] + [$27x37x17x27x1] + [x37x17x17x27x2]

+ [l’g,l’g,xg,iﬁl,xl] + [331,5173,1’2,1'1,172].
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Escolhemos a base candnica de sly(K)

01 0 0 1 0
€1 = y €2 = y €3 =
00 10 0 -1
com tabela de multiplicacao [eq, e5] = —2ey, [es, e2] = —2es, [e2,€1] = —es. E imediato ver

que gr, () nao é nulo para xy = e3, Ty = €1, gr,(,) assume um valor nao nulo em z; = e3,

Ty = eg, T3 = e1. Agora no caso de gr, (-, ¢ suficiente tomar x; = e;, v2 = e,. Portanto,
PL(V) = Afryry) ® Afry(ry)-
Lema 3.2.3. As seguintes identidades de grau 6 sao identidades da dlgebra de Lie sly(K).
ly, z,u,z,x,x] = |y, x,x, z,u, x| — [z, 2,y, 2, u, | (3.10)
ly,z,x,x,z,u] = [y, x, 2, 2, z,u] — [u,x, |y, x, 2], x] (3.11)

Prova: Basta mostrar que estas identidades sao identidades fracas. Estas seguem usando
(3.9) e 422[y, 2] = [y, =, z, 2] — [2, 7, y, 2] que sdo conseqiiéncias da identidade fraca (3.5). De

fato,

[y, z,u,z,0,0] = |y, 2u)(adx)® = 42y, 2, u, x| = [42*[y, 2], u, 7]

= [yaxax727u7x]_[vaaywrvuax]

[y, z,2,2,2,u] = [yladx)? z,u] = [42*[y, 2], z,u] = 42°[y, z, 2, u]

= [y,l’,Z,Z,Z,U] - [U,[E, [%3372’],37]-

Nosso objetivo é mostrar que a identidade (3.7) com n = 5 e a identidade (3.8) com
s = 1 formam uma base das identidades polinomiais de sly(K), quando K é um corpo de
caracteristica zero. A prova deste fato usa o mesmo método do Teorema 3.1.5. Sendo assim
vamos formular aqui um lema que auxiliard-nos em nosso objetivo.

Escreveremos oy; f(x1,..., %4 ... %4, ..., x) = f(z1,...,25,...,2;...,7;). Finalmente

usaremos o simbolo ~ para significar que a varidvel sob este sinal devera ser omitida.
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Lema 3.2.4. Seja Y a variedade de dlgebras de Lie determinada pelas identidades

Z (=1)%[5, Zo(1), To(2), To(3)s Toay)] = 0 (3.12)
oc€ESy
[y, 2](adz)® = [y(adx)?, 2] + [y, z(adx)?]. (3.13)

Dado um polinomio de Lie f de grau > 4 e dois indices i, j, 1 < i < j < n, existe um

polinémio multilinear de Lie g(x1,...,Z;,..., ;) de grau l —1 tal que

[ —oif = 5{(1 — 0ij) Z[Iza Tigyeyys - - - ,%‘[,(,_2)7%‘]} + 9lri=(ziz;)> (3.14)
onde 3 € algum escalar e a soma € sobre todas as permutagoes o do conjunto {1,... ,/z'\, e
?, ...,l}. No caso de l impar podemos tomar (3 = 0.

Prova: A prova sera feita por indugao no grau [ de f. Inicialmente observe que em qualquer
algebra de Lie temos a seguinte igualdade, que pode ser verificada por inducao sobre k e

utilizando a anticomutatividade e a identidade de Jacobi:

Ella,vq,...,v5] = E [a, Vo), - -5 Vor)] + E [a,wy, ..., wg_1], (3.15)

O'ESk w;
onde w; sao comutadores em vy, ..., vy. Assumiremos que f é um comutador, uma vez que
uma base de P(z1,...,2;) é formada por monomios da forma [z;,v,q),...,Veq-1)]. Além

disso tomaremos i = [, j = [ — 1 e por questao de simplicidade escreveremos x; = z, ;-1 = x
e T_1=T.

A base da indugao é o caso I = 5. Se f = [[z,«],...], [z,21,2,...], entdo basta tomar
B = 0, utilizar a anticomutatividade e a identidade de Jacobi e teremos a equagao (3.14).

Seja f = [z, 21, xa, x, 23], entdo aplicando a equacao (3.3) podemos escrever

f=7(f) = 2w ox)[z,2,13] — 2(2 0 w)[21, 7, 23] — 2(71 0 29)[7, 2, 73]

+ 2(x oxg)|wy, 2, 3] = 4(x1 0 o) [2, T, T3] + [T, 2, T2, T1, T3]
Agora substituindo y = 1, z = 9, * = [z, 2] e u = x3 na equagao (3.5) temos que

f=7(f) = lz,o,21, 20, 23] + 2[2, 2, 02, x1, 23] — [73, 21, [2, T, 2]

- [5537152, [2’735]>$1]
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que é a decomposicao desejada tomando g = 0.

Pela identidade (3.15) resta considerar os dois casos seguintes.

(i) f = Zaesg (2, %0(1), To(2), To(3), ). Neste caso basta fazer a linearizagao completa da

equagao (3.8). Assim teremos a identidade (3.14) para 5 = 0.
(ii) [[®i, 2], 2, 24, x]. Usando a equagao (3.3) temos:

f=7(f) = 2(zox)|[ws xs], 2] — 2([i, 5] 0 24)[2, ] — 2(w 0 we) ([, 7], 2]
+2(z 0 xy)[[wi, )], 2] + 2([z4, 5] 0 24) [, 2]

— —4([:17,~,xj] o xt)[x, Z] + [[IL“Z, iﬂj], [95, 2’775”

Utilizando a equagao (3.6) obtemos

f - T(f) = _[x7 [xhxj]’xhz] - [ZL‘,JZt, [JZZ*,ZL“]'],Z]

+z, [T, 23], @, 2] + (2, 20, @, (24, 5] + [[24, 24], (2, 2, 1]

que ¢é a decomposicao desejada. Logo a base da indugao esta provada.

Suponha que o lema esteja provado para o caso onde o grau de f é menor que [. Seja f
de grau [.

Primeiro vamos considerar o caso [ par. Se f = [z,21,..., T4, T, X441, ..., T_o] com t <
| — 2, entdo temos pela hipétese de inducdo que para o comutador de grau impar f =
[2,@1,...,04, 2, T4y, . . ., 23] existe um polinémio de Lie ¢ satisfazendo a identidade (3.14)
para 3 = 0. Entdo g = [¢', 2;_»] satisfaz (3.14) para 3 = 0. Agora a igualdade (3.15) implica

que resta considerar os dois casos seguintes:
(1) f =2 pes,_,[#:To1), - -+, To(1—2), ¥]. Neste caso basta tomar 3 =1e g=0.

(i) f=lz21,..., [, xi41], - ., T1—2, z]. Entao pela hipdtese de indugao, para o comutador
de grau fmpar f = [z,21,...,%; 1,2 Tito,..., T2, | existe um polinémio de Lie
g (z,21,...,Tit1, ..., 21_2) tal que a identidade (3.14) é satisfeita com § = 0. Daf f
satisfaz a identidade (3.14) com f=0eg=g

z;=[zi,Tit1]



SECAO 3.2 ¢« IDENTIDADES DA ALGEBRA DE LIE SLy(K) 72

Considere o caso em que [ é impar. Neste caso devemos ter 3 = 0. Agora se f =
[2,...,2,...,x_3,%_2], entdo a identidade (3.14) com B = 0 segue imediatamente da
hipétese de inducao.

Se f =[z,x1,...,2-3,%,x,_2], entao pela hipdtese de indugao

f=7(f)= 5{(1 —7) Y 5%, - ,xa(z—:a),x,xzz]} + [0 =20, T1a)-

oc€S|_3

O segundo termo na soma tem a forma desejada e como [ é impar, aplicando a linearizagao

da seguinte identidade de Lie, que é uma conseqiiéncia de (3.11):

(k—1)

[Z(ad y)Qka z, $l72} = [Z(ad y)2(k71)7 z,Y,Y, 33'1,2] + [ya Ti—2, % [ (ad y) 33'], y]

e usando a hipétese de inducao, o primeiro termo pode ser reduzido a forma desejada.

A igualdade (3.15) implica que resta considerar os dois casos seguintes:

(1) f = Dges ,[%To()s -+ +» To(arr1), @], [ — 2 = 2k + 1. Neste caso a identidade (3.14)
para [ = 0 é obtida através da linearizagdo completa da identidade (3.13), que é uma

consequiéncia de (3.5).

(i) f=[z,21,.-.,%-3,%]|¢;=[z:,21_,)- Entao pela hipétese de inducao

i =[24,%1—2] +9g |Z:[27$]733i:[$i755l72]'

Pty = {01 ¥ [t ol

oE€S|_3
O 1ultimo somando é da forma desejada. O primeiro termo pode ser reescrito como a =
/ . ’ . . ’ . . N A~ .
B > Mz, 2], .. .]. Assim a é anti-simétrico com respeito a xy,...,7;, ..., x;_3. Aplicando

a equagao (3.10), para t > 3 temos

([, v, 2](ad )", x] = [[u,y,y,v, 2] (ad y)' 2, 2] + [y, v, u, y, 2] (ad y)" 2, ].

Continuando a aplicar (3.10) para cada termo do lado direito desta ultima igualdade, se for

possivel, obtemos a seguinte identidade de Lie, que segue de (3.12) e (3.13):

v o] = 32wl 2] + 3 vl 20 (3.16)
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’ / / ~ . . ~ .
onde w;, u;, v; sdo comutadores em u, v, y. A linearizacdo completa de (3.16) com respeito

a y mostra que a pode ser representado na forma
(1 - T){Z :I:[w“ Zy Tty Ty LU] + Z :l:[uu Viy 2y Tty SL’] + [b7 [27 I'H}

onde w;, u;, v; sao comutadores e b € um polinémio de Lie. No entanto para comutadores de
comprimento 5 a identidade (3.14) se verifica com § = 0. Portanto (3.14) também se verifica

para o elemento a com 3 = 0. Logo também para f, o que prova lema. m

Lema 3.2.5. Seja f(x1,...,2;) = 0 uma identidade multilinear de grau maior que 4 de
sla(K). Entao existe um polinomio g(x1,...,%;,...,x;) tal que a identidade

¢ uma conseqiiéncia de (3.12) e (3.13).

Prova: Seja f uma identidade multilinear de grau [. Se [ é impar, o Lema 3.2.4 garante a
existéncia de g tal que a equagao (3.17) é uma conseqiiéncia de (3.12) e (3.13). Se [ ¢ par,
entao pelo Lema 3.2.4, existem [ e g tais que a identidade (3.17) é uma conseqiiéncia de

(3.12) e (3.13). Agora substitua x; = ey, x; = es e a demais varidveis por e;. Assim teremos

uma vez que [x;, ¢;| = ez € g|, 2, = 0. Logo 3 = 0 e dai para qualquer identidade de sly(K)

]

existe g tal que

f—=7(f)=yg

zi=[w;,7;]

¢ uma conseqiiéncia de (3.12) e (3.13). =

Teorema 3.2.6. As identidades polinomiais da dlgebra de Lie G = sly(K) sobre um corpo

K de caracteristica zero admitem uma base da forma

Z (—1)0[555, 1;0(1)7 x0(2)7 xa(3)7 xa(4)] =0

o€Sy

([y 2D)(ad)’ = [(y)(adz)?, 2] + [y, (2)(adz)’].
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Prova: O teorema sera demonstrado por indugao sobre o grau [ das identidades multilineares
de sly(K). A base da indugao é o caso [ = 4. Uma vez que a unica identidade de grau 4 de
slo(K) é a identidade standard e esta nao é uma identidade de Lie, este caso estd provado.

Suponha que para as identidades multilineares de sly(K) de grau menor que [ o teo-
rema seja verdadeiro. Seja f(xy,...,2;) = 0 uma identidade multilinear em sly(K). Entao
pelo Lema 3.2.5 existe um polinomio g(x1,...,Zj,...,2;) tal que a identidade (3.17) é uma
conseqliéncia de (3.12) e (3.13). Desde que f = 0 ¢é uma identidade de sly(K) devemos
ter g

zi=[ese;) = 0 uma identidade de sly(K). Como sly(K) ¢ igual a sua subalgebra de-
rivada, ¢ = 0 é uma identidade de grau [ — 1 de sly(K) e dai pela hipdtese de inducao
f —o(f) = 0 segue de (3.12) e (3.13). Além disso, para qualquer o € S; a identidade
f—o(f) = 0 é uma conseqiiéncia de (3.12) e (3.13). Logo o mesmo é verdadeiro para a

identidade I!f = > s o(f) = 0. Portanto o teorema estd provado. m



CAPITULO 4

Uma Base das Identidades de Ms(K)

Neste capitulo provaremos que as identidades multilineares da dlgebra associativa My (K)
admitem uma base finita. Para isto acrescentaremos a base das identidades de sly(K), obtida
no capitulo anterior, mais algumas identidades que sao validas na algebra Ms(K) e que irdo
gerar todas as identidades multilineares de My(K'). Tais identidades serao determinadas
no decorrer da prova do Teorema 4.0.16. Os resultados deste capitulo foram obtidos por
Razmyslov [26].

Seja K(X) a algebra associativa livre com geradores livres 1, 3, .... Queremos encon-
trar um conjunto finito de identidades P verificadas em Ms(K) e tal que todas as identidades
multilineares da algebra My (K') sejam conseqiiéncias de P. O conjunto P consistird das iden-

tidades de Lie (3.12) e (3.13), das identidades multilineares

Z(—1)0%(1)%(2)%(3)%(4) =0, (4.1)
o€ESy

{Ul © Vg, Z} = 07 (42)
4[27 x](vl o /UQ) = [Za U1, U2, .I'] + [Za Vg, V1, ZE] - [.’17, U1, %, UQ] - [.flf, Vg, 2, Ul]? (43)

onde a notagao vy o vy é a definida anteriormente, v; e vy sao comutadores de comprimento 2
e das duas identidades multilineares de grau 6: f; = > Bij(uij o [vij, w6]) = 04 =1, 2, para

alguns u;; e vj;.

75
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Definicao 4.0.7. Considere os comutadores em 1, ..., r;_1 totalmente ordenados de tal
forma que se o comprimento de u é menor que o de v, entao u < v, onde u e v sao comutadores

em xi, ..., r;_1. Entao os comutadores basicos sao definidos da seguinte maneira:
(1) os comutadores basicos de comprimento 1 sao xy, ..., z;_1,

(2) se os comutadores béasicos de comprimento menor que n estao definidos, entdao o co-

mutador [u,v] de comprimento n é basico se, e somente se:

(a) u e v sdo comutadores bésicos e u > v,

(b) se u = [uy, us], entao us < v.

Observacao 4.0.8. Estes comutadores basicos também sao chamados de comutadores béasicos
de Hall. Do Teorema 1.3.38 temos que os comutadores bésicos formam uma base da algebra

de Lie livre com geradores livres x1, ..., ;1.
Lema 4.0.9. As identidades (3.12), (3.13), (4.1) e (4.2) verificam-se na dlgebra My (K).

Prova: Uma vez que v; e vy s@o comutadores de comprimento 2, entdo vy, v € sly(K),
assim v1 o v9 é uma matriz escalar. Logo [v; o vg, z] = 0 é uma identidade polinomial para
My (K).

Como char K # 2, qualquer matriz de My(K) pode ser representada como uma soma de
uma matriz escalar com uma matriz de trago zero. Reescreva a equagdo (4.1) da seguinte

forma

sS4 = [@1, x2] 0 [x3, T4] + w1, 23] 0 [y, T3] + [71, 24] O 2o, 73]

Assim é facil ver que a equagao (4.1) é uma identidade quando uma das matrizes é escalar.
Portanto substituimos somente por matrizes de slo(K). Mas dimsly = 3, logo s4 = 0 em
sly(K). Portanto sy = 0 em My(K). Como My(K) tem dimensao 4 e (3.12) tem grau 5, é
imediato ver que esta ultima é uma identidade de M5(K). Agora com o mesmo argumento
utilizado para (4.1) vemos que (3.13) é uma identidade de M,(K). Portanto todas essas

identidades verificam-se em My(K). m
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Lema 4.0.10. Mddulo as identidades (4.2) e (4.3) todo polinémio da forma a = ujus . .. Uy,
onde u; sao comutadores nos geradores x1, Xa, ...de comprimento = 2 pode ser representado
da forma

a=c+uv; (4.4)

7 . A . . / ’ ,
onde v € um polinomio de Lie e ¢ = ). B;(u; o [z, 24]), u; € um comutador nos geradores

x1, Ty, ...de comprimento = 2 e x; um gerador fixado.

Prova: Inducgao sobre n. No caso n = 1 basta tomar v = u;. Suponha que para todo
polindbmio em no maximo n — 1 comutadores u; o enunciado seja verdadeiro. Assim se

a=1Uy...Up_1Up, eNtao

1 1
a=1U ... Up1Up = U .. .un_g(é(un_l o Uy) + é[un_l, Up])-

Se n > 2, entao pela hip6tese de indugao u; ... u,_1 é redutivel & forma (4.4). Por outro
lado a identidade (4.3) implica que wu,,_o(u,_1 0u,) é um polindomio de Lie, logo u; . . . t,_1uy,
pode ser representado na forma (4.4).

Seja n = 2. Entao

1

a = §<U1 OUQ) + [Ul,UQ].

Agora de (4.2) temos que 0 = [z,v; 0 vg] = [z,v1] 0 Vg + vy © [z, V2] € assim
[v1, 2] 0 vy = v1 © [2, Va). (4.5)

Seja z; um gerador que participa em u; e uz. Com a ajuda de (4.5) podemos reordenar os
elementos de u; o uy de modo a obter uma expressao da forma ), Bi{uy o [x;,2,]}. Portanto

o lema estd provado. m

Observagao 4.0.11. A Proposicao 1.5.23 nos dé que as identidades de My(K) sao con-

seqiiéncias das identidades proprias.

Assim pela observacao anterior f pode ser escrito como uma combinacao linear de ele-
mentos da forma u ...u,, onde u; sao comutadores de comprimento > 2. Logo pelo Lema
4.0.10 uma base das identidades da algebra M, (K') pode ser escolhida entre as identidades da

forma c+v = 0, onde v(z, . .., ;) é um polinémio multilinear de Lie e ¢ = 3, ;(u; 0 [z;, 71]),
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com u; um polindmio multilinear de Lie em x1, ..., &y, ..., 111 e §; € K. De (4.2) temos
que os valores do polinémio ¢ em My(K) sao matrizes escalares e os valores de v estdao em
slo(K). Agora, se char K # 2, entao podemos escrever qualquer matriz em Ms(K) como
uma soma de uma matriz escalar com uma de trago zero. Dai ¢ + v = 0 em My(K), se e
somente se, ¢ = 0 e v = 0 em My(K). Pelo Teorema 3.2.6, v = 0 é uma conseqiiéncia de
(3.12) e (3.13). Logo as identidades de Lie de My(K) sdo conseqiiéncias de (3.12), (3.13),
(4.2) e (4.3), entao basta procurar um conjunto de geradores para as identidades da forma
c=0.

Lema 4.0.12. Seja ¢ = >, Bi(w; o [v;, x]) um polindmio multilinear, onde 3; € K, u; e v;
sao comutadores em xy, ..., x;_1 e o comprimento de u; € > 2. Entao a identidade ¢ = 0

verifica-se na dlgebra My(K) se, e somente se, Y. Bi[u;, v;) =0 em sly(K).

Prova: Suponha que ). §;[u;, v;] ndo é uma identidade fraca em sl (/). Entao existem hy,

ooy hi_q € sly(K) tais que

a 3
v oo

(Z ﬂz [U’iv UZ]) ‘$1:h1,~--7$z—1:hl—1 -
i

onde pelo menos um dos nimeros «, (3, v é diferente de zero. Agora

o « ' ’ ’ ’
p o ) 5/ = (2aa + B0 +7v)
v —a v —a

Como K ¢é de caracteristica diferente de 2, existem h; € slo(K) tal que
O~ Bilui, vil © )|y =, oo wi=my # 0 em sly(K).

Logo (3, Bi[us, v]) o ; ndo é uma identidade de M, (K).
Seja >, fi(u;o[v;, z;]) uma identidade de M, (K). Entao esse polinomio é uma identidade
fraca de sly(K). Agora de (4.2) temos que
([z,y] 0 2) = (z o[y, 2])

e dai

0= Zﬁl(uZ o [v;, x1]) = Zﬁz[u“vl] oxy.
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Se Y. Bilui,v;] # 0 para algumas matrizes A, B € slo(K), entao como char K # 2 existe
h € sly(K) tal que tomando z; = h temos que ) . Bi(w; o [v;, 21]) # 0, o que é um absurdo.
Logo ), Bi[u;,; | é uma identidade fraca de sly(K). =

Observacao 4.0.13. Em sly(K) temos a identidade de Jacobi [z, za, x3] + [23, 21, 22] +

(9, 21, 23] = 0, portanto pelo Lema 4.0.12, em My(K) temos a identidade
[x1, x2] 0 [w3, 1] + [w3, 1] © [12, 7] + [T2, 3] 0 [11, 2] = O (4.6)

que ¢ a identidade standard de grau 4.

Lema 4.0.14. Sejam u e v polinomios de Lie nos geradores x1, ..., x;_1, onde o compri-
mento de u € > 2 e, além disso, seja [u,v] = Y. 6;[u;,v;], onde [w;,v;] sao comutadores
basicos em x1, ..., x;_1, entao a igualdade

uo v,z Z(S o [vs, 7)) (4.7)

¢ uma conseqiiéncia das identidades (4.6) e (4.2).

Prova: Utilizaremos a identidade (4.5) na seguinte forma

210 [22,m1] = —(22 0 [21, 1)), (4.8)

onde z; e 29 sao comutadores com comprimento pelo menos 2.

Como os comutadores basicos formam uma base da algebra de Lie livre com geradores
livres x1, ..., x;_1, qualquer comutador de comprimento n pode ser representado como
combinagao linear de comutadores basicos de mesmo comprimento. Usando (4.8) podemos
reordenar a expressao (4.7) de modo a obter uma soma de comutadores basicos, assim basta
provar o lema para estes comutadores basicos. Sendo assim vamos supor u e v comutadores
bésicos, u > v e que o comprimento de u é > 2.

Provaremos a igualdade (4.7) por indugao no comutador bésico v. Se [u,v] é um comu-
tador basico o resultado segue imediatamente de (4.2).

Suponha que para [w, ws], onde o comprimento de [w;, ws]| é igual ao comprimento de

[u, v], o comprimento de w; é > 2, wy > we > vy, wy € wy sdo comutadores basicos, o lema
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seja verdadeiro. Provaremos que o mesmo acontece para [u,v]. Como o comprimento de u
é > 2, temos u = [ug, us| e pela definicdo de comutadores basicos u; e uy sao comutadores
bésicos com u; > ug. Se uz < v, entdo [u,v] é um comutador basico e nada ha a fazer.

Suponha que up > v. Entao [[u, us],v] = [[ug, v], us] — [[ug, v],u1] e por (4.6) temos que
[y, us] o [v, ;] = [ug, v] o [ug, ;] — [ug,v] o [uy, ).

Assim se provarmos o lema para [[u1, v], us| e [[ug, v], u1], ele serd verdadeiro para [[uq, us], v].

Seja [ug,v] = ). 0;w;, onde w; sdo comutadores basicos. Como uy > uy, devemos ter o
comprimento de w; igual ao comprimento de [uy, v], que por sua vez é maior que o de usy, logo
w; > ug. Mas ug > v, dai pela hipétese de indugao o lema é vélido para [w;, us] e portanto
também é vélido para [[u, v], us).

Seja [ug,v] = 3. g;w;, onde w; é um comutador basico. Se w; = uy, entdo [w;,u;] = 0 e
utilizando (4.8) a afirmacéo do lema é valida. Se w; > u; entdo da relacdo u; > uy > v segue
pela hipotese de inducao que o lema é valido para o comutador [w;, uy]. Agora se w; < uq,
entao o comprimento de w; é igual ao comprimento de [ug,v] que por sua vez é maior que
o de v. Logo w; > v e pela hipdtese de indugao o lema é valido para [uq, w;] Utilizando
(4.8) também serd valido para [w;, u;]. Portanto a afirmacdo do lema estd provada para o

comutador [[ug, v],u;]. m

Corolario 4.0.15. Suponha que na dlgebra de Lie livre com geradores livres x1, ..., x;_1 a
igualdade ). 0;(w;, v;] = 0 verifica-se, onde w; e v; sao comutadores bdsicos e o comprimento
de u; € > 2, entdo a identidade ), 0;(u; o [v;, x1]) = 0 € uma conseqiiéncia das identidades

(4.6) ¢ (4.2).

Prova: Uma vez que os comutadores bésicos formam uma base da algebra de Lie livre, o
elemento ), §;[u;, v;] = 0 pode ser representado como uma combinacao linear de comutadores

basicos com coeficientes zero. Assim a afirmacao segue do Lema 4.0.14. m

Teorema 4.0.16. Seja K um corpo de caracteristica zero, entao qualquer identidade da

dlgebra My(K) € uma conseqiiéncia de um conjunto finito de identidades de grau 4, 5 e 6.

Prova: Denote a identidade (3.12) por f; = 0 e transfira os elementos do lado direito da

identidade (3.13) para o lado esquerdo e denote o resultado por fo = 0. Podemos escrever f;
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e fy na forma f; =) i Bijluij, vij] © =1, 2, onde wu;; e v;; sdo comutadores e o comprimento

de u;; ¢ > 2. Entao pelo Lema 4.0.12
fi = Bylwg oy, me)) =0 i=1, 2
J

sado identidades para a algebra My(K).

Mostramos anteriormente que, mddulo as identidades (4.2), (4.3), (3.12) e (3.13), uma
base de identidades da algebra Ms(K') pode ser escolhida entre as identidades da forma ¢ = 0
onde ¢ = ). B;(u; o [v;, x]) e os u; sdo comutadores de comprimento > 2. Pelo Lema 4.0.12
> Bilui, v;]) = 0 é uma identidade de sly(K'). Mas as identidades de sl (/) s@o conseqiiéncias

de fi e fo. Dai existem polinomios de Lie g; tais que
> Bilus i) = 61,
i irj
onde ¢;; = f;(g;). Seja ¢;; = filss=s,(9;). Entdo pelo coroldrio do Lema 4.0.14 a identidade
e Biluio [z m]) =Y 50y
i irj

é uma conseqiiéncia de (4.1) e (4.2). Por outro lado, ¢;j = 0 é uma conseqiiéncia de f; =0 e
f, = 0. Logo ¢ = 0 é uma conseqiiéncia de f; e f,. Portanto, todas as identidades de My (K)

seguem das identidades

Y (1) To)To@)To@Tom = 0,

oESY
[v1 0 w9, 2] =0,

4[2756](1)1 OUQ) = [Z,’Ul,'UQ,SU] + [Z,’UQ,'UI,I'] - [x,'U1,Z,'U2} - [1:71}27271}1]7

Z [T5, Zo(1); To(2)s To(3), To(r)) = 0,

oESy

(ly, z))(ad z)* = [(y)(ad x)°, 2] + [y, () (ad )’
fi = Zﬁij(uij o [vis,x]) =0 i=1, 2,

onde v; e vy sao comutadores de comprimento 2 e para alguns u;; € v;;. ®



CAPITULO 5

Uma Base Minimal das Identidades

de MQ(K)

No capitulo anterior provamos que sobre um corpo de caracteristica zero as variedades
de algebras associativas e de Lie, geradas pela algebra das matrizes de ordem 2, tém bases
finitas. No caso associativo existe uma base de sete identidades e para a variedade de algebras
de Lie temos duas identidades que a determinam. E interessante considerar o problema de
encontrar uma base minimal de identidades destas variedades. Por exemplo, no caso de
algebras de Lie, Filippov [11] indicou uma base de uma identidade e no caso associativo, Tki
[33], mostrou que é suficiente considerar quatro identidades.

O presente capitulo apresenta a base minimal para M(K) encontrada por V. Drensky

em [6].

Teorema 5.0.17. As identidades polinomiais da dlgebra de matrizes My(K) sequem da

identidade standard sy(z1, T2, x3,74) € da identidade de Hall [z, 2]?, x1] em duas varidveis.

Na prova do teorema fazemos o uso da teoria de representacoes do grupo geral linear para
determinarmos a estrutura de moédulos dos polinomios proprios. Além disso nao usaremos

a forma concreta das identidades de Razmyslov mas o fato de que todas as identidades na

82
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base sao de grau 4, 5 e 6, enquanto no caso de algebras de Lie, de grau 5.

5.1 Decomposicao de B,(r?) e B,(S)

Na Secao 2.4 apresentamos alguns resultados sobre como decompor Bfff ) ¢ achamos esta

d icé ] lores de n. Aqui i d ica BY)
ecomposicao para alguns valores de n. Aqui iremos encontrar a decomposicao para By’ e

BY que serd fundamental para obtermos a base minimal das identidades de My (K).
Proposicao 5.1.1 ([7], [8]). A decomposicao de BY) ¢ a sequinte:

B®) =W, (4,1) ® 2W(3,2) @ 2W;(3,12) @ 2W,,(22,1) @ W, (2,13).

m

Os vetores de peso mdrimo correspondentes sao:

w(4,1)(x17x2) = [x27'x17xlaxlaxl];
w;3,2)(331>$2) = [[z2, 21, 1], [22, 21]];
12

w(3’2)(l‘17m2) — [.’I]Q,I‘l,xl] o [.TQ,.Tl] - [[x1,$2]2,l’1];

w(3,12)(1’17I2) = Z(_l)w[[%u),l‘hxﬂa [%(2)7%(3)]];

TES3
w(3,12)(9517 $2) = Z (_1)ﬂ[377r(1), T, 551] © [l’w(2), %(3)];
TESs
w(22,1)(9517372,$3) = Z(—l)ﬂ[[@,xbxw(n], [Tr(2), Tn(3)]];
TESs
w2/22,1)(331a332,$3) = Z(—l)ﬂ[xzvflfuﬂ?m)] 0 [Tr(2); Tx(3);
TESs

Wg 13)(T1, T2, T3, T4) = Z (=D)™[rq), 1, Tr2))s [Tr(3)s Tra)]];
TESY

Wi ysy (T, T2, T3, 24) = Y (= 1) @), 1, ()] © [Ta(3), T
TESY

onde denotamos por wy e wy duas cdpias diferentes de W,,(\) em B](\Z), A= (3,2), (3,17,
(2,1), (2,1°).

Prova: Pelo Teorema 2.4.4,

B > W, (4,1) ® W,,(2,1) @ W,,(1*) & W,,(1%) @ W,,(2,1)
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e a decomposicao segue da Regra de Young 2.3.13 porque (veja Figura 5.1)

Win(2,1) @ W, (12) = W,,,(3,2) @ Win(3,12) @ W, (2%,1) @ W, (2, 17).

Figura 5.1: Wi, (2,1) @ Wi (12) 2 Wi (3,2) @ Win(3,12) @ W, (22,1) @ Wi (2, 13).

O elemento
S(4,1) = 82(3717562)96? = [xl,:z:Q]xi’

é um vetor de peso méaximo de (K (V;,))® associado ao médulo W (4,1), de acordo com o

Teorema 2.3.6. Definamos um homomorfismo de G L,,-médulos ¢ : (K (V;,))®) — BY por

O(xiy - xiy) = [Tiy, oo T
Temos que
P(5(4,1)) = W1y = —2[T2, T1, T1, 21, 1) # 0
estéd em BYY. Assim W, (4,1) C BY.

Para A = (3,2) definimos um homomorfismo de GL,,-médulos ¢; : (K(V;,))® — BY,
j=1,2por

O1(Tiyy -y Tis) = [Tiys Ty, Tig] [Ty i
Go(Tiyy -y Tis) = @iy, iy | [Tig, Tiy i |-
Agora
5(3,2) = 82($1,$2)2~’U1
e

$1(5@3,2)) = 4[x2, 21, 1] [0, 1]



CAP. 5e¢ UMA BASE MINIMAL DAS IDENTIDADES DE M;(K)

B2(53,2)) = 4[xa, 21][22, 21, 1]

(1 — 92)(53.2))

que sao linearmente independentes. Assim wES 9 = 1 = [[xe, x1, 21], [72, 21]]
v (D1t ) (ss2) . .. .
Wiy q) = 1 = [z9, 1, 21] 0 [x9, x1] sA0 vetores de peso maximo linearmente

independentes, uma vez que ¢;(5(3,2)) € $2(S(3,2)) pertencem a base de B, no Teorema 2.4.1
(1).

Para A = (3,1?) temos que
5(3,12) = 83(361, 952,903)33%

e daf wy = (¢1 + ¢2)(53,12)) € wy = (¢1 — P2)(5(3,12))-
Os outros casos seguem de modo analogo. Assim, os polindomios dados sao vetores de
peso maximo linearmente independentes, isto é, geram G'L,,-mdédulos isomorfos, no entanto

diferentes. m
Proposicao 5.1.2 ([8]). A decomposi¢io de BY ¢4 sequinte:

BY >~ W,.(5,1) ®3W,,(4,2) ® 3W,,(4,1%) @ 2W,,,(3%) @ 6W,,,(3,2,1)

m

O AW, (3,1%) @ 2W,,,(2%) @ 4W,,(22,1%) @ 2W,,,(2, 1*) @ W,,,(19)

As dimensoes dos Sg-maodulos correspondentes e seus vetores de peso mdximo sao da-

dos a sequir. Além disso, escrevemos a multiplicidade ky de W,,(\) em BY) . Denotamos

por wf\z), 1 =1, ..., kx um sistema linearmente independente de vetores de peso madximo

correspondendo aos G L,,-mddulos isomorfos.
A=(5,1),dimM(\) =5, ky=1:

W,\(xl,l’z) = [$2,$1,x1,$1>$1,$1];

A=(4,2), dim M (\) =9, ky =3

w)\ (xth) = [[x27x17x17x1]7 [l‘g,xj]],
w (21, 29) = |9, 1] [, 21, 71, 1],

—

w

=
—

Ty, To) = [Ta, T1, 21|22, T1, 1];
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A= (4,12), dim M(\) = 10, ky = 3 :

wg\l) (xla T2, 113'3) = Z (_1)%[[1,71_(1)7 Ty, T, xl]a [:Uﬂ'(2)7 xﬂ(3)]]7
TESs

wg\Q) ('Il? L2, {E3) = Z <_1)ﬂ[[xﬂ(1)7 Iy, :L‘TF(Z)]? [Iﬂ(?))) L1, 1'1“,
TES3

w§\3)(x17 I, :L‘3) = Z <_1)7r[l‘7r(1)7 xﬂ(Z)]['rﬂ'(?))a L1, 1, xl];
TES3

A= (3),dmM(\) =5, ky =2:

wg\l) (xh xz) = Z (_1)77[[3327 Ty, xﬂ'(l)]? ['va Ty, xw(2)”7
TESy

wf)(?ﬁbxz) = [x2, 11] w2, 21][72, 21 ];
A= (3,2,1), dimM(\) =16, ky = 6 :

wf\l)(xl, T, 373) = Z (—1)WHSU2, L1, 21, xw(l)]v [%(2), ﬂin(3)]],

TESs

wE\Z) (l.l) T2, .ng) = Z (_1)7!’[[1,71_(1)7 xl]a [.1'2, xl]a [xﬂ(Q)a *Tﬂ'(3)]]7
TESs

w§\3) (xb T2, ‘1'3) = Z (_1)”[[1.71_(1)7 xy, le'(Q):I? [:U27 Ty, ‘7’.7'('(3)”7
TESs

w§\4) (xb T2, $3) = Z (_1)7r[x71'(1)7 'Tﬂ'(2)] [x27 Ty, T, xﬂ(S)]a
TESs

wi (21,23, 03) = > (=1 [2r(1), 21| [Tr(2), Taia))s [02, 21]),
TESs

wgﬁ)(%,xmm) = Z(—l)ﬂ[@,371,9677(1)][%(2),%1,%(3)];
TES3

A= (3,1%), dim M(\) = 10, ky = 4 :

W (@1, 29,23, 20) = Y (= 1) [[Tays 21, 21, Taa))s [a(3), Trioy]
TES,

wE\Z) (33'1, T2,T3, :C4) = Z (_1)ﬂ-[x7r(1)7 xw(2)] [xw(3)7 Ty, T, xﬂ'(4)]7

TESy
w/(\3) (xla T2, T3, 334) = Z (_1)7r[:1:7r(1)7 :U7r(2)] [[:UW(?))) xl]a [$W(4)7 wl]]a
TESY

wM (21, 29, w3, 24) = Z (=) [@r)s T1, Tr@)|[Tr(3)s 1, Tr(a);
TESy
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A= (2%), dim M) =5, ky =2

1 T
wi (21,22, 23) = Y (1) (= 1) [221), T [Tp(1)s To2)]s [Tr3), Toio)];

m,pES3
2 s
wg\)(l’l,(EQ,ZEg) = Z <_1) (_]-)p[l'ﬂ(l),[L'ﬂ-(g),ZL’p(l)][l’p(g),Z)’Jﬂ(g),l’p(g)];
m,pES3

A=(2212), dimM(\) =9, ky =4

wg\l)(xla Xo, T3, LU4) == Z (_1>7r[[x7r(l)a l‘ﬂ(Z)]a [LU27 ‘/171]7 [xﬂ(3)7 xﬂ(4)“7

TESY
2 ™
wg)(xla@?x&%) = Z Z(—l) (_1)’)[[%(1),xp(1),$7r(2)]7 [%(3),%(2),%(4)]],
TESy pESa

w§\3) = [z, T1]sa(21, T2, 3, T4),

w§4) (w1, @2, 23, 24) = Z (=1)™zr); Tr][[Tr(3), Tr)], (22, 21]);
TESy

A= (2,1, dim M(\) =5, ky =2

wg\l) (xla T, T3, Ty, .flf5) = Z (_1)#[[1_71_(1)7 xl]u [xﬁ(2)7 xﬁ(3)]7 [xﬂ'(4)7 xw(5)]]7

TESs
w§\2) (3317 L2, T3, T4, '1'5) = Z (_1)#[1,”(1)7 xW(Q)] [xw(fﬂ)? xﬂ'(4)] I:'/'Cﬂ'(5)7 ilfﬂ,
TESs

A= (1%, dmM\) =1, k,=1:
IU,\(JJ17$2,$3,3€4,$57I6) = 56(15175027553,%47%5;%)'

Prova: Pelo Teorema 2.4.4

BY = W, (51)@Wu(3,1) @ Wn(12) ® Wn(2,1) @ W,a(2,1)
O Wn(1?) @ W,,(3,1) @ W, (13) @ W,,(17) @ W, (12).

Aplicando as Regras de Young 2.3.13 e Littlewood-Richardson 2.3.11, calculamos (ver Figura

5.2 para o quadrado tensorial de W,,,(2,1))

Wi (3,1) @ Win(17) = W,,(17) @ Win(3,1)
Wi (4,2) @ W, (4,1%) @ W,,(3,2,1) @ W,,,(3,1%);

I
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Wn(12) @ W, (12) @ W (12) =2 (Win(22) @ Win(2,1%) @ W, (1%) @ W, (1%)
> (Wn(3%) @ W,(3,2,1) @ W,,(2%,12))
© (Wn(3,2,1) @ W, (3,1%) @ W,,,(2%) @ W,,(22, 1)
© Wn(2,1Y) @ (W,,(23,12) @ W, (2,1%) & W,,(19))

2

Win(2,1) @ W(2,1) Wi (4,2) @ W, (4,1%) @ W,,(3?)

© 2Wn(3,2,1) & W,,,(3,1°) & W,,,(2%) @ W,,,(22,1%),

e assim temos a decomposicao de B Agora fixemos A. Os polinomios dados na afirmacao

2 112 ~ 171 @ 171 @ 1
2 2 112
2
o 1@ 1@ 1
1 2
2 1 1
2
D D
1 1
1|2 1
2

Figura 5.2: Decomposigao de W,,(2,1) ® W,,(2,1).

da proposigao sao imagens de polinomios da forma (2.7) e dai s@o vetores de peso maximo.

Seu ndmero ¢ igual a multiplicidade k) de W,,(\) em BY. Desde que todos estes vetores
(6)

de peso maximo estao em By, , é suficiente mostrar que eles sao linearmente independentes.

Mostremos a independéncia linear em dois casos tipicos. Os outros casos sao verificados
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de modo andlogo. Ao invés de estabelecermos a independéncia linear para todo wi, i = 1,
..., ky, dividiremos o problemas em varias partes e mostraremos a independéncia linear em
grupos. Usaremos vérias vezes o Lema 1.5.20 e o Teorema 2.4.1 (ii). Se u, e u, s@o dois
comutadores e degu, < degu,, assumiremos que u, < ug4, € se degu, = degu,, ordenaremos
u, € u, do modo mais conveniente.

Caso A = (3,2,1). Os elementos wg\l), wg), wg\?’) pertencem a algebra de Lie livre, isto é,
eles sao combinagoes lineares de comutadores de comprimento 6; w§4) e wf\‘r)) sao combinagoes
lineares de comutadores u,u,, degu, = 2, degu, = 4. Finalmente, pelo Teorema 2.4.1 (ii),

os comutadores

[x27x1axl] < [.’,Ug,l’l,l’g]? [.’,1327371,1'2} < [$3,$17$1]

sao linearmente independentes e

w)\ - [I27x17x2][x37x17x1] - [x27x17x1][x37x171:2]
e, m1, 21 (T2, 21, T3] — [T2, 21, T3] (T2, T1, 4]
— [I2,$1,CE2][$3,I’1,ZL‘1] - [l'Qamlaxl][x?)axl?xQ] + [['TQ;xlal’l]a [$37$1,l’3]].
Portanto pelo Lema 1.5.20, como wg\i), 1 =1,2, 3 e wg\j), j = 4, 5 tém comprimentos

diferentes eles sao linearmente independentes, logo é suficiente mostrar que cada conjunto

de polinomios {wg\l), w§\2), w&g)}, {w§\4), wf)) } é linearmente independente. Reescrevemos wg\l) ,

wf\Q), wf\?’) usando a base no Teorema 2.4.1 (ii). Entao: wf\l) é expresso pelo produto de

— — 4 P 4 —
comutadores upu, € uqu,, degu, = 2, degu, = 4; w,’ € expresso por u,lqu,, degu, =

degu, = degu, = 2; wg\g) ¢ expresso por u,u,, degu, = degu, = 3, ou seja, ¢ suficiente

1 2 3) . .
mostrar que wg), wf\), wg\) sao nao nulos. Temos que: o produto [za,x1, 21, 21|23, 2]

participa com coeficiente —2 em w&l); (3, x1][72, x1][T2, 1] com coeficiente —2 em w§\2);

. feiente 1 em w0? assim w®. 0?2 0® sio nio ul
(23, 21, T1][%2, X1, T3] participa com coeficiente 1 em w, ™, assim wy ', wy ', w, sado nao nulos.

De modo semelhante, w§\4) ¢ expresso por u,l,, onde degu, = 2, degu, = 4; wE\S) é expresso

@ 0 sao nao nulos
A Wy .

Caso \ = (2%,1?). E suficiente mostrar que wf\l), w§2) sao elementos de Lie da forma

por uyugi,, degu, = degu, = degu, =2 e w

1
wg = Z a; [%‘1 ) xi2] [Iiav xi4] [xiS’ xiG]

w§\2) - Z ai['rilaxiw .Z‘Z'3][£Ui4, Liss ‘Ti‘S]’
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4) .
wf\ ) 6 ndo nulo da forma

w/(\4) - Z a; [xil ) xiQ] [‘TM? Liss Ligs xi7]’

3) 4
e wf\ ) 6 congruente a um elemento

> ailws, w1 (2, 2[4, 1),

[wanl] < [xi37xi4] < ['Ti57xi6]’

modulo o espaco vetorial gerado pelos produtos

[le ) sz] H$j3> $j4]7 [:ij xjﬁ]]'

Isto segue diretamente de alguns cdlculos onde para wg\z), por exemplo, [x3, 1, x1][x4, T2, 2]
participa com coeficiente —2. =
A descrigao da algebra de Lie livre L,, como G L,,-mé6dulos foi dada por Thrall [32], que

também encontrou a decomposicao de Lm) para n < 10.

Proposigao 5.1.3. (Thrall [32]) A decomposi¢io da componente homogénea LY de grau

< 6 da dalgebra de Lie livre L, é a sequinte:

L) = W(1), LY =W, (1%), LY = W,,(2,1),

3, 1) @ W(2,1%),

4,1) & W(3,2) @ W, (3,12) @ W,,(2%,1) @ W,(2,1%)
5,1) ® Win(4,2) @ 2W,,(4,1%) & W,,,(3%)

B3W,n(3,2,1) @ W, (3, 1%) @ 2W,,(2%,1%) @ W,,.(2, 1%).

(
LW =Ww,.(
LO = W,.(

(

(6)~W

Para nossas consideragoes também precisaremos dos vetores de peso méaximo dos GL,,-

médulos irredutiveis de L para n pequeno.

Corolario 5.1.4. Os sequintes polinomios formam um sistema maximal linearmente inde-
pendente de vetores de peso mdzimo de Wy,(\) C Lg:f), Abn, n<6:

Paran = 1: way(x1) = 21.
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Paran =2, 3, 4 os vetores de peso maximo sao dados no FExemplo 2.4.5.

Para n =5 os vetores de peso mazrimo sao esses na Proposi¢cao 5.1.1:
Wy, wy, A= (3,2), (3,12), (22,1), (2,1%).

Para n =6 os vetores de peso mdzrimo sao esses na Proposicao 5.1.2:

A=(5,1) : wy;

A=(4,2) : wi;

A= (4,1%) wgl), w§2)7
=37 wl;

A=(3,2,1) : wg\l),wg\g),wg\?’);
A= (3,1%) : wf\l),

A= (251w wl;

A= (2,1%) wg\l).

Prova: O Exemplo 2.4.5 e as Proposicoes 5.1.1 e 5.1.2 garantem que os polindbmios consi-
derados wg\i) sao elementos de Lie e sao vetores de peso maximo linearmente independentes.
Portanto, para n fixado, eles geram um GL,,-submédulo W™ de Lfff) e a multiplicidade de
Win(\) em W para um \ F n fixo é igual ao nimero de polindomios wf\i) em W™, Desde
que este numero coincide com a multiplicidade dada na Proposicao 5.1.3 e pela inclusao

W™ C L% obtemos que W™ = L. m

5.2 Base Minimal

O seguinte resultado segue direto do Teorema de Razmyslov, tendo em mente que todas
identidades polinomiais de Ms(K') sdo conseqiiéncias das identidades préprias e que My (K)

nao satisfaz nenhuma identidade de grau < 3.
Observagao 5.2.1. Aqui M, denota a variedade determinada por M, (K).

Proposicao 5.2.2. (i) Seja 20 a variedade de dlgebras associativas definida pelas identi-
dades polinomiais proprias de grau > 4 e tais que 0os GL,,-modulos B N T(My) e
B%n T(20) coincidem para n =4, 5, 6. Entdo My = 2.
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(ii) Seja B uma variedade de dlgebras de Lie definida pelas identidades polinomiais de
grau = 5 e com as mesmas identidades polinomiais de grau 5 de sly(K). Entao B =

varsly(K).

Agora damos mais uma base das identidades polinomiais de sl (K') que consiste de vetores
de peso maximo de G L,,-mdédulos nao isomorfos de grau 5 e portanto, em um certo sentido,
¢ minimal.

Corolario 5.2.3. Os polinomios de Lie

w(3,12)($1,9€2>$3) = Z(—l)ﬂ[[%(l),wl,xl], [mw(2),957r(3)”;

TES3

W2,13)(T1, T, T3, T4) = Z (=)™ [z, 21, Tr(2)], [Tr3)s Tr(a)]]s
TESY

formam uma base das identidades da dlgebra de Lie sly(K).

Prova: Usamos a decomposicao de Thrall da componente homogénea de grau 5 da algebra

de Lie livre dada na Proposicao 5.1.3:
L) 2 W, (4,1) @ Win(3,2) @ Win(3,12) @ W, (23, 1) @ W, (2,1%). (5.1)

Se T'(sla(K)) é o T-ideal da algebra de Lie livre L da élgebra sly(K), entdo como GL,,-

modulos,
L) = (LY (LY N T(sla(K)))) @ (L N T(sl2(K))). (5:2)
Aplicando para n = 5 a descrigao de LW/(L,(Q) N T'(sly(K))) no Corolério 2.4.8, obtemos

que

(LO /(LD N T(sly(K)))) = Win(4,1) @ W(3,2) @ W, (22,1). (5.3)

m

Comparando as decomposicoes (5.1) e (5.3) obtemos de (5.2) que
LO) N T(sly(K)) = W (3,1%2) & W, (2,1°).

Agora é suficiente fazer a observagiao que as multiplicidades de W, (3, 12) e W,,,(2, 13) em LY
sao iguais a 1, isto é, estes GL,,-mddulos sao gerados por qualquer vetor de peso maximo
wW(3,12) € W(2,13) Na dlgebra de Lie livre L,, e aplicar o Corolario 5.1.4 que d4 a lista dos vetores

de peso maximo de grau pequeno em L,,. ®
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Observagao 5.2.4. A dlgebra de Lie livre L esta contida na dlgebra associativa livre K (X).
Assim as conseqiiéncia de “Lie”de uma identidade f € L podem ser obtidas por operacoes
em L como um espago vetorial (cujas operagoes também estao em K (X)) e por operacoes de
comutadores que também pode ser expressa em termos de operagoes de K(X). Logo, toda
identidade polinomial de Ms(K) que estd contida em L segue num sentido “associativo”das

identidades no Corolario 5.2.3.

Observacao 5.2.5. Uma vez que F,(var slo(K)) estd mergulhada em F,(9y), temos pela

Observagao 5.2.4 e o Lema 5.2.8 o isomorfismo de élgebras de Lie
F,(varsly(K)) = Ly, /(L N T(20)).

Lema 5.2.6. Seja U um T-ideal de K(X) e sejam wy € Wy, (\) C B, um vetor de peso
mdximo, A\ = n. Com o objetivo de mostrar que wy pertence a U, podemos assumir que todos
os vetores de peso mdzximo w, € By, ptn, p# X, pertencem a U e trabalhar somente com

0s mddulos isomorfos a W, ().

Prova: Usamos a redutibilidade completa do G L,,-moédulo Bf# ). Se

m

BW /(B NU) = kWan(A) + > kWi (M),
i

entdo para o T-ideal U’, gerado por U e por todos os Wi (p) C Bq(ff), [ # A\, temos
B™W /(B NU') = kW, (\).

Portanto o vetor de peso maximo wy pertence a U se, e somente se, ele pertence a U'. m
Até o fim desde capitulo denotaremos por 20 a variedade de algebras associativas definidas
pelas identidades polinomiais
84(3U1, $2,$37$4), (5-4)
[[21, 22)%, 71]. (5.5)
Ambas as identidades verificam-se para My(K), isto é, My C Q. Usaremos a repre-
sentacao de s4 na forma
S1 = % Y (w1 2xa)] © [Bas), Ta)]

TESY
7(1)=1

= [x1,%2) 0 [T3, T4] + [21, 3] © [T4, T2] + [21, 4] © [22, 73]
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Lema 5.2.7. O GL,,-médulo W de BS) gerado por todos [Tiy, iy, Tig) © [y, T4y | tem decom-
POSICA0

WW(3,2)eW(3,1%) e W(2% 1) @ W(2,1%).
Prova: Os vetores de peso maximo wy, A = (3,2), (3,1%), (22,1), (2,1%) na Proposicao
5.1.1 pertencem a W e geram G L,,-moédulos irredutiveis dois a dois nao isomorfos. Logo a
soma direta de W (3,2), W(3,1?), W(22,1) e W(2,13) estd contida em WW. Agora temos que
Bfr?) JW = Lfg). Por outro lado, comparando as multiplicidades das componentes irredutiveis

de L,(g) na Proposi¢ao 5.1.3 com as das componentes que aparecem em
BY/(W(3,2) @ W(3,1%) @ W(2*,1) & W(2,1%))
obtemos que

LY = BY /W = BY /(W(3,2) @ W(3,1%) @ W (2%, 1) @ W(2,17)),

m

isto é, W nao tem nenhuma outra componente irredutivel. m

Lema 5.2.8. (i) As identidades polinomiais de Lie de My(K) sequem da identidade stan-
dard (5.4).

(ii) As identidades polinomiais de grau 5 de Ms(K) sequem de (5.4) e (5.5).

Prova: A identidade standard (5.4) é a tinica identidade de grau < 4 de My(K) e L®) C B®).
O polinémio (5.5) é um vetor de peso maximo de um G L,,-médulo W, (3, 2) que nédo participa
na decomposicio de L®) NT(M,(K)). Portanto, é suficiente mostrar que todas as identidades

polinomiais préprias de grau 5 de My(K) sao satisfeitas também em 20. Comparando a

) na Proposicao 5.1.1

decomposigao de BY
B®) =W, (4,1) @ 2W(3,2) @ 2W,,(3,12) @ 2W,,(22,1) @ 2W,, (2, 1°)
com a decomposicao de BY (M)
B (90,) = W, (4,1) @ Win(3,2) @ Win(3,12) @ W, (22, 1)

no Teorema 2.4.7, temos que mostrar que

BY NT(W) = BE NT(My) = W,(3,2) & Wi (3,17) & Wi (2, 1) @ 2W,,,(2,17).
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Para este propdsito verificaremos que os vetores de peso maximo

" ! " ! "

W32y, W3 12), W(a2 1), W(2 13), W(2 13)

na Proposicao 5.1.1 est@o contidos em 7'(20). Faremos todos os célculos na algebra relati-
vamente livre F,,(20).

Caso A = (3,2). O polindémio wéz) coincide com a expressdo em (5.5) e portanto se
anula em F,,(20).

Caso A\ = (3,1%). Substituimos em (5.5):

0 = s4(23, 21,20, 23) = [27, 2] 0 [13, 21] + [2F, 23] © [71, 2]
= (x10[x1,m9]) 0[5, 21] + (21 0 [71, 23]) © |21, 23]
= x1([z1, xo] (3, 1] + [21, 23] [T1, 22]) + ([3, 21 ][0, 22| + [271, 2] [ 21, 23] )21

1 1"
= [[z1, 22, [11, 23], 11 = 5“’(3,12)'

Caso A = (2%,1). Substituimos em (5.4):

1 1
0 = sq([z1, w2], 21, 22, 25) = B Z[%;xz,%(l)] o [Tr(2), Tn(z)] = %)
TES3
Caso A\ = (2,13). Usamos (5.4):
0 = [ b = | S0 (-1 Jo] |

= S = —_ —_ O

4\T1, T2, T3,T4), L1 1 Tr(1)s Tr(2) Tr(3), Tr(4)]> T1
TESY
1 12

= 3 [Tr(1)s Tr(2)s T1] © [Tr(3), Tr(a)] = W3 9)-

TESY

Pelo Lema 5.2.7, o GL,,-médulo gerado por [z, Ty, Ti,] © [X;,, Ti] contém somente um
submédulo W,,(2,1%) que também esté contido em T'(20). Aplicando o Lema 5.2.6, traba-
lhamos mdédulo a identidade [z, zo, 23] o [x4,25] = 0 e usando a notagdo de congruéncia,
mostraremos que
Wio1s) =2 Y (1) [Ta(1), 21, Tr(@)] [Tr(3), Tra)] = 0.
TESy

Faremos substituigoes em (5.4), usando a igualdade

[u o v, w] = 2ulv, w] + 2v[u, w] + [u, w,v] + [v,w, u (5.6)
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0 = 2s4(x10u, 22, 73,74) = Z (=1)"[m1 0w, Tr(2)] © [Tr(3)s Tr(a)]

TESY
w(1)=1
= E (=) 221w, r)] + 2ulr1, Tr(2)] + [T1, Tr2), u] + [U, Tr2), T1]) © [Tr(3); Tr(a))
TESY
w(1)=1

2 E (=1)"(ul[z1, r(2)) © [Tr(3)s Tr(a)) + T1[U, Tr2)] © [Tr(3), Tr(ay)]
TESY
m(1)=1

+[337r<3>> Tre(4) xl][u Tr@) T [Tr(3), Tr(a), U] © [1, Tr(2)])

= 2> (- s Ta(), U] [T1, Tr@)] + [Tr(3), Ta(e), T1][U, Taz)])
TESY
w(1)=1

Portanto, temos que

4
Z Il, c. i Ou, ZE4) =2 Z (—1)W[$7r(3), l‘ﬂ(4), U] [ZL‘ﬂ(l), :L‘ﬂ(g)]

TESY

e dai

0= (1) [e(1), Ta() Ul [Tr), Tr)] = D (= 1) [Zr (1), s Tr ()] [B2(3), Tra)]-

TESy TESy

Logo w;zlg) =0. m

Lema 5.2.9. Sejam W;, 1 =1, 2, 3, 4 0s GL,,-submddulos de B,(s) gerados respectivamente,

pelos vetores de peso maximo da Proposicao 5.1.2:
3

;)7 wg2%’12)7 w(lﬁ);

)

2

3

2 3) (4) 2 .
4,2)) Wig12), Wiz 2.1y Wi3,13)5
5

3

3

Wiy« w

WQIU)

3) 1) (4 @ .
2,1)7 W(3,18) Wiasys Wia2 12y, Wig g4y

) (6) (4) (2)

(
(
(
(
W3 . ’LUg
(
4,2) W3,2,1) W(3,13) W23)-

Wy, + w

Entao, modulo os elementos de Lie de grau 6 em By,:

0 GL,,-mddulo gerado por todos [, , Ti,|[Tis, Ti,][Tis, Tis] coincide com Wy + Wi;
0 GL,-mddulo gerado por todos [x;,, T, [Ty, Tiy, Tig, Tis) coincide com Wy + Wi
[
[

0 GLy,-mddulo gerado por todos [T, , i, |[[Tis, Tis]s [Tis, Tig]] coincide com Wi;

0 GL,,-modulo gerado por todos [x;,, xi,, Tiy][Ti,, Tis, Tig| coincide com Wy.
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Prova: Segue da Proposicao 5.1.2 que

W (13) @ W, (12) @ Win(1?) = W,,(3%) @ 2W,,(3,2,1) @ W,,(3,1°)
W, (23) @ 3W,,,(22,1%) @ 2W,,(2,1%) @& W, (1°)

Denotemos por Wy o GGL,,-mdédulo gerado por
[xil ) xi2] [xisa xi4] [$i5, xig]-

Pela Proposicao 2.4.3, ele é isomorfo ao produto tensorial W,,(1%) @ W,,(1?) ® W,,,(1?) e da
lista de vetores de peso maximo na Proposicao 5.1.2 vemos que W, é gerado pelos elementos

de Lie

(2) (1) (1)
Wiz2.1)r Wig2 12 Wig 14y

e os elementos de W; e Wy
2 .2
(32)7 w(22712)7 w(16)7

() ® @ (2)
Wiz2,1) Wia13) Wiaz) Wizz 12)) Wiz 1))

porque todos estes vetores de peso maximo estao em Wy, sao linearmente independentes e
seu ntiimero ¢ igual ao niimero de componentes irredutiveis de W,,(1%) @ W,,,(1?) ® W,,,(1?).
Portanto, modulo os elementos de Lie, Wy coincide com W7 + Wi,

Agora, seja Wy o G L,,-médulo gerado por

[xi17$i2][[xi3’ $i4]7 [xisa zia”'

Fixemos uma base dos espacos vetoriais W' e W' gerados, respectivamente, pelos elementos
de Lie [z, z:,] e [[xis, i,], [Tis, 2i5]]. Definamos uma ordem na unido das bases assumindo
que os comutadores de comprimento 4 sao maiores que os de comprimento 2. Pelo Lema
1.5.20 obtemos que os espagos vetoriais graduados W' e W sao isomorfos. Os GL,,-médulos
isomorfos como espacos vetoriais graduados, possuem a mesma série de Hilbert e portanto
sao isomorfos como G'L,,-mddulos. Pelo Exemplo 2.4.5 (ii) e (iv), os seguintes isomorfismos

verificam-se

W = W eW' 2W,,(12%) @ Wn(2,1%) = W, (3,2,1) & W, (3,1%) & W,,(2°)
EWn(22,1%) & Wi(2,11) = Wy
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1

Desde que todos vetores de peso maximo gerando W3 estao em Wy, obtemos que W3 = W,

A afirmacio para Wy + W é estabelecida analogamente. Usamos W' = L,(g), W, = L,(ﬁ),
o isomorfismo LYY = W,,(3,1) ® W,,(2,12), a Regra de Littlewood-Richardson 2.3.11 e a
lista de vetores de peso maximo na Proposigao 5.1.2.

Finalmente, para o GL,,-médulo W, gerado por
[.1‘1-1 » Ligs xi3] [1'1'4, Lig xiG]
calculamos

Wo = Win(2,1) @ Wi(2,1) = W,,(4,2) ® W,,(4,1%) @ W,,(3%)
D2W,,(3,2,1) © W, (3, 1%) @ W,,(2%) @ W, (22, 1%).
Os submodulos irredutiveis sao gerados pelos elementos de Lie

(1) 1 3 2)
Wia12) Wiz2y: Wiz p1)s Wia2,12)

e os elementos de Wy
(3) (6) (4) (2)

W2 W21 Wiam) W)
Novamente obtemos que Wy coincide com W, médulo os elementos de Lie de grau 6. m

Lema 5.2.10. As identidades de grau seis de My(K) sequem de (5.4) e (5.5).

Prova: Usando as identidades (5.4) e (5.5), nés “colaremos juntos”as cépias isomorfas dos

G L,,-médulos W,,(\) em BY) até deixarmos somente um médulo W, (A\) para cada
A=(5,1),(4,2),(4,1%),(3%),(3,2,1),(2°).
Pelo isomorfismo no Corolério 2.4.8
FO (var sly(K)) 2= Wy (5,1) @ Wi (4,12) @ W, (3%) @ Win(3,2,1).

Usaremos a Observagao 5.2.5 e para A = (5,1), (4,1?), (3?), (3,2,1) colaremos os vetores
de peso maximo na Proposi¢ao 5.1.2 aos elementos de Lie. Para A = (4,2) e A = (2%) nds

colaremos os vetores de peso maximo um ao outro. No caso onde o diagrama de Young
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tem mais de trés linhas, mostraremos que os vetores de peso méaximo sao iguais a 0 em
F,,,(20). Como na prova do Lema 5.2.8, trabalharemos na dlgebra relativamente livre F,,(20).
Usaremos a notacao de congruéncia quando trabalharmos modulo os elementos de Lie de
grau 6 ou médulo algum dos GL,,-mdédulos no Lema 5.2.9. Consideraremos consecutivamente
todos os casos.

Caso A = (5,1). Uma vez que a multiplicidade de W,,(5,1) em BY ¢ a mesma que a
multiplicidade em B,,(9,) e igual a 1, nao existe nada ha provar.

Caso A = (4,2). A multiplicidade de W, (\) em B,(,f)/Lgs) é igual a 2. Na identidade de
Lie de grau 5 [[xg, x1], [x3, 1], 21] = 0, para a qual j4 mostramos que segue da identidade

(5.5), trocamos x3 com 1 o x5 e obtemos

0 = [[z2,21], [11 0 T2, 21], 1] = [[w2, 1], 1 © [T2, 1], 1] = [[T2, 1, 1] © [T2, 21], 21]

- [ZL’Q,Z'l,l‘l,l’l] o [$27x1] + 2[1’2,1’1,[)31]2 = 2('&]&2) + ngg))

onde a ultima igualdade segue da equagao (5.6) e a congruéncia é tomada mdédulo os ele-
mentos de Lie de grau 6. Deste modo colamos os dois G L,,-mé6dulos isomorfos W, (A).
Caso A = (4,1%). A multiplicidade de W,,(\) em BT(S)/Lﬁs) é igual a 1. Em

[[z2, 1], [x3, 1], 1] = O trocamos x5 com x; o y:

0 = [[o1 0wy, m], [w3, 1], 21] = [21 0 [12, 1], [3, 1], 1]
= [—[xs, 21, 21] 0 [x2, 1] + 21 0 [[T2, 1], [23, 21]], 21]
= —[$3,$1,CL‘1,ZE1] o [I27x1] - [173,1'1,[[‘1] o [mZaxhxl] + Iy 0 [[$27x1]; ['r?nxl]axl]

— _[x3,l'1,flf1,x1] o {I27x1] - [I’g,l’l,xl] o [IQJ'Il?xl]

Tomando a soma anti-simétrica em x5 e x3 teremos que a soma de produtos dos dois comu-

tadores de comprimento 3 se anulam:

0 = _[:U27x17m17xl] o [.’E3’.Tl] + [$37$17I1,x1] © ['I27:C1]

(3)
g

1
5 Z (_1)ﬂ[x7r(1)7$7r(2)] o [:Uﬂ'(3)7 xl?']:bxl] = 2w

TESs

Caso A = (3?). A multiplicidade de W,,(\) em BT(?/L@ é igual a 1 e temos que colar

wE\Q) aos elementos de Lie. Pelo Lema 5.2.9, o médulo W,,(3%) nao aparece na decomposicao
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do GL,,-médulo gerado por
[Sfil ) 551'2] [xigv Ligs Ligs %’6], [-’Bil » Lig ZUZJ] [M’ Lis CBiG]
e pelo Lema 5.2.6 podemos trabalhar médulo os elementos de Lie e as identidades
(21, xa][3, T4, X5, T6| = [T1, X9, 3] [T4, X5, 6] = 0.
Linearizaremos com respeito a x2 a identidade (5.5) obtendo:
(g, 21, 1] 0 [23, 1] + [23, 21, 1] © [T2, 1] = 0.
Trocando x, por T3 e x3 por xo, calculamos

0 - [x§7xlaxl] o [x27xl] + [xQ,Il,xl] o ['rgaxl] - (2[%271'1]2 + [x27x17x1] o x2) o [x27x1]

o, 1, 1) 0 (25 0 [, 21])) = A[wa, 21> = 40

aos elementos de Lie.

e deste modo colamos wg\z)

Caso A = (3,2,1). A multiplicidade de W, () em B,(,?)/ng) é igual a 3 e temos que colar

4 5 6 . . o
wE\ ), wf\) e wg) aos elementos de Lie. Primeiro, substituimos em sy:

1
0 = sy([z2, z1, 1], 21, 22, 23) = = (T2, 1, 1, Tr(1)] © [Tr(2), Ta(z)] = w§4)-
2

TEeS3

Desde que a identidade de Hall [[z1, z2]?, 23] = 0 ¢ de grau 5, pelo Lema 5.2.8 ela verifica-se

em 20. Substituimos x5 por [z3, x| e obtemos

0 = HI27$1]2’ [x3,21]] = [®2, 21] 0 [[X2, 21], [13, 21]] = =220, 21][[23, 21], [T2, 21]]
- Z(_1)W[9‘37r(1)>“fl][[%m)?%(g)], (2, 1] = —w?,

onde a congruéncia é modulo os elementos de Lie de grau 6. Aqui usamos que os Unicos
somandos nao nulos de w&s) sdo aqueles para os quais 7(1) # 1 e {7(2),7(3)} # {1,2},
isto é, m(1) = 2, {m(2),7(3)} = {1,3}. Agora podemos trabalhar médulo a identidade
[x1, x9][x3, x4, x5) = 0. Usando a identidade de grau 5 em M (K)

1 4 ! T
5 (W13 = Wa19) = D (=1 [@n(1), Ta(2))[Tra), 71, ) = 0

TESY
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trocamos x4 com [x7, 3] e obtemos

= =23 (=) [wa, 01, 200 [Er(e) 21, gy)] = 20

TES3
o que completa o caso A = (3,2, 1).
Caso A = (3,13). A multiplicidade de W,,(\) em Bf,?)/Lgi) é igual a 3 e temos que colar

wf), wf\?’), wE\4) a elementos de Lie. Primeiro, substituimos x5 por 2 na identidade de grau 5

Z (_1)ﬂ[[~r7r(1)7 xﬂ'(2)7 $5], [xw(3)7 ‘rﬂ'(4)]] = 07

TESy
que se verifica em My (K) porque é um polinomio de Lie, é anti-simétrico em quatro varidveis

e dim sly(K) = 3. (Pode-se mostrar que esta identidade é equivalente a w£2713) =0.)

0 = Z (=)™ [[r(1), Tr(2), 1), [Tr(3), Tr(a))]

TESY

= Z (=1)™[[Zr(1)s Tr(2), T1] © T1, [Tr(3), Tr(a)]]

TESY

= > (U@n)s 2a(e), 2], [Fn(e), (] 0 21
TESY
= (D) [[Zr(1)s Ta(2) T1] © [Tn(3): T, 71] = —8uwi!
TESY
Agora podemos trabalhar médulo a identidade [z, 9, x3)[74, 5, 6] = 0. Tomamos a soma

alternada em 7 € Sy, w(1) =1,

0= su(er, @3, v, 1], g, 2al) = 2, wal © [loa, @) [oa, mal] = Ao, walllws, 1], (24, 2]
e obtemos wE\?’) = 0. Trabalhando também médulo [z1, xs][xs, z4][x5, 6] = 0, comutamos

com z; a identidade de grau cinco

0= Z (_1)W[x7r(1)v xw(Z)] [[Iw(s), 1), xw(4)]

TESY

obtendo

0 = > (=1 eq) Ta@)][n(), 21], Tao], 1]

TESy

Z (=)™ [2rq)s Ta@)][Tr3), 21, T1, Tr(a)]

TESY
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Caso A = (2%). A multiplicidade de W,,,()\) em Bf,?)/ng) é igual a 2 e WW,,,(\) nao participa

em L'®. Temos que colar juntos w&l) e w§2). Mostraremos que, médulo os elementos de Lie

e a identidade [z, o, x3][z4, x5, 26] = 0, 0 vetor de peso méaximo é igual a 0, isto é, é colado

2 o
com w/(\ ) Substitufmos em S4:

0 = s4(x1, Ta, (T3, T4], [T5, T6]) = |21, T2] © [[23, 24], [25, T6]] = 2[71, 2] [[3, 24], |75, T6]],

e entao wg\l) = 0.

Caso A = (22,12). A multiplicidade de W,,,(A) em BY) /L 6 igual a 2 e temos que colar

wE\S) e w§\4) a elementos de Lie. Primeiro em 20 temos

wg\?’) = [1'2, 1'1]34(371’ Tg, T3, .T4) = 0.
Além disso,
1 K
O = [34($17 Lo, T3, .T4)7 [x27 xl]] - Z Z <_1) [xﬂ‘(l)’ xﬂ(Q)] o [[Qfﬂ-(g)7 _Qjﬂ.(4)]’ [an’ xl]]
mTESy
= : )" _ 1w
= 5 2_ (DM, #r@lllzae), tr@) [o2, 21]] = Fwi™
TESy

Caso A = (2,1%). A multiplicidade de W,,()\) em B,(,?)/Lfg) éigualale wE\Z) ¢ igual a 0
em 20.

Caso A = (1%). O tnico GL,,-médulo W,,(\) de B ¢ gerado pelo polinomio standard
sg que é obviamente igual a 0 em 2. Deste modo analisamos todos os casos e a prova esta

completa. m

Teorema 5.2.11. As identidades polinomiais da dlgebra de matrizes My(K) sequem da

identidade standard s4(x1, T2, 3, 14) € da identidade de Hall [[x1, z5)%, x1] em duas varidveis.

Prova: Pela Proposigao 5.2.2 (i) é suficiente mostrar que a variedade 20 definida pelas duas

identidades satisfaz
B N T () = B™ N T(var My(K)), n=>5, 6.

Isto ja foi mostrado nos Lemas 5.2.9 e 5.2.10. Isto completa a prova do teorema. m
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Observacao 5.2.12. 1. A base das identidades das matrizes 2 x 2 dada no Teorema
5.0.17 é minimal porque a identidade [[z1, z2]?, z1] ndo segue da identidade standard.
Uma vez que s4 é anti-simétrico, nao podemos obter como conseqiiéncia um polinomio

homogéneo nao nulo de grau 3 com respeito a z; e de grau 2 com respeito a s.

2. Vasilovskii provou que, veja [34], se K ¢é infinito e char K # 2 entao as identidades de

slo(K) s@o conseqiiéncias da identidade de Filippov [y, 2, [t, 2], 2| + [y, z, [z, z], t] = 0.

3. A base de My(K) é minima na situagdo acima, quando char X' > 3. Se char K = 3
entao precisamos de mais uma identidade de grau 6 para gerar as identidades de My (K),
ver para mais detalhes [20] e [4]. Aqui somente observamos que os métodos utilizados
em [34] e [20] utilizam teoria de invariantes, e portanto decidimos nao inclui-los nesta

dissertacao.
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