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RESUMO

A deteccao de descontinuidades é um problema que aparece em muitas areas
de aplicagao. Exemplos disto sao os métodos de Fourier em tomografia computa-
dorizada, inversao em ressonancia magnética e as leis de conservagao em equagoes
diferenciais. A determinacao precisa dos pontos de descontinuidade é essencial para
obter convergéncia exponencial da série de Fourier para fungoes continuas por partes
e evitar assim os efeitos do conhecido fenomeno de Gibbs. Nos trabalhos de Wei et
al. de 1999 e 2004 foram desenvolvidos filtros polinomiais para reconstruir funcoes
a partir de seus coeficientes de Fourier. No trabalho de Wei et al. do 2005 estes
filtros foram usados para construir métodos iterativos rapidos para a deteccao de de-
scontinuidades. Nesta tese sao introduzidos filtros mais gerais baseados em funcoes
splines, que conseguem maior precisao que aqueles apresentados em esses trabalhos
e também sao apresentados os correspondentes métodos iterativos para as descon-
tinuidades. Sao obtidas também estimativas para os erros assim como experiéncias
numéricas que validam os algoritmos. Mostra-se também um novo método que ap-
resenta um melhor desempenho que aqueles baseados na série parcial conjugada de
Fourier usados nos trabalhos de Gelb e Tadmor.



ABSTRACT

Detecting discontinuities from Fourier coefficients is a problem that arises in
several areas of application. Important examples are Fourier methods in Computed
Tomography, Nuclear Magnetic Resonance Inversion and Conservation Law Differen-
tial Equations. Also, the knowledge of the precise location of the discontinuity points
is essential to obtain exponential convergence of the Fourier series for a piecewise
continuous function, avoiding the well known Gibbs phenomenon. In the work of Wei
et al. (1999, 2004), polynomial filters were developed to reconstruct functions from
their Fourier coefficients. In the work of Wei et. al. (2005), these filters were used to
develop fast iterative methods for discontinuity detection. In this thesis we introduce
more general spline based filters, that achieve higher accuracy than those works, and
the corresponding iterative methods for the discontinuities. Estimates for the errors
are presented as well as many numerical experiments validating the algorithms. Also,
we show that a new and simple method, not using any nonlinear solver, performs
better than those based on the conjugate Fourier series as in the work of Gelb and
Tadmor.
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Capitulo 1

Introducao

A reconstrucao dos valores pontuais de uma funcao continua por partes, com um alto
grau de precisao, a partir de um niimero finito de seus coeficientes de Fourier, é uma
questao muito importante em varias disciplinas. Esta é uma area de grande interesse
em Analise Numérica e Computacional. Muitos problemas envolvem dados que sao
suaves por partes. Representacoes de Fourier podem ser muito tteis em algumas
aplicagoes tais como solugoes aproximadas para PDE’s ou compressao de imagens.
Entre as primeiras, pode-se citar o caso de movimentos ou fluxo de fluidos que sao
governados por leis de conservacao nao lineares. Neste tipo de problema, dados que
inicialmente s@o suaves podem acabar desenvolvendo “shocks” (ondas de choque) que
podem ser representadas por descontinuidades em campos de pressao. Em outras
situagoes a propria funcgao a ser reconstruida pode apresentar descontinuidades. Para
o caso de imagens, as descontinuidades podem representar bordas que diferenciam
objetos ou tecidos.

Na area do diagnéstico médico por imagens e em particular na area da tomografia
computarizada, uma imagem tomografica é obtida a partir de projegoes da transfor-
mada de Radon. Estas projecoes podem-se relacionar com os coeficientes de Fourier
distribuidos numa malha polar bidimensional. No lugar de usar para a reconstrugao
da imagem a tradicional técnica de retro-projecao filtrada (“filtered back projection”),
uma posibilidade aberta é aplicar os métodos aqui desenvolvidos, dimensao por di-
mensao, para poder recuperar a fungao sem os artefactos e o “blurring” normalmente
associados a retro-projecao filtrada.

Recuperar valores pontuais da funcao a partir dos coeficientes da expansao de
Fourier corresponde a possibilidade de recuperar informacao local através de in-



formagao global. Para funcoes que sao continuas por partes a presenca do Fenomeno
de Gibbs dificulta esta tarefa.

E um fato conhecido que a qualidade da reconstrucao depende da suavidade da
funcao, pois a taxa de decaimento destes coeficientes esta diretamente relacionada
com o numero de derivadas continuas da funcao. Assim, para o caso de funcoes
continuas e com derivada continua por pedagos, as somas parciais da correspondente
série de Fourier convergem uniformemente para a funcao. Neste caso é possivel re-
construir a fungao a partir de um nimero finito de coeficientes de Fourier.

No caso de funcoes que sao descontinuas por partes, truncar a série de Fourier
resulta na aparicao de oscilagoes espurias numa vizinhanca das singularidades que
acabam por reduzir a taxa global de convergéncia. Isto é conhecido pelo nome de
Fenomeno de Gibbs e é considerado o motivo principal da grande falha dos métodos
espectrais. Este fenomeno nao desaparece ao incrementar o nimero de harmonicos na
representacao de Fourier. Quando mais termos da série sao considerados para fazer
a aproximacao, consegue-se somente reduzir a regiao das oscilagoes, mas a amplitude
maxima das mesmas continua constante. Aparece um “overshoot”de quase um 9%
da magnitude do salto a ambos os lados da descontinuidade. A regiao onde isto acon-
tece tem um comprimento menor quando o nimero de termos considerados na soma
cresce, mas como ja foi dito, a amplitude desse overshoot permanece constante.

E importante observar que o comportamento oscilatério apresentado pelas somas
parciais de Fourier para funcoes continuas por partes, é causado pela perda da con-
vergéncia uniforme da série nos pontos de descontinuidade da fungao e nao devido a
natureza oscilatoria das fungoes bases usadas na expansao. En particular vemos que
o Fenomeno de Gibbs também é observado quando sao consideradas outro tipo de
bases ortonormais: polinémios de Legendre, de Chebychev, de Laguerre, etc..

Assim como a existéncia de descontinuidades se reflete na presenca deste fendmeno,
entao é natural perguntarnos se a partir deste fato é possivel extrair informacao sobre
a localizagao dos pontos de descontinuidade.

O tema do presente trabalho é a determinacao dos pontos de descontinuidade de
funcoes que apresentam um nimero finito de singularidades de primeira espécie, a
partir de um numero finito de coeficientes de Fourier, junto com a localizagao dos
pontos, o desenvolvimento de filtros adequados para reconstruir as func¢oes da forma
mais precisa possivel.

Ao tentar resolver o problema, alguns autores desenvolveram técnicas com maior
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ou menor grau de sucesso tendentes a eliminar o fenomeno de Gibbs na reconstrugao
da funcao. Quase todas estas técnicas precisam conhecer a localizacao das singula-
ridades da funcao para depois continuar com o processo de reconstrucao, e mesmo
assim, os algoritmos desenvolvidos sao computacionalmente custosos.

Entre os métodos que nao usam informacao referente a localizacao dos pontos,
encontram-se aqueles que fazem uso da técnica de filtragem. Estes filtros atuam
atenuando as altas freqliencias da fungao acelerando assim a taxa de decaimento dos
coeficientes de Fourier. Conseguem desta forma reduzir as oscilagoes na reconstrugao.
O baixo grau de precisao que conseguem nas vizinhancas dos pontos singulares, ve-se
contraposto a simplicidade do método.

Para o caso dos pontos de descontinuidade ja serem conhecidos, Gottlieb et al.
[12] desenvolveram um método baseado nos polinémios de Gegenbauer para cons-
truir aproximacoes dos valores pontuais da funcao. Eles definem uma transformacao
entre a soma parcial de Fourier (através dos coeficientes) e uma nova expansao da
funcao em termos dos polinomios de Gegenbauer. Eles mostraram que os coeficientes
desta nova expansao apresentam um decaimento rapido que acaba acelerando a con-
vergéncia. Embora esta convergéncia tedrica seja exponencial, o custo computacional
¢ alto demais.

Existem também algoritmos hibridos que combinam o uso de filtros em regioes
que nao contem singularidades, junto com expansoes de Gegenbauer onde os filtros
perdem precisao.

E importante salientar que a deteccao dos pontos de descontinuidade da fungao é
um fator crucial no bom desempenho de qualquer um dos métodos de reconstrucao de
alta resolugao. Erros na deteccao das descontinuidades podem levar a grandes falhas
na reconstrucao da imagem.

Entre os métodos desenvolvidos para detectar as descontinuidades de uma fungao
encontramos o de Eckhoff ([6], [7]). Este autor apresenta um método que fornece
aproximacoes a estes pontos através da resolucao de um conjunto de equagoes algébricas
de grau L, onde L corresponde ao niimero total de descontinuidades e deve ser conhe-
cido a priori. Isto complica a implementacao do método pois na pratica o nimero de
descontinuidades da funcao em geral nao esta disponivel. O método também calcula
aproximagcoes para os saltos da fungao nesses pontos.

Gelbe Tadmor ([8], [9]) usam um enfoque diferente para detectar descontinuidades.
Eles introduzem o que denominam de “nicleos de concentracao”, que correspondem



a generalizacoes da soma conjugada de Fourier, que como se sabe, convergem pon-
tualmente para o suporte singular da funcao em questao.

No presente trabalho apresentamos varios métodos novos para construir aproxi-
magoes aos pontos de descontinuidade baseados somente nos coeficientes de Fourier,
que mostram um 6timo desempenho na localizagao destas singularidades e que con-
seguem diferenciar ou bem separar mesmo aquelas que estao muito proximas mesmo
com ruido nos dados. Apresentam-se também diferentes métodos para reconstruir os
valores pontuais da funcao.

O esquema da dissertacao é o seguinte: no Capitulo 2 encontram-se alguns resul-
tados bésicos da analise de Fourier que inclui uma descrigao do fenomeno de Gibbs,
da técnica de filtragem e do método linear. No Capitulo 3 apresentam-se alguns
resultados gerais sobre as funcgoes “splines”que sao utilizados para deduzir a nova
familia de “filtros splines” de grau n. Também apresentamos os novos métodos de
reconstrugao que foram construidos por nos usando esses filtros. No Capitulo 4 nos
calculamos as estimativas dos erros de aproximacao no espaco de Fourier para cada
um dos métodos de reconstrucao apresentados no Capitulo anterior. No Capitulo
5 encontra-se o teorema exposto em [19] que é a base do método desenhado para
detectar aproximacoes iniciais as singularidades da funcao. Nos mostramos numeri-
camente como o método consegue detectar descontinuidades mesmo com ruido nos
dados. No Capitulo 6 se apresentam os métodos iterativos construidos para refinar os
valores iniciais e, portanto, a qualidade da reconstrucao. Finalmente apresentamos
no Capitulo 7 experiéncias numéricas ilustrando as vantagens dos nossos métodos.
No apéndice apresenta-se uma nova formula de reconstrucao de grau 2 que segue a
construcao daquelas apresentadas no trabalho [20].



Capitulo 2

Analise de Fourier

Nosso problema ¢ a detecgao de descontinuidade de uma fungao suave por partes a
partir de um ntmero finito de seus coeficientes de Fourier, e a reconstrucao dos valores
pontuais da f. Para descrever matematicamente este problema, neste capitulo intro-
dutoério apresentam-se resultados gerais sobre a série de Fourier que serao necessarios
na exposicao. Na Secao 2.1 se apresentam resultados relevantes sobre a convergéncia
da série de Fourier. Na Secao 2.2 realiza-se uma breve descricao do Fenomeno de
Gibbs. A seguir, na Segao 2.3 se apresenta a transformada discreta de Fourier e algu-
mas de suas propriedades. Na Secao 2.4 se apresenta uma abordagem para resolver
o problema através da utilizacao de filtros, e por tltimo, descreve-se brevemente o
método desenvolvido em [8] e [9].

2.1 Convergéncia da Série de Fourier

A grande descoberta de Fourier sobre a descomposicao de quase qualquer sinal periddico
numa soma de freqiiéncias fundamentais teve um grande impacto tanto na matematica
pura quanto na aplicada. A eficicia desta representacao reside principalmente na or-
togonalidade de suas fungoes bases. Elas correspondem as autofungoes de um dos mais
simples problemas de valores de contorno auto-adjuntos. Ao ter que lidar com somas
infinitas no lugar de somas finitas, a questao da convergéncia tem uma importancia
fundamental. A continuacao apresentam-se alguns resultados da teoria classica das
Séries de Fourier, que serao de utilidade no resto do trabalho. Um estudo exaustivo
das séries de Fourier pode-se achar no texto de Zygmund [23].



A expansao em série de Fourier de uma funcao a valores reais e definida no intervalo
[0,1] ¢é dada por:

foo(x) _ i fk 61‘27r/’cac7

k=—o00

onde )
i :/ fz) e ™ edy ke Z,
0

corresponde ao k—ésimo coeficiente de Fourier da funcao e é simplesmente o peso que
este modo tem na representacao de Fourier da fungao. Esta integral que define os
coeficientes existe para qualquer funcao que seja integravel no sentido de Lebesgue.
No que segue, assumiremos que a fun¢ao f € Ly[0, 1] e é periddica com periodo 1.

foo representa a expansao formal da funcao f em termos do sistema ortogonal de
Fourier. Deve ser estabelecido em que sentido a série converge, qual é a relacao entre
a série e a funcao f, e quao rapido a série converge. Por exemplo, se f for continua
e periddica a série de Fourier de f ndo necessariamente converge no intervalo [0, 1].

Note que a escolha do intervalo [0, 1] deve-se somente a uma simples questao de
conveniéncia e a adaptacao para qualquer outro intervalo pode ser feita elementar-
mente através de uma simples mudanca de coordenadas.

Definigao: Seja [ uma fungao a valores reais definida no intervalo [0,1] .
Diremos que f é continua por partes se ela estd bem definida e é continua exceto
possivelmente num numero finito de pontos e nestes pontos as descontinuidades sao
de primeira espécie, i.e., se z é um ponto de descontinuidade de f , entao existem
os limites laterais neste ponto,

f(z7) = lim f(z), f(z7) = lim_f(z).

T—2 z—zt

Estes pontos sao chamados de descontinuidade de salto de f e a diferenca entre
os limites laterais corresponde a magnitude ou amplitude do salto,

Definigdo: Uma fungao f(x) a valores reais definida no intervalo [0,1] é C!
por partes se ela é bem definida, continua e continuamente diferenciavel exceto pos-
sivelmente num nimero finito de pontos e nestes pontos existem os seguintes limites
laterais:



f(7) = lim () f(z4) = lim ()

F(=) = lim f(a), F(=) = lim f()

Lema de Riemann-Lebesgue: Se g é continua por pedagos no intervalo [a, b]
entao,

b )
: wx _
Jim ; g(x) ™ dx = 0. (2.1)
Demonstracao: Para funcoes que sao suficientemente suaves, por exemplo na
classe C''[a, b], o resultado segue-se facilmente usando integracao por partes:

) b iwb iwa 1 b )
ffg(x) T Jp — g( )6 ‘ g(a)e - g'(m) T g,
1w W Ja

logo,

b LWL 1 b /

[ 9@y e def < o L)l + a0 + 1o @)l

e considerando w — 00, obtem-se claramente a convergéncia para zero. Para g(z)
continua por partes, Ve > 0 existe um polindémio p(z) tal que

[ l9() ()] do < e,

entao,

b ) b b ) b .
[ (@) e dal < [lg@) = p@)da+| [ pla) €7 dal < e+ [ pla) ¢ dal,

b )
por ser o lema vélido para polinomios ;, lim / p(z) e dr =0 e e arbitrario,
w—00 a
b )
resulta entdo que lim g(x) e dx =0 .
w—00 a

Intuitivamente, o lema afirma que na medida em que as freqiiéncias w sao cada

vez mais altas, a velocidade das oscilagoes cresce e estas tendem a cancelar entre elas.

Se a funcao f é continua por partes vemos que seus coeficientes de Fourier estao
bem definidos, mas isto nao garante a convergéncia da série. Assim, a primeira
questao a ser estabelecida é sob quais hipoteses a série converge para a funcao f.



Para analisar esta questao é importante introduzir a série truncada de Fourier. Esta
soma finita é de grande utilidade pratica pois fornece um método simples para re-
construir aproximagoes a valores pontuais da funcao quando esta é suave e periddica,
e equivale a soma parcial da série. Assumindo N par a série truncada de Fourier é

dada por,
N2
fN(x) — Z fk 6127rka:.
k=—N/2

A funcdo fy(z) é a projecao ortogonal da fungao f sobre o subespago gerado pela
. Soe i2mkx 1 IN/2 . s s .
base trigonométrica {e }k:_ NJ2° A seguir sera tutil expressar esta soma parcial
através de uma integral definida:

N/2 ) '
fN(x) — Z fk: 6127rkz’
k=—N/2
N/2 1 ' 4
— Z [/ f(t) 6z27rkt dt] 67,27rkx,
k=—nN/2 70
1 N/2 ‘
:/ f(t) [ Z ez27rk(a:—t)] dt,
0 k=—N/2

1
:/0 F(t) Dyl —t) dt,
logo,
fn(x) = (f * Dny2)(x),
onde “¥”denota a convolugao e Dy, ¢ o nucleo de Dirichlet,

sin(m(N + 1)z)
sin(rx)

DN/2 (ZE) =

A funcao Dy, € a projecao ortogonal da funcao delta de Dirac sobre o espago de
polinomios trigonométricos de grau < N/2 com produto interno dado por

<fos= [ g

Teorema(Convergéncia pontual da série de Fourier): Se f(z) ¢ uma fungao C!
por partes, entdo a série de Fourier associada a fungao f converge para f(z) nos
[f(@T) + f(z7)]

2

pontos de continuidade e para nos pontos de descontinuidade.
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Demonstracao: Comecaremos utilizando a expressao da soma parcial de Fourier
na sua formulacgao integral,

= /01 f(y) Dnja(x —y) dy.

Logo temos que,

fy(z) = /olf(y) sin(m(N + 1)(z — y)) dy = /Olf(ery) sin(m(N + 1)y) 0

sinm(z — y) sin wy

Portanto para provar o resultado do teorema sera suficiente mostrar que,

fim_[* fa ) OO gy gy

N—oo Jo SN Yy

sin(m(N + 1)y)
sin 7y

tim [ f@ty) dy = f(z")/2.

Mostraremos a primeira das igualdades pois a outra resulta de maneira analoga.
Observe que,

N/2
/ Sln( (N + ]. / Z 7,27rky dy _ 1/2 (22)
1 sin Ty I h=—NJ2

Mostrar a primeira igualdade equivale entao a provar que,

Jr
lim 2 f vty — @)
NSoo sin 7y

f(w+y) — f(=")

sin Ty
[0,1/2]. O tnico ponto a priori problemético corresponde a x = 0, mas neste caso
usando a hipétese do teorema temos que:

sin(7(N + 1)y) dy = 0.

Seja g(y) =

, esta funcao é continua por pedacos no intervalo

. o flety) - f@T) oy )
ylighg(y)—ylir& y sinmy  ow

Logo sera suficiente mostrar que,

=

lim g(y) sin((N + 1)7wy) dy = 0,

N—oo Jo

mas isto resulta do Lema de Riemann-Lebesgue. Portanto temos que,
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[f@T)+ faT)] O

N | —

Jim fy(z) =

No comportamento da série é fundamental o grau de “suavidade”da fungao. A
seguir se apresentam sem demonstracao alguns resultados ao respeito. As demons-
tragoes podem ser achadas em [23].

Teorema (Convergéncia uniforme da série de Fourier) : Seja f uma fungao
definida sobre o intervalo [0, 1], periédica e C' por partes. Se f é continua para todo

z e f(0) = f(1), entdo a série converge uniformemente para f em todo o intervalo.

Critério de Convergéncia Uniforme: Se os coeficientes de Fourier f; satisfazem

© A
Z ’fk| < 00,
k=—00
s A
entao a série de Fourier Z fi €*™ converge uniformemente para uma funcio
k=—00

continua f, com f igual ao coeficiente de Fourier da soma.

O criterio de convergéncia uniforme precisa que pelo menos os coeficientes de
Fourier da funcao tendam a zero, mas com uma taxa de convergéncia nao muito
baixa. Por exemplo, cada termo da série

> 1
> .
k=—00 |k|

tende a zero para todo o > 0, mas a série converge se e somente se o > 1.

Uma propriedade muito importante dos coeficientes de Fourier e mais geral que o
critério de convergéncia uniforme, é que quanto mais rapido eles tendem para zero,
mais suave a funcao resulta.

Teorema: Seja n > 0, se os coeficientes de Fourier satisfazem

Z k" |fk‘ < 00,

k=

entao a série de Fourier converge para uma funcao periddica que é n vezes continua-
mente diferencidvel, isto é, f € C™[0, 1].

12



Um outro resultado importante é que para uma funcao f analitica e periddica, a
série de Fourier converge com taxa exponencial:

max |fy(z) — fz)] < e, a>0.
0<z<1
No entanto, para fungoes que apresentam alguma descontinuidade, a taxa de con-
vergéncia diminui drasticamente,

e Para valores de x distantes de pontos de descontinuidade,
|[fv(@) = f(@)] ~ O(R).
e Para valores de x numa vizinhanca de um ponto de descontinuidade z,
[fv(z) = f(@)] ~ Olallf(z") = f(z7)]).

Para fungoes que apresentam descontinuidade de saltos, é precisamente na soma
parcial de Fourier onde surge o Fenomeno de Gibbs. Ele reflete a falta de convergéncia
uniforme da série e se manifesta, como se mostra e ilustra na seccao seguinte, através
de oscilacoes espurias nas vizinhancas dos pontos de descontinuidade.

2.2 O Fenomeno de Gibbs

O primeiro estudo conhecido sobre este Fenomeno data do ano 1848 e é devido a
Henry Wilbraham [22], isto é meio século antes que o famoso fisico e matematico
Josiah W. Gibbs ([10], [11]) desse uma descrigao matemdtica do Fenémeno que agora
leva seu nome. Embora nao apresentasse uma prova matematica completa, ele expli-
cou a presenca do fenomeno no analisador harmonico de Albert A. Michelson no ano
1898. Foi Bocher [2], no ano 1906, o primeiro a fornecer essa demonstragao. Maiores
detalhes sobre as notas histéricas que relatam a descoberta do Fenomeno de Gibbs
podem ser encontradas em [5].

Como foi dito anteriormente, o Fenomeno de Gibbs é um reflexo da convergéncia
nao uniforme da série de Fourier para funcoes que apresentam descontinuidade de
salto. Para este tipo de fungoes, a soma parcial de Fourier exibe oscilacoes perto do
ponto singular e este comportamento nao pode ser corrigido apenas aumentando o
nimero de termos da soma.

13



Fenomeno de Gibbs
1.2 T

| NOK sz XN

0.8

0.4 i

WX =N 7

1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Soma Parcial de Fourier usando 8,16 e 32 harmonicos

Figura 2.1: Tlustragao do Fenomeno de Gibbs

A seguir ilustraremos para uma funcao em particular, como se manifesta o Fenomeno
de Gibbs. O exemplo mais simples de uma funcao continua por partes é a funcao “de-
grau’:

0 se O<x<%,
1 se %§x<1.

fx) =

Na figura (2.1) pode-se observar claramente a presenca do Fendmeno de Gibbs
para as diferentes somas parciais de Fourier consideradas. Longe dos pontos singu-
lares, ainda que lentamente, as somas parciais convergem. No entanto, sao claras as
oscilacoes perto desses pontos, neste caso r =0 e x = 0.5. E possivel notar também
que o fendmeno nao desaparece ao considerar um nimero maior de modos de Fourier.
Neste caso consegue-se somente reduzir a regiao onde as oscilagoes se produzem, mas
a amplitude maxima das mesmas continua constante e corresponde aproximadamente
a 9% da amplitude do salto em questao. E instrutivo analisar a convergencia desta
série com mais detalhe.

Para ver isto é preciso usar os coeficientes de Fourier desta fungao. Eles sao dados

Lf 1
por: fo=3 e
=Lk {mpar,

; — ki
I 0 k par.
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N/2 . | 9 M
Portanto  fy(z k_ZN/2f et = 3 - g 2k Y
fn(z 5 72r zz/:l sin 22/2—_11))27m) =-—4 %/fl/ cos(2m(2k — 1)u)du.
Usando a identidade, J:;/jCOS(Qﬂ'(Qk‘ —1u) = m obtem-se que,
SN(x)—;—Q jz/fll/omm du.

O valor méaximo desta expressao é atingido para aqueles valores de x que satisfazem

x =ux; =1/N,i# 0, sendo o primeiro destes valores x; = % . Portanto,
1 ¥ sin(N7u) 1 ¥ sin(N7u)
1
)==-—- —du ~ = — / —d
In(w) 2 /0 sin(mu) Ty 0 v “

Fazendo a substituicao correspondente na integral e usando o fato que,

1 1
= Si(n) = - / S”;(y) dy = 0.5895,
0

™ ™

resulta,

Sn(x)~3—2 fF “’; dy = (1 —2 Si(m)) = —0.0895 .

Isto mostra o dito anteriormente que a maxima amplitude de oscilacao na vizi-
nhanca do ponto de descontinuidade, corresponde a quase 9% do valor do salto,
que no ponto x =0 éigual a —1 . Além do mais estas oscila¢oes se propagam em
todo o intervalo reduzindo assim a taxa de convergéncia em pontos que estao longe
das singularidades. Este comportamento nao é s valido para a funcao “degrau”em
particular, senao em geral para todas as funcoes que apresentam descontinuidades de
salto.

Para o caso geral em que f € L»[0,1] é uma fungao continua por partes e z
corresponde a uma descontinuidade de salto, temos entao que,

.
i et 20 < SENHIE)

LIS v,

S
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Para mostrar isto, comecamos escrevendo a soma parcial de Fourier em func¢ao do
ntcleo de Dirichlet,

N/2 ) '
Z fk 6127rkx’
k=—N/2
N/2
— Z / z?Trka: t) dt
k=—N/2

e sinT(N + 1)(x —t)
=/ 40 sn(x@—0) "

Para analisar o comportamento da série truncada perto do ponto de descon-
tinuidade consideramos o seguinte,

o=l 2w sin(m(N + 1)t)
2
z24 25 = z —t dt,
In(z+557) = / fz+ N+1 ) sin(7t)
Como a principal contribuicao da integral, para N — oo, é de uma vizinhanca
do zero e considerando a extensao peridédica da funcao, é possivel reescrever esta

expressao da seguinte maneira,

fule+ 22 /6 o N2w - . Sm(WULJF 1)t) dt.

f(zt)  r20/N+Llgin(w (N 1)t) f(z7) e sin(m(N + 1)t)
T /_E t dt + T /Qw/N—l-l t dt,
1) e, 1) G,

us /E(N+1)/2 S T w S

Q

Q

fzr) v sm(s)d8+ f(z7) oo sin(s)

£(24) - sin(s) s /35 sins(s " j f(;—) [ sin(s) s sins(s) "

f)” e sinls) L fG) = JG) s sins)
i :

Q

Q

0 S ™ S

onde si(x) = /x sin(y) dy.
0

Depois de proceder de forma anédloga para x = z — N—H obtem-se que,

hrn e + 2w )= (s — 2w )_25i(w)

i ) = () - £
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E importante mencionar que o comportamento oscilatério da série truncada de
Fourier nao tem a ver com a natureza oscilatéria das fungoes bases usadas na ex-
pansao. O Fenomeno de Gibbs também se apresenta em qualquer outro tipo de
expansoes ortogonais para fungoes suaves por partes. E o processo de truncamento
que leva a aproximagoes nao uniformes.

2.3 A Transformada Discreta de Fourier

Seja N um inteiro positivo e par. Consideramos a malha definida pelos nés, z; = j/N
para j = 0,...,N — 1. Definimos f; = f(z; + ) para j = 0,...,N — 1, onde
0<d<1/N.

A Transformada Discreta de Fourier (DFT) da seqiiéncia {f;}}5" é dada por,

- 1 Nl 4
fo=5 > ™™, N/2<k<Nj2-1,

J=0

e a sua transformada inversa (IDFT),

N/2-1
fi= Y fee®m 0<j<N-1L
k=—N/2

A Transformada discreta de Fourier é uma ferramenta fundamental em muitas
areas como processamento digital de sinais, compressao de dados e equacoes diferen-
ciais parciais.

Observar que tanto o fator de normalizacao ﬁ quanto o sinal do exponente sao
convencoes e podem diferir em diferentes areas. O importante é que o sinal dos expo-
nentes seja oposto e que o produto dos fatores de normalizacao na DFT e na IDFT
seja % A normalizacao \/iﬁ faz com que ambas transformacoes resultem unitarias.

rd r , 5y 4
Notar também que os f; s somente dependem do valor da fungao nos néds f;.
A DFT corresponde a uma transformacao ortogonal em CV, entre os N ntimeros

{f;}}5" e os N niimeros complexos { fk}fc\z 2__]\}/2. Diferentes dedugoes da férmula da

DFT podem ser encontradas em [4].

A seguinte notagao serd também usada: DFT{f;}, = fk e analogamente,
IDFT{f}, = f;.
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Mostrar que efetivamente a DFT e a IDFT é uma inversa da outra, resulta ele-
mentarmente da propriedade fundamental de ortogonalidade discreta da exponencial

complexa,

N/2—1
Z 6127rkm]- e—szkml — Néjvla
k=—N/2
onde .
5N — 1 se =101 ou j—I1l=N,
7l 0 caso contrario.
pois

N/2-1
IDFT{DFT{f}}i= 3 fi 2™,
k=—N/2
1 N1 N/2-1
= N fj Z ez27rk(a:lij),
Jj=0 k=—N/2
N-1
— s . [ 5]']?]1 = fi.
J:

A propriedade de ortogonalidade discreta da exponéncial complexa também pode ser
usada para deduzir uma versao discreta da formula de Poisson,

f(iU]) €7i27rk:pj7
[ Z , ei27rrxj] 67i27rk:1:j’
Z fr [ 67:271‘7‘(37]'71'1)}7

:fkﬁ+ Z fk+sN-

§=—00,57#0
Uma outra observagao interessante é que dados {(z;, f;) ;V:’Ol, o polinémio trigonomé-
trico que melhor aproxima esses dados no sentido dos quadrados minimos corresponde

a‘7
N/2—1

Py(x) = Z ar €™ onde a = fi.
k=—N/2
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Ou seja, o erro é minimizado quando os coeficientes do polinomio sao dados pela
DFT dos fjs. Além do mais, este polindmio é o polinémio trigonométrico inter-
polante, pois Py(z;) = f;.

Computacionalmente, a Transformada Discreta de Fourier pode ser eficientemente
implementada através do algoritmo de Cooley e Tuckey, conhecido pelo nome de FFT
(Fast Fourier Transform). A FFT é de grande importancia em muitas aplicagoes. O
nimero de operacgoes necessarias para calcular a DFT através da FFT é da ordem
de O(Nloga(N)), no lugar das N? operagoes necessdrias para o produto matriz/vetor.

Observe também que f; pode-ser interpretada como uma aproximacao a f; usan-
do a regra de integracao numérica dos trapézios com subdivisao para aproximar a

integral que define aos coeficientes de Fourier.

Note que a DFT pode ser definida para qualquer seqiiéncia de N nimeros com-
plexos.

A seguir se apresentam algumas das propriedades mais relevantes da DFT que
serdo usadas posteriormente. Para mais propiedades ver [4].

Propriedades da DFT

e Periodicidade

As seqiiéncias definidas pela DFT sao N —periddicas. Isto significa que,
DFT{f;},.x = DFT{f;}, e fi=IDFT{fi},=fiun VjkeZ

Assim a informacao completa esta contida na primeira metade da seqiiéncia da

DFT.
Isto resulta imediatamente de w;,j(HN) = wiy" e w%JrN)k = Wi, onde
Wy = eiQTr/N.

e Linearidade

Se f; e g; sao duas seqliéncias complexas e a e [ dois nimeros complexos,
entao:

DFT{af; + Bg;}i = a DFT{};}, + 8 DFT{gy},.
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e Translacao

Esta propriedade mostra o efeito produzido por aplicar a DFT sobre uma
sequéncia transladada r—unidades a direita: DFT{f;_,}, = W' DFT{f;},.

Um caso especial corresponde a translacao da seqiiéncia original na metade do
perfodo (N/2 unidades): DFT{f;_x} = (=1)* DFT{f;},.

e Convolucao Discreta
A DFT do produto de duas seqiiéncias é a convoluao Discreta de suas DFT’s,
isto é: 3
DFT{f; g;}, = [ * Gk,

onde

N
? ~
ek gn=">_ [r*Grr

r:—%—i—l
e Teorema de Parseval
N—-1 1 N/2—-1 -
2
Z|fj| :N Z ‘fk‘-
j=0 k=—N/2

2.4 Filtros

Seja f uma funcao a valores reais, definida no intervalo [0, 1] e suave por partes. Dados
um numero finito de coeficientes de Fourier { fk},]::/ 2 N/2: O problema consiste em de-
tectar as descontinuidades da fungao para depois, usando esta informacao, reconstruir
os valores pontuais de f. A precisao da aproximacao e a eficiéncia na implementacao
sao questoes de fundamental importancia.

O uso de filtros surgiu como um método tendente a acelerar a baixa taxa de
convergéencia que apresenta a série de Fourier truncada perto de pontos de descon-
tinuidade da fungao. A idéia consiste em modificar os coeficientes de Fourier para
suavizar a funcao aplicando um filtro passa baixa e diminuir assim os efeitos os-
cilatérios do Fenomeno de Gibbs. O processo de filtrar os coeficientes oferece uma
bem conhecida solugao para as grandes oscilagoes que se apresentam perto dos pontos
de descontinuidade. A outra vantagem desta abordagem é que possui um baixo custo
computacional, pois faz uso da FFT inversa para achar aproximacoes dos valores
pontuais da f. Este método nao usa informagao referente a localizacao dos pontos
de descontinuidade da fungao.
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No teorema da convergéncia pontual da Seccao 2.1 a hipdtese sobre o grau de
regularidade da fungao nao pode ser muito mais relaxada. Por exemplo, nao é possi-
vel esperar este tipo de convergéncia com a simples condi¢ao de continuidade, pois
podem construirse exemplos de fungoes continuas com séries de Fourier divergentes
23].

A idéia da aplicacao de filtros para tentar obter algum tipo de “soma’dos termos
da série de Fourier é bem antiga. Ja Fejér, no ano 1904, obteve bons resultados
neste sentido. Ele considerou um tipo diferente de soma. No lugar da soma direta
de Fourier, ele introduz o que hoje é conhecido como a soma (C,1) de Cesaro ou a
soma parcial média de Fejér da série de Fourier. Com este novo método, no lugar
de andlisar a convergéncia da seqiiéncia de somas parciais da série de Fourier, ele
estudou o comportamento no limite das médias daquelas somas. Isto é,

Jfo+ fi fo+rfit+. ...+ fn
V=g, s = . S8 = N .

O resultado que ele obteve é o seguinte teorema enunciado abaixo sem demons-
tracao, ésta pode ser achada em [23]:

Teorema (Fejér): Se a série de Fourier converge no sentido usual, isto é, lim v =

s, entao tambem ¢é somavel no sentldo de Fejér e converge para o mesmo hmlte Isto
é, l1m e N = s. Porém, o hm SN sempre existe, mesmo para 0 caso em que o

hm fN nao exista.
N—o0

Uma questdo importante a ser observada é que a seqiiéncia das médias SV (z)
é equivalente a introducao de um fator multiplicativo nos coeficientes da série de
Fourier,

@) (o

1 N/2— {l 0 o
=—— > (N+1-2[k|) fi e”™.
N+1 = N/2
N/2—1 2k o
— Z (1 )fk €Z2TI'I<J.Z"
k=—N/2 N+1

Daqui observa-se entao que a soma de Cesaro corresponde a aplicar um fator mul-
tiplicativo aos coeficientes de Fourier ou equivalentemente, a filtrar estes coeficientes
através de um filtro passa baixa particular. Note-se que este fator multiplicativo,
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20k , oual a 1 Ui ancia de S

( NI +1), é sempre menor ou igual a 1, o que contribui para a convergéencia de Sy’.
rve- mbém qu nova som IT n uavizar a funcao origin

Observe-se també e esta nova soma corresponde a suavizar a funcao o al

através da convolucao com o nicleo de Fejér:

M ' ) ) L«
W (z) = / F) KO —x)dt, onde KP(@)=—— 3 Dy(x),
0 N+1 =
i 1/2
e D,(z) = w é o nucleo de Dirichlet.
2sin(z/2)
N
Observando que 2(N + 1) sin®(z/2) K\ (z) = > sin(z/2)sin(k + 1/2)z,
k=0

e substituindo no somatorio da direita a identidade,
1
sin(z/2) sin((k + 1/2)z) = i[cos(n:v) — cos(n + 1)z],

resulta que,

;; [cos(nz) — cos(n + 1)z]

2(N +1) sin(z/2) K{(z) =

N[ —

1 [1 — cos(N + 1)z]
zigﬁ«N+1nmy

Logo o nticleo de Fejér é dado pela expressao:

W y_ 2 [sin(n +1/2)x
N+1" 2sin(z/2)

]2
Diferentemente do nicleo de Dirichlet, este nicleo é nao negativo.

A generalizagao da idéia anterior leva a introdugao do conceito de “filtro”. Um fil-
tro é uma fungao o(x), infinitamente diferenciavel, com suporte no intervalo [—1,1]
e tal que o(0)=1.

Dados os coeficientes de Fourier de f, estes sao pré-multiplicados pelo filtro para
gerar uma ‘nova’série de Fourier que serda chamada de “generalizada”:

) fk ei2k7r:]c

@)= > ol

N2l o
k=—N/2 N
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Aqui simplesmente se apresentam os filtros mas conhecidos e usados para o caso
da expansao de Fourier.

Os seguintes filtros reais estao entre os mais usados (ver [14], [12]):

(1). Filtro de Fejér
ai(n) =1 = n|.
(2). Filtro de Lanczos

N n=0
72 (/)7) B Smﬂggn)v n 7& Oa
(3). The half sine filter
1+ cos(mn)

() = —— 5L

(4). The sharpened raised cosine filter

64(n) = 3(n)"(35 — 843(n) + T053(n)* — 2053(n)*).
(5). Filtro exponencial de ordem p ( para p par)

_ —amP

as(n) = e

(6). Filtro de Vandeven de orden p

(2p —1)!
(p—1)

Gréficos destes filtros sao mostrados na Figura 2.2. Todos estes filtros conseguem
reconstruir com um bom grau de precisao aproximacgoes para os valores pontuais de
f em pontos que estao longe dos pontos de descontinuidade, mas nao em pontos
proximos a estes valores. Isto se deve principalmente a que esta abordagem nao usa
informacao sobre a localizacao dos pontos singulares, que é fundamental para melho-
rar a convergencia nestas regioes. Este comportamento da técnica de “filtragem”é
ilustrado na Figuras 2.3 .

as(n) =1—

/0 (1 — )]t

2.5 Método Linear

Este é um método para detectar descontinuidades (ver [8] e [9] ) baseado nas pro-
priedades da soma parcial conjugada generalizada de Fourier. Devido a linearidade
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Figura 2.2: Filtros passa baixas conhecidos e usados para suavizar os efeitos os-
cilatorios do Fénomeno de Gibbs na reconstrucao de funcoes suaves por partes.




Reconstrugao da fungao degrau usando filtros (N=64)

1 : : 1.5
1t
0.5} 1 0.5}
0
0 : : -0.5 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
filtro de Fejer filtro de Lanczos
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1t 1t A
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0 ) 0 \Z ~
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filtro exponencial de ordem 6 filtro de Vandeven, p=4

Figura 2.3: Ilustracao do efeito de filtragem
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desta soma, serda chamado por nos de método linear.

Definigao: Seja f uma funcdo a valores reais e definida no intervalo [0,1]. A
soma parcial conjugada de f num ponto z é dada por:

N/2

Snlfl(z) =ir Y sinal(k) fi e, (2.3)

k=—N/2

A soma conjugada tem a propriedade de convergir para o suporte singular da f,
isto é,

1
Jm @) = (@) (24)

Assim, isto pode teoricamente ser usado para detectar os pontos de descon-
tinuidade e aproximar também a amplitude do salto associado. Mas o problema

que o método apresenta ¢ a baixa taxa de convergéncia, O(;; o N)) tal como a série

de Fourier. N2
Observe-se que Sy[f](z) = (f * Dy)(z), onde Dy(z) = > sin(2rkz) e o
k=1

« 7

simbolo “*” denota a convolugao. Portanto,

f* En(z) — [f](2),

onde Ky(z) = log(N) Dy(z) é chamado de Nicleo de Dirichlet Conjugado e [f](z)
denota o valor do salto da funcao f no ponto x.

A convergéncia para o salto é da ordem de O( Iog N) ). Para remediar esta situagao
os autores introduzem os chamados ntcleos de concentracao, usando para isto deter-
minados fatores que sao chamados fatores de concentracao. Estes fatores aceleram
a velocidade de convergéncia para o suporte singular da funcao e resolvem a priori
o problema da baixa taxa de convergéncia que a série conjugada de Fourier apresenta.

|k‘|

N/2
Define-se o nucleo de concentracao Z ) sin(27kz), onde

o(z) corresponde ao respectivo fator de concentra(;ao. Os fatores de concentracao
permitidos sao aqueles que satisfazem as seguintes condicoes de admissibilidade:

o W ¢ (2)0,1).

° (}@dx:L
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Os fatores mais usados sao os do tipo polinomial e o exponéncial:

O-(LU) = pxp7 0-($) = Cl'eozac(a}t—l)7 c = eﬁl_n‘

O método linear consiste entdo em convoluir a soma truncada de Fourier com
este novo nucleo de concentracao, pois a convergéncia para o suporte singular agora
¢ acelerada:

(K % Sn)(z) — [f](x)] < € e,

Define-se entao a Soma Parcial Conjugada Generalizada da funcao f:

;o . N2 . 2|k| £ _i2kmx
Sy [fi(@) =i > sinal(k) 0(—N ) fr € (2.5)
k=—N/2

A principal vantagem do método reside na simplicidade com que ele pode ser im-
plementado. Sao suficientes 2N produtos para a filtragem dos coeficientes e uma
FFT inversa. A desvantagem no entanto é que apresenta uma grande sensibilidade ao
ruido nos dados, e além do mais, mesmo com coeficientes exatos, ele se limita somente
a detectar o intervalo que contem o ponto de descontinuidade da funcao. Qualquer
ponto dentro dele pode ser considerado como uma aproximacao para o ponto singular
e ja foi destacada a importancia da localizacao dos pontos singulares para o bom
desempenho dos métodos de reconstrucao. Quando a funcao apresenta mais do que
um unico ponto de descontinuidade a instabilidade aumenta, pois se eles estiverem
muito préximos ou bem o tamanho relativo dos saltos apresentar grandes variagoes
entao nem todos os pontos poderiam ser detectados, o que sem duvida representa
uma grande falha.

Banerjee-Geer [1] apresentam um método para detectar descontinuidades a partir
de uma abordagem diferente mas que se reduz a aplicacao do fator de concentracao
. L. . i )
trigonométrico dado por o(z) = 1795z sin(z/2) %
Para tentar melhorar o desempenho do método linear, os autores propoem ampli-
ficar a separacdo de escalas que resulta de (2.5). Especificamente, se = = z corres-
ponde a um ponto de descontinuidade da fungdo entdo Sy [f](z) é amplificada de

seguinte forma:

O(+)? caso contrario.

1SN’ [f](2)] 1 — { [f](2)? se z =z,

2=

Define-se T'(z) = N2 [Sy°[f](z)]?. Entao a amplificacio de escalas proposta
consiste em calcular:
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- - [ SNIA@) se |T(@)] > Jeirs
Tn(Sy [f](z)) —{ 0 se |T(x)| < Jepit-

Jerir € um parametro global da O(1) que indica a amplitude minima significativa
a ser considerada como salto. Com respeito ao parametro ¢ nao se dispoe de nenhum
critério para sua escolha. Em todas as experiéncias numéricas feitas pelos autores
eles dao o valor de ¢ = 2 , mas consideram que outras pesquisas deveriam ser feitas
para tentar estimar este parametro, pois nao esta claro como deveria ser escolhido.
Em nossas experiéncias numéricas (ver Capitulo 5), este valor fixado pelos autores
quando testado em outros problemas, nao produz resultados satisfatorios. Parece
dificil achar um que funcione em geral.

28



Capitulo 3

Métodos de Reconstrucao

Em [19] e [20] foram desenvolvidos filtros baseados em interpolagdo polinomial de
graus 0 e 1 para a aceleragao da convergéncia da série de Fourier. A generalizacao
para grau maior que 1 supoe o desenvolvimento de féormulas inaceitavelmente com-
plexas (ver o apéndice com o exemplo correspondente ao grau 2). Neste capitulo
desenvolvemos filtros de ordem superior usando Splines para resolver este problema.
A Secgao 3.1 é uma rapida apresentacao dos resultados necessarios sobre Splines e a
Secao 3.2 descreve os novos filtros.

3.1 Breve introducao aos Splines

Apresentam-se aqui alguns resultados basicos referentes as fungoes Splines, que serao
usados posteriormente. A apresentacao nao pretende ser exaustiva. Informagao mais
detalhada sobre este assunto pode ser encontrada em [3].

3.1.1 B-Splines

Os B-Splines sao fungoes simétricas e com forma de sino (“bell-shaped”), construidas
a partir da convolugao reiterada do pulso retangular, isto é:

B (x) =% ...x %x), n+1-—vézes,

onde o pulso retangular é dado por:

ﬁo(x):{ 1 se |z] <1,

0 caso contrario.
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B-splines centrais, n=0,1,2,3.

1 T R T

B (x)

0.9t I - - B ]
B(x)
B(x)

0.8 / ! B

0.5 \ B
04l f 1
03l /i A i
02t L ! .

01 s Vo E

Figura 3.1: B-splines

Estes B-splines simétricos de ordem n, {3"(x) },en, serdo as fungoes bases usadas
na construgao das fungoes splines s(z). Eles também s@o conhecidos pelo nome de
B-splines centrais.

Os B-Splines sao muito faceis de manipular, podem ser derivados ou integrados
sem maiores dificuldades. Eles tem suporte compacto e sao os splines de suporte
minimo.

Para construi-los explicitamente, a forma mais simples é através da seguinte
férmula,

n+1 _1j 1 1
=% CF (1) e e T )

onde

() = 0 se <0,
ME=3 1 se x > 0.

A Figura 3.1 mostra os B-Splines §"(x) paran =0,1,2 e 3.

A transformada de Fourier dos (™(z) pode ser facilmente calculada usando o
teorema da convolucao,
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Br(z) = B0 ...% O(x), n+l-vézes = F"(w) = (6w))".

R —iw/2 _ jiw/2 : 9 R
Como (3°(w) = c —iwe = Smg;;/ ), resulta entao que 8" (w) = (

sin(w/2)

w/2 )

3.1.2 Splines Interpolantes

As fungoes Splines sao polinomios por partes unidos de forma “suave”’nos pontos
denominados de nés (zx's). Um Spline de grau “n” correponde a um polinémio de
grau n em cada um dos segmentos determinados pelos nds. Os splines, portanto, con-
stituem um tipo de aproximacao polinomial por partes. Na interpolacao, as condigoes
de continuidade e diferenciabilidade que sao impostas a aproximagao permitem de-
terminar os n + 1 coeficientes de cada polindomio em cada segmento.

Definicao: Seja {z;} um conjunto crescente finito ou infinito de nimeros reais,
onde a = inf({x;}) e b = sup({z;}). Se n é um inteiro > 2, s(x) é uma funcao spline
de ordem n ou grau n — 1 com nds {z;}, se:

(1) 5(2)|(zi,0001] € Pn-1. Isto é, a restricao de s(z) ao intervalo [x;, z;41] ¢ um
polinomio de, no maximo, grau n — 1.

(ii) s(z) € C"*(a,b).

(iii) Se o niimero de nés é finito e s (a) = s®(b),k = 0,1,...,n — 2, s(z) é
chamado de spline periddico.

Se g(x) é uma fungao definida no intervalo [a, b], s(z) serd seu spline interpolante
se satisfaz a condigao de interpolacao s(z;) = g(x;), Vi.

O espaco genérico dos polinomios splines de ordem n serd denotado por S}, onde
n corresponde ao grau do polinomio em cada segmento e o subindice h indica o
espacamento existente entre nés . Ou seja,

S;LL = {8 S LQ(R>;S € Cn_l, S’[k € P, ke Z},

onde Ij, = [xg, 2 + h) sen éimpar, e [ =[x — h/2, 2 + h/2) sen é par.
Um spline com nos nos inteiros é chamado de spline cardinal .

Schoenberg [16] mostrou que os splines sdo caracterizados de maneira tinica em

termos de sua expansao na base dos B-splines. Para o caso de espagamento unitério,
isto quer dizer,
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s(x) =Y (k)8 (z — k).
keZ
Esta expansao envolve deslocamentos inteiros dos B-splines centrais de grau n, 5™ (x).

A partir desta representagao cada s(x) estd univocamente determinado pelos seus co-
eficientes c(k). Isto d4 uma estrututa muito conveniente de sinal discreto mesmo que
o modelo subjacente seja continuo. Veremos como determinar os coeficientes c(k) a
partir de um conjunto discreto de amostras s(k) de s(z). Serd considerado entao o
problema de aproximar uma funcao dada através dos polinémios splines usando como
critério de aproximagao a interpolacao, portanto os coeficientes serao determinados
de maneira que s(x) passe exatamente pelos pontos prefixados. Observe que para o
caso em que sejam usados polinomios splines de grau menor ou igual a 1, a relagao
entre os c¢(k) e as amostras do sinal é trivial pois eles resultam iguais, i.e., c¢(k) = s(k).
Isto acontece devido ao fato do 3° e do 3! tomarem o valor 1 no né base e zero nos
restantes. Para os splines de grau n, com n > 2, a situacao ¢ bem mais complexa.
Este problema pode ser resolvido usando um enfoque matricial através da resolucao
numérica de um sistema linear de banda diagonal. Mas recentemente, foi desenvolvido
um novo método que usa técnicas de filtragem digital [17]. Para definir estas técnicas
é preciso introduzir algumas notagoes. O nicleo discreto B-spline é dado por uma
seqiiéncia de valores que correspondem a amostras equidistantes do B-spline de grau
n, expandido por um fator m, i.e.,

b, (k) = 3" (k/m)|a=-

Uma vez definido 07, (k), denotamos por B (z) a sua transformada z, logo

Bo(z) = Y b (k) = -,

keZ

A condicao de interpolacao da aproximacao por splines nos inteiros corresponde

s(x) => e()B"(z —1).

ez

a,

Usando o nicleo discreto B-splines isto pode-se reescrever como,

s(k) = (cx by) (k).

Denotamos por “(b})~!” ao operador de convolugdo inverso definido indiretamente
através da sua transformada z,

(b7) " = 1/B7 (=),
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ou seja, (b7)~! é aquele cuja transformada z corresponde a inversa de B}(z), logo
no z-espacgo temos que: S(z) = C(z) B}(z), pois a transformada z de uma con-
volugao é igual ao produto das transformadas z individuais. Logo resulta que C(z) =

S(z) | Bi}(z)]. Daqui obtem-se entao a seguinte expressao para os coeficientes,

c(k) = [s+ (b7) (k).

E importante observar que este algoritmo é estavel, mais réapido e facil de imple-
mentar que qualquer outra técnica [17] .

Substituindo esta ltima expressao em s(x) obtém-se,

s(r) = % [s = (07) ')(K) 5" (x — k),

ou, equivalentemente,

s(x) =Y s(k) n"(x — k),
ke,

onde n™(z) = [(b7)"1*3"](z), échamado spline cardinal de ordem n. Em Teoria da
Aproximacao , esta funcao também é conhecida pelo nome de Spline Fundamental de
ordem n. Observe que isto d4 uma férmula de interpolagao usando splines em termos
dos valores funcionais como coeficientes, pois, com excecao da origem, o valor de n"
nos nos restantes é zero.

Um outro fato importante é que as fungoes base tem o menor suporte possivel
e portanto o nimero de termos que contribuem para um dado x é minimizado, o
que reduz o custo computacional. Isto torna o algoritmo computacionalmente mais
eficiente que a abordagem tradicional que usa a fungao “sinc” como interpolador, pois
ela tem uma taxa muito baixa de decaimento, decai como a funcao 1/|x|. Isto significa
que para calcular uma aproximagao de um valor determinado com um erro menor ou
igual ao 1%, serd preciso considerar 100 termos por meio da interpolacao “sinc’, no
entanto com os B-splines precisam-se somente de n + 1 coeficientes e portanto n + 1
operagoes.

Quando a dimensao do problema é maior, a diferenca é mais notavel e portanto
é crucial contar com métodos numéricos eficiéntes. Assim, os B-splines fornecem o
melhor método com a menor complexidade.

Os Splines mais usados nas aplicagoes sao os de grau 3, provavelmente devido a
propriedade de curvatura minima que os caracteriza.
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3.2 Novos Filtros Baseados em Splines

A seguir consideramos f(z) uma fungao a valores reais definida no intervalo [0, 1].
Consideramos também o intervalo [0, 1] subdividido em N subintervalos [x;, z;11] para
i=20,1,...,N —1eonde z; = i/N, portanto o espacamento entre nés é h = 1/N.
Assumimos que:

e f tem no maximo um numero finito L > 0 de pontos de descontinuidade de
primeira espécie, {z1,..., 21}

e Se Z = {z,...,z1} denota o conjunto de pontos de descontinuidade, entao
para cada x € [0,1] e x & Z existem f'(z), f"(x), f”(z) e sad limitadas, isto

& sup |J(@)] < C, sup |/()] < Cu. sup |f(x)] < Cav e sup |f"(x)] < Cs
z€[0,1] ¢ Z €7 xZ7

para constantes C, Cy,Cy e Cs.

e Se L > 2 entao os pontos devem estar suficientemente separados de forma que
N mygl dg, 4. > 1, onde ¢ indica o subindice do ponto da malha mais préximo
T

az e .
dj = minke{,m,l}”xj —x— k| — N

Por uma questao de simplicidade na apresentacao vamos supor que f conta com
uma tnica descontinuidade de salto no ponto x = z € [0, 1].

Nosso objetivo é deduzir métodos de reconstrugao dos valores pontuais de f u-
sando um numero finito de seus coeficientes de Fourier {fj iV:/ 2:]\}/2. Isto sera feito a
través de uma abordagem que faz uso dos B-splines. Eles proporcionam um mecanis-
mo interessante para passar do continuo ao discreto.

Denotamos por ;' o B-spline simétrico de ordem n definido por,

1 x
x) = =[/"(-).
Bh() = 3 6°(5)

Neste caso a correspondente transformada de Fourier é dada por:

Bn (w) = [2 sin(wg)/wh]”“.
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3.2.1 Aproximacao de grau zero

Malha uniforme

Sejam n; = Z5HL e f; = f(n;) para i =1,...,N—1. Definimos a aproximagao
por um polindémio por partes de grau zero para a funcao f no intervalo [0, 1] como,

N-1

P () =h > fy) Bl — ).

Logo em cada segmento [z;, x;11], o valor do polinomio é constante e igual ao valor
da fun¢ao f no ponto médio do intervalo. Os coeficientes de Fourier deste polinomio
por partes sao dados por,

N—

N 5 0 —i2mk(z;
G, =h X Fg) (Bn), e,

=0

[y

<

N-1
:ﬁo(k’h) ef'mkh h Z f(Tb) 67127rkwj’

=0
B sin(mkh), _ien z
= [W] e Jr-

Quando os pontos de descontinuidade da f coincidem com os nés da
malha, entao os valores de fk podem ser aproximados pelos coeficientes de Fourier
do polinomio interpolador de grau zero. Assim, denota se g; a aproximagao dos
valores exatos da funcao f temos entao que:

5 sin(mwkh)
e~ 1=k

Portanto aproximacoes dos valores de f nos pontos n; podem ser calculados através
de uma DFT inversa,

] efiﬂkh ~k ]

wkh , A
= ({IDFT){[———] ™" f}; j=0,1,...,N—1.
g] ( >{[SIH<7T]€h)] € fk}j J D) )
Isto da a expressao do filtro de grau zero para a férmula de reconstrucao,
wkh ikh
e 1T k O
0,20) = ¢ sin(wkh) e, sek#£0,

1, se k= 0.

Portanto a férmula de reconstrugao de grau zero no espacgo de Fourier para pontos
de descontinuidade que coincidam com os nés da malha é dada por:
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G = Uk f,% (3.1)

e assim a reconstrucao dos valores pontuais da f é obtida através de uma IFFT.

Malha nao uniforme

Quando os pontos de descontinuidade nao coincidem com os nés da
malha, a férmula deve ser corrigida com um termo que resulta da modificacao da
malha por uma nova, nao uniforme, que inclui o ponto de descontinuidade como né.
Para obter a nova formula corrigida, seja z & {xo, ..., zx} o ponto de descontinuidade
e seja x4, o ponto da malha uniforme mais préximo de z.

A nova malha nao uniforme é obtida pela substituigao de x,, por z, i.e.:

{zo,. .., Tg1,2,Tgo41,- -, TN}
Nos dois novos subintervalos resultantes (z,,_1,2) e (z,24,41) se define,

m‘]z_l + 2z

fu = JEEEEE) gy = p(Pe ),

O novo polinémio por partes de grau zero que aproxima a func¢ao na malha nao
uniforme é dado por:

N—-1
Va)=h S f; B =) + (fomt = Fir) Xioa..

=0

onde y;(z) é a funcdo caracteristica do intervalo I,

() = 1 se rzel,
XIWE) =1 0 caso contrario.

Pois,

p(O) _hzf] Bh x_n]) hf(Iz 1 /6(0)<'r_77QZ*1)_hqu ﬁf(LO)(‘CL'_TIQZ)—i_
+flIz—1 X[qu—lvz + qu X[Z,Z‘qz+1]‘

Logo no espago de Fourier resulta,
fk ~ ]31(60) = Bl(g(}? e~ fk + (foom1 — fo.) AI(CO)<Z)7

onde A,(;))(Z) — ()Z[xqz,z])k — / o2k ]

4z
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Como anteriormente denotam-se por g; os valores pontuais reconstruidos da
funcao f, entao a féormula de reconstrucao no espaco de Fourier é dada por:

G =0y (fu +9(z) AV (2)), (3.2)

onde [g](2) = (g4. — gq.—1) denota a aproximagcao a amplitude do salto de f no ponto
z. Os valores de {g;}7;" sdo obtidos através de uma DFT inversa:

g; = IDFT{o\ (fi +[9)(z) AV (=)},

A generalizacao da férmula de reconstrucao no caso de contar com L pontos de
descontinuidade é imediata. Estes L pontos substituem os mais proximos da malha
e a expressao correspondente no espago de Fourier resulta,

. L

G=0 (fe + 3 lgl(=) AV (=),

=1

Portanto a férmula de reconstrucao para L pontos resulta,

L
g =F" 3 [gl(z) o), j=0,1,...,N 1, (3.3)
=1
onde f\” = IDFT{o fi}; e d\) = IDFT{o{"" AY(2)};.

Daqui observa-se que para obter as aproximagoes dos valores pontuais da fungao
serd preciso contar com os {2}~ e com as amplitudes dos saltos, ou bem com apro-
ximagoes a estes valores. No Capitulo 5 apresentamos um método para calcular
aproximagoes aos pontos de descontinuidade {2} ;.

Observe que os {[g](z1) }}=; podem ser obtidos através da resolugao de um sistema
linear L x L, pois se em (3.3*) consideramos j = ¢, ¢ j = ¢, — 1, temos que,

(0)

9q, = q(:)) + [g](zl) Qg, 15

M= M=

0 0
Jgr—1 = f(r)q + [9](=1) aér)—1,z~

~

1
Portanto parar =1,2,..., L temos que,

L
[91(z) =" (@l — a1 ) [gl(=) = fO — £,

=1

37



Estas L equagoes definem um sistema linear para as L incognitas [g](z1), - - -, [g](z1)-

O método de reconstrucao de grau zero para o caso geral da malha nao uniforme
pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo

Dados N coeficientes de Fourier { fk}]kvz/ 2 Ny2 € L pontos de descontinuidade z =

{z1,...,21},

Passo 1: Calcular
o =IFFTj{o—£“> b para g =0, N -1

a\) = IFFT{c” A”(z)}, para j=0,...,N—1,1=1,...,L,

i =
onde IFFT denota a inversa da transformada rapida de Fourier ” Inverse Fast Fourier
Transform”.

Passo 2: Resolver para { [¢](z)}£, o sistema linear:

(2 +Z (@ —al% ) lgl(z) = £O = £, parar=1,...,L.

Passo 3: Calcular

9j :f](O) +ZIL:1 [9](z0) Ez), para j =0,...,N —1.

O custo operacional do algoritmo é baixo pois sdo necessérias apenas N (2L + 1)
multiplicagoes complexas e L + 1 aplicacoes da FFT.

Em seguida vamos determinar o filtro de grau 1 com a respectiva féormula de
reconstrugao para posteriormente obter a forma geral destes filtros para valores de
n > 2.

3.2.2 Aproximacao de grau 1
Sejam x; = j/N, e f = f(z]) = lim, f(x), fi = f(z;) = lim f(z). Vamos

T—T
J
supor determinados os L pontos da malha {z,}%, mais préximos aos L pontos de

descontinuidade {z}% .
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Usando a fungao serra, introduzimos para cada z; uma nova funcao suave por
. . 1
pedagos com suporte localizado no intervalo (z4,-1,%411) que denotamos por A; ()
e que tem no ponto x = z; seu unico ponto de descontinuidade,

(Tg—1 — x)/2h, se x € [xq4_1, 2],
Ail () = (5qu+1 —x)/2h, se x € [ZlvaH-l]’
0, caso contrario.

O valor da amplitude do salto neste ponto ¢ dado por [Al](z) = AL(%") —
Al (27) =1, e o k-ésimo coeficiente de Fourier correspondente ¢,

—i27kz; —i27kz;

e e e e~2mkza gin(27wkh)

R —i2nkzg, (e—iQﬂ'kh _ ei27rkh>
(ALk = — + . = — +— )-
! i2rk 2h(i27k)? i2rk i2rk 2mkh

Esta funcao é de grande utilidade pois permite construir de maneira muito simples
uma funcao continua h(z) associada a funcao f(z). Isto é,

L
1
Flx) = he) + 3 (1) AL (2).
=1

A fungao h(x) nao s6 é continua mas é tao regular quanto a f nos intervalos que
nao contem pontos singulares, isto é z € [0,1] — U,ez [Tg.—1,%4.+1]. Ela é continua
para todo valor de x pois naqueles pontos em que poderia apresentar problemas
temos que,

Zl Al )

=
N
+
N~—
=
N
N,
|
=
=
5
s
i\‘zl—\
o
S
:_/
>
—~
N
3
Mh

=1 =1

Denotamos por pjt(z) ao interpolador de spline de grau n da fungao h(z) nos
L
pontos (zj, h*(x;)), onde h*(z;) Z ;).

[f(zz+)(z t 1)+ £ (g = 2)]

Observar que para cada l, h(z") = h(z]) = 57
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A representacio do polindmio py*(x) na base dos B-splines, para n = 1 corres-
ponde a:

N—

Z (2) O (x — ;).

Substituindo os valores de h(z;) nesta expressao resulta que,

N-1 L
Pt (x) =h > (=2 (=) Al (x})) Bz — ;)
N-1 =0 = L
=h f;r (x — ;) — Z 1(z1) h Z A xj Bh —z;),
=0 =1

A primeira parte desta expressao serd denotada por p' + (x), que corresponde ao
spline interpolador de grau 1 nos pontos (z;, f*(x;)). Logo o k-ésimo coeficiente de
Fourier de p;*(z) é dado por,

L N-1 N .
B e = (p ) — D IS Al (z;) By, e
N— = JLZO . N-1 '
= Z Fi B, e e =N fl(z) Biah Y. AL (wy) e
=0 =1 j=0
A~ L ~
=G (i =D [f1(z) (AL)e ),
=1

onde (Ail)k corresponde & transformada discreta de Fourier da seqiiéncia {A? (z;)} 75"

e = <W>?

L
Por ser fi = hy+ > [fl(z1) (AL)kr, usando a aproximagao para h;, dada por
I=1

(P )k, temos que:
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Reescrevendo a ltima expressao obtida para os coeficientes de Fourier da f temos
que,

A A ~ L A~ A ~
Jie m B JiE 22 11020 ((AL)k = B (AL ).
=1

Isto fornece entao um filtro e uma féormula de reconstrucao para os valores pontuais
da f. Chamando-se g; a os valores reconstruidos de f (x;r), a féormula de reconstrucao
resulta,

A L A~ ~
Ge=0 o =S [f1z) (0 (AL — (AL)x), k=—N/2,...,0,...,N/2 — 1,
=1

onde o filtro de grau 1 correspondente é dado por,

. sinc(kh)™2, se k#0,
G’gl)zl/ﬁ’ih:{ <1 ) se kiO

™

e sinc(xr) = — :
sin(mz)

Observe que para implementar o algoritmo de reconstrucao, os valores z; dos pon-
tos de descontinuidade e as amplitudes dos saltos nesses pontos [f](z;), deverdo ser
conhecidos. Posteriormente veremos como usar o método apresentado para o caso

n = 0 para fornecer aproximagoes iniciais para estes valores de forma eficiente.

Observe também que os valores das magnitudes dos saltos podem ser obtidos a par-
tir da resolugao de um sistema linear que resulta da propriedade de N-periodicidade
da DFT, pois de g = gron resulta que,

NOF O (1) A1) ~
l(c )5150-2Ngk = 515; )ﬁl(c—'ZNgk—l-Na

e usando a NN-periodicidade de (Ail) i, resulta o seguinte sistema linear,

L
51 Gm o A1) Gz A1) 7 A1)
ST UG By A = B Afy] = B foon = Billn oo b =hi Ko
=1
Apresenta-se a seguir o algoritmo que define o método de reconstrucao para a
férmula obtida no caso n = 1.

Algoritmo 3.1:
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Sejam N um inteiro par positivo e z; = j/N os nés da malha equidistante do

[0,1). Dados os L pontos de descontinuidade z = (z1,...,21) da fungdo f e os

coeficientes de Fourier { fk},]gv:/ 2__]\}/2 fazer:

Passo 1: Calcular f;l) = IFFT]'(O'](;) ).

Passo 2: Calcular

—i27kz;

127k

~ (&

+ e ™ gine(2kh), k=0,1,...,.N—1, el=1,2,...,L.

Passo 3: Resolver o seguinte sistema linear (L x L) para achar os valores das

amplitudes dos saltos: [f](z1), [f](22),- -, [f](z1),

L
S A) (B0 Az = B Az ) = B feon — BN foo K =ku,. .. ke

=1

Passo 4: Aplicar a férmula de reconstrucao no espaco de Fourier,

L ~ ~
gk = O-]E;I) fk_z [f](zl) (U](cl) (Ai*l)k - (Ai)k )7 k= _N/277077N/2
=1

Passo 5: Aplicar a transformada discreta inversa de Fourier,
95 = IFFT;(g)-

No vetor {g; }évz_ol encontram-se as aproximacoes aos valores pontuais da f nos nds
da malha. Observar que o custo operacional do algoritmo ¢ muito baixo.

3.2.3 Caso Geral: n > 2

O caso n > 2 difere dos anteriores pois, como ja foi mostrado anteriormente na Segao
3.1.2, os coeficientes do spline interpolador nao correspondem mais aos valores da
funcao a ser interpolada nos pontos da malha. Agora eles sao dados através da con-
volucao discreta destes valores com os de um filtro. A seguir entao se apresenta a
derivacao do filtro geral para qualquer valor de n.

Como anteriormente pj(x) serd o interpolador de splines de grau n da funcao
h(x) nos pontos (z;, h;). Logo,
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—h Z 5h $—$l>
e

onde c(l) = [hx (B1)7({) e (b7)7(l) é a antitransformada z de 1/B}(z). O

k-ésimo coeficiente de Fourier deste polinomio é dado por:

k —h Z 6}@}1 e—zkaxl
e Z

— h ﬁkh Z (l) efi2ﬂkml7

l

S Y ) gl = e
l

=h él?h C(z)|2=zk>

onde C(z) denota a transformada z da seqiiéncia dos ¢(1).

Usando que a transformada z de uma convolucao é o produto de cada uma das
z-transformadas obtem-se que,

Dy =h 3 2=z
(D7) B [H(2) B{L(z))” =z
Logo resulta que,

(PR ~ Bflgh ) h~k~7

pois a transformada z de uma seqiiéncia qualquer, u, por exemplo, pode ser
aproximada por uma transformada discreta de Fourier da seguinte forma,

DFT-YU,}, ~ N R" u,
u, = & DFT YUy},

Por ser (pj)r uma aproximacao de hy obtém-se ,

Brn

hy, ~ h
k B?(Zk) ks

Temos portanto uma expressao geral dos filtros para o caso n > 2,

o — By (z) '
3,
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Para exemplificar como calcular o B} (z) necessario para determinar o filtro, con-
sideramos n =2 e n = 3. Para o caso de n = 2 temos que,

—x?+3/4, se |z| <1/2,
) =1 5 B3/2—]z])?, 1/2< 2] <3/2,

0, |z] = 3/2.
Os valores nio nulos de 3?(x) nos nds sao, %(0) = 3/4 e [*(+1) = 1/8. Logo
a transformada z correspondente é dada por Bi(z) = é [z + 6 + z~!], portanto
substituindo z por e *?™/N obtém-se:
1 k
Blz(Z) ’Z:e—iznk/zv = 5 (1 + 0082(%».
O filtro de grau 2 resulta entao,
(2) 1 wkh 3 2 wk
= (———=)° (1 —)).
% =5 Gngry) (Ao (F)

Para calcular o filtro de grau 3 repetimos o procedimento anterior agora com
3 (),
3
F o+ 5 se fof <1,

3(x) = e RS

0, |z| > 2.

Portanto os valores nao nulos nos nés sao, 3*(0) = 2/3 e (33(£1) = 1/6. Daqui
imediatamente obtém-se que Bj(z) =& [z +4 + z7'], e resulta entdo que,

1 k
B%<Z> |z:e—i27\'k/N = g (1 +2 COSQ(%)).

como ﬁA,(i) = (Si“Sf:h/N))A‘ facilmente pode se dar a expressao explicita do 0,533):

(3) 1 wkh 4 2 wk
= o (T (142 cos?(EDY).
% =3 Gy, (12 s ()

Em geral a expressao da transformada z de " (x) serd dada por,

[n/2]
B} (w) = ) + Z 207 (k) cos(2mwk)].

onde b7(k) s@o os coeficientes do B-sphne de grau m nos inteiros e w corresponde a
uma freqiiéncia qualquer. A forma geral dos filtros de grau n resulta entao,

[n/2]
(ﬁkh )+ Z 207 (k) cos(2mwk)].
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A fim de estabelecer a férmula de reconstrucao para o caso n=2, vamos supor
conhecidas as L descontinuidades de salto da funcao e da derivada, z1,..., z7, como
também as amplitudes do saltos correspondentes. Procedendo de forma andloga a
secao anterior, sabemos que neste caso é possivel escrever a f na seguinte forma:

f(x) = h(z) + ; [f1(20) Az () + [f](z) AZ (=),

onde Al () corresponde a fun¢ao definida anteriormente no método de ordem 1 e
AZ (x) ¢é definida por:

x(m_qufl)(z_quvq)
2hz

se Ty <x <2,

2 — { z(@—zq41)(z—zg 1)
Azl (z) T se 2 < T < Tg41,
0 caso contrario.

Observe-se que esta funcao satisfaz A? (z4,_1) = A2 (2441) = 0, [A2](2) =0 e

[Azl’](z) — AZ(ZJF) _ Azl’(z—) _ (Z - qufl)(QZ - xQHrl) B (Z - $QZ+1)(2Z - l'ql,1)

2hz 2hz =1

As propriedades desta funcao auxiliar junto com a anteriormente definida A} (z)
fazem com que h(x) resulte uma fungao continua e e tal que [A'](z.) = 0 pois

[Pl(zr) = [£1(z0) = D2 [f1(=20) [AL)(=0) + [F1(=1) [AZ](20),

=1

= [f1(2) — Z [f1(z1) & = 0.

=1

Nos subintervalos que nao contém pontos de descontinuidade, isto é no [0,1] —
Uil®g,—1, Tg+1] a fungao h é tao regular quanto a f. Observe também que [A'](z,) = 0.

Usando para a func¢ao h(z) a aproximagao dada pelo spline de grau 2 no espago
de Fourier temos,:
b Bk =7 ey 1 =1/07
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Assim usando esta aproximacao para o caso n = 2 temos que,

=+ 35 Ul (A 1710 (22
~ 7 +Z A1) (AL i+ 1) (A2
e hN 7 =30 U o) + 1) A e
P30 ) (AL (7)) (22
=7 [fiF - z A1) (Ao + £ (A5 + 22 171Gz (AL + [11(20) (A2),

resulta entao,

femn® fE =30 1) (7 ALk — (AL)e) + [F1(2) (i (A2)) — (A2)0). (3.5)

=1

Isto determina a férmula de reconstrucao de grau 2 correspondente:

L

o = =3 1o DAL= (AL + [91(0) (07 (A2 — (A2)1 )(3.6)
onde, assim como anteriormente, os {g; } ' sdo as aproximagoes calculadas pelo

método para os valores de f( 1) para j = 0, 1, ..., N —1, e que resultam de aplicar

uma transformada discreta de Fourler inversa na ultima expressao.

Procedendo de maneira analoga ao caso n = 1 , isto é, usando a N-periodicidade
da DFT constréi-se um sistema linear que uma vez resolvido fornece aproximacoes
para as amplitudes dos saltos nos pontos singulares. Portanto de g, y = gi resulta
que

2 2 N
(0 y Abyns — D AL ) [g)(z) +

oy A2y — oD A2 ) (=), (3.7)
kl, ey k‘gL.

™=

2 r 2) ¢
O-I(chN Jren — UIE;) fr =

-
I

A~~~ =

+
k
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Apresenta-se a seguir o algoritmo correspondente ao método de grau 2 .

Algoritmo 3.2:

. . M N/2-1+L N
Dados os coeficientes de Fourier {f},_ /21, € 0s L pontos de descontinuidade
da fungao e da sua derivada, z = (z1, 2, ..., 21), fazer:

Passo 1: Calcular  f\” = [FFTy (0" f),
@ (@) = IFFT; (07 A) = AL,),
2 2) 4 i
@i (@) = IFFT; (07 A7 = A7),
Passo 2: Achar as aproximagoes aos saltos [g](z;) e [¢'](z) através da resolugao
do sistema linear (3.7).

Passo 3: Calcular as aproximacgoes aos valores pontuais da f usando a férmula
de reconstrucao,

g =F£>— ; l9(=0) ) (20) + [9)(21) a7 ().

Observacao: Em todos os exemplos considerados os pontos de descontinuidade
da derivada coincidem com os da fungao original, pois estamos supondo que a funcao é
suave por partes. Aproximagoes dos pontos de descontinuidade da derivada primeira
da fungao sao obtidas usando o mesmo algoritmo que determina as aproximagoes as

descontinuidades da f, mas com os coeficientes de Fourier modificados da seguinte
Ly

— ~ Ll . —
forma: df, = ikmfi + > _[f](z)e *™ para k £0, e dfy=—> [f](z).

=1 =1

Neste Capitulo foram introduzidas as funcgoes “splines”e algumas de suas pro-
priedades basicas. Usando os B-splines como ferramentas, nos desenvolvimos uma
nova familia de filtros de ordem n. Junto com estes filtros nos deduzimos férmulas
de reconstrucao até grau 2 que mostram um bom desempenho. Observa-se que para
iniciar os algoritmos definidos por estas formulas de reconstrucgao, é preciso conhecer
as singularidades da funcao. Por este motivo no Capitulo 5 deriva-se um método
de baixo custo computacional para calcular aproximagoes iniciais para os pontos de
descontinuidade da funcao usando exclusivamente como dados um ntmero N de co-
eficientes de Fourier.
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No Capitulo seguinte nos calculamos as estimativas dos erros de reconstrucao no
espago de Fourier para cada uma das formulas de reconstrucao deduzidas no presente
Capitulo.
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Capitulo 4

Erros de Aproximacao

4.1 Erros de Aproximacao

No capitulo anterior apresentaram-se diferentes métodos de reconstrucao dos val-
ores discretos da funcao f a partir de um numero finito de coeficientes de Fourier.
Em cada caso, tanto para a malha uniforme quanto para a nao uniforme, foram de-
duzidas féormulas de reconstrucao da funcao a partir das aproximagoes polinomiais
segmentarias. No presente capitulo, a fim de completar o desenvolvido no anterior,
estimam-se os erros de aproximacao no espaco de Fourier para cada um dos métodos
de reconstrucao ja apresentados no Capitulo anterior. Para estabelecer a ordem do

erro de aproximacao, analisa-se em cada caso a diferenca dada por éfcn) = fr — ﬁgcn,z

4.2 Estimativa do erro para a férmula de grau zero

Nesta Secao se apresentam as estimativas para o erro de aproximagcao da férmula de
reconstrucgao de grau zero no espaco de Fourier. Considera-se, para maior simplicidade
na exposicao que a funcao possui um tnico ponto de descontinuidade. Diferencia-se
0 caso em que este ponto coincide com algum ponto da malha daquele em que isto
nao acontece. As hipéteses sobre a regularidade da funcao f continuam as mesmas.

4.2.1 Malha uniforme

Teorema: Sejam {a:j};v:_ol os nés da malha uniforme do intervalo [0, 1] dados por
x; = j/N. Denota-se por f; = f(n;), onde n; = (z; + z;41)/2. O erro de aproxi-
magcao no espaco de Fourier dado pelo método de grau zero para pontos de descon-
tinuidade que coincidem com pontos da malha gy = a,(co) fk, é da ordem O(1/N), isto
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é, \ég))] = |fx —ﬁ,io)| < K/N, onde K é uma constante.

Demonstracgao: O erro no espaco de Fourier é dado por, e,€ fk — pk , onde
N-1
Ve)y=h Y f; Bz —m).
5=0

Portanto nesta aproximacdo para = € (z;,zj11), e(z) = f(x) — f(n;) , logo
tem-se que,

A AR —i2wkx
o =3 [ (@) = ) e da

Para cada = € (xj,z,41) existe &, € (x,n;) tal que,

f(x) = f(ny) + (&) (x —ny),

g Tit —i2wkx
logo ek Z/ (&) (@ —mn)) e dz.

N-1

) Tt 1
=3 s | [ o=l de < JCNER

j=0 =€[0,1]-Z

Assim temos entao que neste caso o erro ¢ da ordem de O(1/N),
OIS

Observacao 1: Notar que para fungoes que sao constantes por partes e continuas
(0)

dentro de cada subintervalo, obtém-se ¢, = 0, pois neste caso C; = 0.
Observagao 2: Para fungoes lineares com suporte em [0, 1] também vale que
é,(co) = 0 sendo possivel entao com este método reconstruir de forma exata os valores

discretos f;. Isto acontece pois se f(x) = az+b, entao e( ) = a Dy ZN Lem2mki/N — (),

onde Dy = [ 50 4 2Ce) Jeinkh,

4.2.2 Malha nao uniforme

Vamos supor que o ponto de descontinuidade nao coincide com nenhum né da malha.
Seja x4, o ponto da malha mais préximo de z.
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Teorema: Para a férmula de reconstrugao de grau zero com malha nao uniforme
dada por g = 0'120) (fx + [g](z)Agﬁo)(z)) obtém-se que o erro de aproximagao é da
ordem O(1/N).

Demonstracgao: Para estabelecer a ordem do erro neste caso deve ser considerada
a expressdo para pl¥)(z) dada por:

N—-1
pPO@@)=h > fi Bu@ = 05) + foom1X(wgor,2)  Sa- X[zwgnin]:

J=0,j#qz,q-—1

e portanto,
5(0) - AR —i2rka ? —i2mka
= Y [T U@ e A [ (f@) = fo) e da
j:O’j7éanqZ_1 T Tgz—1

[ @) = fur) € da
Usando novamente a expansao linear de f temos que,
para @ € (j,Tj11), € j # 2, — 1,
f@) =i+ (&) (x—n;), & € (z.n).
Para x € (24,1, 2),

f(@) = fg—1) + f/(§3) (T = ngm1), & € (g.1,7), Ngoo1 = (Vg1 + 2)/2.

Para x € (2,24,41),

f@) = f(ng.) + /(&) (2 —m.), & € (@ma.), Mo = (2 +2g.41) /2,

Portanto, usando a estimativa obtida anteriormente para o caso dos subintervalos
(xj,741) que nao contém pontos de descontinuidade, resulta que,

X 1 z Lgr+1
|€I(€0)| S Z(N - 2)01h2 +Cl [/ |x - an—1| dl“f‘/ |$ - an| dl‘]
1 Cy  3h.,  h 5C
< S(N=2)Ch2+ =2 (592 4+ (2)%) < ==Lh.
<IN =20+ ()4 (5)) < h

Assim obtém-se o esperado, |é1(<;0)| < Kh com K constante <.
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4.3 Estimativas do erro para a férmula de grau 1

O objetivo é mostrar que a ordem do erro de aproximagao da féormula de reconstrucao
de grau 1 no espago de Fourier é 2. Aqui também assumimos que a f é tao regular
quanto for preciso nos pontos de continuidade.

Teorema: Para a férmula de reconstrucao de grau 1 dada por g = a,g,l) fi —
[f](2) (a,gl) (AL, — (Al);) obtém-se um erro no dominio da freqiiéncia da ordem

O(1/N?).

Demonstragao : Deve-se estimar é,(:) = fu — (p}),- Porquanto f(z) = h(x) +
[f1(z)AL(x) temos que,

é](fl) :A fk - (ﬁ}”)kvA ~
— i+ (A — (31 + [F1(2) (AL

, . . (1 7 A
Portanto serd preciso considerar e,(C = hy, — (B1) -

Sabemos que p} () é o interpolador de spline da fungio continua h(x). Segundo
o visto no capitulo anterior sabemos que ele é dado por:

(@) =h S hz;) Ao — ).

=0
Temos entao que,
1) 1 N-1 )
o) = [ ()= b 3 he)) Bila —ay)) e d,
=0

= ;} /::Sﬂ[h(m) — Ly(z)] e7™™ dg,

Onde Lg(z) = h ( h(zs) Bi(xr — zs) + M(xss1) Bi(x — x4y1) ) corresponde ao
interpolador linear de h(z) nos pontos x,, xs.1. Portanto, naqueles subintervalos
onde estd definida h”(x), isto é, para todo = € (xs,xs41), S # ¢ — 1, ¢, temos que,

h(x) = Le(z) = 3h"(G) (& — ) (Tan1),  Co € (T4, Topa).
Logo,
| [iot [h(z) — Lg(x)] e~k dp| < % [t (xg —x) (2 — 201 )da < % h3.

Ts
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Porquanto N — 2 desses subintervalos contribuiem na férmula do erro, temos que,
Ts+1
—i2mkx
Y — L)) e da| < 2
$=0,8#q2,qz—1 Zs
Resta estimar a diferenca anterior para x € (x,,, 2) U(2, 24, +1). Vamos supor que z €
(4., %q.41). Neste caso, também vale que | [ | [h(x)— Ly, 1 ()] e~ ™ da| < $2 b%.
No subintervalo (x,,, z,.+1) deve-se considerar:

Tgz+1

di +dy = / Ch(@) — Lo ()] €2 d 4 / h(z) = Ly, (2)] 2™ da,

z

Para z € [z,., ), resulta entao que,

h(w) = Lq.(x) = h [ (h(z) = h(we.) ) Bi(z = 2q.) + (h(x) = h(zg.41) ) Pi(z — Tg.41) |

Usando a expansao de Taylor de primeira ordem em cada subintervalo onde existe
h'(z) temos que,

h(z) = h(z) + W' (Q1) (x — 2), z € (2q.,2), G € (z,2)
h(2g.41) = h(z) + 1'(C2) (Tg11 — 2), G2 € (2, Tg41).

Substituindo estas expressoes na equacao anterior resulta,

(@)~ L (2) = 7 (WO — 1) (gonr — )~ WG — e — )
()@ — 20 s — 2) |
Logo,
|dy| = /x o (7)) €72 |
<& / g (g~ 2) (= )@~ 20) 4 (2= 1) (s — 2) do < G

A estimativa para d, resulta quase de maneira analoga. Deve-se estimar entao,
dy = [T=+1 [h(z) — Ly (7)] e72™ dz. Seja x € (2,2,.+1) temos que,

h(z) = Lg.(x) = 2 [(h(2) = h(g.)) (@41 — ) + (h(x) = Mg 41)) (& — 74.)].
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Usando a expansao de Taylor de primeira ordem para a funcao h temos que para
x € (2,24.41) € vélido que:

M) = (g 11) + W (01)(x — 2g.41), 01 € (T, 34.41),
h(z) = h(z) + W (02)(x — 2), 6Oy € (z,2).

Também ¢é possivel escrever h(z, ) em termos de sua aproximacdo de primeira
ordem baseada no ponto z,

h(zy.) = h(z) + W (03)(ze. — 2), O3 € (74, 2).

Fazendo as substituicoes correspondentes resulta que

x —x
(@)~ Lo (2) = ST 000, (0 — ) 4 WO~ 2) — WOy, — )]
Depois de calcular as integrais, obtém-se que |dg| < % C h%.
Temos entao que,

~(1) = T+l —i2mkx
@<l X [ @) - Lo@)] e dal 4 |di] + |da),
5=0,5#q2,qz—1 Ts
Cy 49

Gy oo 1309 2 2
_Eh—i— C’lh—l— Cy h* < (ﬁ+ —Ch) h* Q.

4.4 Estimativas do erro para a férmula de grau 2

Como no caso anterior, sera preciso estimar

fk_( )_hk ( )kv

onde p? () corresponde ao interpolador de spline de grau 2 da funcao continua h(x).
Portanto,

1 .
é? = /0 (h(z) — pi) (x))e 2™ du,

Por ser a aproximacao dada pelo pf)(:p) uma aproximagcao de tipo segmentaria,
considera-se a diferenga do(z) = h(x) — pf)(:v), em cada um dos subintervalos
[z;,2j41], para j =0,1,..., N — 1. Naqueles subintervalos que nao possuem pontos
de descontinuidade, é possivel supor que a funcao h é suficientemente regular e que
portanto é valida a estimativa dada para o erro de aproximacao do interpolador de

splines de grau 2:

max |d(z)| < K Cs3h?,

2€(z5,2j41)/J#qz,92—1
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onde K é uma constante e C5 = sup 1£¥(2)].
v€(z5,m541)/7#qz,q-—1
Entao, temos que,

|él(€2)| | /J+l —i27rka: dflf+ 2=t d(l‘) 6—i27rk:v dZL'|,
j= 07]7’542:(]2 1 " Taz—1
< (N —2)KCsh* + | d(x) e 2™ dy|.
Tqz—1

Resta entao limitar a segunda parte desta expressao. Para isto vamos supor que
o ponto z € (x,., T, +1), portanto ainda é possivel supor regularidade da fungao para
o subintervalo (z4,_1,%,.) e assim obter que,
Tgz+1

| d(w) e do| < KCyl' 4| [ d(w) 2™ da.

Tgz—1

Para © € (z,,,%,+1) a aproximacao dada pelo splines de ordem 2 pode-se escr-
ever como pi(x) = L, (z) + (v — z,.)(x — 441) M,, onde L, (x) corresponde a
aproximagao linear da fungao h(z) no intervalo (z,, , x4, +1) usada na Secao anterior e
M, = [74. 41,74, x]h ¢ a diferenca dividida de segunda ordem da funcao h(z) ,

_ 1 pz(l’) — h(z,,) _ h(zq.) — M7g.41)
S ey B ey B R B

O spline pj(z) € C'0,1] portanto da condigdo de continuidade da derivada
primeira no ponto x = x,, resulta que,

_ (Tg.—1 + 74.)
2

_ (Tgt1 + 24.)
2

L; q(x) 4+ 2(x ) Mgy = L (z) +2(x ) M,.

Daqui obtém-se que,

h(wg.11) — 2h(zy.) + Mg, —1)

hMgy + (x — 2g.) M, = (@ — 2q.) + (Tgo41 — ) My,

h2
portanto,
Mq — q=~+ h2q q _ Mq—l‘
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A = th (W) — h(2)) + (h(2) = h(2g)) + (h(g—1) — h(z,))},

{h (") (@gor1 — 2) + 1" (27 ) (@go1 — 2)°/2 + K (§1) (g 41 — 2)°/6

( "(27) (g, — 2) + 1"(27) (g, — 2)*/2+ W"(&) (24, — 2)°/6)
—(h W (xq.) = h"(xq.) h*/2 + 1"(&5) 7/6)},

= L s = ) W)+ b ) — W) + A~ -

)
R e — 2 W () ) () (s — 2 = (@) g, — 2)° — B (6) 1)),
;{m 2) IH)(2) b (' (=) g, = 2) + W& (. — 22+

1

2(h"( N@gpn = 2)* = W27 (g = 2)° + B (24.) B°) + (0" (&) (@g. 11 — 2)°—

—I"(&2) (g, — 2)° — W"(&) 1)},

onde foram usadas as seguintes expressoes ,

Mzg41) = h(z) + W (z")(@g1 — 2) + W' (21) (@11 — 2)° /2 + W (&) (2. 41 — 2)°/6;
h(zq,) = h(z) + W' (27 )(2q, — 2) + h"(27 ) (g, — 2)* /2 + W (&) (2q. — 2)°/6);

h(xq 1) = h(zg,) — b W (xq,) + h'(xg.) h?/2 4 1" (&) h°/6;

onde & € (2,7q.41), &2 € (24.,2) e §3 € (24, 7).

Supondo que [R](z) = 0 temos que, |A%h| < 2Cy + hCs portanto |M,| <
3C5 + hCs.

Considerando agora valores de  no subintervalo [z, , z), estimaremos a diferenca

da(r) = h(x) — pi() :

dy() = h(z) = Ly () = (2 = 24, )(2 = 24.41) M,

q-

No subintervalo [z,,,2), h(z) ¢ suficientemente regular, portanto as seguintes igual-
dades sao validas:

h(z) = h(z) + W' (z7)(x — 2) + W' (61) (@ — 2)?/2; 61 € (x,2)
h(@g.41) = h(2) + W' (27)(2g. 41 = 2) + B"(02)(Tg.1 — 2)°/2; 02 € (2, Tg.41)
h(z) = h(xg.) + I (e, )(x — xq.) + 1'(03)(x — 24.)%/2; b5 € (24, 7).
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Logo,
W) = Lg.(x) = 2[(’1(95) — Wxg.1)) (@ = 2q.) + (W) = h(24.)) (2 — Tg.41),

- llz[(]: —2g. ) (W (27) (@ — 2) = W (") (2.1 — 2) + B (01) (2 — 2)*/2—
—h{(%)(fﬁqzﬂ = 2)%/2) + (2 = 2q1) (W (2.) (@ — 2q.) + B (05) (2 — 24.)7/2)],
= 2@ =) (wgn —2) (WET) = WET) + (W) = (@) (@ = 20.) (@ = 2g.00)+
P T 4 g,) 0 202 W 02) (g1 — 2~ WO~ )& — 1))
= ;L[( — 2.)(zq.41 — 2) [W](2) + 1" (04) (2. — 2)(& — 2. ) (7 — Tgo1)+
+<$ 2xqz) [h”(@l)(ﬂf . 2)2 o h”(92)(xqz+l N 2)2 _ h”(@g)(ﬂf . Zqu)(ﬂf _ xqz+1)]]7
pois I/ (z,.) = W (27)+h"(04)(x—2,.); 64 € (x4, 2). Substituindo a expressao obtida
para h(x) — L, (z) em do(z) resulta,
D) = [~ 2) (s = 2) W) + W (0) (. — 2)(o = ) (& — 0 )+
20 1 00) (0 — 22— 02) (rgr = 20 = W O) o — 2) (& — )] -

_(‘r - x‘b)(‘r - xé&-‘—l) M‘]'
Temos entao que,

1
[do(2)| < B [W](2) + B*(R"(0a) + 5 (" (61) + 1" (02) + 1"(8s) ) + h* My,
5 11
<h[M)(2)+ 3 Coh? + h?*(3Cy + hCs) = — 02h2 + h3Cs.
Logo a contribui¢ao de dy(x) para o erro espectral neste subintervalo é da ordem
de O(h?),

z 4 11
| / dofw) € da | < = Col® 4 O(h).
Analogamente obtém-se que | / = do(z) e ™ dy | < R Oyh®.

Para o caso em que o ponto de descontinuidade z € [z, _1,2,.]|, usando L, 4
no lugar de L,_, e procedendo de maneira andloga obtém-se uma estimativa similar.
Logo, a estimativa do erro de aproximacao no espaco da freqiiéncia para o método de
reconstrucao de grau 2 é da ordem de h?:

6] < (N — 1)K Csht + 1L Cyh? + RCyh? + O(hY) ~ (KCs + Co(L + R))A3.O

Similarmente, para as formulas que resultam de filtros de grau superior r, obtém-se
erros de aproximacao da ordem de A"t
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Capitulo 5
Aproximacoes Iniciais

Neste capitulo descreve-se o método para calcular aproximagoes iniciais aos pontos
de descontinuidade de fungoes com singularidade de primeira espécie. Na Segao 5.1
apresenta-se o teorema exposto no trabalho [19] e que é a base do método. Na Secao
5.2 mostra-se o desempenho do método para dados espectrais exatos e dados espec-
trais com ruido aleatorio. Comparagoes sao feitas com o método linear de deteccao
descrito na Se¢ao 2.5 do Capitulo 2.

5.1 Aproximacoes iniciais para os pontos de des-
continuidade

Nas diferentes formulas de reconstrucao ja apresentadas resulta claro que é preciso
conhecer a localiza¢do dos pontos de descontinuidade da funcao f, {z1,---, 2.} para
poder dar inicio aos respectivos algoritmos. Nesta secao serd derivada a expressao
matematica que permite determinar aproximacoes precisas para estes pontos com um
baixo custo computacional. A idéia neste caso consiste em aproveitar a presenca do
Fenomeno de Gibbs na férmula de reconstrucao de grau zero para o caso em que
algum dos pontos de descontinuidade nao coincida com os nés da malha uniforme.
Nossa descoberta foi entender a capacidade do ponto inicial proposto no Teorema 1
(ver [20] ) de melhorar substancialmente os resultados do método linear (ver secao
5.2).

Teorema 1: Seja f uma funcao que satisfaz as hipdteses anteriores. Seja N
um numero par e suponhamos conhecidos os N coeficientes de Fourier de f, fk para
k=—N/2,---,N/2—1. Define-se o conjunto de nés z; = [/N para [ =0, 1,---, N—1
e fj=f(n;) com n; =uz;+ ﬁ Suponhamos que N > L e Z ={z,---,z21.} ¢
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{xo, ®1,---,xN_1}. Sejam g¢;, para j =0,---, N — 1, as aproximagoes para os valores
pontuais da funcao obtidos através da féormula de reconstrucao de grau zero:

g = 0 i (5.1)

Define-se a; = N(z — x,) para [ =1,---,L. Entdo, para j préximo a algum g,
r=1,---, L, temos que:

o g (1) sin(ray) 0 1 59

6= = UE =~ 1N S 40 62)

No entanto para j longe dos ¢, é valido que:

g; — gj—1 = O(%).

Demonstracao: Serd preciso comegar estimando a diferenca g; — f; em termos
da magnitude dos saltos da funcao nos pontos de descontinuidade.

Se z; € (xg4,1,) € possivel, usando a expansao de primeira ordem, expressar a
f(x) como:
para = € (4, 2)

f(@) = f(z0) + (&) = 2),& € (2q, ),

para = € (21, Tg41),

fx) = f(z") + f(&)(@ — 2), & € (21, 7441),

Em particular tem-se que,

fqz = f(nqz) f(w#) = f(zl+> + f/(92)(77¢ﬂ - Zl)v b € (Zlv :BQH-l)'

Usando o Teorema 1 de [19], observa-se que a contribui¢ao para a estimagao do
erro de aproximacao g; — f;, de todos aqueles subintervalos que nao contém pontos
de descontinuidades é muito pequena, mais precisamente da ordem de O(%(C’ldj_l +
CyIn(N))). Portanto sé sera necessario estudar o que acontece naqueles subintervalos
que contém pontos de descontinuidade da funcao. Assim temos que,

N/2—1

L
g9 — fj _ Z O_I(co)ezﬂcﬂxj Z
=1

k=—N/2

Tqp+1

e 2T () — f(na))d + O( s

RE (Chd; ! + CoIn(N)))

Usando a expansao de primeira ordem para f obtém se que,
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L N/2—1

— =Y UE = 1) Y o [ s 44,

=1 k=—N/2

Agora aplicando o Lema 1 de [19]. pode-se estimar para x € (x,,, Tg+41),

T

N/2 1 7N7 parajZQb
Z U z2k7r xj—:r;)‘ < 2 T T '
k=—N/2 1+§+72’77j_$‘7 para j # qi,
onde A satisfaz,
— N/2 1
Al < Cl/ (@ =2+ — 2D > o) @)|dg + 0( 5(Crd; ! + Ca In(N)))
fcqz k=—N/2
|A] < O 5 (Ch Zdﬂ + CyIn(N))).
Logo,
L N/2-1 .
—f= Z(f(ZfL) — £(z)) Z Ul(c )/ e 2k7(@ =) g0 4 O N2 (Cy Zdﬂ + CyIn(N))),
=1 k=—N/2 z

Até agora foi suposto que z; € (z,,,1,,), mas é preciso observar que tudo o anterior
continta sendo vélido para z; € (1,-1, %, ). Em geral, quando z,, para [=1,--- L,
¢ o ponto mais préximo a z e denotando por a; = N(z —x,) e 1; = (9; — fj) —
(gj—1 — fj-1), temos que,

L N/2—1 " ’ ,
=3 (G =T 3 o) [ ﬂWw+0<<@m<>dJ>
I=1 k=—N/2 & gl
| L Nj2-1 ‘ C
- Z —)) Z (eszTr(zj—zl) . ez2k7r(m]-—qu ) + O( (02 111( ) 1>>
Nl:l k=—N/2 dji
N/2-1 ,
Usando que Z etk = Me‘im/ 2 obtém-se,
/2 sin(x/2)
1 & (=D sin(rrey)  —imti—a—ap C
=y UG~ FE D ey ¢ Y~ Noial+ O(533(Cam(N) + 7))
=1 —N j

Assim, da expressao anterior pode se observar que porquanto f; — f;j_1 = O(%)
para os subindices j que estao longe dos ¢;, temos que:
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9 —gi-1=[f; — fi-1+1;=O0(%).

Estamos agora em condicoes de expressar a variacao entre valores consecutivos da
funcao em termo das amplitudes dos saltos nos pontos de descontinuidade.

Paraj =dGr; fqr - fq7»—1 = f(Z:r) - f(Z;) + O(%% entao:

i = s = fu — s+ UG ~ SN e = N+ 0L
= (D) — ST 4 o),

Se j # ¢, mas |j — g,| corresponde a um inteiro muito pequeno, f; — f—1 = O(%)
€ neste caso temos que,

5= 1 =y = Fya () = ) TR g o
1 N
g (1) sin(ray) 1
= (F) = 1 e I ol

Assim obtém-se a equacao Eq. (5.2) <.

Corolario: Com as mesmas hipdteses do Teorema 1 e denotando por

(1) = Yar+1 — Yqr

o @

" 9q,—1 — Yg,—2

, = 7= =
gq'r - gq'rfl g(I'r - gfh‘*l

é possivel aproximar os pontos de descontinuidade z, através da seguinte ex-

pressao:

(5.3)

7(1) O( 1 ) (2) O( 1 )
Zzr =, + ———— + O(— ou 2 =1, — —————+ 0(—).
q N(l—l—’yﬁl)) N2 q N(l—i—%@)) N2
(5.4)

Demonstracao: A prova segue-se elementarmente do Teorema 1, pois usando
este resultado para o caso particular de j = ¢, + 1,

et = 00, = (F(e3) = F ) o 4 0,
e para j = ¢, — 1,
B N sin(mav,.)
9gr—1 — Gq—2 = _(f<zr ) - f(zr ))71'(1 + ar) + O(N)



Fazendo o quociente entre estas expresoes obtem-se que,

1) — 9o+l = Y9q. Oy 1
v = = +0(—), 5.5
9o — 9o 1 —an (N) (5:5)
7(1) o 1 )= N . (1)
portanto a, = ——— + = N(z, — x4 ), logo 2z, =2, + ——— +
e N a NI+ A
1
Ol)

A expressao para 7? resulta de forma ansloga <.
Algumas consideragoes sobre a determinagao dos z,

A partir da definigao de a,., 0 < |a,| < 1/2, consideram-se dois casos:

(@), an] = O(). (ii). o] > L.

L . ) ) sin(may,
No primeiro caso ¢, pode ser facilmente determinado pois como g

~ 1,
T,
obtém-se que,

_ 1
e — 801 = F) = FG) + O,
1 .
9a; = 901 = O(57); para j # qr
e entio YV =O0(+).

No segundo caso temos que:

sin(ma.) 1
—— |+ O0(+
(o + 8) | (N )

Como |a,| < |y + s|, a maior dessas diferenca corresponde a |g,, — gq4.—1|, mas
as restantes nao sao mais da ordem de O(+). Observar que:

|9gr+s — Gagprs1| = [f(z7) = f(z7)] | , for s=-1,0,1.

(9; — 9i-1)(9j+1 — 95) <0, j #a¢ — 1, @r, (9g+1 — 94,)(Ggr—1 — Gg.—2) <O,
(90r = 9a,-1) (g +1 — 9g.) > 0 01 (9g, — 9g,-1)(9g—1 — Gg,—2) > 0.

Das observacdes anteriores é possivel determinar ¢, e z, através de vV e de ~(?).
Temos trés casos possiveis.

(1) Se |gq, = 1| ~ [gg+1 — go, |, entao 1V ~ 1 e 4P ~ ~1/3.

(2). Se |gg. = Gg,1] ~ 94,1 = ggo 2, entdo 7P ~ 1 e AN ~ —1/3,

(3). 194, — ggo—1] é 0 tinico maior valor na vizinhanga de j = ¢,. Entao [yV]| < 1
e Pl <1.
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Destes trés casos é possivel determinar de maneira tnica o subindice ¢,, para
depois, através de 7)) e da definicio de ., estimar sem dificuldade o ponto de de-
scontinuidade z, na Eq. (5.4).

Portanto, é possivel através da férmula de reconstrucao de grau zero, determinar
uma aproximacao para os pontos de descontinuidade. O erro de aproximagao segundo
o Coroldrio ¢ da ordem de O(xz).

Os passos anteriores encontram-se no seguinte algoritmo.

Algoritmo: pontos iniciais

Dados os N coeficientes de Fourier { fk}]kvz/ e /95

Passo 1: Calcular gj = IFFT(a,go)fk) para j=1,2,..., N.

Passo 2: Calcular dif(j) = |9q; — 9q;—1| para j=2,3,....N, dif(l) =
|91 — gy4n| para determinar o ponto da malha {z, }}, mais préximo ao ponto de
descontinuidade, filtrando os da O(%) e tomando o maximo entre os restantes.

Passo 3: Calcular para cada r =1,..., M a aproximacao,

7(1)(70) e g‘h‘.
gq'r - g(h‘fl

Passo 4: Se a, = v (r)/(1 —4M(r)) < 0.5 calcular a aproximagcao inicial para
o ponto de descontinuidade z, dada por

7

Wy = Tq, + ————.
TN+

Observagao 1.: O nimero M de pontos de descontinuidade detectados pelo algo-
ritmo poderia eventualmente ser maior do que L, que corresponde ao ntmero exato
deles, dependendo do valor minimo prefixado para aceitar a variagao nos g; como
salto. E importante destacar que em todos os exemplos testados o minimo valor us-
ado para considerar que um ponto esta associado a uma descontinuidade de salto foi
estabelecido a partir dos dados do problema e corresponde a % fN/g.

E claro que M > L nao representa um problema no momento de aplicar os al-
goritmos de reconstrugao. O problema surge quando algum ponto nao consegue ser
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detectado. Um outro parametro a ser determinado na implementacao do algoritmo,
é aquele que indica a separacao minima permitida entre pontos de descontinuidades.
E claro que estes dois parametros devem ser estabelecidos para qualquer método que
tiver como objetivo localizar singularidades a partir de dados de Fourier. Nos testes
realizados, pontos de descontinuidade distantes um do outro em menos que 3Ax nao
serao detectados.

Observacgao 2.: E interessante comparar este método para detectar aproximacgoes
iniciais aos pontos de descontinuidade com o método das somas parciais conjugadas
proposto por Gelb e Tadmor [8]. Na verdade, a diferenga entre os valores pontuais
consecutivos das aproximagoes dadas pelo método de grau zero para os valores e-
xatos da funcao, isto ¢, g; — g;_1, estd relacionada com a soma parcial conjugada

N/2
- 21k o )
generalizada, (F)(x) = iw > sinal(k) 610) fy ¥, na seginte formar
k=—N/2
N/2—1
ik ; ik _ 0) ¢
g—Ggi-1= Y, (emhmi — e2mhTio) O—I(f)fk
k=—N/2

N2 Gork

— Z N fk 62i7rka:j

k=—N/2
ERE 20K\ 2 ik,
=ir Y sinal(k) O(==) fr ¥,
k=—N/2 N

Logo, daqui é possivel observar que a diferenca, g; — g;_1, que é usada para deter-
minar o ponto da malha uniforme mais proximo ao ponto de descontinuidade z,, co-
rresponde a soma parcial conjugada generalizada da funcao f, com fator de atenuacao
polinomial de grau 1, i.e.,: 6(z) = z. Mas diferentemente do método linear, é im-
portante notar que o resultado do corolario 1 permite refinar este valor através da
formula (5.4). Além do mais, o método aqui desenvolvido conta com a grande van-
tagem de poder detectar o nimero exato de pontos de descontinuidade, o que nem
sempre acontece quando é usado o método das somas parciais conjugadas, mesmo
com a amplificacao de escalas apresentada na Segao 2.5 do Capitulo 2.

Observacao 3: E possivel reescrever as aproximagoes iniciais dadas por (5.4) em
termos das somas parciais conjugadas generalizadas. Como, g;—g;—1 = S% /2( )(x;)—

fN/2 (—1)?, temos que:

7(1)(7,) _ Yo+l — 9ar _ S’?V/Q(f)(xqr-i-l) — fN/z (—1)a+l
9qr — Ygr—1 519\7/2(]0)(33%) — fny2 (—1)ar ’
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Daqui resulta entao que,

1 g]%/?(f)(mqr-i-l) — i fvja(—1) 0
W, = T4, + — real [ —; =
N SN/Q(f) (Tg,+1) + SN/Q(f) (%4,)
Esta expressao também pode ser usada em geral com outros fatores de atenuagao

na soma parcial conjugada generalizada (exponencial, trigonométrico, etc.), mas como
é de se esperar funciona melhor com 6(z) = z.

]-

5.2 Experiéncias Numéricas

Foram implementados nosso algoritmo de deteccao de descontinuidades junto com
o algoritmo dado pelo método linear com a amplificacao de escalas proposta por Gelb
e Tadmor ja apresentado na Secao 2.5 do Capitulo 2. As fungoes consideradas sao as
seguintes:

Exemplo 1.
0, € [0,0.1),
1, € (0.1,0.2),
] 05, 2e(02,051),
@) =9 15 € (0.51,0.8),
0, € (0.8,0.92),
2, € (0.92, 1],
7 = (0;0.1;0.2;0.51;0.8; 0.92), [fl]( 2) = (=2, 1; —.5: 1; —1.5; 2).
Exemplo 2.
2, 0,0.1),
2z, x€(0.1,0.2),
BES € (0.2,0.25),
falx) = —4z, € (0.25,0.6),
5z, € (0.6,0.85),
6z, e (0.85,1],
= (0.1;0.2;0.25;0.6;0.85; 1), [f2](2) = (—0.3;1; —1.75;5.4; —9.35; 6).
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Exemplo 3.

cos(mzx), x€0,0.48),
f3(x) =< 22 x € (0.48,0.74),
r—0.75, x € (0.74,1]
z =(0.48;0.74; 1), [f3](2) = (0.1676; —0.5576; 0.75).
Exemplo 4.
0.1 e, € [0,0.29),
0, € (0.29,0.33),
fa(z) =13 3, € (0.33,0.87),
-1, € (0.87,0.92),
0, € (0.92, 1],
z = (0.29;0.33;0.87;0.92; 1), [f4](2) = (—0.4263; 3; —4;1;0.1).
Exemplo 5.
0.4, € [0,0.27),
0, € (0.27,0.31),
fs(x) =< 25 (x —0.6)2, € (0.31,0.6),
3z, € (0.6,0.951),
0, € (0.951, 1],
z =(0.27;0.31;0.6; 0.951; 1), [f5](2) = (—0.4;2.1025; 1.8; —2.853; 0.4).

Estas fungoes apresentam um suficiente niimero de descontinuidades localizadas
em pontos que nem sempre coincidem com os ndés da malha, fato que deve ser con-
templado.

Observando as figuras expostas no final do capitulo é possivel apreciar o compor-
tamento dos dois métodos para detectar descontinuidades. Em ambos os casos foram
usadas as mesmas tolerancias para o minimo valor da amplitude a ser considerada
como salto. Na maioria das vezes ambos métodos conseguem detectar todas as de-
scontinuidades, mas em outras, como no caso das fungoes f; e f5 o método linear
ja com a amplificacao de escala nao consegue detectar algumas delas. Observar que
nosso método conseque detectar, no caso de dados espectrais exatos, todas as descon-
tinuidades em todos os casos. Nosso método apresenta um melhor desempenho para
calcular tanto o valor das aproximagoes aos pontos de descontinuidade da fungao
quanto as amplitudes dos saltos naqueles pontos.
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Figura 5.1: Funcgoes teste.
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Para os pontos de descontinuidade, as experiéncias numéricas confirmam que o
erro de aproximagao ¢ efetivamente da ordem de O(1/N?). Observa-se também uma
outra desvantagem do método linear: ele fornece um nimero muito maior de pontos
de descontinuidade. Considerar estes pontos como tais resulta num tempo maior de
execucao em todos os algoritmos destinados a reconstruir a fungao, especialmente
no caso do método que usa os polinomios de Gegenbauer pois este método consiste
em aplicar um filtro naqueles subintervalos que nao contém pontos singulares e fazer
uma aproximagcao em termos destes polindomios nos subintervalos restantes (alto custo
computacional).

Nosso algoritmo de deteccao de descontinuidades junto com o algoritmo dado pelo
método linear com amplificagao de escalas ja incorporado, foram aplicados usando
como dados um numero N de coeficientes de Fourier de cada uma das funcoes ante-
riormente definidas. Afim de poder avaliar quantitativamente o desempenho destes
algoritmos, calcularam-se os erros de aproximacao obtidos para a determinacao dos
pontos de descontinuidade e das amplitudes dos saltos em cada caso. A notagao é
a seguinte: Epi(f) é a norma 2 da diferenga entre os valores exatos dos pontos de
discontinuidade da funcao f e as aproximagoes efetivamente calculadas usando nosso
método, Fsi(f) corresponde ao erro de aproximagao no célculo das amplitudes dos
saltos. Epl(f) e FEsl(f) denotam os erros obtidos usando o método linear com am-
plificacao de escalas para os pontos e para as amplitudes respectivamente.

E muito importante observar que este tipo de erro nao pode ser medido apriori
para o método linear pois em todos os casos o ntimero de pontos detectados é bem
maior que o exato, e o que € pior, em alguns casos algumas descontinuidades nao sao
detectadas, portanto afim de fazer algum tipo de comparacao para o caso das tres
primeiras funcgoes, foram escolhidos entre todos os pontos detectados pelo método
linear, aqueles mas proximos as descontinuidades exatas calculados por este método.
Obviamente esta escolha de pontos nao faz sentido num problema real onde os valores
exatos sao desconhecidos. Para as funcgoes f, e f5 nao é possivel fazer a comparacao
entre os valores exatos e os calculados pelo método linear pois nao todas as singu-
laridades foram detectadadas. Feitas estas consideracoes, os erros de aproximacao
correspondentes as fungoes anteriormente definidas sao:

Epi(fi) = 5.2446e — 004 Esi(f;) = 0.1405
Epl(f1) = 0.0055 Esl(f,) = 0.4274
Epi(fs) = 5.5302¢ — 004 Esi(fy) = 0.3364
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Epl(fs) = 0.0054 Esl(f,) = 0.8728

Epi(fs) = 4.8322¢ — 004 Esi(fs) = 0.0515
Epl(f;) = 0.0071 Esl(f;) = 0.3871
Epi(fs) = 0.0036 Esi(fy) = 0.3757
Epi(fs) = 0.0028 Esi(fs) = 0.2515

Em todos os casos em que algum tipo de comparagao pode ser estabelecida, isto
é, para fi, fo e f3, 0 desempenho do nosso método é superior ao do método linear,
tanto na deteccao das descontinuidades quanto nas aproximagoes das amplitudes dos
saltos. Mais detalhes podem se observados nas tabelas seguintes. Estas correspon-
dem as aproximacoes para os pontos e para as amplitudes dos saltos calculadas pelos
dois algoritmos para as funcoes anteriores. Posteriormente exibem-se os graficos que
permitem comparar visualmente o desempenho de nosso método para detectar pontos
de descontinuidade a partir de um numero finito de coeficientes de Fourier, com o
método linear, ja com a amplificacao de escalas proposta por Gelb e Tadmor.

Os dois métodos de detecgao de descontinuidade também foram testados adi-
cionando ruido aleatorio nos dados espectrais. As figuras 5.7, 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11
ilustram este fato. As percentagens referem-se a média do ruido com respecto a média
dos coeficientes. Observa-se que o desempenho de nosso método € significativamente
melhor. Para quase todos os exemplos testados € possivel afirmar que o “método
linear’nao conseque dar nenhuma informagcao sobre a localizagcao dos pontos quando
0s dados sao perturbados com ruido aleatorio, no entanto nosso método € robusto.
Isto também pode ser observado nas figuras. Em todos os casos o niimero de pontos
detectados que nao correspondem a pontos de descontinuidade da funcao original é
minimo. Somente para as funcoes f; e f5 um ponto de descontinuidade em cada caso
nao consegue ser localizado, isto ¢ devido a que a amplitude do salto nesses pontos é
muito pequena em relagao aos outros pontos.
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Pontos de Desc. Exatos 0 0.1000 | 0.2000 | 0.5100 | 0.8000 | 0.9200
Aprox. pontos Mét. Inicial 0.0003 | 0.1003 | 0.1998 | 0.5099 | 0.7999 | 0.9198
Aprox. pontos. Mét. Linear 0 0.1016 | 0.2031 | 0.5078 | 0.7969 | 0.9219
Amplitude Exata do salto -2.0000 | 1.0000 | -0.5000 | 1.0000 | -1.5000 | 2.0000

Aprox. amplitude Mét. Inicial | -2.0043 | 1.0175 | -0.4527 | 0.9519 | -1.4148 | 2.0872
Aprox. amplitude Mét. Linear | -1.9236 | 0.9009 | -0.3841 | 0.8914 | -1.1523 | 1.8556

Tabela 5.1: Tabela comparativa que mostra as aproximacoes para os pontos de de-
scontinuidades e as amplitudes dos saltos usando o Método Linear e o Método Inicial

para a funcao fi.

Pontos de Desc. Exatos 0.1000 | 0.2000 | 0.2500 | 0.6000 | 0.8500 | 1.0000
Aprox. pontos Mét. Inicial 0.1002 | 0.2001 | 0.2505 | 0.6000 | 0.8501 | 0.9999
Aprox. pontos. Mét. Linear | 0.1016 | 0.1953 | 0.2500 | 0.6016 | 0.8516 | 1.0000
Amplitude Exata do salto -0.3000 | 1.0000 | -1.7500 | 5.4000 | -9.3500 | 6.0000

Aprox. amplitude Mét. Inicial | -0.3592 | 0.9864 | -1.7130 | 5.6507 | -9.5484 | 5.9232
Aprox. amplitude Mét. Linear | -0.3078 | 0.4556 | -1.6783 | 5.1100 | -8.7381 | 6.0420

Tabela 5.2: Tabela comparativa que mostra as aproximacoes para os pontos de de-
scontinuidades e as amplitudes dos saltos usando o Método Linear e o Método Inicial

para a funcgao fs.

Pontos de Desc. Exatos 0.4800 | 0.7400 | 1.0000
Aprox. pontos Mét. Inicial | 0.4804 | 0.7397 | 1.0000
Aprox. pontos. Mét. Linear | 0.4844 | 0.7344 | 1.0000
Amplitude Exata do salto 0.1676 | -0.5576 | 0.7500

Aprox. amplitude Mét. Inicial | 0.1235 | -0.5340 | 0.7622
Aprox. amplitude Mét. Linear | 0.0970 | -0.1770 | 0.7569

Tabela 5.3: Tabela comparativa que mostra as aproximacoes para os pontos de de-
scontinuidades e as amplitudes dos saltos usando o Método Linear e o Método Inicial

para a fungao f3.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade
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Pontos de descontinuidade

Figura 5.2: Grafico comparativo das aproximagcoes dos pontos de descontinuidade
e das amplitudes dos saltos usando o “Método Linear’e o “Método Inicial”para a
funcao f; . Observe-se o o grande nimero de pontos ficticios detectado pelo método
Linear.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade
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Figura 5.3: Grafico comparativo das aproximagcoes dos pontos de descontinuidade
e das amplitudes dos saltos usando o “Método Linear’e o “Método Inicial”para a
funcao fy; . Observe-se o o grande nimero de pontos ficticios detectado pelo método
Linear.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade
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Figura 5.4: Grafico comparativo das aproximagoes dos pontos de descontinuidade
e das amplitudes dos saltos usando o “Método Linear”e o “Método Inicial”’para a
funcao fs .

Pontos de Desc. Exatos 0.2900 | 0.3300 | 0.8700 | 0.9200 | 1.0000
Aprox. pontos. Mét. Inicial 0.2874 | 0.3300 | 0.8701 | 0.9215 | 0.0020
Aprox. pontos. Mét. Linear | 0.2969 | 0.3281 | 0.8672 | 0.9531
Amplitude Exata do salto -0.4263 | 3.0000 | -4.0000 | 1.0000 | 0.1000

Aprox. amplitude Mét. Inicial | -0.6953 | 3.0907 | -3.9149 | 0.7691 | 0.1045
Aprox. amplitude Mét. Linear | 0.0911 | 2.7110 | -3.1704 | -2.5255

Tabela 5.4: Tabela comparativa que mostra as aproximacoes para os pontos de de-
scontinuidades e as amplitudes dos saltos usando o Método Linear e o Método Inicial
para a funcao fj.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade
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Figura 5.5: Grafico comparativo das aproximagcoes dos pontos de descontinuidade
e das amplitudes dos saltos usando o “Método Linear”e o “Método Inicial”’para a
funcao fy . Observe-se o o grande ntimero de pontos ficticios detectado pelo método
Linear.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade
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Figura 5.6: Grafico comparativo das aproximacoes dos pontos de descontinuidade
e das amplitudes dos saltos usando o “Método Linear’e o “Método Inicial”para a
funcao fs.
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Pontos de Desc. Exatos 0.2700 | 0.3100 | 0.6000 | 0.9510 | 1.0000
Aprox. pontos. Mét. Inicial | 0.2682 | 0.3086 | 0.6003 | 0.9509 | 0.0016
Aprox. pontos. Mét. Linear 0.2656 | 0.3047 | 0.5938 | 0.9531
Amplitude Exata do salto -0.4000 | 2.1025 | 1.8000 | -2.8530 | 0.4000

Aprox. amplitude Mét. Inicial | -0.4018 | 1.8545 | 1.8335 | -2.8393 | 0.4204
Aprox. amplitude Mét. Linear -0.3295 | 0.8082 | 0.4383 | -2.5255

Tabela 5.5: Tabela comparativa que mostra as aproximacoes para os pontos de de-
scontinuidades e as amplitudes dos saltos usando o Método Linear e o Método Inicial
para a funcgao fs.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade com ruido nos dados
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Figura 5.7: Aproximagao inicial aos pontos de descontinuidade da fungao f; com
24.4% de ruido aleatorio nos dados. Observe-se a quantidade de pontos singulares
ficticios detectados por o “Método Linear”, isto significa que nao consegue detectar
pontos de descontinuidade na presenca de ruido nos dados.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade com ruido nos dados
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Figura 5.8: Aproximagao inicial aos pontos de descontinuidade da funcao f; com
22.5% de ruido aleatorio nos dados. Observe-se a quantidade de pontos singulares
ficticios detectados por o “Método Linear”.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade com ruido nos dados
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Figura 5.9: Aproximacao inicial aos pontos de descontinuidade da funcao f3 com 21%
de ruido aleatorio nos dados.
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Approximacao aos pontos de descontinuidade com ruido nos dados
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Figura 5.10: Aproximagao inicial aos pontos de descontinuidade da funcao f; com
11.4% de ruido aleatorio nos dados.

80



Approximacao aos pontos de descontinuidade com ruido nos dados
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Figura 5.11: Aproximagao inicial aos pontos de descontinuidade da funcao f; com
28.2% de ruido aleatorio nos dados.
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Capitulo 6

Métodos Iterativos

6.1 Métodos Iterativos de Reconstrucao

O objetivo deste capitulo é desenvolver métodos iterativos que melhorem tanto as
aproximagoes iniciais obtidas anteriormente para os pontos de descontinuidade da
funcao, quanto os valores pontuais reconstruidos.

6.1.1 Meétodo de grau zero

A modo de introducao e para clarificar o desenvolvido nas segoes seguintes, apresenta-
se 0 método iterativo de grau zero, exposto ja em [20]. Sejam w = {w;,™}-,
aproximacoes aos pontos de descontinuidade da funcio f(z) dados por z = {z}-,.
Continua-se denotando por z, o ponto da malha uniforme mais préximo a z;, para
l=1,...,L.

Sejam {go™, g1, ..., gn_1"™} os valores discretos reconstruidos da funcao u-
sando a férmula de grau zero, mas com w;™ no lugar de z, isto é:

" =g fk+z ™1 AY (w™)),

(m

onde [g™] = 9™ — g™ corresponde A aproximacio ao salto.
Define-se |,
- 1 N-1 - )
J=0,j#q

Observe-se que esta é uma funcao diferencidvel com respeito a @™.
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No Teorema 2 do trabalho [19] mostra-se que para w; # z;, para algum [, na
diferenca de ordem 1 dos valores reconstruidos g;, ¢ ainda possivel observar a presenca
do Fenomeno de Gibbs, sendo que as oscilagoes, como é de se esperar, dependem da
distancia existente entre w; e z;. Mostra-se além do mais que quando w; — z;, VI ,
entdo |g;(™ — f;| = O(5=(In(N)+d;~"). Assim é possivel melhorar as aproximagoes
obtidas para os pontos singulares através de um processo iterativo baseado na funcao
GO(w), pois isto garante que ela é mondtona decrescente quando W™ — z. Logo
a seqiiéncia de aproximacoes w;™ é gerada na seguinte forma: @™t = @™ +y
onde o vetor y é solucao de V? GO0y = —V G0, onde V? GO corresponde & matriz
Hessiana de GO e VGO ao gradiente da funcao GO.

Assim as atualizagoes das aproximacoes resultam entdao de minimizar as somas
dos quadrados das diferencas de ordem 1 dos {gj(m)}, usando para isto o método
de Newton puro, isto é, sem busca linear. O processo iterativo é continuado até a
diferenca entre dois iterados consecutivos ser menor que uma tolerancia prefixada.

6.2 Métodos de ordem superior

Deduzir as correspondentes expressoes assintéticas para as diferencas dos valores
reconstruidos para o caso dos métodos de ordem superior, resulta em formulacgoes
complicadas demais, mas nestes casos também é razoavel esperar comportamentos
similares ao do caso anterior, usando agora as diferencas de ordem 2 para o método
de grau 1 e de ordem 3 para o método de grau 2.

6.2.1 Meétodo de grau 1

Os valores reconstruidos pelo método no dominio da feqiiéncia sao dados por,
(1) ¢ - (1)
~ il il
gk =0y fr — Z m(zl)(ak Ak,zl - Ak,zl)’
=1

mas se contamos com @™ no lugar de zZ™ teremos,

L

~(m 1) 7 DA

0" =0l i =3 lol(wn) (0 Ay oo = AL o),
=1

onde [g](w;) = gC(I;“)JF — g(glm)_ serd denotado por xl(o), e como ja foi mostrado no

capitulo 4 é obtido através da resolucao do seguinte sistema linear,

L

1 7 g 1) 3 NI 0

al(c ) fk—a,(cJZN forn =Y (a,g, ) Allc,wl(m) —a,g,ﬁN Allﬁ—i-N,wl(m)) :El( o k=ky, ... ky. (6.1)
=1
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. 0
Portanto, uma vez determinados os :r;l( )

f podem-se expressar como:

, as aproximacoes aos valores pontuais de

SRR
Z z) ),

onde f{V =IFFT; (0" f.), e o) (w{™) = IFFT; (o} A;wm — AL )

k:wl

Neste caso a funcao objetivo a ser definida e minimizada corresponde a:

1 N-2

m m m m 2
HO(w™, ... wi™) = = 3 (957 — 24 + gi™)"
7=0,7#q+1,q,q1—1

HO(U_)(m)) é também uma funcao mondtona decrescente que converge para zero
2
quando @™ — Z com uma taxa da ordem 0(71”1(\],\;) ).

De maneira ansloga & secao anterior, a seqiiéncia de aproximacoes w;™ é gerada
na seguinte forma: @™+ = @™ +y onde y é solucdo do sistema linear V2 HOy =
—VHO0, e como anteriormente V2 H0 corresponde & matriz Hessiana de H0 e VHO0
ao gradiente de H0. O céalculo do gradiente e da Hessiana ¢ imediato,

N-2

m m 1 m m m
J=lLj#q,q—1

N—-2
m m m 0 m m m

Hip)= Y (¢ =24 + 4™ v (g4 —2¢\™ + ¢'™).
jzlvj#qlqufl p

= (m) m . my P ) o m) , (m)

H2(p, s) = Z [ (gj+1 - 29j + g;— 1) dw,ow, (9j+1 - ng "‘ijl)"‘
a j:11j7£ql7ql_1 S
+o— (g = 20" + 9) 5 — (g0 — 20 + g ]

ow, dw,

mas € preciso determinar os valores de,

8 m m 82 m m
S (947 — 295 + ™), e de S, (947 — 295 + ™).
p S

Para calcular as derivadas de primeira ordem considera-se,

L
m 1 1 m 1 m 1
g =20 + g™ = £ =28 1 fO Sl (™) - 28 (w™) + alD)(w

=1
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Derivando esta expressao obtemos que,

0 m m m ! m ! m ! m
o (a7 = 207 ) = —L g™ (™) = 205, (™) + g1, (1) 219 -
p

L
=3 aawl™) = 205 ™) + a2y )]
=1

az!” 9
onde x;(1P) = 9 _ 7(95

ow, ow,

o sistema obtido ao derivar a equagao (6.1):

lm)+ — gélm)’) l,p=1,...,L resultam de resolver

L
S d (wf™) @07 = —d (w™) 2

p
=1

onde d”(w™) é dado por d\"(w™) = Ak W™ — U;&EN A
)

k:kl,...,kL, (62)

k+Nw™

. . . . 2.p,
Para calcular as derivadas de segunda ordem serd preciso determinar xl( P

8901(14’) 62$l(0)

Ow, OwsO0w,
wS . Y

, através do sistema que resulta ao derivar (6.2) com respeito a

> (wf™) @ = = (w™) 20V = b,y (i) 7, k=, ke
=1
(6.3)
Uma vez determinados estes valores obtém-se,
0 m)_g (), (m) 0\ (m)y @ |
m m m " m m S / m
dw, 0w, (9j+1—29j +9j71) = _5p,s02j,p(w;(a ))5’715: )—ZZ; 2;(w; )xl( P )+02j,s<w£ ))5’78( ’p):

m 1 m 1 m 1 m
onde, ¢2;,(w™) =[a'), (w™) — 24} (W™ +a'P, (w™)).

No algoritmo seguinte descreve-se o correspondente método iterativo.

Algoritmo

Dados fr e @™ = (w&m), wém), . ,w(Lm)) uma aproximacao dos pontos de des-
continuidade da funcao f , fazer:

Passo 1: Achar xl(o) através da resolugao do sistema linear (6.1).
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Passo 2: Calcular f;l) =I1FFT; (a,(cl)fk), e
ai(wi™) = IFFT; (o A} | o = Ay ),

para obter,
m 1 1 m

Passo 3: Caleular dy(w(™), di' (w{™), " (w(™) para obter z;'" e a*"
através da resolugao dos sistemas lineares (6.2) e (6.3) respectivamente. Determinar:

J . (m . L -
G =20 ) = —e2, () ) = 3 ™) a0
P =1

(9571295 +95™1) = =502, (wi™ ) Z 209 4e2) (w™)a, 0,

ows0w,
m 1 m 1 m
com 2 (w{™) = [[afy (wi™) = 2 (wi™) + af (™).
Com estes valores determinar VHO(p) e VZHO(p, s), p,s =1,2,..., L.

Passo 4: Resolver o sistema linear V2H0 y = —VHO0. Se |y| > tol, definir
W™t = ™) 4y e voltar ao passo 2, em caso contrario finalizar com @™+ = (™).

6.2.2 Meétodo de grau 2

Segundo o que foi desenvolvido na Secao 3.2.3, os valores reconstruidos pelo método
de grau 2 no dominio da feqiiéncia sao dados por

L
~w%’z AP A2, — A2 )+ [f1(2) (0P AL, — AL.),

mas se contamos com w™ no lugar de 2™ teremos entdo,

L
~(m n e 2) 2 ~
0" = o e = 3 o) (@A o = AL o) + 917 A, - AL,
onde [g](w;) = g{™* —glm= ¢ [¢](w) = g’f;l")Jr — g’g”)_ serdo denotados por 2,

e yl(o), respectivamente. Estes 2L valores podem ser obtidos através da resolugao do

seguinte sistema linear,
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L
2) 7 2) 7 2) 2 2) 7 0
oy frv =l fo = Y (aly Ai+N,w§’”> — )’ Ai,wl(”” ) 2 + (6.4)
=1
2) 2 2) % 0
ol o= A ). = b
Portanto,
(0 1 m
Z x) Va ]l )+yl() Ez)(wz( )),

onde fi = IFFT; (0" fi), ) (w™)=IFFT; (0,42 ) — Ai,ww)’ e

7l

a§})(wl N = IFFT; (o} )Ali (m) — 121]16 ). Notar que f]@) ¢ independente de wl(m).
W, W,

A fungao objetivo a ser minimizada neste caso corresponde a:

N-3

m m ]- m m m m 2
(™. wf) = 5 > (913 = 391 39" — g™,
j:01j7é¢Il+17¢Il,¢Il—17Ql—2

e as sucessivas atualizacoes dos @™ sdo dadas por: W™D = @™ + ¢4 sendo y
solucao do sistema linear V2J0 y = —V.J0.

0
Uma vez determinados os valores de  z!"™” = a—%(gg") —gi™m7) ede ) =
0 /
5 (gqg m)+ gqgm) ) através da resolugao do sistema linear que resulta de derivar o
w,

anterlor , isto é,

L
Z dl(f)(wl(m)) (Lp) + 6(2)< (m )) 3/1(17}7) _ _dl(f) (w(m)) 70 _ el(f) (w(m)) y1(70)’

P p p p
]{I:kl,...,k}QL, p:1,2,...,L, (65)
2 m 2 1 2) 4 2 m 2 1
onde dl(c )(wz( )) (UIE;JZN Ai+N7wl<m> Ui(c : Ai7w§m> ); el(c )(wz( )) = (UIE;JZN A,lﬁN W™

A O m) o (m) o (m) _ (m)
Logo ¢ possivel calcular 87@”2 — 39,41 +39; " —g;1) e

52 '
m)

.o, (9573 — 3gV71 + 3¢\ — g\™)). pois
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a m m m m m
o (g1 = 3¢ + 3¢\ — g\ = —( P, (W) 2O + g, (wl™) YO ) —
p

—ijz "+ galwf™) g, (6.6)

m m 2 m 2 m 2 m
onde pji(wy™) = ai(wy™) = 34 (™) + 3057 (™) — 0 (™),

m 1 m 1 m 1 m
gia(wr™) = aly(w™) = 30 (™) + 35 (™) = i (wf™).

82 m m m
aw ow (gy+2 ngJrl + 39] - g‘gfz) = _61775( p;/,p(w;() )> ‘T;(P) + q;ip<w]() )) y1(>0) )
S
- Zp” 2P g™y 4l (a0 gl (™) P, (6.7)

52 ( i 52 (0)
onde z\*P = = o o ede y*P) = 5 Y
WpWs WpWs

sao obtidos resolvendo o seguinte
sistema linear:

2 m 2,p,s 2 m 2,p,s 2)/ m 2)/ m
> a2 (™) @+ e @)y = —(@ (™) 2+ e (™) ) -

s k
=1
~Gps( &7 (W) 2 + " (wl™) i), (6.8)
/{Z:kl,...,kgL, p,s = 1,2,...,L,
e com eles obtém-se o gradiente e a matriz hessiana, pois:
- (m))_0 (m)
v‘]o(p) = Z (g]+2 - ng-l-l + 39] g] l)a (g]+2 3g]+1 + 39] - gj—1)7
J=0j#q+1,q,q1—1,q1—2 Wp
= (m) _ o (m) oy Oy o m)
V2J0(p, s) = > (9742 = 39,51 + 39, — 9;"1) 5 o, (9542 — 39,11+
J= 0J7ﬁ(11+5qmz 1,q1—2 9 s
+3g5" — g™} + Jw, (9572 — 3951 + 39" — g™)) . (9572 — 3911 + 39, — g,™)).

O algoritmo correspondente ao método iterativo de grau 2 é similar ao anterior.
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Algoritmo

Dados fi, e @™ = (w{™, wi™, ... ,w(Lm)) uma aproximacao aos pontos de de-
scontinuidade da funcao, fazer:

Passo 1: Achar xl(o) e yl(o) através da resolucao do sistema linear (6.4).

Passo 2: Calcular f;l) = IFFT; (U;(f)fk),

aﬁ) (wz(m)) = IFFT; (UISQ)Ai’w;m - Ai,wf’”))’
aﬁ)(wfm)) = IFFT; (0122)1‘1,1@@ - A,ﬁ’wfm))?

m 2 0 2 m 0 1 m
para obter, g§ )= f]( ! Mi-ﬂ(wl( )+ )ai'z)(wl( ).

Passo 3: Calcular d'2(w™), d? (w!™), d?" (w™), e (w™), e (w™), " (w™)
para obter 27 y 1P 220 o 2P através da resolucao dos sistemas lineares (6.5)
e (6.8) respectivamente. Determinar:

%<g§+% - 39]('+1 + 395‘ - g;—i)a awsawp(gg('jtg - 393('+i + 39; - gj('—%),
através das equagoes (6.6) e (6.7) respectivamente. Com estes valores calcular V.JO(p)
e V2JO(p,s), p,s=1,2,..., L.

Passo 4: Resolver o sistema linear V2.J0 y = —V.J0. Se |y| > tol, definir w1 =
w™ + y e voltar ao Passo 2, em caso contrario finalizar com @™+ = (™),

Neste Capitulo desenvolvimos métodos iterativos baseados em cada um dos novos
métodos de reconstrucao deduzidos no Capitulo 3. Estes métodos iterativos tem
a particularidade de melhorar as aproximacoes dos pontos de descontinuidade, das
amplitudes dos saltos e portanto de construir aproximagoes de alta qualidade para os
valores pontuais da funcao f. As experiéncias numéricas validando estas afirmacoes

encontram-se no Capitulo seguinte.
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Capitulo 7

Experiencias Numéricas

7.1 Experiéncias Numéricas

Neste capitulo apresentam-se os resultados numeéricos obtidos através da imple-
mentacao dos algoritmos de reconstrucao definidos nos capitulos anteriores afim de
avaliar seu desempenho. Todas as rotinas foram programadas em MATLAB. Os
métodos iterativos de grau 1 e 2 do capitulo 6 foram testados para uma grande var-
iedade de funcoes. Em ambos os casos os métodos foram inicializados usando como
aproximacao das descontinuidades os pontos iniciais obtidos do algoritmo apresen-
tado no capitulo 5.

Para ilustrar o comportamento destes métodos iterativos serd suficiente mostrar
o desempenho de cada um deles para as fungoes consideradas no capitulo 5, isto é,

fi(@), fa(@), f3(x), fulx) e f5(@).

Como pode ser observado na Figura 7.1, f; corresponde a uma funcao que é con-
stante por partes, fo é linear por partes, f; é quadratica por partes e por tultimo
f3 e f4 representam funcoes gerais. f3 é composta por uma parte trigonométrica e
uma outra polinomial, e f; tem uma parte exponencial e o resto constante por partes.

Nas Figuras 7.2, 7.3, 7.4, 7.5 e 7.6 mostram-se para cada funcao os graficos
da funcao exata, da funcao reconstruida usando os algoritmos correspondentes aos
métodos iterativos de grau 1 e grau 2 ja definidos no capitulo 6. Também mostra-se o

logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao para cada um desses algoritmos .

Nas Figuras observa-se a maior precisao obtida através do método iterativo de
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Figura 7.1: Funcoes teste a serem reconstruidas.
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reconstrucao de grau 2. Em todos os experimentos o valor de N é 128.

Para o caso da fungao constante por partes e da funcao linear por partes, a precisao
obtida pelo método iterativo de grau 2 é a precisao da maquina. Isto evidentemente
resulta das estimativas do erro apresentada no capitulo 4, pois nestes casos tanto Cs
quanto C3 sao nulos e portanto a férmula de reconstrucao é exata.

Em todos os casos sao feitas as respectivas comparacoes com os filtros ja conheci-
dos e apresentados no capitulo 2: ¢;, para j = 1,...,6. Para cada uma destas janelas,
e para todas as funcoes consideradas sao graficados para uma melhor visualizagao as
reconstrugoes usando estes filtros e o logaritmo na base 10 do erro de aproximacgao
pontual sobre os nés da malha, ver Figuras 7.7-7.16.

As experiéncias numéricas correspondentes ao método de grau zero nao estao colo-
cadas pois neste caso ele coincide com o método apresentado ja no trabalho [19].

Nos graficos exibidos para ambos os métodos observa-se claramente como as os-
cilacoes de Gibbs perto dos pontos de descontinuidade sao reduzidas substancialmente
e portanto a qualidade da reconstrucao é superior. Por ser a reconstrucao de alta
qualidade nos graficos nao se percebe quase diferenca entre a funcao reconstruida e a
funcao exata.

Nota-se que o desempenho dos métodos é sempre melhor quando o nimero de
descontinuidades é pequeno.

As Tabelas 7.1 e 7.2 mostram os erros quadraticos medios da reconstrugao, isto é :

se g; corresponde ao valor reconstruido pelo método, entao e = \/ % Z;V:_Ol (fi —gi)>
O erro quadratico médio foi calculado para cada um dos filtros ja conhecidos e para
nossos métodos iterativos de ordem 1 e de ordem 2 para duas discretizagoes diferentes
da malha, N =64 e N = 128. Estes valores foram obtidos usando como dados os
coeficientes de Fourier das fun¢oes sem adicionar ruido.
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Método J1 Jo /3 Ja s
Filtro (a) 0.2035 1.0640 0.0453 0.3913 0.2760
Filtro (b) 0.1882 1.0710 0.0405 0.3923 0.2617
Filtro (c) 0.1944 1.0489 0.0421 0.3902 0.2679
Filtro (d) 0.1974 1.0584 0.0426 0.3946 0.2684
Filtro (e) 0.1909 1.2353 0.0458 0.4397 0.2674
Filtro (f) 0.1967 1.0571 0.0424 0.3943 0.2681

Met. It. grau 1 | 1.5436e-015 0.0045 0.0012 6.4606e-004 0.0026
Met. It. grau 2 | 1.2106e-015 | 9.6747e-016 | 7.4778e-006 | 2.5428e-004 | 1.3400e-004

Tabela 7.1: Erro quadrético medio \/ % Zj-v:_ol (f; — gj)?, e onde os g; correspondem

aos valores pontuais da funcao reconstruida usando N=64.

Método f1 Jo /3 Ja s
Filtro (a) 0.1739 0.5280 0.0293 0.1902 0.1562
Filtro (b) 0.1652 0.4729 0.0259 0.1606 0.1342
Filtro (C) 0.1681 0.5029 0.0273 0.1804 0.1482
Filtro (d) 0.1692 0.5060 0.0278 0.1823 0.1498
Filtro (e) 0.1736 0.4323 0.0297 0.1048 0.0979
Filtro (f) 0.1690 0.5050 0.0277 0.1818 0.1494

Met. It. grau 1 | 2.0953e-015 0.0012 4.5207e-004 | 9.9866e-005 0.0014
Met. It. grau 2 | 1.6735e-015 | 9.1940e-016 | 1.3601e-006 | 4.4345e-005 | 6.9564e-006

Tabela 7.2: Erro quadrético medio \/ %
aos valores pontuais da funcao reconstruida usando N=128.
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(a) Funcao reconstruida com o metodo (b) Logaritmo do erro de reconstrucao
iterativo de grau 1 do metodo iterativo de grau 1
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(c) Funcao reconstruida com o metodo (d) Logaritmo do erro de reconstrucao
iterativo de grau 2 do metodo iterativo de grau 2

Figura 7.2: Gréficos da (a) funcdo exata f; e da funcao reconstruida usando o método
iterativo de grau 1, (b) logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao do
método iterativo de grau 1, (c¢) fungao exata e fungao reconstruida usando o método
iterativo de grau 2, (d) logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao do método
iterativo de grau 2.
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(a) Funcao reconstruida com o metodo
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Figura 7.3: Gréficos da (a) funcdo exata f; e da funcao reconstruida usando o método
iterativo de grau 1, (b) logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao do
método iterativo de grau 1, (c¢) fungao exata e fungao reconstruida usando o método
iterativo de grau 2, (d) logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao do método

iterativo de grau 2.
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(c) Funcao reconstruida com o metodo (d) Logaritmo do erro de reconstrucao
iterativo de grau 2 do metodo iterativo de grau 2

Figura 7.4: Gréficos da (a) funcdo exata f3 e da funcao reconstruida usando o método
iterativo de grau 1, (b) logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao do
método iterativo de grau 1, (c¢) fungao exata e fungao reconstruida usando o método
iterativo de grau 2, (d) logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao do método
iterativo de grau 2.
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Figura 7.5: Gréficos da (a) funcdo exata f; e da funcao reconstruida usando o método
iterativo de grau 1, (b) logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao do
método iterativo de grau 1, (c¢) fungao exata e fungao reconstruida usando o método
iterativo de grau 2, (d) logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao do método
iterativo de grau 2.
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Figura 7.6: Gréficos da (a) funcdo exata f5 e da funcao reconstruida usando o método
iterativo de grau 1, (b) logaritmo na base 10 do erro pontual de reconstrucao do
método iterativo de grau 1, (c¢) fungao exata e fungao reconstruida usando o método
iterativo de grau 2, (d) logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao do método
iterativo de grau 2.
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Figura 7.7: Reconstrugao dos valores pontuais da func¢ao f; usando os filtros (1)—(6)
para N=128.
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Figura 7.8: Logaritmo na base 10 do erro de reconstrugao para f; usando os filtros
(1)—(6) para N=128.
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Figura 7.9: Reconstrugao dos valores pontuais da func¢ao f, usando os filtros (1)—(6)

para N=128.
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Figura 7.10: Logaritmo na base 10 do erro de reconstrucao para f, usando os filtros
(1)-(6) para N=128.
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Figura 7.11: Reconstrugao dos valores pontuais da func¢ao f3 usando os filtros (1)—(6)
para N=128.
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Figura 7.12: Logaritmo na base 10 do erro de reconstrucao para f; usando os filtros
(1)-(6) para N=128.
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Figura 7.13: Reconstrugao dos valores pontuais da func¢ao f; usando os filtros (1)—(6)

para N=128.
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Figura 7.14: Logaritmo na base 10 do erro de reconstrucao para f; usando os filtros
(1)—(6) para N=128.

106



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) filtro de Fejer (b) filtro de Lanczos

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(c) half sin filter (d) sharpen cosine filter

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e) filtro exponencial de ordem 6 (f) filtro de Vandeven, p=4

Figura 7.15: Reconstrugao dos valores pontuais da func¢ao f5 usando os filtros (1)—(6)
para N=128.
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Figura 7.16: Logaritmo na base 10 do erro de reconstrucao para f; usando os filtros

(1)—(6) para N=128.
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Capitulo 8

Conclusoes

O tema da tese é a determinacao dos pontos de descontinuidade de fungoes que ap-
resentam um numero finito de singularidades de primeira espécie, a partir de um
nimero finito de coeficientes de Fourier, junto com a localizagao dos pontos, o de-
senvolvimento de filtros adequados para reconstruir as funcoes da forma mais precisa
possivel evitando assim o efeito oscilatério conhecido como “Fenomeno de Gibbs”.

No capitulo 2 apresentamos alguns resultados basicos da Teoria Classica de Fourier,
uma descrigao do “Fenomeno de Gibbs”e alguns filtros ja conhecidos usados para re-
construir funcoes suaves por partes. Apresentamos também o método desenvolvido
em [8] para detectar pontos de descontinuidades a partir de dados espectrais discretos.
No Capitulo 3 deduzimos uma nova familia de filtros chamados por nos de “Filtros
Splines”. Baseados nestes filtros construimos métodos de reconstrucao de grau 0,1 e
2 que permitem aproximar de maneira precissa os valores pontuais da funcao f sobre
uma malha discreta usando como dados um nimero finito de coeficientes de Fourier.
No Capitulo 4 calculamos estimativas para os erros de reconstrucao no espacgo de
Fourier para cada um dos novos métodos de reconstrucao com filtros splines. No
Capitulo 5 apresentamos um novo e simples método de detecgao de pontos de de-
scontinuidades baseado no trabalho [19]. Foram realizadas multiplas experiéncias
numéricas que mostram o excelente desempenho do nosso método chamado por nos
de “Método Inicial”. Este método consegue detectar todas as descontinuidades das
funcoes consideradas, o que é essencial para o bom funcionamento dos métodos de
reconstrucao. Em todos os casos o nosso método consegue resultados bem mas precis-
sos que o “Método Linear”. Observamos também que a quantidade de singularidades
ficticias detectadas por o “Método Linear”e muito grande, o que nao acontece com
o “Método Inicial”. O método também foi testado para o caso de dados espectrais
perturbados com ruido aleatorio. Neste caso nosso método detecta quase todas as sin-
gularidades no entanto que o “Método Linear”nao consegue detectar nenhuma delas.
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No Capitulo 6 desenvolvimos métodos iterativos que refinam os valores aproximados
dos pontos de descontinuidades sa funcao e os valores pontuais reconstruidos. No
Capitulo 7 encontram-se as experiéncias numéricas que validam os novos algoritmos
de reconstrucao apresentados. Realizamos comparacoes numéricas com os métodos
de reconstrucao que usam os filtros ja conhecidos apresentados na Secao 2.4. Estas
experiéncias numéricas mostram a superioridade dos nossos métodos de reconstrucao.
Finalmente, no Apéndice encontra-se uma férmula alternativa de grau 2 deduzida por
nos seguindo as idéias do trabalho [20]. Ela é exata para polinémios de grau 2 por
partes, mas a complexidade da implementagao desta férmula de reconstrugao nos
levou a desenvolver os “filtros Splines”, que além de sua simplicidade mostraram ser
muito eficientes e precisos.

110



Capitulo 9

Apeéendice

9.1 Formula alternativa de grau 2

Neste apéndice apresenta-se uma férmula de reconstrugao de grau 2 que foi de-
duzida por nos seguindo as ideias do trabalho desenvolvido em [20] e [21]. Esta
férmula de reconstrucgao é exata para polinomios de grau 2 por partes independente-
mente dos pontos de descontinuidades coincidirem ou nao com os nés da malha. Um
dos problema deste enfoque resulta da impossibilidade de definir neste caso um filtro
que seja dado por uma unica expressao, ja que ele consiste de dois partes. Além do
mais, as expressoes que definem os termos corretores tornam-se muito complexas para
sua implementacgao. Por esta razao na nossa tese foi desenvolvida uma nova familia de
filtros, chamados por nos “filtros splines”, Com estes filtros deduzimos novas férmulas
de reconstrucao que além de ter mostrado um étimo desempenho sao simples de ser
implementadas.

Formula de reconstrugao para o interpolador polinomial por partes de
grau 2: caso geral nao uniforme.

Aqui continuaremos usando a notagao introduzida em [20]. Seja f uma funcao
suave por partes definida no intervalo [0, 1]. Vamos supor que f apresenta L descon-
tinuidades de salto nos pontos 21, 29, . . ., 21, pertencentes ao intervalo [0, 1]. Dado N =
2q, ¢ € N, constroi-se uma malha dada por nés z; = j/N, para j =0,1,...,N — L.
Denotamos por z,, o ponto da malha mais préximo a z;. Agrupamos estes pontos da
seguinte maneira: os primeiros L, correspondem a aqueles que tem subindices g; pares,
entanto que os restantes Lo = L — L; serao aqueles que apresentem subindices ¢
impares . Chamaremos f,” = 511%1+ fxg+9), f, = 6111& f(zg,—0) para 1 =0,1,...,L
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e fi=[f"=/f; = f(z;) nos restantes pontos da malha.

Definimos no dominio da funcao f os seguintes polinomios por partes de grau
menor ou igual a 2 associados a malha:

(a) p3 (x) é o o polinémio interpolador continuo de grau 2 por partes de {f;"}
tal que p3 (z) = p3,;(x) se x € [xy;, ¥2j40), € onde pj;(x) corresponde ao polindmio
de grau menor ou igual a 2 que interpola a seqiiéncia dos {f;"} nos pontos (x;, f2;)
s (2511, f2j41)s (T2j42, foj42) € que portanto é dado por:

Pa () = fa looj () + faf1 lagjri () + f o laojia(a),

onde Iy 2;1s(x) é o polinémio de Lagrange de grau 2 tal que logjts(z2j4r) = 5, para
r,s =0,1,2.

(b) Paral=1,2,..., L definimos:

pg_z)_(x) corresponde ao polindomio de grau menor ou igual a 2 que passa pelos

pOHtOS (quf% fq172)7 (xqula fqlfl)a (Zla fq?)

pgl_)(x) corresponde ao polinomio de grau menor ou igual a 2 que passa pelos

pontos (Zlv f;;)v (qu-&-h fql-‘rl)) ('qu+27 fqz+2)-

Construcao do interpolador polinomial por partes de grau 2 na malha
nao uniforme.

Seja Py() o polinémio por partes que aproxima f definido por:
Py(x) = p3 (¥)|jwa; w0510, PATA j=0,1,... N=1, 2j#q—2,q, 1=1,2,..., L,
e para 2j#q —1, coml=1L;+1,2,...,L.

Para [ =1,2,..., L4,

Py(z) =p§ 7 (2) se w € [1g2,2),  Pa(w) =pht () se x € [z, 7 10).

Para =L, +1,...,L,

Py(z) =py ?(2) sew € [rg1,2),  Pala) = pht () se x € (2, 7g41)-
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Calculo do Filtro de ordem 2

Para poder calcular as aproximacoes aos coeficientes de Fourier da f dados por
(P,), é preciso determinar os coeficientes de Fourier do interpolador polinomial por

partes da seqiiéncia das { ff}j-v:’ol, dados por:
D
=0

onde p;](.f) = fgj ZQ’O(x) + f2j+1 l271(l’) + f2j+2 lgg(l’)? onde lQ,j(x) corresponde
ao polinomio de Lagrange de grau 2 : Iy 4(29;4,) = 0s,, para s,r = 0,1,2. Para o
caso de pontos igualmente espacados, denotaremos por h ao espacamento entre eles.
Seja também A, = [£2%2 [y (x) e ™ dz. Calculando a integral correspondente

obtém-se que, N
1 h 21 , —3h 2h?i 21 ,
Y - o —i2mkToj 12 o —i2mkxo;
Ok 22 {((27rk:)2 (27rk)3) ‘ ((27rk)2 ok (27rk:)3) b
e~ 2k h 2i idnkh 3h 2h?i 21
T oz ~ @ ¢ T e~ 2nk T @t
— ﬁ (ak’h 6—i47rkh + bkyh) €—i27l'k$2j,
ondea = 2 3ho 22
RO =0k T 2ak) © MM T @rk)E T 2nk | (20k)3
Para o caso de \; , integrando por partes obtém-se:
—1 2h 21 . 2h 2 . .
Y - o —i2nwkh i2wkh —12wkToj 11
w= oz Wamm ~ @ ¢ T Y ¢ 0 ’
- —i2wkhy —i2nkz;
= o Re(cpp e ) e 241

2h 21
(27k)? (zms)'

onde cgp = (

Integrando por partes Ag i,

Aok = gy

7 - —idmkh —i2mkxoi o
bi,p + Grp € ) e A

onde ay, € by sao definidos como anteriormente e a barra denota a operagao de
conjugacao.
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Com estes valores ja determinados pode-se calcular o k-ésimo coeficiente de Fourier

de p{j (x):
(@)k = faj Aok + fajr1 Ak + fajr2 Aak,
% (ak,h e—z’47rkh_|_bk,h> e—i2mkza; f22]hJ;1 Re(
+ 22;;;2 (Bk,h+5lk,h e—i47rk:h) 6—i27rk1’2j+2’
= 222 {din foj €7 —2Re(crp ™) fojin

onde dk,h = Qg,h 677’47rkh -+ bk,h-

—

E possivel agora determinar (p3),:
e N/2-1
(p;—)k = Z (p;:j)k:
=0
1 ’ N/2—-1
2h2 { kb Z f] 67127rk352] 2R€( 127rkh)
7=0
_Nj2-1 '
+dk,h Z f2j+2 67127rkx2]~+2}’
=0
Re(dgp) "< Cionkay; o B€(Crp €M)
=5 X [y e =2 &
7=0
_ Re(dkh K J—izmkes; o fte(Cen €M)

Z f] = B2

= Tkh DFTN/z(f )+Tkh e~ 2mkh DFETn;(f),

6—Z27‘l’kh)e—127‘rk2§2j+1 +

e PRI p )y fojyn €T PTRRY

N/2—1
—i2mkxo;
Y. fojn e
7=0
N/2—1
—i12wkxo;
Y fosre ey
j=0
N/2—1
—i27kh —i2mkxo;
e Y fanre 7,

Jj=0

onde DF Ty (f}) € DFTyys(fi") correspondem as transformadas discreta de Fourier

das coordenadas pares e impares da seqiiéncia das { f;" };, isto é: f,F = (fo", fo, ..., f /2-2)
e fim=(f" f5 - faye_1)- As expressdes para 7, e 7, sdo dadas por
1 3h h 2
=1 =2 .
Ton = Tingys {(27rk:)2 + k)’ cos(4mwkh) — k) sin(4rkh)},
L1 . 2 2
Tl?h l?h 2h3 {W COS(QTFkh) — W Sln(2ﬂ'kh>}.
E f4cil ver que DFTN/Q(f;F) = f;+f;+N/2 e DFTN/Q(f;F) — ef2rkh (f;_fl;:Nm)?

portanto temos que,

114



TRy 1 F 2
(p2)x = Tiew S+ Ticn Seingos
1 _ =1 ~2 2 _ x1 ~2
CoM Tpp =Tpp + Tin € Toh = Toh — Thyhe

Aproximacao a f; usando o interpolador Py(x).

Caso geral: Pontos de descontinuidade que nao coincidem com os nés
da malha.

(a) Vamos supor que todas as descontinuidades se apresentam em pontos z; tais
que z,4 tem subindices pares, isto é, que L; = L.

N/2-1

2542 )
Z / + ) 6727r1kx diL’,
N/2— 1 L2542 . Ly Tg 42 .
= Z / ! p;_,j(l') e—?mkx dr — Z [ / & p;ql—Q(x) 6—27rzk:x d[E—{-
j=0 25 =1 Zq
Tau + —2mikx 2 A (1-2)— —2mikz Tai+2 —2mikx
L @) e e L AT @) e e [ (@) )
Tq—2 . =1 Zq
. - o -2 —2mikx
=X L[ (@)~ ph (@) ) e dus
=1 Lq—2
2 1—-2)— mikz ut2 —2mikx
+ [ (@) = ph, () ) ek dx—i—/ (Ps (x) — pt, () e 27 dx ).

Seja di fl?,l a expressao que aparece sob a somatoéria, temos que:

)

diffy = fa-e [ Bif(e) e dr— [ B2 (@) e dr 1+

Tq;—2 q—2
A Z —2mikx Tau —2mikx
[ b ) et ar - [T 2 (@) e ]+
zzmql ! Tqp—2
-2,z —2mikx
[ () ™ da )
.’Eq —2
Patz l,z —2mikx Tau+2 —2mikx
+f¢Iz+1 [/l l27qlz+1( )6 2mik dﬁ—/ ll,ql—f—l( )e 2mik dx]_|_
z Tq

Tqp+2

1
Z —2mikx T+ —2mikx
Fae: [/ ll2qll+2( ) e72m dm_/ l2qz+2( ) e 2 dr |+
Zq,

21

1
Tq+2 1,z —7rz' T Tqi+2 —2mikx Ta —2mikx
+;§[/Zl 15 () e~2mik dx—/x 1 (z) e~k dx—/x 12 () e gy

q q;—2

E possivel reescrever esta expressao na forma:
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diff, = (fa—2— f5) AP 72 (20) + (foo1 — 3?) AFTH =)+ (g = 1) AR )+
+(for1 — 13} )AQI(ZZ) + (farz — 1) A (=),

onde
A27i2 _ j:[ fquiz (I*quil) (z—21) 672m'km dr — fquiQ (x*quil) (‘T*qu) 672m'km dx ]
k 2l (mqliQ_quil) (qu:t2_zl) Zqy (quiQ_quil) (quiQ_qu) !
2,41 T (z—zg,42) (z—2) —2mikx Tq,+2 (z—zq;42) (z—2q;) —2mikx
AT = £ [Fat? L e AT dy — [Ta L L e dz
k [ le (zq+1—Tq;+2) (Tg+1—21) fqu (rq+1—Tq;+2) (Tq+1—2q)) J

A%O _ /zl (z — xqz—2) (z —241) o—2mika g,
X

a—2 (Zl - xQZ—Q)(Zl - xQL—l)

Observar que o fator que acompanha qulr é zero.
(b) Casol=Ly+1,...,L.

Neste caso a férmula para (ﬁ’g)k ¢ a seguinte:

N2-1 L g1

Z A p2’] 727rik::p dr — Z [/ p;,qlfQ(x) 6727rik::1: dr+

I=L1+1 Tq—1

L
Zqy mikx 1-2)— —2mikz att —2mikx
[ @ e 3 ([T ) e e [ k@) e,
Tqy—2 I=L1+ Tqp—1
~ a Loy (1-2)— + —2mikz
—pt L[ (8 <x>—p2,ql_2<x> ) e ot
=1 Tap—2
2 1—2 —omiks Lar+2 —2mikx
[ @) ph()) e dr ek [ (0 (@) — pE (@) e dr
q] 2l
. . ri z -2)— —2mikx Tq
Seja difi, = [2 (877 (2) = plyoi(@) ) 2 dy 4 [Rat (phf(x) -
p;ql—l(‘r) ) 6—2mk’x dx.

Analogamente ao caso anterior expressamos isto como:
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léﬁfé(w) e 2R )+

dlfkh Ja—2 [/
Tg;—1
ot (a) e do — [
2] .
+f [/ lé;?’zl (z) e 2™k da |+
Tg—1
Ta+l —2mikzx Tatt —2mikx
o [ B ) e do = [ U (@) e )
2 Tg—1
+f [ Ta+l ll ,21 ( ) —2mikx d ]+ l
q+2 2,q+2\T) € x
Tl . Tqp+1 )
+ ;l- [/ atl lé»’;zl( ) —2mikx dl‘—/ K ll7q§( )6—2mk’x dl’]
21 Tq

1—1

x 1 .
() e a4
q—1

Equivalentemente,

difiy = (fa-2 = £3) D57 (2) + (fam1 = f3) D7 (=) + (fy = £5) A (2)+

1)

+ 2 1 g

(fl]l-i-l ) A (Zl) (fQH-? ql) ( )’
onde:
X 2,42 T (z—zq+1) (z—21) —omik
AP = + q+1 9 Tikx
k le (g +2—aq+1) (Tqj+2—21) € dz,
AZil _ :l:[ flql;u (r—q+2) (z—21) e—27rz‘k:c dr — frql+1 (z—zq;71) (z—2q))
k 2z (xqt1—Tq+2) (Tgx1—21) Tq -1 (Tq+1—2qF1) (Tg+1—Tq))

A20 _ g lemmyms) ooy

—2mikx d
T.
Tq -1 (21—2q—2)(21—Tq;—1)

(&

Considerando agora as duas situacoes descritas anteriormente temos que,

(B)i = () wi Faca— 1) A2 1 (Fas — 1) A2 ()
FUy ) AP+ s = ) ) + s — 1) A3
+ Z (fa—2 = F3) AT 2) +  +(far — f1) A7 (20)+
SO D7) B2 4 (s — £5) D20+ (s — 1) B22(),

Porquanto

(P35 ) = T3 l) fk + Tkl fN/2+k,
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onde 1 =747 =042 com
w1, 3h h 2
= dmtkh 4dmkh
Tt = o5 gme * ey COSUTR) — g snlmkh)
o 1 . 2h 2
Tl = ~o13 k) cos(2mkh) — k) sin(27wkh)},
resulta entao que
Py, = éﬁf /%k"‘Zdlka‘ Z difp;.
I=L1+1

Esta ultima expressao mostra o filtro de grau 2 junto com a correcao determinada
pelas descontinuidades da funcao.

Formula de reconstrugao de grau 2.

Considerando na expressao anterior os coeficientes de Fourier para as freqiiéncias
k£ N/2, e usando a N-periodicidade da transformada discreta de Fourier obtém-se
que,

1 2) /P 1 1 2) (2 ;
Tngr)rN/Zh(P?)k - Tig,fz(P2)k+rN/2 = [Tngr)rN/Q w7 152 T;ﬁﬁ ]£+)7‘N/2 Wl fi
L

1
1 . 2 2) 7. 04
*Z [Tlg—s—)rN/Zhdlfkl Tlg iidlfk-i—rN/Ql |+ Z Tk—i—rN/Q hdsz:l Tlg,lzdsz:—&-r]\f/zl]'
=1 =L +1

Denotamos por g; as aproximacoes para os valores de fj+. Porquanto Py(z) é
o interpolador por partes da funcao descontinua f, da ultima equagdao obtemos a
seguinte formula de reconstrucao no espago de Fourier,

2 7 1) 2) ;-
9k = (Tk,h) [Tk+rN/2 h fk: 7—1512 fk—i—rN/Q Tl<(;+rN/2 hdlfif,z - Tk,izdlflf-i—rN/Zl]_

||Mh

L
_ 1 . pi . pg
- Z (Tlf,h> I[Tlg—i-)rN/Q,hdeli,l_Tk,hdlfliﬂ"N/Q,l]a
I=L1+1

s _ () (2 @) s sin(2rkh)
onde Tkoh = Tr+rN/2,0 Tk = Theh ThtrN/2,h = 2(2m)° [kh (k + sN/2)h]

Observar que na férmula de reconstrucao apresentada temos 5L incognitas que
serao determinadas através da resolucao de um sistema linear.
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A notacao é a seguinte:

. s 1 1
Sejam g, = T T;E 12» para s =*£l e ’Yi(g),h = TI%,thg-s-)N/Z h Tk 11715; )N/2 h*

O _ s =1 (D (2 _ (s =1 _
O = (Ten) ™ Tidsnjon © Oun = (Tip) ™ Tip, com s =—1,

f][.):IFFTj(a(l) k_Ukh fr ny2), para j=0,1,...,N —1.

Sejam para [ =1,..., Ly, a= fou;— fF, para j=+1,+2 e af = f —fF

a —Ja>
drg = Y, h A N/2(Zl) + Y, LA (21) — %i,hAziN/z(Zl),

Ry j(z1) = (1) ™ [Tiangon A% (20) = A wpal2) ], 5 = %1,

Sim(z) =if ft; (Ry,,(z)) m=0,£1,£2.

Sejam para [ = Li+1,...,L, yé-:fqﬁj f para j = *£1, :|:2ey0— - (;,

_ By py 2
di.5 = ’Yk,ilekiN/z(Zl) + ’Yig,hAk](zl) - Vli,hAkiN/Q(Zl%
s s \— 1 J A2,

pi(2) = (Tk,h) [Tngr)sN/Qh A (z) — T[ihAiisN/2(Zl) ], s==+1.
Sim(20) = if ft; (R, (2)) m = 0,+1,£2.

O sistema linear a ser resolvido é:

2

Z Z aly dypm(21) + Z Yy digm(2) Z Vih fk—‘rsN/Q
1=1

m=—2 I=Li+1 s=—1

As restantes 4L equagoes resultam de:

Ggr+i — Ygr = qT+z Z Z Seprim(21) = Sgrm(21))+
m=—2 I=1
L
+ Z y’lm (SQT"F'L,m(Zl) - SQTym(zl))7
I=L1+1

para r=1,2,... L, 1 ==£1,42.
Com os valores de !, e y! m = 0,+£1,£2, el = 1,...,L determinados,

calculam-se as aproximacoes pontuais para os valores discretos de f através da ex-
pressao:
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2 L1 L
g; = ij - Z ( Z ZL’; Sjs‘,m(zl) + Z yj g;,m(zl)) )7
=1

m=—2 I=L1+1

para 5 =0,1,...,N — 1.
Interpolador Uniforme

Observar que o caso mais simples em que os pontos de descontinuidade coincidem
com os nos da malha esta incluido neste caso mas geral e resulta de substituir nas
féormulas z; por z,.

Quando os pontos de descontinuidade coincidem com os nés da malha, alguns
termos na férmula de reconstrucao resultam reduzidos, pois neste caso temos que:

diff, = (f; — 1) AP (z,), 1=1,2,..., Ly,

q

difli,l - (fQH-Z - f;l_) A%_Q(xqz) +.o.F (fQH-? - f;l_) Az,z(xtﬂ)a [ = Ll + L . "L'

Neste caso o tamanho do sistema linear a ser resolvido para poder aplicar a férmula
de reconstrugao é menor: (5L —4Ly) x (5L —4Ly).
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