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Resumo

Neste trabalho, estudamos as algebras biquaternionicas, que sao um tipo especial de
algebra central simples de dimensao 16, obtida como produto tensorial de duas &lgebras
de quatérnios. A teoria de formas quadraticas é aplicada para estudarmos critérios de
decisao sobre quando uma &lgebra biquaternionica é de divisao e quando duas destas
algebras sao isomorfas. Além disso, utilizamos o u-invariante do corpo para discutirmos
a existéncia de algebras biquaternionicas de divisao sobre o corpo. Provamos também
um resultado atribuido a A. A. Albert, que estabelece critérios para decidir quando uma
algebra central simples de dimensao 16 é de fato uma algebra biquaternionica, através do
estudo de involugoes. Ao longo do trabalho, construimos vérios exemplos concretos de

algebras biquaternionicas satisfazendo propriedades importantes.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos as algebras biquaternionicas, que sao um tipo especial de
algebra central simples de dimensao 16, obtida como produto tensorial de duas algebras
de quatérnios.

As algebras biquaternionicas tém importancia histérica. Até 1914 as tnicas algebras
com divisao conhecidas eram as algebras de quatérnios. Neste ano, L. E. Dickson apresen-
tou uma forma de produzir exemplos de algebras centrais simples de dimensao n?. Estas
algebras sao hoje conhecidas como &algebras ciclicas.

Veremos no texto que as algebras de quatérnios sao algebras ciclicas. Além disso,
Wedderburn provou que toda algebra de dimensao 9 sobre seu centro ¢ uma algebra
ciclica.

A partir dai, era natural se perguntar se existiam élgebras com divisao que nao fossem
algebras ciclicas. Em 1932, as algebras biquaternidnicas foram utilizadas por A. A. Albert
[4], um dos estudantes de doutorado de Dickson, para construir o primeiro exemplo da
histéria de uma éalgebras com divisao nao ciclica.

Desde entao, as algebras biquaternionicas despertaram o interesse de estudo de varios
matematicos. Durante o século passado, a teoria se desenvolveu bastante e em vérias
diregoes. Desta forma, nesta dissertagao, optamos por nao estudar um problema especifico
e sim trabalhar estas algebras num contexto mais abrangente, visando o contato com uma
quantidade maior de problemas com as quais estas algebras estao relacionadas.

O nosso trabalho esta dividido em cinco capitulos. O primeiro é introdutoério, con-
sistindo apenas de uma breve revisao de alguns conceitos béasicos sobre algebras centrais
simples, formas quadréticas e algebras de quatérnios. Desta maneira, omitimos a demon-
stracao da maior parte dos resultados deste capitulo.

No segundo capitulo, comecamos de fato a estudar as algebras biquaternionicas. O
objetivo principal deste capitulo é provar um resultado atribuido a Albert, que estabelece

critérios para decidir quando uma algebra central simples de dimensao 16 é uma algebra

13



Introducao 14

biquaternionica, através do estudo de involucoes. Além disso, obtemos alguns resultados
interessantes sobre as involugoes simpléticas e ortogonais nestas algebras.

Problemas relacionando algebras biquaternionicas com formas quadréticas sao abor-
dados no terceiro capitulo, onde definimos a forma de Albert. Trata-se de uma forma
quadratica de dimensao 6, através da qual podemos decidir se uma algebra biquater-
nionica é de divisao e quando duas destas algebras sao isomorfas. Além disso, utilizamos
o u-invariante para discutirmos a existéncia de algebras biquaternidnicas de divisao sobre
um corpo nao formalmente real.

O professor Albert publicou vérios trabalhos estudando a ciclicidade das élgebras bi-
quaternionicas. Inspirados nestes trabalhos, no quarto capitulo, construimos exemplos de
algebras biquaternidnicas com divisao ciclicas e nao ciclicas. Nas duas primeiras segoes
deste capitulo, revisamos alguns conceitos bésicos sobre Teoria de Galois e Algebras Cicli-
cas em geral.

No quinto e ultimo capitulo, construimos exemplos concretos de corpos que atentem
aos problemas levantados nas observacoes 4.15 e 3.30. Isto é, um corpo nao-SAP e um
corpo com u-invariante 8 sobre o qual nao existe algebra biquaternioénica de divisao. Para
apresentarmos estes exemplos, revisamos algumas nogoes de valorizacao discreta e ordem,
necessarias para lidarmos com o corpo das séries formais de Laurent.

Ao longo de todo trabalho estamos assumindo que os corpos tém sempre caracteristica

diferente de 2, mesmo que em alguns resultados essa hipdtese seja desnecessaria.



Capitulo 1

Nocoes Elementares

1.1 Algebras Centrais Simples

O objetivo desta segao é apresentar os principais conceitos e resultados sobre &lge-
bras centrais simples, buscando introduzir as notacoes que serao utilizadas ao longo do
texto. Esta teoria pode ser encontrada facilmente na literatura e sendo assim, omitiremos
demonstragoes. Aqui utilizamos como referéncia Felfenswalb [12], Reiner [29] e Scharlau
[32].

Seja A uma K-algebra de dimensao finita. Por uma K-algebra de dimensao finita
entendemos um espaco vetorial de dimensao finita sobre K, dotado de uma operagao
de multiplicacao associativa e distributiva em relagdo a soma de vetores. Assumiremos
sempre a existéncia de 1. Vamos também identificar K com K - 1, dessa forma podemos
escrever K C A e temos que a restricao da multiplicacao de A a K - 1 coincide com a
multiplicagao inicial de escalares de K. Dado um subconjunto S de A, definimos o cen-
tralizador de S em A, como sendo o subconjunto de A formado por todos os elementos
a € A, tais que as = sa, para todo s em S, que serd denotado por C4S. Em particular,
C4A é o centro de A.

Nas condigoes acima, A é dita uma K—-algebra central simples se o seu centro é
o corpo K e os seus unicos ideais bilaterais sao os triviais, a saber 0 e A. A algebra de
matrizes M,,(K) é central simples, pois se © = (a;j)nxn €std no centro de M, (K), para
cada 7,7 € {1,...,n} com i # j teremos que E;jx = xE;;, onde E;; denota a matriz que
tem 1 na posicao (i,j) e 0 nas demais entradas. Dessa igualdade segue que a;; = 0 e

a; = aj;. Portanto, v € K. Mais ainda, se I é um ideal bilateral ndo nulo de M, (K)
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1.1 Algebras Centrais Simples 16

e se & = (ajj)nxn € I com algum a;; # 0, teremos que 1 = t S EizEj, e assim,
I = M, (K). Além disso, se todos os elementos nao nulos de uma algebra central simples
A sao invertiveis, entao dizemos que A é um anel de divisao. Por outro lado, temos
o célebre Teorema de Wedderburn, segundo o qual, toda algebra central simples é
isomorfa a uma algebra de matrizes M, (D) com coeficientes em um anel de divisao. Mais
ainda, n é unicamente determinado e D é determinado a menos de isomorfismo.

Se A e B sao simples centrais sobre K entao A ®x B é uma K—élgebra central simples.
Reciprocamente, se A e B sao algebras e A ®g B é simples central sobre K entdao A e B
também o serao.

Definimos a algebra oposta A% = {a | a € A} que coincide com A como espago
vetorial e a multiplicagdo ¢ dada por a®?b®? = (ba)°. Se A é central simples entdo A%
também o serda e a aplicacdo canodnica ¢ : ARk A? — Endg(A) que associa a cada
a ® b° a aplicac¢do linear x — axb, ¢ um isomorfismo. Logo, A ®x A” = M, (K), onde
n = dimgA.

Com base nas propriedades acima, podemos definir uma relagao de equivaléncia no
conjunto das K-algebras centrais simples. Se A e B s@o simples centrais sobre K, pelo
Teorema de Wedderburn A = M,,(D) e B = M,,(D’), onde D e D’ sdo anéis de divisao.
Dizemos que A e B sao Brauer equivalentes, A -~ B, se D e D’ sao isomorfas. Esta
relacao de equivaléncia pode ser reformulada da seguinte maneira, A «~ B, se, e somente
se, existem inteiros positivos n e m tais que A ®x M,,(K) = B @k M,,(K). Seja Br(K) o
conjunto das classes de equivaléncia de K-algebras centrais simples segundo a relagao .
Definimos em Br(K) uma operagao da seguinte forma: [A][B] = [A®xk B]. Segue das pro-
priedades de produto tensorial que a operacao acima definida é associativa e comutativa.
Além disso, como AQgK = Ae ARk A? = M, (K), segue que [A][K] = [4], [A][A?] = [K]
e [A] = [D], se D ¢é o anel de divisao dado pelo Teorema de Wedderburn. Com a operacao
acima definida, Br(K) é um grupo abeliano, que é chamado de grupo de Brauer.

A dimensao de uma algebra central simples A sobre seu centro é sempre um quadrado,
e assim, v/dimgA é chamado de grau de A e denotado por deg(A). Se A = M, (D) entao
o grau de D é chamado indice de A e denotado por ind(A). Dai, ¢ claro que o indice de
A divide o grau de A e que A é um anel de divisao se, e somente se, ind(A) = deg(A).
Dado [A] € Br(K), noés temos que [A]"44) = 1 em Br(K). Em particular, o grupo de
Brauer é de torsdo. A ordem de [A] no grupo Br(K) é chamada de expoente de A e é

denotada por exp(A).



1.1 Algebras Centrais Simples 17

Para uma extensao de corpos L/K noés vamos denotar por Ay, a L-élgebra central
simples A ®k L. Dizemos que L cinde A se Ay, é a algebra das transformagoes lineares
em um espago vetorial sobre L. Neste caso dizemos que L ¢ um corpo de decomposigao
para A. Se A = M, (K) entao diremos que A é cindida. Como dimp A;, = dimgA = n,
L cinde A se, e somente se, A, = M, (L) se, e somente se, [A] pertence ao nicleo do
homomorfismo de grupos ¢ : Br(K) — Br(L), [A] — [AL]. Desta maneira, se A = M,,(D)
entao I é um corpo de decomposicao para A se, e somente se, I cinde D. E, assim, o
estudo sobre corpos de decomposicao para uma algebra fica resumido aos anéis de divisao.

Se D é um anel de divisao de centro K entao um subcorpo I de D é um subcorpo
maximal se nao esté contido propriamente em nenhum subcorpo maior de D. Segue que
L é um subcorpo maximal de D se, e somente se, C,D = IL. A Teoria nos garante muito
mais. De fato, I ¢ um subcorpo maximal de D se, e somente se, dimgD = (dimglL)?.
Além disso, todo subcorpo maximal é um corpo de decomposicao.

Todo anel de divisao D de centro K admite um subcorpo maximal que é uma extensao
separavel de K. Mais ainda, se L cinde D entao toda extensao de L também cinde D.
Resulta das duas afirmagoes anteriores que D sempre admite um corpo de decomposi¢ao
que é uma extensao galoisiana de K. Por outro lado, nao é sempre verdade que um anel
de divisao admite um subcorpo maximal que é uma extensao galoisiana do seu centro.

Entretanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1 Se D é um anel de divisao de centro K entao, no grupo de Brauer Br(K),

[D] = [B], onde B contém um subcorpo mazimal que é uma extensao galoisiana de K.

Para concluir esta secao, apresentamos dois resultados cléssicos da teoria que serao

muito utilizados ao longo do texto:

Teorema 1.2 (Duplo Centralizador) Seja A uma K-dlgebra central simples e B uma

subalgebra simples de A contendo K. Entao valem as sequintes propriedades:
1. C4B € uma K-subalgebra simples de A.
2. dimgA = dimg B.dimgCsB.
3. C4(CaB) = B.
4. Se B ¢ simples e central sobre K entdo A = B Qx CaB.

5. Se B € um corpo entao C4B € uma B—dlgebra central simples.



1.2 Norma e Traco 18

Teorema 1.3 (Skolem-No6ther) Seja A uma K-dlgebra central simples e B e C' subal-
gebras simples de A que contém K. Se o : B — C' € um isomorfismo que fixa os elementos

1

de K, entao existe um elemento inversivel u € A tal que p(x) = u'xu, para todo elemento

r € B.

Obs 1.4 Um automorfismo do tipo 1, : A — A, 1,(z) = u™lzu é chamado de automor-

fismo interno. Seque do teorema acima que todo automorfismo de A € interno.

1.2 Norma e Traco

Nesta se¢ao vamos revisar alguns resultados sobre norma e trago em extensoes finitas
de corpos e em algebras centrais simples. Omitiremos a demonstracao dos resultados,
para detalhes ver [14] e [32].

Se L/K é uma extensao finita de corpos de grau n entao L é um K-espago vetorial de

dimensao n. Desta forma, se o € L entao a aplicagao

VoL — L

r = QX

é uma transformagao linear. Se B = {f,...,,} é uma base de L. com respeito a K e

(a;j) é a matriz definida por:
Pal(Bi) =) a3
j=1

entao o polinémio
fa(t) = det(t] — (ai;))

¢ o polindmio caracteristico do elemento « relativo a extensao L/K, onde I denota a
matriz identidade n X n.

O polinémio caracteristico f,(t) ¢ uma poténcia do seu polinomio minimal p,(t). Segue
dai que f,(t) independe da escolha da base B.

Se fo(t) = 2"+ frx" '+ ...+ f, entao definimos o trago e a norma de o em relagao
a L/K por

n

T]L/K(Oé) =-f = Zan’ €

=1

Nyjk(e) = (=1)" fn = det(a;).
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Segue das propriedades de traco e determinante de matrizes que Vo, 3 € L e Va,b € K

que
NL/K(Oéﬁ) = NL/K(Q)NL/K(5)7 NL/K(G> =a",
TL/K(CLOZ —f- bﬁ) = CLTL/K(O./) + bTL/K(ﬂ) e T]L/K(CL) = na.
Se IL for uma extensao separavel de K e o4, ..., 0, os K-automorfismos de L. no seu

fecho algébrico €2 entao

n

NL/K(@):HJZ-(&) e Tok() :ZJi(oz).

=1
Voltemos agora a trabalhar com algebras centrais simples.
Sejam A uma K algebra central simples, . um corpo de decomposi¢ao para A e um

isomorfismo:

Nestas condig¢oes, para cada elemento a € A, definimos o polinémio caracteristico
reduzido Prd ,(z) como sendo o polindomio caracteristico da matriz ¢(a).

O polinémio Prdy ,(z) independe da escolha do corpo de decomposi¢ao L e do iso-
morfismo ¢ e tem coeficientes em K.

Se escrevermos Prd 4 ,(z) = 2" +a, 12" '+, . 4a entdo definimos a norma reduzida

e o trago reduzido com sendo, respectivamente,
Nrdy(a) = (=1)"ag = det(p(a)) e Trda(a) = —a,—1 = tr(p(a)).
A norma reduzida e o traco reduzido satisfazem as seguintes propriedades:
Nrds(af) = Nrd4(a)Nrda(3), Nrd4(aa) = a"Nrda(a),

Trds(a + () = Trda(a) + Trda(6) e Trda(aa) = aTrda(«),

para todo a, 5 € Aea € K.
Apresentamos agora o seguinte resultado que relaciona a norma e a norma reduzida

definidas acima.

Proposicao 1.5 Se A ¢ uma K—dlgebra central simples e 1. € um subcorpo mazximal de
A entao
NI‘dA(Oé) = NL/K(Oé), Va € L.
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Para concluir essa se¢ao, trazemos um resultado sobre élgebras centrais simples. Como

é de natureza muito técnica e utiliza o traco reduzidos, daremos uma demonstracao.

Lema 1.6 Se A é uma K-dlgebra central simples entio existe u € A ®x A tal que u® = 1
e u(la®bu=>b® a,Va,be A.

Demonstragao: Como A ®g A e A ®g AP coincidem como espagos vetoriais, do iso-
morfismo canonico A ®x A = Endg(A) obtemos o seguinte isomorfismo de K-espagos

vetoriais:

o : Ak A — Endg(A)
a®b +— ola®b) : A — A
xr +— axb.

Por outro lado, a funcao trago reduzido Trdy : A — K pode ser visto como um
elemento de Endg(A). Desta maneira, pelo isomorfismo construido acima, existe um
tnico u € A ®g A tal que o(u) = Trda, que é chamado de elemento goldman de A.
Vamos verificar que este elemento satisfaz as propriedades desejadas.

Suponhamos inicialmente que A ¢ cindida e u ¢ o elemento goldman de A. Se E;; € A
denota a matriz que tem 1 na posicio (i, j) e zero nas demais entradas entdo u = ;. E;;®

E;; pois, dado & = (xij)nxn € M, (K) teremos que
o(u)(z) = Z EijzE; = Z Tl = Z xy; = Trda(z).
1] i i

Além disso,
u? = Z Ei;; ® Eji Z Ei s @ Egq = Z E;jEis @ EjiEqg.

7,7 s,l 1,7,8,1
Eis =1
EyyEy, = -/
0 sej#I
BBy — Ej sei=s
0 sei#s

Ez‘jEls®EjiEsl:{ ®E;j; sei=sey

0 caso contrario

assim, u? = E” E; ®E;; = 1. Mais ainda, se @ = (aij)nxn € b = (bij)nxn € M, (K), entao

ula @ b)u = (Z Ei;; ® Eji)(a ®b) (Z E,s ® Ey) = Z (EijaE,s) @ (EjbE,,) =

T, 2,7,7,8
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= Z (ajrEis) ® (bisEjp) = Z (bisEis) ® (a;,Ej,) =

9,7,7,S i,j,1r,8
= (Z bisEis) ® (Z CleEjr) =b R a.
2,8 j,r

Para o caso geral, tomamos L. um corpo de decomposicao para A e u o elemento
goldman de A. Nestas condigdes, para u = Y . a; ® b; € A ®g A, escrevemos u =
Yulai®l) @b el) € (Aek L)@, (A®kL). Como Trds(z) = TrdaggL(r ® 1), se
tomarmos r = Zj r;®1l; € A®g L e op, : A, — Endy(AL), o isomorfismo construido

acima, teremos que
op(u)(x) = Zaiiji ®1 = Z lj(z a;z;b; ®1) = le(z a;z;b;) =
irj j i ] i

= Z Li(o(u)(z;)) = le(TrdA(Ij)) = le(TrdA@aKL(% ®1)) =

J

= TrdA@]KL(Z lj(xj & 1)) = TrdA@]KL(Z .T}j & l]) = TI'dA®K]L(LU).
; -

J

E assim, u é também o elemento goldman de Ay. Como Ap é cindida, pelo que vimos

anteriormente, u satisfaz as propriedades desejadas. 0]

1.3 Formas Quadraticas

Nesta secao vamos expor alguns conceitos bésicos sobre formas quadraticas. As duas
referéncias classicas sobre o assunto sao Lam [20] e Scharlau [32].

Uma forma quadratica ¢ sobre um corpo K é um polindémio homogéneo de grau 2 a n
variaveis em K, isto é,

Pp(X) =o(X1,.... X)) = Y a; X X; €K[X;,..., X, ] = K[X].
ij=1
Como X;X; = X, X;, podemos reescrever ¢ da seguinte maneira:
n 1 n
p(X) = Z E(aij + a;i) XiX; = Z bij X X;.

i,j=1 i,j=1

Desta forma, b;; = b;; e ¢ determina uma tnica matriz n x n simétrica M, = (b;;), tal

que, p(X) = X'M,X, olhando X = (Xi,...,X,) como um vetor coluna. Uma forma
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quadrética ¢ ¢ dita regular se a matriz M, é nao singular. Além disso, definimos o
determinante det(yp) como sendo o determinante da matriz simétrica M, e o inteiro
n como a dimensao da forma quadratica ¢, que denotamos por dim(y). De agora em
diante, vamos considerar apenas as formas quadraticas regulares e se ¢ é uma forma
quadratica de dimensao n, diremos apenas que ¢ é uma n—forma. Em particular, se
n = 2 dizemos também que ¢ é uma forma binaria.

Duas formas quadraticas ¢ e 1 sao ditas isométricas se existe uma matriz inversivel
C tal que ¢(X) = ¢(CX), ou ainda, M, = C'M,C. Esta ¢ claramente uma relacao
de equivaléncia e escrevemos ¢ = 1. Note que dim(p) é um invariante dessa rela¢ao de
equivaléncia e que det(y), visto como um elemento de K/ KX2, ¢ também um invariante
da classe de equivaléncia de ¢.

Como estamos assumindo que o corpo K tem sempre caracteristica diferente de dois,
toda forma quadratica pode ser diagonalizada. Sendo assim, dados ay,...,a, € K,
utilizaremos a notagao classica (ay,...,a,) para denotar a forma quadratica p(X) =
a1 X? + -+ +a,X?2 Com isto, podemos definir uma relacio de equivaléncia no conjunto
das formas quadraticas de mesma dimensdo. Dadas duas n—formas ¢ = (ai,...,a,)
e = (b1,...,by), dizemos que ¢ e ¥ sdo simplesmente equivalentes (¢ ~ 1), se
existem dois indices, i e j, tais que (a;, a;) = (b;,b;) € ay = by, para cada k diferente de i

e j. Segue do Teorema de Equivaléncia por Cadeias de Witt que se ¢ = 1) entao ¢ ~ 1.

Sejam ¢ = (ay,...,a,) € = (by,...,by) duas formas quadraticas sobre K. Definimos
a soma ortogonal como sendo a (n + m)-forma ¢ L @ = (ai,...,a,,b1,...,by) €
o produto tensorial como a (nm)-forma ¢ ® ) = (a1by, ..., 410, ..., anb1, ..., anby).

Para todo a € K', escreveremos a¢ para denotar a forma (a)®¢. Dado m € N escrevemos
m X @ para representar a soma ¢ L ... L ¢ de m copias de . Se p, 1, @, sdo formas
quadréticas, segue das propriedades de matrizes que ¢ L 1 = b L ¢, det(p L ¢) =
det(p)det()) e se 1) = 1h e o = @ entdo ¢ L p = G L 1.

Uma forma quadréatica (a4, ..., a,) sobre K é dita isotropica se existem x1,...,z, €
K, nao todos nulos, tais que a;z? + ... + a,z? = 0 e dita anisotropica caso contrario.
A 2-forma (1, —1) ¢ a forma quadratica isotropica de menor dimensao e é chamada de
plano hiperbélico. Uma forma é dita hiperbélica se é isométrica a uma soma de planos
hiperbélicos.

Se ¢, e v sao formas quadraticas sobre K e ¢ L v =1 1 v entao ¢ = 1 pela Lei
do Cancelamento de Witt.
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Toda forma quadratica ¢ pode ser escrita da forma ¢ = ¢’ L n x (1,—1), onde ¢’ é
anisotropica e n € N. Esta é a chamada decomposicao de Witt. O inteiro n é o indice
de Witt e ¢’ é a parte anisotrépica de . Em particular, toda forma quadratica ¢
isotropica pode ser escrita como ¢ = (1,—1) L 9. Duas formas quadréticas ¢ e 1 sobre
K sao ditas Witt equivalentes se as suas partes anisotropicas sao isométricas. Neste
caso, escrevemos 1 ~ 1.

Seja WK o conjunto das classes de equivaléncia determinado pela relagao de equiv-
aléncia de Witt no conjunto de todas as formas quadratica definidas sobre um corpo K.
A soma ortogonal e o produto tensorial de formas quadraticas induzem uma estrutura de
anel comutativo em WIK. Ese anel é chamado de Anel de Witt de K. Note que o 0 de
WK é dado pela classe das formas hiperboélicas, a identidade multiplicativa pela classe da
l-forma (1) e o inverso aditivo da classe de (ay,...,a,) é a classe de (—ay,...,—ay,).

Uma forma ¢ = (ay,...a,) representa um certo elemento a € K* se, e somente se,
existem z1, ..., z, € K tais que a;7? + ...+ a,22 = a se, e somente se, ¢ = (a) L ¢ para
alguma forma . Denotamos por Dk () o subconjunto de K formado pelos elementos
que sdo representados por ¢. Se ¢ = 1) entao Dk (¢) = Dk ().

Duas formas ¢ e 1) sao ditas similares se ¢ = M\, para algum A € K. A similaridade
define uma relacao de equivaléncia que preserva o indice de Witt. A forma ¢ é dita

multiplicativa se é hiperbdlica ou entao, é anisotrépica e satisfaz ¢ = a¢ para todo

a € DK<¢)
Dados ay,...,a, € K', a forma quadratica (1,a,) ®...® (1,a,) ¢ chamada de forma
de Pfister de n folhas. Simplificando a notagao escrevemos ({(ay,...,a,)) no lugar de

(1,a1) ® ... ® (1,a,). Estas formas quadraticas tém a particularidade de serem sempre
hiperbdlicas ou anisotropicas.

A classe das forma de dimensao par formam um ideal em WK, denotado por IK e
chamado de ideal fundamental. Para cada n € N, escrevemos ["K como a n-ésima
poténcia do ideal fundamental. Como (a,b) L (1,—1) = (1,a) L —(1,—b), IK ¢ aditiva-
mente gerado pelas 2—formas (1, a). Segue que I"K é gerado, como grupo abeliano, pelas
classes das formas de Pfister de n folhas ((ay,...,a,)).

Para uma forma quadratica ¢ sobre K e uma extensao de corpos L/K, utilizaremos
w1, para denotar ¢ vista como uma forma quadratica sobre L. Para finalizar esta sec¢ao,
vejamos dois resultados de natureza técnica que serao tuteis ao longo do texto. A demon-

stracdo de ambos pode ser vista em Lam [20], pagina 200.
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Proposicao 1.7 Seja ¢ uma forma anisotropica sobre K el = K(\/a), onded € K \KXQ.
Entao ¢y, € isotrdpica sobre 1L se, e somente se, ¢ contém uma subforma (a,—ad) para

algum a € K. Em outras palavras, ¢ = (a, —ad) L ¢ para alguma forma 1 sobre K.

Proposicao 1.8 Se ¢ ¢ uma n—forma anisotropica sobre K, I = K(\/c_l) e ¢, € hiper-

bolica, entio ¢ = (1, —d) ® 1, para alguma forma quadrdtica ).

1.4 Algebra de Quatérnios

Como nosso principal objetivo é estudar as algebras do tipo A ®x B, onde A e B sao
algebras de quatérnios, nesse momento convém olharmos os quatérnios um pouco mais de
perto. Sendo assim, neste paragrafo, vamos caracterizar estas algebras através do estudo

de formas quadréaticas.

Definicao 1.9 Dados a,b € K definimos a Algebra de Quatérnios (a,b)x como sendo o

K-espaco vetorial das combinagoes lineares formais:
(a,b)x ={z+vyi+zj+whk|x,y,z,w e K},
onde o0s elementos da base sao multiplicados pelas sequintes regras:
?=qa, =0 R=ij=-ji e zi=ir, 2j=jr, zR=RKr, Veek
Estendemos a multiplicacao aos outros elementos por distributividade.

Proposicao 1.10 Toda dlgebra de quatérnios (a,b)x € simples central.

Demonstragao:  Seja ¢ = = + yi + zj + wRk no centro de (a,b)x. Como ¢ comuta com

todos os elementos de (a,b)k, obtemos que

gi=ig=ritya—zR—awj=xi+ya+zR+aw) = zR+aw)j=0=z=w =0

G=iq=z2+yR=2—yR=>y=0.
Portanto, q € K.
Por outro lado, seja I um ideal bilateral nao nulo de (a, b)k e seja ¢ = x +yi+ z) + wR
um elemento nao nulo em I. Devemos verificar que 1 € I. Se y = z = w = 0, entao

geK el=gqq '€l Sem perda de generalidade, suponhamos que y # 0.
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igi = (i +ya+ 2R+ waj)i = za + yai — az) —walk = a(z + yi — 2) —wR) € [ =
rtyi—zj—wlRel=r+yicl=jlz+yl)j=ab—byi=blr —yi) e[ =z —yi €
I=2icl=yecl=1=yy el

Portanto, I = (a,b)x e a algebra é central simples. O

Um pouco mais interessante é a reciproca desse resultado:
Teorema 1.11 Toda K-dlgebra central simples de grau 2 é uma dlgebra de quatérnios.

Demonstracao:  Seja A uma K-algebra central simples de grau 2. Pelo Teorema de
Wedderburn, A = M,,(D), onde D é um anel de divisdo. Por conta da dimensao, temos
apenas duas possibilidades: A = M3(K) ou A é um anel de divisdo de grau 2. No
primeiro caso, basta tomarmos {1,1,j, 8} a base de (1, 1)k e definirmos a aplicacao linear
¢ : (1,1)xk — My(K) na base:

10 . 1 0 ) 01 0 1
1+— , i , ) — , R— .
o)== (0 8) == (50)

Como estas matrizes sdo L.I, ¢ é um isomorfismo de espacos vetoriais. E facil também
ver que elas verificam as mesmas relagdes que os elementos 1,1,j, 8. Portanto, ¢ é um
isomorfismo de K-élgebras.

Se A ¢ um anel de divisdo, entdo A admite um subcorpo L da forma K(e;), onde
e1 € A\K e ¢,> = a € K. Seja ¢ o automorfismo nao trivial de .. Pelo Teorema de
Skolem-Nother, este automorfismo pode ser estendidos a um automorfismo interno de A.
Desta forma, existe e; € A tal que e; " 'ejes = —e;. Como ey ndo comuta com e;, obtemos
que ey ¢ L, e assim, A = L @ Ley. Observe agora que e3 comuta com todos os elementos
da base {1,ey,eq,e162} de A, logo 5 = b € K. Fazendo ez = eje,, obtemos que a base
{1,e1,e9,e3} de A satisfaz as propriedades: e¢? = a, €3 =b e e3 = ejeg = —eqey.

Portanto, podemos identificar A com a algebra de quatérnios (a, b)x. 0

Seja (a,b)x uma K-algebra de quatérnios e o, 8 € (a,b)g. Se @« = x + yi + zj + wR
entao definimos o conjugado de o como @ = = —yi— zj —wR. Um calculo simples mostra
quea+B=a+0 af=0a a=aeli=M\3 VY\eK Além disso, @ = « se, e

somente se, a € K. Se o = yi + 2j + wR entao dizemos que o é um quatérnio puro.
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Podemos também definir a norma de o como N(«a) = a@ = @a. Se escrevermos
a = x + yi + zj + wh podemos ver que N(a) = 2% — ay? — bz? + abw?. Portanto, a
fungao norma define uma forma quadratica (1, —a, —b, ab) em (a,b)x, que sera chamada
de forma norma.

A seguir apresentamos uma série de resultados classicos, através dos quais a algebra
de quatérnios pode ser totalmente classificada a partir da sua forma norma. As demon-

stragoes podem ser vistas em Scharlau [32], paginas 76-78 e 85.

Teorema 1.12 Para a,b,c,d € K as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. (1,—a,—b,ab) = (1, —c,—d, cd)
2. (—a,—b,aby = (—c, —d, cd)
3. (a,b)x = (¢, d)k

Teorema 1.13 Dados a,b € K', as sequintes afirmacdes sio equivalentes:
1. (—a,—b,ab) é isotropica.
2. (1, —a, —b,ab) € hiperbdlica.
3. (a,b)x = (1,1)k.

Corolario 1.14 Duas formas bindrias (a,b) e {c,d) sao isométricas se, e somente se,
(a,b)x = (¢, d)x e ab=cd em KX/KXZ.

Corolario 1.15 Para todo a,b,c,d € K, temos que:
1. (a,b)x = (ac?, bd?)k.
2. (a,b)x = (b,a)x.
3. (L= (La)k = (b,—b)k = (¢,1 —c)x sec#0,1.
4. (a,a)x = (a,—1)k.
5. (a,b)x = (a, —ab)k.

6. [(ab, c)x]| = [(a, c)x][(b, c)x] no grupo de Brauer Br(K)



Capitulo 2

Algebras Biquaternionicas I

(Involugoes)

Como o primeiro capitulo foi apenas uma revisao de boa parte da teoria basica que
sera utilizada neste trabalho, neste capitulo comegaremos de fato a estudar as algebras
biquaternionicas, que, como ja foi dito na introdugao deste trabalho, sao um tipo especial
de algebra central simples de dimensao 16, obtida como produto tensorial de duas algebras
de quatérnios. Ao longo deste capitulo vamos utilizar as involugoes para discutir quando
uma algebra central simples é uma algebra biquaternionica. Além disso, vamos extrair

algumas propriedades importantes sobre as involugoes dessas algebras.

2.1 Involucoes em Algebras Centrais Simples

Uma involugao em uma K—élgebra central simples A é uma aplicacao o : A — A que

satisfaz as seguintes propriedades:
1. o(a+b) =0c(a)+ o(b), para a,b € A
2. o(ab) = o(b)o(a), para a,b € A;
3. 0%(a) = a, para a € A.

Uma involugao o é dita do primeiro tipo se o(z) = z, Vo € K e dita do segundo

tipo, caso contréario.

27
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Como nosso estudo nesse capitulo estara voltado prioritariamente para as involugoes
do primeiro tipo, usaremos apenas a palavra "involucao" para nos referirmos as involugoes
do primeiro tipo.

Note que se ¢ é uma involugao em uma K—-algebra central simples A e L. é uma extensao

de K contida em A entao o), ¢ um automorfismo.

Exemplo 2.1 1. Se A ¢ a dlgebra de matrizes M,,(K) entao a aplicagao o(x) = x* que

associa a cada matriz T a sua transposta € uma involucao em A.

2. Se A € a dlgebra de quatérnios (a,b)x entao a aplica¢io o(u) =u € uma involugdao

em A, que € chamada de involucao canénica.

3. Se o é uma involugao em uma dlgebra central simples e 1. € um automorfismo interno

de A, tal que o(c) = *c, entdo a aplicagdo 1. 0 o € uma involugdo em A.

4. Sejam Ay e Ay sao duas K—dlgebras centrais simples. Se ¢ : Ay — Ay € um

isomorfismo e o € uma involugao em A, entio @ oo o=t é uma involugao em As.

5. Se Ay e Ay sao duas K—dlgebras centrais simples com involugoes o1 e o5, respectiva-
mente, entao a aplicacao o1 ® 0y : A1 R As — Ay ®k As, induzida por a; ® ay —

o(a1) ® o(az), € uma involugao em Ay Qg As.

Proposigao 2.2 Seja o uma involugcao em uma K—dlgebra central simples A. Se T €

. ~ ~ . L. X X

outra involugao em A entao existe um unico u € A, a menos de fator em K, tal que
T=1o00 e o(u)==tu,

onde 1, denota um automorfismo interno de A.

Demonstrag¢ao: Se o e T sdo involugoes em A entao o o 7 é um automorfismo que fixa os
. . X . .
elementos de K. Pelo Teorema de Skolem—Nother, existe u € A, unicamente determinado

2

X .
a menos de fator em K | tal que 7 o0 =1, assim, 7 = 7 0 0° =1, 0 0. Agora, para cada

x € A teremos que

r=7%2) = (1,00)%(2) = (1,0 0)(u o(2)u) = (v o(u))z(o(u)  u).

1

Isto implica que (u™'o(u))r = z(u"'o(u)), e assim, (u'o(u)) = A € K e o(u) = M.
o o

Conseqiientemente, u = 0%(u) = o(Au) = Ao(u) = N2u e A\ = £1. O
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Seja o uma involucao em uma K-algebra central simples A e uma extensao galoisiana

L/K que cinde A, isto é, existe um isomorfismo
¢: Aok L — M, (L).

Desta forma, 0 ® 1 é uma involugao em A ®x L e entdo, 7 = p o (0 ® 1) o p~! & uma
involu¢ao em M, (L). Sendo assim, aplicando a proposi¢ao anterior as involugbes 7 e
transposi¢ao, obtemos que existe u € M, (L) tal que 7(z) = 2, (2"), Vo € M, (L) e u' = eu,
onde ¢ = +£1.

Seja 1 : A ®g L' — M, (L) outra decomposi¢ao. Como podemos substituir L. e " por
uma outra extensao IL” que contém LL e L/, entdo podemos assumir que . = .. Sendo
assim, 7/ = 1o (0 ®1) ot~ é uma involugao em M, (IL), que satisfaz, 7/(z) = 1,(2?), Vo €

M, (L), com v* = £’v. Assim,

T'=yo(c®1)ot  =¢o(ploTop)oy T =(Yoyg ) oTo(hoyp )

!¢ um automorfismo de M, (L), podemos escrever 1) o p~! = 1. Segue que

Com v o p~
para cada € M, (L),

vr'v™! = 7(2) = (1eot01,1)(2) = er(crac)e Tt = cu(ctze)uT et = cuctat (e e

Assim, v teuct = vlcuctat, para cada x € M, (). Logo v lcuct = A e L e
M = cuc. (2.1)

Aplicando a transposicdo em ambos os membros da igualdade 2.1 obtemos que &' v =
ecuct. Portanto concluimos que € = ¢ e ¢ independe da escolha da decomposicao. Com
isso, podemos definir que ¢ ¢ do tipo simplética se ¢ = —1 e do tipo ortogonal se
e=1.

Consideremos o uma involugao em A e definimos o conjunto dos elementos simétricos

em anti-simétricos respectivamente por:
Sym(A,0) ={u € Alo(u) =u} e Skew(A,o)={uc Alo(u) = —u}.
Observe que Skew (A, o) e Sym(A, o) sdo subespagos vetoriais de A que satisfazem
Skew (A, o) N Sym(A, o) = {0}.

Além disso, como u — o(u) € Skew(A,0), u+ o(u) € Sym(A,0) e u = L(u+ o(u)) +
1(u = o(u)), Yu € A, conseguimos que A = Skew(A,0) ® Sym(A, o). No caso em que
A é a algebra de matrizes M,,(K) e o é a transposigao entao escreveremos SymM,,(K) e

SkewM,, (K) para denotar Sym(A, o) e Skew(A, o), respectivamente.
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Proposicao 2.3 Seja A uma K—dlgebra central simples de grau n com uma involucdao o.

Entao valem:
1. Se o € ortogonal entdo dim Sym(A,o) =n(n+1)/2.
2. Se o é simplética entdao dim Skew(A, o) =n(n+1)/2.

Demonstra¢ao: Seja « : A @k L — M, (L) uma decomposigao para A. Desta forma, se

1

T=ao(c®1)oa ! entido 7(r) = i,(z"), Vo € M,(L), onde ' = cueec =1se o é

ortogonal e ¢ = —1 se ¢ é simplética. Suponhamos inicialmente que o é ortogonal, isto é,

u! = u. Uma verificagao direta mostra que:
uSymM,, (L) = Sym(M, (L), 7) = a(Sym(A ®x L,o ® 1)).
Como
dimg Sym(A, o) = dimy, Sym(A ®x L, 0 ® 1)
e a é um isomorfismo,

n(n—i—l).

dimg Sym(A4, o) = dimg uSymM,, (L) = dimg SymM,, (L) = 5

Isto prova (1). A verificagao de (2) é analoga, supondo que u' = —u. O

Proposicao 2.4 Seja A uma K—dlgebra central simples com uma involu¢ao o. Supon-
hamos que T =1, 0 0, onde o(u) = fu. Entido o e T tém o mesmo tipo se, e somente se,

o(u) = u.

Demonstracao: Um calculo direto mostra que

Sym(A, 1) uSym(A, o) = Sym(A,oc)u™"  se o(u) =u (2.2)
uSkew (A, o) = Skew(A,0)u! se o(u) = —u
e
Skew(A,7) uSkew (A, o) = Skew(A4,o)u™! se o(u) =u 2.3)
uSym(A, o) = Sym(A,o)u™!  se o(u) = —u

Pela Proposicao 2.3, 0 e 7 tém o mesmo tipo se e somente se Sym(A, o) e Sym(A, 7) tém
a mesma dimensao. As equacoes 2.2 e 2.3 mostram que esta condi¢ao vale se e somente

se o(u) = u. O
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2.2 Involucoes em Algebras de Quatérnios

Nesta se¢ao vamos obter alguns resultados a respeito das involugoes na &algebras de

quatérnios que serao tuteis ao longo do capitulo.

Proposicao 2.5 A tnica involucao simplética numa K—dlgebra de quatérnios A € a in-

volugao candnica.
Demonstracao: Pela Proposicao 2.3, a involucao candnica o é simplética pois
dimg Skew (A, o) = 3.

Agora, se 7 é outra involugao simplética em A entdo, pelas Proposicoes 2.2 e 2.4 existe
uwe A talque T =1,00 ¢ o(u) = u. Mas neste caso, teremos que u € K e portanto,
T =o0. 0]

Proposicao 2.6 Seja H uma K—dlgebra de quatérnios de divisao e I um subcorpo maxi-

mal de H. Entao existe uma involu¢ao o em H tal que o € a identidade em L.

Demonstra¢ao: Seja . = K(a), onde a é um quatérnio puro e 7 a involugao candnica em
H. Entao 7(a) = —a. Como a? € K, se ¢ denota o automorfismo néo trivial de I entao
p(a) = —a. Agora estendemos ¢ a um automorfismo interno 7. de H. Desta forma, se

definirmos o = 1. o 7 teremos que ¢ é uma involugao em H e satisfaz:

o(a) = cr(a)c™ = —cac™ = —p(a) = a.

Portanto, o é a identidade em L. O

Lema 2.7 Seja A um anel de divisao sobre K e I um subcorpo maximal de A. Se T €

uma involugao em A tal que 7, = Luly, €Ntao T(u) = tu.

Demonstragao: Como 7(z) = uzu~!, Va € L, obtemos que

v =7%(2) = T(uzu ) = 7(u) "' (2)7(u).

Isto implica que 7(z) = 7(u)z7(u)~!. Igualando as duas expressoes obtidas para 7(z)
conseguimos que zu~'7(u) = u~ 7 (u)x, isto é, u~7(u) comuta com todo elemento de L.
-1

Como L ¢ maximal, u~'7(u) = A € L. Segue que:

utr(u) = A= 7(u) = ud = 7N 7(u) = u = uduTir(u) =u = 7(u) = urh
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Portanto, ul = 7(u) = ul~! e conseqiientemente, A = +1. O

Proposicao 2.8 Seja H uma K-dlgebra de quatérnios de divisao e x ey dois quatérnios

puros em H. Entao existe uma involugao o em H tal que o(z) =z e o(y) = y.

Demonstra¢ao:  Seja T a involugdo canoénica em H. Entdo 7(x) = —z e 7(y) = —y.

Desta forma, 7 é uma automorfismo quando restrito aos subcorpos maximais K(x) e

K(y). Logo existe u,v € H tais que Ty = lulge © Tlee = Wi Pelo Lema 2.7,
7(u) = tu e 7(v) = £v. Como u e v nao podem estar em K, conseguimos que 7(u) = —u
e 7(v) = —v. Um célculo direto mostra que para todo z € K(z), como 7(z) = uzu™!, entao
T(uz) = —uz. Igualmente para z € K(y). Logo, 7(uzx) = —uz e 7(vy) = —vy. Assim,

uK(z) e vK(y) sdo ambos K-espacos vetoriais de dimensao 2 que s6 contém quatérnios
puros. Assim existe z € ulK(z) NvK(y), com z # 0. Desta forma, se definirmos 0 =1, 07
teremos que o é uma involu¢do em H. Se escrevermos z = u(a + bx), com a, b € K,

teremos que

-1

o(x) = 27(x)2z~! = —u(a + bx)z(a + br) tu~

Do mesmo modo, o(y) = y e o satisfaz as propriedades desejadas. O

2.3 Anéis de Divisao de grau 4 com Involucoes

Nesta se¢ao vamos apenas demonstrar resultados que trazem algumas propriedades
dos anéis de divisao de grau 4 com involugao. A demonstragao é um pouco técnica, mas o
esforgo serd recompensado com os importantes resultados que obteremos nas trés segoes

seguintes.

Lema 2.9 Seja A um anel de divisao de grau 4 e centro K. Se A admite uma involucao
o, entao existe em A uma extensao quadrdtica . = K(a) de K e uma involu¢io T : A — A

tal que 7(a) = —a e a* € K.

Demonstra¢ao:  Comegamos tomando um elemento ndo nulo u em Skew(A, o). Como
u ¢ K e o(u?) = u?, obtemos que K C K(u?) € K(u). Como dimgA = 16, temos apenas

duas possibilidades: [K(u) : K] = 2 ou K(u) é um subcorpo maximal de A. Se o primeiro
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caso ocorrer, o lema esta demonstrado. Suponhamos entao que [K(u) : K| = 4. Neste
caso, K(u?) é uma extensao quadrética de K e podemos escrever K(u?) = K(a), onde
a’> € K. Pelo Teorema de Skolem-Néother, o automorfismo nao trivial de K(a) pode ser
estendido a um automorfismo interno 7. de A, isto ¢, 7.(x) = cxc™',Vo € A e 1.(a) = —a.
Seja 7 = 1. 00. Se o(c) = —c entdo 7 é uma involucdo em A que satisfaz 7(a) =
1e(o(a)) = 1.(a) = —a.
Suponhamos que o(c) # —c. Neste caso, o(o(c) +¢) = o(c) + ¢ # 0. Como a € K(u?)

1

e 0 ¢ a identidade em K(u?) entao teremos que o(c)c™! comuta com a pois

o(c)ca(o(c)e) ™ =a(c)(c tac)o(c) ™ = —o(c)ao(c™t) =

= —o(c)o(a)o(c!) = —o(ctac) = —o(—a) = o(a) = a.

Tome b = ¢+ o(c) e considere T = 3,0 0. Como o(b) = b, entdo 7 é uma involu¢do em A.
Além disso,

ab = a(c+ o(c)) = ac + ao(c) = cc tac+ ao(c)c e =

= —ca+ o(c)c tac = —ca — a(c)a = —ba

e daf obtemos que 7(a) = bo(a)b™! = bab™! = —a.
Em ambos os casos, conseguimos em A uma extensao quadratica . de K e uma in-

volugao que restrita a I é o automorfismo nao trivial. 0

Lema 2.10 Seja A uma K—dlgebra de divisao de grau 4 contendo uma extensao quadrdtica
L = K(a) de K e uma involugio o : A — A tal que o(a) = —a e a®> € K. Se definirmos
B = CAL entao existe uma K-subalgebra de quatérnios () de A tal que A = Q) Qx CAQ e
B =Q &k L.

Demonstracao: Segue do Teorema do Duplo Centralizador que B = C4IL é uma LL-algebra
central simples. Como dimp B = 4, B é uma LL-algebra de quatérnios.

Vamos entao obter um elemento z, € B\ L tal que o(x,) = x,. Primeiramente, note
que um célculo simples mostra que o(x) € B, Vo € B. Com isso, B é invariante por o e
dai, o é uma involucao do segundo tipo em B. Agora, observe que neste caso, também
podemos escrever B = Bi@ By, onde By ={b€ B|o(b) =b}e By ={be€ B|o(b) = —b}.
Dado u € B\ L, escrevemos u = v + w onde o(v) = —v ¢ o(w) = w. Como o restrito

a L é um automorfismo néao trivial, se w ¢ K entdo w ¢ L e assim, faga z, = w. Caso
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contrario, w € K e v € B\ L. Tomamos entdo x, = av. Nestas condigoes, L(z,) ¢ uma
extensao quadratica de I em B, portanto maximal e galoisiana, com grupo de Galois
Gal(L(z,)|L) = {1,s}. Sendo assim, B ¢ ciclica com L-base 5 = {1,x,,y,z,y}, onde
2y = ys(2),Vz € L(z,) e y* =y € L. Como o ¢ a identidade em K(z,) entao devemos ter
K(z,) € L(x,). Segue que K(z,) ¢ uma extensao quadratica galoisiana de K e tera grupo
de Galois Gal(K(z,)|K) = {1, s|k(z,) }-

Desejamos construir uma K-algebra de quatérnios em B. Desta forma, precisamos
obter y, € B tal que > € K e 2y, = y,5(2),Vz € K(z,). Com efeito, se o(y) = —y
entao o(y) = o(y?) = (—y)> = v e assim, v € K. Neste caso, basta tomarmos y, = .
Suponhamos entao o(y) # —y. Como s(x,) € K(zx,), resulta que o(s(zg)) = s(xg) e

portanto,

s(wo)o(y) = a(s(x0))o(y) = a(ys(z,)) = o(zoy) = o(y)o(z,) = o(y),

logo, yo(y)z, = ys(z,)o(y) = z,yo(y) e assim, yo(y) comuta com z,. Portanto, yo(y) €
L(z,), pois yo(y) € B = C4L e L(z,) é maximal. Como yo(y) é o-invariante, yo(y) =
1y € K(z,). Desta forma, o(y) = v 'y?0(y) = v lyxs. E assim, fagamos y, = y + o(y) =
y+yy e =y(l+ v '), Como 14~ 'ay € L(z,),Vz € L(z,) teremos que

2o = 2y(1+ 77 w) = ys(2)(1 77 a2) = y(1+ 77 a)s(2) = wos(2),  (2:4)

e assim, zy2 = y,5(2)y, = y2s*(z) = y?z. Portanto, y? € L(z,), pois sendo L(x,) maximal
em B, coincide com o seu centralizador.

Se y> ¢ L entao L(y,) = L(y?) = L(x,), o que nao é possivel, pois y, e =, nao
comutam, como pode ser visto na equacao 2.4. Logo y2> € L. Como y? é o-invariante,
obtemos que 32 € K.

Desta forma, construimos em A uma K-subalgebra de quatérnios Q = (z2,y?)x. Pelo
Teorema do Duplo Centralizador, A = @ ®kg C4Q. Para provar a tultima afirmagao
afirmagao do lema, veja que Q € B = CuLL implica que . C CQ, e dai, Q ®k L é
uma L—algebra de quatérnios contida em A. Portanto, Q ®x L C C4L = B. Como
dimp, B = dimp ) ®x L, concluimos que B = ) ®k L. ]

Lema 2.11 Seja A um anel de divisao de grau 4 contendo uma extensao quadrdtica I =
K(a) de K e uma involugio o. Se a®> € K e T denota o automorfismo nao trivial de 1L
entao existe um elemento u € A tal que o(u) = u e (o o7)(x) = uzu™!, Vo € L. Segue

que A admite uma involucao p que coincide com T quando restrita a L.
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Demonstracao: Seja B = Cul.. Como o o 7 é um isomorfismo do corpo I no corpo
o(7(L)) entao, pelo Teorema de Skolem—Nother, existe y € A tal que (oo 7)(x) = yry~?,
Vz € L. Entao

(o) 2y o(y) = (cw) o(r(@)o(y) = olyr(x)y™") = o*(z) =z,  (2.5)

e daf, y~lo(y) € B. Assim, o(y) € yB. Suponhamos que todo elemento nio nulo de yB

é anti-simétrico com respeito a o. Assim, para cada a € B, teremos que

—ya = o(ya) = a(a)o(y) = —o(a)y = o(a) = yay™".

Desta forma, se aq,as € B entao

o(araz) = o(az)o(ar) = (yagy ) (yary™") = y(azar)y™' = o(aras).

Mas isto implica que aias = asaq e B é comutativo. Como isto nao é possivel, existe um

elemento z € yB" tal que o(z) # —z. Se escrevermos z = ya e = € LL entdo

zez ! = (ya)r(ya) ' = ylava )y = yoy ' = o(7(x)),

e assim, se repetirmos o calculo feito em 2.5 chegaremos que 270 (z) € B, logo, o(z) € yB.
Desta forma, u = z + o(z) é um elemento simétrico e nao nulo em yB que satisfaz
uru~! = o(7(x)), Vo € L. Para tltima afirmagio basta tomarmos p = 1, 0 o que teremos

as propriedades desejadas. [l

2.4 O Teorema de Albert

E claro que toda élgebra biquaternionica é central simples, pois é o produto tensorial
de duas algebras de quatérnios, que por sua vez, sao sempre centrais simples. Como vimos
no teorema 1.11, toda &lgebra central simples de grau 2 ¢ uma algebra de quatérnios. Uma
pergunta natural entao seria: Toda algebra central simples A de grau 4 é uma élgebra
biquaternionica? Infelizmente, isto nao é verdade em geral. Pelo Teorema de Wedderburn,
A 2 M, (D). Como dimgA = 16, temos trés possibilidades: A é um anel de divisao, A
¢ cindida ou A = My(D), onde D é uma éalgebra de quatérnios de divisdao. Nos dois
tltimos casos, temos uma resposta afirmativa, pois A = My (K) = My(K) @x Mo(K) =
(1, 1)g ®x (1,1)x ou A = My(D) = My(K) ®x D = (1,1)g ®x D. Para o caso em que A é

um anel de divisao, temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.12 (Albert) Seja A um anel de divisio de grau 4 sobre K. Entdo as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A € uma dlgebra biquaternionica.
2. A tem uma tnvolugcao do primeiro tipo.

3. exp[A] =2 no grupo de Brauer Br(K) .

Demonstracao:

(1)=(3) Se A ¢ biquaternionica entao podemos escrever A = B ®k C, onde B e C sao
dlgebras de quatérnios de divisao. Como ind(B) = ind(C) = 2, [A]* = [B®x C)* =
[BPP[C]? =1

(2)=(1) Pelos lemas 2.9 e 2.10, A = @Q Rk CaQ. Como Q e C4Q) sdo ambas centrais

simples de grau 2, concluimos que A é uma algebra biquaterniénica.

(3)=(2) Se [A]* = 1 em Br(K) entao [A] = [A%], e assim, existe um isomorfismo de
K-algebras 7 : A — A°. Ao mesmo tempo, podemos olhar 7 : A — A como um

2

anti-automorfismo. Desta forma, se 7 = 1 entao 7 é uma involucao e nada temos a

fazer. Suponhamos entao 72 # 1. Por outro lado, se estendermos 7 ao isomorfismo
Aeg A =2 ARk A? e compormos com isomorfismo canénico A @x A = Endg(A),

obteremos o seguinte isomorfismo de K-algebras:

v : A®g A — Endg(A)
a®b — pla®b) : A — A

x — ax7(bh).

Pelo lema 1.6, existe u € A @ A tal que u?> = 1 e u(a®b) = (b ® a)u,Va,b € A. Seja
entdo ¢ : A — A dado por p(u). Note que 1)*> = 1 pois Vo € A,

V(@) = ((u) 0 p(u))(z) = p(u?)(z) = p(1)(z) = =.
Mais ainda, ¢ (az7(b)) = bip(z)7(a), pois Va,b € A
P(azT (b)) = P(p(a @ b)(z)) = (p(u) 0 pla @ b))(x) = p(u(a @ b))(x) =

= e((b®a)u)(z) = (p(b© a) o p(u))(x) = ¢(b® a)(P(z) = b (z)7(a).
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Sejaw = (1) € A. Pelo que vimos acima, 1 = ¢(w) = ¢(w-1) = 1-p(1)7(w) = wr(w)
el=1(1 -w)=v1 7(r71(w))) =77 (w)y(l) = 77(w)w. Portanto, 7(w) = 77H(w) e

1 = wr(w) = 7(w)w. Além disso, Vx € A temos que

v =1(z) = v(¥(z- 1)) =@ )7(2)) = Y(wr(z)) = Y(r(z))r(w) =
= (1(z) - Dr(w) = wr?(z)r(w) = wr?(z)w ™,

assim, © = (1, 0 7%)(z) e 72 = (2,,) !, onde 1,, denota o automorfismo interno.

Como 72 # 1, 1, # 1 e assim, w ¢ K. Portanto, 1 + w = 1+ (1) # 0. Seja entao
a = 14w e definimos ¢ = 1, 07. Como 7 é um anti-automorfismo e 2, é um automorfismo
interno, entao olg = 1, o(x +y) = o(x) + o(y) e o(xy) = o(y)o(x),Vo,y € A. Além

disso,

a=1+¢(1)=9*(1) +¥(1) = d(&(1) + 1) = ¥(a) = Y(1)7(a) = wr(a),

logo w = ar(a)™!, e assim

o*(x) = (10 7)*(2) = (1a 0T 014 0 T)(7) = ta(7(a7(¥)a-1)) = 10(7(a-1)7*(2)7(a)) =

-1

=ar(a )7 (2)7(a)a = wr*(a)w™ = (1, 0 7°) () = 2.

Portanto, 02 = 1 e ¢ ¢ uma involucao do primeiro tipo em A. [l

Obs 2.13 Pelo que acabamos de wver, toda dlgebra biquaternionica A admite uma in-
volucao o. Seria interessante se para A = ()1 ®k @2, consequissemos escrever o da forma
01 ® 09, onde g; € uma involucao em Q;. Uma condigcdo necessdaria e suficiente para que
isto ocorra € termos que A contém uma subalgebra de quatérnios que € invariante por o.
Se Q1 ¢é uma tal subalgebra, isto é, 0(Q1) C Q1 entdo o(Q1) = Q1, pois 0> = 1. Agora, se
Q2 = CaQq entio A= Q1 ®k Q2 € dado x € Q2, o(x) também comuta com todo elemento
de )1, implicando que Qo também € invariante por o. Assim, as restricoes o1 e oo de
o a Q1 e (Y9, respectivamente, sao involucoes e 0 = o1 ® 0. Neste caso dizemos que
o € decomponivel. Vamos entao analisar quando essa situagdo pode ocorrer, estudando

separadamente os casos em que a tnvolucao € do tipo simplético e do tipo ortogonal.
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2.5 Involucoes Simpléticas

Veremos agora que toda involug¢ao simplética o em uma algebra biquaternioénica é
decomponivel. Pela observagao acima, basta mostrarmos que a algebra contém uma
subalgebra de quatérnios que é invariante por o. Mas antes precisaremos do seguinte

lema:

Lema 2.14 Se A € uma K—dlgebra biquaternionica com uma involugao simplética o entao
o polindmio caracteristico reduzido de todo elemento simétrico € um quadrado. Seque que

todo elemento simétrico satisfaz um polinémio quadrdtico em K.

Demonstra¢ao:  Seja F uma extensdo galoisiana de K e a : A®gF — My(F) uma
decomposicdo. Para cada elemento simétrico a € A temos que Prdy . (X) = det(X.I —
a(a)). Por outro lado, podemos extender ' a uma extensao galoisiana L de K, tal que

Prd4 .(X) se fatore completamente. Como ¢ é simplética, a involugao

ao(c®1)oa™t: My(L) — My(L)

t

¢ da forma 2, o t, onde t é a transposi¢ao de My(L) e u* = —u. Sendo assim,

ua(a)u™ = (ao(c®@1)oa ) (ala) =alc®1(a®1)) = ala).

Isto implica que ua(a)' = a(a)u e dai

t

(a(a)u)’ = v'a(a)’ = —ua(a)’ = —a(a)u.

1

Com isso, u=' e X.u — ua(a) sdo matrizes alternadas. Como o determinante de toda

matriz alternada é um quadrado,
Prdso(X) = det(X.1 — a(a)) = det(u ) det(X.u — a(a)u)

¢ um quadrado em L[X]. Portanto, podemos escrever Prds.(X) = (X — a1)*(X — ag)?.
Como a a¢ao pelo grupo de Gal(IL/K) s6 permuta as raizes, conseguimos que Prd ,(X) é
um quadrado em M,(K). A tltima afirmagao do Lema segue do fato de que Prds ,(a) = 0.
U

Teorema 2.15 Se A é uma K—dlgebra biquaternionica com uma involucao simplética o

entao A contém uma o—invariante subalgebra de quatérnios.
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Demonstra¢ao: Comegamos com um elemento simétrico x € A\ K. Pelo Lema anterior,

[K(z) : K] = 2. Escrevemos K(z) = K(a), onde a®> € K. Pelo Lema 2.11, existe em A
um elemento simétrico y tal que yay~! = —a, isto é, ya = —ay. Novamente pelo Lema
anterior, [K(y) : K] = 2. Como y? comuta com a, nao podemos ter [K(y?) : K] = 2, pois
neste caso, K(y) = K(y?), e assim, y também comutaria com a. Portanto y? € K, logo, ¥y

e a geram uma &algebra de quatérnios (a?,y?)x em A que é invariante por o. 0

2.6 Involucoes Ortogonais

Toda algebra biquaternionica admite uma involugao ortogonal decomponivel, para isto,
escrevemos A = 1 ®k ()2 e tomamos o1 e gy involugoes em Q1 e (J9, respectivamente.

Se 0 = 01 ® 09 entao teremos que

Sym(A, o) = [Sym(Q1,01) ®k Sym(Q2, 02)] & [Skew(Q1,01) @k Skew(Q2,02)]  (2.6)

Skew(A, o) = [Sym(Q1, 01) @k Skew(Q2, 09)] & [Skew(Q1, 01) Rk Sym(Q2,09)].  (2.7)

Desta forma, se 01 e 05 sao as involugoes candnicas entao, pela Proposicao 2.3, o é uma
involucao ortogonal em A.

Por outro lado, ao contrario do que ocorre com as involugoes simpléticas, nem toda
involugao ortogonal é decomponivel. E isto é justamente o que discutiremos nesta secao.
Veremos que este problema esta ligado ao discriminante da involu¢ao que definiremos

agora.

Definicao 2.16 Se A ¢ uma K-dlgebra central simples e o € uma involucao ortogonal

em A entdo definimos o discriminante de o por
2 2
disc(o) = Nrdu(a) K~ € K/K,
onde a percorre todos os elementos invertiveis tais que o(a) = —a.

Obs 2.17 Seja A uma K—dlgebra biquaternionica de divisdo e escrevermos A = Q1 kg Qs.
Consideremos Q1 = [1,11, j1,k1] e Q2 = [1,12, jo, ko] com involugdes candnicas oy e o9,

respectivamente. Assim, Skew(Q1,01) = [i1, j1, k1] e Skew(Q2, 02) = [ia, ja2, ka]. Logo,

Skew (A, 01 ® 09) = Skew(Q1,01) @ Skew(Q2,02) €
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Sym(A, o1 ® 03) = K@ Skew(Q1, 01) @k Skew(Q2, 02).

Lema 2.18 Com a notagao da observagao acima, para todo a = vy + ve € Skew(A, 01 ®

03), com v; € Skew(Q;,0;) nds temos v? € K e
Nrdy(a) = (v —v3)? € K2

Demonstragao:  Como vy e vy sao quatérnios puros, ja temos que v?, v € K. Como
v1vy = vyuy, L = K(vy,v2) é um subcorpo maximal de A. E mais, L é uma extensao
galoisiana de K com grupo de Galois Zs X Zs, com geradores 01 ® 1 € 1 ® 9. Assim, a
agao pelo grupo de Galois em a resulta em {v; + vy, v; — V9, —v1 + v9, —v; — V5 }. Portanto,
pela Proposicao 1.5,
Nrd4(a) = Nyjx(a) = (v1 +v2) (v — v2) (=01 + v2)(—v1 — v2) = (v] — v3)* € K2
O

Lema 2.19 Ainda com a notacao da observacgao 2.17, se 1; € uma involucao ortogonal

em Q; e T =1 ® Ty entdo disc(1) = 1.
Demonstragio: Como 7; é ortogonal, existe t; € Skew(Q;, 0;) tal que 7;(r) = t;04(r)t; !,
Vr € (Q;. Assim, para cada a®b € A,
T(CL &® b) = Tl(a,> X TQ(b) = (tlal(a)tl_l) &® (tQO'Q(b)tgl) = (tl X t2)0’1 & 0'2((1 X b)(tl & tQ)_l.
Assim, como visto na demonstragao da Proposicao 2.4, Skew (A, 7) = (t; ® to)Skew (A, o).
Logo
disc(r) = Nrdu(z).K? Vz € Skew (A, 1)

— Nrda(t; ® t2)Nrda(y) K2, Vy € Skew(A, o)

= NrdA(t1 X tz).Kz.
A dltima igualdade segue do lema anterior. Desta forma, falta apenas calcular a norma

reduzida de t; ® t5. Temos que L = K(t; ® 1,1 ® t3) é um subcorpo maximal de A.

Procedendo como na demonstracao do lema anterior,
Nrda(t; ® t2) = Nujk(t @ t2) = (1 @ ta) (=t @ L) (1 @ —ta)(—t1 @ —t2) =
= tl @ty = (t2.2)? € K2

Portanto, disc(7) = 1. O
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Proposicao 2.20 Se A ¢ uma dlgebra biquaternionica de divisao e T € uma involucao

ortogonal decomponivel entao disc(1) = 1.

Demonstracao: Seja A = Q1 Qg Q2 e T = T4 ® 7. Se 7 é ortogonal entao segue das
equacoes 2.6 e 2.7 que 11 e T, devem ser do mesmo tipo. Se 7 e T sao ambas simpléticas,
entdo 7; é justamente a involugao candnica de @Q;. Assim, pelo Lema 2.18, Nrda(a) € K2,
Va € Skew(A, ), logo, disc(7) = 1. Se 71 e T sdo ambas ortogonais entdo o resultado
segue do Lema 2.19. U

O resultado acima diz que para uma involugao ortogonal nao ser decomponivel, basta
encontrarmos uma, elemento anti-simétrico cuja norma reduzida nao seja um quadrado.
Entretanto, nao me parece tao natural encontrar tal elemento. Vejamos entao um resul-

tado que simplifica esse trabalho.

Teorema 2.21 Seja A uma dlgebra biquaternionica sobre K e I um subcorpo mazximal
de A contendo uma extensao quadrdtica de K. Entdo existe uma involucao ortogonal de

A que € a identidade em IL e de discriminante 1.

Demonstra¢ao: Como IL contém uma extensao quadratica K, nos escolhemos a € 1L tal
que L = K(a) e [K(a) : K(a?)] = 2. Seja L; = K(a?) = K(v/d) e consideremos B = C4LL;,
que é uma [L;-algebra de quatérnios. Pelo Lema 2.11, existe em A uma involugao 7 que
restrita a IL; é o automorfismo nao trivial. Assim, segue do Lema 2.10 que existe em A
uma subalgebra de quatérnios H; tal que B = H;®klL; e A = H;®k Hy, onde Hy = C4H;.
Como a € L C B, podemos escrever a =z ®@ 1 + y ® V/d, onde z,y € H;. Como

i’ =@@l+y@vVd?=(2*+dy*) @1+ (zy+yz) ® Vd

esta em K(v/d), devemos ter zy +yz € K. Se x e y comutam entdo K(z, %) é um subcorpo
maximal de Hj, pois, caso contrario, terfamos K(z,y) = K e L = K(a) = K(Vd),
contradizendo o fato de que L é maximal. Assim, pela Proposi¢ao 2.6 podemos construir
uma involugao o1 em H; que é a identidade em K(z,y) e outra involu¢ao oo em Hy que
¢ a identidade em K(\/E) Entao 0 = 0; ® 09 € uma involugao ortogonal em A, pois o1 e
09 sa0 ortogonais. Além disso, como o(a) = a, o é a identidade em LL e pelo Lema 2.19,
disc(o) = 1. Por outro lado, se « e y ndo comutam entao {1, x,y, xy} forma uma K-base

de H;. Se escrevermos xy + yxr = A € K entao

22y 4+ xyr = 2) = v = zyx +yz? e
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yry +y* = yA = Ay = 2y’ + yay.

Assim, 2%y = y2? e y?x = xy?. Isto implica que 2% e y? comutam com todos os elementos
de Hi, e dai, 22, y? € K. Portanto z e y sao quatérnios puros. Pela Proposicao 2.8, existe
uma involucdo o] em Hy, tal que o}(x) =z e 0}(y) = y. Desta forma, 0 = 0} ® gy € uma

involugao ortogonal em A que satisfaz o(a) = a e disc(o) = 1. O

Podemos entao exibir uma K-algebra biquaterniénica de divisao A que tem uma in-
volugao nao decomponivel. Esta construcao ficara mais clara depois que falarmos de
algebras ciclicas no capitulo 4. Por hora, considere que A contém como subcorpo maxi-

mal que ¢ uma extensao galoisiana ciclica L. = K(u) com grupo de Galois Gal(L/K) = (p).

Além disso, considere que u = /e + fVd e p(\/e—i—f\/a) =/e— fVd, onde e, f € K,

de KX\KX2 e d(e? — df?) ¢ um quadrado em K. Desta forma,

Nrda(u) = Nojse(u) = (Ve + VA (e — FVa)(—\fe+ VA (= e - 1Vd) =
= (e + [Vd)(e — [Vd) = & — f*d.

Nestas condic¢oes, como IL contém um subcorpo quadratico K(\/E), pelo Teorema anterior,
existe em A uma involucao ortogonal ¢ de discriminante 1 e que é a identidade em L.
Assim, se definirmos 7 = 12, 0 0, como o(u) = u, teremos que 7 é uma involugao ortogonal

em A e Skew(A, 7) = uSkew(A, o). Segue que:

disc(7) = Nrdu(z)K2%Vz € Skew(A, 1)
— Nrdu(u)Nrda(y). K2 Vy € Skew(A, o)
= Nrd(u)disc(o);
= (€ —df*)K?
= dK?.

Portanto, o discriminante de 7 nao é trivial e conseqiientemente, 7 nao é decomponivel.
No capitulo 4, veremos que as condi¢oes impostas ao longo da construcao sobre o
subcorpo maximal L valem em geral. Com isso, conseguiremos que toda &lgebra bi-

quaternionica de divisao ciclica admite uma involugao ortogonal nao decomponivel.



Capitulo 3

Algebras Biquaterniénicas II (Formas

Quadraticas)

Como vimos capitulo 1, a fun¢ao norma de um quatérnio define uma forma quadratica
de dimensao 4 e dela podemos classificar as algebras de quatérnios. Desta forma, de-
sejamos obter resultados analogos aos teoremas 1.12 e 1.13, de tal forma a podermos
decidir, através de formas quadraticas, quando um algebra biquaternionica é de divisao e
quando duas destas algebras sao isomorfas. Ao final no capitulo, vamos discutir a exis-
téncia de algebras biquaternionicas sobre um corpo e veremos que no caso do corpo ser

nao formalmente real, este problema esta relacionado com o u-invariante do corpo.

3.1 Invariantes de Formas Quadraticas

Nesta secao, definiremos e estabeleceremos alguns resultados sobre invariantes de for-
mas quadraticas, a saber, o discriminante, o invariante de Hasse e o invariante de Witt.
Ao longo deste capitulo, vamos escrever apenas (a,b) para denotar a classe da algebra
de quatérnios (a,b)x no grupo de Brauer Br(K). Além disso, escrevemos Bry(K) como o

subgrupo do grupo de Brauer formado pelos elemento de ordem menor ou igual a dois.

Defini¢ao 3.1 Para uma n-forma ¢ o discriminante d(¢) é definido por

n(n

d(g) = (1) " det(¢) € K/K .

Podemos reformular a definigao acima escrevendo d(¢) = (—1)"det(¢), onde dim(¢) =
2n ou 2n+ 1. Além disso, como veremos na proposi¢ao abaixo, o discriminante independe

da escolha do representante da classe no anel de Witt.

43
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Proposicao 3.2 A aplicacao d : WK — ]KX/]KX2 estd bem definida.

Demonstracao: Primeiramente notamos que o discriminante de uma forma hiperbdlica
¢ 1, pois, se ¢ = n x (1,—1) entdo dim(¢) = 2n e assim, d(¢) = (—1)"det(p) =
(=1)™(det((1,=1)))" = (=1)"(=1)" = 1. Sendo assim, se ¢ ¢ uma n-forma e ¢ =
Y L kx(1,—-1) =4 L h éa decomposigao de Witt para ¢ entdo n = m + 2k, onde

m = dim(v). Sendo assim,

d(¢) =
R ot (g) det ()

(—1)2™*det(¢)det (h)
2k(2k—1)

)
)
)
—1)" =z (=1)" 2 det(¢)det(h)
)
)

2k(2k—1)
2

Portanto, o discriminante depende apenas da forma anisotrépica dada pela decomposi¢ao
de Witt. O

Vale notar que esta aplicagao ndo ¢ em geral um homomorfismo. Por exemplo, d((1)) =
1 mas d((1) L (1)) = —1. Entretanto, se nos restringirmos ao ideal fundamental IK visto

como um subgrupo aditivo de WK temos o seguinte resultado:
Proposigao 3.3 [K/I°K = KX/KXQ.

Demonstracao: Consideremos a aplicacao d : IK — KX/ K. Se tomarmos uma 2n—forma

¢ e uma 2m—forma 1 em IK entao

d(¢ L) = (=1)"""det(¢ L ) = (=1)"(~1)"det(p)det(v) = d($)d(¥)
ed(—¢) = (—=1)"det(—¢) = (—1)"det(¢) = d(¢). Além disso, d({1,—1)) = 1ed((1l,—a)) =
a,Va € K/ K. Portanto, d é um homomorfismo sobrejetivo de grupos. Se 1) € I’K entao

’QD = <1,a1,b1,albl> 1 ... 1 (1,an,bn,anbn>,

e assim,
n

d(w) = [[d((1,a;, bi, aibi)) = 1.

=1
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Agora observe que
(1,a) L (1,b) ~ (1,a) L (1,b) L (ab, —ab) = (1, —ab) L (1,a) ® (1,b).

Desta forma, toda forma ¢ € IKK pode ser escrita como ¢ = (1,z) L 9 tal que ¢ € I’K.
Sendo assim , se d(¢) = 1 entao d(¢) = d((1,z))d(v)) = d({1,z)) = —x =1, logo, v = —1
em KX/]KX2 e p=(l,x) L+ ={(1,—1) L ¢ =1. Portanto, o ideal I’K é precisamente o
ker(d) e IK/I’K =~ K/K”. O

Segue da proposicao acima que o ideal 12K é formado pelas classes das formas pares

de discriminante 1.

Defini¢ao 3.4 Se ¢ = (ay,...,a,) € uma n—forma entio definimos o invariante de

Hasse s(¢) pela sequinte formula:

s(¢) = [ [(ai,a;) € Bra(K).

i<j
Paran =1 definimos s(¢) = 1.

Proposicao 3.5 Se ¢ e ¥ sao duas formas quadrdticas entdo

s(¢ L) = s(¢)s(¥)(det(¢), det(¢))).

Demonstra¢ao: Escrevendo ¢ = (ay,...,a,) € ) = {apy1, ..., Qpim) teremos que
n+m n m n n+m
s(o Lv)= ] (aa)= [ (ana)) [ (aap) ] I (@i ay)
1,J=151<g 1,j=15i<j i,j=n+1;i<j i=1 j=n+1
como
n n+m n n+m n
H H (a‘iaa’j> = H(ai7 H CL]) = H(awdet(w)) =
i=1 j=n+1 =i j=n+l i=i

n

= ([T @ det(v)) = (det(¢), det(v)),

=1

seguie que (¢ L ) = s(6)s(¥) (det(@), det(1). O

Proposicao 3.6 Se ¢ e ¢ sao duas formas quadrdticas satisfazendo ¢ = 1 entio s(¢) =

s(1).
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Demonstra¢ao:  Se ¢ = (ay,...a,), ¥ = (by,...b,) e ¢ = 1 entdo, pelo Teorema da
Cadeia Equivaléncia de Witt, ¢ & v, isto é, ¢ = (a,b,a3,...,a,) e Y = (¢, d,as, ..., a,),
onde (a,b) = (c,d). Pelo Corolario 1.14, ab = cd em KX/KX2 e (a,b)g = (¢,d)x. Sendo

assim, segue da proposicao anterior que

s(¢) = s({a,b))s({as, ... an))(ab,as...ay,)
= (a,b)s((as, ..., an))(ab,as.. . ay)
= (c.d)s((as, ..., a))(cd, a3 . . ay)
= S(<C,d>)3(<a37-~ an))(cd, as ... ap)
= s(¥).

UJ
Entretanto, s ndo esta bem definida no anel de Witt, pois temos que s((1,—1)) =1
e s((1,—1,1,—1)) = (—1,—1), mas sob os racionais, (—1,—1) # 1. Para corrigir esse

problema temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.7 Definimos o invariante de Witt ¢(¢) de uma n—forma ¢ pelas sequintes

formulas:
c(g) = s(p) sen = 1,2(mod 8)
= s(¢)(—1, —det(¢)) sen=3 4(mod 8)
=s(¢p)(—1,-1) se n = 5, 6(mod 8)
= s(¢)(—1,det(¢)) sen =7,8(mod8).

Proposicao 3.8 A aplicagio ¢ : WK — Bry(K) estd bem definida.

Demonstra¢ao:  Seja ¢ uma n—forma. Suponhamos que dim(¢) = 5,6(mod8). Neste
caso, dim(¢ L (1,—1)) = 7,8(mod 8). Assim,

(6L (1,—=1)) = (L (1,~1))(=1,det(6 L (1,—1))

(
= s(9)s((1, =1))(det(¢), det((L, —1))(—1, det(¢)det((1, —1))
= 5(¢)(1, —1)(det(¢), =1)(=1, —det(¢))
= s(9)(det(9), —=1)(—1,det(¢)) (-1, ~1)
= s(9)(-1,-1)
= (9).
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A verificagao de que ¢(¢ L (1,—1)) = c(¢) nos demais casos ¢ andloga. Segue dai que
c(¢ L h) = ¢(¢) para qualquer forma hiperbolica h. Portanto, c¢(¢) s6 depende classe de
Witt equivaléncia de ¢. 0

3.2 Teoremas de Classificacao

Nesta secao vamos utilizar os invariantes definidos na se¢ao anterior para classificar
formas quadraticas de dimensao baixa (menor ou igual a 10). A partir desses resultados
vamos obter os dois principais teoremas deste capitulo. O leitor deve ficar atento, pois
ao longo dessa se¢ao, estaremos utilizando a todo momento as equagoes do Corolario 1.15
sem cita-lo, a fim de nao nos tornarmos repetitivos. Comecamos entao com um teorema

de classificacao para formas quadraticas de dimensao 3.

Teorema 3.9 Sejam ¢ e ¢ duas formas quadrdticas de dimensao < 3. Se dim(¢) =

dim()), det(¢) = det(v)) e s(¢p) = s(¢) entao ¢ = .

Demonstragao:  Para dimensao 1, ¢ = (det(¢)) = (det(y))) = 1. Se ¢ e ¢ sao duas
formas binarias entao o resultado segue imediatamente do Corolario 1.14. Agora, sejam
¢ = (a,b,c) e = (d,e, ). Estamos assumindo que det(¢) = det(), assim, abc = def.

Dai obtemos que
¢ = —abco = (—a’bc, —ab*c, —abc?) = (—be, —ac, —ab) = (x,y, —wy) e

%bl = _def’lvb = <_d2€f7 _d€2f7 _d6f2> = <—€f, _dfv _d6> = <Z7 w, _Zw>7
onde v = —bc, y = —ac, z = —ef e w = —df. Note agora que para uma 3-forma

0 = {a,b,c) e A € K' temos que

s(Ap) = s((Aa, \b, Ac))
(Aa, Ab)(Aa, Ac)(Ab, Ac)
(Aa, —ab)(ab, Ac)
= (Aa, —1)(Aa,ab)(ab, Ac)
(A, A) (@, @) (ab, )

(A, A)(a, b)(a, c) (b, ¢)

= (@) A).

A
A
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Sendo assim,

s(@) = 5(Ad) = (A, A)s(0) = (A, A)s() = s(Mp) = s(¢).

Por outro lado, 8<¢/) = (SC,Z/>(37, —:Uy)(y, —a:y) = ($,y)(l'y, —$y) = (l’,y) €, pela mesma
razao, s(1') = (z,w). Como duas algebras de quatérnios Brauer equivalentes sao obriga-
toriamente isomorfas, entao (z,y)x = (2, w)k. Segue do Teorema 1.12 que (x,y, —zy) =

(z,w,—zw). Portanto, ¢ = 1. d

Corolario 3.10 Uma 3—forma ¢ € isotropica se, e somente se, c(p) = 1.

Demonstracao: Se ¢ é isotropica entao, pelo Teorema da Decomposicao de Witt, ¢ =

(1,—1,a), logo,

c(p) = s(p)(=1, = det(p)) = (L, =1)(L, a) (=1, a)(=1,a) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que ¢(¢) = 1. Fazendo ¢ = (a,b,c) e ¢’ = (1, -1, —abc),

temos que det(p) = abc = det(¢’) e

s(¢') = (=1, —abc) = (=1, —det(p)) = s(y),

pois, ¢(p) = s(p)(—1, —abc) = 1. Portanto, pelo Teorema 3.9, ¢ = ¢', logo, ¢ é isotropica.
O

O teorema 3.9 nao pode ser estendido para formas de dimensao 4. Por exemplo, sobre os
racionais, se tomarmos ¢ = (1,1,1,1) e ¢p = (—1,—1,—1,—1) temos que det(¢) = 1 =
det(v)) e s(¢) = s(¢), entretanto, ¢ e 1 nao sao isométricas. Em contrapartida, temos
alguns importantes resultados que classificam essas formas quadraticas, como veremos

agora.

Teorema 3.11 Sejam ¢ e ¢ duas j—formas satisfazendo d(¢) = d(v)) =1 e c(¢) = ().
Entio ¢ = M, para algum \ € K.

Demonstragao: Escrevendo ¢ = (z,y, z,w) teremos que d(¢) = (—1)*det(¢) = zyzw = 1
em K/ K*. Desta forma,

¢ =2 (2*yzw, 2y’ 2w, vy2iw, ryzw?) = (yzw, 2w, ryw, vyz) = {a, b, c, abc),
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onde, a = yzw, b = zzw e ¢ = xyw. Do mesmo modo, podemos escrever 1 = (d, e, f,def).

Agora, para cada A € K, temos:

(M) = sO)(—1,—det(\))
(Aa, Aa)(Ab, ab)(Ac, Aabe)(—1, —1)
(Aa, —1)(Ab, ab)(Ac, Ac)(Ac, ab)(—1,—1)

= (Aa,—1)(be,ab)(Ae, —1)(—1,—1)
(ac,—1)(b,ab)(c,abc)(—1,—1)

= c(¥).

Escrevendo ¢ = (a) L ¢' e adyp = (a,ade,adf,aef) = (a) L 9’ teremos que det(¢’) =
@ = det(®), o(9) = 5(6)(~1,—1) = s(#)(a, a)(~1,~1) e c(ady) = s(ad)(~1,~1)
s(¥’)(a,a)(—1,—1). Como c(ady)) = ¢(¢), entao 5(¢’) s(¢'). Pelo Teorema 3.9, ¢/ = ¢/,
e assim, ¢ = ady). 0

Proposicao 3.12 Seja ¢ uma 4-forma com discriminante d e . = K(\/c_l) Entao ¢ €

1sotropica se, e somente se, ¢, € isotropica.

Demonstracao: E claro que se ¢ ¢ isotropica entao ¢r, € isotropica. Reciprocamente, se
d é um quadrado entdo L = K, e nada temos a fazer. Suponhamos entdo que d ¢ K
e que ¢, é isotropica. Se ¢ fosse anisotropica entao teriamos, pela Proposicao 1.7, que

¢ = (a, —ad) L (z,y) para alguns a, z, y € K . Sendo assim,
d=det(¢) = —doy = vy = —1 = (x,y) = (z, —x).

Assim, (z,y) é um plano hiperbélico e ¢ é isotropica. O

Teorema 3.13 Seja ¢ uma 4—forma sobre K com discriminante d e L. = K(v/d). Entdo

valem:
(1) ¢ € hiperbilica se, e somente se, d(¢p) =1 e c(¢) = 1.

(11) ¢ € isotrdpica se, e somente se, ¢(¢r) = 1.



3.2 Teoremas de Classificagao 50

Demonstra¢ao: (i) Suponhamos inicialmente que d(¢) = 1 e ¢(¢) = 1. Sendo assim,

podemos escrever ¢ = (a, b, ¢, abc) e

co(¢) =

Como ¢(¢) = (—ab, —ac) = 1, pelo Teorema 1.13, a forma (1, ab, ac, be) é hiperbolica, logo
¢ = a(l,ab,ac,bc) é hiperbolica. Reciprocamente, se ¢ é hiperbolica entao, é claro que
d(g) =1ec(p) =1.

(i1) Se ¢ & isotropica entdao ¢ = (1, —1,z,y). Sendo assim, d(¢) = —zy e

(o) = (1, —zy)(—1,2y)(z,y)(-1,-1)
= (=Lz)(-1,y)(x,y)(-1,-1)
= (-L—y)(z,—y)
= (—z,—y).

Em Br(L), (—z, —y) = (—z, —y(—2y)) = (—x,z), e assim, ¢(¢1) = 1. Suponhamos agora
que ¢(¢p) = 1. Como d(¢r) = 1 em LX/LXQ, segue da parte (i) que ¢, é hiperbolica. Pela
Proposicao 3.12, ¢ é isotropica. U

Veremos agora um resultado semelhante ao teorema anterior para formas de dimensao
6.
Teorema 3.14 Se ¢ ¢ uma 6—forma sobre K com discriminante 1 entao:
(1) ¢ € hiperbdlica se, e somente se, c(¢p) =1
(1i) Se c(¢) € a classe de uma dlgebra de quatérnios (a,b)x entao ¢ € isotropica.

Demonstra¢ao: (i) Se ¢ ¢é hiperboélico entdo um calculo simples mostra que c(¢) =
1. Reciprocamente, suponhamos que ¢(¢) = 1. Desta forma, s(¢) = c¢(¢)(—1,—1) =

(—=1,—1). Como d(¢) = 1, podemos escrever ¢ = (a, b, ¢,d, e, —abcde). Agora escrevemos
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¢ =1 L (=), onde ¢ = (a,b,c) e Y = (—d, —e,abed). Sendo assim,

s(@) = s(¥)(a,—abc)(b, —abc)(c, —abe)s(—')
(a,be) (b, ac)(c, ab)s(—v')

(a,b)(a, c)(b, a)(b, c)(c, a)(c, b)s(—1))
)s(=v).

Como vimos na demonstragao do Teorema 3.9, s(—v¢') = s(¢0')(—1, —1). Assim, s(¢)s(¢)') =
s(¢)(—1,—1) = 1. Logo, s(¢) = s(¢'). Como det(1)) = abe = det()’), segue do Teorema
3.9 que ¥ = 7', Portanto, ¢ =1 L (—1') é hiperbdlica.

(i) Suponhamos que ¢ é anisotropica. Seja L = K(v/—ab). Em Br(L), c(é.) =
(a,b) = (a,b(—ab)) = (a,—a) = 1. Como d(¢) = d(¢r) = 1, temos, pelo parte (i) que
¢1, ¢ hiperbolica. Pela Proposicao 1.8, ¢ = (1, ab) ® 1. Escrevendo ¢ = (z,y, z), teremos
que ¢ = (x,y, z,ab,yab, zab) e d(¢) = —ab = 1. Assim, —ab € K. Portanto, L =K e ¢

é hiperbolica, o que é um absurdo. Logo, ¢ ¢é isotrépica. [l

)
)
)
)

Corolario 3.15 Uma 8—forma ¢ € hiperbdlica se, e somente se, € isotropica, d(¢) =1 e
c(op) = 1.
Demonstra¢ao:  Suponhamos que ¢ é isotropica, d(¢) = 1 e ¢(¢) = 1. Desta forma,
escrevemos ¢ = (1, —1) L 1. Sendo assim, 1 = d(¢) = det(¢) = —det(¢)) = d(¢) e
(@) = s(¢)(—1,det(y))
= (1, —det(y)) (=1, det())s(¢)(=1,1)

= (—17—1)5(1@

= ().
Portanto, d(i)) = 1 e ¢(¢) = 1 e, pela parte (i) do Teorema 3.14, 1 é hiperbolica. Logo
¢ € hiperbolica. A outra implicacao é imediata. 0

Corolario 3.16 Se ¢ ¢ uma 10-forma que satisfaz d(¢) = 1 e c(¢p) = 1 entao ¢ é

1sotropica.

Demonstragao: Como det(¢) = —d(¢) = —1, podemos escrever:

o= (r,y,z,w) L Z(xy, z, —zyzdet(y)) L Za(l,bc,d) L)
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Se 1) € isotropica, nada temos a fazer. Suponhamos entao que 1 é anisotrépica e tomamos
L = K(vbed). Como det(¢p) = beddet(yp) = —1, entao d(¢p) = —det(¢r) = bed = 1.

Além disso, fazendo v = a(1, b, ¢, d), teremos que

c(dL) = s(or) = s(vr)s(yw)(det(¥r), det(y) = s(vL)s(w)(—1,1) = s(L)s(L)-

Como 71, = a(l, b, ¢, be), entao

c(r) = s(yo)(=1,-1)
= s(w)(-1,-1)
= (a,a)(ab,b)(ac,abc)(—1,—1) (%)
= (a,—1)(a,b)(b,—1)(ac, —b)
= (a,=b)(=b,1)(c, =b)(a, —b)
= (=b,—0).

Assim, d(i1,) = 1 e ¢(¢r) = 1, logo, pela parte (ii) do Teorema 3.13, ¢y, é isotropica. Pela
Proposicao 1.7,

b2 (e, —e(bed)) L o/ = e{1,bed) Lo,
e assim,

d(¢") = det(¢') = —bed det(v) = (—bcd)2 =
LOgO, d}/ = <f7 g, ha fgh> = f<17 fg7 fh, gh) Se escrevermaos

o =a(l,b,c,d) L e(1,—bed),
teremos que ¢ = ¢ L ¢, d(yp) = —det(p) =1 e
c(9) = s(¢) = s()s(v)')(det(), det(y)')) = s(@)s(¥')(~1,1) = s(¢)s(¢) = 1.
Assim, pelas equacdes () acima,
c(p) = s(o)(=1,-1) = s(¥')(=1,-1) = (= fg, — fh).

Portanto, pelo Teorema 3.13, ¢ é isotrépica e ¢ também ¢ isotropica. U
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3.3 A forma de Albert

Vamos agora retornar ao estudo das algebras biquaternionicas. Como foi visto na
se¢@o 3 do capitulo 1, podemos classificar as algebras de quatérnios (a,b)kx através da
sua forma norma (1, —a, —b, ab). Desta maneira, desejamos obter resultados analogos aos
Teoremas 1.12 e 1.13, de tal forma, a podermos classificar as algebra biquaternidnicas por
meio de formas quadraticas. Sendo assim, se A = (a,b)x ®x (¢, d)x entao definimos uma

forma de Albert associada a A como sendo a 6-forma (—a, —b, ab, ¢, d, —cd).

Obs 3.17 Seja ¢ uma forma quadrdtica do tipo
qb = <a; by 07 d7 6, _abcd€>

entao,

abco = (be, ac, ab, abed, abce, —de) = (—x, —y, xy, 2z, W, —zwW),

onde x = —bc, y = —ac, z = abed e w = abce. Portanto, toda 6 forma de discriminante

1 € similar a uma forma de Albert.

Obs 3.18 A decomposi¢cao de uma dlgebra biquaternionica como o produto de duas dlge-
bras de quatérnios nao € essencialmente unica. Como exemplo, basta tomarmos o corpo
dos nimeros racionais que teremos: (1, 1)x ®k (1,1)x = (=1, —1)x ®k (=1, —1)k, mas
(=1, -k 2 (1,1)k, pois a forma (1,1,1) € anisotropica. Como também nao € unica
a forma de Albert associada a A. Por exemplo, ainda sob os racionais, € claro que
(=1, —Dg®x(1, Dk = (1, D)g®x(—1, —1)x mas, (1,1,1,1,1,-1) e(—1,—-1,1,—1,—-1,—1)

nao sao 1sometricas.

Mesmo nao sendo tnica, uma forma de Albert é capaz de classificar uma &algebra

biquaternionica a qual esté associada, como veremos no resultado abaixo:

Teorema 3.19 Seja A uma dlgebra biquaternionica e ¢ uma forma de Albert associada.

Entao:
1. A € cindida se, e somente se, @ € hiperbolica;

2. A = My(D), onde D € uma dlgebra de quatérnios de divisio se, e somente se, ¢

tem indice de Witt 1;

3. A € um anel de divisdo se, e somente se, ¢ € anisotropica.
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Demonstracao: Note que pelo Teorema de Wedderburn e pelo Teorema da Decomposicao
de Witt, as trés situagoes acima sao as Unicas que podem ocorrer. Assim, precisamos
provar apenas duas delas. Seja A = (a,b)x ®k (¢,d)g uma algebra biquaternidnica e
¢ = (—a, —b,ab,c,d, —cd) uma forma de Albert associada. Note que o invariante de Witt

leva essa forma quadratica na classe do grupo de Brauer de A, pois

«(¢) = (=a,a)(=b,—ab)(ab, =1)(¢, =c)(d, —ed)(-1, ~1)
(—1,—-1)(—1,ab)(b, —ab)(ab, —1)(d, —cd)(—1, —1)
= (b, —ab)(d, —cd)
(

a,b)(c,d).

Como d(¢) = 1, pela parte (i) o Teorema 3.13, A é cindida se, e somente se, c(¢) = 1
se, e somente se, ¢ é hiperbodlica. Isto prova (1). Para verificar a parte (2), escrevemos
A = My(D), onde D é uma algebra de quatérnios de divisao (a,b)x. Como d(¢) =1 e
c(¢) = [A] = [B] = (a,b), teremos pela parte (i) do Teorema 3.13, que ¢ é isotropica.
Sendo assim, ¢ tem indice de Witt 1, 2 ou 3. Os dois tltimos casos nao sao possiveis pois
¢ seria hiperbdlica e dai ¢(¢) = [D] = 1. Reciprocamente, se ¢ tem indice de Witt 1,

entdao podemos escrever ¢ = (1, —1) L 1, com 1) = (a, b, ¢, abc) é anisotropica. Assim,

c(¢) = (L-1)(=
(a, =1)(b, —a)(¢, —ab)(—1, =1)
= (—a,—a)(b,—a)(c, —ab)
(= )
(=

(c,—ab)
)-

1,1)(a,a)(b,ab)(c,abc)(—1,—1)

a,—ab

ac, —ab

Como (ac, ab, bc) = a(b, ¢, abc) é anisotropica, pelo Teorema 1.13, [A] = ¢(¢) ¢ a classe de

uma algebra de quatérnios de divisao. O

Para ilustrar o resultado acima, vamos utiliza-lo para construir uma algebra biquater-

nionica de divisao.

Exemplo 3.20 Consideremos o corpo das funcoes racionais a quatro varidveis K =

F(z1,x9, x3,4) com coeficiente no corpo F. Entdo a dlgebra biquaternionica

A= (z1,22)k Rk (73, T4)K
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€ de divisao sobre K. Suponhamos que A nao é de divisio. Pelo teorema acima, a
forma de Albert associada a A € isotrdpica, isto €, existem ai,...,ag nao todos nulos

em K(z1, xq, x3,24) tais que
2 2 2 2 2 2
—T1a] — T2y + T1T205 + Taay + Taa; — T3Teag = 0. (%)

Podemos assumir que ay, ..., aq estao K(xy, e, x3)[x4] € que algum a; nao é divisivel por

4. Suponhamos aq, as, az, ay sao todos divisiveis por x4. Desta forma,
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
xy|(—x1a] — x0a3 + 12005 + x307) = x3|(2405 — T37405) = 4|(ai — x305).

Como x4 nao divide as ou ag, fazendo x4, = 0 obtemos que a equacdo x* — asy® ad-
mite solugao nao trivial em K(xq, 9, x3). Mas dai teriamos que x3 é um quadrado em
K(z1,x2,23), 0 que é um absurdo. Portanto, um dos ai,as,as,ays nao € divisivel por
xy. Fazendo x4 = 0 na equagao (x) obtemos que existem by, ..., by ndo todos nulos em

K(zq,x9,x3) tais que
—{L‘lb% — :L‘ng -+ l’lxgbg + $3bi = 0. (>I<>I<)

Do mesmo modo, podemos assumir que by, bs, bs, by estao todos em K(xy,xo)[xs] e que um
deles nao € divisivel por x3. Dai, se x3 nao pode dividir algum dos ay, as,as, pois, caso

contrdrio, também dividiria ay. Assim, substituindo x3 = 0 na equacao (xx) teremos
2 2 2
—X1C] — TaCh + 179035 = 0,

onde ¢y, Cy, Co nao sao todos nulos em K(xy, xs). Aplicando o mesmo truque, chegaremos
que a equacao

Jfld%
tem solug¢ao nao trivial em K(xy1). Isto de fato € uma contradi¢io. Portanto,
<—.T1, —To, X1T2,T3, Ly, —SU3$4>
é anisotropica e A € de divisao.

Vamos agora ver dois resultados imediatos do Teorema 3.19, que também nos ajudarao

a classificar as algebras biquaternionicas.

Corolario 3.21 Uma dlgebra biquaternionica A = BRg C nao € um anel de divisao se, e
somente se, existem x,y,z € K tais que B~ (x,2)x e C = (y, 2)x. Neste caso, dizemos

que as dlgebra de quatérnios B e C' sao ligadas e [A] = (zy, z) no grupo de Brauer Br(K)
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Demonstra¢ao:  Suponhamos que A ndo ¢ uma algebra de divisdo. Se B = (a,b)kx ou
C = (¢,d)x é cindida, digamos B, entdao B = (1,d)x. Suponhamos entdo que B e C
sao de divisao, desta forma, pelo Teorema 1.13, ¢ = (—a, —b,ab) e 1 = (—c¢, —d, cd) sado
anisotropicas. Pelo Teorema 3.19, a forma (—a, —b, ab, ¢, d, —cd) é isotropica, entdao ¢ e ¢
representam um comum valor —z € K. Assim, ¢ & (—z, —z,v) e ¢ = (—z, —y,u). Como
det(¢) = det(y)) = 1, obtemos que ¢ = (—z, —x,x2) e P = (—z, —y,yz). Portanto, pelo

Teorema 1.12, B = (z,z)x e C = (y, z)k. A reciproca ¢ imediata. O

Corolario 3.22 Sejam B e C duas dlgebra de quatérnios de divisao. A = B ®g C' nao
€ uma dlgebra biquaternionica de divisao se, e somente se, B e C' possuem um subcorpo

quadrdtico comum.

Demonstra¢ao: Pelo corolario acima, A nao é de divisdo se, e somente se, B = (z, 2)k e

C = (y, z)k se, e somente se, K(1/z) é uma extensao quadratica de K em B e C. O

Uma demonstragao independente do resultado acima foi dada pelo proprio Albert [6],
numa publicacdo poéstuma.?
Como vimos na observagao 3.18, (—1,—1)x ®x (1,1)x = (1,1)x @k (—1, —1)x mas,

(1,1,1,1,1,—1) e (—1,—1,1,—1,—1, —1) nao sao isométricas. Entretanto, note que
(1,1,1,1,1,-1) = —-1(—-1,-1,1,—-1,—1, 1),
isto é, as duas forma quadraticas sao similares. Veremos agora que este fato é geral.

Teorema 3.23 (Jacobson) Sejam A e B duas dlgebras biquaternionicas sobre K e o4
e wp formas de Albert associadas a A e B, respectivamente. Nestas condi¢oes, A = B
se, e somente se, o4 e pp sio similares, isto €, o1 = \pp, para algum X em K . Em
particular, duas formas de Albert associadas a uma dlgebra biquaternionica sao sempre

similares.

Este teorema foi demonstrado inicialmente por Jacobson [13], utilizando a teoria de
normas de Jordan em é&lgebras centrais simples com involugoes. Entretanto, a fim de
continuarmos trabalhando com a teoria de formas quadraticas, seguiremos os passos dados
por Mammone e Shapiro [23|. De qualquer forma, precisaremos de mais alguns resultados

que veremos nas duas secoes seguintes.

IProfessor Albert faleceu em 6 de junho de 1972.



3.4 O Teorema de Pfister 57

3.4 O Teorema de Pfister

De acordo com o célebre Teorema de Merkurjev (Ver [8] ou [34]), se restringirmos
a aplicacao ¢ : WK — Bry(K), obtida em 3.8, ao ideal I’K, entao

c: I’K — Bry(K)

¢ um homomorfismo sobrejetivo de grupos, cujo nicleo ¢ dado por I*K. Como o ideal I°K

é aditivamente gerado pelas formas (1, —a, —b, ab) e
c((1,—a,—b,ab)) = (a,b),

segue que toda algebra de expoente 2 é Brauer equivalente a um produto tensorial de
algebras de quatérnios.

De qualquer forma, como estamos interessados apenas em formas quadréticas de di-
mensao baixa, vamos evitar o uso desse dificil teorema e provar um resultado parcial a

esse, que ¢é atribuido a Pfister [25].
Teorema 3.24 (Pfister) Suponhamos que ¢ € I’K e dim(¢) < 12. Se ¢(¢) = 1 entdo
¢ € IPK.

Demonstragdo: Pela Proposicao 3.3, se ¢ € I’K entao dim(¢) é par d(¢) = 1. Desta
forma, se dim(¢) = 2, 4 ou 6, segue dos Teoremas 3.9, 3.13 e 3.14, respectivamente, que
¢ é hiperbolica e assim, ¢ € I°K.

Suponhamos agora que dim(¢) = 8. Se ¢ ¢ isotropica entao, pelo Corolario 3.15, ¢
¢ hiperbolica. Consideremos entdo o caso em que ¢ é anisotropica. Como det(¢) = 1,
escrevemos:

¢ ={a,y) L= (a,adet(y)) L= (a,—ab) L,

onde, b = —det(¢)). Se L. = K(v/b) teremos que ¢r, é isotropica. Como d(¢p) = 1 e
c(¢r) = 1, pelo Corolario 3.15, ¢y, é hiperbolica, logo, v, é isotropica. Como estamos
supondo que v é anisotropica, segue da Proposi¢ao 1.7 que ¢ = (¢, —bc) L 9’. Assim,

¢ = {a,—ab) L {c,—bc) L' = (a,c)® (1,-b) L.
Escrevendo ¢’ = (a,—ab) L (c¢,—bc) = (a,c) ® (1,—b), teremos que, ¢ = ¢’ L ¢ e
d(¢') = det(¢') = d(¢') = 1. Além disso,
() = s(¢)(—1,det(e))
= s(¢)s(y)")(det(¢), det(¥))(-1,1)
= s(¢)s(¥),
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logo, s(¢#) = s(¥/) e (@) = s(¢")(—1, —det() = s(¥/)(—1, — det(y) = c(s). Desta
forma, pelo Teorema 3.11, existe A € K tal que ¢’ =2 \¢’. Portanto,

p2¢ Ly =¢ LAY 2¢ @ (1A= (a,c)®(1,-b)®(1,\) € I’K.

Se dim(¢) = 10 entao, pelo Corolario 3.16, ¢ é isotropica. Sendo assim, podemos

escrever ¢ = (1, —1)1). Como ¢ é uma 8—forma que satisfaz

A1) = det(y) = — det(¢) = d(¢) = 1

c(¢) = s(¢) = (1, —det(¢)) (=1, det(¢))s(v) = c(¢) = 1.
Teremos, pelo caso anterior, que ¥ € I°K. Portanto, ¢ € I°K.
Resta-nos o caso em que ¢ é uma 12—forma. Se ¢ é isotropica entao ¢ = (1,—1) L 9.
Sendo assim, d(¢) = det(¢) = —det(¢p) =d(¢p) =1 e

c(¢) = s(0) (=1, —1) = (1, =1)s(¢) (=1, = det(y)) (=1, 1) = s(¢) = c(¢) = L.

Pelo caso anterior, ¢ € I’°K e assim, ¢ € I°K. Suponhamos entdao que ¢ ¢ anisotrépica e
escrevemos ¢ = (a, —ab) L 1. Se L = K(v/b) entdo d(yr) = — det(¢r) = bdet(¢p) = b =
le

c(qbl) = (a7 a)(_a7 _1)5(¢L>(_17 _1) = S(¢L) = C(¢]L>'

Assim, pelo Corolario 3.16, v, é isotropica e pela Proposi¢ao 1.7, podemos escrever:
Y 2 (c,—cb) L', logo, ¢ = (a,—ab) L (c,—cb) L 1.

Como det(y)') = det(¢) = 1, ent@o escrevemos 10" = (e, —ed) L v. Segue que det(¢)’) =
—ddet(y) = 1, logo d(vg(ya) = — det(vgygz) = 1 e como

¢ = (a,—ab) L (c,—cb) L (e,—ed) L 7,

teremos que

c(p) = (a,a)(—ab,—b)(c,—cb)(—cb,1)(e,e)(—ed, —d)s(7)
= (a,=1)(=a,=b)(c,b)(e, —1)(—e, =d)s(7)
= (a,=1)(=a, =1)(=a,b)(c,b) e, —1)(da—€)(—17—6)8(7)
= (=1, =1)(=ac,b)(=1,-1)(d, —e)s(7)
= (=1, =1)(=ac,b)(=1,-1)(d, —e)s(7)
= (—ac,b)(d, —e)s(v).
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Segue dai que

C(’YK(\/E)) = S(VK(\/a))(_L _det(’YK(\/a)» = (—ac,b)(d, —e)(—1,d) = (—ac,b).

Novamente, pelo Teorema 3.14 e pela Proposicao 1.7, teremos que Yk(va) € isotropica e

v 2 (f,—df) L ¢5. Desta forma, se escrevermos
¢1 = (a,¢) ® (1,-b) e 2 = (e, f) ® (1, —d),
teremos que
¢ 2 (a,—ab) L (c,—cb) L (e,—ed) L (f,—fd) L d3= ¢ L ¢ L ¢s.
Desta forma, d(¢;) = d(¢s) = d(¢3) =1 e
c(pr)e(p2)e(ds) = s(¢1)(—1, —1)s(d2)(—1, —1)s(¢3)(—1, —1) =

= s(¢1)s(d2)s(d3)(—1,—1) = s(¢)(—1,—1) = c(¢) = 1.
Sendo assim, se tomarmos ¢ = f¢; L (—a)ps L ¢3, entdo d(¢p') =1 e

(@) = s(¢")(-1,-1)

= s(fd1)s(—aga)s(ds)(—1,-1)

= c(for)c(—ag)c(¢s)
(¢1)c(2)c(¢s)

)s
)

= 1.

Além disso, como ¢ é isotropica, ¢’ = (1,—1) L p, onde, d(p) =1 e c¢(p) = 1. Segue do
caso de dimensao 10 que p € I’K, logo, ¢' € I*K. Como, em WK,

p=0¢"L(1,f)®¢1 L (1,a)® ¢,

concluimos que ¢ € I’°K. O

3.5 Mais sobre formas de dimensao 4

Comegamos com o seguinte resultado de Wadsworth [33](Teorema 7).
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Teorema 3.25 (Wadsworth) Sejam ¢ e ¢ duas J—forma que representam 1 e com

[a¥)

discriminante d e seja L. = K(\/a) Nestas condigoes, se ¢y, = ¢p entio ¢ e ¢ sao

similares.

- x 2 L. P .
Demonstragao: Suponhamos que d ¢ K, caso contrario, nada teriamos a fazer. Se ¢ é

isotrépica entao ¢’ também é isotropica e podemos escrever:
p=(1,-1) L (a,b) e ¢ = (1,—1) L {c,d).
Assim, d = —ab = —cd e, em KX/KX2, podemos escrever A = ac = bd, logo
A=\, —A) L (Aa, Ab) = (1, —1) L {a’c,b*d) = (1,—1) L (c,d) = ¢'.

Podemos supor entao que ¢ e ¢’ sdo anisotropicas. Escrevemos ¢ = (1) L ¢ e ¢/ = (1) L
Y e sejay = L —'. Como v, = ¢/, entdo v, é hiperbolica. Se 7 fosse anisotropica,

pela Proposigao 1.8, teriamos v = (1, —d) ® p e dai, det(vy) = —d. Por outro lado,

det(7) = det(s)(— det(¥)) = — det(@) det(¢) = —d® = 1,

0 que nao é possivel, portanto, v é isotropica. Como 1 e 1)’ sdo anisotropicas, existe

a € K', que é representado por 1 e ¢'. Entao ficamos com
» = (1,a,b,c) e o= {(1,a,b,c).
Como abc = d = ab/d entao ¢ = abd e ¢ = ab'd logo,
¢ = (1,a,b, abd) e ¢ = {(1,a,b,abd).
Seja agora, T = (1,a, —bb', —bb'ad). Note que det(r) =d e
b, =2 (b, ab, —b', —V'ad) = (b, abd, —b', —b'ad).

Como ¢, L —¢';, = (1,a,—1,—a) L bry, & hiperbolica, assim como (1, a, —1, —a), obtemos
que 7, é hiperbdlica. Se 7 fosse anisotropica, terfamos que 7 = (1, —d) ® o e det(1) =
1. Portanto, 7 é isotropica. Agora, do fato de ¢ ser anisotropica, segue que (1,a) é
anisotropica, e dai, (1, a) e (bb', bb'ad) representam um comum valor ¢ € K . Desta forma,
(1,a) = (t,x) e assim, a = txr e x = at em KX/KX2, logo (1,a) = (t,at) = t(1,a). Do mesmo

modo, (bb', bb'ad) = (t,y), e assim, ad = ty e y = adt em KX/KXQ. Logo

(b, bblad) = (t,adt) = t(1,ad) = (', V'ad) = (b, bad).
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Finalmente,

¢/ o~ <1,a,b/7ab'd> at t<1,a,b, abd> >~ t.
O

Corolario 3.26 Sejam ¢ e ¢' duas 4—forma com discriminante d e seja I = K(\/a)

Sendo assim, se ¢r, e ¢} sao similares entao ¢ e ¢' sao similares.

Demonstra¢ao: Supondo que det(¢) = det(¢') = d, podemos escrever
¢ = (a,b,c,abed) = a(l,ab, ac, bed) = a(l, x,y, xyd) = ai.

Do mesmo modo, obtemos ¢’ = o' (1,2, ¢/, 2'y'd) = a'¢y'. Se ¢, e ¢} sao similares entao
existe o € L* tal que ¢, = ag}, e assim, ¥y, = aa’ayy). Note que ¢y, e 9] sdo formas de
Pfister. Como toda forma de Pfister é multiplicativa, segue que duas formas de Pfister
similares sao isométricas. Dai concluimos que 1 e ¢’ cumprem as hipoteses do teorema
anterior. Desta forma, existe A € K tal que ¢ = M. Assim, adyp = ad’ ) e dai,

a'¢ = al@'. Portanto, ¢ e ¢’ sao similares. O

Proposigao 3.27 Suponhamos que ¢ e sao 4—formas satisfazendo d(¢) = d(¢)) e c(¢) =

c(v). Entao ¢ e 1 sao similares.

Demonstragao: ~ Suponhamos que d(¢) = d(¢)) = d. Se d = 1 entdo o resultado
estéd provado em 3.11. Se d # 1 entdo consideramos a extensdo L = K(v/d) e assim,
d(¢r) = d(¢.) = 1. Pelo mesmo resultado, temos que ¢r, e 1y, sdo similares. Segue do

corolario precedente que ¢ e 1) sao similares. 0

3.6 O Teorema de Jacobson

Antes de demonstramos o Teorema de Jacobson 3.23, vejamos o seguinte lema:

Lema 3.28 Suponhamos que ¢ e v sao 6—formas satisfazendo d(¢) = d(¢) =1 e c(¢) =

c(v). Entao ¢ e ¢ sao similares.

Demonstracao: Se ¢ e 1 forem isotropicas entao o resultado segue imediatamente da

Proposigao 3.27. Suponhamos entao que ambas sao anisotropicas. Note que dim(¢ 1L —1)) =
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12,d(¢p L —p) =1ec(p L —1p) = 1. Pelo Teorema 3.24, ¢ | —ip € I’K. Agora escrever-

mos ¢ = agpy e ¥ = )y de tal forma que ¢, e ); ambas representem 1. Assim,

d(pr) = d(ag) = d(¢) =1 = d() = d(by) = d(¢r)

c(dr) = clag) = c(¢) = c() = (b)) = c(4r).

Portanto, ¢y L —t¢; € IPK. Fazendo ¢ = (1) L ¢y e ¢y = (1) L 9y, teremos que
¢y L —1py € I’K. Desta maneira, ¢o L —tby é uma 10-forma com d(¢y L —1hy) = 1
e c(p2 L —1p9) = 1. Pelo Corolario 3.16, ¢ L —1by & isotropica. Como ¢ e 1 sdo

[

anisotropicas, ¢ e 1, representam um comum valor d. Assim, ¢o = (d) L ¢3 e 1hy =
(d) L 3. Desta forma, ¢3 L —13 € I’K e assim, d(¢3 L ¥3) = 1 e c(¢p3 L 13) = 1. Segue
dai que d(¢3) = d(13) e ¢(¢p3) = ¢(1)3). Pela Proposicao 3.27, ¢3 e 13 sao similares, isto é,

existe v € K tal que, ¢3 = xtp3. Como c(¢p3) = c(zv3) = (z,d(¥3))e(ws), (z,d(s)) = 1.
Mas 91 = (1,d) L 13 e assim,

det (1) = ddet (13) = —1 = det (v3) = —d = d(v3) = —d.

Logo, (z,—d) = 1e (1,—z,d, —xd) = (1,d) L —x(1,d) é hiperbdlica, e assim, (1,d) =

z(1,d). Conseqiientemente,
abztp = axpy = as((1,d) L 3) = a(z(l,d) L zips) =

= a(<17d> 1 ¢3) = a¢1 = ¢7

isto é, ¢ e 1) sao similares.

O

De posse do lema acima e da teoria desenvolvida nas se¢oes anteriores, a demonstragao

do teorema torna-se trivial.
Prova do Teorema de Jacobson

Demonstra¢ao: Sejam ¢4 e ¢p as formas de Albert associadas as algebras biquater-

nionicas A e B. Se ¢4 = App entao, no grupo de Brauer Br(K), teremos que

[A] = c(¢a) = c(ApB) = c(¢8)(z,d(¢p)) = c(¢5) = [B].
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Portanto, A = B. Reciprocamente, se A = B entao c¢(¢4) = [A] = [B] = ¢(¢p). Como

d(pa) = d(¢p) = 1, pelo lema acima, ¢4 e ¢p sdo similares. O

3.7 O u-invariante

Vimos anteriormente como decidir se uma algebra biquaternionica é um anel de divisao
através da sua forma de Albert. Entretanto, serd que todo corpo admite uma algebra bi-
quaternionica de divisao? A resposta para essa pergunta é um sonoro nao. Um antigo
resultado atribuido a George Frobenius, datado de 1878, garante que o tnico anel de di-
visao sobre os reais R é a algebra de quatérnios. Para uma demonstragao, ver Polcino[26].
Posteriormente, Albert|3| provou que toda &lgebra com divisao de grau 4 tendo como
centro qualquer extensao finita dos racionais tem ordem 4 no grupo de Brauer. Veremos
agora que para o caso em que o corpo é nao formalmente real, a questao da existéncia de
algebras biquaternidnicas de divisao pode ser relacionada com o u-invariante do corpo.

Um corpo K é dito formalmente real se —1 nao pode ser escrito como soma de
quadrados e nao formalmente real, caso contrario. Ao longo desta secao, K denota
sempre um corpo nao formalmente real. Neste caso definimos o u—invariante de K como
sendo a dimensao maxima das formas anisotrépicas. Note que este niimero pode ser oo,

para isto basta tomarmos o corpo C(z1,xs,...) (infinitas variaveis).

Obs 3.29 Pelo Teorema 3.19, se um corpo K admite uma dlgebra biquaternionica de

divisao entao este possui uma 6—forma anisotrdpica. Portanto, devemos ter u(K) > 6.

Com esta informacao, podemos exibir varios exemplos de corpos que nao admitem

uma algebra biquaternionica de divisao:

1. K = um corpo quadraticamente fechado entao u(K) = 1.
2. K = um corpo finito entao u(K) < 2.

3. K = um corpo com grau de transcendéncia 1 sobre um corpo real fechado entao
uw(K) < 2.

4. K = um corpo local entao u(K) = 4. Este é o caso do corpo das séries de Laurent

formais [F((¢)), onde F é um corpo finito.
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5. K = um corpo global, como qualquer extensao finita de F(z), o corpo das fungoes

racionais em uma variavel, onde F denota um corpo finito, entao u(K) = 4.

6. K = um corpo com grau de transcendéncia < 2 sobre um corpo algebricamente
fechado entdao u(K) = 1, 2 ou 4. Por exemplo, u(C) = 1, u(C(x)) =2 e u(C(z,y)) =

4, onde C denota o corpo dos ntimeros complexos.

Como o calculo do u-invariante dos corpos acima citados fogem um pouco dos objetivos

principais desse trabalho, deixamos como referéncias [20](pg 316) e [11] (pg 152).

Obs 3.30 Infelizmente, a reciproca da observacao 3.29 nao € sempre verdadeira. A con-
strugcao do contra-exemplos serd deixada para o capitulo 5, onde trabalharemos com o

corpo das séries de Laurent formais K = C((x))((y))(2)).
Por outro lado, temos um resultado um pouco mais fraco, porém interessante:

Teorema 3.31 Se K € um corpo com u(K) = 6 entao existe uma dlgebra biquaternionica

de divisao sobre K.

Demonstra¢ao: Suponha que u(K) = 6 e tome uma 6—forma anisotropica ¢. Considere
det(¢) = d e escreva v = (1,d) L ¢. Desta forma, v é isotropica e podemos escrever ~ =
(1,—1) L 9, onde ¢ é uma 6-forma que satisfaz det(¢)) = — det(y) = —1. Vamos provar
que @ é anisotropica. Suponhamos entao por absurdo que v é isotropica e escrevemos
= (1,—1) L 4. Segue dai que

(Ldy Lp2y22x(1,-1) L' = (1,d) L (—1,—d) L.

Pela Lei do cancelamento de Witt, obtemos ¢ = (—1,—d) L ¢'. Como det(¢’) = 1,

podemos escrever ¥’ = a((b,c)). Sendo assim, como u(K) = 6 e toda forma de Pfister

isotropica é hiperbolica, obtemos que ((—a, b, ¢)) é hiperbolica. Assim,

({(—a,b,c)y = (1,b,¢,bc,—a,—ab, —ac, —abc)

I

(a, —a,ab, —ab, ac, —ac, abc, —abc).
Pelo cancelamento de Witt, teremos que ((b, c)) = a((b, c)). Logo,

¢ = (—1,—d) Ly =(-1,—-d) L (1,b,c,bd)
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e ¢ é isotropica, o que é um absurdo. Portanto, ¢ é anisotropica. Como d(v)) = 1, segue

da observagao 3.17 que @ é similar a uma forma de Albert anisotrépica
(—x, —y,xy, z,w, —zw).

Do Teorema 3.19, obtemos que (x, y)x ®k (2, w)k € uma algebra biquaternionica de divisao
sobre K. [l

Entretanto, o teorema acima nao torna tao simples a construcao de corpos que ad-
mitem algebras biquaternionicas de divisao. Na verdade, a existéncia de corpos com
u—invariante 6 ¢ um problema que permaneceu em aberto por mais de 30 anos e foi

respondido por A. Merkurjev em 1988. Para uma construgao, ver Lam [22].



Capitulo 4

Algebras Biquaternionicas Ciclicas e

nao-Ciclicas

Neste capitulo vamos estudar a ciclicidade das algebras biquaterniénicas, construindo
exemplos de algebras ciclicas e nao ciclicas. Veremos que a condi¢ao para uma algebra de
divisao ser ciclica esta ligada a existéncia de um subcorpo maximal que é uma extensao
galoisiana ciclica do seu centro. Neste sentido, comegamos revisando algumas nogoes de
Teoria de Galois e apresentando alguns resultados que caracterizam as extensoes ciclicas

de grau 4.

4.1 Elementos da Teoria de Galois

Comegamos com o célebre Teorema Fundamental da Teoria de Galois (TFTG). Por
se tratar de um resultado classico e que pode ser facilmente encontrado na literatura,

omitiremos a demonstragao e por ora recomendamos Rotman [30].

Teorema 4.1 (TFTG) Seja L/K uma extensao galoisiana com grupo de Galois G =
Gal(L/K). Se denotarmos por Sub(G) a familia dos subgrupos de G, Lat(IL/K) a familia
de todos os corpos intermedidrios da extensao L/K e se para cada H € Sub(G) escrever-

mos L¥ = {z € L|o(x) = x,Yo € H}, entdo teremos que:

1. A aplicagdo ¢ : Sub(G) — Lat(L/K), definida por H — L ¢ uma bije¢ao que

mverte inclusao.
2. LOW/E) = F ¢ Gal(L/L¥) = H.

66
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3. [F: K] =[G : Gal(L/F)] e [G: H] = [L¥ : K.

4. F/K € uma extensao galoisiana se, e somente se, Gal(L/F) é um subgrupo normal

de G.

Definicao 4.2 Seja f(z) € Klz] um polinémio de grau n tendo como corpo de decom-
posi¢ao uma extensdao separdvel L/K e seja G = Gal(L/K). Se ay,...,a, sio as raizes
de f(z) em L e definirmos

entdo, o discriminante do polinémio f(x) é D = A

Note que A s6 depende da indexacao das raizes, uma nova indexacao poderia apenas
alterar o sinal de A. Desta forma, o discriminante D s6 depende do conjunto de raizes.
Além disso, como G C S,, (grupo das permutagoes de n simbolos), entdo, para cada
o€ G, 0(A) = £A, e assim, D € L¢ = K. Mais ainda, o(A) = A se, e somente se,

o € A, (subgrupo de S, formado pelas permutagoes pares).

Proposigao 4.3 Seja f(z) € K[z] com discriminante D = A? # 0 e grupo de Galois
G = Gal(L/K). Se H=GnN A,, entio L7 = K(A). Além disso, A € K se, e somente

se, G é um subgrupo de A,.

Demonstragao: Como H C A, entao K(A) C L#. Além disso, pelo TFTG, temos que
L7 : K] = [G : H] < 2. Vamos verificar que [K(A) : K] = [G : H|. Se [G : H] = 2 entao
existe o € G tal que o(A) = —A e assim, A ¢ L€ =K e [K(A) : K] = 2. Por outro lado,
se [G: H] =1entdo G = H e K(A) CL# =LY =K, logo [K(A) : K] = 1. Finalmente,
segue do TFTG que:

AeK<=KA)=LY=K<+=G=H<+<= GCA,.

U

Veremos agora dois resultados que serao necessarios para conhecermos a estrutura das

extensoes ciclicas de grau 4.

Teorema 4.4 Seja I uma extensao ciclica de grau 4 sobre K. Entao existem e, f € K e
de KX\KX2 tal que L. = K(y/e + fV/d) e d € a soma de dois quadrados em K.
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Demonstrag¢ao: Pelo TFTG, existe um tnico subcorpo intermediério F na extensao L /K.
Escrevemos F = K(v/d) e L = F(), tal que d nio é um quadrado e #%> = e + fv/d € F.

Como 62 — e = f/d entéo 6 é uma raiz do polinémio:
pa) =o' = 2e2’ + (¢ = df*) = (a® — (e + FVD))(2* — (e — fVd)).

Assim, p(z) ¢é irredutivel sobre K e tem como raizes 0, —0, ¢, —¢, onde ¢* = e — fv/d.
Como L/K ¢é galoisiana entdo 0¢ = /e2 — f2d € L e dai, e? — fd € 2 Agora, como
LPAF =F U (e+ fVAF e e — f2d € K entio, 2 — f2d e F°NK =K UdK"". Por

outro lado, temos que o discriminante de p(x) é dado por:

A% = (20)*(29)*(0 — ¢)(0 + ¢) (=0 — ¢) (=0 + ¢) (4.1)
= 16(e+ fVd)(e — fVd)(6* — ¢°)* (4.2)
= 16(e2 — f2d)(2fVd)* (4.3)
= 16%(e* — f2d) f'd>. (4.4)

Como Gal(LL/K) é um grupo ciclico de ordem 4, entao este nao pode ser um subgrupo
de A,. Pela Proposicao 4.3, A ¢ K, e assim, (e? — f?d) nao ¢ um quadrado em K, logo,
(e — fd) € dK* e 2 — f2d = da?. Finalmente, se ¢ # 0 entdo d = (L)% 4 (42)2 ¢ se
e =0 entao (1,1) = (d, —d) e (1, 1) representa d. Em ambos os casos, d é¢ a soma de dois

quadrados. O

Teorema 4.5 Se d € KX\KXQ e f,e € K tais que d(e* — df?) é um quadrado em K, entdo
L =K(\/e + fVd) é uma extensio ciclica de grau 4 sobre K e p(x) = x*—2ex?+(e* —df?)

¢ o polinémio minimal de /e + fv/d sobre K.

Demonstragdao: Se d(e* — f?d) ¢ um quadrado entao (e? — f2d) nao ¢ um quadrado em
K. Segue que e + f1/d também nao ¢ um quadrado em K(v/d). Isto nos da as seguintes

extensoes:

K c K(Vd) =F c F(\/e + fVd) = L.
Escrevendo 0 = \/e + fV/d, teremos que 6 é raiz do polinémio irredutivel p(r) = 2* —

2ex? + (e* — f2d), que tem como raizes 0, —0, ¢ e —¢, onde ¢* = €? — f2d. Agora veja

que:

A=) e K = fPdedK’ = ffde L’ = 0p= /2 — fPde L' = ¢ e L.



4.2 Algebras Ciclicas 69

Assim, L é o corpo de raizes de p(z) sobre K. Como em caracteristica diferente de dois
toda extensao de grau 4 é separavel, obtemos que L /K é galoisiana. Finalmente, como
(€2 — f2d) ndo ¢é um quadrado em K, entdao A = 16%(e* — f2d) f4d® ¢ K, e assim, pela
Proposigao 4.3, Gal(L/K) nao ¢ um subgrupo de A,,. Portanto, L/K é ciclica. O

Obs 4.6 Poderiamos substituir no teorema acima a hipdtese de que d(e* — df?) é um

quadrado por d ser a soma de dois quadrados, pois neste caso, se d = a®> + b>, com

a
db’

1 a\2 1 a? d—a®> a?>+b* — a?
2 — 2 _= _— _— f— _—— — f— f— e
dle” = fd)=d (b2 d (db) ) d (52 db2> iz b2 L

4.2 Algebras Ciclicas

a,b € K, entao tomado e = % e f= teremos que

Vamos agora estudar uma classe muito especial de élgebras centrais simples que sao
as algebras ciclicas.

Para construir uma &lgebra ciclica de dimensao n?, comecamos com um corpo K e
uma extensdo galoisiana ciclica L/K de grau n com grupo de Galois G = (o). Agora
escolhemos um elemento a € K', um simbolo e e consideramos A o conjunto formado por

todas as combinacoes lineares formais

n—1
r=ag+me+...+a,_1€ ,

com a; € L. Definimos a soma de dois destes elementos e o produto de um deles por
um elemento de K componente a componente. Isto faz de A um K-espago vetorial com
dimg A = n?. Para definir o produto de dois destes elementos, procedemos distributiva-

mente de acordo com as seguintes regras:
1. (a€?)(be') = ao?(b)e™, Va,bel e i,j=0,...,n—1;
2. e"=qa.

Como a multiplicacao ja foi definida de maneira distributiva e para cada a,b,c € L
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temos que

[(ae")(be?)](ce®) = (ao'(b)e ™) (ce®)
'(b)o_z‘+j (C)6i+j+k
i(bo_j<c))ei+j+k
= (ae")(bo?(c)e?TF)

= (ae")[(be?)(ce™)],

)

ao
ao

obtemos que A é uma K-algebra associativa.
Uma algebra definida como acima diz-se uma algebra ciclica e é denotada por A =
(L/K, o, a).

Teorema 4.7 Toda dlgebra ciclica A = (L/K, o, «) € uma dlgebra central simples sobre
K.

n—1

Demonstracao: Seja x = ag + are + ...+ a,_1€ um elemento do centro de A. Veja

que

re =ape+aie’ + ...+ ap_1€" = ap_10 + age + are* + ... + ap_oe™ " e

exr = eag + eare + ...+ eap_1€" "t = age +o(ay)e? + ...+ o(a,_1)e" =
= 0(an_1)a + age + o(ar)e* + ... + o(an_o)e" .

Neste caso, re = ex e dai, a; € K. Por outro lado, VA € IL teremos que Az = z\ e assim,
T\ = aph + ared + ...+ ap_1e" A = apA +aroc(N)e + ...+ a,_10(N)e" T =
1

= Xag + Aaje + ...+ dap,_1e" .

Portanto, para cadai = 1,...,n—1, teremos Aa; = a;0(\) = o(A)a;, YA € L e isto implica
que a; = 0. Logo, * = ag € K.

Para provar que A é simples, tomamos I um ideal bilateral ndo nulo de A e seja
r=a;,e'+.. . +a,.e"ecl\{0}, 0<i<...<i,<n-—1
de tal forma que r seja o menor possivel. Desta forma, Vb € IL teremos que

wh = a;, b+ ..+ a;,€"b = a0 (b)e + .. 4 a5, 0 (b)e € 1,
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o' (b)z = o (b)as, e + ...+ 0" (b)ase” = a;,0" (b)e™ + ...+ a0 (b)e" €1 e
xb— 0" (b)x = a;, (0 (b) — 0" (b))e” + ...+ a;, (o (b) — o™ (b))e' € 1.

Como esta ultima expressao tem comprimento menor do que a expressao para x, entao
xb— o (b)x = 0, logo, o' (b) — ™ (b) = 0, Vb € L. Assim, i, =iy e x ¢ da forma a;e’ com

a; € L. Temos entdo que

(a;e) (o' (a; M)e™™") = aa; te'e" =" =a € I.

%

Como « € K, concluimos que I = A. Portanto, A é uma K-algebra central simples. O

Obs 4.8 Note que se A = (L/K,0,a) e dimg A = n?, entdo, comolL. C A e [L:K]=mn,

IL € um subcorpo maximal de A.
Agora veremos a reciproca do Teorema 4.7.

Teorema 4.9 Se A ¢ uma K-dlgebra central simples de dimensio n® e L. é um subcorpo
maximal de A que € uma extensao galoisiana ciclica de K entao A € isomorfa a uma

dlgebra ciclica.

Demonstragao:  Seja Gal(L/K) = (o). Como ¢ é uma automorfismo de L entdo, pelo
Teorema de Skolem-N&ther, existe um elemento e € A" tal que o(z) = exe™!, Vo € L.

Note que para cada x € L teremos que:
r=o0"(z) =c"z(e")! = "z = ze".

como LL é maximal, e,, € L. Agora, como o(e™) = ee™e~1 = e", obtemos que " € K. Falta
entao verificar que 8 = {1,e,e?,...,e" 1} ¢ L.I. sobre L. Suponhamos o contrario e seja
{e",...,e"} o menor subconjunto L.D. de 3. Desta forma, existem a,, ...,a; € L, ndo
todos nulos, tais que

Tr = aile“ + ...+ (IZ'TSZT =0.

Assim, Vb € L teremos que
b = aile“b +...+ aire”b = ailail(b)ei1 + ...+ airai"(b)ei" =0,

o1 (b)x = 0" (b)a;, e + ...+ " (b)a; e = a;, 0" (b)e™ + ...+ a;, 0 (b)e”” =0 e
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xb — 0" (b)x = as, (0 (b) — o™ (b))e” + ... + a; (o' (b) — o (b))e' = 0.

Como {e®2,...,e™"} ¢ LI, o' (b) = 0 (b), Vb € L, logo, i, = i;. Mas dai teriamos que
{e'} ¢ L.D., o que é um absurdo. Portanto, {1,e,e? ..., e" '} é uma L-base para A e a

multiplicagdo verifica as propriedades desejadas, logo, A = (L/K, o, ™). O

Exemplo 4.10 Toda dlgebra de quatérnios (a,b)x € ciclica, pois (a,b)x sempre contém

uma subcorpo quadrdtico que é necessariamente ciclico. Mais explicitamente,

(CL, b>K = (K(\/E>/K7 g, b)

4.3 Algebras Biquaternidénicas nao-Ciclicas

Como vimos no exemplo 4.10, uma algebra de quatérnios é sempre ciclica. Veremos
agora que isso nao é sempre verdade para as algebras biquaternidonicas. Come¢amos com

dois lemas técnicos. Lembre que um corpo K é dito Pitagorico se K? + K2 = K2.

Lema 4.11 Seja vy uma forma bindria e o uma forma de dimensao > 2 sobre um corpo F.

Se v Q¢ € isotrdpica entao ¢ contém uma subforma v = (a,b) tal que vy 1 € hiperbdlica.

Demonstragcao: Se ¢ fosse isotropica entao poderfamos simplesmente tomar i) como um
plano hiperbolico. Suponhamos entdo que ¢ é anisotropica e escrevemos v = (s, t). Como
YR p = sp L te é isotropica, entdo existem z,y € Dyp(p) tais que st + ty = 0. Desta
forma, escrevemos ¢ = (x) L ¢; e teremos que existem w € F e z € Dg(pq) tais que

y = zw? + z. Se z = 0 entdo
y=zw’ = sz +trw? =0= s+ tw’ = 0= (s,t) = (1,-1).

Neste caso, a forma vy ®1) é hiperbolica para qualquer escolha de . Agora, se z # 0 entao
podemos escrever ¢ = (z) L ¢ = (x,z) L ps. Tomando ¢ = (z, z), obtemos da equagao
y = zw? + 2z que ¢ = (y,a). Como xz = det(¢p) = det({y, a)) = ya, segue que a = wyz e

Y = (y, zyz). Finalmente, como z%sy = —y*tz,
(s,t) @Y = s{y,xyz) L t(z,z) = (sy, syxz) L (tx,tz) = (—tx, —tzzz) L (tz,tz),

e assim, v ® ¥ ¢é hiperbdlica. O
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Lema 4.12 Seja ¢ uma forma quadrdtica sobre um corpo nao-pitagorico F. Entao as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. ¢ € isotropica sobre alguma extensio quadrdtica K D F, da forma K = F(v/r? + s?)
onde r,s € IF;

2. 2 X ¢ € isotropica sobre IF.

Demonstragao: (1) = (2). Podemos assumir que ¢ é anisotropica. Como ¢y é isotropica
entdo, pela Proposigao 1.7, ¢ possui uma subforma binaria b(1, —(r? + s?)). Conseqiien-
temente, 2 X ¢ contém a subforma b(2 x (1, —(r? +s%))) 2 b(1,1, —r? — 5%, —r? — 5%), que
¢ isotropica.

(2) = (1). Podemos supor que ¢ é anisotropica, pois, caso contrario, poderiamos tomar
qualquer extensdo quadratica da forma K = F(v/r2 + s2) que a afirmacdo (1) estaria
satisfeita. Agora, aplicamos o lema anterior para a v = (1,1). Como dim¢ > 2 e
Y ® ¢ = 2 X ¢ ¢ isotropica, entdo, ¢ contém uma subforma binéria (a,b) tal que 2 x (a, b)
¢ hiperbolica. Assim, a(1, 1, ab, ab) é hiperbdlica, e dai, (1,1) = (—ab, —ab). Desta forma,
existem 7, s € F tais que —ab = r? + s?. Como (a,b) é anisotropica, —ab ¢ F?, e assim, ¢
& isotropica sobre a extensdo quadréatica K = F(v/r2 + s2). O

Defini¢ao 4.13 Uma corpo K é dito SAP (Strongly Approximation Propriety) se para

quaisquer a,b € K | existe n € N tal que a forma n x (1,a,b, —ab) € isotrdpica.

Veremos agora que todo corpo nao SAP admite uma algebra biquaternionica de divisao

nao ciclica.

Proposicao 4.14 Seja K um corpo que nio é SAP, isto €, existem xz,y € K tais que
n x (1, z,y, —xy) € anisotropica para cada n € N. Entao se B = (—1,—1)x e C = (z,y)k

entdo a dlgebra biquaternionica A = B @k C' € uma K—dlgebra de divisao nao ciclica.
Demonstra¢ao: Como 3 x (1,z,y, —xy) é anisotropica entao a forma de Albert de A
YA = <1a ]-7 1, x, Y, _$y>

é também anisotropica e pelo Teorema 3.19, A é de divisdao. Suponhamos por absurdo

que A é uma algebra ciclica. Pela observagao 4.8, A admite um subcorpo maximal I que
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¢ uma extensao galoisiana ciclica de K. Pela Proposicao 4.4, a tnica extensao quadratica
F de K dentro de L ¢ da forma F = K(v/72 + s2), com r,s € K'. Como L cinde A entdo
w1, € hiperbolica. Se yr for anisotropica e I = F(\/E) entao, pela Proposicao 1.8, teremos
que

or = (1, —d) ® (a,b,c) = (a,b,c,—ad, —bd, —cd).
Desta forma,

—1 = det(p) = det({a, b, ¢, —ad, —bd, —cd)) = —d

2
Portanto, d = 1 em F/F ", o que é um absurdo, logo, ¢ é isotrépica em F. Pelo lema
anterior obtemos que 2 x ¢ ¢ isotropica sobre K. Mas entao 6 x (1,z,y, —zy) ¢ também
isotropica sobre K. Como isso contraria a hipdtese inicial de que n x (1,z,y, —xy) é

anisotropica, obtemos que A nao pode ser uma élgebra ciclica. 0

Obs 4.15 Para que o resultado acima torne-se mais significativo, construiremos no capi-

tulo 5 um exemplo concreto de um corpo nao SAP.

4.4 Algebras Biquaterniénicas Ciclicas

Nesta secao, vamos construir diretamente um exemplo de algebra biquaternionica de
divisao ciclica. Dividiremos o nosso trabalho em trés passos.

Passo 1: Construir uma élgebra A ciclica de grau 4 sobre o corpo Q(z,y).

Consideremos K = Q(z,y), o corpo das fungoes racionais em duas variaveis sobre o

corpo dos ntimeros racionais. Tomando

-y Yy
=3 0T 0 YT TR T g

teremos que
d(w® — dv?) = d(—2v)? — d*v* = 4dv® — d*v* = 8&v* — 4v? = 4o,

Portanto, d(w? — dv®) é um quadrado e, pelo Teorema 4.5, L = K(v/w + vv/d) é uma

extensio ciclica de grau 4 sobre K que tem K(v/d) como a tinica extensdo intermediaria e

p(a) = a* = 2wa® + (w* — dv?) = o* + 4va? + 20
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é o polindbmio minimal de 6 = \/ml sobre K. Para u = v/2, como
02 = w4 vu = —2v 4+ uv = v(u — 2),
fazendo o = 6(u + 1), teremos que:
o =0*(u+1)* =v(u—2)(3+2u) = v(3u + 2u* — 6 — 4u) = —v(u + 2);
ot = v (u+2)? = v*(u? + du + 4) = v*(4u + 6);
p(a) = v*(du + 6) — 4v*(u+2) +20° = v*(4u + 6 — 4u — 8 +2) = 0.

Portanto, f(u + 1) é uma raiz de p(«) diferente de 6§ ¢ —6. Sendo assim, podemos tomar
Gal(L/K) = {1,0,0%,0%}, onde o(0) = 6(u + 1).

Com essas informacoes, podemos utilizar a construcao apresentada na secao 4.2 para

exibir a algebra ciclica
A=L@Led Le* @ Le3,

onde a multiplicacao ¢ definida por:
(ae")(be?) = ac’(b)e'™? e et = —2”.

Passo 2: Provar que A é uma algebra biquaternionica.

Procedemos construindo duas subalgebras de quatérnios B e C' contidas em A, tais
que C4B = (. Nestas condic¢oes teremos, pelo Teorema do Duplo Centralizador que
A = B ®g C. Denotamos por (ai,...,a,) o subespaco de A gerado pelos elementos
ai,...,a, e definimos:

B = (1,u,s,us) e C = (1,4,t,jt) onde,
s=uxe+ e, j=é* t =0e® + z0(0)

e u como foi obtido no passo 1. Assim teremos que u? = 2, j? = e* = —22, e mais:

s? = (ve + €*)? = 2%e? + et + 3we + b = 2%e? — 22° — p?e? = 223,

2 = (0e*)? + 0e*x0(0) + xo(0)0e* + (vo(6))?
= 0o*(0)e* + 200°(0)e* + xo(0)0e® + 2°(0(0))?
= 0°2% — 200(0)e® + xo(0)0e® + 2*(0(0))?
= 22(0* + 0(0)?)
= 22%w

=Y
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su= (ze + e*)u = zo(u)e + o*(u)e® = —zue — ue = —u(ze + %) = —us;
tji = (0e* + z0(0))e* = e*0*(0)e* + we’a®(0) = e*(0*(0)e* + xo®()) =
= e*(—0e* + —wo(0)) = —jt;

Desta forma, obtemos que B e C' sao subalgebras de quatérnios satisfazendo:
B (2,-22%)k & (2, -27)k e C= (-2 yk = (—1,9)k.

Agora vamos verificar que todos os elementos de B comutam com os elementos de C'.
sj = (ve+ e*)e? = ze® 4 ® = e?(ze) + e?e® = e*(ze + %) = js;

tu = (0e* + 0 (0))u = Oc*u + x0(0)u = Oue* + uxd = u(fe® + xo(6)) = ut;

st = (ze+e*)(0e* + xa(h))
= zefe® + zexo () + e*0e* + e*xa(h)
= z0(0)e® + 220 (0)e + o (0)e” + xo*(0)e?
= afe® — 2%0e + 20 (0)e + xo(0)e’
= 20e® — 0e° + 2%°0(0)e + wo(0)e?
= (0e® + zo(0))(ze + €%);
= ts.

Como uj = ue? = e*>u = ju, obtemos que C C C4B. Como dimg B = dimg C = 4 ¢

A= B®g CaB, concluimos que A = B ®g C.
Passo 3: Provar que A é uma élgebra de divisao.

No passo anterior, conseguimos que A = B @k C' = (2, —2x)kx ®k (—1,y)k. Sendo
assim, pelo Teorema 3.19, para provar que A é uma algebra de divisao, devemos verificar
que a forma de Albert

pa = (2, 2z, —z,1, -y, —y)
é anisotropica sobre K = Q(z)(y). Suponhamos o contrério, sejam aq,...,as € K nao
todos nulos tais que

2a} — 2xwa3 + vaj = —a3 + y(ai + a?). (4.5)
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Podemos supor que ay, ..., ag sao polindomios com coeficientes racionais e que nao tém um

fator comum. Agora, substituindo y = 0 ficamos com
b + 2b7 = 22(b; — 203),

onde by, ..., by s@o polindbmios na variavel . Suponhamos que para cada i, b; tenha grau
r; e coeficiente lider ;. Sendo assim, temos as seguintes possibilidades para o termo de

maior grau de b2 + 2b%:
Bia®,  26{x*, (6] +267)2%",
e para 2x(b3 — 2b2) :
232472, 42 232 — 232)a2rH

Note que como +2 nio é um quadrado em Q, 3% + 24? e 32 — 2/32 nao podem se anular.
Assim, em 4.5 temos a igualdade de um polinémio de grau impar com um de grau par.
Logo, by = ... = by = 0, e conseqiientemente, ay,...,as sao todos divisiveis por y.

Escrevendo a; = y¢; parai =1,...,4, ficamos com
y?(c3 —2xcs + s + ) = y(a2 + a).

Assim, a2 + a ¢ divisivel por y. Se a? e a tem como termos constantes com respeito
a y, U5 e U5, respectivamente, entao 92 + 92 = 0. Como —1 nao ¢ um quadrado, entao
¥5 = g = 0. Seque que as e ag também sao divisiveis por y. Como partimos da hipotese
de que ay,...,ag ndao tém fator comum, chegamos a um absurdo e concluimos que ¢ é
anisotropica.

Portanto, temos construido um exemplo de uma &lgebra biquaternionica ciclica de

divisao.



Capitulo 5
Construgao de Exemplos Sobre K((t))

O objetivo desse ultimo capitulo é apenas construir exemplos concretos para os proble-
mas apresentados nas observacoes 4.15 e 3.30. Para isso, utilizaremos as nog¢oes de val-
orizagao e ordens sobre K((t)), que é definido como o corpo das séries de Laurent formais

na variavel ¢

f:Zaiti (a; €K, n€Ze a,#0)

sobre K, onde a adicao ¢ dada por

o0 [e.9]

Z (liti + io: bltz = Z(ai + bi)tia

i=n 1=l
sendo | = min{i | a; + b; # 0} e a multiplicacao é definida por

o0 [e.9] o0

(Z aiti)(z bit') = Z at',

i=n i= 1=l

onde [ = min{i|c; #0} ec; =) . . a.bs.

5.1 Valorizacao Discreta

Comecamos revisando algumas nogoes basicas sobre valorizacao.
Um corpo K é dito um corpo valorizado se admite uma valorizagao discreta, que

¢ uma aplicacdo sobrejetiva v : K — Z satisfazendo:
1. v(ab) = v(a) + v(b)
2. v(a+b) > min{v(a),v(b)}.

78
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Além disso, convencionamos que v(0) = co. O conjunto
A={z e (K)|v(x) >0}

¢ um subanel de K, chamado de anel de valorizagao. Nestas condigoes, A tem um tinico
ideal maximal
m={zeK|v(zx) > 1},

que é gerado por um elemento 7, tal que v(m) = 1. Isto nos dé a seguinte cadeia de ideais
o0
ADmOm?’D...00 e ﬂmi:O.
i=1

O grupo das unidades de A é dado por
U={zxecAlz¢gm}={recK|v(x)=0}

e o corpo K = A/m é chamado de corpo de residuos de A, sendo que a projecdo de A
sobre K sera expressa por & — T = 2 + m.
Podemos definir uma métrica d sobre um corpo valorizado (K, v), pondo para cada
x,y € K
d(z,y) = e V@Y,

Sendo assim, (K,v) é dito completo se toda seqiiéncia de Cauchy é convergente com

respeito a métrica d.

-

Proposicao 5.1 Se (K,v) uma corpo valorizado completo entao, para cada w € U, u é

um quadrado em K se, e somente se, u € um quadrado em K.

Demonstracao:  Seja u € U tal que u € K®. Vamos construir indutivamente uma
seqiiéncia (b;) em U, tal que b; —u € m? e b1 — b; € m?. Como U € KXQ, entao u = b_%
para algum b, € U, logo, b — u € m. Agora, suponhamos que temos construido um
elemento b; tal que b7 — u = w'c, para algum ¢ € A. Seja z € A tal que ¢ + 2b;z = 7 e

tomamos b1 = b; + m;z Desta forma, b1 € U, biy1 — b; € m’ e
b —u=(b+7'2)° —u=0+2b7'z + 2°1% —u=rc+ 27’z + 2P0 =
= m'(c+ 2b;2) + 22n% = 7' 4 220% € mith,

Como a seqiiéncia (b;) construida acima é de Cauchy, entao existe b € A tal que limb; = b.

Desta forma, lim(b? — b?) = 0. Como limb? = u, obtemos que u = b*. A reciproca ¢
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imediata. O
Agora podemos aplicar as idéias trabalhadas acima para o corpo F = K((t)). Se definirmos,

para cada f € F'
= U(Z a;t’) =

teremos que v é uma valorizagao discreta, o anel de valorizacao de v serd dado pelo
dominio das séries de poténcia formais K[[t]] = Y ;2 a;t’, m = (¢) e o corpo de residuos
FF sera isomorfo ao corpo K. Além disso, (IF,v) é completo e, pela proposicio acima, todo
elemento de F da forma 1+ ta, onde a = > ";°  a;t’, ¢ sempre um quadrado. Sendo assim,

2
podemos caracterizar o grupo F/F .

Proposicao 5.2 Seja F = K((t)) e suponhamos que KX/KX2 € um conjunto finito. Se
K7KX2 ={z1,...,x,} entao

2
F/F" = {x1,...,&m, x1t, ..., Tt }.

Demonstracao: Dado f € F escrevemos
Zatl—ant”+ Z altz—ant” 1+ Z a, Lattm ) = a,t™( 1+thl+1 , (5.1)
1=n+1 1=n+1

onde b; = a,, a,14;. Pela Proposigao 5.1, 1+32720b; il = L+t 0b ¢ ¢ um quadrado

em [F. Desta forma, se n é par entao f esta na classe de algum dos x; e, caso contrario,
~ 2 .

se n é impar entao f = tx; em IFX/IF’X . Agora, vejamos que de fato x1, ..., T, x1t, ..., Tyt

representam distintas classes de quadrados em F. Nao podemos ter z; = x;(d > a;t')?,

pois neste caso,

0=uv(x;) = 'U(:cj(z ait’)?) = v(z;) + U((Z a;t')?) =

e assim, z; = adx;. Se tw; = tw; (> a;it’)? entdo x; = x;(3 ;0. a;t')? e nos reduzimos ao

caso anterior. Finalmente, se z; = tx;(Y ;o a;t')? entdo
0=v(x;) = v(te; Zat” =1+ 2n,

0 que nao é possivel. O
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5.2 O corpo C(x)((y)(=)

Na observagao 3.29, vimos que se um corpo K admite uma algebra biquaternidnica de
divisao entao, devemos ter o u-invariante u(K) > 6. Entretanto, afirmamos na observagao
3.30 que a reciproca desse resultado nao é sempre verdadeira. Veremos agora que o
contra-exemplo para tal afirmacao vird do corpo K = C((x))(y))((2)).

Como C tem tunica classe de quadrados, entao, pela Proposicao 5.2, teremos que K

tem exatamente 8 classes de quadrados, a saber

{17 x? y’ Z? xy’ xz? y'z? xyz}'

Como —1 é um quadrado em K entao ja temos que u(K) < 8. Vamos entao provar que a

forma
()0 = <17 :C, y? Z? xy? xz? yz7 'ryz>
é anisotrépica. Suponhamos o contrario, isto é, existem aq,...,ag € K tais que
2 2 2 2 2 2 2 2 _
ajy + xay + yaz + zaz + xyay + vzag + yza; + ryzag = 0.
Reescrevendo,

a: + xa; + ya; + vya; = z(a: + vagi + yaz + vyay).
Por definicao,

v(a} + xa3 + yaz + xyaj) > min{v(al), v(wa3), v(yaz), v(zyal) } =

= 2min{v(ay),v(az),v(as),v(aq)},
e da mesma forma,
v(z(a? + zai + ya? + xyai)) > 1+ 2min{v(as), v(ag), v(az),v(ag)}.

Sendo assim, nao podemos ter a igualdade em ambas as equagOes acima, suponhamos

entao que:
v(ai + wa; + yaz + wyaj) > min{v(ai), v(za3), v(yas), v(zyai)}.

Neste caso, a forma (1, z,y, zy) é isotropica sobre C((x))((y)), isto &, b3 + xb3 = y(b3 + xb3)
para alguns by,...,by € C((x))((y) nao todos nulos. Repetindo o mesmo argumento,
chegamos que (1,x) ¢ isotropica sobre C((x)). Mas isto nao ¢ possivel pois se ¢ = xc3

entdo 2v(cy) = v(c?) = v(zc3) = 1 + 2v(cy). Portanto, ¢ ¢ anisotropica e u(K) = 8.
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Novamente, como -1 ¢ um quadrado e K tem oito classes de quadrados, concluimos

que K admite no méaximo oito algebra de quatérnios, a saber:
(17 1)K7 (xvy)Ka (fL’, Z)Kv (y7Z)K7

(z,y2)x, (y,22)x, (2, 29k, (2y,22)k.

Podemos calcular diretamente, e ver que o conjunto formado pelas classes dessas al-
gebras de quatérnios formam um subgrupo do grupo de Brauer, e assim, K nao admite

algebra biquaternionica de divisao.

5.3 Ordem

Definigao 5.3 Uma ordem em um corpo K € um subconjunto P # K que satisfaz:

1. P+ PCP;
2. P.PC P,
3. PU—-P=K;

onde denotamos por —P o conjunto {—z | x € P}.

Segue da definigao que PN—P =0, —1 ¢ P e P contém Y K2, o conjunto de todas as
somas de quadrados em K. Vamos denotar por Xk o conjunto de todas as ordens do corpo
K.Se KCFe P e Xpentao PNK € Xg. Além disso, se K = Q entao Xx = {>_ Q?}.

Proposicao 5.4 Se P é uma ordem de um corpo K entao F = K((t)) admite pelo menos

duas ordens, a saber:

1. P ={>7 at'|a, € P}

2. B={Y" ait"|(-1)"a, € P}.
Além disso, P, N P, = PF2.

Demonstragio: Dados f = > ait' e g =73 oo bt" € Py, teremos que a, € b, € P.
Sendo assim, f+ g = > o, ¢it’, onde ¢; = a; + b; e | = min{i | ¢; # 0}. Desta forma,
¢ sera dado por a,, b, ou a, + b,. Em qualquer caso, ¢ € Pe f+ g € P;. Logo
Py + P, C Py. Analogamente, fg =Y * ¢it', onde ¢; =3 . a,bs e | =min{i|c; # 0}.
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Neste caso, ¢ = apb,, e fg € P,. Logo PP, C P,. Agora, se f = Z;’in ait’ € F
entao temos duas possibilidades a,, € P ou —a, € P. No primeiro caso, f € P, e no
segundo, —f = > 00 —a;t' € P, e dai f € —P,. Portanto, F = P; U —P;. Finalmente,
como —1 ¢ P; obtemos que de fato P; é uma ordem de F. De modo analogo, verifica-se
facilmente que P, também é uma ordem de F. Agora, se f € PLU P, entao f =) 0 a;t’
com a, € Pe (—1)"a, € P. Como a,, # 0 obtemos que n = 2k para algum k € Z. Sendo

assim, escrevendo f como na equagao 5.1 da Proposicao 5.2 obtemos
f=ant® (1 +tg) € axF>.

Como agy, € P, teremos que f € PF?. Por outro lado, como P C PN P, e F?2 C P, N Py,
concluimos que P, N P, = PF2, O

Proposicao 5.5 Nas hipoteses na proposicao anterior, Py e Py sao as unicas ordens de
F com a propriedade de que PPNK = P, NK = P.

Demonstragao: Seja P3 é¢ uma ordem de F satisfazendo PsNK = P. Seja f =Y oo a;t’
e, como na equagao 5.1, escrevemos f = a,t"(1 + tg) € a,t"F2. Agora, se t € Ps, entao
teremos que:

feEPs<—=a, € <= a, e P fe P

Neste caso, P; = P;. Se —t € P; entao escrevemos f = (—1)"a,(—t)"(1 + tg), e assim:
feP < (-1)"a, € Ps<= (—1)"a, € P<= f € Py,

implicando que P3 = Ps.

5.4 O corpo Q(z))(y)

Na Proposicao 4.14, provamos que todo corpo nao SAP, admite uma algebra biquater-
nionica de divisao nao-ciclica. Nesta se¢ao, vamos utilizar as nogoes de ordem desenvolvi-
das na sec¢ao anterior para apresentar um exemplo concreto de um corpo nao SAP. Lembre
que um corpo K é dito ndo SAP se existem a,b € K, tais que a forma n x (1,a,b, —ab)
¢ anisotropica para todo n € N. Desta forma, tomamos F = K((y)), onde K = Q((z)) e
vamos mostrar que F = Q((z))((y)) ¢ um corpo nao SAP.
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Como Q tem uma tnica ordem P = > Q?, pelas Proposigoes 5.4 e¢ 5.5, K tem ex-
atamente duas ordens P; e P, e estas satisfazem x € P, e —x € P,. Conseqiientemente,
Xy = {P}, P?, P}, P}}, onde P/ NK = P,. E assim, teremos:

{L%yafy} CP117 {1,1’, -Y, —[Ey} CP127

{]-) —Z,Y, —l’y} - P21 e {17 -, _yaxy} C P22

Vamos agora verificar que Pl NP?N Py C P}. Ainda pela Proposigao 5.4, Pl NP? = P,F2.
Logo P! N P2 N P} = Py N P,F%. Ja sabemos que PF? C P} N PiF?. Reciprocamente, se
f € P} N P,F? entdo existem g € P, CK, h € Fe z € P} tais que f = gh? = z. Sendo
assim, escrevemos:

o0
zzg a;y', com a, € P, e

h = Zbiyi = h? = Z cz-yi, com Coyy = bfn

i=m =2m
= om 9C;y". Portanto, n = 2me gb2, = a, € PLNP, = PK2.
Segue que g € P, N P, = PK? e dai, f = gh? € PF% Portanto, P} N P} N P} = PF2.
Como PF? C P2, conseguimos que Pl N P2N P} C P2.

Logo obtemos que f = gh? =

Com um procedimento semelhante podemos verificar o resultado acima para quaisquer
trés ordens escolhidas de F. Finalmente, vamos verificar que F nao é SAP.
Suponhamos entao que n x (1, —x, —y, —xy) é isotropica para algum n € N, isto é,

existem a;, b;, ¢;, d; € F nao todos nulos tais que

n n

> (0} — ab? -y} — ayd?) = (Z a;) — %‘(Z b)) —y(d ) - xy(z d;) = 0.

i=1 i=1
Desta forma, podemos escrever bx + cy + dzy = a, para a,b,c,d € > F? nao todos nulos.
Como —dzy € Py N P?, entdo bx + cy € P} N Py N P C P;. Mas bx,cy € P? implica
que b = ¢ = 0. Mas dai chegarfamos que dry = a, e assim, d = a = 0. Portanto,

n x (1, —x,—y, —xy) é anisotropica e F é um corpo ndo SAP.



Consideracoes Finais

Como pdde ser visto, o objetivo deste trabalho nao foi estudar um problema especifico
e sim, realmente, dissertar sobre as algebras biquaternionicas. Por essa razao, buscamos
demonstrar alguns resultados cléssicos e construir exemplos concretos, a fim de entender-
mos um pouco a estrutura dessas algebras.

Entretanto, esta dissertacao estd muito longe de ser um trabalho completo sobre as
algebras biquaternionicas. Muito mais pode ser encontrado na literatura, inclusive nos
textos que deixamos como referéncias.

De acordo com o Teorema de Merckurjev, toda algebra central simples de expoente 2 é
Brauer equivalente a um produto de algebras de quatérnios. Em contrapartida, Amitsur,
Rowen e Tignol tem construiram em |7] um exemplo de uma algebra de divisao de expoente
2 que nao se decompoe como um produto tensorial de algebras de quatérnios.

Tendo em vista estes resultados, alguns dos principais problemas da teoria atualmente
giram em torno de investigar sobre que condigoes, uma algebra de divisao é isomorfa a
um produto tensorial de algebras de quatérnios. E neste sentido, acredito que conhecer a

estrutura das algebras biquaternionicas torna-se imprescindivel.
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