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- INTRODUCAQ

Neste trnabalho veremos uma definicao de medida
{n-1}dimensional da fronteira orientada de um conjunto de Borel conti
de em wn espaco eucdideano de dimensas n e demonstraremos algumas das
mals Amportantes propriedades de zal medida.

0s fundamentos desta feonfa foram também afiimados
por R. Caccloppold,em geral para a medida (n-h)dimensional, Tais fron
teinas ndo sao considernadas como simples confuntos de ponidé mas Como
conjuntos onlentados, para os quais se define nao 46 a medida absolu
ta mas adinda a medida relfativa das projecoes sobre um qualquen hiper
plane {Ver[1]).

Caccloppoli se propos a dar uma Leoria geral de in
tegragdo das formas diferenciadls e uma extensao completa da formula
de Green-Stokes. Mas a maneinrna suscinta com que o autor esquematiza
suas proprias hipéteses e dedugdes tornam ¢ trhabalho obseuns.

05 comentarios de L.C. Young no Mathematical
Reviews f{vol.13-n2 9) e {vol.713-n¢ 10} sugerem a chdem de dificuldade
da teondia.

Ao mesmo Zempo e Andependeniemente E. De Giongl ak
canca ¢b mesmos resultados pariinde de um cutro ponto de vista e com
intencac diferente, Embora o trabafho de De GLorgd nae apresente a mes
ma obscunidade e imprecisoes dos trabalhos de Caceloppoli, ¢ de Leifu
na difleil e muitos detalhes sav deixades a esclanecen. Minha prined
pal contribulgao foi esclanccer e demonstran varios dos  resulicdos

nefe contidos.

Faremos antes, um resumo do desenvelvimento histo

Chdeo do assunto.

€ conhecido que, atl mesmo no campo das variedades
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classicas, o problema de extender teonias de medidas euclideanas, cg
mo por exemplo areas de figuras planas, para dimensdes superiores, en
contram sirias dificuldades, nio 40 de ponto de vista de formulacao
desde que consideran figuras como conjunto de podtos pode ser critica
do: Sind Elementan Geometrlsche Flgunen Mengen? Elemente den Mathe
matik, 7, p.25-2§ - 1952, como Zambem do ponte de vista "teenico.

Uma definicao satisfatoria de comprimento de arco
4oi dada porn C. Jondan em seus Couks D'Analyse, 1864, ¢ uma {ormula
de caleulda-Lo por L. Tonelli, em 1908,

Teorema de Tonefli: Seja C uma curva retdificaveld,

-

£L.e: L{C)<w, Entaoc:

1)z

Le)y P Ix F () +y "2 (22 2 k)] di

onde a Lgualdade vale se, e somente se, x|}, ylt) e z(t) sao absolu
tamente continuas.

Isto depende baéicamente'de resultados previos de
H. Lebesgue: Legons sun L'integration et La hecherche des fonctions prd
mitives, 1904, dizendo que toda funcav de varniagdc Limitada tem derd
vada q.4. que ¢ L-integravel, o qual, junto com o fato de que uma cur
va & reiificdvel se, e somente se, o de varlagdo Limitada, dio 4signi
gicade para a Lintegral que aparece no feorema de Tonelldi. Tsto nao €
verdade no domindo da integral de Riemann.

Para exiender estes nesulfados a dimensies superdo
nes encontramos sarias dificuldades. A degindcaor de comprimento de
Jordan ndo se genernaliza mesme para superficies e neste sentido ficou
celebre o exemplo de Schwartz-Peanc {2, p.24).

CUma convendente defdnigae §od dada na tese de Le
besgue: Integrale, kongueun, Adlre, Annald Mat. Puna Appl.,7, 1902,usan
do um duplo processo de Limite: infimo de Limites Anferiores de areas



de supendicies poliednais inscnizas.

Esta ddele comparece nos trabalhos de Cacedoppold

*

e De Gilorg4d.

No tocante a4 converngineda devemos garantin pelo me
nos a semi-continuidade pana 0s funclonais envolvdidos, poi exemplo, a

area.

Pedin a continuidade ¢ multo restritivo no sentido
de que o compiimento de arco nav ¢ continuc ate wWesmo para 4 Conver
gencia uniforme de cunvas. 0 exemplo abaixe ilusira esse fato.

Temos que Cn-%5 € mas £{Cn)=2a ¥u e £(C)=a.

Mas o funcional £ & semi-continue e para os propd
sitos de caloule de varniacoes a sdemi-continudidade e saiis{atoria.

Existem 3 Linhas principais de generalizacdo do
idefa de supergicie,

Na Linha de feonia da medida consddenamos a supes
flede como um conjunio de ponlos e Tentanmes generalizar 04 aspeciosde
Leorda da meddda para 04 subconjunteos de R" . WNesta dirnecdo @ ABpo i
fanite a medida de Hausdenff.

) - k :
Na Zinha de Zhansformacoes T:UC R+ R" seguimos o
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modelo de Jordan e Lebesgue. Nesta Linha situam-se 04 thabalhos de L.
Tonefldi, T. Rado, L. Cesari e outros.

Ouitra dinegdo & semelhante & teonia das disindibui
coes, Este ¢ essencialmente o ponto de vista de ofhar uma vardedade
genandﬂiza¢a como completamento de uma classe de varndedades elemenia
nes. As teonicas repousam praticamenite em analise funcional e feonia
da medida. Esta Linha se nelaciona com a primeira ja mencionada.

Destacam-se, nesta direcdo a Zeondla das variedades
generallzadas de L. C. Young e intimamente Ligados estfao 04 conjunitos
de penimetro §iniZo, sobre 04 quais hepousa nossa disderiagdo.

Estes conjuntos foram introduzidos porn E.De Glongd
em [77.

Assim, sefa E um confunto de Borel de R" ¢ X um

namene pesliivo.

0 perimetro de E 2 definido, no capitulo 1, como:

i gt 4 -

P(E] ”lfig Rn-|g&ad{ gyx XgH{x] dx

— - nl -
onde xeR" , dx & a wmedida de Lebesgue em R, * T o produto de con

volucdo usuakl e como funcdo segularizadora & usada

3

g, (x] # (1) exp [-|x| /a)

No capitulo 7, vemos uma condicdo necessiaria e su
ficiente para que um conjunto E fenha pernimetro fdnito, ou sefa:

_ 0 perimeino P(E) ¢ finito se, e somente se, exddte
uma fungao veterial de conjunto 9 defindda na classe de todos 08 bore
tianos de R"M e com valores em R, completamente aditiva e com varia

cao tfotal Limitada taf gque:
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grad glx)dx = " glxlde
E R | |

para toda g{x] tal que juntamente com suas deadlvadas parcials primed
- n TR -
rnas e contlnua em RT , infinditesdima para |x|+e e de ondem nac infe

néon a |x|” (ne1),

Neste casc

P{E) =Lnd|¢»|

Estes conjuntos Lem sido aplicades ao problema de
Plateau por E. De Glorgd em (5} e & teoria do potencial ponr I, Kra

[r21.

Esta feonia nelaciona-se com a feonia de Young, co
mo mostrow, entre owtrnos . H. Fleming [8). Ver tambem U. D'Ambraosio

(1.

Vemos que, a variacao fLotal da funeac aditiva o,
que se Adentifica com a medida {n-1), dimensional segunde Caccloppold,
¢, neste trabalho, o perimetro do confunte E. :

No capliule 3, Zemos uma analogia com a didéia crdi
ginal de-ebesgue, mencionada nesta introdugac, ou seja, que o perime
tno de um confunto E R {(u»?) & o Limite infenion dos penlmetios dos
confuntos poliedradis que aproximam em média E. Damos tambem  uma de
monstracao de feorema de semi-confdinuidade do penimethro,essencial pa
na aplicagoes desia tecala ao caleulo de varniagbes.

OQuero expressar aqul o4 meus agradecimentos ac Prof.
Ubinatan D'Ambrosio, pela ondentacdo e estimulo que me dispensou  du

rante a execucao desta tese, aos colegas Benfamin Boidin, Rodrey  C.
Bassanezzi, Joac F. C. A. Meyen, 0tifia T. 0. Pogues e Dicesar L. Fen

nandez pelas cuiiicas apresentadas.

Agnade;o Zambem aoc Prof. A. KaZsanas pelas suges
toes. :

Finatmente, ao Sedii Harndiki, da U.S.P., vai o wmeu

abraco.



Capitulo 0

Preliminares

Convencicnaremos, por simplicidade, que toda vez
que neste trabalho falarmos em conjunto contido em um espago euclidea .
no RT e de funcgao ai definida, entenderemos sempre conjunto de Bo-

rel e fungdo mensuravel.

Os conceitos e notagOes de teoria dos conjuntos a
qui empregados, sao os de uso corrente na literatura e portanto se-

raos considerados familiares.

Dado o elemento x = (Xl,...,xn) de Rn, definire-

mos médulo de x e vamos representar per |x| o nimero real:

[x| = [jzﬂ xg}l/z

A bola aberta de centro x_ € R™ ¢ raio p> 0 serd

an i . o

representada por B (xo, P,

- ) - - ]'1 - . . )
Diremos que uma aplicacdo f: R° = R™ & lipschit~
ziana se exlstir uma constante M > 0 tal que:

[£(x) - fty)| & M ]x-y| para todos X, ¥ € R*

Um hiperplano no R™ & um conjunto da forma { x:
hlperplano J

a.x = C} onde CE& R e a & um vetor ndo nulo. O hiperplano se reduz
a um ponto, reta ou planc respectivamente para n = 1, n = 2 oun =3
Uma colecdo @ de conjuntos abertos em RM sera

chamada uma familia substancial se:

(a) Existe uma constante 8 < « tal que cada BT € Q
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estd contida em uma bola aberta B comm (B) < B m (E), onde m denota

a2 medida de Lebesgue em R,

(b) Para todo x € Rn'e § > O-.existe E€ @ cujo

didmetro & menor que Se x € E.
Lembramos que
diam E = sup {|x-y] : x€ B, y € E}

- A condicdo (a) equivale a dizer que os elementos
de £ ndo podem ser muito longos e finos; se o volume & pequeno, o did

metro deve ser pequeno.

Seja X um espago topologico. Uma aplicagao £:X - R

diz~se inferiormente semi-continua em X (i.s.c.) se para todo A > 0,

existe umg vizinhanca V de X, tal que:

C£(x,) € f(x) + A para todo x em V

Esta definigao &€ cquivalente a:

”f(xo) < lim  £x)

X+
X XD

Uma funcao £ : [a,ﬁ] + R & de variacao limitada

(V.L.) em [ﬁ,b] se a sua variagdo total

n : ' .
V() = sup {3 |£(xi) - f(xi_l)|} - € finita;on
i=1

—

de o supremo € tomado sobre todas as partigoes P de l},b], i.e

PE p[a,b]

Uma fungdo f£: [a,b] » R & absolutamente continua
em-[@,b] (A.C.} se dado & > 0 existe 6 {g) > 0 tal quc para qualquer
conjunto finito de sub-intervalos nao superpostos (ai, bi) de [ﬁ, b]
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satisfazendo:

n ' n
iZ:i (b; - &) < § tem-se Z_ [£(b,)~£(a;) |<e
- _ 1=1
Toda fungac absolutamente continua em [ﬁ, ﬂ] & con

tinua ¢ de variagdo limitada mas a reciproca & falsa { [14], p. 105)

Se f(x) € de variacdo limitada em [é,b3 entao -

f(x) tem derivada quase-sempre (g.s.) em l},b] e

b
v s [ e o jas
Ja |

valendo a igualdade se, e somente se, f£(x) & absolutamente continua
(1, p. 23). | |

Se f(x)} & absolutamente continua em EiJﬂ entao:

f (x)} = £ (a) + ka'(y)dy para todo x & Ea, B]

=)
(114 , p. 106)

Se {f } € uma sequéncia de funcoes en [a, b que

converge em cada ponto de [a, ﬁ] para uma fungao £, entao:

b . b
;
Vo () < lim V) (£ ([14], p. 101)

Dada uma fungao vetorial f(x) = [fl(x],..., fn(xn
definida em [?,bj e com valores no R, diremos que f£(x) € V.L. ou
A.C. en [a, blse, e somente se, cada componente fi(x] & V.L. ou A.C,

em [a,b]'.

Dado um conjunto mensuravel A de medida positiva
e um nmero real p » 1 denotaremos por 1P (a) o conjunto de todas as

fungoes reals definidas em A tal que Ipr & integravel sobre A.

A integral, neste trabalho, é sempre entendida no

sentido de Lebesgue.
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Convencionaremos tambem que, toda vez que nao houver

ambiguidade, substituiremos a medida de Lebesgue em Rn, d&l v dEn -
por dE. "

w

A p - norma de uma fungdo f € LP{A) € 0 nimero:

1/
e - (J ey h
A

Una sequéncia {fm} converge em média de ordem p para
uma fungao f se || fm-£{|p » 0 quando m » o,

0 conjunto das fungdes limitadas em A sera denotado
por L7(A) e neste espago definiremos a seguinte morma:

el =

sup ess {[|f(x)]|ix & A}

Uma funcdo de conjunto &(S) € completamente aditiva -
se :

<o

(U S) = > e(s)
. n=l

n=1

para toda sequéncia'{sn} para a qual ¢ estd definida e tal que -
SifW Sj = B para i # j.. _

“Dada a fungao vetorial de conjunto @, completamente’
aditiva, definida na classe dos borelianos de Rk'e com valores

Rn', i.6.; ®(B) ¥ (@I(B),..., ¢n(B1)onde @i sao fung¢des de conjun-
tos definidas na mesma classe, sua variacgfo total [&)l & a fungdo de
conjunto, completamente aditiva, dada por

nec

|e] (B) = sup {:E;[@(Bi)| : (By) sdo partigoes de Borel de B}
1=1

onde por parti¢ao de Borel de B se entende uma sequéncia (BiJ de Do~
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relianos do Rk, dois a dois disjuntos, tais que: B = {J B, e |¢(Bi)l
¢ o médulo do vetor ¢ (By)- ' 1=1

Vamos detalhar estas consideracgoes que serdo impor

L

tantes no texto.

Seja Jﬁf uma o-2lgebra num conjunto X.

Una medida u (real ou complexa) em /%;é uma funcao

emn dﬁa tal que

n
(1) u@E) = EZ:u(Ei) para toda partigdo de E
1=1

Devemos exigir que a série (1) convirja (ndo & o
caso de medidas positivas onde a série ou converge ou diverge para
. - — - -~ .. ~
+ «). Desde que a uniao de conjuntos E, nao varia se os Indices  sao
permutados, entdo todo rearranjo da série (1) deve também convergir

ssim (1) deve convergir absolutamente.
Definamos a fungdo de conjunte |u} em Wl por:

v eernin [u](E) = sup'{Zl:lu(Ei)i} ®e/C)
15:

onde o supremo & tomado sobre todas as particoes de E.
Temos que juj(B) » |[n{(B)]|

A funga@o de conjunto |u| € chamada variagao total
de u.

TEOREMA A variagdc total |u| de uma medida com-

plexa u mna4fé uma medida positiva emc/@. Este teorema mostra  que,
de fato, |u} & uma medida e por esta razdo & as vezes chamada de medi

da de variagfo total. {[i5], teor. 6.2)

0 termo '‘variac¢io total de u" & também usado para

denotaro numero |u| (X).
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" e n & uma medida positiva,ent3o |u| = "
TEOREMA Se n € uma medida complexa em X entao

lul X < ®. ({15], teor. 6.4)
| Desde que:
)] ¢ il @) < |uhE)

isto implica que toda medida complexz p numa ¢ ~-algebra € limitada e

diremos que v & de variagdo limitada.

: Seja agora p uma medida real sobre uma o - algebra
Definanmos Iu] como anteriormente e seja:

/

pho= 172 (luf + w) . © noo= 172 (Jul - W)

. + - = - ~ . )
Ambas as medidas u e p sso positivas em Jﬁfe sao limitadas pelo teo

vema acima.

Ainda mais:
po=p - . dul =t o

B + - —~ . - . . - .
As medidas n e p sS40 as veariagoes positivas e negativa de p, vTes-

pectivamente.

- . . i .. +
Esta representacao de p como diferenga de duas medidas positivas p e

11~ & conhecida como decomposigao de Jordan de p.

Seja p ume medida positiva numa o~ algebra a/z e
. . o 7
seja A uma medida arbitraria em a”ﬁ,(roal ou complexa). {(Lembremos -
- LN - I 4 it . - -~
que o termo 'medida positiva’ inclue + « como valor admissivel ¢ por
tanto as medidas positivas nao formam uma sub-classe das medidas com-

pléxas).
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Diremos que A & absolutamente continua com respei-

to a p e escreveremos:
A << p
se A (E) = 0 para todo E*Eo/z tal que n (B} = 0,

TEOREMA Se A << ¥ entao |}.l <<
([15] p. 121) |

. . . . é
TEQOREMA Sejam p e X medidas numa o0~ algebrac/i
p & uma medida positiva e A & complexa. EntZo as duas condigbes abai-

x0 sao equivalentes:

(a) X << p

(b) Para todo € > 0 existe um 8 (eg) > 0 tal que

[x (E)] < & para todo E etfﬁf com p (E) < &8.([15] teorema 6.11)

TEOREMA Seja p uma medida positiva em aﬂg,

eell(n) e | |
y(E) =B du

Entao , ]}][E) =;( fgldu
) ) E
([15]teorema 6.13)

' s . C = ¥ = : 5€ lS [ t.a_m A1 Cm
[ ]

Deste modo, se F & uma funcio vetorial de conjunto,
completamente aditiva, sua variacio total sera, por conveniencia, tam
p c I ) m

bém representada por:

.
'V(£,B) = |F|(B) J |dF | =J, al|F|
_ B B



Capitulo 1

€1 - 0O operador WA

Estabeleceremos que, dados dois operadores T; e
T,, indicaremos com T1 Tzf(xj a fun¢Zo obtida aplicando a Tzf{x) o)

operader T,.

. . . n .
Consideremos agora o espago euclidiano R, cujo
ponte genérice indicamos com X = (xl,..., xn) e definamos, para cada
valor do parametro A, o operador Wy, da seguinte maneira:

. 2 L _
(1.1.1) £ = n“n/ﬁj‘_e“|5| Elxr /RE) dey vuw dey

R

- - . . n
onde £ € uma fungdo escalar, limitada, definida em R,

Da (1.1.,1) segue, por uma mudanca de variavel:
: 2

el

WAf(K} = (m)"“/zj e A f(x+g) dz;l... di
C R o

BEEIN

(1.1.2) ~ = (nx)““/i[ e A £(g) dgge.. diy
. Y

n

0 operador WA’ definido acima, pode ser visto,co-

mo o seguinte produte de convolucao:

wkf[x) =g, * f {x)

-n/2

“onde gl(x) = (Al exp {(~}x| Z/A)

Para cada valor positive do parametro 2 a funcio
g, R" + R tem as seguintes propriedades:

11

(1.1.3) {a)‘[ gk(x) dxl... di = 1

Rn
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isto é:|f gAH1=1 pois g, > O. |
(1.1.4) (b)\%r > 0 teremos:

[ék(x) dx - 0 para » » 0O

fx| > T

Com efeito: : | :
\[gl(x) dx = ‘[gl(y) dy + O para » + 0
|x{ > r Iyl » _r_

A

pois g4 ¢ Lt (®k™) e a regiso de integracio & o complementar da esfera
de raio _r que tende a = quando ) tende a zero. ‘
A
0 significado destas propriedades € que, ao fazer
» - 0, as fungoes g, apresentam um "pico' na origem, semprc mails alto

¢ mais estreito, de modo que resulte:

Jﬁ gl(x) dx = 1 x/k > Q e h[gk(xJ dx - O parg » + O

|x{ =1

Uma ilustrag2o no caso n = 1 segue abaixo:

A e M ﬁ?\
'
A
1Ve
Dl
/// “\m

R ‘h"""--.»- . __,..‘«/ h"""‘-—---.

- o




-15~

§2 - Proposicdes relativas ao operador W,

Proposicao 1

Para cada funcdo limitada £(x) e para cada valor
positive do para@mnetro *», a fungio fo(x) resulta continua e limitada
em todo o0 espacgo Rn, juntamente com todas suas derivadas parciais de

qualquer ordem,

Demonstracao: Como f£(x) € limitada, temos que [f{(x)] <« M ¥4< ¢ RP.

-1el®
Assin: W, E(x)] = ™2 e b gxre) agy ... dg |
Rn )
2
-lEl
« i e & g ...odp = M

. 1l
- R

ou seja wkf(x).é limitada pela mesma constante M,

Provenos agora que W,f(x) & contfnua em R™.Con e~
v e

— - a - Nl -
feito, seia X, € R™ ¢ consideremos a sequeéncia {Xm} convergindo para

K L]
Q

A £()

H
®

Seja F (x, &)

Como F (x, ¢) & continua em Xy entio:

lin B (%, £) = F (x,, &) Ve ¢ r7.

oo

x-t | %
Ainda mais: 'F (x, €)] s M e * , entio pelo teorema da convergen

cia dominada de Lebesgue teremos:

m-r @ oy ph

e

n
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ou seja: : Tlim sz(xm) = ka(xo)

m 3T
- ' il
Como x, e um ponto qualquer de R~ teremes que

- - N ==
Wif{x)-e centinua em R,

Para provarmos que as derivadas parciails de th[x)
sae continuas ¢ limitadas basta verificarmos que podemos fazer a deri~
vagioc sob o sinal de integracglio, pois neste caso teremos:

w | x=E 2
A

£(g) dgg ... dgg (2)

8 W E(x) = (wk)_n/z Z(xhwgh) e

% . R
i

K

ou, mais geralmente:

2

[

- | X~
& T H - B -n/z 3 o A 1F
D* W, £(x) = (w}) fza(xi £:) e £(g) deg ... dg (D)
: - )13
R

onde P (x; ~£;) € um polindmio de ordem & em (x - &) e

e, it - a4 1 (s} 2 o n
AN X, Xy

As formulas (a) e (b) sdo continuas e limitadas e

a demonstracdo & andloga 2o caso anterior da funcgio W £(x).

Vale o 'segulnte:
oh

Teorema ([17], p. 62) S¢ h admite uma derivada parcial ﬁi (x,£), para
= e oh ’

quase todos os valores de £, se B% (x,£) € separadanente continua em x

para quase todos os valores de £ e majorads, em modulo, por wna

g(£)» O integravel,entio a integral F(x) i[\ h(x,t) dt ¢ continua e
n

derivavel e on

F'(x) =J_ ey ae
1

il
A%
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0 teorema anterior, nos possibilita a derivagao
sob o sinal de integrac2o requerida anteriormente, Assim nossa propo-

sigdo fica completamente demonstrada.

Propesicio 2

' - - .. n .
Se f(x) & continua e limitada em R™, com deriva-

das parciais primeiras continuas e limitadas teremos:

o W,f(x) =W,3f j =1,...,n
X. aX .

J

isto &, o operador W, ¢ permutidvel com o operador 3 ,
3K .
]

Demonstracdo: Como foi viste pelo teorema enunciado na proposigdo an-

terior, podemos passar o operador 3 Sob o sinal de integracio que
o
comparece no operador. 3

| ©-lel
Dado que ka(x) = [wxj-n/z ( e £ {x+g) dgl oo dgn
<2 N
" _

[

3 fx=+g) dgl vee dE

Teremos: | ~lel?
W, £ () (n) "/ 2 -[ e *
_ n K.,
J R 1

d
X - n

= Wy EEJ(X)
X .

Proposicao 3

Se f(x) € limitada em R~ e A, u sao dois nOmeros

positivos, teremos:
fx) = W, L FX)

Y 4]
hlyu

Domonstracio: Temos, por definigio que:



~]18-

F N -n/?2 o omlx-gl? '

R Ik :
. - x J_z
n/2 .J_wi 2

onde gk(x) = (@) e

ssim W v £} = } - ) = S * :
Assim W W £(x) = g, (g «f) () = (g8 £0x)
Por outro lado: :

X-£

~ix-£]2
Wy £(x) = (7 (A+ul] ~n/2 J’ e "V f(e) & =
Rn

= g)\.{.u * f(X}

Para chegarmos a identidade desejada, basta entio

provar que:
834, (%) = g, « g, (x)

Com efcito:

seja kG = e M e k() = ()M K/ ViR =

o gL ~lxl2
= ()M e P =g 0
. - | .~n/2 TN
Assim: K/F (g} = (m2) K(x/va7m) (&)
P | - /\\1\2 1 2
Como K(»x) (g) = 1 K (g/r), e-w|x| (¢) = e'“|€|'
o | .
Teremos, fazendo r = 1
viw

- -

RGN RN LS NN RN
Vx

~w2x |2



-190.

.(l-

DU IR X ¢ £ A1) ¥ -4 R TS
logo: KJ? ?ﬁT e = L SR T kl * KFj

Lal

Como £ = g implica £ = g, teremos:

ou seja:
-0/ 2 AU _

o .
gy = gp K A L‘T:’(}L“l‘u)]

Assim, nossa proposigao fica demonstrada.

Proposicao 4

Seja f: R™ = R, limitads. Entdo:

#

(a) 1im ka(x) = £(x) eSa
Ao 0

(b} Ainda mais, se £(x) € continua, a formula (a)

& verificads uniformemente em cada conjunto fechado e limitado conti-

do em Rno

Demonstracan: Para provarmos 2 parte (a) voamos utilizar o  seguinte

—

teorema ([15], p. 158)

"Seja £ € LI ( R™) e o uma familia substancial em

R ", Entio:

1 | £{x) - £{x_ )| dx » 0 para quase todo x_ ¢ RE v
ALY J ° °
E

isto &, dado ¢ > O existe, em correspondéncia, uwm § > 0O, tal que
1 [ £(x) ~f{x )] dx < e sempre que E € 9, x_ ¢ B e diam (E) < s.
i 0 , o
m(E)
I
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Lema: O teorema acima continua valide se f € L"(R™} e 2 § a familia

"de hipercubos de R,

Demenstracao: Com efeito, seia:

FN=%E'W':HXH < N, NE W}
onde [l x|| = méx {|{x;}, t =1,..., n}

e W & o conjunto dos nimeros naturais,

Assim; fN(X} = f xf[x)GiLl(Rn) e éntﬁo pelo teorc-
N

ma acima temos:

1im 1 [ £y (x) - £(8)] de -0

m(E)+0 m(E) S

~para quase todo X & R,

Se n = 2: X
—
EX
'5“-‘—1‘*‘—)’- x}
x:?.
L __1_’_!:-}:«-1
Fu
Seja Gy = {x ¢ ”R" ¢ 1im [ 1 [fN(x) -fN(g)| de # 0}
m(E)+0 4. m(E) - :
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=]

e chamemos G = ( Gﬁ- Temos m (G} = 0,
n=il

Tomemos x ¢ G, entdo x ¢ Gy para todo N& M.

Como @ & uma familia substancial, em particular a-
o . 1L ' . .
quela constituida dos hipercubes de R, temos que existe E &€ € com

m(E) <« 1 e x € E. Para £ € E temos:

fN(E) = £(&) _ _
fN(x) = £(x) pois E <& Fy para algum N.

Logo: lim 1 J’ [£(8) - £00)| dg =
n{E)+0 m{E)} B

= 1im 1 |£,() - £,(x)] dz =0 . para
m(E)+C m(E) _ n
E quase tedo X € R7.
Vamos agora provar a igualdade (a). Temos que:
“lx-gl?

’ (m"“”zf e+ ey - 0] @ ‘ <
o |

- olxeg]?
< g /2 ,-n/2 P [f(g) - £(x)]| d
&

ka[x) - f({x}

Faremos uso adiante da seguinte propriedsde: Como
5 _
— n — . -
e 13 ¢ LY (R") entio dado ¢ » 0, existe um nimero M tal que:

- -le]?
, w n/z ( e df < @
J

=] = M

Fazendo: ] X=p 12
- - - A N e L
[, £x) = £ < # n/z, “/2_ e [£(8) - £0x)| ag +

2
ERTREN
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ﬁ-n/Z_A"h/Z e | £(8) ~ £(x)| de¢

1/2
> 2 M

-] x-¢
+ A

tx-g

teremos o resultado procurade, poeis chamando de

: }
: 2
E={x ¢ R" ¢ Jx-c¢]<r M} resulta:

1 .
2 -
m(E) = (2 » M)™ e se » > O entdo m(E) -+ O

i ; - m{E
Ainda mais: \/2 = _ﬁ[ %
27 M
e como e b £ 1 a primeira parcela do segundo membro da desigual-

dade resulta:

-1/ 2

-1x-e ]2

1/ 2 i““ [£(8) ~ £(x)] dg ¢

A
eI RES

e Jﬂ | F(g) - £(x)] dt
m{E) -

b

que tende a zero quando X tende a zere, pelo lema anterior.

Na segunda parcela do segunde membro da desigual-

dade teremos, por uma mudanca de variavel:

-|x-£)2
B/ 2\ -n/2 .‘fe YooLEEY - £ de =

x~£fl» 2 M

I

TR
= 5 0/2 [ e | £(x +¥XE) - f(x)] de <

Hell > w
L S -/E/2 ,
2zl J} a2 £l .

Hell 2 M

Fica assim demonstrada a primeira parte da nossa
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proposigao.

A parte (b) decorre do seguinte:

<4 n

4

] o-lel?2 e
Como  |¥, £(x} - £(){ = w‘“/Z] ( e [}(x+ /) - f[xi] da]

. . - 133 . - . . .
¢ o integrando acima pertence a LI( R7) pois £ ¢ limitada, terenos

que:

Dado ¢ » 0, existe um hipercubo X tal que:

H{.~|5|2 )
e [f(x+ /R E) - f(xj} de
R K

< £

Assim:

. _ . g 2 l
[Wlf(x) ~ £(x)] & w~nX2| JH e &l {f(x+ YA E) A f(xi] de + ¢
| K

Agora, como £ € K entdo VX £ - 0 quande A » 0O e

pela continuidade uniforme de £(x) em L teremos:

[W}Lf(x) - £{x)] ¢ “_‘-n/Z e m{X) t e XE€L

ou seja: 1im Wlf{xJ = £(x) unifovmemente em cada conjunto
A =0
fechads e limitado L.

Proposicao 5

n - P
Se f: R + R € limitada tercmos:

(8)J~“|1’,’Af(x:}| d}:l..-dxn < IHH(X)! d'xl”"dxn
R IR

(b) 1lim H{[ka(x]ldxl,nadxn :-J [f(x)[ dxl,..dxn
A 0 '
Rh

RH_
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Ainda mais, para cada conjunto limitado L,teremos:

(c) 1lim [I’J}lf(x) - £(x)| dxqeeedx = 0
A 0 -
L

Demonstracac: A primeira parte desta propriecdade decorre de uma sim-

pies aplicagio do teorcma de Pubini (ver [10], p.147, teor. B; [14],

p.77, teor. 81)

Com efeito:

..n‘fz —_I_}_C:__E_LE

(%) (e * £z dal dx <

J' |W}lf(xJ; dx '—“J' J |
n . R

R | nj2 [ -lxel2 |
¢ (wr) J je HE£(g) | dg:! dx

i

R* g° Ix ‘£:|2
[ wn/z -~ U
nf [f(EJI {nx) J e A deI df =
| R" - R
2
~ ~n/2 -2
----- o e e P =f ]ftg)i (‘H’:\) f € L)\ dp] dg
R - “%n
- J’ 1£(e) | de
R

Fica assim demonstrada a parte (a).
_ A () decorre de {2) ¢ do lema de Fatou (ver [9] -
p.192).

Com c¢feito, temos da primeira parte que:

1in J' (W, 00 dxg . odx o J [E(x) | dxge..dx
A+ O :
n

n
R

Pur cutro lado, da propricdade 4 decorre:
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1im |Wlf(x)| = |£f(x)]| q.s.
A+ 0

e pelo lema de Fatou teremos:

[ f{x)] dx ¢ lim Jﬁ |W, £ (x) [dx
n

R R

Para provarmos & (c) basta notar que:

Iwkf(x) - f(x)| ¢« 2M pois estas fungdes sdao limitadas pela mesna
constante M e como lim fw>f(x) - £(x)| =0
}\ 4 0

teremos pelo teorema da converg@ncia dominada de Lebesgue (ver ]:9]~pa
195, color. 4)

Tim ( ]wkf[x] - £(x)] dx = 0

Ar0

Observagao: Os resultados ora obtidos valem naturalmente se f(x) ao

invés de sey uma funcgfo escalar € uma fungaoc vetorial com um  numero

e

qualque¥ dE componentes.,

Proposicio 6

Dada a fungao escalar f: R"® + R, limitada, entdo a

integral:

fgrad Wlf(x)| dxl,..dxn
o

¢ uma fungdo ndoc crescente de A.

Demonstracdo: Cem efeito, dados dois nimeros positivos A e u teremos,

pelas proposigees 1, 2 e 3:

g rad wlﬂ_;f(x) = prad 12’}1 F'JA f{x) =
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= W, grad W, £(x)

e ¢ntZo, da proposicic 5, resulta:
Jﬁ lgrad wufl f(x)l dx £ -j;lgrad ka(x)[ dx
r" R |

Daremos agovra duas definicbes Dbisicas:

n
Definicio 1: Para cada funcdo £: R ~+ R, limitada, seja:

GE®] = ilmo flgrad Wy £ dx

Decorre da prop051gac 6 que este limite existe,fi-
nite ou infinito.

n ’
Definicdo 2: Dado um conjunto E<CR , (n 2 2), definimos o perimotro

do conjunto E do seguinte modo:

A=+ 0

s, g . I{

P(E) = [y (x)] = lim Jﬂ lgrad thE(x)|dx

onde com xﬁ(x).indicamos a funcac caracteristica do conjunto E.



CAPTTULO 2

v

§ 1. Funcao ég Gauss - Green

3

- - . A
Diremos que @ funcao dc conjunto F[ J(B], dependen
te de um parédnetroe i, completamente aditiva, converge fracamente para

a funcdo F(B) quando X tende a X  se a relagdo:

lim g(x) @ RV g(x) 4arF

A+ 0
R e

- - N . I] . . . - . ‘
¢ satisfeita para toda g(x) continua em R™ e infinitésima para |x|ow

Teorema : Dada uma sequencia de funcgoes escalares

de conjuntos'{un(ﬂ)}- definidas para cada B R, completamente aditi
va, positiva ¢ equilimitada entdo existe uma fungao aditiva de conjun
to u (B), positive e limitada ¢ uma subsequéencia
{u, (B} tal que:
b ,
1im u_ (B} = u(B)
P

I
para todo conjunto B sobre cuja fronteira un({B) = O.

Demonstragao: ({1%}, p. 221)

Deste teorema se deduz facilmente que:

Coyolario @ Dada wea secguéncia de fungdes veto-
riais de conjunto"{Fn(B)}w definidas para cada conjunto per®, com--
pletamente aditiva e de variagado total equilimitada entdo existe uma

subsequencia que converge fracamente.

Com efeito, seja F_(B) a n - ¢sima fungao  veto-

rial da nossa sequéncia. Cada componente de FH(B)é igual a diferenca
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de duas fungoes escalares de conjuntos definidos para cada Bc:ARn,cog

pletemente aditivas, positivas e equilimitadas pela variagio total de

Fn(B] {aue tambem ¢ uma fungio completamente aditiva e positiva);i.
e.: dada:

. N N

Ln R * R .

F_(3) = (Bh (B), «.., Fn (B))

teremos:

K py = K _ .k ' - .

By (B) £:(B) - g (B) k=1, ..., N

o ¥ k o

onde as sequéncias {fn[B)} e {gn(B)} k=1, ..., N

estio nas condigoes do teorema de Valle - Poussimn, logo existem fun -
¢oes aditivas de conjuntos fk(B) e gk[B), X =1, ..., N, positivas ¢

limitadas e subsequéncias convergentes tal que:

lim  gX (py = £5(2) "k =1, ve., N
h-eo N o
lin  gF @) = g (®) K =1, v, N
ho n‘h .

Ou seja:
Tim Pk (B) = fk(B) - gk[B) k=1, ..., N

ou, na netagao vetorial:

B

lin P (B) = E(B) =[£1(BJ e (®), ... fN(BB-—gN(B)]
h .

hoe
ocu ([}3], p. 222) para toda g(x) continua em R e infinitésima para
[ x| + « teremos:

1im (ﬁ g (x) dPn = (ﬁ g{x) dF : q

he J Rn h J RD. 1.
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TEOREMA 1
Dada uma’fungﬁo £:R" » R, timitada e se g}[f(xil<w

entdo existe uma e scomente uma fungao vetorial de conjunto F(B) =
= (F.(B),..., Pn(B) tal que:
i .

(a) F(B) ¢ definida para cada conjunto B - rR", com
pletamente aditiva e de variagao total limita-
da.

(b) Para cada fungac g(x) que seja, juntamente com
suas derivadas parciais primeiras, continua em
RD
inferior a |x|~

. infinitésima para |x| » =, de ordem ndo

(n*+1) resulta:

J;nf(x) grad g(x}dkl... dxn ; J;ng[x)dF

Demenstracao: Consideremos a sequeéncia {A_}, A; > 0O e lim i =0 e a

sequencia de fungoes vetoriais de conjunto {F(HJ(B)} definidas por

(z,1.1) r(py - —Jﬁgrad thf(k)dxl... dx

A sequéncia {F[n)[BJ} tem variscao total equiliwmitada, pois pela pro-

posigao 6:

(z.1.2)  vE™m =J“1dF(h)| =J-grad W () [dx
B B

5#[ lgrad W, f(x){dx & lim Jﬁ |grad WAf(x)ldx =
: - 3l
gl A0 Jpn _
= fj[f(x]] <
. - . ~ .o {nl
Assim, pelo corolario anterior a sequencia {5[ {B)}
admite uma subsecquencia que converge fracamente para a fungao complcta

mente aditiva F(B). ou seja:
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existe T '(B),..., F By, ...

v
. h
tal que: (2.1.3) iim Jﬂ g(x)dF =;[A g (x)dF
' _ P ) D
para toda g(x) continua em R" ¢ infinitésima para |x| -+ o.

v
Temos ainda: (2.1.4) J— |dF| < lim inf J‘ | 4F h|
. ,

o hreo
.

([18] , p. 183, teor. 3)

e como pelo resultado acima:

J lar ™ | ¢ e (x])
RII

sepue que

j lar] < TlEx)]
R"

Fica entao demonstyada a primeira parte do Nossc
tcorema. :
_ Tomemos agora g(x) tal que, juntamente com suas de-
. - s . . . . Hh . s e,
rivadas parcials primeiras, seja continua em R, infinitesima para

- . . ~{nn+}l L
|x| » o, de ordem nZo inferior a |x| ( ). Nestas condigoes, a fun-

cao g(x) assim como suas derivadas parciais primeiras, resultam inte-

graveis.

, Com efeito:

R n+1g(x) e como lim Ix1n+1g(x) = 0
g(x) = lkln+i | x| +oo

n+l

resulta que |x| “g(x) ¢M. Logo

M 1 n -
g(x) & —it - € L (RU - B(0,1)) ({17}, p. 40)

1
. - - I
Como g(x) € continua entdo g€ L (R).
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_ L
Analogamente dewonstra-se que 3g o i (RM)

Pelas proposicoes 1 e 4 temos que as fungles W, £(x)

540 equiiimitadas e qﬁe lim w} Flx) = £(x) .q.s.
| a0
Agora, pelo lema znterior |grad g(x)| € L (R™ e como lim A, = 0 ,

heo h

teremos, pelo teorema da convergeéncia dominada de Lebesgue:

(2.1.5) 1lim (W, f(xX)) grad g{x) dx = £f{x) grad g(x) dx
hoe | n v ' n

R h R
Como g(x) + 0 quando [x| = «, obtemos, mediante integragao por par-

tes e pela (2.1.1):

AY

;"
(2.1.6)‘} (W, £(x)) grad g(x) dx =-| g(x) grad W, £(x) dx =
. i h

NS

s =fn g(x) ap’h
| R

Das formulas (2.1.3), (2.1.5) e (2.1.6) obtemos

J{ f(x) grad g(x) dxl... dxn =‘J‘ g{x) dF
R - R

e 0 teorema estld demonstrado.

A funcio vetorial F & chamada em LS] de gradien-

te genevalizado de f.

Recordando a definicdo de perimetro de um conjun-

to se encentra, como caso particular do teorema 1 o seguinte
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COROLARIO 1

My

. Dado um conjunto E C Rn, se 0 seu perfmetro P(E)
finito entdc existe uma fungao vetorial de conjunto &(B) = (&;(B)
. éﬂ (B)) tal que

(a) ¢(B) & definida para cada BCR", completamente
aditiva e de¢ variacao total limitada.

(b) Para cada fungio g(x) tal que seja, juntamente
com suas derivadas parciais primeiras, contima

em R", infinitésima para | x| + = e de ordem -

nio inferior a }xr"(n+1), resulta :
fgrad g (x) dx =IXE(>{) grad g(x) dx =I £(x) de
5 rM | | R

Demonstracao- P (L) ==EI[XF[X)] < « entao basta

aplicar o teovema 1.

Obscrvacdao 1 : A fO0rmula anterior &€ num certo sen-

tido uma generalizagdoc da formula de Green classica. Por esta razao ,
tal funcdo & chamada em [6] de fungdo de Gauss-Creen relativa ao con-

ey

jupto B CCRM,

Uma reciproca do teorema 1 ¢ apresentada e comple-

tuds no que segue:

TEORFMA 2 Dada uma fungao limitada f£{x), se e¢-

xiste uma fungdo vetorial F(B) satisfazendo as condicgbes (8) e (b) do

teorema 1 entﬁbfj[f{x)] € finito e temos

ay = { /dF
T [ ] _,[/ /
R - |x-£ 2
Demonsfracao : Temos que grad. e A = - gradg
- |x-£ 2_ | '
¢ ., onde com grad_ e grad§,estamos indicando respectivamente

o gradiente em rclagio as varidveis x = (xl,,.., xn) e & = (£1,°..,aﬂ
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Pela condigdo (b) do teorema 1 e pela definigao do

era - 2T em aze la DI 51ica :
0 dor WA te os fazendo uso da oposicao 2

x-E 2

-n/2 [ [
(grad, e - 1 f{x)dx

(2.1.7) lgrad Wy £(EY] = (%0

/2] oo ix-glt
() ‘J (grad, e X f(x)dx ...dxni =
n _

...n/')

Sy

{ f

< (1) far |

et
o

Da formula (2.1.7) e do tecrema de Fubini segue:

-n/2 A
(2.1.8) |grad W, £ () ld&'l»»-dﬁn RCEY ( dg J |dF| =
Rn : 11 )

..n 2 J.Lum .
. | -
= (1) [ lar| J’ de Ledgy jnldﬂ
R® R™

E portantc pela definigao degj[f(xﬂ e da pr0pdsi -

cao 6 resulta:

NACIE J 1aF |
)I'l

LOgO Jlf(xﬂ ¢ finito e portanto pela formula

(2.1.2) temos: Jﬂ ldr| < [}(hﬂ
R"

Assim o teorema fica demonstrado.
Como caso particular deste teorema temos:

. : ! .
Coroclario 2 Dado um conjunto E<C R, se cxiste -
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uma fungao ¢(R) satisfazendo as condigdes (a) e (b) do corelaric 1 en

tao o perimetro de E é finito e temos:

P(EY =1 |do|
R
Observogio : A foymula anterior coincide com a defi
nigdo de Area sbsoluts da {ronteira orientada do conjunto E segundo
Caccioppoli, ainda segundo Caccioppoli & a medida (n-1) dimensional da

fronteira orientada de E. ([1]).
§2 - 0 perinmetro do conjunto E

Podemos agrupar os corvolarios 1 e 2 no seguinte re-
sultado
“"A condigfo necessiria e suficiente para quce  P(E)
seja finito € que exista uma fungao vetorial de conjunto ¢(B),com va-
n . 35 s P SR s 1ags
lores no R7,completamente aditiva e de variacao total limitada, defi-

nida na classe dos borelianos do RT, tal que:

(a) (- grad g(x) dx = ( g{x) do

Jn

para teds g(x) que seja, juntamente com suas derivadas parciais primei

7

- 19 U : - -
ras, continva em R, infinitésima pare |x] » « de ordem ndo inferior
- {n+1}
2 x|

Ainds mais:

A condigio (a) pode exprimir-se dizendo que a fun-
cdo & € o gradiente ne sentide da teoria das distribuicbes, da  fun-
gao

caracteristica de E.
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‘ " . 1 .
Dado um conjunto I C R, tendo perimetro finito,se
ja  ¢(B) a funcio que satisfaz as hipdteses (a) e (b) do corolidrio 1.
Entzo para cada conjunto L sobre cuja fronteira seja nula a variacgido

total da fungio ©¢(B) temos: ]
o(L) = - lim ( grad WKXE[XJ dxl ‘e dxn
A0 J
1
Demonstragao

Como a variacio total da funcdo @(B) € nula sobre
_ - _

a fronteira de L, temos ' ' L
: (2.2.1)J |def = 0
- L
Comc € (B) tem'variagﬁo total limitada e vale a
(2.2.1), entdo dado ¢ > 0, & possivel encontrar dois conjuntos limita

dos e fechados Cy5Cq, nao tendo pontos comuns com- &L , tal que:

~
(2.2.2) ¢ <L, Jﬁ}d®| iJ (da| < ¢
, _ 1, C

r 1
(2.2.2") 'czc:(RneL), J lds| - Jﬁld¢1 < ¢
' R c

&, 2

s

Cg‘l /r C'!. _l} IC2
T 1

LY

| ~ Seja &, = d (Cq, L) e 8, =d (C,y, 8L) e seja [ =
= B (0,8) onde &= wmin {8, &§2}:

Pelas propriedades {1.1.3) e (1.1.4) scgue que da-

do e > 0, existe Ay tal que para 0 < X < X temos:
' : 12
T £ el
{(2.2.3) (ﬂk)“”/z Jﬁ e M

dﬁl e dE_ > 1-g
n
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Temos ainda que para todo X, & Cl resulta B(xlié)cL

~ 2

/2 J“I‘“T .

-Ti i - _

e (ﬂ}\) e dgxu}'o di_,n > 1 E 0 < :\ < )\.E
B(xl,éj :

ou seja:

-n/2 [ — lﬁ:glz

para tode x € C; ¢ 0 < X < A, temos {%x) ‘J e A dt > 1-¢
- ' . /C
1

e com maior razao:

|2
-1./2 - X;F .
(2.2.4) 1> (93) Je dgy... dE > 1-e , x €
L
0 < X < AE
e entao
A

-n/2 _ X;C -
(2.2.41) (1) e AEy... di_<e  x € €,
IJ

T T,

pois para todo x € C, temos B(xz, 8 ¢ R’ - 1),

Da (2.2.4) temos que:

....n/z ( . _.li—_g_l_z
- € < (1r) -
; L

o

ou seja “n/2 r_‘IX“E : .
*(m Je Ao dg—l,<g

L

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por

e pelo teorcma d¢ Fubini, teremos:

|[ dd

-

C
1



EK-EIZ -7~

(2.2.5) ]fﬁi) “/ZI ef e A 4o ~J d®| < e[ 1da]| <
. C C

L C
1 1 1

< CJE lae] = e P(E)
plt

N

Analogamente, da (2.2.4') seguc (ue

LX.__lE -
(2.2.5") | (o) n/%J-d?[ d-} < EJP lds| <
' C

2

£ EJ |de| = ¢ P(E)
Rl

Agera L = C U (L-C1) e assim | [do| *:J'_ {del + J |de |
' L C L~-C
1 1

ou sej_a[ |de| -{ lde| =J’ |de] < & pela {(2.2.2)
L Cy L-C; '

Segue entdo que:

(2.2.6) IJPdQ -J[ d®| d@] < Jf [dof< ¢
Cy L-C, L=Ca

-ﬁnalogamente; como (R™-L) = Cq ULRH - (L U Clz)‘[ segue pela (2.2.27)gue:

J’ - lao| -J |do ] "[ |del< =
RE-1 Co RM (L U C2)

e Ccomo (Rn - C; =~ C2) ={(L - €1} U (Rn - L ~ Cz2)

teremoas:

(2.2.7) J’ jdo| < 2e
RPM-Cy=Cy
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Pesta formula e do teorema de Fubini obtonos

., ._L__J_ | e - bl

(2.2.8) |(ﬁ>L - { , ‘(ﬂ)) Je d-if ael<
. _ L | e C,

|d@ < Ze
JR ~Cy~C

wn/? —— .4_'._,_,,_-._. ,,,,,
(4 #[» e A dE [ﬂ ‘d['
™ RP-C1 -G R™-Cy -

Observando que RM = Cy, UCh U (R- - C; - C2) e das
formulas (2.2.5), (2.2.5'), (2.2.6) e {(2.2.8) concluimos que, para

0 < X < Ae

on/2 _olx=ElT
{(2.2.9) ieré - (M) uf‘dil..,dgn J’ e A o dd] < e(2P(B)+3)
4L L

n

. 2
(%X e XF(X) dxl‘,.dxn =
Rl-l ! b

()

Como W, X,

A

3

il

e 4X
T

1l
Fant
=
e
—

e
]
9
>_.'
a
b

e como ®(B) satisfaz a condicgao [b] do coroldaric 1 teremos:

-1/ 2 - 3L§12
grad WAXE(E] = gradg{iﬂx) e dX1-=edKé] =
E
2
r lﬁﬁﬁl__
= (ﬁl}“n/z gradg e A 1eeedx =
JE- . :
-, 2
2 — _L}E_:.E;‘J.__
=w(ﬂh)"n/2 grad_ e A dx, dx =
B
: 2
7(’ _odx-El”
= (52) "/ 2 e M ds
. S




o
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_ ‘Das fﬁrmulés (2.2.9) e (2.2.10) vemos que, para
0 < < Ae teremos:

! G(L) + | grad W Xp (x) dx; ... dx | =
| /1
.
= l deé + J grad WAXE (£) dﬁl “os dEn <
- L L | '

< e [z P(E) + 3]

Como ¢ ¢ arbitrario, nosso teorema estd demonstra
do.

§ 3 - Uma propriedade isoperimétrica

0 espago euclideano R", pode sempre ser considerado
como produte de 2 espagos P e »™P. indicaremos com y = (yl, ..c,yp)
um ponto genérico de-RP e com z = (24, ..., Zn—n) um ponto genérico
de R P, com (y,z) o ponto de R" de coordenadas

[}rl, R yp, Zi4 =reay anp)c

. - . n-
Dado um conjunto EY < RP 6 um conjunto g2 P,

- : By : - . 1 . -
indicarenos com EY X EX o produto dos conjuntos 7 e EZ, isto e .

{(y,z) :yec EY e z € E*},

D¢ maneira analoga a definigzo do operador W,, po-
. T - \.
demos definir o operador I@k poendo, para cada fungao f(x) = £(y, z )
. - n . -~
definida ¢ limitada em R e para cada valor pesitivo do parametro i:
I p I

. | oz Il
(2.3.1) W);L £(x) = w{ f(y,z) = § rP e f{y+/in, z) dny « - - dng

Para cada fungao g(x) = g(y,z) que scja derivavel

com respelto as variaveis Yis vevs Vo indicaremnos com grady oy, z)

P



wd (e

o vetor de componrentes (ﬁg og )
. LI Y —
¢y ay
P
Observemos que todaes as propriedades do operador

WA vistes no § 2, capitulo 1, se estendem ac operador W{ .

Podemos por isso, analogamente ao funcionalf}&(xﬂﬁ

N & T . .
definir Jy Lf(y,z}] da seguinte maneira

6"“\ -
(2.3.2) Jy [£(r,2)] = lin |gTad

w{ £(y,2)| dy; +.. dy
A0 rP

y P

- Lo - . " -
De fato, por um raclocinic totdlmente analogo go u-
sado Ra.proposigao 6 e definicao subsequente, prova-se que este limite

existe,

Demonstrarvemos agora a desigualdade:

’f(y,zi]dzl...dzn"

2.3.3) €FiE¢ = v, )] >
(3.8 GE] =] > f .

R

Com efeito, pela proposicdc 5 e para cada par de

o"?\
Jy
n-p

nlmercs reais positivos A e u teremos

47 - .',"Y Ay - H T o Tar Ve
g;n l ¥, grady hui\y,a)] Ay oo L}p dz1 cee dZp e

(2.5.4) r g
= r\ry ct i f 4 2y ! ) +a
| | W erady, Wy Fly.z)ldyy e dyy dagoeeds s
-
< lﬁrﬁdy wk f[y,z)[ dyl - de dzl S dzn"p N
JRU.

P ’:“\'_ )
< grad W, £0) ] dxg .o. dx <Y \"f(x)]

JRF

Da relagao (2.3.4), passando ao limite para X = 0,
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encontramos, pela proposigao 5

- Y £y P
(2.3.5) l’ dzy eedzg ‘J/]grad WOE(r,2) |y dy g TG

Jgn-p RY
Da férmula (2.3.2) e passando ao limite sob scinal

dc integragao na (2.3.5) teremos o resultado desejado.

Lema : Dada uma fungdo P(x) tal quetP(x) =0 ou
lﬁ(x] = 1 para todo x em R {n21) entio vale
vma das duas relagles

o

(J’ﬂ Y(x) dxy .endx ) € Teea] }
Rn .

(2.3.6)
Ti

- n-1 o~
( J (1-400) dxp weedx) < (TP
R : .

Demonstracaoc : "indugao sobre n"

Vamos atribuir o valor 1 ao simbolo «° e o valor ©

0
80 51mbo10 C e

R B —_

(a) Provenos que a fSrmuIa(Z.S.G)vale para n = 1.

Se j— %Kx} dx = 0 ou - [klwﬁkx)).dx = { entao
R .

R
certamente uma das relagdes{2.3.6.J¢ verificada pois fjﬁ??(x)] > 0.

Suponhamos entdo cue

(2.3.7) ft,;}(_x) dx f mt.lu(x) dx # 0 ejm (1-J(x) dx # 0

4R w

~ ™ — = - a
entao \%[x) nao e quase sempre igual a 1, nem quase sempre nula e po-

o0

la proposigdo 4 existem pontos x ¢ x tal que
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(2.3.8) lim MAHEL\J \]f(\) 0 e i-l*]{mJl W}kL%(x) i[h) 1

Da relacio (2.3.8) segue que

Wil

TL90] = 4 | | Bl 1

d W 3 2 d .
J~ S
x .

Hi

Tim | WO (X) - W (i){z 1
i | 46 - vy

Assim fica provado o caso n = 1.

Suponhamos agora que vale uma das relagtes (2.3.6 )
para n=@m ¢ provaremos que vale para n =m + 1.

m+]

m cooas
Escreveremos R = R x R e indicaremos com Y

- T . - .
= [}fl, coos .)rm) um ponte generico de R e com 7z um ponte generico de R.

1l

Seja agora : \J(x)

L]["[x) 0 ou kf‘ (x) = 1 para todo x de R
E;me Bﬂz.;"rggﬁjl_xntos do espago R assim definidos

ké?‘(y,z) tal que.

1

e sejam E} )

gkf)'[}faz] dz # 0 e  (1-¥(y,z}) deo # O se y €L,
(2.5.9) i R
‘rL{D(}r,z] dz = 0 se Y€ ]32
- R
((lm%%y,z} dz = 0 se yegEg
/R

Obviamente R = By * B, + Eg.

Como ‘u?(x} = ‘~;53 (y.z) toma somente os valores § ou
1 entao pela relagdo (2.3.9) tercmos



Px) = kf(y,z] = ) quase scmpre em Ey x R
'l .
L?(X) = &F(y,z) = 1 quase'sempre em ES x R

pois para toda funcio positiva tal que sua integral é igual a ZE€TY0 ,en

tdo a funcgfo € nula quase senpre.
Seia n o= min { m(E?) , m{E3)' }

Entdao para quase todos os valores de z, teremos

(2,.3.10) xf[y,z) dyl ‘oo dym > ‘Jlf(y,z) dyl RPN dym =
Rﬂl : E 3 :
-
= - { dyl eee dyhl = 1n(E3) S ARTEN
J Es |
Analogemente

’ e
(2.3.10") .)(1~§{y,z)) dyl cve OY >

m
Rm
> (A-Yy.zd)dyy oo dy 2w
By

Pels hipdtese da indugio, da relagio (2,3.10) e da
definigzo de ?Jy'[kf[y,zi] teremos:

e o e . 4
Ty (¢ .2 L J
| o

- -._F}r I I3
gl&dyLA H@(),Z)l dyl ’f'dym

' _
(2.3%.11) = if& Igrad'w}\klf)(y) l.dyl oo dy
<t

ﬁ]‘__ﬁfj(ﬂja [‘ETF(Y) dyy ---dym] o=

~ ! m-1 (E:lg
= Iy ,2) dyq .. dy ‘l oy M "
P 1 1M
i -

R para quase todo z.



-

Por outro 1ado,.da velaocao (2.3.3) teremos
’ o+ o
(2.3.12) G)‘*[m(x)] = w2 > S [piy,2)] dn

— L0

Assim, se p 1St0 €. m(El) £ 0 e m[Ez) # 0 re

# 0,
sulta das relagces (2.3.11) e (2.3.12) que f}fﬁ%x)} = w e a relacao

(2.3.6) fica demonstrada.

Tomenos agora y £ E1 e como uma das relacdes (2.3.0)

vale para n = 1 e tendc presente a (2.3.9) teremos

~

6*\" XalEY = i z bt -
(2.3.13) JZ[}I{,[},Z]J J;Lirg J grad, W ¢ (v,2)|dz =
r\.1 _ [
= 1lim prad W, J(z)| dz =
20 !ﬁ T
..Jl'x
S - 0
= ] > Wizy a =1
Tl « gfft) z )

e i
pols pela (2.3.9) ‘Jif(z} dz = (%%y,z)_dz # 0
R IR

Das velacoes {2.3.13) e (2.3.3) temos

'l
7.%.14) €T(wGaT s <5y "_f)'\ 21 dy . > . o
(2.3.14) kjLﬂQCLlJ =, HJ‘JZ Lﬁ.Lf,ﬁJJ d’l o dym >, d3j_ N d)m =
_ @ _
“R
. B, = m{Ey)
e portante se m (El) = @ g reloaczo (2.3.6) fica demonstrada.

Consideremos agorda o caso em que m(Ey ) € finita e

Assim m(fi,) = ® e como k?(x) =1 ¢.5. em E. x R

e

teronos, para quase todos ¢s valores de z

(2.%.15) (Lf)(}: L2} c'!_}rl . d}rl'ﬂ. > (.(f{‘,r , 7} dyl ‘e d_}vm =

oo o = M{f.) = o
] gip | 5)
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Pela hipétese da indugdo, teremos, dada a (2.3.15):

| ' m-1 e m

(2.3.16) (S(lv-np(y,zn)dyl e dy) € Oy [@oa] )
R | o
para quase todos os valores de z.
Por outro ledo, como m(E,)= 0 e quase sempre em
Eq X R temos Lf(y,z) = 1 resulta, para quase todos os valores de z

(2.3.17) ?(1—%{¥,z)) dyl ce dym = (1—%{y;z) dyl co dy% <

J_}m

R +E < m(E1)

Da (2.3.14), (2.3.106) e (2.3.17) temos

: {(1-1/m}
f:,)y [‘{J‘{:y H Z]:l >/ ( ‘/(nl;k{}(y 3 Z) :’ d>rl LI dY]n) . >/
R -
-1
(2.5.18) | > (mEp) WWJ;m (1=¥(y,2)) dyy «.. dy_ =
1
" e A
> (Y7l ea]y 7 (1-90y,z) dy; -.. dy,
: JRm
Da (2.3.18) e (2,3‘12) temos
C“,\ . . T '(;(,.,\ . )
JPe] 2 LIYG.a] dzox
R
. o T {
(2.3.19) > {9 U?£K3]3 dz J m(lw%Ty,z)} dy; ...Idym
R R
: _ ~1/m
= { ijh[&?(xi]} jﬁ (1-¢(x)) dxy ves dxm+l
Jgpm+l '
e entio
o - m+1 - | m
(:JE?(XJJ ) I~

( ‘j (1~ §2)) dxy .. dx o)
1 |

Skl
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¢ assim fica provada a (2.3.6) no caso em que mE;) < « e m(E,) = 0.
Finalmente, se m{(E;)} < « e m{E3) = 0 (o que acer-
reta m(Ep) = =) chegaremos por um raciocinio totalmente andlogo, a

primeira das relscdes (2.3.6), ou seja

Bo(ﬂ)!3‘+1 (| 9dx . dx "
Rm-!-l

Veremos agora uma propriedade isoperimétrica me-
diante a qaal a medida de um conjunto & limitada pelo seu perimetro
ou mais prGC1sampnte, € menor ou igual d poténcia {(n/n-1)- ésima do
proprlo perlmetro.

Teorema 4

_ . n )
Dado um conjunto E < R (n3xZ) vale scmpre uma d&s
duas desigualdades :
&

n-1 n

En(EH < [P(Eli
n-1 |
En(Rn—Egﬂ < [P(Ej“

Demonstracao: decorre imediatamente do lema ante-

ricr WpL¢Qdd0 a fungéo: HFLK).
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Scja ¥ o espago de todos os borelianos contidos en
] _

n
B e cgonsidorencs: o s¢

dada nor d (El, Ezj = 1 [El + EZ - El . Ez)

Vamos provar que d € uma métrica

Com efeito:

{a) d (&y, Er) o= m (By o E,) 3 0 .

onde B, 4 E, = K, + B, - 1. E, & chanada 3 diferenca simétrica entre

H 3 By = e = in = (0 __-:5 I: = 5 ! 3 1 - 23 e
(b) d (11, LZ) O ez 3 Fq b 2) < 1 Lz ¢ neste pon?o est
mos identificondo os conjuntos que diferem por um conjunto de medida

ZETO.

(c)_d (Ef, 5,) = =n (El A Ez) = (EZ A El) = (EZ, Ey). Para con-

cluirnoes que d € uvma métrica em § resta entdo provar que:

(d) d (&, Eg) ¢ d (Ey, E5) + d (B, E,) ou equivalentemente:
m (El A EZ)‘S m (E; 4 E,) +m (Ey & Eg)

Para isso, basLa provar que:

e ¢ resultade decorrs da aditividade de m.

Devemos entao provey que:
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(B - B U (By - 80 @ (& E,) U (B, -~ E) U (B, ~ Eg) U (E5 - L))
Vamos provar quo:

(A1) (By = Eg) ez (By = L) U (B, - Hg)

(d.2) (By - Eq) o (By - Epy U (B, - L)

Com efcito:

Seja x & (Hl - ES) entio x & El e X g_ES entao

duas possibilidades podem ocorrer:

4 . N " " A ey - - n .
X & Ll e X ¢ ES e X %_hz entao x & (El EZ} ou
X & El e X ﬁ ES e X E Ez entac X ¢ (E2 - ES)
logo a (d.1) fica demonstrads. .

fics
- . -
A (d.2) demonstre-se de maheira analoga,

Seja I o espaco métrico assim obtido ¢ convencio-

] - . 2 Ly Yoo - LI

narenes que toda vez falarmos em limite de conjuntos contidos em R
cntenderemos sempre tais conjuntos como pertencentes ao espago I.

Dada a scguéncia Els Ez,”e convergente para Uiy

conjunto E, isto &; m{E & E_) » O, indicaremos com ¢(B} a eventual

funcio aditiva de conjunte verificando as condigdes {a) e () do coro-
- . ] . e Xb por .. - - - M
lario 1 ¢ indicaremos com ¢ (B) a funcao anzloga relativa sos conjun-

tos hn.

Tegrenma 5

Dada uma seguénria de conjuntes {En} convergente

“para um conjunte B entao:

1in P(Bn) > P{E)
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Ainda mais, se P(En)[ < M, a sequincia {@n(B}} converge  fracamente
para ¢(B}. ‘

Demonstracao: Como lim L = E &S wm (E, 4 E) - 0 teremos
1 i

dade qire (E - En} e (B, ~ B) sdo0 conjuntos disjuntos:

Ti

Tl {En ALY = x (x) dx = X (x} dx =
LAT (E-E_JYU(E_~E)
n n n
: 13 ph

- [ x (x) dx + J[‘ x {x) dx -+ O
n

E-E
r™ R

Agora:

-

[xp () = xpp (®)] dx = Jﬁ (x (x) + x (x)) dx
: “n E-E E_-E
R 1 . Rn n I

entdo:

n-sow

(3.1.1) 1im J’ ]XE{X) - Xﬁ.gx)l ax = O
R" "

~(x)}. Alnda mais:

isto ¢: Xk (x) tende em média de ordem 1 para X
.Jn -

(3,1.2) i%?m prad WXXEH(K) = grad W, xq(x)

n ~
para cada x € R e para cada valor dJdo paramnetro .
Com efeite, pela definicdc do operador Wl Temos ;

!grad WAXE (x) - prad WLXH{X]I =
n

pEAN
%

-1/ 2 - .
e [xﬁn{a) - xﬁts)] da]

= | grad [{wA)
L

¥
»E
W
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Como (xﬁn(il - XE(E})*'O entdo derivande sob sinal
de integracdo com rtelagido ao parametro X e pelo teorema da Convergln-
cia de Lebespue concluimes que cada componente do vetor gradiente a-
cimp converge para zero e portante & relacao (3.1.2) fica demonstra-

da,

Da vtelacdo (3.1.2), lema de Fatou ¢ da. proposicgio

6 e definicao subsequente concluimos quc:

(3.1.3) lin P(Gn) > lim |lgrad W, X (le dxy.oedyx, =
o n e o
R™
3 lim |grad Wlen(x)l dxq...dx =
N @
p

i

| grad thP(le dxl.e.dxn para cada valor positivo do puarametro

an

Da relagg&o (3.1.3) passando ao limite quando A

tende g zere chtemos:

(3.1.4}) 1lim P{En} » P(E)

e & primeira parte do nosso tecrema fica demonstrada,

Da relacdo (3.1.4) conciuimos que se P(In) < M en-~

tao P(E) ¢ finito.

Considerando: ' ‘
w o= sup {P{En) : n = 1,2....1

teremos pelo Coroldrio 2:

(3.1,5) Jﬂjd¢| < v, o™i < u no= 1,2,...
RE L

o 1 o7 R . S _
Seja g: I+ R centinua e infinitésima para |[x| » o, Entio dade ¢ > O
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. LR - - . . .
existe g (x)}: R=>R tal cue juntamente com suas derivadas parciais
é’ 3 ]

Fo
- . > =< 1 . e = s -
primeivas € continua em R, infinitésima para [x] + « , de ordem nfo

R N - 1’i+ :
inferior a |x| (m+1) tal que:
(3.1.6) lg(x) - g ()l ¢ e
Pela relagfo {3.1.1) ¢ pelo Corvoldrio 1 teomos:

3,1.7)  Lim g (x) do® =
€
RI‘!.

XEH(X) grad gE(X} dxl”‘dxn =

i!l
e
vl
;=
—
=

1

xE{x) grad g {x) dxl"°dxn = g.{x) de

R o R?

Das relagdes {3.1.5), (3.1.6) e (3.1.7) concluinos

3
a

que
1im | 7(x) an? - g{x) d@ =
n e ‘ n n
N R
= 1im % g(x) dom . g (%) del + a_ (%) do™ - g(x) do |«
FE ] , . ]
JR? | i R? r"
< 1in [ e - g ()] lde] + 1im 1 (%) o (x) dé
& ' Fg(\J Y -+ | + LS ‘ Evg # d(I’ g - ‘_g
T e B
2 RTl . Rn . . Rﬂ
< fv * lim [ g.(x) ae” - g (x) de + [. g _(x) do - g(x) de i <
3 e .
] n M JRN

AY

£ Zeu
Como ¢ ¢ arbitririn segne que:
. ( ' ‘
lim '} ox) o™ - g(x} do = 0 q
n-re ’ - n i
Jpit i
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Observacho: Para & semi-continuidade inferior do perimetro ndo exigi-

mos o fato de P(E) ser finito. Se em adicgao, tivermos quec P{En) < i e
consequentemente P(E) € finito, entfio segue a convergéncia fraca  dc

fpn(l’a} para @ (13).

$2 - Aproximpgoo de conjurtos poy policdros

a

: .. . - : )
Um dominio peliedral ou conjunto poliedral de K= ¢
um conjunto w que szja a sderdncia de um aberto e cuja fronteira, F .

esteja contida na unido de un nimero finito de hiperplanos.

\ . : n Z
Em particular se o espago R se reduz ac R” ou R3 o

dominio poliedral serd respectivamente o poligono ou o poliedro.

Tais conjuntos serao importantes comc elementos de

N - 1 < . . “* . G, I
aproximzcao de conjuntos de perimetryo finito. .

Seja {w,} uma sequéncia de dominios poliedrais que
. - . , Y 1 . - -
aproximam em media um conjunto E<CRT, 1sto e m (wn A E} converge pa-
ra zero. Entaoc, pelo teovema 5 teremos:

c——e R

(3.2.1) 1im P(n ) 2 P(E)

Teorena 6

) wy conjunto E < rM (n > 2) entdo P{B) & ipual

Dade
. . . L, - - . - . .
ao limite inferiov dos perinmetros dos dominios poliedrais que aproxi-

man em média E, isto €
(3.2.2) Lin P(n) = P(E)

Demonstracan: Se P(E) = + « entdo dn (3.2.1) segue imediztancnte nos-

sa teco,

Supenhamos entdo que P(E) & finito. EntZo pelo teo-
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SN g P R
rema 4, ou n{l) ¢ finita cu m (R7-E) & finita.

Suponhamos m(Lk) < =,

Entdo x,.(x) € integravel e portanto pela proposigdo

4 e pelo tecorema da convergencia de Lebesgue tervemos:

X 9 2 = vov o fx) =y (x)] dx 1w = (
(3.2.3) 1lim |hkxﬁ(h] 15(1)| dxqeaedx, = 0
A0 .
R
Entdo dado ¢ » Q, & possivel encontrar um  numero

positive AE tal que para O < x < h_ teremos:
. |

(3.2.4) l iwkxh(x) - xE(x}| dxg.e.dx < e

JRn

Pela proposicao 1, resulta limitada enm R 4 fungao

lgrad Y x, ()|, isto é:

< M para todo x de R". Dado um nime-

L

(3.2.5) lgrad thﬂ(x]
TO positivo n < % considoremos o conjunto:

_ : ' _
L= {xeR': Woxp (%) 2 7}

Vamos provar que L & limitado,
B Para todo x em L, tomemos a bola aberta B{x, p) OO
de p = n/fiM, '

Assim Lo U B(x, 3) ¢ por comédidade chamarcmos
Xe L

Ubx, 7)) = 1-(1).
xe L e

Agora, para todo X pertencente a IH(L) teremos:

3

(a) Se x 1

x pertence a L ertio WAXE{X) = noou
(b) Se x pertence a (IE(L) ~ L) entao:
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n . L w .
COmo NAXF : R+ R e aplicando o teorema do valor meédio ao segmento
X, {J contido cnm T (L)} teremous: '
[E]

Wxxﬁ(x) - ngﬁtﬁ) = grad WAXE(EJD(X - X)

ende £ e (X, x)

Pela desigualdade de Cauchy -.Schwartz:

W, xp (%) Q Wyxp (] < {grad Woxg ()] [x - X|
ou ainda ~lgrad Wyxp(e)| {x - Ei g Woxp(x) = W xp (%)

Da relacdo 2.4.5 concluimos que:

A\

i
—
iy
=)

r ) - ] e
Wyxy () = Wy (%)
& . if pea . '\ B 5 g ey o~ . P
leﬁ(h) > hAXE(x] M P e como X pertence a L te
TEMOS :
I T 'w },_ﬁ[x) » 0 - M -5’ = N . E“j}l - n/z
AlE - 2M
Assim, de (&) e (b) concluimos que para tode x enm

IEEL) LEenos kaﬁ(x) = n/2 ¢ terenmos:

P

J' |1'-TA>{E{X)| (;‘s_}{l«.,d.}:n > 1 |1L'J'}‘XE[}C)E d:xl. '°dxn > n/f2 m ]:I_p.(L):i
R JIE[L)

Como x; (x) & intcgrdvel e pela proposicdo 5 teremos:

. [1.\;}}{}__;(}:” dx < =
Rn o

e entao nm [IE(L)]_< e

logo L € limitade.
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Como %, (x) € integravel ¢ L &€ limitado entado existe

« >0, arbitrariamente grande e o hipercubo

(3.2.6) Ta = {x ¢ R" Xh[ Lae-h=1,2,... n} tal que:
(3.2.7) ( xp(x) dx < e e W,x.(x) <n XE(RH"TG]
an T
' o

. n+i . . . '
Seja agora FRCZ R uma hipersuperficie regular dada por:

m i i+l . i
f 1~ {ixl,...,hn,YJ € R Ty = kaﬁ(x), ® € Ta}

A funcio W,xp(x) € continua em R juntamente conm
suas derivadas parciais primeiras e portanto € possivel aproximar a
hipersuperficie r& por uma hipersuperficicfﬂ2 dada por([lﬂn P.326).

= ,oao,,. 3 (":. :Rnl}l‘l: = ) £ u A .
My = {(xg X0 Y) y =g}, x 1 ]

tal que:

oy

. .
M, < ﬁJlHi onde H; sao hiperplancs ¢ g: TU'+11

1=z .
continua ¢ satisfaz:

— i

(5.2.8) 0 < jg(x) = W ()] < n
(3.2.9) ,[. fg(x) - wle(XJ] dxl...dxn < g
T

(3.2.10) J’ grad g | dxg. . i <
T

o
< {grad wixﬂ(x)l dxg...dx, ¢ Jrn|grad WAQE(X)I dx + n
. R

“ < P(E) + n

n+l

Seja agora DR definido por:

D= {(X,e0eux5¥): 02y g g(x), x€ T

-

- r
D €& un dominio poliecdral pois f& < Hia
. - i=1



Bas rclacoes (3.2.7) ¢ (3.2.8) temos:
g{x}) < 2n para todo x em FrTa.

Assim, para cada nimero real © 2 2n, o hiperplano

y = 6 cncontra & fronteira de D somenite em pontos que pértencemelrz.

Indicamos com p{(0) a medida {(n - 1) dimensional

(entendida no sentido usual) da secgio de]ﬁz com o0 plano y = ¢ echa-
marenos de PE a porgéo de TE que estda contida no semi-espago y 3 Zn.
"Como [ '3 estd contida na unifio de um niimero fini-

to de hiperplanos (pois ['} < ra) teremos:

]

(3.2.11) - vy do =J p(6) dg
™ 22 '

onde d0 & elemento de medida n- dimensional sobré{ﬂg e Vy € o com-
I"’T

primento da projecioc ortogonal do vetor unitario normal a 2 sobre o

hiperpiano y = 6.

Comor; = {(x, ¥} ' ¥ g(x}, x € Ta} temos:

(3.2.12) vy do < vy do o= lgrad g(x)] dxyo..dx

— et .
5 2 T

Das relacdes (3.2.10), (3.2.11) e (3.2.12) tere-

mnos
[ \ .
u] e(8) de < P(E) + n
27

e com maior Tazao:

fi-n
(3.2.13) J p{e) do < P(E) + n
2n

Consideremos agoera, para cada valor de &, a secc-
[

cio do dominio D com o hiperplano y = @ que indicaremos por = (6); se

Uikt AMP

S
\

BIBLIOTECA (ENTRAL
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. . . . n .
identificarmoes o hiperplanc vy = 6 com o espacoe R, ou seja:

@

[xl,...,xn, 8} = (Xl‘“°"xn) terenmos que para qua-

se todos os valares de 8, ¢ coniunto w(8), se nio_ for vasio, & umn do-

o - . ; 1l
ninio policdral de R7.

Tenas evidentemcnte:

(3.2.14) a{x) = s se x € n(0)

g(x) < 6 se X € (TOL - w{9))

1

Como para € 2 2n 0 hiperpleno y = 6 encontre a
frontecira de D somente em pontos de[ﬂz, para guase todos os velores de
8 ¢ 1-n (valor que precnche um intervale, sendo por hi-

pétesc o < 1/4) teremos:

P [TT(G)J = p{8)

Aplicando o teorema da média na relagio (3.2.13)te

es:

P(E} +n > o (1) [j(zun) —Zn:]: 0 (8) [1~3n]
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Por outro ladeo, pela (3.2.14) tbremos:

(3.2.16) J(g{);) p(X) 2 T > 20 sexe [7(0) - E O = ()]
QLXE(K} - g{x) = 1~ §> 1 56 X E‘[F Nt - n F\w[ﬁi]

Das retacdes {3.2.4) e (3.2.9)terenos:

(3.2.17) J- g (x) ~xﬁ(xj[ dxlo.;dxn <
T
@ .
5J |z (x) - Hkxﬁ(x)i dxgeoedx 4 W, xp (X = xp(x)] dxy .. dx)
- l

o T

o
< g *+ g = Zg .

Portanto, pelsns relacoes (3.2.10) e (3.2.17) teremos chamande de B
Cdﬁjunfﬁ€EQﬁ'Pu + 7(8) - E N w(@j)iz T

86 - w00 dx > J £() - x| dx >

Zg‘)[
o B

> J‘ n dxl"'dxn =n om [ﬁ NT, +a(8) -EB N ﬁ(gi]

donde toremos:

(3,2.18) m [L AT+ w(@) - EN w[ﬁ')] < 2¢
. : n

Sendo, pela (3.2.7) m (E - Tafﬁ E) < ¢ teremos:

(3.2.19} m [}3 Va8 - EN (O] =
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H
—
2
2
N
L
M
]
X
=
+
153

=n | (ENTe + w(8F) - En «(3) U (B
cir Seia:

7 (8) » I

Como ¢ e n Sao arbitriirios, das relacdes (3.2.
15) ¢ (3.2.19) teremos:

(3.2.20) im P(w, ) & P(E}
¢ recordando & (3.2.1) © nesso tecorema fica demonstrado.

Observacdo: Des teoremas 2 e 6 s¢ vEé imediatemente que & nossa defi-

ni¢io de perimetro de um conjunto € equivalente 4 definicfo dada por
Caccivppoli de medida (n-1) dimensional da fronteira orientada do

priprie conjunto.

. N - n B N

De fato, para (ue um conjunto E < R seja aproxi-

mavel, em média, mediante dominios poliedrais cuja fronteira tem me-
dida (n-1) dimensional equilimitadsa & necesslrio e suficiente que seu

perivetro seja finito,

Neste caso, seu pevimetro P{E) & igual & variacfo
total em R da funcgio ¢ (B) que satisfaz as condigoes (&) e {(b) do Co-

roldrio 1, esta variaci@o coincide, por sua vez, com a medida {(n-1)di-

mensional segundo Caccioppoli da fronteira orientada de E.

Analogamente ao perimetro P(E) de um conjunto
< - il . . -~ - P
E ¢ R, podemes considerar as projegoes do perimetro P(E) sobre 08

hiparplanes coordenados, gue Indicaremos por:

Pl[E);.o,, PH(E) e serio definidos por
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~
Lt
>
(O3]
)
bt

L

-~
-

et

i

i i ‘!"ﬁf " a "
lim 3 WXg x) dxl . ax
A0

n

h = 1,...,0
. A exisréncia do limite (5.3.1) se prova de maneirs
totaluente analivza 8 wsads para provar a existéncia do limite empre-

gade no definiclo subsequoente & proposigio 0.

Vale evidentemente a relacgao:

byl

(3.3.2) ;1 P () 2 P(E)
=

enquento, para cada valor do indice 1, resulia:

(5.3.3) F(E)

W

Y 3
Py (E) :
Subsistem 0©0S scguintes tcoremas:

Tearema 7

R I

. n
Dado um conjunto E < R, se para um certo valor do

indice h e finito P (L), entdo existe uma funcae de conjunto @h(ﬂ)saw

tisfazendo &s ﬁGﬂULHLOS condicoes:

Fl

oy o .31 . . o ; ]
a)} @P(h} ¢ definida paya cada B<C R, cempletamente adiftive ¢ ae va-
a

riagao total limitada.
(b} Para cada funcao g(x) tal que juntamente com suas derivadas par-

x> = e de ardem

. - - - P @ n . . .-, -
Cials nrineiras o contivua em R 3 mmiinitesima para

ndo inferior a |x| ~(# ) suitac

Laiin ¥
A
o
[N
.
el
L
a
-
b
o
=
-t
L3
#
-
ity
>\J
11

g () doy

N\

el
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TCO“nw1 3

se existe uwma funcao

Dado un coriunto E < Rn,
ma 7 entao Ph(E)

as condicoes (a) e ()) do teor

LAY

@h(B} satisfazendo

Finito e terenos:

(3.3.5) (B = dey |

lcor ema Y

Dado wa conjunto E K tal gue para um certo va-

lor do indice h resulta finito P (E) e seja ¢,{(B) a funcdo de conjunto
condigoes (2) e (b) do tecrema 7, Entao para cada con-

satisfazendo as
junto L sobre cuja fronteira seja nula a variacao total da fung iz
f-h(B) LemDs ' \

3.35.6 (B} = - 1im . I

(3.5.6) @n(}) 13 Lo XE(X} dxl dxn

Ao O v A}'l
'L
conver-

Dada a sequéncia de conjuntos El, Ez?,g.

gente para um conjunto E, para cada valer do Indice h definanos a fun-
.. . 1
cao de conjunto @ (P] como no tecrema 7 ¢ indiquemos por ¢ ( ]{B] a a-

nalopa funcio para 0 conjunto Ln’

Subsiste ainda:

Teorema 10

Dada uma sucessao de conjuntos

Eogece
a’

*

I'El"‘.y

convergente para um conjunto L, teremos:

{(3.3.7) 1im p (L 2 Ph(ﬁ)



N

-0
Ainda wmais, se para um certo valor do Indice I

limitada a sequéncin T (l), 0.0, Ph[Eﬂ

) )
“ees Qﬁhj(ﬂ),,n. converge fracamente para o{B}).

A demonstracao destes tecorxemas & exateomente andl

ga & dos corel. 1 & 2, teor. 3 e 5, bastando substituir o gradien

pela devaivade percisl com respeito a xp .

Obcervac:

tamente wm resultado (enunciado por Caccloppoli como simples afitn

. . i
},e0. €Rta0 a scquéncia $§ ][>
X

Ao: Da relacio (3.3.2) e dos teoremas 6 ¢ 10 se deduz imedis

7o

D-...

re

:'JL....

Y -
[+

cao) que, seguindo as notagoes usadas neste trabalho, pode ser cnun-

ciado do scguinte nodo:
. . . n
"Dado um conjunto E < R, se para cadz valor

,-o. CODVETgonte em media para um conjunte I, tal que s

\ ah oI
Ih(ill}’°°.7 Pl'l(‘gn)"'o

entic PLEY.E finito e portanto o conjunto £ pode ser aproximado

média mediante wne sequéncia de dominlcs poliedrais Fysoves Woneos

tendo porimetros P(ng),ees, Pla),.e equilimitados.

do

30

Ci
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