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INTROVUÇÃO 

Ne..ó.te. .tl!.a.balho ve.!Le.mo.ó uma áe.6ln1ç.ão de. me.dJ.da 

in-1 )d1me.n.ó1on.at da t)Jton:te.1na ofL..<..e.nA:ada de. um c.on.jun.to de. BoJte.l c.o11.t). 

do e.m um e..õpaç.o e.uc.l,[de.ano de. d-i.men.óã.o J1 e. de.»wn..s.tf1_afle.mo.ó a.tguma.6 da-6 

ma-L<> -Lmpolt-tavd.e.-6 p1Lopnie.dade..6 de. .ta.t medida. 

0.6 flundame.nto.6 de..õ:ta. :te.oJUa 6oJLam também a6-tnmado.ó 

pO!t R. Caeo-éoptooLc,em geML pa!La a medida (n-h)d-Cmenõ-Cona.t. Taü niLO!:O 

.te.l!La.ó não .&ão c.ort.6-i..de.nadaJ.:> como .ólmple..6 c.onjun.to.6 de. pon.to.6 ma;., c_omo 

c.onjunto.6 on1e.ntado.6, pal!.a o.6 qual.ó te. de.61ne. não .6Ó a medida ab.õo.tu 
;ta ma.6 a-Lnda a medida Jt..e.la.tiva da.6 pltoje.ç.Õe..6 t.obJr..e. um quatque.Jr. hipe.IL 

pla>w (Ve!t(l]l. 

Cac.c.1oppol1 .ó e ptt.o po.6 a da/1. uma :te.o!Lla 

6oJtmM dióe.ILe.nc.i..aJ...6 e. uma e.x.te.n.6ão c.omp.te..ta 

geJtal de -Cn 

da fiÕ!tmuta 

de. Gfí.e.e.n-Stoke..6. Ma.6 a mane.lJta .6U.6c.1n.ta c.om 

.6Ua.6 plLÓpJU.a.õ hipó-te..õe..ó e de.duç.Õe.h .toJutam o 

que. o auton e.hque.matiza 

Zltabatho obõcuJto. 

Oh c.ome.M..tânlo.õ 

Rev-Cewh {vot.13-n9 9) e (vo!.J3-n9 

da .te.o.J1..la. 

d.e.. L. C. Young na Mathe.matlc.at 

1 O) l.lug e.ne.m a onde.m de. dl61c.u.tdade 

Ao me.hmo tempo e inde.pe.f'l.de.nte.me.n.te. E. Ve. GJ..ongi a.:f_ 

c.a!tç.a o-6 me.l.lmo-6 1Le.-6u.t.ta.do-6 pah.tlndo de. um ou.tho pof'l.to de. ul~.Jta e c.om 

1n.te.aç.ão dlúe.Jte.n.te.. EmboJta o ;tJtaba.tho de. V e. G1ong1 não aplte.-6 e.n.te. a me.~ 

ma ob-6c.unidade. e -i.mpJr.ec..üÕe-6 doh :ttc.abatho.6 de C(lc.c.ioppoL(., é de iei;t.!:!:. 

_na di.. 61.c.it e muLto-6 de..taiil.e.-6 -6 ão de..i.xadoh a e..õ c..t'.a11_e.c. e.l!.. Minha pi~inc.:S: 

p a.C. c. o nt1Li b ui, ç.ã. o 6 o i e.-6 c.f.aJt e. c. e./[. e d e.m o 11.6 .t11.. a !L u âJLi.. o .6 do .6 /f. e-6 u.t.t ,._do -6 

nele. c.on.tido.õ. 

Fan.e.mol. an.te.l., um tr..e.6umo do de.-6 e.nvotulme.n.to hi.é.tÕ 

Jt..J.c.o do a.6.6un.ta. 

t c.orthe.c..<.do q-ue., a:té. me.hnw no campo da-6 uanle.dadc.-6 
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c.tá.6.ólC.a.ó 1 o pll.obie.ma de.. e.xtende.!t :te.oJt..ia..ó de. me.d-i.da.t, e.uc.lide.ana.ó, C. E_ 

mo poll. e.xe.mp.e.o ãn.e.afl de. 6-LguJta-6 piana.ó, pana d1me.rt6Õe..6 .6upe.11.),oJLe..6, e~ 

c.ontJtam .6~Jt-La.l dif:J_c.uidade..ó, não --.60 do pon.to de. v-l.J.d.a de. 6oJtmu-l.'.aç.ão 

de..6de que. c.onflide.JLaJt fi.tguha.ó como c.onjun.to de. poli.to.6 pode. hQ./1.. c.Jr.l.:tic.!!::. 

do: Sind EA.'.e.me.n.talt Ge.ome.tJti.óc.he. Fi.gun.e.n. Me.nge.n? Ete.me.n.te. de.!L Ma-the. 

matik., 7, p.25-28- 7952, c.omo .tambêm do po11.to de. vi~:,.ta H;té'.c.I'Li.c.o". 

Uma de. óútiç.ã.o .6 a:tl.ó iJ a:tÔJti.a de c.ompnim e.n.to 

{Joi. dada. poJt C. Jondan e.m .6e.u: Cou.lr...6 V'Analyl.le., 1&84, e. uma 

de eateutã-to po~ L. Tonett~, em 1908. 

de. anc.o 
fiÕJtmuia 

Te.on.e.ma de. Tone..t.tl: Seja C uma c.unva Jte.:tif/ ... cãve..R.., 

l.i: t{C)<•. Eotio: 

i/2 

l{C)~ ~b [x''lt)+y''lt)+z''ltl] dt 

ande a Jguatdade vate ;,e, e ;,omente <>e, x{t), y(t) e zltl ;,ao abMtu 

.tame.n.te. c.ov1.:t1'nua.ó. 

I.ó.to depende ba.élc.ame.n.te. de. Jr..e.J.Ju..t.tado.ó phév-to.ó 

H. Le..be.õgue.: Le.ç.ovt.ó .óun. .t'ln.te..gtr..a:tlon e..t ta tr..e.cltetr..clte de..b õonc.tiovu, 

m..i..t..i.ve..ó, 1904, dizendo que. .toda. áwtç.ão de. va.JL..i.aç.ão tlmLt.ada te..m 

vada q • .ó. que é L-..i..n.te.gn..â.ve..t, o qua.t, junto c.om o t)a.to de. que. uma cu.~ 

va é. l/..e.:t.l6lc.â.ve..t .óe, e .õome.n.te. .se., é de. van.J..aç.ão .tJ...mLtada, dão 

filc.ado patw. a ln..te.gtr..a.t que a.pa.tt.ec.e n.o .:t.e.oJt.ema. de. To n.e.i.ti. l.õ.to 

ve.11.da.de. 110 domZrt-io da. ..i.n..te.gtr..a.t de Rie.l1ícti1Yl.. 

- -nao e 

Patr..a. e.x.:tende..tt. e.ó.te..6 tt.e.bu..t.ta.do.é a dJ...me.n..õÕe...ó .óu.pe..n.-Ls:_ 

. Jr..e.t.S e..nc.olt:t!t.amo.ó .õêtr..-La.ó dlóic.u..tda.de..ó. A de..fiin-ição de c.omph-ime.n.to de. 

Johdan não .be. ge..ne.Jr.a.Uzo_ me..omo patt.a. .ou.pe..h6Zc.le...6 e tte . .ó.te .6e.n.tldo 6ic.ou 

eiteb~e a exempto de SehwMt:z- Peano 1[2), p. Z 4 I. 

Uma c.on.ve.nlen..te d.e.6-ir.iç.ã.o óoi dada tta .te..6e de. Le. 

be..õgue..: In..:t.e.g!La.te., f;ongu.e.v..h, Aihe.1 A11na.ti /v!a..t. Pu.n.a Appi., 7, 190?. ,tLMLJ:l:. 

do um du.p.C.o phoc.e.-6.60 de L[mi..:t.e: inôimo de. .tJ..mi:t.e..-6 ;_,tóeiL.i..oJr.e.ó de ã.~:.e.ai:o 
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e V e G.Lo Jtg i. 

No .tocante. à c.onve.JLgê~Jc.ia devemo..s ganan.till pelo m~ 

not:. a .&e.mi-eon:t-Lnuida.de. pana Oh tíunc.ionaL6 e.nvo.tvido.6, polL e.xe.mp.to, a 

ane.a. 

P ed-Ln a c. o n.t-Ln.uidad e ê mu.Lto fLe.J:d:.nitiv o no .6 e.n.t,[do 

de que. o c.omplLlme.n.to de altc.o não ê c.ontZn.uo a.tê me.6mo pana a c.onveJt 

gênc.la un16aJtme. de. c.u!Lva.ó. O exemplo abaixo ilu.6.tfLa e.6.6e 6a:to. 

'\ I \ 
I ' 

A\ à 
c 

" I ' 
I \ 

I \ 
' 

" > I \ I \ 
I \ ,..1 1 \ 

"~y'\1'\L\1'\1• 

c 

Ma.6 o 6unc.-iona.t :!:_ ê .óe.mi-c.oJ1t1nu.o e_ pa!La o!J ptwpÓ 

.6i.to.6 de. c.âf..c.uio de. vafl_lo.ç.Õe..6 a .6e.ml-c.on.tJ..nu.idade ê .õatlJ.JtíatÕJt,{a, 

Exi.6.te.m 3 .tJ..nhab plLÚ'lC.ipa/ .. .6 de. g e.ne.!LaL[zaç.ão da 

ldéJa de l.l!Lpe.n{lc.ie.. 

Na .tinfta de. .te.oJtia da me .. dlda c.on.61de .. namo.6 a .6LLpe.2_ 

f/.eie. c.otno um c.onjun.to de. pon:to.6 e .te.vli:amo.6 ge.ne.ha..t.Lzan o.6 a.õpe.cA:o-5 de. 

te.o!tl_a da medida paltcL o4 !Jttbc.onjun:to-5 de. R
11 

• Ne..ó:ta dÃ..Jt..e.ç_ão ê. i..mpo!!:_ 

tante a medida de. Hauhdoh66. 

' I d - R0 Rn Na. l-<..n ca c. tlt.an.ó 6 oftmaç.o C..ó T: U C ~ .ó e.gu.i..mo .6 o 
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mode..to de. Jo!Lcla.n e Lebe.6gue. Ne..6.ta .t,tnha .6Ltuam-.6e. o-6 .tJtabaiholl de. L. 

Tone.tt~, T. Rado, L. C~.6a.Jtl _e out.~t.o.6. 

Ou.tAa dl!Le.ç.ão ê. .6 em c..thaft.te. ã :te.ottla d a.6 dl.6.tfl..i bui. 

ç.oe-6. -E.ól.:e. é C..6.6enc.-La.lme.n:te. o ponta de. v..[J.:,:ta de ofha!L uma va.JI.1e.da.de. 

ge.ne.Jc.atizaçj_a c.omo c.ompte..tamenta de. uma ctcc6.6e. de van.le.dade.,.s e..tc.me.n.ta 

Ju:.IJ. A-6 .tê:c.Hic.a.6 JLe.pou.õam p!La.tic.ame.n.te. em a.nátL~e. t)ttnc.-Lona.t e :te.oJtia 

da me.dida. EJ....ta .t)..nfw . .6e. Jt.e..ta.c.-t.ona ·com a pnime.lfLa já me.ncA.onada, 

Ve..õtac.am-.6e., ne..6.ta d,{,Jte.ç.ão a .te.on,{,a da.6 van.le.dade..6 
ge.rte.tr.aLt.zada.6 de L. C. ~'ou.ng e in.t-Lmame.n.te. Ligado.6 e_.ó:tã.o 0.6 c.onjunto.6 

de pe.IL1me..tno 6ln.L.:to, .6obtr..e. o.6 quaJ.ll Jte.pou.6a no.6.6a dL6.6e.ILtaç.ão. 

E.6.te..6 c.onjun.to.6 úoJtam in.tnoduzido.6 polt E. V e. GiongJ.. 

em [7] . 

k6.6Zm, ~.:,e.ja E um c.on.Jurd.o de. BaiLei de R
11 

e À um 

11Uill C.IW p O .õl:U. v o • 

O pe.Jt1met:Jto de. E é: de6inldo, no c.apLtu.to 1, c. o mo: 

Oltcfe. x E: Rl'l. , dx e: a. medida de Lebe...õgue. em R
11 * ê o p!Lodu.:to de. c.o11 

vo.tuç.ão u.õua.t e c.amo 6unç.éto .te9u.ta.tc.A..zadoJta ê. u..6ada 

-"/ 
1n1 2 

exp 
2 

1-l X I /À I 

IJo c.ap1tu.to 2, ve.mo.b uma c.ondiç.ão ne.c.e.6ÚÍr..la e. óu 

6ic..ie.n-te. pa!La que. um c. o nj un.to E -tenha p e.~t.Zm et1w 6-i.nlto, ou .b r:!. f a: 

0 pc.Jtlme.tJr.O P{E) ê. nJ...rti:to .õe, e I.Jome.nte. .õe., e.xióte. 
Gma 6tutç.ão ve.:t.OJL[at de c.onjucto r.l> de.6)_nida na. c..ta.6.be. de. .todo.6 0.6 bofL_~ 

.tiarw.ó de. R11 e c.om va.toJte..6 em 'R:n , comple..ttone.nte adLt.Iva e c.am va!Lia 

ç.ão to:to.f l!.Jml:tcu:f.r(. ta!!. que.: 



r g!tacl g(x)dx. r g(x)d~ 
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pa!ta toda g(x) tai 

Jta.!l ê. c.ontinua e.m 

/Úo!t a lxl- (n+l I 

que. 

R" 
juvttame.nte. c..om bu.a.s de.n.ivada.6 pa.tr.c-la.Ló p!t-lme.I 

, in6-Ln .. LA:é.slma pali.a. jxj+oo e de ohde.m não in6~ 

Ne.ll:te c.a.óo 

E.ó:te..é c.onjun.to-6 .tem .ó1do 

P.ta:teau po!t E. Ve G-io1tgi em (5) e â te01tia 

[1 Z]. 

aplic.adob ao pnobfe.ma de 
. ' do potene~at po!t J. K~tat 

E.t:ta. te.oJti_a Jte..ta.c.-L.o na- .é e. c. o m a .te.oJtia. de Yo ung , C.Q. 

mo mott.Jtou 1 e.n.tne. ou-tno.6 W. H. Fle.mJ..ng [8]. Ve.JL ta.mbê.m U. V'AmbiLÓJ.J-lo 

[3 J o 

Ve.mo.ó que., a van.ia.~ão :to.tat da 6un~ão a.di.t.iva ~~ 

que. .óe. ide.Jti.-l6ic.a c.om a me.dlda (n-1). dlme.YLólona.t .õe.gundo Co.c.c-Loppo.t-<.., 

ê., ne..ó.te. .t:wba .. tho, o pe.ILZme.tJto do c.onjun.to E. 

No c.apZtu.to 3, .te.mo.6 uma analog.La com a -i.dê.ia. oJti 

ginai d-~be..t;gue., me.nc.-i.onada. ne..6.ta. 1n:tnodu.ç.ã.o, ou .6e.ja, que. o pvcZmS:_ 

:tno de. um c.onjun.to E C R
11 

(n~Z} ê o .t-imLte. -i.ntíe.Jt-i.OIL do.6 pen1me-Dw.6 do-5 

c..onjunto6 po.t-i.ed!w_,ét:, que. apltax-Lmam em mé.d-La E. Vamo-& tamb~m uma de 

monl.l.tnaçfio do teo~t.ema de -&emi-c.cnXJ..nu-idade do pe.Jr.ZmUno,e.h.õe.nc..J..a.t pa. 

Jta aplJ..c..açÕe.6 de.6Za teoJtia ao c..â.tc..ufo de vaJt-i.a.çÕe.6. 

Que.Jto expJte.ó-.6a.Jt aq-u-<. 0.6 t1H2.U.6 agJtadec.ime.n.to.b ao PJtotí. 

Ubi-'1.-a-tan V 1 AmbJtÕ.6-Z.o, pe.ta onie.n.taç.ão e e..ótZmu.to que me d-t.õpenJ.Jou du 

Jtan.te a e.xec..ução de.h.ta te.he., ao.ó eo.tega.6 Benjamin BoJtdi.n, Rodney C. 
Ba-ó.õane.zzi., João F. C. A. Meye.Jt, O:t:U: .. -Z.a T. W. Poque..t. e. Vic.e.6aiL L. Fe.IL 

nandez pe.ta.6 c.Jt1:tic.a.6 aph..C..6 e.ntada~ • 

.tÕC.-6. 

F.tn(d.'.men.tc., ao SeJ..jJ.. Ha~tiltl, da U.S.P., va;. o meu 

abiLaço. 



Capítulo O 

Preliminares 

Convencionaremos, por simplicidade, que toda vez 

que neste trabalho falarmos em conjunto contido em um espaço euclidea 

no 

yel 

n • f - • d f" "d R e ae unçao a1 e ·1n1 a, 

e função mensurável. 

entenderemos sempre conjunto de Do-

Os conceitos e notações de teoria dos conjuntos a 

qu1 empregados, sáo os de uso corrente na literatura e portanto se

rao considerados familiares. 

Dado o elemento x ~ (x1 , ... ,xn) de Rn, definire

mos módulo de x e vamos representar por lx\ o número real: 

[ 
n xlz. ] 1/2 \x\ = ~ 

A bola aberta de centro x
0 

E Rn e raio p> O sera 

representada por B (x
0

, P). 

Diremos que uma ~_P.licacão f: R
11 

-+ Rm é lips~lj:.!_

~ se existir uma constante M > O tal que: 

\f(x) - f(y) \ .( M I x-y\ para todos x, y E Rn 

Um !!.iJlerplano no Rn é um conjunto da forilla { x: 

a. x = C } onde -º f. R e a é um vetoT na o nulo, O hipeTplano se n:duz 

a um ponto, reta ou plano respectivamente paTa n = 1, n = 2 ou n ~ ~ 

Uma coleção n de conjuntos abertos em R 11 

chamada uma famÍlia substancial se: 

-ser a 

(a) Existe uma constante B < oo tal que cada E E Q 
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está contida em uma. bola aberta B com m (B) < B m (E), onde m denota 
a medida d.e Lebesgue em R n. 

(b) Para todo X (; R n e 6 > o >existe E E: n 

diâmetro é menor que O e x € E. 

LembH1mos que 

diam E= sup {lx-y! xE:E,yE:E} 

A condição (a) equivale a dizer que os elementos 

de n nao podem ser muito longos e finos; se o volume é pequeno, o diâ 

metro deve ser pequeno. 

Seja X um espaço topolÓgico. Urna aplicação f:X-+ R 

diz-se inferionnente semi-contínua em x (i. s. c.) se para todo À > O, -- o 
existe uma vizinha.nça V de x

0 
tal quE): 

. f (x
0

) .::: f (x) + À para. todo x em V 

Esta definição é equivalente a: 

f(x
0

) <i lim f(x) 

x-;.-x 
o 

Uma função f : [a ,b] -:- n é de variaçã~ 

(V.L.) em (a,b] se a sua variação total 

11 

V(f) "sup li::; lf(xi) - f(xi_ 1 ll l 
i=l 

limitada 

é finita;on 

de o supremo é tomado sobre todas as partições P de [a, b], i. é : 

Uma funçã.o f: [a, b] -+ R é absolutamente contínua 
---e•-•-.-·•- ------

em [a,bJ (A.C.) se dado s > O existe ó (e) > O tal que para quc.lquer 

conjunto finito de sub-intervalos não superpOstos (ai, bi) de [a, b] 
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satisfazendo: 
n n 

.L 
i=l 

(b. - a1) < 8 tem-se 
l . L: /f(b.)-f(a.) /<c 

i=l l 1 

Toda função absolutamente contínua em [a, b] é con 

tínua c de variação limitada mas a recÍproca é falsa'( [14], p. 105) 

Se f(x) é de variação limitada em ta,t] então 

f(x) tem derivada quase-sempre (q.s.) em [a,b] e 

/f'(x)/dx 

valendo a igualdade se, e somente se, f(x) é absolutamente 

([11), p. 23). 

contínua 

Se f (x) ' absolutamente ' [a, b] e cont1nua em entao: 

f (x) " f (a) + J:f' (y)dy para todo X f; [a, b] 

( [14] , P· 1 06) 

Se {f
11

} é uma sequência do funções er.1 [a, b] que 

converge em cada ponto de [a, b] para uma função f, então: 

definida em 

A.C. em [a, 

em [a,b]. 

( [14] • p. 101) 

Dada uma funçio vetorial f(x) = (f1 (x) , ... , f (xD 
n . n 

[a,b:J e com valores no R , d1remos que f(x) é V.L. ou 

b]se, e somente se, cada componente fi(x) é V.L. ou A.C. 

Dado um conjunto mensurável A de medida positiv;t 

e um numero real p ~ 1 denotaremos por Lp (A) o conjunto de todas as 

funções reais definidas em A tal que lfJP 6 intcgrivel sobre A. 

-A intogTal, neste trabalho, e sempre entendida no 

sentido de Lebesgue. 
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Comrcncionaremos também que, toda vez que não houver 

ambiguidade, substituiremos a medida de Lebesgue em Rn, dt1 ,,, d~n

por de. 

A p - norma de uma função f E 1P (A) - -e o numero: 

Uma sequência {fml converge em média de ordem p para_ 

uma função f se , li fm-f li p + O quando m + ro, 

O conjunto das funções limitadas em A sera denotado 

por L""(A) e neste espaço definiremos a seguinte noTma: 

llf lloo "sup ess {lf(x) l:x C A} 

Uma função de conjunto W(S) é com:eletamente aditiva -

se 

00 

ó (S ) 
n 

para toda sequ~ncia {Sn} para a qual ~ esti definida e tal que 

s. n s .•• para i f j. 
1 J 

, Dada a fun~ão vetorial de conjunto W, completamente' 

aditiva, definida na classe dos borelj anos de Rk e com valores no 

·Rn I i.ê.; cli(B) =<: c~l(B)I'''' q; (B))onde w. sáo funções de conjun-
n 1 

tos definidas na mesma classe, sua variação total 1<111 é a função de 

conjunto, con~letamente aditiva, dada por 

00 

1<>1 (B) = sup lL:;Ió(B.JI 
. l 1 l=. 

(B.) sao partições de Borel de B} 
1 

onde por po.Ttiçã.o de Borel de B se entende uma scquência (P..) de bo-
1 
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relianos Co Rk. dois a dois disjuntos, tais que: B 

é o mõdulo do vetor <> (Bi). 

00 

= U B. e 
i=l 1 

Vamos detalhar estas considerações que serão impor 
tantes no texto. 

Seja}[ uma a-álgebra num conjunto X. 

em J''[, tal que 

Uma medida v (real ou complexa) em J0 é uma função 

n 
(l) "(E) = "'"(E ) para toda partição de E " bi" i 

Devemos exigir que a série (1) convirja (não é o 

caso de medidas positivas onde a série ou converge ou diverge para 
+ oo). Desde que a união de conjuntos Ei não varia se os Índices sao 

permutados, então todo rearranjo da série (1) deve também convergir . 

Assim (1) deve convergir absolutamente. 

Definamos a função de conjunto I vi em ~ por: 

00 

I uI CEJ = sup (L I u CEi J I l CEE ,)[; J 
Í"'l 

onde o supremo ê tomado sobre todas as partições de E. 

de u. 

plexa v em /t é 
de f a to, I~ I Ó 

da de variação 

Temos que I uI (E) ;,. h1 (E) I 

A função de conjunto !1-1-l é chamada variaçã.o total 

TEOREMA 
uma medida 

A variação total lu I de uma medida 

positiva em Jt.. Este teorema mostra 

com-

que, 

uma medida e por esta razio e as vezes chamada de reedi 

total. C[lS], teor. 6.2) 

O termo 11 Variação total de Jl 11 e também usado para 

denota r o m:i,1ero \1.1 \ (X) . 



~---- Se 1.1 é uma medida positiva,então ]1.1] = ~. 

TEOJZF>lA Se Jl é uma medida complexa em X então 

I~ I (X) < :, • ( [15 J , teor. 6. 4) 

Desde que: 

-isto implica que toda medida complexa ~ numa a - algebra c limitada e 

diremos que -u é de va1·iação Limitada. 

Seja agora J-1 uma medida real sobre uma a - álgebra 

JlZ. 

Definamos !11/ como anteriormente e seJa: 

+ P = 1;z c1~1 + ~l e )1 = 112 c1~1 - ~l 

Ambas as medidas u+ e J..l sao posj tivas em/{ e sao limitadas pelo te o 

rema ac1ma. 

Ainda mois: 

+ + 
)1 = p = p + l-1 

+ 
As medidas p e J..l sao as variações positiva:: e negativa de p, res~ 

pectivamente. 

Esta representação de Jl COP.lO diferer;_ç.a de duas medidas 

p- é conhecida como decomposição de Jordan de p. 

+ 
positivas p e 

Seja J..l um& medida positiva numa a- álgebra c)[ 
seja À uma medida arbitrâTia em ./1t,', (real ou complexa). (Lembremos 

que o termo 11mcàida positiva" inclue + w como valor admissível c po2::. 

tanto RS neclidns positivas não formam uma ::,ub-classe das medidas com-

plexas). 
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Diremos que À é absolutamente contínua com respei
to a p e escreveremos: 

À << }.i" 

se À (E) = O para todo E E j[ tal que 1J (E) = O. 

TEOREMA Se À « ~ então I À I « 11 

( [15] p. 121) 

TEOREMA Sejam )..1 e À medidas numa cr- álgebra Jt, 
p é uma medida positiva 

xo sao equivalentes: 

-e.~ e complexa. Então as duas condiç6es abai-

(a) À « }l 

(b) Para todo o > O existe um ó (o) > O tal que 

I À (E) I < o para todo E E,/'[ com }l (E) < ó :([15] teorema 6 .11) 

TEOREMA 

Então 

Seja puma medida positiva em Jf, 

e À (E) =r g d~ JE 
IÀICEJ =r lzldu' . JE 

( [1 s] teorema 6.13) 

Todos estes conceitos poderão ser vistos tambem em 

-Deste modo, se F e uma funç~o vetorial de conjunto, 

completamente aditiva, sua variaç.ão total 

b~m representada por: 

-sera, por conveniência, 

V(f,B) = IFI (E) =jr ldFI =r diFI 
13 jB 

tam 



§1 -O operador W 
-À 

Capítulo l 

Estabeleceremos que, dados dois operadores T1 e 

T
2

, tndicaremos cor.1 T1 T2f(x) à função obtida aplicando a T2f(x) o 

operador T 1 . 

Consideremos agora o espaço euclidiano Rn, cujo 

ponto gcnéri,co indicamos com x ::: (x1 , ••• , x
11

) e definamos, para cada 

valor do parâmetro l, o operador WÀ, da seguinte maneira: 

' 
Jnf(x) ~ ,-n/21 e-1<12 f(x+ /Xi;) d<l ... di;n 

Rn. 
(l.l.l) 

onde f é ttr!ia função escalar, limitada, definida em R11
• 

(1.1.2) 

O operador WÀ, definido acima, pode ser visto,co

mo o seguinte produto de convolttç2o; 

W f(x) ~ g • f (x) 
À À 

Para cada valor posit5vo do par~mctro l a funç5o 

g.: R n -+ n tem as seguintes propriedades: 
A 

(1.1.3) clx 
11 

~ l 



(1.1.4) 

Com efeito: 

(b) \Ir > O teremos: 

JgÀ (x) dx + O para À + O 

lxl > r 

dx = I g 1 (y) dy + O para À + O 

IYI > r 
-r 
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pois g
1 

c;: 1 1 (Rn) e a região de integração é o complementar da esfera 

de raio r que tende a ro quando À tende a zero. 
-x--

O significado destas propriedades € que, ao fazer 

). + O, as funções gÀ apresentam um "pico 11 na origem, sempre mais alto 

c mais estreito, de r.lOdo que resulte: 

e J gÀ (x) 

lxl >r 
dx + O 

Uma ilustração no caso n = 

1/w 

-------~ 
-~ 

-------·-· 7 

para À + O 

1 segue abaixo: 
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§2 - Proposir,ões relativas ao operador W 
-. . -À 

Proposição 1 

Para cada função limitada f(x) c para cada valor 

positivo do p;,_u8metro l 1 a funç.ão WÀf(x) resulta contínua e limitada 

em todo o espaç.o Rn, juntamente conl todas suas derivadas parciais de 

qualquer ordem. 

ou seja w f(x) é limitada pela mesma constante ~1. 
À 

------...,. 

feito, seta x
0 

E 

- - n Provemos agora que Wlf(x) e continua em R .Con e-
Rn c consideremos a sequ6ncia {xm} convergindo para 

Seja F (x, i,) 

ComiJ F (x, ç:) é CO!ltfnu:;, e·n x· ' o' então: 

Ainlia mais: ! F (x, O I ~ I·! e , en. tão pelo teorema da converge~ 

cia dominada Jc I.cbesgt1e teremos: 

dç 1 , •. cJc 
'n 
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ou seja: lim W, f(x ) " IV, f(x
0

) ,, Jll 1\ 

- n Como x
0 

e um ponto qualquer de R teremos que 

W f(x) 
À 

... '" n e con t:uma em R , 

Par·a provarmos que as derivadas parc1a1s de WÀ f(x) 

sao cont:lnu;:;.s c limitndas basta verificarmos que podemos fazer a deri

vaç~o sob o sinal de integração, pois neste caso teremos: 

• (ü)-n/2 [ 

'H 
R 

(a) 

ou, mais geralmente: 

(b) 

onde P« (xi -(i) é um polinÔmio de ordem~ em (x- i=;) e 

e jaj = a 1 + .. ,+ o:n. 

As fórmulas (a) e (b) são contínuas e lir.1itadas e 

a demonstração é análoga ao caso anterior da função WÀ f(x). 

VaJ c o ·seguinte: 

Tem··en~a ( [_171_, p. 62) So h aJmi t.e uma derivada parcial ~h- (x, S), 
----·- d} ClX 
quase todos os valores de t;, se ·,r~ (x, ç:) é separadar.1ente contfnua 

panoJ quasG todos os valores de f, e majorad;::t, em módulo, por 

g(C):,. O intcgrávcl,entêío a integral F(x) "f h(x,i;) dç é contínua 

dcTiviívcl e Rn. 

F' (x) "J' 
Rn 

(x,ç) d~ 

para 

em x 
um a. 

c 
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O teorema anterior. nos possibilita a derivação 

sob o sinal de integração requerida anteriormente. Assim nossa propo-

sição fica completamente demonstrada. 

Proposição 2 
--·~------

Se f(x) é contínua e limitada em R11
, com deriva

das parciais primeiras contínuas e limitadas teremos: 

w af 
À~ 

J 

isto 6, o operador WA ~ permut&vel co1n o operador 

Demonstracão: Como foi visto pelo teorema enunciado na proposição an-________ .....o....-._ 

terior, podemos passar o operador a sob o sinal de integração que 

comparece no operndor~ 

Dado que 

Teremos: 

-n/2 W f(x) • (rrÀ) 
À 

= W _af~(x) 
,\ dx. 

J 

'"i 

r
' -JJ;J.: 

e À 

J n 
R 

f(x+ç) dr, 1 ••• dç . n 

Se f(x) 5 limitada ent R11 e A, v sao dois 
positivos, teremos: 

li W f(x) = IV f(x) 
À }.l A+p 

Dc~monstnccc! c.: 
--------~ --· 

Temos, 

-nuill~ros 



IVÀf(x) • Cnd-n/
2 I 

Rn 

-n/2 
onde gÀ (x) = (nÃ) 

-Lx-r,J! 
e À f(ç) dr; = g f(x) 

À * 

-~E 

e À 

h"'"'l'm '" \'' "(,·) J_ ,_,.... '' l l_ • 

À " 

Por outro lado: 

[ J 
-a/2 

'" n(À+~) 

-ix-çl 2 

-X+il"-
e f(ç) dç { 

R 
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Para chegarmos a identidade desejada, basta então 

provar que: 

Com efeito: 

= (nl.) -n/2 

/"-._ 

-hl:_ 
e À = g

1
(x) 

~ 

K(x/ ili) cn 

Como K(,·x) (<) = l K (é/r), 

~ 

- I '2 e n X I (() = 

Ir!~< 

Teremos, fozcndo r~ 1 
;I;' 

-n/2· n/2- ~ = e--2'1'12 K ·(() = (d) . (,!,) . K (iÀ,,. ç) " A ' 

/);' 
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logo' K /À' K c-e· • 
, YM 

• 
Como f = g implica f ·- g, torelllOS·: 

ou seJa: 

= K • 

~'~ 
= K, * K 

A i" 
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Assim~ nossa proposição fica demonstrada. 

Proposicão 1 

Seja f: Rn -:. R, limit;:;.d[:. Então: 

(a) 1im WÀf(x) • f(x) q.s. 
À ·)o o 

(b) Aincl.a mais, se f(x) é contínua, a fórnula (a) 

~ verificad2 unifoimemente em cada conjunto fochedo e limitado conti-

do em Rn. 

Ill:;.~nonst.rê1ç:~1~:: Para provaTmos a parte (:1) v;lmos utilizar o 

teorema ( [15], p. 158) 

seguinte 

"Seja f E: 1 1 ( n.n) e ~l uma família substancial em 

R 11
• Então: 

1 
iiiTET 

f [f(x) - f(x 0 ) I dx-> O 

é. 

para quase todo x
0 

E. R11
." 

isto;, d~do c> O existe, em correspondSncia, um 6 >O, tal que 

1 fi f(x) - f (x ) I dx < 
mftl o 

s sempre que E C n, x
0 

t E e diam (E) < ó. 

t: 
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Lema: O teorema acima continua válido se f E: L""(Rn) e n e a família 

de hipcrcub'os de P .. n. 

Demc•nstr~cão: Com efeito, sejn: 

F J f'n ', 'N = l" é , li x li ~ N, N ( IN} 

onde 11 X 11 = -max 1, .•. , n} 

-e IN e o conjunto elos numeros naturais. 

ma a cimo. temos: 

lim 1 

m (E)+O m (E) 

n para quase todo x E R • 

Se n "" 2: 

--

X e 

' X 
'-----

E 

[ 
---1------l_ 

-t------r:J-1 

e então pelo teorc-

-

,___1~ 

F,'" 

S ' G = {X r l'll CJa JN "- \. lim 

m(E)->0 J 1 1 ±N (x) - fNCn 1 d~ o/ oJ 

m (E) ,, 



c chamemos G = lJ GN. Temos m ( G) = O, 
n=l 

Tomemos x ~ G, então x ~ GN para todo N( IN. 
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Como n é um2. família substancial, em particular a-

quela constituída dos hipercubos de Rn, temos que existe E E: Q com 

m(E) < l ex E. E. P<na ~E. E temos: 

_, (' ) J.N ..., = f(S) 

fN (x) " f(x) pois E C FN para algum N. 

Logo: lim 1 l lfC<J - f (x) I d' = 
m (E)+O m(E) 

-- lim l 

rn(E)+O m(E) 
JE· I fN (!;) - fN (x) I d< = O 

1

p

1

aa 

quase todo x E. R • 

Lu enJo: 

Vamos agora prov2.r a igualdé:-de (a). Temos que: 

(ü) -n/ZJ 
Rn 

:i ~ -n/2 À -n/2 J 
Rn 

I f cn - f Cxl 1 d< 

Paremos uso adiante Ja segui11te propriedade: 

entàó dado s > O, existe um número H tal que: 

w -n/2 f e 

li X 11 ~ M 

f 
-L~.::c.E-

e À lf(<)- f(x)l d< + 
I -n/2 -n/2 

W1_f(x) - f(xll ~ w /, 

)"?. 
li x-r, 11 < À M 

Como 
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+ , -n/2 À -n/2 f(x) I ds 

teremos o resultado procur.::edo, pois chamando de 

Rn 
v, 

E = { X E . li X- s 11 < À M) resulta: . 

v, 
M)" m(E) = (2 À e se À -> o então rn(E) -> o 

Ainda ma1s: 

-lx-sl 2 

e como e 
--À-

~ 1 a primeira parcela do segundo membro da desigual-

dade resulta: 

-·n/ 2 -n/ 2 
" À 

A I f( O - f (x) I ds ~ f -2_~:. e ~ 

llx-s li < À M 

~ 'IT -n/ 2 2n ~( f 
m(E) 

I f(s) - f(x) I ds 

E 
--

que tende a zero quando À tende a zero, pelo lema anterior. 

Na segunda parcela do segundo membro da desigual

dado teremos, por uma mudança de variável: 

,-n/2 À-n/2 I r c o - f Cxl I c!s = 

= ,-n/Z e lf(x +{À() f -;r,;z 
- f (x) I dç ~ 

li i' li ;, M 

_, 2 11 f 11~ ·rr-n/Z e d ( !i 2 li f fi ~ e f
. -lsf2 

llsfi~Jr 

Fic<J assim demonstrada a primeira parte da nossa 



proposição. 

A parto (b) decorre do seguinte: 

Como l vr rc·x;- -
' ), ... ' Í -lél 2 

r ··n 2 
f(x) I ~ rr I I e [f(x+ fi' n 

J n 
R 

e o inte~rando atifu~ pertc:nce a Ll( Rn) pois f 6 limitada~ 
que: 

Dado e > O, existe um hipercubo K tal que: 

Assim: 

[r (x+ ,r-;: <) • 

-2 3-· 

tcrer.1os 

Ago-ra. co no f; e: K então /T:' S + O quando À -+ O e 

pela conf.inuida.de w1iformc de f(x) et1 L teremos: 

ou seja: 

fWÀf(x) - f(x) I s; ~-n/Z o m(K) + o xE L 

11m WÀf(x) ~ f(x) uniformeE<ente em cr1.da conjunto 
À -~o 

fecl1ado e limitado L. 

Proposição 5 

Se f: R11 +R 6 limitada teremos: 

(b) 
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Ainda JTiais, para cada conjunto limitado L, teremos: 

(c) lim 

' _, 0 

pi·l,f(x) - f(x) I dx 1 .•• dxn =O 

L 

De~9!:..:-:trnçfio_: A primeira parte desta propriedade decorre d~ uma slm

ples c:plicaçâ~l do teorc1na de Fubini (ver [10] , p ~ 14 7, teor. B; [lô] , 

p. 77, teor. 8.1) 

Com e feí to: 

----~,_ 

p.l92). 

liw 
' -> 

-lx-él 2 
-n/2 . · 

dx =l 1 c~,) · r e , 

Rn JRn 
-n/2 r [ I -1 x~_u_: 

~ (nl.) _j e À lf(l;) I di;] dx = 

Rn Rn 
-I x:!J..:_ 

~Jif(l;)l [ -n/ZJ 
dx J di; (ü) À e = 

n 
Rn R 

=f lfCn I 
[ -n/2 r --~! 

(lrÀ) e dj.! J di; 

Jn Rn fl 

=f lfC<l I di; 

R:n 

Fica assim demonstrada a parte (a) • 

A (b) decorre de (a) e do lema de Fatou (ver [9} -

Com efeito, temos da priweira parte que: 

I f Cxl I 

P[.r outro lado, da propriedade 4 decorre: 



lim IW f(x) I = lf(x) I q.s. 
À 

À + o 

c pelo lema de Fatou teremos: 

I lf(x)l dx.,; 

Rn 

Para provarmos a (c) basta notar que: 

INÀf(x) - f(xJI ~ 2M pois estas funç6os sio limitadas pela 
constante r.r e como lim IW1,f(x) - f(x) I =O 

), -+ o 
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mesma 

teremos pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue (ver (9]-p. 
195, colar. 4) 

Jirp 

À+ o 
J I 1': À f (x) - f (x) I dx = Ó 

L 

Observação: Os resultados ora obtidos valem naturalmente se f(x) ao 

invés de ser umB funçrio escalar é uma função vetorial com um 

qúâlquê"T(.i't'- componen t~s. 

Proposiç5.o 6. 

-numero 

Dada a função escalar f: R11
-+ R, limitada, então a 

integral: 

f lgrad WÀf(xJI dx1 ... ctx
11 

Rn 
c uma função nao crescente de ~,. 

Demonstração: Com efeito, dados dois nÚ:1"teros positivos À e p teremos, 
-----·----'-- --
pelas proposições 1, 2 e 3: 



e ont~o, da proposição 5, rcsultG: 

W f(x)j dx u+t. 

Dan.:mos agora duas definições .básicas~ 

n 
Definição l: Pera Cltda Íllnçio f: R +R, limitada, seja: 

'J[ECxl] = lim f lgrad l'\ f(xl I dx 

"~o J-. 
H.n 
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Decorre da proposição 6 que este limite cxiste,fi~ 

nito ou infinito. 

n 
_!!~_f..il~iS".:..~C?__?_: Dado u1n conjunto E C R , (n ~ 2), definimos o perímetro 
do conjuntc) E do seguinte modo: 

= lim 
À -)- o l lgrad 

Rn 
____ ,..._ 

onde com xE(x) indicamos a função cm~acterística do conjunto E. 



CAPfTULO 2 

§ 1. Função ele G8us~ Green 

Diremos q'.lc a função de conjunto f (À) (B), depende!}._ 

te de um parânetro À, COJ11pletaJ:1entc aditi-~.ra, conve1'ge fracamente para 

a função F(B) quando À tende a A0 se a relação: 

lim rg(x) c1 p(À) 
À+ o 

P.n 

é satisfeita para toda g(x) -cont1nua em Rll . f. . t- . . e 111:-1111 CS11Tla para jxj->oo 

Teore~-~ : Dada uma sequência de funções escalares 

de conjuntos {p
11 

(B)} · definidas para calla BC R11
, completamente acliti 

va, positiva e equilimitada ent~o existe uma função aditiva de conjun 
to u (B), pos:i.ti\;a e limitada e uma subsequ&:nc:ia 

{~ (D) l tal que: 
nk 

lim ~n (B) ·· 1J(B) 
k-+w k 

para todo conjunto B sobre cuja fronteira 1-l(B) = O. 

Demonstraç8o: C(l~, p. 221) 

Deste teorema se deduz L<_cilmente que: 

Corolário : Dada mr..a sc-quênc:i.a de funções V(:tO-

r1a1s de conjunto {Pn (B) }. , definidas paTa cada conjunto BC:.Rn, com--

pletamente aditiva e de variaç~o total equilireitada então existe uma 

subsequência que converge fracamente. 

Com efeito, seja Fn(B) a n- cslma funç~o veto-

rial da nossa requê-ncia. Cada componente de .Fn (B) é igua . .l à difETcnça 
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de duas funções escalares de conjuntos definidos para cada n C R11 ,co~ 

pleterncntc.aditivns, positivas e équilimitadas pela variação total de 

F
11

(B) (que ta1nbém ü uma ÍUl!ção completamente aditiva e positiva) ;i. 

é, ; dada: 

F RN -> RN 
ll 

F (D) (Frt 
N 

(B)) - (B) ' • • o 1 f.n n 

te:cemo s: 

k ,:::: 1, ••• , N 

onde as sequenoas \f; (E)} e {g~(B)} k ~ 1, •.. , N 

estão nas condições do teorema de Vall& - Poussin-, logo existem fun -

ç6cs aditivas de conjuntos fk(B) e gk(E), k = 1, ..• , N, positivas c 

limi.tadas e subsequ~ncias convergentes tal que: 

Ou seja: 

lim 
h+oo 

lím 
h+c) 

lim 
h+oo 

pk (Jl) 
nh 

gk (B) 
nh 

ou, na notaç~o vetorial: 

lim 
h·-)-<>') 

ou ( [13] ' p. 222) para toda g(x) 

\X\ + co teremos: 

1 Ül ( g (x) 
h·-:>-00 jn" 

~ fk(B) 'k=l, .•. ,N 

·- gk(B) k=l, •.• ,N 

contínua em Rn e infinitésima para 

dr " r g(x) dF 
IJ nh J Rn 
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TEOREMA 1 

Dada uma, função f:R 11 +R, limitada e se 

então existe uma e somentG uma função vetorial de conjunto 

"(Fi(B), ... , F
11

(B) tal que: 

'J[ f (xJ] <oo 

F (B) ~ 

(a) F (B) é definida para cada conjunto B C Rn, co~ 

plet8Jn~nte aditiva e de variação total limita

da. 

(b) Para cada função g(x) que seja, juntamente com 

suas derivadas parciais primeiras, 

R11
, infinit&sima para lxl + oo, de 

inferior a lxl-(n+l) resulta: 

-cont1nua em 

ordem nao 

r f (x) grad g (x) dx ••• JRn 1 
dx = r g(x)dF 

n JRn 

Demonstrac5o: Consi~oremos a sequ~ncia {~ }, ~. >O e lim ~ =O e a "-"==cc._,--'--- n 1 n 

sequência de funçõeos vetoriais de conjunto {F (n) (B)} definidas por : 

(2,1.1) F (h) (B) dx 
n 

(h = 1' 2' •.• ) 

A sequ~ncia {F(n) (B)} tem variação total equilimitada, po1s pela pro

posição 6: 

(2.1. 2) 

~1lgr1Jd 
ll R 

= 'j [f (xJ] < oo 

Assim, pelo corol5rjo anterior a scquência o-:Cn{B)} 

admite um;:~. subscquência que converge fracamente para a função complctr1 

mente: <Hh ti v o F (B) , ou scj <l: 



v 
existe f 1 (B), ..• , 

tal que: (2.1.3) 

v 
n F (B),, .. 

l "h 1im g(x)dF 
h -}-00 J) 

( . 

pna toda g (x) contínu8- em R11 c infinit~sima 

Te1nos ainda: (2.1.4) l[dF[ ,:; lim inf l 
n h+ro n R R 

([18], p. 183, teor. 3) 

e como pelo resultado acima: 

ser.ue que 

\x\ + oo, 

Fica entio demonstrada a primeira parte do 

teorema. 
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nosso 

Tomemos agora g(x) tal que, juntamente com suas de

rivadas parclaJ.S primeiras, seja continua em R11 , infinit6sima para 
\x\ ~ oo, de ordem n~o inferior a \xl-(n·~l). Nestas condições, a fun

ção g(x) assim como suas derivadas parciais primeiras, resultam inte-
- . gr-aveis. 

Com efeito: 

ln+1 
(x) = J:'---_g (x) 

g [x[n-1 

I ln+1 
resulta que x g(x) .:S N. Logo 

M g (x) " lxTi1+T 
E: 

- -Como g (x) e cont111Ua CD1:ito g c 
1 

L 

e como 1im [x[ 0
+

1g(x) = O 
[x[+w 

1 
(Rn • - B(0,1)) ([17], P· 

(Rn). 

4 O) 



Analogamente dc1wnstra··s0 que ~L ~ 

ax. 
1 

-31-

1. = 1, , .... , n. 

Pelas Vl'Oposiçõe.s 1 e 4 temos que as funções V/Àf(x) 

sao e~Jtl.imitadas e que lir.l w). f(x) " f(x) oqoSo 

À+Ü 

I 
Agora, pelo lema cnterior 1 grad g (x) I E: L (Rn) e como lim À = O , 

h-rO:. vh 

teremos, pelo teo·.ccma da convergência dominada de Le besguc: 

(2 ol. 5) li.m 1· (WÀ f (x)) grad g (x) dx " Í f (x) grad g (x) dx 
~- ~ vh J0 

Como g(x) -+ O qllElfJ.dO .jx] + oo, obte1nos, medü:.nte integração por par

tes e pela (2o1o1): 

( 
(Zol.6) J 

E r: 

(WÀf(x)) grsd g(x) dx "-Ig(x) grad WÀv f(x) dx = 

Rn h 

=JRn g(x) dFVh 

Das fÓrmulas (2.1.3), (2.1.5) e (2.1.6) obtemos 

f f (x) grad g (x) dx1 o o o dxn 

Rn . 

= f g (x) dF 

\n 
e o teorc-·ma está demon;;trad.o. 

A funç5o vetorial F ~ chamada em [8] de gradien
te ge11eralizado de f. 

Recordando a definição de perímetro de um conjun
to se encontra, como ca~o particular do teorema 1 o seguinte 

i "i' o _, 
) j .-.,,:li; 
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COROIJ\RIO 1 

Dado um conjunto E C Rn, se o seu perímetro P(E) é 

finito então existe uma funç~o vetorial de conjunto ~(B) = (t 1 (E) 

... , •ú (B)) tal que : 

(a) ~~(B) ê definida para cada BC Rn, completamente 

aditiva e de var1açaa total limitada. 

(b) Para cada função g(x) tal que seja, juntamente 

com suas derivadas parciais primeiras, contirua 

em Rn' in f in i tés ima para I X r -)- 00 e de ordem -

nao inferior a lxr-Cn+ll, resulta 

J grod g (x) dx 

E 

Demon ~~tração-

grad g(x) dx 

< 00 

= l g (x) dó 

Rn 

então basta 

aplicar o teorema 1. 

A fórmula anterior é num certo sen-

tido uma gene:Talizaçiio da fÓrmula de G1·een clássica. Por esta razao , 

tal função é char:lada em (6] de função de Gauss-Green relativa ao con-
---· --··'~*"~n --

junto E C R • 

Uma recÍproca do teorema. 1 e apresentada e comple-

tudD. 110 que S8t;Ue: 

TDOl_~l~M.~ Dada uma função limita da f (x), se e-

xiste u.ma função vetorial F(B) satisfazendo as condições (a) e (b) do 

teorema 1 entãO CJ[f (x)J é finito e temos 

c 

.. lE.:llz 
À 

o gre.dicnte 

']'[f (xJ] " r /dF/ 
J n 
R 

Temos que gradx e 

2 - I x-ç I 
À = - grad 

f, 

onde com grad_ e grad~ .estamos indicando respectivamente 
-'\. t,' 

em rclaçõ.o às vari5vcis x = (x1 , ... , x
11

) e (. "" (~ 1 , · · ·, l:r.) 
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Pela condição (b) do teorema 1 e pela definição do 
' 

operador WÀ teremos fazendo uso da proposição 2: 

(2.L7) 
-n/? I ( 

(~l) " I (gradr 
:Jn s 
R 

_lx-1;12 I 
e À )f(x)dx • 

Jx:U~ I 
À f(x)dx ..• dx • 

' n 

-n/ZJ-· 
~ (U) e 

R" 

Da fÓrmula (2.1.'/) e do teorema de Fubini segue: 
, I x-~ 1

2 

~ (UJn/
2 

[ di; Í ; À jdFj • 

-Rn JRn 
(2.L8) Í jgrad líÀf(f;) jd<; ... df; J,..n 1 n 

R 

E po1 .. ta:.:tto pela definição de 6][f (x~l e ela proposi -

ção 6 resulta: 

'][f (xl] ~J- i dF I 
- Rn 

Logo 'J/f(xl] é finito e portanto pela formula 

(2.1.2) temos: r jdl'j ~ 'J[tCxlJ 
JRn 

.Assim o teorema fiot demonstrado. 

Coiilo cnso particular deste teoTema temos: 

CcnoJ.3rio 2. Dado um conjunto E C Rn, se existe -
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uma função <t>(B) satisfo::.r;ndo as condições (a) e (h) do corolário 1 en 

tão o perfmetro de E ~ finito e teD1os: 

QJ?.?.~-~r_ç~.o : A fônnula anterior coincide com a defi 

nição de ~roa uLsoluta Ja fronteira orientada do conjunto E segundo 

Caccioppoli, ainda segundo Caccioppoli ~ a medida (n-1) dimensional da 

fronteiTa orientada de E. ([1]). 

§2 - O perímetro do conjunto E 

Podemos agrupar os corolários 1 e 2 no seguinte re-

sultado 

"A condição necessária e sufiç.icnte para que P(E) 

seja finito é que exista uma funç.ão \'etorial ele conjunto ~l(B) ,com va

lores no Rn ,cor.:pJ.etarr:cntE ad.~_tiva e de vaTi8ç~io t.ota-1 limitada, Uefi
n nida na classe dos borelianos do R , tal que: 

(a) r grad g (x) dx 

)E 

= Í g (x) d~ 
) n 

R 

par r. te da g (x) que scj a, ju:ntamente cmn suas derivadas parciais prir1ei 

r as, ccntÍnE~'- Gl11 R11 , infini tésiEta pm~c [x \' -}- ao de ordem não inferiOl' 

I 1
- (n+l) 

a x 

Aind& r.1ais: 

A condição (a) pode exprülir-se dizendo que a f:un-

çao ~ g o gradiente no sentido da teoria das distribuições, da 

çao carnctcristica de E. 

fun-



TEOREMA 3 -35-.. 
Dado um conjunto E C Rn, tendo perímetro finito, s~ 

ja ~(B) a funç~o que satisfnz as hip6tcses (a) e (b) do corol~rio 1. 

Ent2:o para. cwla conjunto L sobre cuja fronteira seja nula a variação 

total da funç~o e(B) temos: 

0(1) = - lim 
ic+O 

r grad 

J 
L 

\'/ X (x) dx 1 ic E 

Como a variaç.ão total da funçã.o 

a fronteira de L, temos 
r 

(2.2.l)J ldwj = O 

31 

dx 
n 

-w(B) c nula sobre 

Como ~(B) tem variaç~o total limitada e vale a 

(2. 2 .1), então dado e: > O 1 ê possível encontrar dois conjuntos limita 

dos e fechados c1 ,c 2 ~ não tendo pontos comuns com· c r.. , tal que: 

(2.2.2) 

C c (Rn-L), ,. < c (2.2.2') 

c 
' 

~----~--------~ 

L 
Seja 01 = d (Cl' oL) c Sz "d (Cz, 3L) e seja r= 

= B (0,6) onde 8"" min { 61 1 óz}: 

Pelas propriedades (1.1.3) e (1.1.4) segue que da

do E > O, existe ÀE tal que para O < À < Às temos: 

- kt. 
. )-n/21 A d' d' (2.2.3) (H e ., 1 ... •,n > l-c 

r' 
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Temos ainda que para todo x1 E: c1 r e sul t_a B (:x 1 , 6)cL 
2 

G_-éL 

ou seja: 

I e 

B (x , O) 
1 

para todo x f: 

e com maior razao: 

À 

-n/z 
(2.2.4) 1 >(H) 

e então 

(2.2.4 ') 
-n/2 i (n) e 

L 

temos 

2 [x-E[_ 
À 

2 
[x-t; L_ 

À 

pois para todo x E: c2 temos B (x 2 , o) C (Rn - L). 

Da (2.2.4) temos que: 

- E < 

ou seja -n/2 r-
l(liÀ) Je 

L 

(U) -n/2 ( e 
. \L 

2 [ x-ç[ 
À 

.; 

dt; - 11 

- 1 < 0 < E 

< E 

1-E 

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por 

IJ c]q, I 
c 

l 

e pelo teorema Jç~ Fubini, teremos: 



(2.2.5) 

IM! "E P(E) 

AgcTa L = C U (L-C ) 
1 1 

Segue então que: 

(2.2.6) ll H - ( dó> I 
L Jc, 

teremos: 

e assimi I cH [ 
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< E pela (2.2.2) 
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Desta f6rmula e do teorema de Fubini obtemos 

(2.2.8) 

2 2 .. lx-~ I Jx-~ I 
I ( l - I -n/21- ---~ i I I (íi),)-n ZJr dF, ,n e À H I" (H) e À di; n cl> < 

-L l\_··C1-C2 L R-CcC:c 

lx-<:1 7 

< I (Hl-nn ( ; ~---c-ds 

Jn.n 
< 2 E: 

n n 
Obse1:v~ndo que R = C1 U C2 U (R - C1 - Cz) e das 

fórn;ulas (2.2.5), (2.2.5 1
), (2.2.G) e (2.2.3) concluimos que, para 

(2.2.9) I Í d(o -

JL 

O<),<Àc:: 

< e (2P (E) +3) 

dx 1 ••• dxn = 

e c6mo ~(E) satisfaz a condiçâo (b) do corol~rio 1 teremos: 

jx-<:1 2 

grad \'iÀXE(i;) = gradç[cn)-n/ZL; --{~ dx 1 ••• dx
1
J" 

·- l.'))-n/ 2lg-·ld -e- [)(_:f~d d 
•• ,, , _ J. c E; x 1 • • • xn 

E 

-n/ zi -J>:.:p.:. 
::::-('ilÀ) .~gradx c dx 1 ••• clxn 

ü 

_ lx-U~ 
À o- (\i À) -n/2 í e 

) ,11 

" 



O< À <À t0remos: 
c 

do. 

Das fórmulas (2.2.9) e (2.2.10) vemos que, 

10 (L) + í grad V\ XE (x) dx1 •.•• dxn I " 

- I I d0 ~~J grad WÀ XE cn d~l ••• dl;n I 
L L 

< c [z P (E J + 3 J 
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para 

< 

Como E: é arbitrário, nosso teorema está demonstra 

§ 3 - ll1~_yropricda5~~ isoperi.r.Jétrica 

O espaço eucHc1eano Rn, pode sempre ser considerado 

coJTto produ to de 2 
p n-p espaços R e n . Indicaremos com Y"(yl, ... ,y) 

um ponto .r;cr..érico d.e R p e COJ·,·l Z - ( Z ) - Zt, ·• •, n n-p 
um 

- < p ponto gener1co 
n-p de R , com (y, z) o ponto de R de coordenadas : 

Dado um conjunto Ey C Rp e um conjunto E2 C r:.n-p 

indicare1~1os com Ey x E2 o produto dos conjuntos r:Y e E2 , isto é . : 

De marJclra análoga ã dcfiniç2:o d0 Operador w1, 1 

pondo, para cada funçio f(x) • f(y, demos definir o operz~dor w{ 
definida e limitada em Rn e para 

pa

z ) 

(2.3.1) y· f() " '\ . X f[y,z) 

cada valor positivo do parfimetro A: 
2 " ~p/21 -c In! 

" f(y+/;:'n, z) dr11 ... dnl' 
nY 

Para cr:.da funç8.o g(x) = g(y,z) que seja dcriv-Õv-E'l 

com respeito as vari5vcis y 1 , .•. , yp, indicare~os com grady g(y, z) 



o vetor de cumpor!cntes 

Obsen•C';:~os qne tod<:1.s as pTopriedades do 

WÀ visü:.s no § 2, capítulo 1, se estendem ao operador w{ . 
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operador 

Podf.õ!T<OS por isso, analogamente ao f une i anal C}ff (xY .._.L -'1, 
definir [f()7,zJ] da seguinte lllOlneixa :· 

(2.3.2) f(y,z) I dy1 ,, . dy 
p 

De fato, por um raciocfnio totálmente an~logo eo u

sado lH.<-proposiç8o 6 e definição subsequente, prova-se que este limite 

Dcmonst1~arcmos agora a desigualdade: 

(2.3.3) 'J[f(xl] 

Com efeito, pela proposição 5 c para cada par de 

nume:.·c~~ rcals positivos A c E .. teremos : 

(2.:1.4) 

( 

"' I JR 11 

.~ í lgTad 

.JRn 

wY f'y ,,) i' 11 '. > 
dz n-p = 

••. dz ,< 
n-p~ 

... 

Da rc:I·-t~-<lO (2.3.4), po.:>sundo ao limite po.ra ) .. -+O, 



cncontr nmo :>, 

(2.3.5) 

de intcgra·;.ã.o 

(2.3.6) 

ao símbolo o 0 
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pela proposição 5 

r clz 1 •.• dzn-p J [grad \\'~· f(y,z) I dy1 .•. dyp~'J[fCx~ 

JRn-p JRP 
Da f6rmula (2.3.2) e passando ao limite sob sinal 

na (2.3.5) teremos o resultado desejado, 

Lema Dada uma função '-JO (x) tal que 'f (x) = O ou 
' n -'-\ (x) = 1 para todo x em R (n~l) entao vale 

urna das duas relações : 

n 
C :J'[lfCxl] ) 

DemonstTação 

n-1 
.•• dx ) ~ 

n 

"indução sobre n" 

C ':'"TilDcxJ] J Li 

n 

Vamos atribuir o vnlor 1 ao símbolo co
0 e o valor O 

(a) Provemos que a fÓrmu1a(2.3,6)vale para n ~ 1. 

Se r ~(x) dx • o ou jR I [Cl-'fCxJ) dx = O 
.R 

então 

certamen.te uma das relações(2.3"6.) ê verificada pois ":J[Y)CxJ] ~O. 

SuponhaDos então C1,ue 

(2.3.7) ( L/'Cx) dx • r.:~ '-f(x) dx f o e ~~oo (1-'fCxJ dx t o 
JR J, )_, 

então l.J}(x) 1w.o e quase seEtpre igua~ a 1, nem quase 
! - .-

la proposiç~o 4.existcm pontos x ex 

sempre nula e. pc-

tal que 



(2.:1.8) lim 
À~·o 

lim WÀ lfC~J" 'f C~) " 1 
À+O 

Da relaç~o (2.-3.8) see;ue que 

1 in:. 
;.. >O 

Assim fica provado o caso n = 1. 
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Suponhamos agora que val0 uma das relações (2. 3 o 6 ) 

para JF'm e provaremos que vale para n = m + 1. 

Escreven::nws Rm+l "" Rm x R e indicaremos com 

= (y1 , ••. 1 ym) um ponto gené1·ico de Rm e com z uin ponto gt:·nérico c1e R. 

Seja agorâ \.jl(x) " 'f'Cy, z) tal que 

lfCx) ""· O ou L{ (x) = 1 pata toJo x de Rm+l e sejam E
1 

, 

E
2

-c E
3 

, .. C"à~iljuntos do espaço Rm assim definidos 

tj'{Y, z) dz r o e (1-'f(y,z)) do f o se y CD 1 

(Z.~.9) R .. 

.. c'flY, z) dz " o se y€ E 2 
J • 

\ (1-'fCy, z) 
)R 

dz " o se y E E3 

Como \.p(x) = '-P (y, z) toma somente os vci.lores O ou 

1 ent8o pc:la relaç2:o (2. 3. 9) teremos : 
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cp(x) - <Jl (y, z) '" O 
, . I 

quase sempre em E
2 

x R 

qn<"..se sempre em E3 x R 

pois para toda funç~o po~itjva tal que sua integral 6 igual a zero,eg 

tão o. função 0 nula quase sempl'e, 

Ent:.ão para quase todos os valores de z, teremos 

(2.3.10) 

~ 

" · [ dy1 ••• dym 

) E o 

Analog2.mente 

r 
(2.3.10') 

) 
(1-'('(y,z)) dy1 ... dym 

Rm 

"" JE~-'-fCY' z) )dy1 , , . dym 

Pele hipótese da induçflo, da relaç§:o (2.3.10) e da 

definiç2_o de (J)r ['f (y, z)J teremos: 

(2' :\.1.1) 

= 1 im 
),+0 

= lim 
/,+0 

~ 

J I aracl ,,y " '- '' '\ )' A 

Rrn 

r 
f I gr ad 

.J El:l 

'f (y,z) I dy1 ••• dym 

para quase todo z. 



Por ou·;:ro lodo, da rcl~~ção (2,3.3) teremos 

(2.3.12) ~J'f'r·CxJ] <!'['fCy,zlJ "- j'Jr['f(y,zJ] dz 

- '" 

suJ.ta das rclaç6es 

1\.ssil(, se 1J f O, isto t:,: m(E
1

) 'f O c 

(7.3.11) e (2.3.12) que ";r<o(x)-1 "ro 
.... ~I .J 

m(E 2) I' o <'}_ 

c a relação 

(2.3.6) ficn. demonstrada. 

Tomemos agora y ~ E1 c COliJO uma das relaç5es (2.3.6) 

vale pa1·a n = 1 e tendo presente a (2. 3, 9) teremos 

r 
cz.3.13J "~'r'.Dcy,zJJ " lim J I grad w?· 'f (y,z) lctz = vZ_I 

)c+O z A 

H 
r 

... lim I I gr ad WÀ 'F CzJ 1 dz = 
)._+0 

.) l"Z 

" r cpczJ 
_R 

o 
dz ) = 1 

pois pela (2.21.9) 
r I '{'(y, z) dz f o· 

)R 

Das relz:çÕes (2,.3.13) c (2.3.3) temos : 

••• dy ~ 
· lH 

e rortantü se m (E
1

) '"' w ~~ rel:H;ão (2.3.6) fj_ca demonstrada. 

••• dy :;:: 
!Ti 

m (E!) 

Consideremos agora o caso em que m(E1) ~ finita e 

Assim m(E 3) ~ oo e como lp(x) - l q.s. em 

teremos, paTa qur::se toél<:'5 os V(l_lo:rcs de z 

(2.3.15) Í'flY, z.) 

~'p!! 

cJ-y . 1 • '' dy 
Jn Jrcy,zJ dyl 

L3 

• • • (l_y 
m 

= m(LJ - oo 
,; 
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Pela hipÓtese da :induç.ão, teremos, dada a (2.3.15): 

(2.3.16) 

para quase todos os valores de z. 

Por outro lado, como m(E 2 )~ a· c quase sempre em 

E3 x R temos lp(y,z) = 1 resulta, para quase todos os valores de z 

(2.3.17) 

(2.j.l8) 

(2.3.19) 

e entiio 

í (1-'Ç(;r, z)) dy1 .•. dym -

""Rm 

r(JA{I(y;z) dy1 •• o dyll1 .::: 

' 
_.. Et ~ ra(Et) 

Da (2.3.14), (2.3.16) e (? .. 3.17) temos 

1
. (1-1/m) 

:'Jy ['(!CY, z)] :;. C (1-1°(y, z)) dy1 ••. dy ) :,. 
m m R . 

:,. (J"E
1

) --A-í C1-'f'Cy,z.)) dy
1 

•.. dym:,. )Rm 
1 

r 

- Y1 • • • Ym m / (1-'-
1
"(y,z) d d 

·~ Jn.m 

Da (2.3.18) e C2.3.12) temos 

Cj [lO (x) -/ :,. 
'-' I -

-1/m 

~ ( '] ['fCx)]) 

m+l 

dz 

( 

J Cl·'fCy,z)) 
Rm 

( (1-'f(x)) 

__}Rm+ l 

dyl •.. dy-. . n, 

m 
(~7'-J'íu•(x)J ) ) 

, ~I 
c 

(' 

J C1- 'fCx)) dx1 •.. dx ) m+l 
J~]Il + 1 
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c assim fica prmuldfl a (2.3.6) no caso em que r.J(tl) < ro e m(E 2 ) =O. 

Finalmente, se m(El) < oo e rn(E 3 ) = O (o que aco.r·-

retél m(E 2 ) "' C>:>) clJ0garemo.:-: por um raciocínio totalmente nnâlogo, a 

pTil!;.cdra das rcl~<.çõcs (2,2' .. 6), ou seja 

Veremos agora uma propriedade isoperimétrica me

diante a qual a medida de um conjunto~ limitada pelo seu perfinetro, 

ou mais Pl·ecisamentc, é menor ou igual à potência (n/n-1) -Ôsima do - . -propr1o perlmetro. 

Teorema 4 

Dado um conjunto E C Rn (n).2) vale sempre uma dr .. s 

d d . l' , c uas CSJ.gua aaae~ 

Demonstracão: decorre imodic~tamente do lema ante~· 
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Soja ~ o esp~ço de todos os borelianos contidos e111 

f
,n 
' o 

d:z:xt:-+R 

dada poT 

Vo.1:ws rn·ovar que d e uma métrica. 

Com efeito: 

os conjuntos E1 e r: 2 • 

mos iaenti:[icr.n<Jo os conjuntos qur~ dj furem po:c um conjunto de nc.,didD 

zero. 

cluirmos que d é l'.l'Llil môt.Li c a em E rcsts ent~ío proval' que: 

(d) cl (E 1 , E3) :...' d (E1 , t 2) + cl (Ez 1 E
1

) ou equivalentemente: 

m (El ú E3) .~ m (E 1 to E2) + m (Ez t; E3) 

Para isso, bnsLa provar que: 

e O rCStlltado decorre d~ aditividadc de 1n. 

Dovc.nos enti:o pr0\'2Y que: 

con-



V aJ:lOS provar que: 

( d. l) (El - L) c::. (EJ - 1'" ' u ..... 2) (Ez - E3) 

( d. 2) (' -- El) c 'E - Lz) u (li 2 - L ) .L"' l -· 3 
j I 

Com efeito: 

Scj o x c;: (E1 - E3 ) então x E: E1 c x f E3 
duas possibilidades podem ocorrer: 

X c: E e X ~ E e X i Bz então X c (El Ezl ou 
1 3 )-

X c: E e X (: E;s e X E Ez então X c: CEz - E3) l ,-

logo a (d.l) fica dc1~onstrada. 

A (d.2) de~o~str8··se de rn~noira -analoga. 

entüo 

Seja I: o espaço mftxico a.:;stm obtido c convcucio-

naremos que toda vez falcuuo.s em lirnitç: de conjuntos contidos em Rn 

entenderemos sempre tais conjuntos como pertcllcentcs ao espaço E. 

. -Dada a scqucrtcla E1 , E2 , ••• convergente para 111r• 

conjtJnto I, isto o; m(E 6 En) + 0 1 indicaremos com C(B) ~ eve11tua1 

função aditiva de conjunto verificando as condiç6cs (a) c (b) do coJ·o

lârJ.o 1 c inUic<-.:Temos com ~,n(B) <:;. funç:Zlo anÍJloga relativa aos conjun-

tos E . 
n 

Tcoren2- 5 

Dada U!lt(l sequênc:ia de conjuntos 

para uJ;: conjunto E entiio: 

{E ) 
n convergente 
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Ainda mais, se IP(En) I~ M, a sequência {4>n(B)} converge 

paro '' (B), 

fracmnentc 

Denon~tração: Ccmo lim 
n+w 

E ~ E <~"-) m (E 6 E) -> O n n ,_ teremos 

dado que (E -E ) e (E ~·E) sao conjuntos disjuntos: n n 

m (E 6 U) " f x (x) 
n E6E 

- n R li 

então: 

Í x (x) 

J E-E 
n 

Rn 

dx + O 

- x !' (x) I 
"n 

dx ~ t ( x (x) 
E-E n 

+ x (x)) dx 
E -E 

n 

(3.1.1) l:im 
n+o::· f I xL (x) - xE (x) I dx " O 

n· 
l.Zn -

isto c; xE (x) tende em m6dia ele ordem 1 para xr;Cx). Ainda maü;: 
·n 

(3,1.2) lim erad WxxE (x) " grad WxxE(x) 
n-~0) n 

1 nH d 1 l - t ' para caca x ~ I'- e para c a a va o r <o parat1e ro 1'. 

Com efeito, pela definição do operador W/\ temos: 

jgrad WAxE (x) - crnd lVAxl~(x)/ = 
n 

gracl 

-L>:: rJ _:_ 
I. o 



Como (x 1,. (S) - x1::cn) .. } O então derivando soh sinnl 
''TI ~ 

de integi-:-Jção com rel2.ção .10 par3mctro x c pelo teorema da Convergên-

cia de Lebesgue crnt~lt1imos que c8da componente do vetor gradiente a

cinta converge para zero e portnnto a relação (3Gl.2) fica demonstra·· 
c)? .. 

Da ·.cclação (3.1.2)" lema de Fatou e da proposiçGo 

6 e definiç&o subsequente concluímos quo; 

(3.1.3) lif_! P(Iin) 

11 + 00 

~ f lím lgrad 
n~ro 

1\n 

W XE (x) I 
À n 

f lgrad WÃXE (x) I 
n 

Rn 

= 

= Í l.r;:cad Nl\xE(x) I dx 1 ••• dxn para cada valor positivo do p8-râmetTo /, 

Jn 
R 

Da relação (3.1.3) pnssando ao limite qua.ndo 

tende a zero obtemos: 

(3.1.4) liM P(En) ~ P(E) 

e 8. pr.ir::.~.Jir;-~ parte do nos~io teorema fica dmnonstrada. 

Da rolução (3.1.4) concluimos que se P(En) ~ ~~ cn-

t~o P(E) G finito. 

Cons icl e:r&Hdo: 

" " sup {P(En) n = 1,2,H~} 

tcrcuos pelo Coro15rio 2: 

(3,1.5) n=l,Z,a •• 

,. ' 
,_;C.l a n ~ -· I I ~: I( ·c Jl CQ!1ÜHUC. C infinitO SinTO para X + ro Então dado c > O 
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eÀiste g (x): RI!--.;, R tal que juntamente com suas derivadas p~nciai::~ 
s -

prü;ciras é con1·úwa em 1~
11 infinitésir.la para lx\ ~ oo , de ordem n::1o 

I
>·. I~(:·,+]) i11ferior a ~ tal quo: 

que: 

lim I' J 
n-t-co 

nll 

" 

= lim 
n ·+ ç., 

.. 
~ _;_ Ht 

n ·+ co 

g(x) , , n 
U'P 

(3.1.ó) 

Pela rcl3çfo (3.1.1) e pelo Corolãrio 1 temos: 

lim f g 8 (x) 
n +w 

n R 

= lim f XD (x) gracl g
8

(x) dx1 •.. clxn = 
n +co n 

l ,n 
·' 

= l x1 .. (x) graJ g (x) àx 1 ... dx = J g (x) d•P .:, ·c n E 

n_n . Rn 

Das rcJ.aç.C)cs (:Ll.S), (3.1.6) e (3.1.7) conclu:i.1,;os 

g(x) d1• I = 

n 
e(x) d~ -

r . 
[ ig(x) 

)Rn 

•. g (x) j 
c 

,; o + li.Jn IJ g 8 (x) 
Jl -t- <» 

n_Il 

l1n 
n _,_ "'' 
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. - r ooscl'va:.:"t'J: ara a scn•i-continuidadc inferioT do perímetro no.o exJgJ·· 

mos o f2tt) elo P(E) ser finito. Se em adição~ tivermos que P(En) .... <: li c 

consuquc:n.tcmcntc P(E) 6 LLnito, então s0gue a convcrgênci::t fraca ele 

0 (B) p;:<rá (I-' (B). n . 

Um domínio policdral ou conjunto policdral de 1-;.n c 

um conjunto Ti' que~ s,;:ja a aderência de wn aberto e cuja fronteira,Frí', 

esteja contida na união de ulil número :finito ele hiperplanos. 

Em particular se o espaço R11 se reduz ao R2 ou R3 o 
domínio polieclra1 scTâ n"lspcctivamcnte o polígono ou o po1iedro. 

Tais C01ijuntos serao importantes como elementos c~_c 

. ·--
apro~am?.çao 

' de conjuntos de pcr1metro finito. 

Seja {11
11

} uma scquência 

apYOXJ.Jllal:l em -,- . ~ 1,11 . mecl<l um conJunto 1.:C \ • I.sto 

de domínios poliedrais 

é: m ('rr
11 

6. E) converge 

que 

ra zero. Enúio, pslo teor-ema 5 tçreraos: 

(3.2.1) lim P(nn) :,. P(E) 

Dadc um c0njunto E c Rn (n :;::. 2) então P(E) é il_;ual 

ao limite inferio·l, do~~ per:fmetros dos domÍnios poliedrais que apro:d.

maJol em média E, isto é: 

(3.2.2) lir1 P(n ) ·· P(E) 
--- n 

Dcm. cnts t :c,-; c a o : Se P(E) - + • cnt~o dn (3.2.1) sc~:ue imedi 2 t amc-n te nos-

sn te.sc, 

Suponhamos então -que P (E) e f:i.ni to. Entao pelo tc:.o·· 
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rema 4, ou n(E) c finita ou m (Rn-E) 6 fülita~ 

Suponh<.o.mos m(EJ -: "" 

Então xE(x) 6 integr5vcl e portanto pela proposição 

4 e pelo tcorcnm dCL convcr;.,ência de Lebesgue tci·emos: 

(3.2.3) lb1 J IIYÃxE(x) -xE(xJI dx 1 .•• dxn" O 
X+O 

1\.n 

Então dtido c > O, 0 possível encontrar um numero 

positivo ÀE tal que para O < A teremos: 

(3.2.4) 

( 

I IWÃxb(x) .. xE(") I dx1 ... dxn ~ o 
JRn 

Pela pl'Oposiçã:o 1. resulta limitada em En a função 

igrad \i',x 1,.(x) I, isto é: 
A • 

I grad Jil, x~-, (x) I .:S H para todo x de Rn. Dado um nume-
" ~ 

(3.2,5) 

ro positivo n < 
1 
lf cons i de- Yc.n;o s o çonjunto: 

ele p " n/?'r '~''• . 

Ull(x, p) " L(L). 
xcL P 

(a) Se x pert!:n:·c H 

(b) Se x pertence a 

Vamos provar que L 6 limitado. 

Par<1 todo x em L, tomemos a bola aberta B (x. p·) 

Assim LC U B(x, p·) 
xcL 

c por comódidade 

Agora, para todo x pcrtellecnte a I~(L) 
o 

J. cr·t~o WAxD(x) ~ n ou 

(!_(.L) - L) então: 
p 

chawarcmos 

teTClilOS: 
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co;r;o l\\ xE : f{n -~ R e ropl:icando o teorema do valor médio ao seemcnto 

[X, XJ contido c 111 I (L) teremos: 
p 

OilclC ( E ex, X) 

Pela desigualdade de Cauchy - Scln,'artz: 

ou ainda 

Da relação 2~4.5 concluimos que: 

"\.xE(x) :;:. l\\xE(X) ·-MP c como X pertence a L te-

remos: 

AssiJn, de (a) c (b) concluimos que para todo x eJn 

I"j;(L) te::10s \';;,.Xii(x) ~ fl/2 c tcrc1;10s: 

l,_. 1x l•_,..._l •• • c n " Í 11'1 X _(x) I J !. E 
l-(L) 

p 

Como 13 (:x) ê intcgrâvcl c pela proposição 5 tcrer;lOS: 

J IWÀx1,(x) I dx < w 
n -· 

]( 
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Como xli (x) é intcgrú.vcl e L é limitado então existe 

a > O, arbitruriomcnte prande c o hipercubo 

( 3 o 2 • 6) Ta " { x c Rn : I "h I .,: a h " l , 2 , o o , n) 

(3o2, 7) r Xr(x) dx < c e 
j " 
Rn-T 

a 

tnl que: 

xc(Rn-T ) 
a 

.Seja agora rl c: Rn+l Unlé! hipersuperfície rçgular dada por: 

A função l\\ xE (x) é con t:fnua em Rn j un tc::.r.1en te con 

suas derivadas parciais primeiras e portanto é possível aproximar a 

hiporsuperfície íi por UJTl.a. hipersuperfícic r 2 dada por C[l ~- p. 326). 

tal que: 

"2 -- { C ) ~- 1,n<-I: Y -- C ) l I xl'" • • xn 'y c ' g x ' x E T . a 

r 
LJ H. onde H

1
. sao hiperplanos c g: T -+Il 

i~l J. a. 

contínua e satisfaz: 

(:lo2o8) 

(3.2.9) 

(3.2.10) 

.,: L I grad l\ xl: (x) I 

" 

S . D J•n-' l I f. . 1 CJa .:1gora c"- n;·-lnHo por: 

r 
D ( um dowfnio policdral pois ~-z

1 

c_- U 
~ i:::l 

I I . • 
l 

e 



Das relações (3. 2. 7) c (3. 2. 8) temos; 

g(x) < Zn l""J;lra todo x em F T 
r a 
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i\SSll'.l, para cada nt:Ímoro rcu.l o ~ Zn, o hipcrpL1no 

y "' o encontra J fronteiro. de D sowontc em pold.:os qu(~ p-eTtcncem a 12. 

lncUco.!;los com p (G) a medida (n - 1) dimcnsion<: 1 

(entendido llO senticlo USUéÜ) da secção de rz COP.l O plano )' ::: 9 C cha-

r' I, • maremos ele 2 a porção de 2 que esta contida no s01ni··espaço y :;, 2n. 

Como r·z está CO!ltida na união de um numero fini

to de hiperplanos (pois !'2 c: l'z) tcn'mos: 

(rn 

(3.2.11) =j p(e) do 

- Zn 
onde dcr ê elemento de medida n- àimensional sobre rz e vy é o com·> 

ptimeTJto da pi'ojeção ortot;onal do vetor unit5ri.o normal a r'z sobre o 

hipcrpl~no y = e. 

Como G - { (x' y) ; y = g (x)' X C T } temos: 
a 

(3.2.12) 

J,z 
vy do ~r vy dO = L lgracl g (x) I dv dx .1\.1 • • • • 

- n 

-f"'2 
a 

Das relações (3.2,10), (3.2.11) e (3.2,12) tere-

JllOS: 

(' w j p(B) ll8 

2n 

< P (E) + n 

e com maior razao: 

(3.2.13) 
rl-n j p(G) ele 

2n 

<P(E)+n 

Con:;idcremos agu1a, pnra caJa valor de o, a scc

Çllo do dmnÚ1Ío D com o hipl:rplano y "' O que indicaremos por ·u (G); se 
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iJcntifica,~I!OS o hipcrp!ono y - e com o espaço Rn, ou seja: 

(XJ., • • • ,x
11

, 8) :.:; (Xl ~.o. ,x
11

) tC:TCJilOS que para qua

Se todos os valcn·cs de El, c conjunto 1r(8), se ndo for vasJ.o, é um rlo
.,,_; __ -,1-.l· o )l' l-i ,.,.,l-,---,·1 ,-]p ,Jl 
Jl :.J. -·'"'~. '·-· -•v L\ , 

(3.2.141 

Temos evidentemente: 

[

g(x) o:- o 

g(x) < e 

scxEn(O) 

se x E (T - rr(o)) 
" 

CoF;.o para 8 ~ 2n o hipe:rplano y = El encontT-r! a 

fronteir-a de D somente em pontos {1c 1'2 , para quase todos os v3.lores de 

e tal que In ;;: o ~ 1-n (va1or que preenche UJ<l intervalo, sendo por hi

pót.csc n < 1/4) teremos: 

ApliCai-.tdo o teorema elo. média na relação (:).2.13)t~ 

J1l()S: 

P(E) + n > r(ü) ['cl-nl -2nj: p(e) [l-3nJ 

logo 

p [dõ)] : p (Õ) < 



(3.2.l<i) 

(3.2.17) 

~I· I;;Cx) 
·T 

a 
<r.·f-s==2s 

Por L ;:mIo, pe 1:-"::.; 

co'njunto{i~''-F'I ri', 

2 c > Í I g (x) -

\ 
> f a 

]] 

dor)_(J.ê: tcrCli10S: 

(3.2.18) 

(:S.Z.l9) 

··58-

Por outro lado~ pala (3.2.14) teremos: 

(gl"x) -,E(x) • i> 2n J • • . se x E delJ 
lx '·"; "'xl ., 1-L'Lv-- - [,l ·..- e ::. T1 se x E:- ~ () Ta - E Í\ TI (OJ] 

Das relações (3.2e4) e (3.2.9)teremos: 

" 
n~laç.Õcs (3.2~1G) e (3.2.17) 

+ n(ii) ·· E n ··•(liJ)C T
0 

teremos chamando Ce B 

xE(x) I dx > J lg(x) - xE(x) I dx 

n 

" n '" Q> n T" + • CeJ - E n , Cel] 

m ,;(e) - E(\ n(8~ < Zs 
n 

> 

Sendo~ pela (3. 2. 7) m (E ·· T n E) < c teremos: 
a 

o 
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ou sr:.ja: 

Cor:to s e n sao arbitr~rios, das relaç68s (3.2. 
15) c (3. 2 .19) teremos: 

(3.2.20) lim P(•
0

) ~ P(E) 

c recordando o (3.2.1) o nosso teorema fica demonstrado. 

Qbs~Evoc:_~~u: Dos teoTCJ11êS 2 e 6 se vê ir:lCdiatamente que a nossa defi

niç[~o Jç per:l:netro ele wn conjunto é equivalente 2i definição dada por 

C;tcci,);'poli Ja medida (n-1) dimensional da f:-ronteirc:. orientada do 

De fato. p;;D"a. q11e um conjunto E c Rn scj a aprox1-

em ~~~dia, mediante domfnios poliedrais cuja fronteira tem me-

dido (n-1) di1~cnsional cquilimitacla 5 __ neccss5rio e suficiente ~uc seu 

perfuc"Lro seja finito. 

Neste caso, seu perímetro I1 (E) 6 igual ~ variação 

tote:l cJ;J Rn da funçS:o CJ (H) que satisfaz as condiçües (a) e (b) do Co

rolárto 1, esta variaç~o coincide~ por sua \rcz~ com a medida (n-l)di-

mcJlS~onal segundo Caccioppoli da fronteira orientada de E. 

~3 - MoJida dns projeç6c~ sobre os hiperpl~nos ---.. -----~--- -----~-~~~-~----,--.-~------- ----

Analogamente ao perímetro P(E) J.ç um conjunto 

E C R11
, podemos c.ons.idc-.car as projeções do perímetro P(E) sobTc os 

l1ip2rl,l~nos coordenados, que indicareJnos pnr: 

P
1 

(:C), .•• 1 P11 (E) c scr~10 definidos por 
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(3.3.1) 1'1, (E) o lim 

À ---o 

A e_d~t·ência elo l.imitc (3.3.1) se p:rovz. de m:ntrdn: 

totol.~.:-:;ntc mw:i\J)Jl ~ u:::._z;_(;;: pt:n:a pTo'\.':LT a existência do limite cmprc

"' d · lei· · -: ··u' •co'1··-,, r r· ::; pro1 s'ç- 6 t>d O lia c_ lD.lÇC;.(l ~' t),, ,'·-~'-' .. ;; n ,_)O ..... . ao ~ 

Vale evidentemente a relação: 

[3.3.2) 

enquanto, paTa cada valor do Índice~. resulta: 

(:i.:L3) 

Subsistem os seguintes teoremas: 

n 
Dado um conjunto E C R ~ se pa:ca Uili certo \"alor do 

fndic:0 h é finito P11 (E), então existo uma funçZio de conjunto çh(D) sa

tisfazendo as se~uintcs condiç6es: 

(a) ;;:r (B) é dc:Cillícla pnr3 cada BC: R 11
~ coTip1ctamente aclitiv<:: c ého;: YD.·

-' 
riaç5o total limit~da. 

(b) Pc·~.ra cada fnnção g(x) tal que juntancntc com suas Jc:riv02das p:~r-

. . . . " ,. Rn . , ... ~ . 
C.l3..lS' pl'U1Cll'8S C COHtllJtW CTil 9 Hd.~nltCSlDlQ 

- 1'"1 -(n+l) 11ao i11fcrior u J• rcsult~!: 

parn. lxl ·-} oo edeorclem 

(:L3.4) I flg dx 1 ••• dxn = t r:(x) d-:·h 
;;;x, 

n 

E 
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Dado UJ.l conjunto E C R11 , se existe umo função 

~h(B) sati~fazenclo ns condiç6es (a) e (l1) do teorema 7 então Ph(E) 

finitO C tCYCJlOS: 

]']·(li) 
' 

Teorema ~~ 

DaJo um conjunto E C..: Rn tal que para um certo va

lor do ínclicü h result_o finito Ph (E) c 5;cj a <P h (13) a função de conjunto 

satisfazendo as condições (n) e (b) do teorema 7. Então para cada con

junto L sob Te cuja fronteira seja nula a variação total da funçZio 

ç, h (D) temo::;; 

(3.3.6) 

'L 

Dada a scqu~nci;l de conjunto~ u1 , E 2 ~. ,. conver-

gente v a :c a u1n conjunto E~ para cada valor do Índice h dcfin<~mos a fu:n-· 

cào de conjunto ,"ll
11

(H) cOlTtO no teoTema 7 c indiqw.:;mos-por 9 1 ~n) (B) a a

ru: loga função para o conjunto E • n 

Subsiste ainda: 

Tcorcm8 10 

Dada ut~a sucessao rle conjuntos 

convergente para tn:l conjunto E, teremos: 

(3.3.7) lim r
1 

(E ) :;. r 1 (E) 
1 n 1 



A:i_nJa l~l2lS, se para um certo valor do Índice JJ. 

limi tJ_c\:1 a sequênc~:- 1 . P 1_(L 1 ),",., P
1 

(E_J, ••. então a scquência ~, 1 ( 1
1

) (L) 
() d~- lll 

... , <{!hn (H),.,. con\.'E:T.[',C:: fracamente para ~ (Jl). 

f,8 ~: dos coTol. 1 c~ 2, tC'!)J, :5 e .S ~ 1-"-a.stando substituir o 

Obsenr[cciio: Da ( 7"'') d ..),,),~.c os tcorcm<:ts 6 c lO se deduz 

tamentc UJ<L TcsultaLlo (enunciado por Caccloppoli como simples afirma

ç:.i'i.o) que, seguü:.t1o as notaçÕGs usadas neste trabalho, pode ser enun

ciado cl0 se:p:uintc l~lodo: 

ín,licc h 
h 

" 1 , ... ' 

"Dado um conjunto E C Rn, se para cadv. valor elo 

é pos~.ível construi1· uma sequência de doJilÍnlos policdrais 

T: ~ •. , . CNJ\'Cl"gcn.lo em média para um conjunto E, tal que si:~ o 

n (<h) .r h ,I 1 , • • • , 

' )> 
pl (" ') ' 7 •• 

1 n 

uJtão l:.~E~Lê fini.to e pOl"t<tnto o conjunto E pode ser aproxil'lado cn 

medi :In te ltlLl(:_ sequência ele domínios policdi'ais "l, •.• , 1.-
11

, ••• 

pc~r:{Flctros P(•1 1 ) , ••• , P('il ) •••• cquilimitarJ.os. . n 
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