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Resumo

Nosso primeiro objetivo é provar o teorema de Weierstrass sobre a aproximagao
por polinémios, de funcoes continuas definidas em intervalos fechados e com valores reais, e
depois o teorema de Stone - Weierstrass, uma forma generalizada do teorema de aproximagao
de Weierstrass descoberto por Stone, que é um instrumento indispensavel na topologia e na
analise moderna.

Em seguida, apresentamos as algebras de Banach, onde estudamos os elementos
regulares e singulares, divisores topologicos de zero, o espectro, a férmula do raio espectral,
o radical e a sua semi - simplicidade.

O conjunto C*(X) de todas as fungoes complexas limitadas e continuas definidas em
um espago topologico X, é a dlgebra de Banach mais simples entre as de maior interesse para
no6s. No desenvolvimento do nosso trabalho, utilizamos o fato que C*(X') é também uma B*
- algebra comutativa. Os ultimos resultados principais no nosso trabalho sao os seguintes :

(1). O teorema de Gelfand - Neumark, o qual diz que cada B* - dlgebra comutativa
A é idéntica a B* - dlgebra comutativa C*(X 4), onde X4 é um espaco compacto de Hausdorff
construido através da estrutura interna de A.

(2). O teorema de Banach - Stone, o qual afirma que dois espagos compactos de

Hausdorff X e Y sao homeomorfos se, somente se, as algebras de fungoes correspondentes
C*(X) e C*(Y) sao isomorfas.



Abstract

Our first aim is to prove the theorem of Weierstrass on the approximation by polyno-
mials of continuous real functions defined on closed intervals and then the Stone - Weierstrass
theorem, a generalized form of the Weierstrass approximation theorem discovered by Stone,
which is an indispensable tool in topology and modern analysis.

We next present Banach algebras, in which we begin a study of regular and singular
elements, topological divisors of zero, the spectrum, the formula for the spectral radius, the
radical and semi - simplicity.

The set C*(X) of all bounded continuous complex functions defined on a topological
space X is the simplest of the really interesting Banach algebras. The development of this
work lead us to establish that C*(X) is also a commutative B* - dlgebra. The last principal
results in our work are the following :

(1). The Gelfand - Neumark theorem, which says that every commutative B* -
algebra A is essentially identical with the commutative B* - algebra C*(X4), where X4 is
built out of the inner structure of A.

(2). The Banach - Stone theorem, which states that two compact Hausdorff spaces
X and Y are homeomorphic if only if their corresponding function algebras C*(X) and C*(Y)

are isomorphic.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar o teorema de Gelfand - Neumark e o

teorema de Banach - Stone.

O teorema de Gelfand - Neumark diz que cada B*— &algebra comutativa A é essen-
cialmente idéntica ao conjunto C*(X4) de todas as fungdes complexas limitadas e continuas,
definidas em X 4, onde X4 é um espaco compacto de Hausdorff construido através da es-
trutura interna de A. Na demonstragao deste teorema, a aplicagdo do teorema de Stone
- Weierstrass complexo é indispensavel, o qual, entao, sera apresentado e demonstrado no
Capitulo 1. Para o estudo de uma B*— algebra comutativa, é necessario ter um conheci-
mento de algebras de Banach e as suas involucgoes, apresentado nos Capitulo 2 e Capitulo 3.
Finalmente, aproveitando o estudo realizado nos capitulos precedentes, provamos o teorema

de Banach - Stone, no Capitulo 4.

O trabalho se divide, assim, em quatro capitulos. Apresentamos inicialmente, no
Capitulo 1, o teorema de aproximagcao de Weierstrass e depois estenderemos o resultado para
um espago compacto de Hausdorff arbitrario. Dessa maneira, chegamos a estudar e demon-
strar os teoremas de Stone - Weierstrass real e complexo. Ao final deste primeiro capitulo,

apresentamos também o teorema de Stone - Weierstrass estendido.

Para identificar uma B*— algebra comutativa A com outra B*— algebra comutativa
C*(X4), é essencial encontrar uma aplicacao bijetora que preserva toda estrutura assumida
em A. Na demonstracao deste teorema, a aplicacao de Gelfand desempenha este papel im-
portante. No Capitulo 2, além de apresentarmos a definicao de algebras de Banach e alguns
exemplos, estudamos principalmente a férmula do raio espectral e a semi - simplicidade

destas algebras que constituem partes essenciais para desenvolver a aplicacao de Gelfand,

ix



Introducao X

conservar a norma e a estrutura algébrica de A.

No Capitulo 3, com os resultados obtidos nos Capitulo 1 e Capitulo 2, comecamos
propriamente a demonstracao do teorema de Gelfand - Neumark. Inicialmente, apresenta-
mos a aplicacao de Gelfand e demonstramos que o espaco compacto de Hausdorff X 4 pode
ser construido através da estrutura interna de A. Depois estudaremos as algebras de Banach
auto - adjuntas, que possuem como principal caracteristica o fato da aplicacao de Gelfand
ser bijetora. Porém, esta estrutura nao é ainda suficiente para o nosso proposito. Para
suprir esta deficiéncia apresentamos as involugao, as quais possibilitam definir B*— algebra

comutativa e tornar a aplicagdo de Gelfand um *— isomorfismo isométrico e sobrejetor.

O objetivo do Capitulo 4 é apresentar o teorema de Banach - Stone, o qual diz que
dois espagos compactos de Hausdorff X e Y sao homeomorfos se, somente se, as algebras de
fungoes correspondentes C*(X) e C*(Y') sao isomorfas. A parte mais dificil da demonstracao
deste teorema ¢ identificar um espaco compacto de Hausdorff X com o espaco dos ideais

maximais de C*(X), dificuldade esta resolvida no primeiro teorema do referido capitulo.



Capitulo 1
Aproximacao

Neste capitulo, nosso trabalho esta concentrado no famoso teorema de aproximacao
de Weierstrass. Primeiramente provamos esse teorema e depois duas formas do teorema de
Stone - Weierstrass, que tratam separadamente de fungoes reais e de complexas. Finalmente,
apresentamos o teorema de compactificacao de espacos localmente compactos de Hausdorff

e voltamos a estender o teorema de Stone - Welerstrass neste contexto.

1.1 O teorema de aproximacao de Weierstrass

Seja p(x) = ag + a1z + - - - + a, 2™ um polindmio com coeficientes reais, definido em
um intervalo fechado [a, b]. E claro que tal polindmio é uma funcio continua real e que o
limite uniforme de qualquer seqiiéncia de tais polinomios é também uma funcao continua
real. O teorema de aproximacao de Weierstrass afirma que o reciproco também é verdadeiro,
isto é, qualquer fungao continua real definida em [a, b] é o limite uniforme de certa seqiiéncia
de polinomios. Esta afirmacao é equivalente a dizer que tal funcao pode ser aproximada

uniformemente, pelos polinomios, com qualquer grau de precisao dado.

Teorema 1.1.1 (O teorema de aproximagao de Weierstrass). Seja f uma fun¢do real
continua definida em um intervalo fechado |a,b]. Entao, dado € > 0, existe um polinémio p

com coeficientes reais tal que |f(x) — p(x)| < €, para todo x em [a,b].

Demonstracao. Consideremos os dois casos seguintes: (1). a = b. Se p(x) = f(a) entdo
|f(x) —p(x)| =|f(a) — f(a)] =0 < e (2). a#0b. Sem perda de generalidade, suponhamos
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que a < b. Observamos que

T € la,b) <=1’ = E:Z € [0, 1].

Entao a aplicacao continua h definida por
h: 0,1 — [a,b]
/

¥ — = (b—-a)'+a

é uma aplicagao bijetora de [0,1] sobre [a,b]. Logo, ¢ = f o h é uma fungao real continua

definida em [0, 1] e temos que

g(a') = foh(a') = f(x).
Se nosso teorema for provado no caso em que a = 0 e b = 1, entdo para essa fungao real
continua ¢ definida em [0, 1], existird um polinoémio p’ definido em [0, 1], tal que, para todo
z’ em [0, 1],
l9(2") —p'(2)] <.
Se expressarmos essa desigualdade em termo de z, obteremos que, para todo = em |a, b],

) - (5=2)

< €.

r —a

Definindo p(z) = p/( P

), teremos que, para todo x em [a, b],

|f(x) = p(z)] <e
Assim, estard provado este teorema no caso geral. Portando, basta prova-lo supondo a = 0
e b= 1. Seja n um numero natural. O polinémio B, (z) definido por

i =3 ()ra-o()

é chamado de polinomio de Bernstein associado a f. Provaremos que existe um polinémio

de Bernstein B, (x) que satisfaz as condi¢oes do teorema. Pelo teorema binomial

n

Z(Jﬁu )P =rr (1)t =1 (1.1)

k=0

Se diferenciamos (1.1) em relacéo a x, temos que
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e multiplicando por z(1 — z), obtemos

n

i(,)xk(l — )" *(k = nx) = 0. (1.2)

Se diferenciamos (1.2) em relacao a x, temos

n

Z(:) [—nzk(1 — )" * 4+ 2511 — )" * 1 (k — na)?] = 0. (1.3)

k=0

Aplicando (1.1) em (1.3), temos que

i(:) 2* 11— )" PNk — nx)? = n;

k=0
e multiplicando por x(1 — ), obtemos

n

zn:(k)xk(l — )" "k — nx)* = nx(l — ),

e dividindo por n? aos dois lados, vem

i(:)yck(l — )" F (x — %)2: Lln_ x) (1.4)

As expressoes (1.1) e (1.4) serao instrumentos essenciais para mostrar que f(z) é uniforme-
mente aproximada por B,(z) quando n for suficientemente grande. Agora nossa demon-

stracao comega realmente. De (1.4), vemos que

n

@) = Bala) = 32 )1 =2y 1) - £(5)]

n
k=0
Dai

n

i(k)xku o @ -1 (5)]. (15)

Como f é uniformemente continua em [0, 1], dado € > 0, existe § > 0 tal que

<= ’f(ﬂf) - f(ﬁ) <

n

|/ (x) = Bn(2)]

IN

€

5

€Tr — —
n

Agora considerando x fixo e arbitrdrio, separamos a soma do lado direito de (1.5) em duas

partes denotadas por > e Zl de modo que

@)= Bu@)l < ()t =2y @) - 1 (D) |+ X ()t =0 s - 1 (£)

Y

n

z 5
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onde > é a soma de todos os termos em que k é tal que

IL‘—E' <édeY 6asoma de todos
n

os termos em que k é tal que

k
x— —’ > 0. Observamos que,em » ., como
n

xr — E <0,
n
entao L
€
o) - 1) <5

e, assim, usando (1.1) também, temos que

Z <Xt (5) < sX ()t =g
Logo

Y < % (1.6)

Como f é limitada, pois é continua no compacto [0, 1], existe M > 0 tal que |f(z)| < M
para todo x em [0, 1]. Logo

> < Z(:)wk(l — )" (M + M) = 2MZ<:)]J€(1 gy,

J/

-~

Z//

denotada a tltima soma acima por 3. Todos os k, em 3, sio tais que |z — El'> 4, logo

|z — E2 = (z — £)? > 62 Assim, usando (1.4) também, temos que
" n - kN2 " n B kN2 z(1—x)
P2 < (et et o= 0) < o) (e 1) = T
Z_ka( x) xn_gkx( x) T = "
Por isso,

Z” < z(l — :U)
0%n

1
Como o valor méximo de x(1 — ) para todo x em [0, 1] é 7 entao

AM

Z”< 1 <L<L uando n > —
=200 S o2 a4 52

Portanto
/ " € €
< 2M < 2M— = —
> <2y =5’
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3 < - (1.7)

Por (1.6) e (1.7), temos que, para todo z em [0, 1],

|f(x) = Bu()] <e.
Assim, nosso teorema esta demonstrado completamente. 0

Observamos que o conjunto Cla, b] de todas as fungoes continuas f : [a,b] — R é um espago

métrico com relacao a distancia

d(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| : a <@ < b},

Consequentemente o teorema de aproximacao de Weierstrass afirma que os polinomios for-

mam um subespaco denso de Cla, b].

1.2 Os teoremas de Stone - Weierstrass

Na segao anterior, vimos que os polinémios sdo densos em Cla,b], para qualquer
intervalo fechado e limitado [a,b]. Nosso propdsito desta segao é substituir [a,b] por um
espago compacto de Hausdorff X arbitrario e fazer uma afirmacao similar sobre C(X,R).
Uma dificuldade natural é que nao tem significado falar de polinomios em X. Porém, este
obstaculo vai desaparecer quando identificarmos o conjunto P de todos os polindmios em
[a, b] com o conjunto de todas as fungoes definidas em [a, b] geradas por {1, z}, onde 1, x sdo
as fungoes definidas por 1(t) = 1 e z(t) = t, para todo t em [a,b]. Apos essa identificagao,
podemos considerar P como uma subdlgebra de Cla, b] contendo {1,z}. Como o fecho de
uma subdlgebra é também uma subélgebra, temos que P é uma subalgebra fechada de
Cla,b] contendo {1,x} e que estd contida em cada subélgebra fechada que comtem 1 e z.
Logo, pelo Teorema de aproximagdo de Weierstrass, temos que Cla,b] é igual a qualquer
subdlgebra fechada que contém {1,z}. Afirmar que uma subdalgebra de C|a, b] contém {1, z}
é equivalente a dizer que ela contém uma func¢ao constante nao nula e separa pontos. Portanto
temos uma nova maneira de enunciar o teorema de aproximacao de Weierstrass : Se A é uma
subdlgebra fechada de C[a,b] que contém uma func¢ao constante nao nula e separa pontos,
entao A é igual a Cla, b].

Para obter um resultado andlogo em C(X,R) introduzimos os seguintes conceitos
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e resultados. Um reticulado L é um conjunto parcialmente ordenado, no qual cada par de
elementos tem o supremo e o infimo. Se x,y € L, denotamos por x V y o supremo de x e y,
e por x Ay o infimo de x e y. Um subreticulado de L é um subconjunto nao vazio L; de L
tal que se x,y € Ly, entao x Vy,x Ay € L.

C(X,R) é um conjunto parcialmente ordenado sob a relagdo < definida por f < g
se f(x) < g(z) para todo = € X. Observamos que fV g, f A g sao as fungdes continuas reais,

onde, para todo x € X,

(f vV 9)(x) = max{f(x),g(z)};
(f A g)(x) = min{f(z),g(x)}.

Portanto C(X,R) é um reticulado. Os teoremas desta se¢ao estdo baseados nos dois lemas

seguintes :

Lema 1.2.1. Seja X um espago compacto de Hausdorff com mais de um ponto. Um sub-
reticulado fechado L de C(X,R) € igual a C(X,R) se satisfaz a sequinte propriedade : se x
e y sao pontos diferentes de X e a e b sao dois niumeros reais quaisquer, entdo existe uma
fungao f em L tal que f(x) =a e f(y) =b.

Demonstracao. Como L C C(X,R) é imediato, basta provar que C(X,R) C L. Dado
f € C(X,R), provaremos que f € L. Como L é fechado, temos L = L e, por conseguinte,
serd suficiente provar que f € L. Entdo, dado € > 0, provaremos que existe uma funcao
g€ Ltalque || f—g ] < ¢ ouseja, para todo z em X, | f(2) — g(2) | < e. Fixamos
x em X arbitrdrio. Sejay € X e y # x. Por hipétese, existe uma funcao f, € L tal que

fy(@) = f(x) e fy(y) = f(y)- Seja
Gy ={z: fy(2) < f(2) + €}

Observamos que G, é um aberto de X contendo z e y, pois G, = (f, — f) ! (—o0,¢€),
onde f, — f é uma funcéo continua de C(X,R) e (—o0,€) é um aberto de R contendo 0.
Logo {G, : y € X e y # =} é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe
uma subcobertura finita, ou seja, existem Gi,Ga,...,G, em {G, : y € X e y # x} tais
que X = GiUGy U ---UG,. Sejam f1, fa,..., fn as fungoes de L que correspondem a
G1,Gs, ..., G,. Definimos

Go=FiNfa N A fa
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Como L é reticulado e f; € L, para todo ¢ em {1,2,...,n}, temos que g, € L. Observamos
que, para todo z em X,

9:(2) < f(2) + e (1.8)
De fato , dado z € X, como X = G; UGy U ---U G,, obtemos que z estd em algum
Gi={z: fi(z) < f(2) + €}, onde 1 <i <n. Logo f;(z) < f(z) +e. Como, pela defini¢ao de
9z, 9z < fi, temos que g,(2) < f(z) + €. Agora consideramos o conjunto H, definido por

H,={z:g.(2) > f(2) — €}.

Observamos que H, é um aberto de X contendo x, pois H, = (f—g,) '(—00,¢€), f—g, é uma
fungao continua de C(X,R) e (—o0,€) é um aberto de R contendo 0. Logo {H, : z € X}
é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe uma subcobertura finita, ou
seja, existem Hy, Hy, -+ H,, em {H, : x € X} tais que X = H; UHy U ---U H,,. Sejam

91,92, - - -, gm as funcoes de L que correspondem a Hq, Hs, ..., H,,. Definimos
g=gVgV--Vgn

Como L é reticulado e g; € L, para todo i em {1,2,...,m}, temos g € L. Observamos que,

para todo z em X,

9(2) > f(2) ¢ (1.9)
De fato , dado z em X, como X = H; U HyU --- U H,,, obtemos que z estd em algum
H; ={z:9i(z) > f(2) — €}, onde 1 <i < m. Logo, g:(z) > f(z) — e. Como, pela definigdo
de g, g > ¢;, temos que g(z) > f(z) —e. E claro que, para todo z em X ,

g9(2) < f(2) + e, (1.10)

pois, por (1.8), vimos que g;(z) < f(z) + ¢, paratodoiem {1,2,...,m} e, pela definigao de
g, 9(z) = max{g;(z) : 1 <i <m}. Por (1.9) e (1.10), temos que f(z) —e < g(z) < f(z) + €
para todo z em X. O]

Lema 1.2.2. Seja X um espagco compacto de Hausdorff. Entao cada subdlgebra fechada de
C(X,R) € também um subreticulado fechado de C(X,R).

Demonstragao. Seja A uma subélgebra fechada de C(X,R). Sejam f, g € A, queremos
provar que f Vg, fAgé€ A. Sabemos que

fvg:f+g+;f—g| . FAg

_fHg-1f—-g]
_ ) _
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Como A é uma é&lgebra, basta provar que se f € A entao | f | € A. Por hipdtese, sabemos
que A é fechada, ou seja, A = A. Assim, serd suficiente provar que | f | € A, ou seja, dado
e > 0, provaremos que existe g € A tal que || |f] — g |[< €, ou seja, ||f(z)| — g(z)| < € para
todo z em X. Como f € A C C(X,R), temos que f é limitada, pois X é compacto. Logo
existe M > 0 tal que | f(z) |< M para todo x em X. Seja h a fungao continua definida para
todo t em [—M, M] por
h(t) =1t].

Pelo Teorema 1.1.1 ( o teorema de aproximacao de Weierstrass), sabemos que existe um
poliménio p' tal que |h(t) — p/(t)| = | |t| = p'(t) | < €/2 para todo t em [—~M,M]. Em
particular, tomando ¢ = 0, temos que HO] —p’(O)’< €/2, ouseja, | p'(0) |< €/2. Seja ¢ = p'(0),
o termo constante de p’. Seja p(z) = p/(x) — ¢, logo temos que p é um polindomio com termo
constante nulo. Assim, dado t € [—M, M], resulta que | [t| — p(t) |= | [t| —p'(t) + ¢ | <
| [t] = p/(t) |[+]P'(0)] < €/2+¢€/2=¢c. Logo | |t| = p(t) | < € para todo ¢ em [—M, M]. Como
f(z) € [-M, M] para todo z em X, temos que ‘|f(x)] — p(f(a:)))< e. Observamos que

p(f(@) = 0+af(x)] + -+ aulf(2)]"
= 0+ (arf)(@) + -+ (anf")(2)
= (b))

Como f € A e A é uma algebra, temos que a1f + --- + a,f" € A. Logo basta tomar

g=ai1f+ -4 a,f" Assim, o nosso lema estda demonstrado. O

Teorema 1.2.3 (O teorema de Stone - Weierstrass real). Sejam X um espago compacto
de Hausdorff e A uma subdlgebra fechada de C(X,R) que separa pontos e contém uma fung¢ao

constante nao nula. Entao A € igual a C(X,R).

Demonstragao. (1). Se X possui somente um ponto, entdao C(X,R) sé contém fungoes
constantes. Por hipdtese, sabemos que A possui uma funcao constante nao nula f e A é
uma algebra. Logo a - f € A, para todo a em R. Segue que A contém todas as funcoes
constantes, e assim A = C(X,R). (2). Se X possui mais do que um ponto, entdo como
A é uma subdlgebra fechada de C(X,R), pelo lema 1.2.2, temos que A é um subreticulado
fechado de C(X,R). Logo, pelo lema 1.2.1, basta provar que se = # y em X e a,b € R, entao
existe f € A tal que f(x) = a e f(y) = b. Como A separa pontos, existe g € A tal que
g(x) # g(y). Definimos f em X por
) —a 9(z) —g(y) , 9(x) — g(=)
9(x) —g(y)  g(y) —glx)
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para todo z em X. Logo f € A pois g € A e A é uma élgebra, f(z) =ae f(y) =b. O

Agora estudaremos o caso das fungoes complexas, ou melhor, as condigoes que garan-
tam uma subélgebra fechada de C(X,C) ser igual a C(X,C). Primeiramente, veremos um
exemplo que mostra que as condigoes do teorema 1.2.3 nao sao suficientes para o caso com-

plexo.

Exemplo 1.2.4. Seja D = {z € C: |z| < 1}, o disco fechado unitdrio no plano complexo.
Seja B={f € C(D,C) | f: D—cC ¢ analitica}. Entao B € uma subdlgebra fechada
de C(D,C). Isto serd usado no capitulo 2.

(1). B é uma subélgebra fechada de C(D,C). Dados f, g € C(D,C) e a € C,
sabemos que f+g, f-g e «- f sao continuas em D e sao analiticas em D. Logo B ¢ uma
subdlgebra de C(D,C). Agora falta provar que B é fechado, ou seja, B = B. Dado f € B,
provaremos que f € B. De fato, f € B C C(D, C), logo serd suficiente provar que f seja
analitica em D. Como f € B, existe uma seqiiéncia (f,,)> C B tal que f, — f. Logo
fn — [ uniformemente sobre todos os subconjuntos compactos de D. Seja T" um caminho

triangular em lo), logo T' é compacto. Segue - se f, — f uniformemente em 7', logo temos

fLi= i [

Como f, € B é analitica em D e T é um caminho fechado em Zo?, temos que fT fn=0.

que

Portanto fT f = 0 para qualquer caminho triangular 7. Logo, pelo Teorema de Morera,
temos que f é analitica em D. Assim, temos que f € B. Logo B é fechado.
(2). B separa pontos e contém uma fungao constante nao nula. De fato, B contém a fungao
f(2) = z, logo B separa pontos, e é claro que B contém todas as fung¢oes constantes.
(3). B # C(D,C). Seja f a funcao complexa definida por f(z) = z para todo z em D. E
claro que f € C(D,C). Mas, f ¢ B, pois f nao ¢é analitica em D. Dado Z, € lo),

PR (E B (ES

Z— 2o Z— Z

= 1 - )
=z (x+iy) — (x, +iy,)
ez (2= x,) + (Y — Yo)



Os teoremas de Stone - Weierstrass 10

Fazendo z — z, quando z pertence a reta Rez = x,, temos

Fazendo z — 2z, quando z pertence a reta Imz = y,, segue que

T — T,

(¥) = lim =1.

220 T — T,
Portanto f(z) = Z nao é derivavel em todo z € D.

Agora lembramos que se f é uma funcao complexa definida em um espago topoldgico

X, entdo sua funcio conjugada f é definida por f(z) = f(x). Logo podemos definir a parte

real R(f) e a parte imaginaria I(f) de modo que

f+f f-7

e

Obtemos que R(f) e I(f) sao fungdes reais e f = R(f) +il(f).

Teorema 1.2.5 (O teorema de Stone - Weierstrass complexo). Sejam X um espago
compacto de Hausdorff e A uma subdlgebra fechada de C(X,C) que separa pontos, contém

uma fungao constante nao nula e contém a fung¢do conjugada de cada um de seus membros.
Entao A é igual a C(X,C).

Demonstragao. Primeiramente, vamos provar as duas afirmacoes seguintes:

(1). As fungoes reais de A formam uma subélgebra fechada B de C(X,R).

(2). B=C(X,R).
(1a). B é subdlgebra de C(X,R). Sejam f,g € B, « € Rex € X. Como A é algebra, é
claro que f+¢g € A e ainda (f + g)(x) = f(x) + g(x) € R. Logo f+¢g € B. a- f € A.
E(a-f)(z) =a-f(z) €R logo a-fe B Ef-geA (f g)(z)=flz) g(x) €R,
logo f-g € B. Portanto B é subélgebra de C(X,R). (1b). B é fechada em C(X,R). Dado
f € B, provaremos que f € B. Como f € B, existe uma seqiiéncia (f,);/> C B C A tal que
fn — f. Como A é fechada, é claro que f € A. Agora falta provar que f é uma fungao real.
Seja x € X, temos que f,(x) — f(x), ouseja, R(f,)(x)+iI(f,)(x) — R(f)(x)+il(f)(x).
Logo R(fn)(x) — R(f)(x) e I(fn)(x) — I(f)(z). Como f, € B, temos que I(f,)(x) =0
para todo n € N. Logo I(f)(z) = 0 para todo = em X. Logo f é uma fungao real. Portanto
f € B. (2). B=C(X,R). De (1), sabemos que B é uma subdlgebra fechada de C(X,R).

Pelo Teorema 1.2.3, basta provar que B separa pontos e contém uma funcao constante nao
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nula. (2a). B separa pontos. Dados x # y em X, provaremos que existe g € B tal que

g(x) # g(y). Por hipétese, Como A separa pontos, existe f € A tal que f(z) # f(y), isto é,
R(f)(z) +il(f)(x) # R(f)(y) +il(f)(y), ou seja, R(f)(z) # R(f)(y) ou I(f)(x) # I(f)(y).

Sabemos que

f+7 f-f
RH="5E e =t
Como A é élgebra e contém a funcao conjugada de cada uma de sua fungao, temos que
R(f):f% €A e I(f):f;if €A

sao fungoes reais. Logo R(f) € B e I(f) € B. Portanto basta tomar g = R(f) ou g = I(f).
(2b). B contém uma funcdo constante nao nula. Por hipétese, A contém uma funcdo
constante nao nula ¢, logo sua funcao conjugada g é também uma funcao constante nao
nula. Como A é uma algebra, temos que g-g = |g|*> € A e é uma fungao real. Logo g-g =
lg|> € B que é uma fungao constante nao nula pois g e g o sao. Agora nossa demonstragao
comeca realmente. Como A C C(X,C) é imediato, basta provar que C(X,C) C A, ou
seja, dado f € C(X,C), provaremos que f € A. Sabemos que f = R(f) + ¢I(f), onde
R(f), I(f) € C(X,R). Pelas afirmages acima , temos que C(X,R) = B e B C A, logo
R(f), I(f) € A. Como A é uma &algebra, temos R(f) + iI(f) € A, ou seja, f € A. O

Estas duas versoes de Stone - Weierstrass estao entre os resultados mais impor-
tantes da andlise moderna. Sem os quais teoremas dos tltimos capitulos seriam dificilmente

demonstrados.

1.3 Espacos localmente compactos de Hausdorff

Nesta secao, nossa atencao esta voltada para espacos localmente compactos de Haus-
dorff. O principal fato sobre tais espacos é que eles podem ser adequadamente mergulhados
em espacos compactos de Hausdorff.

Sejam X um espaco localmente compacto de Hausdorff com sua topologia 7x e oo

um elemento que nao estd em X. Denotamos por X, o conjunto X U {oc}, ou seja,
Xoo = X U {o0}.

Definimos uma topologia 7 em X, de modo que seus abertos sao os seguintes :
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1. U, onde U € 7x.
2. X \K, onde K é compacto de X.

Provaremos que 7 é de fato uma topologia em X, (1). ¢ € 7 pois ¢ € Tx e X € T.

(2). Provaremos que V; € 7,1 € I = |J,.; Vi € 7. Dado i € I, como V; € 7, temos que

el
Vi € 7x ou V; = X \K; para algum compacto K; de X. Sejam J; ={i € [ :V; € 7x} e

Jo={iel:V;=X,\K;, onde K; é compacto de X}. Logo temos que
UierVi = (Uien, Vi) U(Uier, Vi).

Denotamos U = U,¢ 5, V;. Observamos que U;e 1, V; = Uje g, (Xoo\K;) = Uie s, KE = (Mies, K;)© =
Xoo\ Nics, Ki = X\ K, onde K = Nz, K;, que é compacto. Portanto

UierVi = (Uies, Vi) U (Uier, Vi)
= UU(X\K)
= UUXo)N(UUK?)
= XooNUNK)°
= X \(K\U) €7,

pois K\U é compacto. (3). Provaremos que U,V € 7 = UNV € 7. (a). Se U,V € 7y,
entao UNV € 7x. Logo UNV € 7. (b). Se U = X \K; e V = X \K>, onde Kj, Ky sdo
compactos de X, entao U NV = (Xoo\Kl)ﬂ(Xoo\Kg): Xoo\ K1 UKy €7, pois Kj UK, é
compacto. (¢). SeU e€1tx eV = X \K,entao UNV =UN (X \K) =U N (X\K) € 7y,
pois U € 7x e X\K € 7x, uma vez que K é um fechado de X por ser compacto num espago
de Hausdorff. Logo U NV € 7. Por (1), (2) e (3), obtemos que 7 é uma topologia em X .

Agora provaremos que (X, 7x) é um subespaco topoldgico de (X, 7), ou seja, {UN
X:Uertt=rx. (). x C{UNX:Ue7t}. SeU€rx,entaolU € TelU =UnNAIX.
(2. {UNX:Uer}Crx.DadoV=UNX com U € 7, tais que : (a). Se U € 7y,
entao V. =UNX = U € 7x. (b). Se U = X, \K, onde K ¢é compacto de X, entdo
V=UNX=(X\K)NX=X\K €7x. Por (1) e (2), temos que {UNX : U € 7} = 7x,
ou seja, (X, 7x) é um subespago topoldgico de (Xoo, 7).

Esse espaco topolégico (X, 7) tem as seguintes propriedades : (1). X, é compacto.
Seja {G; : i € I} uma cobertura aberta de X.. Sejam i € I,G; € 7x ou G; = X\K, onde

K é subconjunto compacto de X. Como {G; : i € I} é uma cobertura aberta de X, existe
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G, € {G; i € I} tal que co € G,. Observamos que, contendo oo, G, € Tx. Logo
G, = X\K,,

onde K, é subconjunto compacto de X. Ja vimos que (X, 7x) é subespaco topoldgico de
(Xoo, 7). Por conseguinte, temos que {G; N X : ¢ € I} é uma cobertura aberta de X. Logo
{GiN K, : i € I} é uma cobertura aberta de K,. Como K, é compacto, possui uma

subcobertura finita, ou seja, existem G N K,, GoNK,, ..., G, N K, tais que
K,=(GiNK,)U(G:NK.,)U---U (G, NK,).
Logo

Xoo = Xoo\K, UK,
= G,UK,
= G.U(GiNK,)U(GoNK,)U---U(G,NK,)
C G,U U{G;:1<i<n}.

Portanto {G,, Gy, ...,G,} é uma subcobertura finita de X . Logo X é compacto.(2). Xo
é de Hausdorff. Sejam z # y em X. (a). Se z € X e y € X, como, por hipétese, X é
de Hausdorff, existem U,V abertos de X, logo U,V € 7 com U NV = ¢ tais que x € U e
y € V. Portanto X, é de Hausdorff. (b). Se x € X e y = oo, como, por hipétese, X é
localmente compacto, existe uma vizinhanca G de z cujo fecho G é compacto. Logo G e
X, \G sio abertos de X, tais que G N (X \G) = ¢, € G e 00 € X, \G. Portando X, é
de Hausdorff.

Assim, concluimos que o espago X, associado ao espaco localmente compacto de
Hausdorff X é um espaco compacto de Hausdorff chamado de compatificacao de um ponto

de X e oo é dito o ponto no infinito.

Teorema 1.3.1. Sejam X um espaco localmente compacto de Hausdorff, K um subespaco
compacto de X e G uma vizinhanca de K que nao € igual a X. Entao exriste uma fungao
continua f de X em [0,1] tal que f(K)=1 e f(X\G) =0.

Demonstracao. Seja X, uma compatificagdo de um ponto de X. Sendo um espago com-
pacto de Hausdorff segue que X, é normal, e K e X, \G sao fechados disjuntos de X.
Entéao, pelo Lema de Urysohn, existe uma funcao continua g : Xo, — [0, 1] tal que g(K) =1

e (X \G) = 0. Tomamos f = g|x. Logo f satisfaz as condigdes do teorema. O
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Este teorema 1.3.1 é um instrumento importante na teoria de medida e integragao

em espacos localmente compactos de Hausdorff.

1.4 O teorema de Stone - Welerstrass estendido

Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Nosso propdsito nesta secao
é generalizar o teorema de Stone - Weierstrass neste contexto.

Diremos que uma funcao real ou complexa definida em X se anula no infinito, se
dado € > 0, existe um subespago compacto K de X tal que |f(x)| < €, para todo x em X\ K.
Observamos que se X é compacto, entao qualquer funcao definida em X se anula no infinito.

Denotamos por C*(X,R) o conjunto de todas as fungoes continuas e limitadas f :
X — R e por C,(X,R) o conjunto de todas as fungdes reais continuas definidas em X
que se anulam no infinito. C*(X,C) e C,(X,C) sao definidos de modo similar. Se f €
C.(X,R) ou f € C,(X,C), dado € > 0, existe um compacto K de X tal que |f(z)| < €
para todo z em X\K e, além disso, f é limitada em K. Portanto f é limitada em X.
Logo C,(X,R) C C*(X,R) e C,(X,C) C C*(X,C). Quando X é compacto, pela observagao
no paragrafo precedente, obtemos que C,(X,R) = C*(X,R) = C(X,R) e C(C,(X,C) =
C*(X,C)=C(X,C).

Lema 1.4.1. C,(X,R) e C,(X,C) sdo subdlgebras fechadas de C*(X,R) e C*(X,C), respec-

tivamente.

Demonstracao. (1). C,(X,R)e C,(X,C) sao fechadas em C*(X,R) e C*(X,C). Primeira-
mente provaremos que C,(X,R) é fechado em C*(X,R), ou seja, C,(X,R) = C,(X,R). Como
C.(X,R) D C.(X,R) é imediato, basta provar que C,(X,R) C C.(X,R). Se f € C,(X,R),
dado € > 0, existe g € C,(X,R) tal que || f — g ||[< €/2. Logo |f(z) — g(z)| < €/2 para todo
z em X. Como ¢ se anula no infinito, existe um compacto K de X tal que |g(x)| < €/2
para todo z em X\K. Logo |f(z)| = |f(z) — g(z) + g(z)| < |f(z) — g(z)[ + [9(z)[ < € para
todo z em X\K e f € C,(X,R). De modo andlogo, podemos concluir que C,(X, C) é fechado
em C*(X,C). (2). C,(X,R) e C,(X,C) sao subdlgebras de C*(X,R) e C*(X,C). Primeira-
mente provaremos que C,(X,R) é subdlgebra de C*(X,R). Sejam f,g € C,(X,R) e a € R.
(a).f + g € C,(X,R). Dado € > 0, como f,g € C,(X,R), existem K;, K, : compactos de X
tais que|f(z)| < €/2 para todo z em X\K; e |g(x)| < €/2 para todo x em X\ K,. Tomamos

K = K1NK, : compacto de X. Logo temos que |(f+g)(x)| = |f(z)+g(x)] < |f(x)|+]|g(x)]| <
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e para todo x em X\ K. Portanto f +g¢ € C,(X,R). (b). a- f € C,(X,R), a # 0, pois a = 0
é 6bvio. Dado € > 0, como f € C,(X,R), existe K : um subespaco compacto de X tal que
17(2)] < ¢/lo para todo z em X\K. Logo |(af)(x)| = |- f(x)| = [a]-|f(x)] < |a]-¢/lo] =
Portanto o - f € C,(X,R). (¢). f-g € C,(X,R). Dado € > 0, como f,g € C,(X,R), exis-
tem K, Ky : subespagos compactos de X tais que |f(x)| < /e para todo x em X\K7, e

lg(z)| < /e para todo x em X\K,. Tomamos K = K; N Ky : um compacto de X. Logo
temos que |(f - g)(x)| = |f(x) - g(x)| = |f(z)] - |g(z)| < € para todo z em X\K. Portanto
f-g€C,(X,R). Por (a), (b) e (c), e como C,(X,R) nao é vazio, pois contém a fungao nula,
resulta que C,(X,R) é uma subdlgebra de C*(X,R). De modo similar, podemos obter que
C,(X,C) ¢é uma subdlgebra de C*(X,C). O

Lema 1.4.2. C,(X,R) coincide com conjunto de todas as restricoes a X das fungoes em
C* (X, R) que se anulam em oo. De modo similar, C,(X,C) € igual ao conjunto de todas

as restrigoes a X das fungoes em C*(X,C) que se anulam em co.

Demonstragao. Primeiramente provaremos o caso de funcoes reais, ou seja,
[flx  f € C*(X,R) ¢ f(00) = 0} = C.(X, ).

(1). {flx : f € C*(Xw,R) € f(o0) =0} C C.(X,R). Seja f € C*(Xw, R) com f(o0) = 0.
Provaremos que f|x € C,(X,R). Como f é continua em oo e f(oc0) = 0, dado € > 0, existe

G : um aberto de X, contendo oo tal que, para todo z em G,

1f(2)] < e. (1.11)

Pela definigao da topologia de X, temos que G = X\ K, onde K é um subespaco compacto
de X. Por (1.11), temos que | f(z)| < € para todo z em Xo\K. Logo | f|x(z)|< € para todo
r em X\K. Portanto f|x € C,(X,R). (2). {f|x: f € C* (X, R) e f(co) =0} DC,(X,R).
Seja g € C,(X,R), provaremos que existe f € C*(Xo,R) e f(c0) = 0 tal que g = f|x.

f(a) = { g(x), » €X

0, = =o0.

Definimos

Agora, basta provar que f € C*(X,C). Como g é limitada e continua em X, s6 falta provar
que f é continua em oco. De fato, como g € C,(X,R), dado € > 0, existe K : subespago
compacto de X tal que |g(x)| < € para todo x em X\K. Logo |f(z)| < € para todo = em
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Xoo\ K, onde, pela defini¢ao da topologia de X, X\ K é um aberto de X, contendo oc.

Portanto, f é continua em co. Por (1) e (2), temos que
{flx: f € C"(Xo,R) € f(00) = 0} = Co(X,R).
De modo similar, obtemos o mesmo resultado no caso de func¢oes complexas, ou seja,
{flx : f € C"(X,C) e f(o0) =0} = Co(X, C).
O

Os lemas acima sao a base para demonstrar os dois teoremas seguintes conhecidos

como teoremas de Stone - Weierstrass estendidos.

Teorema 1.4.3. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff e seja A uma subdlgebra
fechada de C,(X,R) que separa pontos e que, para cada ponto em X, contém uma fung¢do

que nao se anula nele. Entao, A € igual a C,(X,R).

Demonstracao. Seja X, a compatificacao de um ponto de X. Pelo lema 1.4.2, podemos
estender cada funcio f em A a uma funcio f em C*(Xs,R) de modo que

ry f(.l’), r €X

-1

0, r =o0.

Denotamos por A, o conjunto de todas extensoes de elementos de A, ou seja,
A, ={feC" (X, R): flx € A e f(c0) =0}

A hipétese do teorema implica que A, é uma subdlgebra fechada de C*(X,, R) que separa

pontos. Seja
Ay ={f+c:feA, e c éuma fungao constante em C*(X,R)}.

Observamos que (a). A; é fechado em C*(X4,R). Seja f € A;, provaremos que f € A;.
Como f € Aj, existe uma seqiiéncia (f,)>] em A; tal que f, — f. Como f, € A,
fn = gn+cn, onde g, € A, e ¢, é uma fungao constante em C*( X, R). Entao, g, +c¢, — f.
Logo, gn(00) + ¢,(00) — f(00). Como g, (c0) = 0, temos que ¢,(c0) — f(o0). Como ¢, é
uma funcao constante, temos que ¢, — f(o00). Agora, observamos que f — f(oo) € A,. De

fato, g, = (gn + cn) — cn — f — f(00), e portanto f — f(o0) € A,. Logo, A, é fechado em
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C*(Xoo, R). (b). A; é uma subdlgebra de C*(X,R). Sejam f,g € A; e a € R. Logo, existem
for o € A, € ¢,,d, : funcoes constantes em C*( X, R) tais que f = f,+c, e g =g, +d..
Provaremos que (7). f+g € A;. De fato, f+¢g = (f, + g.) + (¢, +d,). Como A, é uma
algebra, temos que f, +g, € A,. E é claro que ¢, +d, é uma fungao constante em C*( X, R).
Logo, f+g € Ay. (i1). a- f € Ay. De fato, - f = a(f, + ¢,) = af, + ac,. Como A, é uma
algebra, temos que af, € A,. E é claro que ac, é uma fungao constante em C*( X, R). Logo,
a-f € Ay (ii). f-g € Ay. Defato, f-g=(f.+¢c) (9.+d.) = f.g.+¢o fo+d,g.+c.d,. Como
A, é uma algebra, temos que f.g,+c. f.+d.g, € A,. E é claro que c.d, é uma func¢ao constante
em C*(Xo,R). Logo, f-g € Ay. Por (i), (i) e (i), temos que A; é uma subdlgebra de
C*(Xo,R). (c). Ay separa pontos. Sejam x # y em X,,. Como A, separa pontos e A, C Aj,
existe f € A, C A; tal que f(z) # f(y). Logo, Ay separa pontos. (d). A; contém uma
fungao constante nao nula. Isto é imediato, pois a fun¢do nula pertence a A,. Por (a), (b),
(c) e (d), resulta que A; é uma subdlgebra fechada de C(X,R) = C*(Xw, R) que separa
pontos e contém uma func¢ao constante nao nula. Pelo teorema de Stone - Weierstrass, temos
que A; = C(Xoo, R) = C*(Xw, R). A seguir, observamos que

A ={f € C"(Xo,R) : flx € Ae f(s) = 0} = {f € C*(Xoe, R) : f(00) = O}.

De fato, A, = {f € C*(Xo0o,R) : flx € Ae f(o0) =0} C {f € C*"( X, R) : f(o0) =0} é
imediato. Basta provar que A, D {f € C*(X,R) : f(oc0) = 0}. Seja f € C*(Xw, R) com
f(o00) = 0. Como ja vimos que A; = C*(Xo, R), temos que f € A;. Logo f = f, + ¢,, onde
f. € A, e ¢, é uma fungao constante em C*(X, R). Entdo 0 = f(o0) = f.(00) + ¢,(00).

Logo, ¢,(00) = 0. Assim, obtemos que ¢, = 0 é a fungao nula e, entao f = f, € A,. Portanto
A, ={f € C"(Xw,R): f(c0) = 0}.

Assim, podemos concluir que A é o conjunto das restricoes a X de todas as funcoes em

C* (X, R) que se anulam em oo. Pelo Lema 1.4.2; temos que A é igual a C,(X,R). O

Teorema 1.4.4. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff e seja A uma subdlgebra
fechada de C,(X,C) que separa pontos , contém a fun¢dio conjugada de cada um de seus

membros,e que, para cada ponto em X, contém uma funcao que nao se anula nele. Entdo A

¢ igual a C,(X,C).

Demonstragao. De modo anédlogo a demonstracao do teorema anterior. 0]



Capitulo 2

Algebras de Banach

2.1 A definicao e alguns exemplos

Uma &lgebra de Banach é um espago de Banach complexo, que é também uma
algebra com identidade 1, e na qual a multiplicacao de anel esta relacionada com a norma
da seguinte maneira :

. ey <=y I;

2. I1]=1.

Por (1), observamos que, em uma algebra de Banach qualquer, se x,, — x e y,, — y, entao
TpYn — xy. De fato, || zpyn — 2y [[=[ 2a(yn —y) + (@0 —2)y | <[ 20 [l yn —y | + |

+o0

o0 ¢ convergente, logo é limitada, entdo (|| z,, [|);25 ¢ limitada,

zp— ||| y [— 0, pois (z,)
e por hipétese, temos que ||y, —y [|[— 0 e || ,, —z ||— 0.

Uma subalgebra de Banach de uma &lgebra de Banach A é uma subalgebra fechada
de A que contém 1. As subdlgebras de Banach de A sao subconjuntos de A que sao elas
mesmas algebras de Banach com respeito as mesmas operacoes algébricas, a mesma identi-
dade e a mesma norma.

As élgebras de Banach de maior interesse para nds sao descritas nos seguintes ex-
emplos. Elas podem ser classificadas, de modo geral, como algebras de fungoes, algebras

de operadores, ou algebras de grupo, de acordo com a multiplicagao definida pontualmente,

pela composicao ou pela convolucao, respectivamente.

Exemplo 2.1.1. O conjunto C*(X) de todas as fungoes complezas, continuas e limitadas,
definidas em um espaco topologico X e munido da norma do supremo é uma dlgebra de

Banach. C*(X) = C*(X,C), pois no capitulo 1, havia fun¢des com valores reais e complexas.

18
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A partir de capitulo 2, so usa contradominio complexo.

(1). C*(X) é uma algebra com identidade 1. (). (C*(X),+) é um grupo comutativo.
Se f,g € C*(X) definimos f + g € C*(X) de modo que, para todo z € X

(f +9)(x) = f(z) + g(z).

Observamos que (i1). Dados f,g,h € C*(X), temos que (f +g)+h = f+(g+h) e
f+g=g+f (i2). Existe 0 € C*(X), onde O(x) = 0 para todo x € X, tal que f+0 = f para
todo f € C*(X). (i3). Para cada f € C*(X), existe —f € C*(X), onde (—f)(x) = —f(z)
para todo z € X, tal que f + (—f) = 0. Portanto (C*(X),+) é um grupo comutativo.
(i7). (C*(X),+,-) é um anel com identidade 1. Por (i), vimos que (C*(X),+) é um grupo
comutativo. Se f,g € C*(X) definimos f - g = fg € C*(X) de modo que, para todo = € X,

(fg)(z) = f(x)g(m).

Observamos que (ii1). Sejam f,g,h € C*(X), f(gh) = (fg)h; f(g+h) = fg+ fh e (f+
g)h = fh+ gh. (iis). Existe 1 € C*(X), onde 1(z) = 1, para todo = € X, tal que f1 = f,
para todo f € C*(X). Portanto (C*(X), +,-) é um anel com identidade 1. (4ii). (C*(X),+, ")
¢ um espaco vetorial. Por (), vimos que (C*(X),+) é um grupo comutativo. Se f € C*(X)

e a € C, definimos « - f = af € C*(X) de modo que, para todo = € X,

(af)(x) = af(z).

Dados f,g € C*(X), e a, 5 € C, temos que

(#i1). a(f +g) = af + ag;
(itiz). (a+B)f =af +Bf;
(iiiz). (aB)f = a(Bf);
(tiig). 1f = f.

Portanto (C*(X), +,-) é um espago vetorial. (4ii). (C*(X),+,-, ) é uma &lgebra com identi-
dade 1. Como (C*(X),+, ) é um anel com identidade 1, (C*(X), +, ) é um espaco vetorial,
e dados f,g € C*(X) e a € C, temos que

a(fg) = (af)g = f(ag),

concluimos que (C*(X),+,-,-) é uma algebra com identidade 1.
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(2). (C*(X), |l - ||) é um espago de Banach. Definimos uma norma || . || em C*(X)

de modo que
| f = sup{[f(2)]: z € X}.

Provaremos que C*(X) ¢é completo em relagao a norma. Seja (f,)12

2] uma seqiiéncia de

Cauchy em C*(X). Dado € > 0, existe n(e) € N tal que, para todo n,m > n(e),

| fr— fm [I<e
isto é,
sup{|fn(z) — fm(z)] : 2z € X} < e

Logo, para cada x € X arbitrario, temos que, para todo n, m > n(e),

|[fn(2) = f(z)| <€ (2.1)

+o00

Consequntemente (f,,(x)),125

¢ uma sequéncia de Cauchy em C. Como C é completo, temos

que lim,,_, .« fn(z) € C. Definimos uma fungao f de X em C por

Provaremos que (f,); % converge a f em relagio & norma e que f € C*(X). Por (2.1),

fixando n e fazendo m — +o0, temos que,

() = ()| — [fu(x) = f(2)].

Logo podemos concluir que, para todo n > n(e),

[fn(z) = fz)| < e

Como z é arbitrario, temos que, para todo n > n(e),

sup{[/n(z) = f(2)] : v € X} <e.

“+00

Isto mostra que (f,,),>] converge a f uniformemente sobre X. Como (f,,),>] ¢ uma seqiiéncia

de funcoes continuas e limitadas, temos que o seu limite f é continua e limitada. Logo
fec(X)e
| fo=FflI<e

para todo n > n(e). Assim, (f,,),2] converge a f no espago normado C*(X). Portanto C*(X)

¢ completo em relacao a norma em C*(X), ou seja, (C*(X),|| . ||) € um espaco de Banach.
P G ) pag
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(3). A multiplicagao de anel de C*(X) estd relacionada com a norma da seguinte

maneira : (7). || fg ||<|| f ||l g || - De fato, seja x € X,

[(fg)(@)] = [f(z)g(2)]
| f(@)]]g()]
sup | f ()] Sup lg(z)|

I f g 1T

VAN

Logo, sup,ex [(f9)(@)| <[| f Il g [I, owseja, || fg [I<I £ [l g Il - ()] 1 [|= 1. De fato, isto
¢ imediato, pois 1(x) = 1, para todo x em X. Por (1), (2) e (3), concluimos que C*(X) é

uma algebra de Banach.

Exemplo 2.1.2. Seja D = {z € C: |z| < 1}, o disco fechado unitdrio no plano complexo.
Entio B={f € C*(D) | f: D—cC ¢ analitica} € uma dlgebra de Banach, chamada

algebra do disco.

Pelo Exemplo 2.1.1, C*(D) é uma &lgebra de Banach e no Exemplo 1.2.4, vimos que
B é uma subélgebra fechada de C*(D). Logo B é uma algebra de Banach.

Exemplo 2.1.3. Seja E um espaco de Banach complexo nao trivial. Entdo o conjunto B(FE)
de todos os operadores em E e munido da norma || T ||= sup{|| T(z) || : || = ||< 1}, para
todo T € B(E), € uma dlgebra de Banach.

(1). B(E) é uma algebra com identidade 1. (7). (B(E),+) é um grupo comutativo.
Sejam T, S € B(E), definimos T + S € B(E) de modo que, para todo = € E,

(T + S)(x) =T(x) + S(z).

Observamos que (i1). Dados T,S,U € B(E), temos que (T'+ S)+U =T+ (S +U) e
T+S=S+T. (i2). Existe 0 € B(E), onde 0(z) = 0, para todo = € E, tal que T+ 0 =T,
para todo 7' € B(E). (i3). Para cada T € B(FE), existe =T € B(E), onde (=7T)(z) = —T'(x),
para todo z € E, tal que T'+ (=7') = 0. Portanto (B(F),+) é um grupo comutativo.
(i7). (B(FE),4+,0) é um anel com identidade 1. Por (i), vimos que (B(E),+) é um grupo
comutativo. Sejam T, H € B(E), definimos T o S € B(FE) de modo que, para todo = € F,

(T 0 $)(x) = T(S(x)).
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Observamos que (ii1). Dados T,5,U € B(E),To(SoU) = (T'oS)oU;To(S+U) =
ToS+ToU e (T+S)oU=ToU+ SoU. (iiz). Existe 1 € B(E), onde 1(z) = x, para
todo z € E, tal que T o1 =T, para todo T' € B(E). Portanto, (B(F),+,0) é um anel com
identidade 1. (iiz). (B(F),+,-) é um espago vetorial. Por (i), vimos que (B(E),+) é um
grupo comutativo. Sejam T € B(FE) e a € C, definimos « - T' € B(F) de modo que, para
todo x € F,

(- T)(x) = aT(z).

Observamos que, dados T, S € B(E), e a, # € C, temos que

itiy). a-(T+9S)=a-T+a-S;

iy
(idis). (a+3) T=a -T+p-T;
(iiiy)

(@B) - T=a-(B-T);
1-T=T.

1113).

111y4).

Portanto (B(E),+, ) é um espago vetorial. (iiii). (B(E),+,o0,-) ¢ uma algebra com identi-
dade 1. Como (B(FE),+,0) é um anel com identidade 1, (B(E),+,-) é um espaco vetorial,
e dados T, S € B(E) e a € C, temos que

a-(ToS)=(a-T)oS=To(a-9).

Portanto, (B(E),+,0,-) é uma algebra com identidade 1.

(2). (B(E),]|| - ||) é um espago de Banach. Definimos uma norma || . || em B(E) de
modo que
T = sup{|[ T(z) || : [ = < 1}

—+00

-2 uma sequéncia de Cauchy

Provaremos que B(E) é completo em relagao a norma. Seja (77,)

em B(E). Dado € > 0, existe n(e) € N tal que, para todo n,m > n(e),
| T, — T, |I< e (2.2)
Logo, para cada x € E arbitrario, temos que, para todo n,m > n(e),

| To(z) = Ton(2) [[=) (T = To) (@) ([N T = T Il 2 < el 2 ] -

+o0

21 € uma sequencia de Cauchy em E. Como E é completo,

Logo observamos que (T,(x))

temos que lim, . ., T,(x) € E. Definimos uma funcao 7" de E em F de modo que, para
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todox € F
T(z) = lim T,(x).

n—-+00
Provaremos que (a).7 é linear. De fato, para todo =,y € E e a € C, temos que

Tx+ay) = lim T,(x+ ay)

n—-+4oo

= lim (T,(@) + aT(y)
- nl_lgloo T.(z) + « nlilfoo T.(y)

= T(x)+aT(y).
(b).T é continua em E. Por (2.2), temos que, para todo n,m > n(e),
| T, — T, ||< e
Logo, para todo n,m > n(e), temos que

[T I = [T ] <1 T = T | < e

+oo

2] é uma seqiiéncia de Cauchy em R. Como R é completo,

+oo
n=1

Logo, obtemos que (|| T,, ||)

—+o00

et ¢ limitada, entao

temo que (|| 75, ||),2] converge a um numero real. Logo (|| 7, ||)

sup,ey || Tn ||< +00. Observamos que, para todo x € E,

I T() [[=] Timp o poo To(2) [|= Timp oo || To(2) [|< suppen || Tu(z) ||

< supen(l Tn [l 2 1) = (suppen [| To D) ] 2 ] -

—+00

+29 converge a T' em relacdo a norma em B(E). Por

Logo, T' é continua em E. (c). (T,)

(2.2), temos que, para todo n,m > n(e),
| T, — T |I< e
Agora, com n fixado, fazendo m — 400, temos que
| Tn(x) = Ton(2)| — [Tn(z) = T()].
Logo, para todo n > n(e) e todo x € E com || z ||< 1, temos que

To(2) = T(x)| <e.
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Logo, para todo n > n(e),
| T, —T|<e

—+o00
n=1

(b), e (c), obtemos que T' € B(E) e T,, — T em relagao a norma em B(FE). Logo, B(E) é

um espaco de Banach.

O que mostra que (T},),/2] converge a T' em rela¢do a norma em B(E). Portanto, por (a),

(3). A multiplicacdo o de B(E) esta relacionada com a norma da seguinte maneira:

(@) [ ToS<[ T 5. De fato,

[ToS | = sup{[| (T'oS)(z) [:]| = <1}
sup{[| T(S(z)) |- = < 1}
sup{[| T [[Il S(z) [l = |< 1}
= [T sap{ll S(2) [I:] = < 1}
TSI

IN

(#).|| 1 ||= 1, Sabemos que 1(x) = z, para todo z em E. De fato,

[ = sup{[| 1(z) |l:| = < 1}
= sup{[| « [l = [|< 1}
= 1

Por (1), (2) e (3), concluimos que B(FE) é uma algebra de Banach.

Exemplo 2.1.4. Seja H um espago de Hilbert nao trivial. Entdo, o conjunto B(H) munido
da norma || T ||=sup{|| T(x) || : ||  ||< 1}, para todo T € B(H), € uma dlgebra de Banach.

De fato, isto é um caso especial do Exemplo 2.1.3.

Defini¢ao 2.1.5. Uma subdlgebra de B(H) € dita auto - adjunta se ela contém o adjunto
de cada um de seus membros. Uma subdlgebra de Banach de B(H) que é auto - adjunta é
chamada de C* - dlgebra . Uma C* - dlgebra que € fechada na topologia fraca de operadores

¢ chamada de W* - dlgebra.

Observagao 2.1.6. A topologia fraca de operadores em B(H) é a topologia fraca gerada por

todas as fungoes de forma T — (Tx,y), isto €, essa topologia € a mais fraca tal que todas
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essas funcoes sao continuas. Observamos que

(T = T.)z,y)]
(T =Tz Il y |
1T =Ty |l -

(T, y) = (Tox, y))|

IA

Portanto, todas as funcoes T — (Tx,y) sao continuas em B(H) em relagdo a norma. Logo
essa topologia € mais fraca do que a topologia da norma usual, e seus conjuntos fechados
sao também fechados na topologia da norma usual. E claro que uma C* - dlgebra € uma
subdlgebra fechada de B(H). Se ela é fechada também na topologia fraca de operadores,

entao € chamada de W* - dlgebra.

Exemplo 2.1.7. Seja G = {x1,2s,...,x,} um grupo finito. Entdo, o conjunto L1(G) de
todas as fungoes complexas definidas em G e munido da norma || f || = Y_i | f ()] para

todo f € L1(G) é uma dlgebra Banach chamada dlgebra de grupo.

(1). L1(G) é uma algebra com identidade 1. (7). (L1(G),+) é um grupo comutativo.
Sejam f,g € L1(G), definimos f + g € L1(G) de modo que, para todo = € G,

(f +9)(x) = f(z) + g(z).

Observamos que (i1). Dados f,g,h € Li(G), temos que (f +g)+h = f+(g+h) e
f+g=g+f (i2). Existe 0 € Li(G), onde 0(x) = 0 para todo = € G, tal que f+0 = f
para todo f € L(G). (i3). Para cada f € Ly(G), existe —f € L1(G), onde (—f)(x) = —f(x)
para todo = € G, tal que f + (—f) = 0. Portanto (L1(G),+) é um grupo comutativo. ().
(Li(G),+,+) é um espago vetorial. Por (7), vimos que (L1(G),+) é um grupo comutativo.

Sejam f € L1(G) e a € C, definimos o - f = af € L1(G) de modo que, para todo x € G,

(f)(x) = af(z).

Observamos que, dados f,g € L1(G), e a, § € C, temos que

(7). a(f +g)=af + ag;
(ii2). (a+B)f =af +Bf;
(i3). (aB)f = a(Bf);
(ii). 1f = f.
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Portanto (L1(G),+,) é um espago vetorial. (iii). (Li(G),+,*) é um anel com identidade.
Por (1), vimos que (L;(G), +) é um grupo comutativo. Agora definiremos uma multiplica¢ao

x em L1(G). Temos que

1, se 1 =3
0i(x;) = o
0, se @ # 7.
é uma funcdo em L;(G), onde 1 < 4,5 < n. Dado f € Li(G), seja o; o valor de f em zj,
1 <75 <n,istoé,

observamos que

pois, para todo z € G,

n

D (b)) = ondi(ze) + ...+ by (ze) + ...+ andy ()
j=1
= a0+...+al+...4+a,0

= ak

= f(zx).

Como cada fungéo f em L;(G) é a soma de essas n fungoes §; com 1 < j < n, para definir uma
multiplicacdo * em L;(G), basta defini-la nestas n fungdes. Entao, aproveitando também a
operagao definida no grupo G, definiremos * de seguinte modo. Fixamos ¢,5 € {1,2,...,n}.
Como G é um grupo, temos que x;z; = %, onde k € {1,2,...,n}. Assim, obtemos que
(1,7) — k é uma aplicagao sobrejetora de {1,2,...,n} x {1,2,...,n} sobre {1,2,...,n}.
Logo definimos * em L1(G) de modo que
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Entdo, dados f,g € Li(G), onde f =) 1" ;i e g = )7, B;0;, temos que

fxg = Z%@*Zﬁﬂj
=1 j=1
- Z Z Oziﬁj 5% * 5j

i=1 j=1

- ( Z aiﬁj)dl + ( Z aiﬁj)52+...

(4,5)=1

(4,7)=2

= Z ’Yw(swa
w=1

onde,

ou seja,

Tw = Z aiﬁja
(i,5)=w

Tw = Z o f;.

TiTj=Tw

f = g é dita a convolucao de f e g. Seja z € GG, temos que

[ g(y)

Z'Ywéw(xk)
w=1

Y101 (2k) + ..+ Ve (2r) +
Y0+ ..o+l +. o+ 9,0

+( Z a,ﬂj)én

(i,5)=n

o Ynn (k)

Agora observamos que (iii1). (f % g) *h = f * (g * h) para todos f,g,h € L1(G). De fato,
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seja xp € G,

[(fxg)=hl(ze) = Y (f*g)(z:)h(z;)

TiTj =T}

= S [ re)]hi)

TiTj=T TtTs=T;

= D) flrgla)h(xy);

TiTj=Tl TtTs=T4

[fxlg=m(@) = Y fla)lg*h)(z)

TLT;=Tp

IR AL

TtT; =T} TsT;=T;

= Z Z f(ze)g(xs)h(z;).

TLT; =T TsTj=T;

Portanto, (fxg)xh = fx(g*h). (tit). fx(g+h)=f*xg+fxhe(f+g)xh=fxh+gxh
para todos f,g,h € L1(G). De fato,

[rlg+h) = (im)*(iﬁjmiuﬁj)
_ zn:aiai " [i(ﬁj + 1)05]

= Z ’Ywéwa
w=1

onde,
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Por outro lado,

fehagen - (gaigi)*(i@ajy(iaiai)*@ujaj)
_ Z( > ois))a +Z( Z ;) B

w=1"(i,j)=w (4,
- Z( Z Oélﬁj + Z O‘zﬂj)
w=l" (i,j)=w (4.5)=

n

= Z%ﬁw.
w=1

Portanto, f* (g+h) = f* g+ f*h. De modo similar, temos que (f +g)*xh = fxh+gxh.
(1ii3). L1(G) tem a identidade sob a multiplicacdo *. Como G = {z1,z9,...,2,} é um
grupo finito. Seja z; a identidade do grupo G, ou seja x1x; = ;o1 = x;, para todo z; € G.
Provaremos que d; é a identidade de L;(G) sob a multiplicacao *, ou seja, provaremos que,
para todo f € Li(G),

f>|<61:51>kf:f

De fato, seja x; € G, lembrando que x; ¢é a identidade de G, temos que

(fxo0)(m) = Y fl)di(xy)

TsT;=T}

= flapey)o(@n) + flapey ' )or(w2) + - + flapey,')or(2n)
ey )1+ f(zpwy D)0+ -+ f(apa,H)0
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Logo, f xd, = f. Por outro lado, temos que

(G f)lox) = > dulz,)f(x)

TsTt=TL

= > 8w f ey )

= 0u(21) f(a7 wp) + 01 (w2) fag ") + -+ 01 (@) f (a7, o)

= 1f(a7 @) + 0f (23 ) + -+ 0f (2 )

= flzy )

= flz1zp)

= flaw)
Logo 6, x f = f. Assim, resulta que z; é a identidade do grupo G = 9; é a identidade de
L1(G) sob a multiplicacdo *. Portanto, temos que (L1(G), +, %) é um anel com identidade.
(7i1).(L1(G), +, *,+) é uma &lgebra com identidade. Como (L;(G),+,*) é um anel com
identidade, (L1(G),+, ) é um espaco vetorial, e temos que, dados f,g € L1(G) e u € C,

pe(frg)=(-flxg=[f*(u-g),
ou seja,
p(f xg) = (uf) g = f*(ng),

De fato, seja x, € G,

n

p(feg)w) = [ Faa;g(e)

Jj=1

= Zuf(ﬂﬁkx]l)g(l‘j)
= [(nf) * gl(wx).

Logo, u(f * g) = (uf) * g. De modo similar, temos que u(f * g) = f * (pug). Portanto
pu(f*g)=(uf)*xg=f=(ng). Logo (L1(G),+,*,-) é uma &lgebra com identidade.

(2). (L1(G),]| - |I) é um espago de Banach.

Definimos uma norma || . || em L;(G) de modo que

1= D1l
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Provaremos que L;(G) é completo em relagdo & norma. Seja (fx);2] uma seqiiéncia de

Cauchy em L;(G). Dado € > 0, existe n(e) € N tal que, para todo k,m > n(e), toms que

€
n
isto é,
Z|fk zi) = fnlwi)] < ~

Logo, para todos k,m > n(e), toms que,

[Fulai) = fmla)] < = (2.3)

Logo observamos que (fi(x;));2 uma seqiiéncia de Cauchy em C. Como C é completo,

temos que limy_ ., o fx(z;) € C. Definimos uma fungao f de G em C de modo que, para todo

x; € G,

fxi) = lim fi(2;).

k—-4o0

E claro que f € Li(G). Provaremos que (f;,)} > converge a f em relagao a norma. Por (2.3),

com k fixado, fazendo m — +o0, temos que,

| fe(@i) = f(@i)| — [fa(@s) — f(23)].

Logo podemos concluir que, para todo k > n(e),

[fie(i) = fl:)] <
ou seja, para todo k > n(e),

Zm (@) < e

Logo, para todo k > n(e),
| fri—=fl<e

O que mostra que (fi); > converge a f em relagio a norma em L;(G). Portanto L(G) é

completo em relagao a norma , ou seja, (Li(G),|| . ||) é um espago de Banach.
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(3). A multiplicacao * de L;(G) estd relacionada com a norma da seguinte maneira:
(D). I f=g <l f 1l g I De fato,

I gl = DI *g) ()l

= X IS ote)

< SO 1w o)
k=1 j=1

= ZZIfrckx Mg (z;)]
7=1 k=1

= > lofasl Yo )
= Sl 11
= 112 lofay)

= I rMlgll-

(79).|1] = 1. Como ja vimos que se z; é a identidade do grupo G, entao 0; é a identidade de
L1(G) sob x. Assim, 1 = §;. Entao
1L l=l61 ll= ) loi(zy)l = 1.
j=1

Por (1), (2) e (3), concluimos que L;(G) é uma algebra de Banach.

Exemplo 2.1.8. Seja G = {...,—2,-1,0,1,2,...} o grupo aditivo dos inteiros. A sua
dlgebra de grupo Li(G) € o conjunto de todas as fungoes complezas f definidas em G tais

que S | f(n)| converge. A norma é definida por

Hrl= > 1)

n=—oo

e a convolugao de f e g € dada por

(f = g)(n an— (m).
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H& muitos exemplos de dlgebras de Banach além dos descritos acima. Nossa atengao
a partir daqui vai ser concentrada em C*(X), mas a teoria geral que desenvolveremos é sempre

aplicavel a todas.

2.2 Elementos regulares e singulares

Seja A uma algebra de Banach. Um elemento 2 € A é dito regular se existe 27! € A

! 2 = 1. Se x nao é regular, entdo é dito singular. Denotamos o conjunto

tal que zx™ = 2~
de elementos regulares de A por GG e o seu complementar, o conjunto de elementos singulares
de A, por S. E claro que G contém 1 e é um grupo, e S contém 0. Alguns resultados
importantes dependem dos cardteres de G e S. Seguindo as notagoes acima, estudaremos os

teoremas seguintes:

Teorema 2.2.1. Cada elemento x de A tal que | x — 1 || < 1 € regular e o seu inverso é
dado pela formula 7' =1+ 372 (1 — )™

Demonstragao. Sejar =| x —1 ||. Logo r < 1. Temos que, pela propriedade da &dlgebra
de Banach A,
[A=2)" [ < 1—a["=r"

Como 0 < r < 1, a série geométrica > °7 7 converge. Logo > || (1 — x)" || converge,
isto é, a série das reduzidas da seqiiéncia ( || (1 — )™ || ),/ converge. Assim, (S,)}> é
convergente, onde S, =[] (L —2)' |+ || @ —2)? || +...+ || (1 —2)" | . Logo, (Sn):

é uma seqiiéncia de Cauchy em R. Assim, dado € > 0, existe n(e) € N tal que, para todo
n,m > n(e),
|Syn — S| < €,
isto é,
N @=a)™ [+ QA =2)" [+ A =-2)" [ <e

n

dla-a)tf<e (2.4)

k=m-+1
Observamos que (W}){2] é uma seqiiéncia de Cauchy em A, onde Wy, = (1 —2)' + (1 —2)?+
...+ (1 — 2)*. De fato, por (2.4), dado € > 0, para todo n,m > n(e), temos que

n n

W =Wl =1l D A-2) < > J@-2)f|<e

k=m+1 k=m+1
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Como A é completo, temos que

k

n=1
“+00
= Z(l —z)" e A.
n=1

Definimos um elemento y em A de modo que
“+oo
Yy = 1+Z(1—x)”.
n=1
Observamos que

y—zy = (I1—-x)y

= 1-2)+> 1-2)"

—+00

= (l—x)—i—(l—x)Z(l—x)”

n=1

= (1-2)+) (1-a)"

+oo

= > (1-a)

n=1

= y—1.
Logo zy = 1. De modo similar, temos que yz = 1. Portanto, x é um elemento regular de A
e oseuinverso vt =y =1+ 379(1 - 2)". O

Teorema 2.2.2. G ¢ um conjunto aberto, e S € um conjunto fechado.

Demonstracao. Seja z, € G. Provaremos que existe r > 0 tal que se || x — z, ||< 7, entao

1
—1 .
llo "l

r € G. Como z, € G, existe 27! € G tal que z,2;! = 2712, = 1. Tomamos r =

Observamos que, se || © — z, ||< r, entao
[a7te =1 =[laTl @ —z) | <27 o -2 | < L.
Pelo Teorema 2.2.1, temos que 27!z € G. Como z, € G e G é um grupo, obtemos
r=uz,(r;'7) €G.

Portanto G é um conjunto aberto em A. Logo, S é um conjunto fechado em A. O
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Teorema 2.2.3. A aplicacio v — x~' de G em G ¢é continua, e é portanto um homeo-
morfismo de G sobre G.

Demonstracao. Sejam x, € G e x € G,z # x, tais que

1

Iz =, [|< o7
o2l

Logo,

- _ _ 1
loTle =1 =2 (@ —z) | < la7t o — 2 || < 3

Pelo Teorema 2.2.1, 7'z € G e v~ 'a, = (27 o)™ = 1+ 372 (1 — 7 '2)". Concluimos que

I =2t Iz 2, — D))

o

il

IN

[l

+oo
Fa Y (= o) |
n=1

+oo
< et D —ate |
n=1

“+o00
= Jat =t | D 1= "
n=0

[ L — a7 |
I= [ 1=zt |

< 2t -2 e

< 2z Pl —a |l

Assim, a aplicacao + — 27! de G em G é continua. Logo, aplicando ! nesta aplicacao,

1 1

temos que a aplicacao, x7 — x de G em G é continua, e a aplicaggo x — x7, é

claramente bijetora. Portanto  — 2~ é um homeomorfismo de G sobre G. O

Um elemento regular  em A pode tornar - se singular numa subalgebra de Banach
A’ de A. Por outro lado, um elemento singular em A pode tornar -se regular numa &lgebra
A" que contém A como subdlgebra. Na préxima secao, estudaremos certos elementos em A

que sao singulares e mantem - se singulares com respeito a toda ampliacao possivel de A.
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2.3 Divisores topolégicos de zero

Um elemento z em uma algebra de Banach A é chamado divisor topolégico de zero,

“+oo

-2 em A tal que || z, ||= 1 para todo n € N, e zz, — 0 ou

se existe uma seqiiéncia (z,)
2,z — 0. Denotamos por Z o conjunto de todos os divisores topoldgicos de zero. Seguindo

as notagoes da segao anterior, veremos os teoremas seguintes :

Teorema 2.3.1. Z é um subconjunto de S.

Demonstragao. Seja z um elemento de Z e seja (2,),:° uma seqiiéncia em A tal que
| z» ||= 1, para todo n € N, e (sem perda de generalidade) zz, — 0. Provaremos que

z € S. Suponhamos, por absurdo, que z ¢ S. Logo z € G e existe 27! € G tal que

227! = 2712 = 1. Pela continuidade da multiplicacao da algebra de Banach A, temos que
27 Y(2z,) — 2710. Logo z, — 0, o que contradiz || z, || = 1, para todo n € N. Portanto
zeS. O

Teorema 2.3.2. A fronteira de S é um subconjunto de Z.

Demonstragao. Seja z € 9S. Provaremos que existe uma seqiiéncia (z,)2 em A tal que
| 2, ||= 1, para todo n € N, e 2z, — 0 ou 2,z — 0. Como z € d5, temos que z € SN Se.

Pelo Teorema 2.2.2, sabemos que S é fechado. Logo z € SN S¢, ou seja, z € S N G. Entao,

+o0
n=1

existe uma seqiiéncia (7,), 2] em G tal que

Th — Z.

“+oo
n=1

-1

+OO . . .
)2 fosse limitada, teriamos

Observamos que (r,; 1)+ é uma seqiiéncia ilimitada, pois se (r
que 'z —1 =r (2 —r,) — 0. Logo, existiria n(¢) € N tal que, para todo n > n(e),
| 712 — 1 || < 1. Pelo Teorema 2.2.1, r !z seria um elemento regular. Como 7, € G,

teriamos que z = r,(r;12) € G, absurdo. Sem perda de generalidade podemos supor que

It [l — +oo.

Agora definimos uma seqiiéncia (2,,)1> em A por
_
B
E claro que || 2, ||= 1, para todo n € N, e que
1 -1
22, = HZ;:l H _ 1+ |(|zrn17°r|)7’n _ ] ril H + (2 —1rp)z, — 0.

Logo, z € Z. 0]
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Suponhamos que A seja uma subalgebra de Banach de uma algebra de Banach A’.
Se um elemento é um divisor topoldgico de zero em A, entao, pela definicao, ele é também
um divisor topolégico de zero em A’ sendo pelo Teorema 2.3.1, singular em A’. Portanto
podemos concluir que os divisores topoldgicos de zero em A sao os elementos singulares que
sao permanentemente singulares em respeito a toda ampliacao possivel de A. E pelo Teorema
2.3.2, sabemos que, apesar de que, numa ampliacao de A, S pode perder seus elementos,

mas 05 nunca perde.

2.4 O espectro

Sejam A uma algebra de Banach e x € A. Definimos o espectro de z, denotado por

o(x), como o seguinte subconjunto do plano complexo:
o(x) ={Ae€ C:x— A1 ¢ singular }.
Para indicar que o espectro de = depende também de A, denotamos o 4(z).

Observacao 2.4.1. o(x) € fechado em C.

Demonstragao. A funcao g, de o(x) em A definida por g,(\) = x — A1 é continua, pois
| (= A1) — (. — A1) [|=]] (A = A1 ||=|A, — A]. Como, pelo Teorema 2.2.2, S é fechado
em A, temos que o(z) = g, '(S) é fechado em C. O

Observagao 2.4.2. o(x) € subconjunto do disco fechado {z € C: |z| < | = ||}

Demonstragao. Dado A € o(x), suponhamos, por absurdo, que |A| >| = ||. Entao,
|1—-(1—7%)|l<1 Logo, pelo Teorema 2.2.1, 1 — § é regular, e entao x — A1 ¢ regular, o
que é impossivel. O]

O conjunto resolvente de z, denotado por p(x), é o complementar de o(x) em C.
Pelas observagoes acima, sabemos que p(x) é um subconjunto aberto do plano complexo que

contém {z € C: |z| >| = ||}
Definigao 2.4.3. O resolvente de x € a fun¢ao definida de p(x) em A por
r(A) = (z — 1)1

Observagao 2.4.4. O resolvente de x é uma fun¢do continua em p(x).
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Demonstragao. Temos que
z(A) = goh(N),

onde h é a funcdo de p(x) em G definida por

h(A\) =z — A1,
e g ¢ uma fungao de G em A definida por
-1

g(z) =1

Pela demonstragao da Observagao 2.4.1, sabemos que h é continua em p(x), e pelo Teorema

2.2.3, obtemos que g é continua em G. Portanto, z = g o h é continua em p(x). U
Observagao 2.4.5. Quando |\| — +o0, temos que x(\) — O.

Demonstragao. Temos que

r(A\) = (z - A1) =

>| =
—
> 8
|
=
|

Quando |A| — o0, temos que + — 0, ¢ £—1 — —1. Como, pelo Teorema 2.2.3, g(z) =
=1 é uma funcao continua em G, temos que g(5 —1) — g(-1). Logo, (5 — 1)t — —1.

1
Assim, $(%2 —1)"! — 0, ou seja, (A) — 0. O

Agora observamos que
(A = z(N)(z - pl)z(p)
= z(N)(z — A1+ A1 — pl)z(p)
= [1+ A= pzN)]z(w)
= z(u) + (A = pz(A)z(p).
Logo
z(A) —x(p) = (A = pz(A)z(u).

A equacao acima é chamado a equacao resolvente.

Teorema 2.4.6. o(z) nao € vazio.
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Demonstracao. Seja f: A — C linear e continua, isto é, um funcional arbitrario em A’.

Como f é linear, pela equacao resolvente, temos que
flaN) = () = F(A = pzNz(w),
f(N) = flz(p) = (A= p) fz(N)z(n).
Definimos h(A\) = f(xz(\)). Entao temos que

h(A) — h(u)

= H ().

Logo
W) = Jim fa(Va(n)
= f(im a(Va(u)

= fla(u)?).

Pela Observagao 2.4.3, temos que f e x sao fungdes continuas. Logo a funcao derivada h' é

continua em p(x). Observamos que, para todo A € p(z),

0 < [N = 1F DI <IFF =) 11
Logo

fim 0= tim (p)I<[ Il () -

|A]| =00 [A|—+ —+
Pela Observacao 2.4.4, temos que limy— 1o [2(A)| = 0. Assim, obtemos que, dado € > 0,

existe R > 0 tal que, para todo || > R,
|h(N)] < e.
Por outro lado existe m > 0 tal que, para todo |\| < R,
[h(M)] < m,
pois h é continua e {\ € C: |\| < R} é compacto. Portanto, para todo A € p(z),
|h(z)| < max{e,m}.

Logo h ¢ limitada em p(z). Suponhamos por absurdo que o(z) é vazio. Logo p(z) = C e

concluimos que h : C — C é holomorfa e limitada em C. Pelo teorema de Liouville, temos
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que h é constante. Como ja vimos que lim|y_ 4o |R(A)] = 0, temos que h = fox é a fungao
nula. Logo, resulta que, para f € A’ arbitrario, f(xz(\)) = 0 para todo A € C. Lembramos
um teorema de Hahn - Banach : Se N ¢ um espago normado e x, é um vetor nao nulo em

= p(x),

temos que z(\) # 0, pois x(A) é um elemento regular em A. Pelo teorema enunciado acima,

N, entao existe um funcional f em N’ tal que f(z,) =

temos que existe f € A’ tal que f(z(X\)) =| z(A) || # 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto,

o(x) nao é vazio. O

Definicao 2.4.7. Uma dlgebra de divisao é uma dlgebra com identidade, na qual qualquer

elemento nao nulo € reqular.

Teorema 2.4.8. Se A € uma dlgebra de Banach que € também uma dlgebra de divisdao, entdo

A € igual ao conjunto de todos os multiplos escalares da identidade.

Demonstragao. Provaremos que A = {A1 : A € C}. Como A D {A\1 : A € C} é
imediato, basta provar que A C {A\1 : A € C}. Dado = € A. Suponhamos que, para todo
A€ C, v # M. Logo x — A1 # 0. Como A é uma algebra de divisao, temos que x — A1 é
regular. Logo, p(x) = C, ou seja, o(x) é vazio, o que contradiz o Teorema 2.4.6. Portanto
existe A € C tal que z = A1. Logo A ={A1: X € C}. O

Observagao 2.4.9. Uma dlgebra de Banach A que é também uma dlgebra de divisao é

1sometricamente isomorfa a C.

Demonstracao. Seja T a func¢ao de A em C definida por T'(A\1) = \. Entao T é bijetora,
é isomorfismo e [T'(A\1)| = |A| = |A| || 1 |[[=]| A1 || . Resulta que uma &lgebra de Banach que

¢ uma algebra de divisao coincide com o plano complexo C. 0]

Teorema 2.4.10. Se 0 € o unico divisor topoldgico de zero em uma dlgebra de Banach A
entao A = C.

Demonstracao. Provaremos que A é uma algebra de divisao. Seja x € A. Como o plano
complexo C é um espaco topoldgico conexo, os tinicos subconjuntos abertos e fechados sao
¢ e C. Pela Observagao 2.4.2, o(x) = O’(ol’) U do(z) é um subconjunto do disco fechado
{z:]z] < || = ||}, logo o(x) # C. Além disso, o(z) nao é vazio e é fechado. Portanto, existe
X € do(z) = o(x) N p(x) = o(z) N p(z). Como A € o(z), entdo z — A1 € S. Como A € p(z),

existe uma seqiiéncia (\,); 2] em p(x) tal que A\, — A. Sendo a funcdo g : p(z) — G
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definida por g(xz) =  — A1 continua, temos que g(\,) — ¢g(A\). Logo, x — \,1 — = — A1.
Como (z — A\,1);2 é uma seqiiéncia em G, temos que o limite # — A1 € G. Resulta que
r—A€SNG=S5NG = d8S. Portanto

A€ do(r) = x— A1 €0S. (2.5)

Logo, pelo Teorema 2.3.2, x — A1 é um divisor topoldgico de zero. Por hipotese, temos que
x — A1 = 0, ou seja, © = A\1. Logo, se x # 0 entao x é regular. Portanto A é uma &algebra
de divisao. Pela Observagao 2.4.9, A = C. U

Teorema 2.4.11. Seja A uma dlgebra de Banach. Se a norma em A satisfaz a inequacdo

| zy |= k|| = |||| v || para alguma constante positiva k, e todos os x,y € A, entao A = C.

Demonstracao. Seja Z o conjunto de todos os divisores topoldgicos de zero em A. Se

—+00
n=1

z € Z, existe uma seqiiéncia (r,), /25 em A tal que || r, |= 1, para todo n € N, e (sem perda
de generalidade) zr,, — 0. Logo, dado ¢ > 0, existe n(e) € N tal que || zr, ||[< e. Por
hipdtese, existe k > 0 tal que &k || z ||| 7 [|<|| 27 ||< €. Logo k || z ||=|| k2 ||< e. Como € é
arbitrario, temos que kz = 0. Logo, z = 0. Portanto 0 ¢ o unico divisor topoldgico de zero.

Pelo teorema anterior, temos que A = C. U

Teorema 2.4.12. Se A € uma subdlgebra de Banach de uma dlgebra de Banach A’, entao

0s espectros de um elemento x em A, com respeito a A e A’, verificam sequintes relacoes:

(1). ou(x) Coa(x); (2). doa(x) C doa(x).

Demonstragao. Sejam S4 e Sy os conjuntos de todos os elementos singulares em A e A’
e Z, e Zy os conjuntos de todos os divisores topolégicos de zero em A e A’. Provaremos
que (1). oa(z) C oa(z). Se z — A1 é singular em A’, entdo x — A1 é singular em A.

Logo A € oa(x) = X\ € ga(z). Portanto o (x) C oa(z). (2). doa(x) C doa(x). Seja

A € Do 4(x). Provaremo que A € 9o a/(x) = oa(x) Npa(x) = oa(x) N pa (). Primeiramente
provaremos que A € o (z). Como A\ € doa(x), por (2.5), temos que z — A1 € 9S54. Logo,
Pelo Teorema 2.3.2, x — A1 € Z4. Entao x — A1 € Z .. Pelo Teorema 2.3.1, x — A1 € Syu.

Logo A € oa/(x). Agora falta provar A € pa/(x). De fato, como A € doa(x) = oa(x) N pa(z)

e pa(z) C pa(x), pois, por(1l), temos que (g4/(x))¢ D (0a(x))¢. Logo temos que X € pa(z).

Portanto A € og4/(x) N par(x) = doa(x). Logo doa(x) C doa(x). O
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O teorema anterior afirma que, em geral, o espectro de um elemento encolhe quando
a algebra de Banach que contém este elemento amplia. Porém, durante a ampliacao da
algebra de Banach, a fronteira do espectro deste elemento nunca perde os seus membros.
Veremos um exemplo deste fenomeno.
Exemplo : Sejam D = {z € C: |z| < 1}, o disco unitério fechado no plano complexo e
B={fe Cc*(D) | f: D—C ¢ analitica} a algebra do disco. Se f € B, pelo teorema

do moédulo méaximo,
max{|f(z)|: z € D} = max{|f(z)| : z € OD}.
Como f é limitada, o seu valor maximo ¢é igual ao supremo, e temos

sup{|f(2) : = € D} = sup{|f(2)| : € ID}.

Sendo a norma em C*(D) definida por || f ||=sup{|f(2)| : z € D}, como B é subdlgebra de
Banach de C*(D), resulta que

I'f lI=sup{|f(2)] : 2 € D} = sup{[f(2)] : z € ID}.

Assim, podemos identificar B com o conjunto de todas as restricées de f € B a 9D, denotado
por A. Sabemos que C*(0D), denotado por A’, é uma algebra de Banach que contém A.
Seja f € A definida por f(z) = z, para todo z € dD. Provaremos que (a). o4(f) = D
e (b). oa(f) = 0D. (a1). oa(f) D D. Dado A\ € D, provaremos que A € o4(f), ou
seja, f — Al é singular em A. Suponhamos por absurdo que f — A1 é regular em A. Como
(f = A1)(z) = z — A, para todo z € dD, temos que g = G|op(z) = -5, para todo z € 9D, é
o seu inverso. Logo G € C*(D), onde, G(z) = ﬁ, para todo z € D. Logo, A ¢ D, absurdo!
(az).0a(f) C D. Seja A\ € g4(f). Provaremos que A € D. Suponhamos por absurdo que
A& D. Como \ € g4(f), entao f— A1 ésingular em A. Mas, f — A1 tem o seu inverso g € A,
onde g(z) = -, para todo z € 9D, absurdo! Portanto, o4(f) C D. (b1). ou(f) C 9D.
Seja A € oa/(f). Provaremos que A € 9D. Como A € o4/(f), entdo f — Al é singular em A’,
onde f—A1(z) = z — A para todo z € dD. Logo g ¢ A’, onde g(z) = -1, para todo z € dD.
Portanto, A € 9D. (bg). 0D C o /(f). Seja A € dD. Provaremos que A € o/(f), ou seja,
f — A1 é singular em A’, onde (f — A1)(z) = z — A, para todo z € dD. Como A € 9D, g
nao é continua em 9D, onde g(z) = ﬁ para todo z € 9D, logo g ¢ A’. Portanto f — A1 é
singular em A’, ou seja, A € oa/(f).

Resulta que quando A amplia a A’, temos que D, o espectro de f, encolhe para 0D,

conservado a sua fronteira.
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2.5 A férmula do raio espectral

Sejam A uma algebra de Banach e x € A. O raio espectral de z, denotado por r(z),
é definido por
r(z) =sup{|A| : A € oa(2)}.

A férmula do raio espectral é dada no Teorema 2.5.3 abaixo, e 0 nosso propdsito nesta se¢ao

¢é prova - la. Primeiramente estudaremos o lema seguinte :
Lema 2.5.1. o(z") = o(z)".

Demonstragao. Sejam A um nimero complexo nao nulo e p(z) = z”— A um polinémio com
coeficientes complexos. Pelo teorema fundamental da algebra, existem Ay, Ao, ..., A\, € C tais
que 2" =X = (z—A1)(z—A2) - - - (2—A\,,). Observamos que o conjunto P de todos os polinémios
em C pode ser identificado como o conjunto de todas as fungoes geradas por {1, 2}, Portanto

temos que
" = Al = (x — \1)(x — A1) -+ (z — A\, 1).

Vamos provar primeiramente que :
™ — A1 é singular <= = — \;1 é singular, para pelo menos um i € {1,2,...,n}.

Primeiramente provaremos que x™ — A1 é singular = x — \;1 ¢ singular, para pelo menos
um ¢ € {1,2,...,n}. Suponhamos, por absurdo, que = — \;1 fosse regular para todo i €
{1,2,...,n}. Entao existiria y; € A tal que y;(x — \;1) = (xr — \1)y; = 1, para todo
i€{1,2,...,n}. Assim, (2" — A1)YpYn_1- Y1 = YnYn_1---y1(z" — A1) = 1. Logo ™ — A1
nao seria singular, o que é absurdo! Agora provaremos que, para pelo menos um i €
{1,2,...,n},z — \1 é singular = 2™ — A1 é singular. Sabemos que z" — A1 = (z — \;1)w,
onde w € A. Se y € A arbitrario, entdo (z" — A1)y = (x — \;1)wy. Como x — \;1 é singular,
temos que (r — \;1)wy # 1. Logo resulta que (" — A1)y # 1 para todo y € A, ou seja,
2" — A1 é singular.

Agora, usando a afirmacao acima, comeca realmente a demonstracao do lema.
Primeiramente provaremos que o(z") C o(z)". Seja A € o(2™). Logo 2" — Al ¢ singu-
lar. Pela afirmagao acima, x — \;1 é singular, para pelo menos um i € {1,2,...,n}. Logo
Ai € o(x), A\ € o(x)", ou seja, A = A" € o(z)". Portanto o(z") C o(x)". Agora provaremos
que o(x)™ C o(z"). Se A € o(x), entdo x — A1 é singular e A" € o(x)". Pela afirmagao acima,

temos que ™ — A"1 é singular. Logo A" € o(z™). Portanto o(z)" C o(a™). O
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Observagao 2.5.2. r(x)" = r(z").

Demonstragao. Primeiramente provaremos que
(sup{|A| : A € o(2)})"= sup{|A\|" : A € o(2)}.

(1). (sup{|A| : A € o(2)})"< sup{|A|" : A € o(x)}. Seja a = sup{|A|" : A € o(x)}. Logo,
para todo A € o(z), temos que [A|" < a,|A| < aw. Logo sup{|A| : A € o(z)} < an.
Portanto, (sup{|A| : A € o(2)})"< a = sup{|]A|" : A € a(2)}. (2). sup{|A|" : A € o(2)} <
(sup{|A| : A € o(x)})". Seja B = sup{|A| : A € o(z)}. Logo, para todo A € o(x), temos que
Al < B, |A|" < B™. Logo temos que sup{|A|" : A € o(z)} < 8" = (sup{|A| : A € o(2)})". De
(1) e (2), temos que (sup{|A| : A € o(z)})"= sup{|A\|" : A € o(z)}. Agora, lembrando que

o(x)" = o(z™), temos que

(r(z))" = (sup{|Al: A € o()})"
= sup{|A" s A € o(z)}
= sup{|\[": \" € o(x)"}
= sup{|A"[: A" € o (")}

= sup{|p|: p € o(2")}

= r(z").

1

Teorema 2.5.3. r(z) = lim, o || 2™ ||7 .

Demonstracao. Pela Observacao 2.4.2, o(x) C {z € C : |z] <|| = ||}. Logo, temos que
r(z") <|| 2" || . Pela observacdo acima, obtemos que (r(z))" < || 2™ ||,r(z) < | =" ||= .
Agora, para completar a demonstracao, basta provar que se a é um numero real tal que
r(z) < a, entdo || z" ||» < a para todo n € N, com exce¢ao de um ntimero finito de n. De fato,
provado isto, teremos que , dado a = r(z) + §, onde § > 0, entao | || 2" |+ —r(z)] < s <e€
para todo n € N, com exce¢ao de um nimero finito de n. Logo r(z) = lim,_ o || 2™ |7 .
Como o(z) C {z € C: |z| <|| « ||}, temos que se |A| >| = || entdo A € p(z) e . — A1 é

regular. Observamos que [A| >|| = ||, ou seja, || § ||[< 1, entdo | 1 — (1 — %) [|< 1. Pelo
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Teorema 2.2.1, temos que 1 — $ ¢ regular, e

Xz

-7 = 1+a-a-r

Considerando o resolvente de x, obtemos que

z(N) = (z—A1)"

= A E o)t
-1
_ X, _
= -y
+o0 "
= 21 =]. 2.
[+;M] (2.6)
Seja f € A’ um funcional arbitrério. Entao, por (2.6), temos que, para todo |A| >|| x ||,
+00 n
_ T
fla(\) = A7)+ Zf(ﬁ)}
n=1
+00
= AW+ FEmAT. (2.7)
n=1

Onde f(z(\)) é uma fungao analitica na regiao |A| > r(x), pois |A\| > r(z) = X € p(z), e
(2.7) é a sua expressao de Laurent. Seja o um numero real arbitrario tal que r(z) < a < a.

Entdo Y 12 f(£:) converge. Logo (f(%:))2] é uma seqiiéncia limitada. Como f € A’ é

am n=1
" )+oo

arbitrario, aplicando o teorema de limitacao uniforme, temos que (£7)/2] é uma seqiiéncia

limitada, isto é, existe K > 0 tal que, para todo n € N,
n
| = ll< K.
| 2" "< K7a.
Como lim,, Kn = 1, e @ < a, temos que Ko < a para todo n € N suficientemente

grande. Portanto || 2 |[#< a para todo n € N, com exce¢ao de um nimero finito de n.

Logo a demonstracao esta completa. U

A aplicacao desta formula do raio espectral aparecera no préximo capitulo.
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2.6 Radical e semi - simplicidade

Nesta secao, estudaremos a semi - simplicidade de uma algebra de Banach A. Para
isso, é necessario o conceito de radical de A, o qual baseia - se numa anéalise detalhada dos
ideais de A. Lembramos que um ideal I em A é definido pelas seguintes propriedades :

(1). I é um subespaco vetorial de A.

(2). i € I = xi € I, para todo x € A.

(3). i € I = iz € I, para todo x € A.

Se I satisfaz as condigoes (1) e (2) [ou as condigoes (1) e (3)], é chamado de um ideal
esquerdo (ou um ideal direito). Assim, um ideal é dito também um ideal bilateral. E claro
que, quando A é comutativa, ideal esquerdo, ideal direito e ideal bilateral (ideal) coincidem.
Agora, dizemos que z é regular esquerdo se existe y € A tal que yxr = 1; se  nao é regular
esquerdo, ¢ chamado de singular esquerdo. Elementos regulares direitos e singulares direitos
sao definidos de modo similar. Se x € A é regular esquerdo e também regular direito, entao

existem y, z € A tais que yr =1 e xz = 1, logo

y=yl=y(zz) = (yx)z =1z = 2.

O que mostra que x é regular e 7! =y = 2.

Um ideal esquerdo (direito) maximal é definido de modo similar ao ideal maximal,
ou seja, um ideal esquerdo (direito) maximal é um ideal esquerdo (direito) préprio que nao
estd contido em outro ideal esquerdo (direito) préprio. Uma aplicacdo do lema de Zorn
mostra que um ideal esquerdo (direito) préprio qualquer estd sempre mergulhado em um
ideal esquerdo (direito) maximal. Como o ideal zero {0} é um ideal esquerdo (direito)
préprio, entao o conjunto de todos os ideais esquerdos (direitos) maximais em A nao é vazio.
Agora definimos o radical R de A como a intersecao de todos os ideais esquerdos maximais
em A, denotado por "M LI, isto é, R =NMLI.

Observagao 2.6.1. O radical R de A € um ideal esquerdo proprio.

Demonstracao. Pela definicao do radical R de A, temos que R = N;e;M;, onde M; é ideal
esquerdo maximal. De fato, temos que (1). R é um subespago vetorial de A. Dados z,y € R
e a € C, provaremos que z + ay € R. Como =,y € R, entao x,y € M;, para todo i € I.
Como M; é ideal esquerdo maximal, e portanto é espaco vetorial, temos que x + ay € M;
para todo ¢ € I. Assim x 4+ ay € NieyM; = R. (2). R é um ideal esquerdo. Como ji vimos
que R é um subespaco vetorial de A, basta provar que r € R = zr € R para todo = € A.
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Como r € R = N;erM;, temos que r € M; para todo i € I. Como M; é um ideal esquerdo,
entdo xr € M; para todo z € A. Logo zr € Nie;M; = R. (3). R é um ideal préprio. Como
1 ¢ M;, para todo i € I, entdo, 1 ¢ N;e;M; = R. Logo R é um ideal préprio. Por (1), (2) e

(3), temos que R é um ideal esquerdo préprio. d

De modo similar, temos a seguinte observacao :

Observacao 2.6.2. Seja NMRI a intersecao de todos os ideais direitos mazrimais, entao

NMRI ¢ um ideal direito proprio.
Os seguintes lemas mostrarao que, na verdade, "M LI = "M RI.

Lema 2.6.3. Se r € um elemento de R, entdo 1 — r € reqular esquerdo.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que 1 — r é singular esquerdo. Seja
L=A1-r)={z—ar:xec A}

Dados z—zr,y—yr € L,onde z,y € A, e o € C, temos que (1). L é um subespago vetorial de
A. De fato, temos que (z—ar)+(y—yr) = (z+y)—(z+y)r € L,ea(z—ar) = ar—ozr € L,
pois como z,y € A e A é uma algebra, entdo z + y,ax € A. (2). L é um ideal esquerdo.
Vimos ja que L é um subespago vetorial. Dado z € A, temos que z(x — zr) = zo — zar € L,
pois como x € A e A é uma 4algebra, entdo zz € A. Portanto L é um ideal esquerdo. (3). L é
um ideal esquerdo préprio. Como 1 — r € singular esquerdo, entao , para todo y € A, temos
que y(1 —r) # 1. Logo y — yr # 1 para todo y € A. Entdao 1 ¢ L. (4). L contém 1 — r.
Isto é imediato, pois 1 € A. Por (1), (2), (3) e (4), concluimos que L é um ideal esquerdo
proprio que contém 1 — r. Pelo lema do Zorn, existe M : um ideal esquerdo maximal em A
tal que L C M. Logo

1—relM. (2.8)

Como, por hipdtese, 7 € R = N;c;M;, onde M; é um ideal esquerdo maximal em A, temos

que r € M; para todo ¢ € I. Em particular,
re M. (2.9)

Logo, por (2.8) e (2.9), temos que 1 = (1 —r) +r € M, absurdo! Portanto resulta que

r € R =1 —r é regular esquerdo.
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Lema 2.6.4. Ser ¢ um elemento de R, entdo 1 —r € reqular.

Demonstracao. O Lema 2.6.3 ja provou que 1 —r é regular esquerdo. Entao existe s € A

tal que s(1 —r) = 1. Logo s é regular direito, e s — sr = 1. Logo
s=14+sr=1—(—s)r.

Como r € R e R é um ideal esquerdo, temos que (—s)r € R. Pelo Lema 2.6.3, obtemos que
1 — (—s)r é regular esquerdo, ou seja, s é regular esquerdo. Resulta que s é regular com o

seu inverso 1 — r. Logo 1 — r é regular. U
Lema 2.6.5. Se r ¢ um elemento de R, entao 1 — xr € reqular para todo x € A.

Demonstracao. Como r € R e R é um ideal esquerdo, temos que, para todo = € A,

xr € R. Pelo Lema 2.6.4, obtemos que 1 — xr é regular para todo = € A. O

Lema 2.6.6. Ser é um elemento com a propriedade de que 1 —xr € reqular para todo x € A,

entao r pertence a R.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que r ¢ R. Entao existe M : um ideal esquerdo

maximal tal que r ¢ M. Seja
M+Ar={m+zr.-meM e x € A}.

Observamos que dados mq + x17,ma + xor € M + Ar, onde my,my € M e x1,29 € A,
e a € C/(1). M+ Ar é um subespaco vetorial. De fato, (mj + z17) + (mg + xor) =
(my + mg) + (x1 + 22)r € M + Ar, pois m; + mg € M e z1 + x5 € A, Além disso,
a(my + x11r) = amy + axy;r € M + Ar, pois am; € M e axy € A. (2). M + Ar é um
ideal esquerdo. Como ja vimos que M + Ar é um espago vetorial, e temos que, para todo
y € Ajy(my + x1r) = ymy + yxir € M + Ar, pois ymy € M e yx; € A, concluimos que
M + Ar é um ideal esquerdo. (3). M + Ar contém M e r. Isto é imediato, pois 0 € A, logo
M+0=McCM+Ar. Como 0 € M ele A, temos que 0+ 1r =r € M + Ar. Por (1),
(2) e (3), resulta que M + Ar é um ideal esquerdo que contém M e r. Como M é um ideal
esquerdo maximal e M C M + Ar, temos que M + Ar = A. Como 1 € A, existe m € M e
x € A tal que m+x = 1. Logo m = 1 — zr. Por hipdtese, sabemos que 1 — zr é regular, ou
seja, m € M é regular, absurdo! Pois é impossivel obter um elemento regular em um ideal

proprio. Portanto r € R. [l
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Pela definicao do radical R de A, temos que
R=NMLI.
Pelo lema 2.6.5 e lema 2.6.6, temos que
R = {r:1— ar é regular para todo z € A}.
Logo, resulta que
NMLI = {r : 1 — xr é regular para todo x € A}. (2.10)

Se definimos o radical R’ de A de modo que R’ = NM RI, e aplicamos todos os lemas acima

aos ideais direitos maximais, temos que
NMRI = {r : 1 —ra é regular para todo x € A}. (2.11)

Agora, provaremos que os conjuntos NM LI e NM RI sao iguais. Por simetria, basta provar

o seguinte lema :

Lema 2.6.7. Se 1 — xr € reqular, entao 1 — rx também € regular.

Demonstragao. Como 1 — zr é regular, existe s = (1 —ar)™' € A tal que (1 — 2r)s =
s(1 —zr) = 1. Logo
-1+ (1—ar)s=0,

r[—1+ (1 —ar)sjz =0,
14+r[-1+ (1 —ar)sjlz =1,
1—rx+rsr—rarse =1,
(1—rz)+ (1 —rz)rsz =1,

(1 —rz)(1+rsz)=1.

Por outro lado,

(1+4rsz)(1—rz) = 1—rz+rsx—rsaxre
= 1+7r(—1+s—szr)x
= 14r[-1+s(1—2ar)|x

——

=1
= 1.



Radical e semi - simplicidade 50

Resulta que
1—7rz)(L+rsx)=1+rsz)(l—rx)=1.

Logo 1 — rz é regular. OJ

Concluimos que, apesar de que, pela definicao, R = NM LI, de fato, "M LI e "M RI sao o

mesmo conjunto. Resumimos todos os resultados no

Teorema 2.6.8. O radical R de A é igual a cada um de quatro conjuntos em (2.10) e (2.11),

e portanto € um ideal bilateral proprio.

Definicao 2.6.9. Uma dlgebra de Banach A ¢é dita semi - simples, se o seu radical € igual
ao ideal zero {0}, isto €, se x € A e x # 0, entao existe M : um ideal esquerdo mazximal tal
que x ¢ M.

Observagao 2.6.10. Se I ¢ um ideal qualquer (esquerdo, direito ou bilateral), entdo I é um

ideal do mesmo tipo (esquerdo, direito ou bilateral).

Demonstracao. Provaremos que se I é um ideal esquerdo, entdo I é um ideal esquerdo.
Os outros dois casos podem ser provados de modo similar. (1). I é um subespaco vetorial.
Dados 4,j € I e € C, provaremos que i+j € I e ai € 1. Como i,j € I, existem seqiiéncias
(in)25 € (Jn)2 em I tais que 4, — i e j, — j. Como I é um ideal esquerdo e i, j, € I,

n=1
temos que i, + jn, i, € I. Logo existem seqiiéncias (i, + jn)1>5 e (i, )

em [ tais que
i+ jn — i+ j e ai, — ai. Logo temos que i + j, ai € I. (2). T é um ideal esquerdo. J&
vimos que I é um subespaco vetorial. Basta provar que i € I = zi € I para todo = € A.
Como i € I, existe uma seqiiéncia (i,)}> tal que i, — i. Logo, dado = € A, temos que

xi, — xi. Como I é um ideal esquerdo e i, € I, temos que xi,, € I. Assim, existe uma

—+00

+> em I tal que xi, — xi. Logo xi € I. Por (1) e (2), resulta que se I é

seqiiéncia (xiy)

um ideal esquerdo, entdo I é um ideal esquerdo. U
Observagao 2.6.11. Se I é um ideal préprio, entdo I é wm ideal préprio.

Demonstracao. Como I é um ideal préprio, temos que I é um ideal e I C S, onde S é o
conjunto de todos os elementos singulares. Logo, I C S = S. Portanto, 1 ¢ I. Logo, I é um

ideal préprio. O

Teorema 2.6.12. Cada ideal esquerdo maximal em A € fechado.
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Demonstracao. Seja L um ideal esquerdo maximal em A. Suponhamos por absurdo que
L nao é fechado. Logo, L ;Cé L. Pelas observacoes 2.6.10 e 2.6.11, temos que L é um ideal

esquerdo proprio, o que contradiz a maximalidade de L. Logo, L é fechado. 0
Teorema 2.6.13. O radical R de A € um ideal bilateral proprio fechado.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.6.8, temos que o radical R de A é um ideal bilateral
proprio. Basta provar que R é fechado. Como R = Ny M;, onde cada M; é um ideal
esquerdo maximal em A. Pelo teorema 2.6.12, temos que M; é fechado para todo i € I.

Logo temos que N;e;M; = R é fechado. O

Teorema 2.6.14. Se I € um ideal bilateral proprio fechado de A, entao a dlgebra quociente

AJI munida da norma || x + I ||=inf{||x+1i|:i € I} é uma dlgebra de Banach.

Demonstragao. (1). A/I é uma algebra com identidade. (7). A/I é um grupo comutativo.
Dados ¢ + I,y + I € A/I, definimos (z + 1)+ (y+ ) € A/I de modo que,

(x+D)+y+1)=(z+y) + 1

Observamos que (i1). Dados v +1,y+1,2+1 € A/l temos que [(x+1)+(y+1)|+(2+1) =
(z+D+[(y+D)+E+De(@+I)+y+I)=wy+I)+ (x+1I). (i2). Existe 0+1 € A/I,
onde 0 é o elemento zero de A, tal que (z+ 1)+ (0+ 1) =z + I para todo (z+ 1) € A/I.
(i3). Para cada x4+ I € A/I, existe —x + 1 € A/I, tal que (x + 1)+ (—z+ 1) = 0+ 1.
Portanto A/I é um grupo comutativo. (7). A/I é um anel com identidade . Por (7), vimos
que A/I é um grupo comutativo. Dados x + I,y + I € A/I, definimos (z+I)(y+ 1) € A/I
de modo que

(x+D)(y+1I)=ay+1.

Observamos que (ii1). Dados v + I,y + 1,z + 1 € A/I, temos que (z+ I)[(y+ I)(z+ I)] =
(x+Dy+DHE+D+Dy+D+E+D]=@+ D+ +@x+D)(z+1) e [(z+
D+y+Dz+1)=(@+)(z+1)+ (y+I)(z+1). (iiz). Existe 1 +1 € A/I, onde 1 é
identidade de A, tal que (x +1)(1+1) = (1 +I)(x+1) =z + [ paratodo x + 1 € A/I.
Portanto A/I é um anel com identidade 1. (éii). A/I é um espago vetorial. Por (i), vimos
que A/I é um grupo comutativo. Dados x +1 € A/l e o € C, definimos a(z +I) € A/I de
modo que

az+1)=ar+1.
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Observamos que, dados x + I,y +1 € A/I, e o, 3 € C, temos que

itiy). af(z+1)+y+1)]=alz+1)+aly+1);

(i71)
(iiig). (a+B)(x+1)=alz+I)+ Bz +1);
(17i3)
(i7i4)

113).

(@f)(x + 1) = a[f(z + 1)];
Wx+1)=x+1.

114).

Portanto A/I é um espago vetorial. (iiii). A/I é uma algebra com identidade. Como A/I
¢ um anel com identidade, e também é um espago vetorial, e dados x + I,y + 1 € A/l e

a € C, temos que
af(+ )y + D] = lalz+ Dy + 1) = (z + I)[aly + I)].

Concluimos que A/I é uma élgebra com identidade. (2). (A/1,] . ||) é um espago de Banach.

Definimos uma norma || . || em A/I de modo que
|z+ 1 ||=if{||z+i]:i€l}.

Provaremos que a norma acima estd bem definida. (a). || z + I ||> 0 é imediato. (b).
Provaremos que | x + 1 ||[= 0 = 2+ 1 = 0+ I. Como || z + [ ||= 0, isto é, inf{||
x+1|:i €I} =0. Para cada n € N, como + > 0, = nao ¢ uma cota inferior do conjunto
{|| z+i|:% € I}. Logo existe z + i, € =+ I tal que || = + i, ||< 1. Portanto, existe uma

¢ em R tal que || # + i, ||— 0. Logo —i,, — x. Como (—i,):> é

seqiiéncia (|| z + i, ||)
uma seqiiéncia em I, temos que x € 1. Por hipétese, temos que I é fechado. Logo z € T = I.
Assim, v+ =1=0+1. (c). Provaremos que || (x + 1)+ (y+ 1) [|[<|z+T ]|+ | y+ 1|
para todo x +1,y+1 € A/I. Dado e > 0, logo inf{|| 2 +i | i € I} =[| o+ 1 ||<||z+ I || +5.
Assim, existe i, € I tal que || z + 1, ||<|| z + I || +§. De modo similar, temos que existe
iy € Ttal que || y+iy <l y+1 | +5 Togo | (2 + 1)+ (y+ 1) 1=l (& +5) + 1 |=
inf{|| c+y+i|:iel} =mf{|c+y+i+7 |47 €I} <|x+y+i,+iy ||<]
c4i, |+ [|y+i [<llz+1 ||+ | y+I]| +e Como e > 0 é arbitrario, temos que
|+ D+ w+D)||<||z+ ]+ ]| y+I]|. (d). Provaremos que || a(x+1) ||=|a| || x+ T ||
para todo z +1 € A/T e a € C. (7). Se a« =0, é claro que || a(zx+I) ||= |a| || x + I ||= 0.
(i5). Sea #0, [|alz+1)|=|| ar+ 1 |=inf{]| ax+i|:i€ I} =inf{|| a(z+i/a|:ic
It =inf{|a| |z +i/a|: i€ 1} = |a|inf{|| z+d ||: ' € I} =|a] ||+ 1 || . Por (a), (b), (c)

e (d), resulta que a norma || . || estd bem definida. Agora provaremos que A/l é completo
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em relacao a norma. Primeiramente lembramos que uma seqiiéncia de Cauchy é convergente
<= ela tem uma subseqiiéncia convergente. Seja (z,, + ),/ uma seqiiéncia de Cauchy em
A/I. Dado k € N, existe n(k) € N tal que, para todos n,m > n(k),

1
| (xm +1) = (zn+ 1) [|< o
Podemos tomar (ny); 2 estritamente crescente tal que

1
Il (@ + 1) = (@ + 1) 1< -

Provaremos que (z,, + I);°] é uma subseqiiéncia convergente. Para facilitar a notagao,

denotamos x,, = x;. Entéo, para todo k € N, temos que || (21 + 1) — (241 + 1) ||< 55. Em
particular, tomando k = 1, temos que || (z1+1)— (z2+1) ||< %, ou seja, inf{|| (z1 —z2)+1i ||:
iely=mf{||z —zo+i—7 |:4,7 € I} =inf{| (z1 +4) — (w2 +7) ||: 4,4 € [} < 3. Logo,
existe 11,19 € I tal que || (z1 +1i1) — (22 + 12) ||< % Denotamos x1 + iy = y1 € Ty + is = Y.
Logo || y1 —¥2 ||< 3. De modo similar, temos que || yx — yr+1 ||< 35 para todo k € N. Agora
provaremos que (yx); 25 é uma seqiiéncia de Cauchy em A. Dado € > 0, suponhamos m < n.

Entao temos que

|| Ym — Yn H = ” (ym - ym+1> + (ym—H - ym+2) +oeet (yn—l - yn) H
< N Ym = Ymar [ Ymsr = Yma2 |+ | Ynet — Y ||
< ! + L + + !

2m 2m+1 2n
_ QLm(l - 2n£m)
BT
1
< g

Portanto, dado € > 0, existe m — 1 € N tal que € > QM%I Entao, para todos n,m > m — 1,
temos que || Ym — Yn [|< g7 < € Logo (yx);2y ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em A. Como A
é completa, temos que limy_, 1o Y = y € A. Observamos que || (z +I) — (y + I) ||= inf{|
(xp+1i) —(y+7) [|: 4,4 € I} <|| (zx + i) — (y+0) [|=|| y» — v ||— 0. Logo temos que
zx+ 1 — y+ 1. Portanto (z;,+ )% é uma subseqiiéncia convergente. Logo a seqiiéncia de
Cauchy original em A/I é convergente, ou seja, A/I é completo em relagdo & norma dada.
Concluimos que (A/I, || . ||) é um espaco de Banach. (3). A multiplicacdo de anel de A/

estd relacionada com a norma da seguinte maneira : (i). || (z+1)(y+1) [|<|| z+T |||| y+1 || -
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De fato,

[(+Dy+D| = [zy+I]
inf{|| wy +i ||:i € I}

IN

mf{H (l’ +21)(y +22) H il,ig c [}

IA

inf{|| = + 41 ||| y + 22 ||: 41,02 € [}
= [inf{|| x 4+ 41 ||: i1 € T}|[inf{|| x + iz ||: i2 € T}]

e+ Illy+11.

(). |1+ 1||=inf{]|1+i|:i€ 1} <||1]|=1. Logo || 1+ I ||< 1. Por outro lado, usando
(i) acima, temos que || 1+ 1 [|=| (1+ 1 <[ 1+1 |’ . Logo 1 < 1+1 | Portanto
| 2+ I ||=1. Por (1), (2) e (3), concluimos que A/I é uma algebra de Banach. O

Teorema 2.6.15. A/R ¢ uma dlgebra de Banach semi - simples.

Demonstracao. Como o radical R é um ideal bilateral préprio fechado, pelo teorema
anterior, sabemos que A/ R é uma algebra de Banach. Basta provar que A/R é semi - simples.
Sabemos que a aplicacio * — = + R de A sobre A/R é um homomorfismo sobrejetor.
Veremos que M é um ideal esquerdo maximal de A <= {z + R : © € M} é um ideal
esquerdo maximal de A/R. Primeiramente provaremos que M é um ideal esquerdo maximal
de A= {x+ R:x € M} é um ideal esquerdo maximal de A/R. (1). {z+ R:z € M} é
um ideal esquerdo. Dados x + R,y+ Re€ {r+ R:x € M},a € C e z+ R € A, temos que
(x+R)+(y+R =@+y+Re{r+R:2e€ M},a(r+R)=ax € {x+R:xz € M},
e (z4+ R)(x + R) = zx + R, pois z,y € M e M é um ideal esquerdo de A. Logo temos que
r+y € M,ax € Mezx e M. (2). {z+R:x € M} éum ideal préprio. Como M é um ideal
proprio, temos que 1 ¢ M. Logo 1+ R ¢ {z+R: 2z € M}. Entdo {x+R:x € M} é um ideal
préprio. (3). {x + R:x € M} é um ideal esquerdo maximal. Suponhamos por absurdo que
{z+R : x € M} nao é um ideal esquerdo maximal. Logo existe J = {x+R : x € I} : um ideal
esquerdo maximal de A/R tal que {z+R:2 € M} S J S A/IL E imediato que I é um ideal
esquerdo proprio que contém M, o que contradiz a maximalidade de M. Agora, por outro
lado, provaremos que {z+R : x € M} é um ideal esquerdo maximal de A/I = M é um ideal
esquerdo maximal de A. (1). M é um ideal esquerdo. Dados z,y € M, € Ce z € A, temos
que (z+R)+(y+R)=(z+y)+Re{z+R: 2 € M},a(x+R)=az+Re {z+R:x € M}
e(z+R)(x+R)=z2z4+Re{x+R:x € M}. Logo x+y,azxezx € M. (2). M éum
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ideal préprio. Como {z + R : x € M} é um ideal esquerdo maximal de A/I, temos que
1+ Mé¢{x+R:xe€ M}. Logol ¢ M. (3).M é um ideal esquerdo maximal. Suponhamos
por absurdo que M nao é maximal. Entao existe I : um ideal esquerdo maximal de A tal
que M S I G A Logo ¢ imediato que {x + R : x € I} é um ideal proprio de A/I que
contém {z + R : x € M}, o que contradiz a maximalidade de {x + R : = € M }. Portanto
M é um ideal esquerdo maximal de A. Entao concluimos que {x + R : © € M} é um
ideal esquerdo maximal de A/l <= M é um ideal esquerdo maximal de A. Seja (M;);cs
a classe de todos os ideais esquerdos maximais de A. Pelo resultado acima, temos que
({xr+ R:x € M;})icr é a classe de todos os ideais esquerdos maximais de A/I. Provaremos
que Nier{z + R :z € M;} = {0+ R}. Como Nie;{x + R :x € M;} D {0+ R} é imediato,
basta provar que Nief{z+ R :x € M;} C {0+ R}. Dadoa+R € {x+ R : x € M;} para todo
i € I, provaremos que a + R =0+ R = R, ouseja, a € R. Comoa+ R e {z+ R:x € M}
para todo ¢ € I, a € M; para todo 7 € I, isto é, a € N;e;M; = R. Portanto resulta que
Nicr{z + R : © € M;} = {0+ R} ¢é o ideal zero de A/I, ou seja, A/I é uma &lgebra de

Banach semi - simples. O

No préximo capitulo, estudaremos algebras de Banach comutativas, nas quais os

ideais sao sempre bilaterais e o radical é simplesmente a interseccao de ideais maximais.



Capitulo 3
Algebras de Banach comutativas

O conjunto C*(X) de todas as fung¢oes complexas continuas e limitadas, definidas
em um espaco topoldgico X, é a algebra de Banach mais simples entre aquelas de maior
interesse para noés. Nosso proposito neste capitulo, é provar o famoso teorema de Gelfand -
Neumark, o qual diz que cada algebra de Banach A de certo tipo é essencialmente idéntica
a C*(X4), onde X4 é um espago compacto de Hausdorff construido através da estrutura

interna de A.

3.1 A aplicacao de Gelfand

Seja A uma algebra de Banach comutativa arbitraria.

Teorema 3.1.1. Se M ¢é um ideal mazimal em A entdo a dlgebra de Banach A/M é uma
dlgebra de divisao, e portanto € igual a dlgebra de Banach C dos numeros compleros. O
homomorfismo natural x — x + M de A sobre A/M = C associa cada elemento v € A
um numero complexo x(M) definido por x(M) = x + M, e a aplicagio x — x(M) tem as
sequintes propriedades :

(1). (0 +y)(M) = 2(M) + y(M);

(2)- (ax)(M) = azx(M);

(3). (2y)(M) = 2(M)y(M);

(4). x(M )—0<:>xeM
(5). L(M) =
(6). |z(M)] SH%H-

56
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Demonstracao. Como A é comutativa, temos que M é um ideal bilateral proprio fechado.
Pelo Teorema 2.6.14, A/M é uma algebra de Banach. Como M é um ideal maximal, temos
que A/M é um corpo. Entdao A/M é uma algebra de divisdo. Portanto, pelo Teorema
2.4.8, A/M é igual ao conjunto de todos os miltiplos escalares da identidade, ou seja, dado
r+ M € A/M, onde x € A, existe A € C tal que x + M = A(1 + M); Consequentemente
usando o isomorfismo isométrico de A/M sobre C definido por x + M = A1+ M) — A,
temos que A/M = C. Logo identificamos z+ M = X. Do homomorfismo natural x — x4 M
de A sobre A/M e do isomorfismo isométrico x + M = A(1 + M) — X de A/M sobre C,
resulta que a aplicacio © — x(M) de A sobre C definida por (M) = = + M tem as
seguintes propriedade : (1). (x +y)+ M = (z + M) + (y + M) = z(M) + y(M); (2).
(az)(M)=arz+ M =a(x+ M) =ax(M); (3). (zy)(M)=ay+M =(x+M)(y+ M) =
z(M)y(M); (4). (M) =0<= 2+ M =01+M)=0+M < 2—0=2x € M; (5).
1(M)=1+M =11+ M). Logo L(M) =1; (6). |z2(M)| =||z+ M ||=inf{|| z+m |: m €
My <[[z+0 =[]z . O

Seja M o conjunto de todos os ideais maximais de A. Dado x € A, denotamos por
7 a funcdo definida em M por Z(M) = z(M), e por A = {Z : € A}. Munindo M da
topologia fraca gerada por todas as T, este espaco topolégico M é dito o espaco dos ideais

maximais, e a aplicagdo © — T de A sobre A é dita a aplicagdo de Gelfand.

Teorema 3.1.2. A aplica¢ao de Gelfand x — T é um homomorfismo de norma - decres-
cente (e portanto é continua) de A em C*(M) com as sequintes propriedades :

(1). A imagem A de A é uma subdlgebra de C*(M) que separa pontos de M e contém a
identidade de C*(M).

(2). O radical R de A € igual ao conjunto de todos os elementos x tais que T = 0, e portanto
xr — T € um isomorfismo <= A € semi - simples.

(3). Um elemento x em A € reqular <= x ¢ M para todo M € M <= x(M) # 0 para
todo M € M.

(4). Se x é um elemento de A, entdao o espectro de x € igual a imagem da fun¢do T, e o raio

espectral de x € igual a norma de T, isto €, o(x) =T(M), er(x) =|| T | .

Demonstracao. Denotamos por g : A — C*(M) a aplicacao de Gelfand definida por
g(x) = Z. Pela definigdo da topologia de M, temos que T é continua. Além disso, pelo
Teorema 3.1.1, item (6), |Z(M)| = |z(M)| <|| = || para todo M € M, implica que T
é limitada. Portanto ¥ € C*(M), ou seja, a aplicacdo de Gelfand ¢ estd bem definida.
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Agora, observamos que (a). g(z +vy) = z+y,9(z) = T e g(y) = y. Dado M € M,
J(M) = 2(M) +y(M) = (M) +y(M) = (& + y)(M).
Logo & +y = &+ §, ou seja, g(x +y) = g(x) + g(y). (b). glazx) = @, e ag(x) = oF.
Dado M € M, temos que az(M) = (ax)(M) = azx(M) = aZ(M). Logo ar = oI,
ou seja, glax) = ag(z). (c). g(xy) = zy,g9(x) = T e g(y) = y. Dado M € M, temos
que y(M) = zy(M) = x(M)y(M) = 2(M)y(M) = (Zy)(M). Logo Ty = Ty, ou seja,
g(zy) = g(x)g(y). (d). Como ja vimos que |Z(M)| = |z(M)| <|| = || para todo M € M,
temos que || g(x) ||=|| 7 [|= sup{|x(M)| : M € M} <|| z || para todo = € A. Portanto, ja

temos que = + y(M) = (z +y

que g é linear, temos que g é continua. Por (a), (b), (c) e (d), resulta que a aplicagdo de
Gelfand g : © — 7 é um homomorfismo de norma - decrescente de A em C*(M), e tem
as seguintes propriedades : (1).(1.a). A 6 uma subélgebra de C*(M). Dados 7,y € A, com
x,y € A, e a € C, provaremos que = + y € ﬁ, af € Ae Ty € A. De fato, isto é imediato,
pois j& vimos que T+ 9§ = r+y,af = ar ey =Ty, e x4+ y € Ajax € Ae xy € A,
pois A é uma algebra. (1.b). A separa pontos de M. Dados M; # M,, provaremos que
existe x € A tal que T(M;) # (M,). Como M; # My, entao existe z € A tal que x € M,
mas ¢ ¢ Ms. Logo, pelo Teorema 3.1.1, item (4), temos que 0 = Z(M;) # Z(My) # 0.
(1.c). A contém a identidade de C*(M). Provaremos que existe z € A tal que Z(M) = 1
para todo M € M. Pelo Teorema 3.1.1, item (5), temos que 1(M) = 1(M) = 1 para todo
M € M. Logo, 1 € A é a identidade de C*(M). (2). Oradical R = {x € A: 7 = 0},
e x — I é um isomorfismo <= A ¢ semi - simples. (2.a). R = {r € A: 7 = 0}
De fato, z € A,x = 0 < Z(M) = 0 para todo M € M <= z(M) = 0 para todo
M e M < z € M para todo M € M < z € NyemM = R. 2.b). 2 — T é
um isomorfismo <= A é semi - simples. Primeiramente provaremos que x — I é um
isomorfismo = A é semi - simples. Sabemos que 0= 0, pois, para todo M € M,0 € M,
e portanto 0(M) = O(M) = 0. Por hipétese,  — Z é um isomorfismo. Logo 2 — T &
injetora. Entao, ¥ = 0=z = 0, resulta que 0 é o Unico elemento que estd no conjunto
{r € A, =0} = R. Logo R = {0} : o ideal zero. Obtemos que A é semi - simples. Agora,
provaremos que A é semi - simples = x — T é um isomorfismo. Por hipétese, temos que
R = {0}. Como ja sabemos que x — = é um homomorfismo, basta provar que r — T é
injetora. Observamos que 2 == 7—-7J=0=2—y=0=z—-yc{z € A: T =0} =
R={0} = 2—y=0= 2 =y. Logo * — T é injetora. (3).x € A éregular <= v ¢ M
para todo M € M <= z(M) # 0 para todo M € M. Primeiramente provaremos que
x ¢ M para todo M € M <= (M) # 0 para todo M € M. Isto é imediato, pois, pelo



Cap.3 Algebras de Banach comutativas 59

Teorema 3.1.1, item (4), temos que T(M) = (M) = 0 <= = € M. Agora, provaremos que
r € A é regular <= = ¢ M para todo M € M. Primeiramente provaremos que = € A é
regular = = ¢ M para todo M € M. Como = € A é regular, existe y € A tal que zy = 1.
E imediato que z ¢ M para todo M € M, pois 1 ¢ M. Agora provaremos que x ¢ M para
todo M € M = x é regular. Basta provar que z é singular = existe M € M tal que
r € M. Afirmamos que Ax = {yx : y € A} é um ideal préprio que contém z, pois dados
y,y2 € A,a € C e z € A, temos que 1= + yoxr = (y1 + yo)r € Azx;a(yr)r = (ayi)x €
Az, z(yhx) = (zy1)x € Ax,lx = x € Ax e 1 ¢ Az, pois = é singular. Logo existe M : um
ideal maximal de A tal que x € Az C M. (4). Sex € A, entdo o(z) =T(M), er(x)=|| T | .
(4.a). Se x € A, entao o(x) = T(M). De fato, A € o(z) <= = — A1 é singular <= existe
MeMtalqueas—N €M< (z—M)(M) =z A(M) =0 < (- \)(M) =
T(M) = MNI(M) =0 <= X\ = Z(M) < X € Z(M). (4.b). Se z € A, entdo r(z) =|| T || .
Pela definigao, temos que r(z) = sup{|A\| : A € o(z)}. Como ja vimos que o(z) = T(M),
temos que r(z) = sup{|\| : A € o(x)} = sup{|z(M)|: M e M} =| T || . O

Definicao 3.1.3. Um funcional multiplicativo em A € um funcional nao nulo que pertence
ao conjunto A’ dos funcionais em A e satisfaz a condigdo adicional f(xy) = f(z)f(y) para

todo x,y € A.

Observagao 3.1.4. Se M € M entao fr : A — C definido por fuy(x) = x(M) € um

funcional multiplicativo.

Demonstragao. (a). fy ¢ linear. Dados z,y € A e a € C, temos que fy(z +y) =
(z +y)(M) = (M) +y(M) = fu(z) + fuly) e fulax) = (ax)(M) = ax(M) = afy(z).
(b). fu € continua. De fato, pelo Teorema 3.1.1, item (6), temos que |fi(z) — fur(y)| =
[2(M) —y(M)| = [(z —y)(M)| <[l & =y [ . (¢). far(xy) = far(x)fa(y). De fato, far(xy) =
xy(M) = x(M)y(M) = fu(x) fru(y). (d). fu ndo é funcional nulo. Como M € M é um ideal
préprio, existe z € A\ M. Logo, pelo Teorema 3.1.1, item (4), temos que fy(x) = z(M) # 0.

Por (a), (b), (c) e (d), concluimos que fj; é um funcional multiplicativo. O

Lema 3.1.5. Se fi e fy sdo funcionais multiplicativos em A que tém o mesmo nicleo M,

entao f1 = fs.

Demonstracao. Provaremos que f; = afs, e depois a = 1. Como M ; A, pois f1 e fo

nao sao nulos, existe x, € A\M. Logo fa(x,) # 0. Dado =z € A. Se § = %, temos que
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fo(z—px,) = 0. Logo z— [z, € M. Entao existe m € M tal que x = Sz,+m. Observamos que

fil@) = fi(Bz.+m) = Bfi(w) + fi(m) = Bfi(x.)+0 = Bfi(z.) = £E5 filw.) = 524 folw).

Logo, fi = afs, com a = flgm") Agora, provaremos que o = 1. Se x € A\M, temos que

alfa(2)]? = afe(z?) = fi(2?) = [fi(@)]? = [afe(x)]? = ®[fo(2)]?. Logo a = o?. Entao

ala—1) = 0. Obtemos que a = 0 ou a = 1. Como f; = afy ndo é um funcional nulo, segue

que o = 1. 0

Teorema 3.1.6. M — fy; € uma aplicacao bijetora do conjunto de todos os ideais maxi-

mais de M sobre o conjunto de todos os funcionais multiplicativos.

Demonstracao. (7). Provaremos que a aplicacio M — fj; é injetora. Sejam M; # Ms.
Sem perda de generalidade, podemos supor que existe © € M, mas x ¢ Ms. Pelo Teorema
3.1.1, item (4), temos que z(M;) = 0 e z(Ms) # 0. Logo fu, (z) = x(My) # x(Mz) = fu, ().
Entao fu, # fu,- (40). Provaremos agora que a aplicacao é sobrejetora. Dado f € A'; seja

={xr € A: f(z) = 0} o nicleo de f. Afirmamos que M é um ideal maximal em
A. De fato, (a).M é um ideal. Dados x,y € M,a € C, e z € A, temos que f(x +y) =
@)+ fly) = 0+0 = 0 flaz) = af(z) = a-0 = 0; e f(z2) = f()f(x) = [()0 = 0.
Logo = + y,ax,zx € M. (b). M é um ideal préprio. De fato, como f nao é funcional nulo,
existe € A\M tal que f(x) # 0. Logo M # A. (¢). M é um ideal maximal. Suponhamos,
por absurdo, que M nao é um ideal maximal. Entao existe I : um ideal maximal em A tal
que M G IS A Logo f(I) é um ideal nao trivial em C. (ci). f(I) é um ideal. Dados
f(x), f(y) € f(I), com z,y € I, e B € C, temos que f(z)+ f(y) = f(z +y) € f(I), pois
r+y €l epff(x)= f(fz) e f(I),pois fx € I. (c2). f(I)# {0}, pois se f(I) = {0}, entao
I = M é uma contradi¢do. (c3). f(I) # C. Como I é um ideal préprio, existe z € A\I.
Afirmamos que f(x) ¢ f(I). Suponhamos, por absurdo, que f(z) € f(I). Logo f(z) = f(y)
para algum y € I. Entao f(z —y) =0. Logo x —y € M, e temos que x = (x —y) +y € I,
o que é absurdo! Portanto, f(I) é um ideal nao trivial em C. Lembramos que se R é um
anel comutativo com identidade, entao R é um corpo <= R nao tem ideal nao trivial.
Logo temos que C nao é um corpo, absurdo! Portanto M é um ideal maximal em A, ou
seja, M € M. Assim, pela Observacao 3.1.4, temos que fj; é um funcional multiplicativo.
Observamos que fy e f tém o mesmo nucleo, ou seja, {x € A : fy(z) = 0} = M, pois, pelo
Teorema 3.1.1, item (4), temos que fy(z) = 2(M) =0 <= x € M. Resulta que f e fy sdo
funcionais multiplicativos que tém o mesmo ntcleo. Pelo lema anterior, temos que fy; = f.

O
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Observagao 3.1.7. || fi ||= 1, para todo M € M.

Demonstragao. De fato, |fy(x)| = |z(M)| <|| = || para todo x € A. Logo, || fu [|< 1.
Por outro lado, |fu ()| <|| fa |||| = || para todo x € A. Em particular, tomando = = 1,
temos que 1 = [1(M)| = | far ()| <[[ far [l TI=[ for [ - Logo 1 <|| far [| - B

Como a aplicacao M — f); é bijetora, podemos identificar o conjunto M com o
conjunto de todos os funcionais multiplicativos, ou seja, M = fj,;. Logo, podemos considerar
M como um subconjunto de A’; ou seja, M = {f € A" : f é um funcional multiplicativo} =
{fu €A :Mec M}

Lembramos que S* = {f € A" :|| f ||[< 1}, a bola fechada unitdria de A’, é um
espaco compacto de Hausdorff com respeito a topologia fraca estrela, ou seja, a topologia
mais fraca tal que cada F}, com x € A, é continuo, onde o funcional F, : S* — C, ¢é definido
por F,(f) = f(x). Como || fu |[|= 1, para todo fy € M, temos que M ¢é subconjunto de
S*.

Observacgao 3.1.8. A topologia induzida em M pela topologia fraca estrela em S* coincide

com a topologia fraca gerada por todas as T, com x € A.

Demonstragao. Primeiramente lembramos que, dado X, um conjunto munido da topolo-
gia fraca gerada por uma familia de fungoes f; : X — X;(i € I), e dado Y C X, entdo a
topologia induzida em Y coincide com a topologia fraca gerada pela familia das restri¢oes
fily + Y — X;(i € I). Como em S* colocamos a topologia fraca gerada por todos os

funcionais F, : S* — C, basta provar que Fj|y; = . De fato, dado fy; € M,
Eolm(fu) = fu(z) = 2(M) = 2(M).
Como ja identificamos M = fj;, obtemos que F,|y = 7. ([l

Portanto, podemos considerar que o espaco topoldgico M munido da topologia fraca
gerada por todas as ¥ é também um subespaco topolégico de S*, o qual é um espaco compacto

de Hausdorff. Logo temos que M é um espaco de Hausdorff.

Teorema 3.1.9. O espaco dos ideais maximais M € um espag¢o compacto de Hausdorff.

Demonstracao. Como ja vimos que M é um espaco de Hausdorff, basta provar que M é

um subconjunto fechado de S*. Seja X o subespaco de S* definido por

X = Cuyealf : f € S ¢ flay) — f(@)f(y) = O}.
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E imediato que X = M U {f.}, onde f, é o funcional nulo. Observamos que

X = Muyea{f: f €S e flzy) — f2)f(y) =0}
= Megealf:feS e Fy(f ) o (f)F,(f) =0}
= Megealf: f €S e (Fy— F.F)(f) =0}
= Noyea(Fay — FmFy)_l({O})

(
)

Como {0} é fechado em C e F,, — F,F, é continua em S*, temos que X é fechado em S*.
Sabemos que Fj é continua em X = MU{f,}. Observamos que Fy(fy) = fu(1) =1(M) =
1 para todo fyr € M, e Fi(f,) = f.(1) = 0. Logo, como {1} é fechado em C, temos que
M = F;1({1}) é fechado em X. Entdo M = X N F, onde F' é um subconjunto fechado
em S*. Como ja vimos que X ¢ fechado em S*, temos que M ¢é fechado em S*. Como S* é
um espago compacto, temos que M é um espaco compacto. Portanto resulta que M é um

espaco compacto de Hausdorff. O

O resultado dos Teoremas 3.1.2 e 3.1.9 constitui o teorema chamado de representacao
de Gelfand. Essencialmente, este teorema nos diz que cada algebra de Banach comutativa
semi - simples é isomorfa a uma &lgebra de fungoes complexas continuas em um espaco
compacto de Hausdorff adequado. Em geral, a aplicagao de Gelfand x — T ndo preserva

as normas, e além disso, A # C*(M). Na préxima se¢ao, removeremos estas deficiéncias.

3.2 Aplicacao da férmula do raio espectral

Continuamos nosso estudo de uma algebra de Banach comutativa arbitraria A, e da
aplicacio de Gelfand + — 7 de A sobre a subdlgebra A de C*(M). O primeiro teorema

nesta se¢ao nos oferece uma maneira simples de preservar as normas.

Teorema 3.2.1. As sequintes condi¢oes sao equivalentes :
(1). || 2% |=|| = ||* para todo z € A.

(2). r(xz) =|| x || para todo x € A.

(3). || T ||=]| = || para todo = € A.

Demonstragdo. Provaremos que (1) = (2). Dado z € A afirmamos que || 22° ||=|| = ||*"

para todo k& € N. Por indugao, (z). Quando k = 1, por (1), temos que || =% ||=|| = ||* .

(i7). Suponhamos que, para k = n, || 22" ||=|| = || . Provaremos que || 22" ||=| = ||*"" .
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n+1 on n n n n+1
De fato || 2> ||=[| 2**" ||=]| (z*)*" [|=]l 2> |*"= [(| = [)*]*" =[l « |*"" . Lembrando a

. : . 1 :
férmula do raio espectral r(x) = lim,,__., . || ™ ||» e usando o resultado acima, temos que

r(z)= lim [|2" |»= lim [[2¥ |"= lim (= |*) = lim |« |=]=].

n—---4o0o n—---+o00 n—---4o0o n—-s-4o0o

A seguir, provaremos que (2) = (1). Pela Observacao 2.5.2, temos que r(x)" = r(z").

Em particular, tomando n = 2, temos que r(x)? = r(z?). Por (2), resulta que || = ||*=

r(z)? = r(z?) =|| 2% || . Agora provaremos que (2) = (3). Pelo Teorema 3.1.2, temos que
| Z ||= r(x). Por (2), temos que r(z) =|| = ||. Logo || Z ||=|| = ||. Agora, falta provar (3)
—> (2). Pelo Teorema 3.1.2, temos que || = ||= r(z). Por (3), temos que || = ||=|| = ||. Logo
r(z) =l | 0

Agora, elaboraremos uma maneira para garantir que o fecho de Aé igual a C*(M),

ou seja, A = C*(M).

Definicao 3.2.2. A ¢ dita auto - adjunta se, para cada x € A, existe y € A tal que

y(M) =2z(M), para todo M € M, onde x(M) € a fungao conjugada de Z(M).
Teorema 3.2.3. Se A ¢ auto - adjunta, entio A ¢é denso em C*(M).

Demonstracao. Como M é um espago compacto de Hausdorff, pelo Teorema 1.2.5 (o
teorema de Stone - Weierstrass complexo), basta provar que (1). A 6 uma subdlgebra (
claramente fechada) de C*(M); (2). A separa pontos de M e contém uma funcao constante
nao nula; (3). ZA contém a funcao conjugada de cada um de seus membros. Primeiramente
provaremos (1). Sejam f,g € Aea e C. Observamos que (i). como f,g € Z existem
@), (30)725 € A, com z,,y, € A, para todo n € N, tais que T, —> f e §, — g. Logo
Tp+ G — [ +g,pois || (f +9) = (@n+8a) I= (I (f =Za) + (9= Fn) IS f =20 || + |
g — T ||— 0. Como ja vimos que Ty, + G = T + Y € A, para todo n € N, temos que
existe (2, + yn)i2 C A tal que (xmn) — f+g. Logo f+g € A (). azx, — of,
pois | af — ax, ||=|a| || f — %, ||— 0. Como j& vimos que ax, = @r,, para todo n € N,
temos que existe (az,) % C A tal que az, — af. Logo af € A (#11). TpYn — fg, pois
I fg—@yAn/H:H flg=92) + (f=Z)0 IS I g =0 |l + (1 f =20 Il 9n [I— 0, pois
(I 7n D23 limitada. Como ja vimos que T, = Tn¥n, para todo n € N, temos que existe
(@) 23 C A tal que Tnyn — fg. Logo fg € A. Por (4), (1), e (ii1), resulta que A & uma
subalgebra de C*(M). (2). é imediato pois, pelo Teorema 3.1.2, temos que AcA separa

pontos de M e contém a identidade de C*(M), que é claramente uma fungao constante nao
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nula. Agora provaremos (3). Seja f € A. Existe (a:n)+°‘i C A, com z, € A para todo
n €N, tal que T, — f. Logo T, — f, pois || f =T [|[= sup{|(f = Z)(M)| : M € M} =
sup{| f(M)—Z,(M)| : M € M} = sup{|f(M)~Z,(M)| : M € M} = sup{|f(M) — T,(M)] :
M e M} =sup{|f(M) —z,(M)| : M € M} =| f—=, ||— 0. Como, por hipitese, A é

auto - adjunta, para cada x, € A, n € N, existe y, € A tal que §,,(M) = z,(M) = z,,(M)
para todo M € M. Portanto resulta que v,, € Ae Un =1, — f. Logo f € € A. O
Com os resultados obtidos no dois teoremas acima, temos que

Teorema 3.2.4. Se A ¢ auto - adjunta e || 2* ||=|| = ||?, para todo x € A, entdo a aplicagdo

de Gelfand x — T é um isomorfismo isométrico de A sobre C*(M).

Demonstragao. (a). A aplicacao de Gelfand z — 7 é isométrica. Por hipdtese, temos
que || 22 ||=|| = ||* para todo x € A. Logo, pelo Teorema 3.2.1, temos que || Z ||=|| = ||
para todo z € A. (b). A aplicagdo de Gelfand x — 7 é isomorfismo. Pelo Teorema 3.1.2,
temos que z — T é isomorfismo <= A é semi - simples, ou seja, R = {0}. Suponhamos,
por absurdo, que existe x € R e x # 0. Logo || = ||> 0. Mas, | = ||=|| Z ||= sup{|z(M)] :
M e M} =sup{|le(M)|: M e M} =0, poisz € R=NyemM ex € M < x(M) = 0.
O que é uma contradi¢do. (c). A aplicacao de Gelfand x — T é sobrejetora, ou seja,
A= C*(M). Pelo Teorema 3.2.3, temos que A= C*(M). Basta provar que A é fechado em
C*(M), isto é A = A Dado f € A existe uma seqiiéncia (7)1 C A, com z, € A, para
todo n € N, tal que 7,, — f. Primeiramente provaremos que existe z € A tal que z,, — x.
Como (7,),25 C A com xz, € A para todo n € N, é uma seqiiéncia convergente, logo é de
Cauchy. Entao, dado € > 0, existe n(e) € N tal que, para todo n,m > n(e), || T, — Tm [|< €.
Logo || T — T ||=]| #n — Zm | = Zn — m ||< €. Assim, obtemos que (z,)> C A é uma

sequéncia de Cauchy. Como A é completo, temos que existe x € A tal que x, — x. A seguir

provaremos que f = Z. De fato, || f =Z ||=|| f = Zn +Zn = Z|I<[| f =20 | + | 20 — Z ||=]]
f= |+ @ =z ll=ll f =72 | + || 22 — @ | — 0. Resulta que lim,— o || f =7 [|= 0

Logo, || f — % ||= 0, ou seja, f = Z. Portanto f € A. Por (a), (b) e (c), concluimos que a

aplicacdo de Gelfand x — ¥ é um isomorfismo isométrico de A sobre C*(M). O

Neste teorema a simplicidade da algebra de Banach comutativa A nao provem da sua
estrutura interna. Na préxima secao consertaremos esta insatisfacao e, ao mesmo tempo,
elaboraremos uma conexao intima com algebras de operadores, as quais o resultado final

deste capitulo sera aplicado.
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3.3 Involucoes em algebras de Banach

Uma &lgebra de Banach A é chamada de *— algebra de Banach se ela tem uma

involucao, isto é, se existe uma aplicacao r — x* de A em A com as seguintes propriedades:

Observagao 3.3.1. A involu¢ao x — x* € bijetora, 0* =0 e 1* = 1.

Demonstracao. (a). A involu¢do x — z* é bijetora. (a;). A involugdo x — x* é
injetora. Se x # y, provaremos que x* # y*. Suponhamos por absurdo que existe z,y € A
tais que  # y e x* = y*. Logo ** = y**. Pela propriedade da involucado, item (4), temos
que = = gy, o que é uma contradigdo. (as). A involugdo x — z* é sobrejetora. De fato,
dado =z € A, existe ¥ € A tal que (z*)* = 2™ = z. (b). 0* = 0 e 1* = 1. De fato,
0+2* = 2" = (04x)* = 0*+2a*. Logo 0* = 0. Por outro lado, 1* = 11* = 11" = (11*)* =
(1*)* = 1** = 1. Logo 1* = 1. O

Definicao 3.3.2. Seja A uma *— dlgebra de Banach
(1). O elemento x* € chamado de adjunto de .
(2). Uma subdlgebra B de A é dita auto - adjunta se x* € B, para cada x € B.
(3). Se A" é também uma *— dlgebra de Banach e f é um isomorfismo de A sobre

A, entao f é chamado de *— isomorfismo se ele conserva a involugao, isto €, f(z*) = f(x)*.

Naturalmente, queremos que a involugao em uma *— &dlgebra de Banach esteja rela-
cionada com a norma. Se vale a propriedade || z* ||=|| x ||, para cada = € A, entdo a

involucao é continua. De fato, se x,, — x, entao

|25, — 2™ =l (2o — )" (=[] 20 — 2 ],
e dai segue que x}, — x*.
Defini¢ao 3.3.3. Uma *— dlgebra de Banach que tem a propriedade || x*zx ||=|| z ||* ¢
chamada de B*— dlgebra.
Observagao 3.3.4. Se A € uma B*— dlgebra, entao || z |=|| =* || e || 2z ||=|| z* ||| = |,

para todo x € A.
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Dado z € A, temos que || 2* [|=| "z [|<[| «* [[|| @ || Logo || « <[ «* ||, para
todo x € A. Em particular, tomando z* € A, temos que || 2* ||<|| 2** ||=|| = || . Portanto
| = [[=] * || e, por conseguinte, temos que || z*z [=| « |*=[| = [[|| = =] «* [l = || -

*

Algumas &lgebras de Banach descritas na secao 2.1 sao também *— algebras de

Banach com respeito as involucoes naturais.

Exemplo 3.3.5. Se X € um espago topoldgico entao C*(X) é uma B*— dlgebra comutativa

com a involugdo definida por f*(z) = f(x).

(1). C*(X) é comutativa, ou seja, fg = ¢gf para todo f,g € C*(X). Dado z € X,

temos que
(fo)(z) = f(z)g(x) = g(z) f(z) = (9f) ().

Logo C*(X) é comutativa. (2). f — f* é uma involugao. Dado = € X, temos que

(f+9) @) =(f+9)(x) = flx) +g9(x) = flx)+g(z) = f* (@) +g"(x) = (f +g")(2).

Logo (f + ¢)* = f*+ ¢g*. Analogamente, dado z € X, temos que

(@f)"(x) = (af)(x) = af(x) = af(z) = af(z) = (@f")(2).

Logo (af)* = af*. Dado x € X, temos que

(f9) () = (f9)(z) = f(x)g(x) = [(x) g(x) = [ (2)g"(x) = g"(x)f"(x) = (¢"f")(x).

Logo (fg)* = g*f*. Dado = € X, temos que

(@) = f*(2) = f(2) = f(x).
Logo f** = f. (3). | £ I?=|l f*f | . De fato,

|71 = sup{|(f ()] : 2 € X}
— sup{|f* () f(x)| : € X}
— sup{[T@)f(x)| : 2 € X}
— sup{|f(2)P : 2 € X}
— (sup{|f(a)| : 2 € X})?

= | fI*

Por (1), (2) e (3), temos que C*(X) é uma B*— algebra comutativa.
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Observagao 3.3.6. A dlgebra do disco, com a aplica¢ao definida por f*(z) = f(z2), nao é
uma *— dlgebra de Banach. Seja f definida por f(z) = z que pertence a dlgebra do disco.
Pela demonstr¢ao do exemplo 1.2.4, sabemos que f*(z) = f(z) = Z nao € analitica em De

portanto nao pertence a dlgebra do disco.

Exemplo 3.3.7. Se H é um espago de Hilbert nao trivial entao B(H) € uma B*— dlgebra.

A operacao de adjuntos T — T* serve como involugao.

Provamos que a operagao de adjuntos T'— T* é uma involugao e || T*T ||=|| T ||.
(1). T — T* é uma involucdo. (1,). (11 +12)* = 17 + T5. Sabemos que (T'z,y) = (x,T*y)
para todo z,y € H. Entao temos que

(@, +T2)y) = (Th+T2)z,y)
(Thx + Tz, y)
(Thz,y) + (Trz,y)
(z, Ty) + (2, T3y)
(z, TTy + 13y)

(@, (I7 + 13)y)-

Assim, para cada y € H, temos que (z, (T1+712)*y — (T +T5)y) = 0 para todo = € H. Como
0 ¢é o tnico elemento que ¢é ortogonal a todos os elementos, temos que (11 +715)*y = (T +T15)y
para todo y € H. Logo (T1 + 1»)* =17 + T5. (15). (aT)* = @T™. De fato,

(z,(aT)y) = ((e1)z,y)
= (a(Tz),y)
= oTz,y)
= a(z,T"y)
= (z,(@T")y).

Logo, pelo mesmo processo acima, temos que (aT)* =aT™. (1.). (T1Te)* = TyT7. De fato,

(z, (0T2)y) = (Ti1z)z,y)
(T1(Tz), y)

= (Tzz, T{y)
(2, T3 (T7y))
(@, (T317)y).
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Logo (T Ty)* = 13Tt (14). T** =T De fato,

(,T7y) =

Logo T** = T. (2). || T*T ||=|| T ||* . Em primeiro lugar, provaremos que || T ||=|| T* || .

temos que

1Ty |?

(T*y, T*y)
(TT*y,y)

< 1Ty vl

< ITmryllyll-

Entao | T*y ||<|| T ||| v || para todo y € H. Logo || T* ||<|| T' || para todo T" € B(H). Em
particular, tomando T* € B(H), temos que || T ||=| (T*)* ||=|| T* ||<|| T* || . Portanto
| T ||=|| T* || . Agora, provaremos que || T*T ||=|| T ||? . Temos que

I (<7 I T I=0T 1T 1=
Por outro lado, temos que | Tx ||*= (Tx,Tx) = (z,7*(Tz)) = (2, (T*T)z) <|| = |||
(T*T)a | < T*T (Il @ ||* . Entéo || T < T*T [[|| « ||* || T |< VI T*T || || « || . Logo
| T ||< /|| T*T ||, ou seja, || T ||?<|| T*T || . Portanto temos que || T*T ||=|| T ||? . Por (1)
e (2), temos que B(H) é uma B*— élgebra.

Exemplo 3.3.8. Toda C*— dlgebra de B(H) ¢é também uma B*— dlgebra. Lembramos que
uma C*— dlgebra (Definigao 2.1.5) é uma subdlgebra de Banach auto - adjunta de B(H).

Isto é imediato, pois T" — T™ é uma involucao, pelo Exemplo 3.3.7.
Exemplo 3.3.9. A dlgebra do grupo Li(G) do grupo finito G é uma *— dlgebra de Banach

com a involucao definida por f*(x;) = f(z; ) e || f*|I=] f Il -

)

(1). f — f* é uma involugao. (1,). (f +¢)* = f*+ ¢*. Dado z; € G, temos que

(f+9) (zi) = (f + 9)(a7") = fla7!) + g(a7") = fla7)Hglai?) = f*(2i)+g" (@) = (f+g") (@)
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Logo (f+¢9)" = f*+ g% (1). (af)* =af*. Dado x; € G, temos que

(af) () = (af)(@7") = af(27) =af(a;") = af*(z:) = (@f*)(xs)-

Logo (af)* =af*. (1.). (fg)* = g*f*. Dado x; € G, temos que

(f9) (@) = (fo)(zi")
= > f@ite gl

= Zf(:c;le)g(xj);

Por outro lado,

() w) = Zg*(%ffj_l)f*(xj)
= > glww; )" flz;h)

J=1

n

= D glaa; ) ;)

J=1

= > 7y gty )

S F e g
j=1

= Zf(cv;l(

vz ) Ng(zjz;t)
N—— N——

Ty T

= > fla gl
k=1

Logo (fg)* = g*f*. (14). f** = f. Dado z; € G, temos que

f (@) = fa7h) = f((27)71) = fla).
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Logo f** = f. (2). Il f =l f*II . De fato,
A= D)l
= D_If@7h)

= > 1f(z; )]
j=1
= D Izl
j=1
= /I
Por (1) e (2), temos que L;(G) é uma *— algebra com a propriedade || f ||=|| f* || .

Definicao 3.3.10. Seja A uma *— dlgebra de Banach
(1). x € dito auto - adjunto se v = x*.
(2). x € dito normal se xx* = x*x.

3). x é chamado de projecio se x*> = x.
projec

Teorema 3.3.11. Se x ¢ um elemento normal em uma B*— dlgebra, entao || z* |=| = ||* .

Demonstragao. Temos que

I [I=] w2 <] = [l = I=] = *.
Por outro lado, temos que
Fa* 171 1= (2 2 [D? =] 22 |P=[] (a*2) 2" ||=]| z* ™z ||=
I o*a*z =[] (%)% =] (@) =] @) 1 2® 1<) = [P} || -
Logo temos que || z ||><|| 2 || . Portanto || 22 ||=[| = ||* . O

O Teorema 3.3.11, mostra que existe uma conexao intima entre B*— &algebras e

algebra de operadores em espaco de Hilbert.
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3.4 O teorema de Gelfand - Neumark

Nesta secao, apresentaremos o teorema de Gelfand - Neumark que é a forma final
do Teorema 3.2.4.

Teorema 3.4.1. Se A € uma B*— dlgebra comutativa entao a aplicagio de Gelfand v — T

¢ um *— isomorfismo isométrico de A sobre a B*— dlgebra comutativa C*(M).

Demonstragao. Pelo Exemplo 3.3.5, sabemos que C*(M) é uma B*— algebra comutativa
com a involugdo natural definida por f*(M) = W, para todo M € M. Como, por
hipétese, A é uma B*— &algebra comutativa, existe uma involucao x — x* de A sobre A.
Como A é comutativa, segue que zz* = z*x, para todo x € A. Logo cada z € A é normal.
Pelo Teorema 3.3.11, temos que || 22 ||=|| z ||?, para todo x € A. Agora, provaremos que
A é auto - adjunta. Dado z € A, provaremos que existe y € A tal que (M) = (M),
para todo M € M. Tomamos y = z*, e agora, falta provar que 92\*(]\/[) = m, para todo
M € M. Se isso for provado, além de que A serd auto - adjunta, a aplicacao de Gelfand

x — T conservara a involugao. De fato, denotamos por g a aplicacao de Gelfand r — 7.

Lembrando que, em C*(M), a involucao natural é definida por f*(M) = f(M), para todo
M € M. Dado M € M, temos que

=N
S
=
=
=
I
=)
=
=
I
=)

(M) = (M) = g(a*)(M).

Logo g(z)* = g(x*). Pelo Teorema 3.2.4, isto implicard que a aplicagdo de Gelfand é um
*— isomorfismo isométrico de A sobre C*(M). Portanto, para completar a demonstracao do
teorema, basta provar que z*(M) = Z(M) para todo M € M. Primeiramente, provaremos
que se x é auto - adjunto, ou seja, x = z*, entao T(M) é real para todo M € M. Suponhamos

por absurdo que existe M € M tal que Z(M) = o + i3, com (3 # 0. Seja

_:C—al

Y=

Afirmamos que

M*={m*:m e M}
é um ideal maximal em A, ou seja, M* € M. Temos que

r—al

* *—IJZ*—a*:
yr = 3 )_(6)( 1)

(x —al) =y.

I
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Logo y ¢é outo - adjunto, e

Logo y(M) = i. Observamos que
GM) —i =0 = (M) —i1(M) = 0= (y — il)(M) = 0 = (y — i1)(M) = 0.
Pelo Teorema 3.1.1, item(4), temos que y—il € M. Logo (y—il1)* € M*, e (y—il)*(M*) = 0.
Logo
(y —i1)"(M") = (y" +1)(M") = (y +4i1)(M") = 0.
Observamos que
(y +i1)(M*) = (y + 1) (M*) = (§ +i1)(M*) = G(M*) +i = 0.
Logo y(M*) = —i. Seja K > 0 um ntmero positivo. Temos que
(y — iK1)(M*) = (§ — iK1)(M*) = §(M*) —iK =i —iK = —i(1 + K).
Logo
(y — iK1)(M*)| = | —i(1+ K)| = /A + K2 =1+K. (3.1)
Pelo Teorema 3.1.1, item (6), temos que
|(y = iK1)(M7)| = |(y — i K1) (M) < [y — iK1 ] . (3.2)
Por (3.1) e (3.2), temos que
I+ K< |ly—iK1]. (3.3)
De modo similar, temos que (yﬁl)(M*) =i(l+ K), e
1+ K <[ y+iK1]|. (3.4)
Por (3.3) e (3.4), temos que
1+ K)? < [ly—iK1|l[|y+iK1||
= [ y+iK1)" [l y+iK1 |
= [ (y+iK1)"(y + K1) |
= [y —iK1)(y + K1) ||
= |y + K1
< ly? | K2
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Logo 1+ 2K <[ * ||, absurdo!, pois K é arbitrdrio. Portanto, Z(M) ¢ real para todo
M € M. Agora, provaremos que, para todo M € M, z*(M) = Z(M). Sejam y = (x + z*) /2

e z = (xr —a*)/(2i). Temos que

T+ x*

2

* * 1 * *k 1 *
y = ) =5+ = Sz +a") =y
2 2
Logo y é auto - adjunto. De modo similar, temos que z* = z, ou seja, z é auto - adjunto.
Observamos que x = y + iz. Logo x* = (y + i2)* = y* — iz* = y — iz. Seja M € M, temos

que

o~ o — ——

(M) =y —iz(M) =y(M)—iz(M) =y(M)—iz(M) = y(M) +iz(M) = y + iz(M) = 2(M).

Finalmente, provaremos a afirmacao : M* = {m* : m € M} é um ideal maximal em A, ou
seja, M* € M. (1). M* é um ideal em A. Sejam mj,mj € M* com my,my € M,a € C e
y € A. Observamos que (7). m; +mb = (mq +mo)* € M*; (i1). ami = (amq)* € M*; (iii).
ym} = y*m} = (my*)* € M*. Logo M* é um ideal. (2). M* é um ideal préprio em A. De
fato, como 1 ¢ M, temos que 1 = 1* ¢ M*. Logo M* é um ideal préprio em A. (3). M* é
um ideal maximal em A. Suponhamos por absurdo que M* nao é maximal. Existe J : um
ideal maximal em A tal que M* G J G A. Logo existe y € J mas y ¢ M*. Como y = (y*)*,

temos que y* ¢ M. Afirmamos que
M+yA={m+yz:me M,z e A}

é um ideal proprio que contém M e y*. Se essa afirmacao for provada, teremos que M ;
M + y*A. O que contradiz a maximalidade de M. Portanto M* é um ideal maximal em A.
(34). M +y*A é um ideal em A. Sejam m; + y*x1,mae + y*x9 € M + y*A com my,me € M
e r1,r9 € A;a € Ce z € A Temos que (7). (my + y*x1) + (ma + y*xs) = (Mmq + mo) +
y*(x1+22) € M +y*A. (ii). a(my +y*z) = amy +y*ax; € M +y*A. (i), z(my +y*x) =
zmy +y*zey € M +y*A. Logo M +y*A é um ideal em A. (3;). M + y*A é um ideal préprio
em A. Suponhamos por absurdo que M + y*A nao é préprio, entao existe m € M ex € A
tal que m + y*x = 1. Logo (m + y*x)* = 1* = 1, m* + 2’y = 1. Assim, x*y = 1 — m*.
Como y € J, e J é um ideal, temos que x*y € J, ou seja, 1 — m* € J. Como m € M, temos
que m* € M* G J. Logo m* € J. Portanto (1 —m*) +m* € J, isto é, 1 € J, absurdo! (3.).
M + y*A contém M e y*. Isto é imediato. Como 0 € A, temos que M C M + y*A. Como
0eMeleA temos que y* =0+ y*1 € M + y*A. O
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Ja sabemos que se X é um espago compacto de Hausdorff entao C*(X) é uma B*—
algebra comutativa. O teorema demonstrado acima, que é chamado de teorema de repre-
sentacao de Gelfand - Neumark, nos diz que uma B*— algebra comutativa é abstratamente

idéntica a C*(X), onde X é um espago compacto de Hausdorff adequado.



Capitulo 4

Algumas algebras de Banach

comutativas especiais

4.1 Ideais em C*(X) e o teorema de Banach - Stone

Sejam X um espago compacto de Hausdorff e a B*— dlgebra comutativa C*(X). Se
M é o espaco dos ideais maximais em C*(X), entdo o objetivo desta segdo é mostrar que
M pode ser identificado com X e que a aplicagao de Gelfand é a aplicagao identidade de
C*(X). Primeiramente observamos que a cada x € X corresponde o ideal préprio M, em
C*(X) definido por

M, = {f €C*(X): f(x) = O}.

Observamos que (1). M, é um ideal em C*(X). Dados f,g € M,,a € C e h € C*(X),
temos que (7). f+g e C*(X)e (f+g)(x)=f(z)+g(x) =0+0=0.Logo f+g € M,.
(). af € C*(X) e (af)(z) = af(z) = a0 = 0. Logo af € M,. (iii). h-f € C*(X)
e (h- f)(x) = h(z)f(x) = h(x)0 = 0. Logo h - f € M,. (2). M, é um ideal préprio
em C*(X). Seja I, a identidade de C*(X), ou seja, I,(y) = 1 para todo y € X. Entao
I,(x) =1 +# 0. Logo I, ¢ M,, e M, é um ideal préprio em C*(X). (3). M, ¢é um ideal
maximal em C*(X). Suponhamos, por absurdo, que M, nao é maximal em C*(X). Entao
existe J C C*(X) : um ideal maximal tal que M, & J G C*(X). Logo existe f € J, mas
f & M,, ouseja, f(x) # 0. Denotamos f(x) por 3, isto é, 3 = f(x). Logo f— 1, € M,, pois
(f = pB1L,)(x) = f(z)— Bl (x) = — 1 =0. Como M, C J, entdo f — I, € J. Como f € J
e J é um ideal maximal, temos que —f € J. Logo (f — B1,) + (—f) € J, isto é, —fG1I, € J.
Como J é um ideal, temos que (1/—3)(—p31,) € J. Logo I, € J, absurdo! Por (1), (2) e

75
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(3), resulta que M, é realmente um ideal maximal em C*(X), ou seja, M, € M.

Podemos definir uma aplicagao © — M, de X em M. Primeiramente provaremos
que a aplicacao x — M, de X em M ¢é injetora. Sejam = # y. Por hipotese, X é um
espago compacto de Hausdorff, logo é normal e 7). Assim, {z} e {y} s@o dois fechados
disjuntos de X. Pelo lema de Urysohn, existe f : X — [0, 1] continua, tal que f(z) = 0
e f(y) = 1. Logo f € M,, mas f ¢ M,. Portanto M, # M,. A seguir provaremos que a
aplicagao * — M, é sobrejetora. Dado M € M, provaremos que existe z € X tal que
M, = M. Como M e M, sao ideais maximais em C*(X), temos que M C M, <= M = M,.
Assim, basta provar que existe z € X tal que f(x) = 0 para todo f € M. Suponhamos, por
absurdo, que, para cada = € X, existe f € M tal que f(x) # 0. Como f é continua, existe
uma vizinhanga U, de x em X tal que f(y) # 0 para todo y € U,. Logo {U, : x € X} é uma
cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe uma subcobertura finita, ou seja, existem
Uy, Us,...,U, € {U, : x € X} tais que X = Uy UUs,---UU,. Sejam f1, fo,..., fn € M que

correspondem a Uy, Us, ..., U,. Definimos

g=>_fi-=Y_Ih"
=1 =1

Como M é um ideal e f; € M, para todo i € {1,2,...,n}, temos que g € M. Observamos
que g(z) > 0 para todo € X. De fato, para cada x € X, existe U;, ondei € {1,2,...,n}, tal
que z € U;. Logo fi(x) # 0e|f;(z)]* > 0. Portanto g(z) = >_1, | fi(z)| > 0. Assim, podemos
tomar uma aplicacao h definida por h(z) = 1/g(x) para todo z € X. Como ¢ é continua e
limitada e X é compacto, h é continua e limitada, ou seja, h € C*(X) e h-g=g-h = I,.
Como g € M e M é um ideal maximal, temos que h-g € M. Logo I,, € M, absurdo! Portanto
a aplicagcao x — M, é sobrejetora de X sobre M. Logo podemos identificar X com M,
ou seja, r = M,. Agora, dado x € X, provaremos que f(M,) = f(z). Pela demonstracao do

Teorema 3.1.1, temos o diagrama a seguir :

c*(X) — C*(X)/M, —C
fr— [+ M,

M, + M) —— X = f(M,).

Entao, para provar f(M,) = f(z), basta provar que f(x) = A. Pelo diagrama acima,
temos que f + M, = A(I, + M,). Entao existem g,h € M, tais que f + g = A, + h).
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Entao (f + g)(z) = [AMIn + h)|(x), f(z) + g(x) = A[L.(x) + h(z)]. Logo f(z) = A, pois
g(z) = h(z) = 0 e I,(z) = 1. Portanto temos que f(M,) = f(z). Pela definicio de f,
temos que f(Mw) = f(M,). Entao resulta que f(MZ,) = f(x). Como jd identificamos X
com M através da aplicacao bijetora ©+ — M, temos que f: f. Além disso, como, pelo
Teorema 3.4.1, a aplicagao de Gelfand f — J?é bijetora de C*(X) sobre C*(M), temos que
C*(M) = C*(X). Agora provaremos que a topologia em X coincide com a topologia gerada
por todos os f € C*(X). Sejam 7 a topologia de X e 7, a topologia fraca gerada por todos
os f € C*(X). Provaremos que 7 = 7,. Como 7,, C 7 vale sempre, basta provar 7 C 7.
Seja U € T e seja x € U, logo z ¢ X\U que é fechado. Como X é completamente regular,
pois, por hipétese, é espago compacto de Hausdorff, existe f : X — [0, 1] continua tal que
flx) =0e F(X\U) = {1}. Seja V,, = {y € X : f(y) < 1} = f710,1) € 7,. De fato,
[0,1] = [0, 1] x [0,0] é um subespago topolégico de C =R x R e [0,1) = [0,1) x [0,0] é um
aberto de [0, 1], pois (—1,1) x (=2,2) é um aberto de C=R xR e [0,1) =[0,1) x [0,0] =
(—1,1) N [0,1] x (=2,2)N[0,0] = (=1,1) x (—=2,2) N [0,1] x [0,0]. Como f: X — [0,1] é
continua, temos que f~'[0,1) € 7,. Logo x € V, = f71[0,1) C U, pois f(z) =0 < 1; e se
existe y € V, mas y ¢ U, entdo y € X\U. Logo f(y) = 1 é uma contradi¢do. Como, para
cada x € U, existe V, € 7, tal que x € V, C U. Logo U = U,cyV, € Ty. Logo 7 C 7.
Portanto a topologia em X coincide com a topologia gerada por todos os f € C*(X). Como,
na secao 3.1, sabemos que em M colocamos a topologia fraca gerada por todos os ]? € C*(M)
, e agora temos que f = ]/“\, e a aplicacao de Gelfand f — fAé bijetora, podemos considerar
que X e M sao dois espagos topolégicos coincidentes. Resumimos todos os resultados no

seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Seja X um espagco compacto de Hausdorff e M o espaco dos ideais mazx-
imais na B*— dlgebra comutativa C*(X). Entdo, cada x € X corresponde ao ideal mazimal
M, definido por M, = {f € C*(X) : f(x) =0}, e x — M, é uma aplicagdo bijetora de X
sobre M. Se essa aplicacao é usada para identificar M com X, entao M e X sdo espacos
topoldgicos coincidentes, C*(M) e C*(X) sdo coincidentes, e a aplica¢ao de Gelfand f — f
¢ a aplicacao identidade de C*(X).

A idéia principal deste teorema é que ideais maximais em C*(X) correspondem, de
modo natural, a pontos de X. Agora, estendemos essa idéia para obter uma caracterizagao

similar de ideais préprios fechados em C*(X). Sejam X um espaco compacto de Hausdorff e
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F um conjunto fechado nao vazio de X. Definimos
I(F) ={f €C(X) e f(F)=0}.

Observamos que (1). I(F') é um ideal em C*(X). Dados f,g € I(F),aa € C e h € C*(X).
Temos que, dado z € F, (7). f+g€C(X), e (f+g)(z)=f(zx)+g(x)=0+0=0. Entao
(f+9)(F)=0.Logo f+g € I(F). (ir). af € C*(X), e (af)(z) = af(x) = a0 = 0. entdo
(af)(F) =0.Logo af € I(F). (iii). h-f € C*(X), e (h-f)(x) = h(x)f(z) = h(z)0 = 0. Entéo
(h- f)(F)=0.Logo h- f € I(F). Portanto I(F') é um ideal em C*(X). (2). I(F') é um ideal
préprio. Seja I, a identidade de C*(X), logo I,(F) = {1} # {0}. Portanto I,, ¢ I(F'), e entao
I(F) é um ideal préprio. (3). I(F) é fechado de C*(X). Provaremos que I(F) = I(F). Dado
f € I(F), provaremos que f € I(F). Como f € I(F), existe uma seqiiéncia (f,)> c I(F)
tal que f,, — f. Seja x € F|, temos que 0 = f,,(x) — f(x). Entao f(z) = 0. Logo f € I(F).
Por (1), (2) e (3), resulta que I (F") ¢ um ideal préprio fechado em C*(X'). Podemos definir uma
aplicacdo F' — I(F’) da classe de todos os fechados nao vazios de X no conjunto de todos os
ideais préprios fechados em C*(X ). Provaremos que a aplicagao F' — I(F') é injetora. Dados
Fy # F5, sem perda de generalidade, podemos supor que existe z € F; com = ¢ F;. Por
hipdtese, X é um espaco compacto de Hausdorff e portanto é completamente regular. Entao
existe f : X — [0, 1] continua tal que f(F3) = {0} e f(z) = 1. Logo f € I(Fy) e f & I(F}).
Entao I(F)) # I(Fy). Agora, provaremos que a aplicacdo F' — [(F') é sobrejetora. Seja [
um ideal préprio fechado em C*(X). Se I = {0 : a funcado nula } o ideal zero, tomamos que
F=X logo I(F)=1(X)={feC(X): f(X)={0}} ={0: afuncdonula } =I. Se I

nao é o ideal zero, definimos
F={reX: f(x) =0 para todo f € I}.

Provaremos que F' é um subconjunto fechado nao vazio de X. De fato, F' = Npe{x € X :
f(z) =0} = NserfH({0}). Como {0} ¢ fechado de C temos que F ¢ fechado de X. Como
I é um ideal préprio, existe M, : um ideal maximal de C*(X) tal que I C M, := {f €
C*(X) : f(z) = 0}. Entao f(z) = 0 para todo f € I. Portanto = € F. Logo F' # ¢. Agora,
provaremos que I(F') = I. Como [ C I(F) é imediato, pois dado f € I, f(x) = 0 para todo
x € F,logo f € I(F), basta provar que I(F) C I. Seja f € I(F). Como I(F) e I sao ideais,
ambos contém 0 : a funcao nula. Portanto, suponhamos f # 0. Primeiramente provaremos
que se f se anula em um aberto G de X que contém F', entao f € I. Como G é aberto de
X, entao G' = X\G é fechado de X. Logo G’ é compacto, pois X é compacto. Como f # 0
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e f(G) = {0}, temos que G # X. Logo G’ # ¢. Dado x € G' = X\G, temos que x ¢ F.
Logo existe g € I tal que g(z) # 0. Como g é continua, existe U,: uma vizinhanga de x tal
que g(y) # 0 para todo y € U,. Logo U, NG’ é um aberto de G’ contendo z. Entao temos
que {U, NG : x € G'} é uma cobertura aberta de G'. Como G’ é compacto, existe uma
subcobertura finita, ou seja, existem U1NG', UsNG', ..., U,NG" € {U,NG' : x € G'} tais que
G' = VUL {U;NG"}. Sejam g1, g2, - . ., gn € I que correspondem a UyNG', UsNG', ..., U, NG".

Definimos
9o = Zg@' = Z |gil*.
i=1 i=1

Como g; € I paratodoi € {1,2,...,n}, e I éum ideal, temos que g, € I; e para todo x € G,
g.(z) > 0. Entao podemos tomar uma aplica¢ao h, : G — R definida por h,(z) = 1/¢.(z)
para todo x € G’. Logo h, é limitada, pois é continua num compacto G’. Entao existem
a,b € Rtal que h, : G' — [a, b] é continua. Como X é normal, pois X é um espaco compacto
de Hausdorff, G’ é fechado de X, e h, : G’ — [a, b] é continua, pelo teorema de extensao
de Tietze, h, pode ser estendido a uma func¢ao continua h : X — [a,b]. Logo h € C*(X) e
go-h € I, pois g, € I e I é um ideal. Observamos que f = f(g, - h). De fato, se z € G’,
temos que f(g, - h)(z) = f(x)(g. - h)(z) = f(x)g.(x)1\g.(x) = f(z). Se z € X\G' = G,
temos que f(g, - h)(z) = 0(g, - h)(x) = 0 = f(x). Como g, -h € I, e I éideal, temos que
f(g. - h) €1, ouseja, f € I. Agora, voltamos ao caso geral, provaremos se f € I(F), f # 0,
entdo f € I. Dado € > 0. Sejam K = {z : |f(z)| <¢€/2}, e L ={x :|f(z)| > €}. Observamos
que K e L sao dois fechados disjuntos de X. De fato, é claro que K e L sao disjuntos. Como
K = |f]7'0,¢/2] e L = |f| " [e, +00); e [0,€/2] e [¢,+00) sao fechados de R, temos que K e
L sdo fechados de X. E imediato que K # ¢, pois f(F) = {0}. Como f # 0, existe z € X
tal que |f(z)] > 0. Logo L # ¢ se € for suficientemente pequeno. Entao escolhemos ¢ > 0
suficientemente pequeno tal que K e L sao dois fechados disjuntos nao vazios de X. Como
X é normal, pois é um espago compacto de Hausdorff, temos que, pelo lema de Uryshon,
existe g : X — [0, 1] continua tal que g(K) = {0} e g(L) = {1}. Definimos h = f - g.

Observamos que
[ f=hl=lf=f-gl=lfA-g)l<e

De fato, || f — h ||= sup{|(f — h)(x)| : z € X} = sup{|f(1 — g)|(x) : * € X}. Se z € K,
entao [f(1 —g)|(z) = [f(x)(1 = 0)] = [f(z)] < €/2 < e Sex € L, entao [f(1 - g)|(z) =
[f(x)(1 =1)[=0<e Sexe X\KUL, entao |f(1 —g)|(x) = [f(x)(1 = g(z))| < |f(z)] <e
Portanto || f —h ||< €. Seja G = {x € X : |f(z)| < ¢/3}. Observamos que (1). G é aberto
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de X que contém F. De fato, G = |f|710,¢/3) e |f] : X — [0, +00) é continua. Como
[0,€e/3) = (—€/3,¢/3) N[0, +00) é aberto de [0, 400), temos que G é aberto de X. Se z € F,
entdo f(z) =0, e |f(z)] =0 < €/3, logo x € G. Portanto I C G. (2). h se anula em G.
De fato, para todo x € G, h(z) = (f - g)(x) = f(z)g(xz) = f(x)0 = 0. Por (1) e (2), resulta
que h se anula em um aberto G de X que contém F. Logo h € I. Portanto, para cada
¢ > 0 suficientemente pequeno, existe h € I tal que | f — h ||[< e. Logo f € I. Como [ ¢
fechado, temos que f € I. Portanto a aplicacdo F' — I(F’) é bijetora. Resumimos todos os

resultados no

Teorema 4.1.2. Seja X um espago compacto de Hausdorff. A cada subconjunto fechado
ndo vazio F' de X, corresponde um ideal proprio fechado I(F') em C*(X) definido por I(F') =
{f eC(X): f(F) ={0}} e F — I(F) € uma aplicacio bijetora da classe de todos os

fechados nao vazios de X sobre o conjunto de todos os ideais proprios fechados em C*(X).
Obtemos como conseqiiéncia deste Teorema 4.1.2 o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3. Se X ¢ um espaco compacto de Hausdorff, entdo cada ideal fechado em

C*(X) € a intersecdo de ideais maximais que o contém.

Demonstracao. Seja [ um ideal fechado em C*(X). Provaremos que I = "{M : M €
Mel C M}. Se I = C*(X), entao {M : M € Mel C M} = ¢, e é claro que Ng =
C*(X) = I. Se I é um ideal préprio fechado em C*(X), pelo Teorema 4.1.2, existe F', um
subconjunto fechado nao vazio de X, tal que I = I(F). E imediato que I C N{M: M e
M el C M}. Entao basta provar que I D N{M : M € M eI C M}. Suponhamos, por
absurdo, que existe g € C*(X) talquege N{M : M e Mel C M}, mas g ¢ I = I(F).
Logo existe x € F tal que g(z) # 0. Observamos que o ideal maximal M, = {f : f €
C*(X) e f(z) =0} contém I. Entao g € M, e .. g(x) = 0, o que é uma contradigao. d

Pelo Teorema 4.1.1, podemos identificar um espaco compacto de Hausdorff X com
o espago M dos ideais maximais de C*(X). Como ideais maximais em C*(X') sdo objetos de
natureza puramente algébrica, segue que X é totalmente determinado, tanto como conjunto
quanto como espago topolégico, pela estrutura algébrica de C*(X). A partir desta observagao,

temos o teorema seguinte.

Teorema 4.1.4 (O teorema de Banach - Stone). Dois espacos compactos de Hausdorff

X eY sdo homeomorfos <= as dlgebras C*(X) e C*(Y') sdo isomorfas.
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Demonstracao. Primeiramente provaremos que se dois espacos compactos de Hausdorff
X e Y sdo homeomorfos entao as algebras C*(X) e C*(Y) sao isomorfas. Consideramos o
homeomorfismo H : X — Y. Se f € C*(X) entao fo H' € C*(Y). De fato, fo H' ¢
continua, pois f e H~! sao continuas, e f o H~! é limitada, pois f ¢ limitada. Definimos
T:C*(X) — C*(Y) por T(f) = fo H'. Observamos que (1). T é injetora. Dados f; # fs
provaremos que T'(f1) # T(f2). Como fi # fa, existe z € X tal que fi(z) # fo(x). Como H
é bijetora, existe o tinico y € Y tal que H *(y) = z. Logo fi(H *(y)) # f2(H '(y)), isto é,
(fro H ) (y) # (fao H)(y). Logo fro H™' # fao H™', ou seja, T(f1) # T(fa). (2). T é
sobrejetora. Dado g € C*(Y), provaremos que existe f € C*(X) tal que T'(f) = g, ou seja,
foH ! =g. De fato, basta tomar f =go H. Logo f € C*(X) e foH ' =g. (3). T éum
homomorfismo. Dados f1, fo € C*(X) e a € C, temos que (3,). T(f1 + f2) = T(f1) + T(f2).
Dado y € Y, temos que

[T(fi+ ) = [(fi + fo) o HY(y)
= (fi+ f)(H ()
= [H(H ' (y) + f(H'(y))
= (fio H () + (foo H)(y)
= [(fiocH ™)+ (fao H ()
= [T(f1) + T(f2)](y)-

Logo T(f1+ f2) = T(f1) + T(f2). (3p). T(af1) = aT'(f1). De fato, dado y € Y, temos que

[T(af)lly) = (afioH™
= (afi)(H™
= afi(H 'y
= affioH™*
= oI (f1)(y).

(y)
Y))

— ~—

~ —
—_— —

y)
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Logo T(vfy) = oT'(f1). (3c). T(f1.f2) = T(f1)T(f2). Dado y € Y, temos que

[T(fif)lly) = [(fif2) o H ) (y)
= (L )(H(y)
= AHT () LH ()
= (ho H)W)(/f2 OH‘I)(y)
= [(fio H)(f20 H ))(y)
= [T(H)T()](Y).

Logo T'(f1f2) = T(f1)T(f2). Por (1), (2) e (3), resulta que 7" é um isomorfismo sobrejetor, e
. C*(X) e C*(Y) sao isomorfas. A seguir provaremos que se as algebras C*(X) e C*(Y) sao
isomorfas estao os espagos compactos de Hausdorff X e Y sao homeomorfos. Sejam My
e My os espagos dos ideais maximais de C*(X) e C*(Y'), respectivamente. Como C*(X)
e C*(Y) sao isomorfas, existe 7' : C*(X) — C*(Y) um isomorfismo sobrejetor. Assim, se
M, € Mx entao T'(M,) € My. Provaremos que a aplicagdo M, — T(M,) de Mx em My
é bijetora. (a). A aplicacdo M, — T'(M,) é injetora. Dados M,, # M,,, provaremos que
T(M,,) # T(M,,). Suponhamos, por absurdo, que T'(M,,) = T(M,,). Como T é bijetora,
temos que T~ T(M,,)] = T~ T (M,,)]. Logo M,, = M,,, o que é uma contradi¢do. (b). A
aplicagdo M, — T'(M,) é sobrejetora. Dado M, € My, provaremos que existe M, € My
tal que T'(M,) = M,. De fato, basta tomar M, = T~'(M,). Logo M, € Mx e T(M,) = M,.
Por (a) e (b), temos que a aplicagdo M, — T'(M,) é bijetora. Pelo Teorema 4.1.1, sabemos
que existe y € Y tal que T'(M,) = M,. Vejamos o diagrama embaixo :

X — MX i ./\/ly — Y
r — M, — T(M,)
I

M,

Yy > y

Como, pelo Teorema 4.1.1, temos que as aplicagoes x — M, e M, — y sao bijetoras,
resulta que * — y é uma aplicacao bijetora de X sobre Y. Logo podemos identificar X
com Y, ou seja, X =Y. Entao, dado x € X, lembrando que a aplicagao v — M, —

T(M,) = M, — y é bijetora e o diagrama do Teorema 4.1.1, consideramos o diagrama a
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seguir :

cC(X) — C(X)/M, — C — C(Y)/M, — C*Y)
f —  f+M, T(f)+M, — T(f)
a(l, + M) — «a B N ﬁ(]y + My)

flx)  T()y)

Provaremos que f(x) = T'(f)(y). Pelo diagrama acima, basta provar que o = T'(f)(y). Como
f+M, = a(l,+M,), temos que T'(f+M,) = T[a(I,+M,)]. Como T é um isomorfismo, temos
que T(f)+T(M,) = o[T(I,)+T(M,)]. Logo T(f)+ M, = a(I,+ M,), e existem g1, g2 € M,
tal que T'(f) + g1 = a(ly + g2). Logo (T'(f) + g1)(y) = al(Zy + g2)W)], T(f)(y) + 91(y) =
a[I,(y) + g2(y)]. Logo T'(f)(y) = a, pois ¢1(y) = g2(y) = 0, e I,(y) = 1. Portanto resulta que
f(z) =T(f)(y). Como ja identificamos X com Y, resulta que f = T'(f). Sabemos que, pela
demonstracao do Teorema 4.1.1, a topologia de X coincide com a topologia fraca gerada por
todas as f € C*(X), e a topologia de Y coincide com a topologia fraca gerada por todas as
T(f) € C*(Y). Como f = T(f) e, por hipétese, a aplicacdo f — T'(f) é bijetora, temos
que X e Y sao dois espagos topoldgicos coincidentes. Como a aplicacao © — y é bijetora
de X sobre Y, e X e Y sao dois espacos topoldgicos coincidentes, segue que x — y é um

homeomorfismo de X sobre Y, ou seja, X e Y sao homeomorfos. O



Notas Historicas

Nossa apresentagao tem seguido o livro de G. F. Simmons|[9]. A seguir indicamos as

origens dos resultados apresentados aqui.
Capitulo 1

O teorema de aproximagao de Weierstrass(Teorema 1.1.1) foi provado em 1885 por
Weierstrass[10]. O teorema de Stone - Weierstrass(Teorema 1.2.3) foi provado primeiramente
por M. H. Stone[7]. Veja Também Stone[8].

Capitulo 2
A Observagao 2.4.9 foi publicada(sem demonstragao) por Mazur[5].
Capitulo 3

*— algebras de Banach, tanto comutativas quanto nao comutativas, foram discutidas
primeiramente, sob certas hipdteses especiais, por Gelfand e Neumark[3]. Em particular, eles

obtiveram o teorema de Gelfand - Neumark(Teorema 3.4.1).
Capitulo 4

O primeiro resultado relativo ao Teorema 4.1.4 foi dado por Banach[l. p.170]. Ele
provou que, quando X e Y sdo espagos métricos compactos, uma isometria entre C(X) e C(Y)
implica um homeomorfismo entre X e Y. Stone[7] generalizou este resultado para o caso de
espacos compactos arbitrarios. O teorema 4.1.4, cujas hipéteses nao envolvem métricas nos
anéis, foi dado por Gelfand e Kolmogoroff[4], a demonstracao apresentada no texto é deles.
Este teorema ¢é proveniente dos resultados mencionados acima, dados por Banach e Stone, e

do fato que isomorfismo implica isometria.
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