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Resumo

Realizamos um estudo sobre defeitos topologicos, estruturas for-
madas ao longo do processo de quebra de simetria do vacuo.
Apés um resumo dos modelos mais simples para estes defeitos
trabalhamos mais profundamente com textura, um tipo de de-
feito topoldgico global que pode ser visualizado como um ponte
no espago-tempo, um evento singular.

Fazemos uma revisio de artigos sobre texturas e incluimos alguns
resultados e criticas. Revemos modelos de anisotropia na radiagao
de fundo causada pela textura e estudamos o uso de uma solucéo
analitica para simular o processo de formagdo de estruturas de
larga escala. Finalmente sugerimos um possivel defeito topoldgico
proveniente da quebra de simetria de grupos nio abelianos.



Abstract

Topological defects, structures formed during the spontaneous
symmetry breaking process are studied. Firstly we make a sum-
mary of the simplest models for these defects. Then we look
closely the textures, a global topological defect that can be rep-
resented as a point in space-time, 1.e., an event.

We examine some articles about textures adding some results and
criticisms. We make a review of models of textures as seeds to
fluctuations in the cosmic background radiation density. The use
of analytic solution is study in connection with creation of large
scale structures. Finally, we suggest a new topological defect
obtained from the symmetry breaking of non-Abelian groups .



Capitulo 1

Defeitos Topoldgicos

1.1 Quebra de Simetria

Nas teorias modernas de unificacao dos campos é de grande importincia o
processo conhecido como quebra espontanea de simetria [1]. A hipStese é que
em alguma época do Universo havia uma simetria no vacuo que nao é obser-
vada hoje em dia. Com a expanséo cosmoldgica a temperatura foi diminuindo
e esta simetria fol se quebrando em sucessivos processos até chegar ao que
encontramos hoje no vacuo que é SU(3) x U(1}, o primeiroc das interagses
fortes e o segundo do eletromagnetismo. De todos os possiveis processos de
quebra de simetria o gue possut maior comprovagao experimental é aquele
onde se quebra a simetria da forca eletrofraca, SU(2) x U(1), na eletro-
magnética, U(1) gy, e fraca ,que nao tem simetria definida [2]. A hipdtese de
que a simetria nao observada foi quebrada a medida que a temperatura do
universo caiu sugere que de alguma forma deve haver um potencial detentor
de uma maior simetria que se quebra espontaneamente. Um modelo simples

é dado pela lagrangeana para o campo real ¢:

L =310,00"¢—V(9),
2 1,22 ; 1y .4 (1.1)
V{g) = —3m?e° + 100"

Observa-se que esta lagrangeana tem a simetria de reflexdo L(¢) =
L{—¢), no entanto de acordo com a fisica quintica o estado do vécuo, i.e.
estado fundamental, deve ser escolhido em torno de um ponto de equilibrio
estavel do potencial cldssico V{(¢). Para o potencial escrito em (1.1) este
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1.1. QUEBRA DE SIMETRIA 7

estado corresponde aos possiveis valores médios de ¢:

()x = Eym?/X. (1.2)

Torna-se evidente que em torno de um dos estados fundamentais se perde a

simetria de reflexao desta Lagrangeana.
O tensor de energia momento candnico para o campo escalar ¢ € dado

por
T} = 0,489 — Lg), . (1.3)
Tomando um valor constante para ¢ = +4/m?/) a densidade de energia do
vacuo fica:
T = p, = 24 (1.4)
( 0/ = Pv = 4 . .

Devemos exigir que a energia do viacuo seja menor do que qualquer outra
energia fundamental encontrada na natureza, uma boa escolha, portanto, é
se anular. Para tanto se acrescenta 3 lagrangeana anterior o termo m*/\
deste modo um modelo mais aceitdvel tem a lagrangeana:

L= 0,606~ 36" ). (15)

A forma deste novo potencial é semelhante & equagdo (1.1), no entanto h4
que se estudar com mais cuidado os minimos, ou seja, os pontos de equilibrio
estdvel. Podemos fazer uma andlise qualitativa da simetria do potencial
aumentando a temperatura de modo a chegarmos em uma alta temperatura
aceitivel como sendo a do universo primordial. Consideremos o Universo
primordial como uma sopa de plasma, usando uma aproximacao para alta
temperatura [4], o potencial tem a forma:

Ve($) = V(#) + 5T, (16)

onde V(¢) é o potencial dado em (1.5) e a é uma constante adimensional
que depende do parametro X e do acoplamento de Yukawa. Deste modo em
{¢) = 0 a segunda derivada do potencial vale aT? — n?, conseqilentemente
para T > 7(2)1/2) este & um ponto de equilibrio estivel e a massa do béson
fisico correspondente a este campo é m% = 3(aT? — An?). A partir do valor
critico T, = n(2)/D se quebra a simetria pois o ponto (¢) = 0 ndo é mais
minimo local.
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Figura 1.1: Esquema qualitativo da quebra de simetria de um campo escalar
simples.

A quebra espontanea de simetria no entanto nao ocorre suavemente como
foi descrito aqui, defeitos topolégicos surgem durante esse processo. Hstes
podem ser paredes, cordas, monopolos ou texturas determinados de acordo
com o grupo de simetria do potencial, relacionado, neste caso, com o nimero
de campos escalares que constituem o multipleto ¢®. Podemos justificar a
necessidade do aparecimento dos defeitos no fato de que deve haver somente
um minimo no potencial que corresponda ao ponto de vicuo, porém o po-
tencial de (1.5) possui dois no caso que ¢ é um singleto, onde a lagrangeana
tem uma simetria discreta e um anel, uma superficie ou algum conjunto de
minimos no caso de ¢ ser um multipleto e a lagrangeana tem uma simetria
continua que é quebrada.

O defeito é, na realidade, uma regiao de falso vicuo distribuida em torno
do ponto que correspondia ao minimo do potencial quando T > T, (¢ = 0) .
A sua estabilidade é garantida por uma carga topoldgica que se conserva, A
quebra de simetria em si é feita através de condi¢Ges de contorno ou vinculos
que alteram a simetria do campo. O termo falso vicuo é usado pois o tensor
de energia-momento do defeito nao é nulo porém ele é a solucao estavel
localizada em torne do ponto de vacuo que minimizava a lagrangeana antes
quando a temperatura era maior do que a critica,
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Genericamente se imagina que a lagrangeana tem uma simetria maior
e esta é decomposta em subgrupos onde ocorre a quebra de simetria, fisi-
camente podemos imaginar que o campo de ¢ € constituido de uma su-
perposicao nao linear de campos de bdsons, cada qual pertencendo a um
determinado grupo de simetria, esquematicamente teriamos

SU(B) — ... — SU(3) x SU(2) x U(1) x Za — ... = SU(3) x U(1). (1.7)

1.2 Paredes de Dominio

O mais simples dos defeitos ¢ a parede de dominio {domain wall} , este pode
acontecer quando ¢ é wm campo escalar simples e ha inicialmente simetria
de reflexao do potencial, ou seja, se cria a parede quando a simetria Zy é
quebrada, ou ainda, alguma cutra simetria discreta.

Considerando que a parede se encontra no plano xy, ou seja a solugao
nao depende destas coordenadas, podemos definir um funcional de energia
positivo e finito associado & lagrangeana dada em (1.5)

P [T a: joors o+ @ -y s

A condigao de que este funcional seja finito implica na anulagao das
derivadas do campo no infinito além de ¢ tender assintoticamente aos minimos
do potencial (ndo necessariamente o mesmo). Isto posto definimos a corrente
k* e a carga ) para este potencial

ko= 78,4, (1.9)
Q = Vi/m [_m dz k°, (1.10)

para este caso facilmente verificamos que ¢} se conserva pois

Q = ¢loo — ¢|-co %(g = ¢|m - qf)|_m =0 {por hipdtese).

Podemos notar também que a solugao trivial, ¢ = £, tem carga topolégi-
ca nila queremos, no entanto, uma solugao estavel topologicamente que nao
pode ser deformada na trivial pois desta forma estariamos escolhendo arbi-
trariamente o ponto de vdcuo. A equagio proveniente de (1.8) é
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0o + Ap(¢? —77) =0, (1.11)
vinculando-a & condigao
im do(2) = L9, (1.12)

temos uma solucao com carga topolégica nao nula que, portanto, pertence a
outro setor topoldgico. De certa forma o que estamos fazendo é separar os
dois pontos de minimo por uma parede que seri a regiao de falso vicuo. A
solugio estatica é

$olz) = ntanh(z/6) (113)

.54

0.5

-4 2 9 2 4

Figura 1.2: Solugao tipo kink para uma parede,

onde § = (A"1/2171) se interpreta como a largura da parede. No limite para
7 muito grande o grafico do potencial em fungéo de z nos mostra que os dois
minimos s&o separados por uma fungio que tende a uma delta de Dirac em
z =10. O Tensor de energia-momento para o campo dado por (1.13) é

T# = Mp*[cosh(z/6)] *diag(1,1,1,0), (1.14}

que nos mostra que a densidade newtoniana associada [5], Prewt = £ + Pz +
Dy + Pz, é negativa, ou seja o efeito da parede sobre uma particula de teste é

repulsivo.
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Figura 1.3: Representagao da parede. O grafico mostra que ela esté localizada
no centro do potencial.

1.3 Cordas Cdsmicas

Quando a lagrangeana tem simetria abeliana U(1) [6] e esta se quebra aparece
o defeito topoldgico chamado de corda cdsmica. A lagrangeana usada neste
caso tem a forma inicial semelhante a dada em (1.5) no entanto a simetria
do campo nos leva 3 definicio de um campo escalar complexo de modo que
a lagrangeana é:

= 25,8040" — (20" —?)" (1.15)

O exemplo mais simples de corda € a global, obtida considerando a simetria
global U(1). A lagrangeana (1.15) é invariante pela transformacao global

d — 7, (1.16)
A corda sera escrita da forma:

® = v(p)e?, (1.17)
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neste caso o mecanismo de quebra de simetria gera bésons de Goldstone [7] e
a simulagao numérica da evolugdo deste tipo de corda mostra que a energia
destes nao sdo compativeis com a escala de GUT (Grand Unified Theory),
que determina a faixa de temperatura do Universo na época de quebra de
simetria.

A alternativa é se trabalhar com simetria local. Pressupondo a simetria
U(1) a lagrangeana acima deveria ser invariante pela transformagio depen-

dente da posigao
d — 0, (1.18)

A parte que possui ¢ médulo quadrado de ® claramente é invariante sob essa
transformacao contudo, comeo a fungao ¢ depende de x, a parte que possui a
derivada de ® néo € invariante pois se transforma como

P — e PO P — i(8)e . (1.19)
O que se faz é adicionar ao sistema o campo vetorial A* que obedece:
AF — AF 4 :1;6"9, (1.20)

onde e é uma constante. Deste modo o termo (8* + ieA*)®, que é uma
derivada covariante do campo ®, se transforma como

(0% + ieAM)D — e “(OF + ieAM)D. (1.21)

A introdugao do campo A* na lagrangeana nos obriga a acrescentar a
derivada de A* definindo

FH =9 AY — &Y AF, (1.22)

ficamos com a seguinte forma para a lagrangeana com simetria local U(1):
1 A
L=—F"Fu+ (8, —ieA,)D* (0" +ieA*)D — Z(<1:-¢’* —n%)%  (1.23)

Claramente podemos ver que tal expressao tem a simetria local do grupo
abeliano U(1) e é interessante observar que esta é a forma da lagrangeana de
interagao do campo vetorial eletromagnético A* com um campa escalar de
spin zero ®. Esta simetria,U(1)gas, é a encontrada atualmente no vicuo para
o eletromagnetismo apds a diminuigido temperatura do universo ao longo de
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sua evolugac mas neste caso em que trabalhamos A* nio é necessariamente
o campo vetorial do eletromagnetismo.

Como ¢ é uma campo complexo podemos escrevé-lo em fungao de dois

campos escalares reais
® = (¢+id)/V2 (1.24)

De modo anélogo ao explicado anteriormente a simetria desta lagrangeana
tende a se quebrar a medida que a temperatura do Universo diminui. O ponto
de minimo estével do potencial V(®) era (®} = 0 e passa a ser um circulo
de minimos localizado no plano complexo definido por ¢ € ¢y , (@) = ne®®)
onde a fase # pode depender da posicdo.

O estado fundamental, no entanto, deve ser tinico. Podemos imaginar um
caminho fechado. O valor que se acrescenta ao angulo f quando completamos
o percurso, A, deve ser um miiltiplo de 27. Todavia, para deformarmos esta
trajetéria de modo a contrairmos o anel de minimos em um Unico ponto, cria-
se uma deformagao no caminho fechado através de um déficit em Af. Este
tipo de recurso pode ser visualizado como a “transformacao” do disco plano,
que contém o anel, em um cone e os caminhos fechados tendem ao vértice
deste. Por isso este tipo de deformagao gera o que se chama de singularidade
conica. A linha transversal ao plano de ® é, portanto, uma representacao
assintética da regiao de falso vicuo chamada de corda césmica.

A solugao a grandes distancias para este tipo de corda é

d ne(ma},
A~ —ie™16,[In(P /7], (125)

e a métrica aproximada para este tipo de corda tem a formal:
ds? = dt? — d2® — dr? — (1 — 4G u)rtd6>. (1.26)

O déficit do angulo é mostrado na componente ggs da métrica e it € a densi-
dade linear da corda.

O winding number (ndmero de voltas) N que aparece nas solugdes (1.17,
1.25) significa quantas vezes esta solucio cobre o espago e é de vital im-
portancia pois ele garante a estabilidade topolégica da solugao uma vez que
a solucao exata estd localizada no méximo do potencial.

Genericamente o winding number é definido de forma andloga a carga
topoldgica como uma quantidade que se conserva. Para uma solugao axial-

mente simétrica

L Consideramos nesta solugo ¢ em todo o restante da dissertacéio ¢ = 1.
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® = p(p)el®, (1.27)

ele se escreve da forma

N = §71r_z / £(6)d8. (1.28)

No caso da corda fica interessante perceber que no processo de quebra de
simetria a corda quebra o grupo U(1) no grupo de simetria discreta Z,, onde
este mesmo N é o winding number da corda.

A corda é, por enquanto, o defeito topoldgico com mais interesse no pro-
cesso de formagao de estruturas. Estuda-se a evolugdo temporal de vérias
cordas e todos os processos dinadmicos envolvidos, com isso se chega a tipos
bem mais complexos de cordas como loops e malhas de cordas que néo sao de-
scritos ao longo da tese mas, sem duvida, corda césmica € o defeito topoldgico
que mais despertou interesse no contexto de cosmeologia.

1.4 Monopolos

O primeiro grupe nao abeliano (ndo comutativo) na sequéncia é SU(2), por-
tanto o campo escalar a ser considerado é um dupleto complexo. Através de
condigdes que se impoem a este campo quebramos a simetria da lagrangeana
similar a dada em (1.5) e obtemos um defeito topolégico de simetria esférica,
o monopolo.

A forma mais simples do monopolo ¢ feita usando simetria SO(3) na
lagrangeana, parametrizando o campo como um tripleto real, o que pode ser
feito porque a dlgebra de SU(2) € isomérfica a SO(3). A solucio estdtica
mais simples é obtida considerando @ com médulo constante

¢ - =1

Podemos obter solugdes com este vinculo mas jamais teremos solugdes
néo triviais tipo sélitons. Sélitons neste caso sao solugoes localizadas, energia
finita mas nao nula, que nos extremos anulam o funcional de energia.

A afirmacao acima é conseqiiéncia direta do teorema virial de Derrick [8]
que é resumido a seguir:

Seja o funcional de energia estatico definido no espago de dimensio D
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Wigl = [dPa[5VieVig+ Ue6) |,
= [dPs[vilg] + Vil

Encontrando uma solugao estética ¢:1{#) que minimiza o funcional W
podemos definir a familia de um parametro

$a(x) = A ().
Dai chega-se que

Wiga = X PVilg] + A PValg]

como ¢, € um extremo a variacao de W com respeito a A deve ser zero em
A =1, nos levando ao resultado abaixo

(2— D)Vilgy] = DWs[e]. (1.29)

Por (1.29) vemos que quando D é maior que 2 a dnica solugao possivel
é um campo ¢ que anule V4[@] e V3[¢] j& que ambos sao positivos definidos.
Como este resultado vale em todo espago concluimos que nao ha solugoes
nao triviais, sélitons.

Em virtude do resultado acima, a alternativa é trabalhar com um campo
de spin nao nulo. A forma mais simples é escrever a lagrangeana para um
campo de spin-1, em particular campos de gauge. Assim como é feito para
as cordas locais (1.23), que tém simetria U(1), acopla-se tal campo & la-
grangeana que passa a ter simetria local SU(2).

Diferentemente da teoria U(1), o grupo de simetria SU(2) nao é abeliano
e portanto a 4lgebra do espacgo interno nao é comutativa. O campo de gauge
nao é simplesmente um campo vetorial como na tecria U(1), ele passa a ter
indice interno que varia de acordo com o numero de geradores do grupo,
neste caso tres.

Quando afirmamos que a lagrangeana tem simetria local SU(2) equivale
dizer que ela é invariante pelas transformacgoes abaixo: -



1.5. TEXTURAS 16

(L*AL)be — Upa[L°AS + (i/9)18,)ae(U ™ )ec (1.31)

onde

[U(x, )]s = [exp{—2L0%(x, %)}, (1.32)

é um membro do grupo SU(2), sendo que nessa representagao de matrizes
3x3 (La)bc = 1Eghe.
Deste modo a densidade de lagrangeana é:

_1 o a 1 ¢ TGy 1 a i 22
£ =S Dug"DHg* = L Fo, F — 2 (¢ ot (1.33)

onde

F:V = 6;‘14; - ayAﬁ - eEabcAiAzz
D¢ = 8.4° — ecuc AL 4"

Nesta configuragao obtemos uma solugao esfericamente simétrica nao de-
formavel e quando r — o tende a

¢*(r,t) — of,

¥

Az(r, t) — eumls/er.

A simetria SU(2) nos permite associar um campo magnético & solucio
acima também no limite a longas distancias

-

Bf = ey = 22
o _ Zg Fo — DL
i g R T g

1.5 Texturas

A quebra de simetria do grupo SU(2) em SU(1)? sugere o aparecimento de
texturas. No caso dos monopelos SU(2) é quebrado no grupo U(1)

20 grupo SU(1) equivale simplesmente ac nimero 1, ou se€ja, ndo hd nenhum grau de
- liberdade,.
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Considera-se, inicialmente, a representagao bi-dimensional do grupo SU(2)
[9] onde cada elemento do grupo é uma matriz 2 x 2 unitéria com entrada
complexa, UUT = I. Através das matrizes abaixo.

10 0 0 1 i 0
3":(0 1)’31=(i 0)’82=(—1 0)1332(0 _@)’ (1.34)

se constrol um campo escalar ® de modo que a lagrangeana é invariante pela
transformagao £(®) = L{U & U"). O campo & é completamente definido por

um conjunto de campos reais ¢*

3
P = Z Oa-Sa 5 (1.35)
a=>0
de modo que podemos trabalhar com um quadripleto real ¢. No caso da
textura a condicio ®T- @ = 51 é equivalente a

$°¢° = 1. (1.36)

Quando se estd interessado apenas hos campos escalares, 1.é, ndo usando
campos de gauge € usual trabalhar com a textura numa lagrangeana com
simetria maior, SO(4), e se parametriza o campo escalar como um quadripleto
real que quebra a simetria desta lagrangeana através da condigao (1.36). Esta
representa, na realidade, uma aproximagao como a da solucao de cordas dada
em (1.25).

O grupo SU(2) é isomérfico a 83. Isto pode ser verificado através da
parametriza-
¢ao dos elementos do grupo na soma de nimeros reais que multiphcam as
matrizes dadas em (1.34), a condicdo de unitariedade do grupo leva 3 equagio
de uma 3-esfera assim como a textura. Deste modo temos que qualquer outro
defeito topolégico com dimensdo maior néo poderia ser obtide da quebra de
simetria SU(2)—SU(1).

A textura é representada naturalmente por um campo escalar com quatre
componentes reais, esta caracteristica a torna um defeito topolégico peculiar
pois a dimensao do espago interno é a mesma do espago-tempo, fazendo com
que este seja um defeito topoldgico de dimensao zero, cuja representacao é
um ponto no espago-tempo, um evento singular.

3 As matrizes 51, 52, 63 580 obtidas multiplicando por ¢ as matrizes de Pauli.
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Uma das primeiras solugdes para textura é obtida por Davis [10] que

parametriza o campo ¢ como
@ = 1 (cos x, sin x cos @ sin #,sin x sin o sin 4, sin y cos 9},

e introduz (1.36) na agio usando multiplicador de lagrange de modo a ter a
forma

A
S = / dz/—g (%a@ﬂaw = 7 (876" —7")* + (g% - nz)) - (1.37)

A minimizacao desta acao e a especificagao dos dngulos 0, ¢ e y nos
levam aos possiveis tipos de textura. Davis trabalha usando a métrica para
o Universo com curvatura positiva e estuda o comportamento da textura.
Outros autores reformulam esta idéia e definem condigées sobre o compor-
tamento da carga topoldgica da textura. O estudo mais detalhado sera feito
nos préximos capitulos.

E interessante classificar os defeitos topoldgicos através de trés carac-
terfsticas bésicas: a dimensdo do seu comportamento assintético {pontos,
linhas, etc.), a menor simetria que quande quebrada origina tal defeito e,
finalmente, uma classificacio homotépica do defeito. Esta classificacao ho-
motdpica é, na realidade, o que caracteriza mais rigorosamente o defeito.
Durante o processo de quehra de simetria quando a temperatura ainda nao
atingiu o ponto critico a solugao que caracteriza o vacuo € trivial, 0 minimo
do funcional de energia definido. Quando a temperatura ultrapassa esse valor
a solucao natural é a chamada de falso vicuo e temos uma variedade M que
caracteriza o defeito topolégico. A classificacao homotépica? deste defeito se
faz verificando o grupo de homotopia de M que é isomdrfico a Z. Quando
dizemos, portanto, que a classificagio homotdpica de um defeito é 1 (M)
dizemos que m (M) = Z .

No espago-tempo quadridimensional podemos fazer um esquema dos de-
feitos topolégicos classificados pelos critérios acima [7]:

paredes Z dim=3 | mo(M)
cordas U() [dim=2 | m{M)
monopolos | SU(2) [ dim=1 | m(M)
texturas | SU(2) | dim=0 | n5(M)

4Uma nogéo de homotopia é apresentada no apéndice A.



Capitulo 2

Textura

2.1 Obtencao da Textura

Através da minimizagido da acao escrita em (1.37) chegamos & equagao de
movimento da textura

VBV, B,
__nz__

Para se resolver a equagao acima parametrizamos $° como uma 3-esfera no

0d° = e, (2.1)

espago-tempo na forma
@ = p(cos x, sin x sin f cos (, sin x sin f sin @, sin x cos 6}, (2.2)

de modo que uma possivel solugao € identificar ¢ e # com os angulos usual-
mente definidos em coordenadas esféricas e o angulo x sendo funcao de r e
t 1. Deste modo descrever a evolugio deste tipo de textura se reduz a solu-
cionar uma equacao de movimento para x(r,t), trabalharemos, pois, com um

campo escalar simples.
Conseqitentemente quando ignoramos o efeito de curvatura da textura,

trabalhando com a métrica de Minkowski, chegamos a equagao para x(r,1)

. s 2, sin 2x
X—X'"——xX'=-——3~, (2.3)

onde a linha denota derivada em relagao a r e o ponto em relagao a t.

! Devemos ressaltar que fazendo isso estamos limitando o conjunto de solugdes.

19
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A solugéo proposta por Turok [11] deve ser do tipo auto-similar [12], tal
que por uma transformacio de similaridade em ¢ podemos mapear regices
com diferentes valores de r. Portanto para resolver (2.3) procuramos uma
variavel de similaridade através dos geradores da equacio diferencial par-
cial. Usamos, dentro do ambiente do programa de computagao algébrica RE-
DUCE, o pacote SPDE {Symmetries in Partial Differential Equations) [13],
encontramos os geradores diferenciais da equagao €, a partir deles, definimos
que as possiveis varidveis de similaridade sdo r, que nos leva a algo como um
monopolo estdtico e u = 7/t que é a que nos interessa. Usando esta Gltima
varidvel (2.3) toma a forma abaixo

2 sin 2
r !
+—xX = "=, 2.4
XL w?(1 — u?) (24)
onde a linha denota derivada em relagao a u.
Apenas com a definicdo desta varidvel podemos deduzir algumas pro-
priedades da solugao auto-similar da textura.
QO tensor de energia-momento tem a forma

1+u®+ F? 2u 0 0
27 N2 —2u e U2 -+ Fg 0 0
(1) = OO 0 0 1—u2 0 |, (25
2t2 2
0 0 0 l—u
onde F? = 22@25
u(X)
Quando o diagonalizamos obtemos
11— 2| + F? 0 0 0
20,12 0 —N1-«?|+F* 0 0
(1) = TX) 0 0 1—-u? 0 (2.6)
2 0 0 0 1-u?
—

O auto-vetor, nao normalizado, correspondente ao auto-valor |1 — u?| + F2 é

W (—u,l,0,0) u>1
¢ _{(#1,1;,0,0) w<l (27)
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a norma £“€, é positiva nos dois casos o que, na signatura usada, equivale
a caracterizar £# como vetor tipo tempo. A ordem dos auto-valores dado
em (2.6), portanto, é determinada visto que 7§ no tensor diagonalizado deve
ser o valor préprio associado ao auto-vetor tipo tempo. Podemos calcular a
densidade newtoniana, pyeyut, dentro e fora do cone de luz do ponto central,

chegando a:

0 dentro do cone
p= (2.8)

D2 42
8—?,,—2%5{71 >0 fora do cone

Caracterizando, assim, um potencial gravitacional newtoniano atrativo na
regiao externa ao cone de luz e sem efeito newtoniano dentro do cone, qual-
quer que seja a solugdo de (2.4) .

Turok propde para solucionar (2.4) que o campo parametrizado em (2.2)
seja tal que, quando 7, ¢t — —0o tenha a forma & = (—1,0,0,0) € em r,
t —» +oo é & = (1,0,0,0), o que significa que o campo muito antes do
colapso da textura estd apontando para o polo sul da 3-esfera e muito depois
ele terd sofrido uma reflexdo de modo que apontara para o polo norte.

Além disto ele propoe que em ¢ = 0 se acrescenta ™ aoc campo X o que ca-
racteriza um né da solu¢io. Em termos de carga topoldgica mostraremos
mais adiante que a solugao muda de setor topolégico neste instante diminu-
indo sua carga de 1 para 0 dizemos por isso que esta € uma textura unwinding

As condigdes transferidas para x nos levam a solugao abaixo:
2arctan(—r/t), t<0

x(r,t) ={ 2arctan(r/t)+7, t>7 >0 (2.9)
2arctan(t/r)+m, 7 >1> 0.

Substituindo esta solugao em (2.6) o tensor de tensdes diagonalizado fica:

para r < [{|
32 — 1?2 0 0 0
27,?2 0 T'2 + t2 0 0
0 0 -7 0 : (2.10)
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para 7 > |t|
t2 472 0 0 0
2 0 3t2 — r? 0 0
(TH) = 5= 0 0 #-r 0 . (2.11)
B G A 0 0 -1

Um dos aspectos a se ressaltar desta solugdo € a singularidade encontrada
apenas no ponto r = t = 0 no tensor de enegia-momento o que caracteriza

bem a idéia de textura como um evento.
A carga topoldgica @} para esta solugao é definida pela integral abaixo

_ 5}3 / f / sin® y(r, to) sin® 0drdfdp , (2.12)
¥ 5

a Integragao é feita em todo o espago e se considera a parte estética de x
fixando um instante 9. Com a solugao (2.9} a carga é

Q = & (r—o0)—xr—0), (2.13)

_ 1, para ty < 0
N 0, para o >0

2.2 Perturbagao da métrica

A partir da solugao (2.9) o préximo interesse é verificar as possiveis con-
tribuigdes das texturas na formacao de estruturas de larga escala como flu-
tuagoes na densidade da radiacao de fundo. Uma aproximacao analitica é
feita por Turok e Spergel [14] onde escrevem a métrica perturbada pela tex-
tura modo que:

Guv = Ny + Py (2.14)

Usando o tensor de energia-momento nido diagonalizado que tem a forma
2 2
T 9,2 T:+ 3L

Tm = —~4$in2(—rg—+t“—tgjg s (215)

2 2
 _ 908 a2 T —1
77?,} 26331? (Tz_l__tﬁ)ﬁ}
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define-se as componentes do tensor h,, dado em (2.14). A parte espacial
da métrica perturbada pode ser escrita, apds uma transformacao de coorde-

nadas, como
4
dr?® + 7‘2(1 - §e)d§22,

que é um espago chato menos um angulo sélido proporcional ao parametro
da textura € = 167Gn% Este “déficit ” de angulo sdlido caracteriza uma
singularidade tipo né, de forma aniloga o déficit do dngulo polar caracteriza
a singularidade conica no caso de cordas cdsmicas.

Através do cdlculo de Wolfe-Sach [15] os autores descrevem a variacao
da energia 0F de um féton apds passar pelo cone de luz de uma textura.
Seja T# = n*A a trajetdria nao perturbada do féton com momento 7* =
En*, E =energia, A é um pardmetro afim e n* um vetor nulo com n° = 1.
Perturbando a trajetéria do féton o seu momentum passa a ser p* = 7" +
8p*. Deste modo, calculando a métrica de (2.14), definimos os simbolos de
Christoffel para campo fraco, conseqilentemente temos a seguinte equagao de
geodésica para a variagdo do momento do féton

s 1
Flo=z / " Byonn?dA + (hount). (2.16)
F 2 2 I
A partir de (2.16) podemos chegar & variagao da energia considerando
que o féton fol emitido por uma particula massiva e absorvida por outra a

uma distdncia muito grande, o resultado para a textura obtido por Turok e
Spergel é

oF _em b ___ (2.17)
E 2 (2R? + )2
onde £y € o instante em que o féton cruza o cone de luz da textura em relacao
ao tempo definido como ¢ = 0 quando ela colapsa, ou seja, iy é negativo
se o [dton cruza o cone de luz antes do colapso e positivo se cruza depois.
Observando (2.17) conclui-se que had um aumento da energia do f6ton quando
tg > 0 e um decréscimo quando #y < 0, a partir disto esperamos encontrar
na radia¢édo de fundo discos de inomogeneidade com desvio para o azul ou
para o vermelho, com os pardmetros observacionais como raio e intensidade
determinados a partir de 1, que determina ¢, e de {.
O recente artigo de Phillips[16] contesta os resultados obtidos por Turok
pois a hipétese usada por este dltimo é que a anisotropia da radiagao de

o T

LU oR T 3
1

Ry 1AV RITR CFRTH AL |
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fundo é dominada por defeitos mais energéticos e mais isolados. Porém,
resultados numéricos em uma simulagio completa da teoria® indicam que o
contribuicdo dominante é de defeitos menos energéticos e mais numerosos,
basicamente se conclui que a incidéncia de texturas unwinding € pequena
em relagdo as outras e sua contribuigdo para gerar flutuactes na radiacio
de fundo pode ser desprezada, mesmo considerando o fato de as primeiras
serem mals energéticas devido ao processo de mudanga de carga que ocorre
na origem temporal.

Por tudo que foi dito concluimos a solugao exata obtida por Turok nao
pode ser usada para calcular o efeito total da textura na radiacao de fundo

observada hoje em dia.

2.3 Analise Newtoniana.

Quando trabalhamos com particulas de massa gravitacional nac nula pode-
mos usar varios métodos para se estudar suas Srbitas em torno de um corpo
massivo qualquer. Antes de qualquer tentativa, no entanto, podemos sem-
pre fazer uma andlise newtoniana. Em termos de perturbagao, a gravitagao
newtoniana seria o termo de ordem zero da teoria de Einstein. A equagao
da gravitagido newtoniana, equagdo de Poisson, é escrita em fungdo dos auto
valores ); do tensor de energia momento® do corpo massivo [3).

V2 = 4rG(M — Ap — Ay — Az).

De acordo com resultados obtidos em [16] os eventos de textura unwinding
$80 proporcionalmente raros e energéticos. Apesar disto € interessante a
previsiao aproximada do efeito causado por uma textura tipo né porque pode
nos dar uma idéia de pelo menos umsa parte da formacgio de estruturas em
um cenario de todos os tipos de textura e, pelo fato de esta textura ser mais
energética e rara, podemos ter regioes de maior concentracao de massa no
Universo devido a um evento deste tipo.

2 A solugso analitica é obtida dentro da métrica de Minkowski. As simulagbes a que nos
referimos consideram a métrica do Universo em expansio e efeitos decorrentes da quebra
de simetria do grupo SU(2) em 1.

3Este resultado gera algumas confusdes na literatura, como por exemplo o artigo de
Nétzold [17]. E necessério se diagonalizar o tensor de energia momento para se calcu-
lar a massa gravitacional de um corpo, pois esta massa s6 é definida em funcio dos
auto valores que sao interpretados como densidade de energia (),) e presses principais
(—Azy—Ay, —Az). A signatura usada é (+ — — —)
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Independente da solugao encontrada por Turok et al podemos fazer, ini-
cialmente, uma explanagéo qualitativa do efeito da textura sobre uma massa
de prova localizada nas suas proximidades, considerando que y depende ape-
nas da varidvel de similaridade /. Isto significa que a previsio independe
das condigdes iniciais usadas, ou seja, nao definimos se a textura é unwinding
ou ndo. A dnica restrigdo é que estamos trabalhando com solugGes auto-
similares.

Considerando as equagbes (2.8) vemos que o efeito gravitacional newto-
niano sé é sentido quando a particula se encontra fora da regido definida por
r > [t|. Esquematicamente podemos imaginar que no momento do colapso
da textura um flash de luz € emitido em 7 = 0 e a particula é atraida para
a origem até ser atingida pela luz, a partir deste instante ela nao sofre mais
atragio gravitacional e os efeitos que a massa de prova sofrem sao puramente
relativisticos.

A interessante conseqiiéncia deste efeito é que a forga atrai com mais
intensidade um corpo mais préximo da origem do que um mais distante
entretanto o mais distante fica mais tempo sob agao da forga atrativa ja que
demora mais tempo para ser atingido pelo cone de luz da textura?, isto da
uma certa uniformidade a esta for¢a quando comparamos com um potencial
central newtoniano tipico.

No calculo sobre perturbagdes da radiagdo de fundo explicado na secao
anterior é usada a solugao de Turok para mostrar que hid um desvio para o
vermelho quando o féton cruza o cone de luz antes do colapso da textura e
para o azul quando cruza depois. O esquema da figura 2.1 mostra que esse
resultado independe da solugao auto-similar.

Em Célculos acerca de formacao de estruturas, Notzold [17] , Barriola e
Vachaspati [18] cometem erros por nao analisarem cuidadosamente o tensor
de energia-momento. O primeiro trabalha com solugGes muito seme-
lhantes & dada em (2.9) mas afirma que a presséo da textura & isotrdpica, o
que é falso dada a forma do tensor diagonalizado (2.6). Os tltimos resolvem
a equagao de Einstein usando a aproximagao |r/t| < 1, desprezando por-
tanto a regidao r > ||, onde ha efeito gravitacional mesmo na aproximagio
newtoniana da Relatividade Geral. A razdo entre a variagao na densidade
da radiacdo de fundo ép causada pela textura e a sua densidade média p

4Para definirmos o cone de luz consideramos a textura como se ela fosse um evento
totalmente localizado na origem. O cone referido é portanto relativo ao ponto r = 0,

t=0.
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Figura 2.1: O féton a sai do cone de luz da origem em ¢ < 0, como fora
do cone de luz ele tende a se afastar do centro hd uma perda de energia do
foton, i.e. desvio para o vermelho, causado pela acao do potencial atrativo.
O féton b antes de entrar no cone de luz em ¢ > 0 estava sob a¢ao deste
mesmo potencial contudo o seu movimento era na diregdo da origem com
18s0 houve ganho de energia, i.e. desvio para o azul.

prevista segundo os calculos de Barriola e Vaschaspati €

% 1 - kb1 (2.18)
P r

k = 8nGnt.

Fazemos, agora, uma previsao mais quantitativa do comportamento de
uma textura como semente no processo de formagao de estruturas larga es-
cala. O procedimento que usamos nesta secdo € a analise newtoniana do
efeito causado por uma textura em um meio homogéneo. Procuramos desta
maneira tornar claro o processo de formacao de estruturas massivas através
deste deleito topoldgico global.

Usamos a solugéo analitica de Turok para realizar os cilculos e simulages
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com a textura. Para tal solugao a densidade newtoniana é

0 dentro do cone,

8?—;%%”;—) > 0 fora do cone.

deste modo o limite newtoniano na regiao r > [t| serd dado pela equacao de
Poisson

8n’(r* — #2)
V2 = W , (2.20)

onde ¢ é o potencial gravitacional cldssico.
Resolvendo (2.20) chegamos que a forma do potencial dependente de r e

té

(2.21)

o(r, )% = 3—m+ 4;;ctan(r/t)]t N log(r? + t2) ; 3 — log(2t?) |

cujo grafico é
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Figura 2.2: Grifico com t=1

® As unidades s&0 arbitrarias e dependem do pardmetro 7.
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A forma do campo gravitacional correspondente é

G, =

2r — 3t 4 wt — 4t arctan(r/t) £2
- . 2.2
( 2r2 + r(r? +12) (2:22)

Algumas 6rbitas possiveis estao mostradas na figura a seguir

Y (un.arb)

04 &5 05 a7 o8 a9 100 104
X(un.arb)

Figura 2.3: As 6rbitas mostradas acima partem do mesmo ponto inicial e
possuem diferentes velocidades iniciais, na simulacdo completa notamos que
nao existem drbitas fechadas ou mesmo que aprisionem a particula em uma
regiao, este resultado era previsivel visto que o potencial tende a se anular
quando o tempo vai a infinito.

Para que tenhamos uma boa caracterizacao do efeito fizemos uma simula-
cao considerando uma. texturs localizada em r = 0 e que colapsou em & =
0. Escolhemos um instante inicial {; < 0 e consideramos uma distribuicao
de massa uniforme neste instante. O instante inicial e as posiges foram
escolhidos de tal forma que em t < #; as particulas de prova nio sofrem
atra¢do pois r; < [t;] e a medida que o tempo ia aumentando na simulagao
algumas massas de prova comegam a sentir o efeito atrativo, até que emt = 0
todas as particulas de teste sofrem a agao do campo.
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Quando t > 0 o processo se inverte e com o aumento de { a matéria
localizada onde r < ¢ péara gradativamente de sofrer atra¢ao tendo adquirido
uma velocidade radial, de modo que o seu movimento passa a ser uniforme
até o fim da simulagéo.

Nas figuras 2.4, 2.5, 2.8 exibimos trés simula¢des partindo das mesmas
condicGes iniciais mas terminando em instantes diferentes, respectivamente
to, s e t. com ta < th < te. (O valor usado para 7 fol grande o suficiente

para se visualizar bem o efeito)

70

Y(un.arb.}

-0 -1

26 I O e

Figura 2.4: Instante inicial onde a regiao é homogénea.

Na fig. 2.4 os pontos representam a distribuicéio simétrica inicial, na fig.2.5
ha wariagao na distribuicdo de particulas, elas estao bem concentradas em
torno da origem. Na fig.2.6 j4 podemos notar que os pontos estio mais
distantes entre si, inclusive mais espalhados do que no inicio da simulagéo,

por causa da velocidade radial uniforme adquirida que diminui a concentragéo

de massa 6.

6Num célculo mais rigoroso deverfamos considerar 2 atragio gravitacional entre as
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Figura 2.5: Instante com maior concentragao de pontos em torno da textura.

A equagao de movimento foi resolvida através de um programa que uti-
liza o método Runge-Kutta para varias condig¢des iniciais mapeando assim
a regiao onde ocorreu o evento. O valor do parametro 7 nas figuras acima
¢ malor do que o previsto em teoria pois queremos que estas figuras apenas
mostrem a forma do processo.

Em célculos da anisotropia da radiagao de fundo € necessério que a razao
entre variacdo maxima de densidade causada por um defeito topolégico e a
densidade total, §p/p, seja menor que 10™* por causa de medidas efetuadas na
radiacao de micro-ondas realizadas pelo satélite COBE (Cosmic Background
Explorer) [19].

Nos nossos célculos definimos 7 = 101'GeV que é o valor mdximo pro-
posto por Turok [11] e também é compativel com o resultado recente obtido
por Durrer e Zhong [20]. Com este valor o campo dado por (2.22) deve ser
multiplicado por 10~* que é o quadrado da razéo entre o fator 7 e a massa
de Planck. Usando estes valores na simulagao efetuamos o célculo de 6p/p
comparando a densidade no instante de maxima concentra¢ao de particulas

massas de prova, o que iria conter a dissipagao.
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Figura 2.6: Com o maior valor do tempo j4 se observa que as particulas estao
se afastando.

com a do instante inicial. A major concentracao é atingida imediatamente
antes que a expansao devido a velocidade radial prevalega sobre o processo
de contragdo. Com isso obtivemos

6
P ~ 1072,

p

o que ilustra a predominancia deste efeito sobre o obtido através da apro-
ximagao {2.18).

Na época em que ocorreram as formacdes de texturas o Universo era bem
menor e mais denso, o que se pode observar com uma certa precisao que
indica a forma e o tamanho da anisotropia nas densidades, tanto de massa
quanto de radiacio, todavia uma perturbagao tdo grande na distribuigao
de massa poderia sugerir estruturas mais densas e malores anisotropias do
que a imposta pelo limite da radiacdo de fundo, medido pelo COBE. Tais
questionamentos podem ser parcialmente explicados porque, apesar de causar
uma grande variagdo na densidade, o efeite newtoniano da textura tende a
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se dissipar por sua prépria estrutura, hd um campo de velocidades residual
que afasta as particulas da origem.

A anisotropia causada pela textura é basicamente devido & sua massa.
Os efeitos de simulagdes completas da evolugao de textura com a anisotropia
na radiagao de fundo por ela causada ji estdo razoavelmente bem calculados
[21, 22]. H4 modelos menos aproximados de texturas também usados para
prever formacao de estruturas de modo que cilculos feitos nesta segao se
tornariam irrelevantes se comparados com resultados obtidos, por exemplo,
por Durrer e Zhou [20]. A aproximagao que usamos, no entanto, além de
tornar possivel uma clara visualizagéo do efeito nos permite supor a existéncia
de estruturas atipicas em aglomerados de galaxias.

A simulagao mostra que depois que o ponto mais distante considerado
na aproximagac passa pela origem temos uma simetria esférica v. fig.2.6.
Quando consideramos a interagao entre as particulas de prova a partir de
um determinado momento esta tltima configuragao tende a se contrair, isto
pode simular a formagdo de uma concentragac muito grande de matéria, uma
estrutura atipica como por exemplo o Grande Atrator [24].

Na dire¢ao do aglomerado de Centaurus existe uma concentragao de
massa maior do que a prevista pela lei de Hubble [23]. Um bom teste da lei
de Hubble é plotar as velocidades médias de galaxias em um aglomerado pels,
distdncia de Tully-Fisher [25], calculada a partir de relagao de luminosidade®.
Todas as galdxias com uma distancia maxima de aproximadamente 90 mega-
parsecs se encalxam bem na reta tedrica prevista pela lei. Galaxias a uma
distancia maior nao se encaixam devido as provaveis diferengas nas carac-
teristicas de estrelas na época do Universo correspondente a estas distancias
e a0 efeito de curvatura. A velocidade de dispersao na regiao citada é muito
alta, o que sugere um excesso de aproximadamente 101€My em relagao a
super aglomerados com a mesma velocidade em relagao ao sol [24].

Como foi mostrado por Philips [16] os eventos predominantes sao menos
energéticos do que o modelo de textura proposto por Turok. Nao significa
no entanto que este tipo de textura mais isolada e energética deixe de ocor-
rer. As simulagoes indicam a freqiiéncia deste evento. Nao podemos afirmar
com precisao, mesmo porque ainda ndo hé um bom modelo para windings
texturas, como seria o efeito newtoniano de uma textura deste tipo, no en-

O método para se realizar estas medidas & estatistico. A andlise da radiagao de
aglomerados nos permite determinar a velocidade de disperséo e sua distancia comparando
com padriao. Este método e eficiente para a faixa de distdncias citadas e a velocidade de
dispersao é melhor calculada nas regiées mais afastadas do centros de galdxias.
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tanto por ser este um evento mais fraco podemos inferir que a velocidade
radial média adquirida por particulas de prova submetidas ao campo destas
é menor.

A conclusio final é que apenas texturas onde a carga topolégica varia uma
unidade, ou perto disso, poderiam formar o grande atrator; isto explicaria o
fato de se ter encontrado apenas uma estrutura desta forma até hoje.

2.4 Meétrica Induzida pela Textura

Na secao anterior discutimos a aproximagéo que nao considera os efeitos da
textura sobre a métrica da regiao do espago-tempo onde ela se encontra.
Trataremos agora do caso em que o efeito gravitacional dela é relevante para
alterar a curvatura do espago-tempo.

Alguns autores usaram diferentes mecanismos para tentar descrever o
elemento de linha alterado por uma textura. Estudamos bastcamente os de-
senvolvidos por Barriola e Vaschaspati [26] onde definindo noves coordenadas
R e T propoem que a métrica tenha a forma:

ds? = T [B(R)dT? — A(R)dR? — R2dQ]. (2.23)

Utilizando a mesma definico para ¥, que passa a ser fungdo somente de
R, obtém-se os seguintes valores para as componentes nao nulas do tensor de

energia momento:

2 "2 = 2
r_ ot (X)) 2sin” x
Ir=e™7 ( A TR )
2 f_ (02 2
TE = emgT% ( (jfl) + 25;12 X) 1 (2.24)
_ar, 2 ()
T=Te=e oy

onde a linha denota derivada com respeito a R. Fazendo B = 1 chega-se a

equacao para a fungao A

L kRYX)"/2 (2.25)

A(R) = 1+R?—ksiny’
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onde k = 87Gn? é o pardmetro da textura. Obtem-se daf a seguinte equagao
para a fugao x:

(1 + R? — ksin® x)R%Y" + (24 3R? — 2ksin® x)Rx'+
(2.26)

Esin 2xR2(x')” — £(1 + 2R? — ksin® x) R3(x')” = sin 2x .
Quando k = 0 chegamos a métrica de Minkowski efetuando a transformagao

de coordenadas
t=2e’(V1+ R?), r=€"R. (2.27)

Claramente podemos notar que as coordenadas 7' e R cobrem somente a
regiso do espago-tempo onde 7 < |t|, i.e., dentro do cone de luz. A equagao
(2.27) nos mostra que o tensor de energia momento para essas coordenadas ¢
diagonal isto é esperado porque R é uma funcdo da varidvel de similaridade
u=r/t.

Podemos garantir que py., é igual a zero no caso em que k = 0 o que
¢ &bvio ja que este é o limite em que se chega a solugao {2.9) . Efetuamos
cdlculos numéricos para resolver a equacao diferencial de x (2.26) utilizando
as mesmas condicoes iniciais definidas por Turok. O valor usado para k foi
[20]

k=2x107%

Um grafico da funcido A é exibido abaixo
Como A é sempre positivo podemos concluir que néo hé nenhuma mu-
dang¢a na densidade newtoniana para a regido em que r < |t| onde ela é

nula.
Ainda no artigo de Barriola e Vaschaspati [26] encontramos outra forma

de se calcular a métrica, utilizando agora a coordenada u = r/t que cobre
todo o espago. Com essas coordenadas a métrica proposta é:

ds? = (1 —u2H)dt® 4 uHdrdt — (1 + H)dr? — r2d0?, (2.28)
a fungao H{u) é

_sintx w1 ()2
Hu) =k 1—k(1—u)sin®y (2.29)
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Figura 2.7: Gréfico da fungao A(R). Ela é muito préxima de 1 nessa regiéo.

O tensor de energia-momento para esse elemento de linha é:

i M [)(’2(2}1!'11,2 —u? 1) n sin’ x]
el ¢y s i B

nQX!i!u

4 —
g = PHA-H=1)’

r

I

__T:t?"

(2.30)

2 [42 2,2 . 2
. x2(2Hu? + vt +1) | sin?y
I %2- [ 2(Hw* — H - 1) T |

T0 — T% _ "?2X’2(2H’u2 +u” — 1)
o =1 =Pl —H 1)

a linha denota derivada com relagdo a . Anulando-se a funcdo H(u), o que
equivale a k = 0, reduzimos ao tensor de tensdes encontrado em (2.5).

A diagonalizagio do tensor acima nos leva a

2f. 132

= 7(x')
fowed 2'31
T 2t2(1 4+ H — Hu?) % (231)
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ALl -2 0 0 0
0 A1 - 0 0
0 0 1 —u? —2Hu? ’
1 —u?—2Hu?

.2
onde A = 20 -I—Hu?ﬁ;i JsinTx 2Hu?

Os auto-vetores nao normalizados podem ser escritos como

W = (1,-4,0,0), (2.32)
u' = (u,-1,0,0),

¥ = (0,0,1,0),

w' = (0,0,0,1),

u® ¢ tipo tempo quando |u| < 1 e tipo espago gquando |u| > 1 acontecendo o
inverso com u!. Quando |u| = 1 ambos sao vetores nulos [27]. Os outros sao
vetores tipo espago sempre.

Podemos observar que a densidade newtoniana correspondente é

202 (x' )2 Hu? se u? < 1
Prewt = t2(1+ H — Hu?) NV H2+w?—1 seu?>1 (2.33)
A equacao para a funcao x(u) [26] é
[1 — k(1 — u?) sin? x] x +2 {l + £(3u? — 2) sin’ x] X
(2.34)

_ , sin 2y
Hull ~ W)L+ 0 — k(1= w)sin’ i = =

A resolugdo numérica desta equacao utilizando as condigles de fronteiras
definidas por Turok [11] nos mostra que nio hd um horizonte definido pela
textura e a densidade newtoniana dada em (2.33) é sempre positiva. O grafico
da fungao H(u) para u positive é mostrado em duas partes , figuras 2.8 e
2.9, por problemas de escala.
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Figura 2.8: Grafico de H(u) para u pequeno.

A forga gravitacional neste caso que consideramos a textura auto gravi-
tante é muito préxima & obtida na simulagao anterior. A conclusac que
tiramos com todos estes calculos numéricos é que nao hd nenhum efeito rele-
vante que a aproximagao discutida na se¢do 2.2 ou as consideragoes feitas em
2.3 nao tenham chegado. Talvez o tinico resultado importante a ser desta-
cado é que na textura auto-gravitante existe massa newtoniana em todo o
espaco, apesar de ser bem menor na regido interna ao cone de luz definido
pela origem. Portanto céleulos tipo Wolfe-Sach para uma geodésica tipo
tempo nao nos levariam a um resultado consideravelmente mais preciso.

Com estas consideracoes concluimos que o unico papel importante da
formulagao onde a carga topoldgica da textura diminui uma unidade no con-
texto de formagao de estruturas é a formagao do grande atrator. Os resul-
tados destas tltimas segGes indicam, ainda, que uma formulagao tedrica que
preveja resultados mais quantitativos passa por uma determinacao da den-
sidade média do Universo na época em que ocorre a quebra de simetria do
grupo SU(2).

H4 modelos e simulagdes que mosiram a anisotropia da radiagéo de fundo
causada por texturas e outros defeitos topolégicos, Durrer e Zhou [28] fazem
mapas em seu recente artigo que ilustram bem as possiveis configuragoes da
CMBR, usando principalmente cosmologia de texturas, monopolos e cordas
cosmicas.
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Figura 2.9: Gréfico de H(u) para u >1.

2.5 Outras Texturas

O modelo de textura que usamos até agora foi basicamente ¢ mesmo, ou seja,
trabalhamos com a solugao de textura esfericamente simétrica, auto-similar
e que muda a carga topolégica na origem temporal. Este é inclusive o tnico
modelo que possui solugdo analftica [11].

Hi, dentro deste modelo, algumas variacdes possiveis como a inclusao de
um nimero C, cobertura, definido entre 0 e 1 para caracterizar texturas un-
windings [29]. A cobertura diferencia texturas com a mesma carga topoldgica
e caracteriza quantas vezes a variedade é coberta pela textura, por exemplo,

na solugao que usamos

0 < #<m,
0 £ <2,
0 < x<m,

é caracterizado Q = 1 e ¢' = 1. Numa variacio desta solugio temos 8 = 8,
P = 2p e x varia entre 0 e /2. Podemos verificar usando (2.12) que @ =1
mas neste caso a cobertura ¢ = 0.5.
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Simulagoes numeéricas usando o modelo completo para texturas mostram
que a major parte das texturas com carga topolégica unitdria possui C pe-
queno [30]. O efeito gravitacional isolado destas é menor, mas todas juntas
contribuem mais que uma textura com C = 1.

A textura, como j4 dissemos anteriormente, é um defeito topolégico prove-
niente da quebra de simetria do grupo ndo abeliano SU(2). Até o momento
estamos usando uma representacao deste grupo que nos permite efetuar os
calculos a partir de uma lagrangeana com simetria maior, SO(4). Propomos,
agora, trabalhar com a textura usando uma representagado O(3) do grupo
SU(2), podemos fazé-la sem problema pois SU{2) é homeomorfo a O(3).

E necessdrio ressaltar no entanto que a variedade definida por esta tex-
tura serd outra, algo semelhante a 5S2xR. Estaremos trabalhando com 241
dimensdes pois definimos o campo de tal modo que nao dependa da coor-
denada z. A classifica¢gdo homotépica desta textura® serd também diferente
pois ela define uma 2-esfera assim como o monopolo, sé que neste caso a
esfera estd imersa no espacgo tridimensional definido por duas coordenadas
espaciais e uma temporal.

A equagao desta textura é semelhante & dada em (2.1) mas o escalar @ é
agora um tripleto real. A parametrizacao que usamos é:

& = 5(cos x, sin x cos #, sin x sin §), (2.35)

onde @ é o angulo usualmente definido para coordenadas cilindricas e x é
fincdoder =22 + ¢l e t.

Assim como no modelo de Davis a equagao de movimento desta textura se
reduz a uma equacio da evolugio do campo escalar x. Com o ansatz definido
em (2.35) a equacio de movimento de x é

v X gin 2y (2.36)

Neste caso também podemos definir uma varidvel de similaridade, a que
escolhemos é u = ¢/r, usando-a em (2.36) obtemos a equagao

X' — 1) +ux = 51n22X , (2.37)

8Nao ¢ muito correto chamar este defeito de textura por sua classificagio homotdpica
diferente, ainda assim usamos este nome pois fazemos a identificacdo do espago de campos
com um pedago do espago-tempo de modo de certa forma uma coordenada do espago de
campos pode ser identificada com o tempo como acontece no modelo da textura.
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a linha indica derivagao em relacao a u.
O tensor de energia momento diagonalizado e escrito em fungao da varidvel

de similaridade para este defeito é:
T = n*/2[r2(sin® x + x*[u® - 1],

T} = 7°/2[r 2 (sin® x — x?[u* — 1)),
(2.38)
T} = 0 /2fr 2 (x*(® — 1) — sin’ x)],

T§ = n*/2[r~*(sin”x + x*(u* — 1))].

Podemos notar que a densidade newtoniana associada é nula quando r <
|t| e positiva na outra regiao. Devemos ressaltar que 7 < [t| define uma
regiao interna a um cilindro de comprimento infinito e cujo raio aumenta
com a velocidade da luz. E de se esperar, portanto, que haja uma simetria
cilindrica nas estruturas criadas por este defeito.

Este defeito aparentemente nao possui grande importancia na formacao
de estruturas e nao hi nenhum fator mais forte que indique a sua presenga,
i.e., uma simulagao completa do processo de quebra de simetria. O impor-
tante é que esta solucao ilustra nma alternativa ac monopolo na quebra de
simetria do grupo SU(2) que gere um defeito do mesmo grupo homotépico.

O defeito que obtemos pode ser interpretado como uma solugio auto-
similar de uma corda-césmica obtida na quebra de simetria de um grupo nao
abeliano. Esta corda tende a sumir naturalmente com o passar do tempo
assim como a textura e é singular na linha r =t =0,



Capitulo 3

Conclusao

Nés acreditamos que séo originais as analises feitas no capftulo 2 pois nio
encontramos autores que fizessem uma caracterizagao completa do tensor de
energia-momento de textura. O procedimento usado no segao 2.3 é talvez
a contribuigao mais completa desta tese do ponto de vista de originalidade,
pois resgatamos a caracterizacao newtoniana de um evento como a textura,
0 que nos permitiu ter uma visualizagao clara dos efeitos dela em um meio de
massas de prova e, posteriormente, pudemos levantar a hipétese da textura
como causadora do Grande Atrator.

Na segdo 2.4 fizemos uma mescla de algumas formulacdes para descrever
a métrica da textura e contribuimos com célculos numéricos que nos permiti-
ram caracterizar o tensor de energia momento e consequentemente o campo
gravitacional da solugao auto gravitante.

Na segdo 2.5 acreditamos que formulamos uma nova forma de defeito
topoldgico global através da quebra de simetria do grupo SU(2). Nao obtive-
mos uma solugao analitica para ele mas pudemos elaborar uma idéia de sua
forma e de alguns de seus possiveis efeitos gravitacionais.

Apds o estudo de texturas e de seu papel na formacio de estruturas
podemos concluir que este defeito topoldgico deve, nos préximos anos, ter
um papel importante na cosmologia assim como as cordas césmicas ha muito
J4 tém. As solugGes analiticas ou semi analiticas menos aproximadas sao
muito dificeis de serem obtidas pela forma da equagao de campo da textura
mas analises mais profundas da sua estrutura fisica podem nos dar bons
modelos de formagao de estruturas em larga escala.
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Apeéndice A
Grupos de Homotopia

Sejam [31, 32]

f,g: X — 'Y duas aplicagdes entre os espagos topoldgicos X e Y.

Dizemos que estas aplicagdes sao homotopicamente equivalentes, ou sim-
plesmente equivalentes (f 2 g), quando existe uma aplicagéo continua
H:XxI->Ytq H(z,0)= f(z) e H(z,1) = g(z) para todo z € X.

I1=10,1]

A aplicacio H chama-ge homotopia entre f e g.

Estamos interessados em espagos métricos e fungdes continuas. Definimos,
portanto, homotopia por caminhos quando X e Y sdo metrizdveis e aft) e
B(t), t € 1, sao continuas.

Quando a(0) = (1) = zp e B(0) = B(1) = =y, a(f) e B(t) definem
caminhos fechados com base no ponto zg . Dizemos que o = S se 3 H :
IxI—Xtq H(0,s)=H(l,s) =z, Ht 0) = a(t) e H(t,1) = B(1).
Quando trabalhamos com lagos usamos a notagac H(-, s).

A classe de todos os caminhos homotopicamente equivalentes a um cam-
inho fechado « é denotada como {¢].

Definindo um ponto bésico zp do espage X. O conjunto de todas as
classes de homotopia de cami-
nhos fechados com base em zp é chamado grupo fundamental do espago
X com base no ponto zo. Denotamo-no como 71 (X, Zo).

Quando X é conexo por caminhos pode-se demonstrar que o ponto basico
%o nao influencia, o que significa m (X, o) e 71 (X, 21 ) sao isomorfos se zg, 23 €
X. Conseqilentemente podemos simplesmente utilizar o grupo fundamental
do espago X, representado por m(X).
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Vamos agora definir uma rela¢ao de equivaléncia para “lagos de dimenséao
malor 7 .

Seja a(ty,ty, ..., tn) uma aplicagao de I™ no espago topolégico X tal que
a(0) = a(l) = zo.

Definindo 3(ti,...,tn) também como uma aplicagde com ponto base zp
dizemos que

alt) 2 () & JH(-,s): I"x I —» X t.q. H(-,0) = a(t) e H(-,1) = (2).

E facil notar que podemos definir um isomorfismo entre S™ ¢ I* portanto
uma defini¢ao equivalente da homotopia H(-,s) : S® x I — X.

O grupo formado por todas as classes de equivaléncia [o] de aplicagdes
afty, -, tn) 1 I™ — X tendo como ponto de base xg € denotado 7, (X, Zp). Ou
simplesmente 7, (X).

Alguns exemplos sao listados abaixo:

o (S™) ~ Z.

Ta(S™) & 7, (P™)

7 (8™) =~ {0} se n < k.

A classificagio homotdpica dos defeitos topolégicos € muito importante
pois ela mostra que a topologia da variedade do vicuo M , do defeito
topoldgico, nao é trivial visto que ha um grupo de homotopia 7, (M) ~ Z.
Esta é a caracterizacao fundamental do defeito topoldgico, a sua propria
defini¢io topolégica [33].
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