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Capitulo 1

Introducao.

Depols do primeiro algoritmo de tempo polinomial para se resolver o pro-
blema de programacao linear, os métodos de ponios interiores tomaram
grande importancia, € um apds outro, demostram uma melhor eficiéncia e
desernpenho. Podemos classificar estes métodos, em geral, em duas grandes
categorias: o método das transformacbes projetivas e todas as suas variantes,
05 quais tém como representante o algoritimo de Karmarkar, e os métodos de
trajetorias centrals, 0s guals sdo representados pelo centro analitico.

Neste trabalho, desenvolvemos um procedimento para se resolver o pro-
blema de programacao linear, o qual usa a trajetdria descrita pelos centros
das maiores bolas inscritas em politopos. Naturalmente, calcular tais centros
pao € um procedimento trivial, portante, nds procuramos uma aproximagao
usando uma modificagho de projegdes ortogonais sucessivas sobre os hiper-
planos que definem o politopo de programacio linear.

Nés procuramos discorrer sobre todos 08 temas que dizem respeito a re-
solugdo de um problema de programagio linear. Para tanto, no capitulo 2,
nos falamos de uma maneira concisa sobre complexidade de algoritmos; a
razdo disto é que, até meados de 1978, ndo se conhecia nenhum algoritmo
polinomial para se resolver o problema de programacio linear. Havia uma
divida sobre em que classe os problemas de programacio linear se encai-
xavam. O método simplex, apesar de ser rpuito eficiente na pratica, tem
complexidade exponencial na anslise do pior dos casos. Portanto, para gue
nos capitulos subsequentes pudéssemos falar com mais clareza sobre com-
piexidade dos algoritmos de pontos interiores, classe A P-completo, etc, nds
fizemos, no capitulo 2, uma breve introdugdo ao tema.



O capitulo 3 descreve o problema de programacio linear, nele, apresen-
tamos o método simplex ¢ os métodos de pontos interiores. Falamos so-
bre os métodos dos elipsdides, embora este método seja muito ineficiente
na resolucdo pratica de problemas de programacéo linear, ele tem um valor
historico, pois retirou a ddvida a que nos referimos no pardgrafo anterior,
colocando assim, os problemas de programacio linear na classe P, isto &,
na classe dos problemas para os quals existem algoritmos polinomiais para
resolvé-los.

Centros de politopos € 0 tema do capitulo 4. Este assunto é de fundamen-
tal importancia para a polinomialidade dos algoritmos de pontos interiores,
Todo algoritmo de pontos interiores, que é provado ser polinomial, tem um
mecanismo explicito ou implicito de centragem. Mas a nogdo de centro de um
politope nao é trivial, pois dado um politopo geral de programacio linear,
existern varias definigbes de centros. Centro de Helly, de Fritz John, centro
analitico sao alguns exemplos de centros de politopos, sendo este iliimo o
mais usado para definir centros de politopos para programacae linear. Ainda
no capitulo 4, nds mostramos que se um desses centros nos € dado de graga,
entdo nos temos um algoritmo polinomial para resolver problemas de pro-
gramacao hnear. Este fato nos motivou a estudar uma maneira de se achar
centros e politopos de uma forma eficiente. Portanto, no capitulo 5, apre-
sentainos um metodo para resolver problemas de programacho linear usando
o centro da maior bola inscrita num polhitopo. Nos mostramos que ¢ problema,
de achar a maior bola inscrita num politopo é um problema de programacio
Hnear por si 83, mas nds desenvolvemos um procedimento que nada mais é
do que uma modificacdo do método de projegdes ortogonais sucessivas adap-
tado para achar a malor bola dentro de um politopo de programagéo linear,
Exemplificamos este método com vérios politopos no plane IR*, com alguns
politopos gerados de virias dimensdes e com alguns problemas tirados do
NETLIB, Nosso propdsito inicial neste capitulo foi mostrar como calcular
o centro da malor bola num politopo de programacdo linear. Depuois, nds
mostramos como usar este cenfro para resolver problemas de programacio
linear nos mesmos politopos anteriores.

Por fim, o capitulo 6 descreve as nossas conclusdes sobre este trabalho e
sugere sequencias para fufuros trabalhos.
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Capitulo 2

Complexidade.

2.1 Complexidade de Algoritmos.

Um algoritmo é um conjunto de instrugdes, que executadas, num ndmero
finito de iteragdes, é possivel obter uma resposta para um problema [Br].
0 de nosso interesse ter 3 méao vérios algoritmos para wm determinado pro-
blema, e entao, escolher o melhor, o mais eficiente para resolvé-lo. O objetivo
deste capitulo é tentar classificar os algoritmos de acorde com sua eficiéncia,
segundo algum critério estabelecido, determinando deste modo gquando um
algoritmo é mais eficiente que outro ¢ o que é um bom algoritmo .

No final do capitulo, definiremos a complexidade de umn problema, clas-
sificando deste modo os problemas nas classes P e NP, Veremos também
guando um problema ¢ considerade N'P-completo,

Definicao 2.1.1 Um exemplar para o Probleme de Programagio Linear estd
caracterizado por um conjunto F e uma funcdo custo ¢, de modo que

F={zeR' | Az=b x>0}
¢ rx— cla,
onde & R™, c€ IR, A€ R" "™ ¢ m,n inleiros positivoes.

Infuitivamente, num exemplar, nés estamos introduzinde os dados sufi-
cientes de modo que o problema fique bem determinado, isto ¢, ingressar
numericamente a matriz A | o vetor b e o vetor . Assim, por exemplo, para



o problema de multiplicar dois nimeros inteiros x e y, nm exemplar cons-
titui ingressar os dados {(numeros) z = 5 e y = 7. Notemos que problemas
interessantes incluem um nidmero infinito de exemplares.

Naturalmente, estamos interessados em estudar problemas que sejam do
tipo resolviveis, isto &, existe um algoritmo para cada um deles capaz de
obter uma solugdo, apesar de no caso geral ndo podermos garantir a solugao
dtima, Cabe notar fambém gue podemn existir problemas para o quais nao
¢ possivel definir um algoritmo, comeo demostra Alan M. Turing (1936} no
problemsa tipico “Halting Problem”.

Usn algoritimo estd corretamente definide se este resolve o problema para
todos os exemplares; para demostrar que um algoritmo é inecorreto, so temos
gque achar um exemplar para o qual ndo € possivel encontrar uma resposta
correta. Notamos também que é necessario definir ¢ dominio de definigio ao
especificar o problema, isto é, o conjunto de exemplares a ser considerado;
por outre lado, & mais facil mostrar que urg algoritme € incorreto que correto.

Representamos a medida de um exemplar de umn problema de programacgio
Iinear por {m,n, L), onde L é o nimero de bits bindrios necessarios para ar-
magenar todos os dados do problema e é conhecido como comprimento do
imngresso de um exemplar do problema. Dado um ndmero @, notamos que é
possivel usar 1+ log,{1 -+ «} bits para representar o no sistema binédrio, logo.

L= 1+4+{1+4log{l+m)]+[1+log{l +n)]+m+ ZI_og2(1 4+ b Y+

it Y logy(1+ )] + {mn + 33 logy(1 + ay;)].

3

Para afirmar quando um algoritmo é mais eficiente que outro, ndés vemos
primeiro que nao € possivel impor uma unidade para expressar a eficiéncia
tedrica de um algoritme (por exemplo, segundos) pois, ndo existe urn comn-
putador padrio para realizar todas as medidas.

Assim, quando escolhernos wm algoritmo para resolver um determinade
problema, pelo acesso tedrico (que € a andlise gue tentamos fazer), nés ado-
tamos o principio de invarigncia, isto €, duas implementacdes diferentes do
mesmo algoritmo néo diferem em eficiéncia por mais de uma constante mul-
tiplicativa, mais precisamente, se duas implementagdes tomam t1(n} e ta{n)
segundos, respectivamente, ao resolver um exemplar de medida n, entdo deve
sempre existir uma constante ¢ tal que 11(n} < cty{n), onde n ¢ suficiente-
mente grande. Assim, uma mudanga de mdquina {computador) pode nos
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permitir resolver o problema 10 ou 200 vezes mais rapido, mas s6 uma mu-
danga de algoritmo nos d3 um melhoramento quando o tamanho do exemplar
aumenta. Cabe notar gue existe cutro tipo de acesso, 0 empirico, onde um
algoritmo é escolhido conforme seu comportamento quando é ensalade com
vérios exemplares com ajuda de um computador.

Resumindo, nao usamos unidades para especificar a eficiéncia de um
algoritmo. Falamos que wm algoritmo toma um tempo na ordem de i{n},
para uma funcdo real { dada, se existe uma constante positiva e uma imple-
mentagio do algoritmo, capaz de resolver o problema num tempo limitado
superiormente por ci{n) segundes, onde n ¢ o tamanho do exemplar consi-
derado. Agora introduzimes a notagdo para o bermo ordem de formalmente.

Definigao 2.1.2 Sejaom IV ¢ IR os conjuntos dos numeros naturais e reais,
respectivamente, JRY sdo os reais positivos ¢ [+ IN s IRY ¢ uma funcdo
arbilrdria; nds definimos

O(f(n)) = {t: IN +— R* [(3c € B")(3no € WN){Vn 2> nglt{n) < cf(n)]}.

(2.1)
O{f(n)}, lemos ordem de f(n), € o conjunto de todas as fungées reais 1(n)
tmitadas superiormente por um miltiplo real positive de f(n), onde n €
suficientemente grande (n > ng).

Cabe ressaltar que existem oufras notagdes para ordem de, tais como:

Qf(n)) = {1 : N+ R*|(Fc € R }{3ng € N){¥n > no)[t(n) > cf(n)i}
(2.2)
Q{f(n)} € o conjunto de todas as fun¢des #(n) lmitadas inferiormente por
um multiplo positivo real de f(n), com n grande, notamos imediatamente a
seguinte propriedade.

Teorema 2.1.1 Sejam as fungoes arbitrdrias feg : IN — IRY, f(n) €
Olg(n)) se, e somente se, g(n} € Y f(n)).

Com O(f(n))} estimamos o limite superior do tempo que algum algoritmo
toma sobre um exemplar dado. Com {f{n)} estimames o limite inferior
deste tempo.

Se um algoritmo toma um tempo da O(f(n)) no pior caso, entéo existe
um ¢ € BT tal que o tempo ¢f(n) é suficiente para que o algoritmo resolva



o pior exemplar de tamanho n, para n suficientemente grande, este tempo
é obviamente suficiente para resolver qualguer exemplar desse tamanho n.
Se um algoritmo toma um tempo da Q(f(n)), no.pior caso, deve existir
d £ IR, tal que o algoritmo toma um tempo malor que df (n) para resolver
o pior exemplar de tamanho n, para n grande, podendo tomar menor tempo
para resolver outros exemplares do mesmo tamanho n. Assim, deve existir
uma infinidade de exemplares para as quais o algoritmo toma um tempo
menor que df (n}.

As condigbes favordveis se mostram, quando na andlise do comporta-
mento assintotico de um algoritmo, seu tempo de execugao ¢ limitado tanto
inferiormente como superiormente; defininos uma outra notagao:

O(f(n)) = O(f(m)) N Qf(n)), (2.3)

chamada o ordem exaila de f{n).

Propriedades e operacdes sobre estas notagbes podem ser vistas por exem-
plo em [Br|, além de outras.

Nac existe nenhuma férmula mégica para analisar a eficiéncia de um
algoritmo, isso depende do critério, juizo, intuicho e experiéneia, muitas vezes
um. primeiro analise alcanca uma complicada fungao, na qual se envolvem
somatorias e Tecorréncias poluco esperangosas.

Fxemplo 2.1.1 O problema da programacdo linear, que € o que mais nos
interessa, tem como um bom algoritmo pora o swa resolugdo o algerilmo
simplez, este algoritmo ¢ muilo eficiente em grande parte dos exemplares,
mas € catasiréfico em uns poucos. O algoritmo simplez, no pior case, toma
um tempo exponencial pare resolver o problema de programucdoe linear.

Exemplo 2.1.2 Deniro dos algoritmo de tipo guloso, o slgorimo de Kruskal
toma wm tempo de Qlalogn) para resolver o problema du Arvore Geradora
Minima, onde @ € o numero de arcos {arestas) ¢ n o nimero de nds de um
determinado grafo conectado. Existe outro algoritmoe gue resolve o mesmo
problema, o algoritme de Prim, o qual toma um tempo de O(n?). A diferenca
enire 05 dois € que num caso esparse, o algoritmo de kruskal € relaiivamente
melhor, pois a — n e temes O(nlogn); no entanto, que o algoritme de Prim
toma wm tempe de O(n®). No caso denso, claramente ¢ — n{n — 1}/2 ¢
o algoritme de Kruskal toma O(n’logn), sendo mais vantajose usar agqui o
algoritimo de Prim.



Nég estamos interessados em obter algoritmos cada vez melhores para
determinados problemas, por exemplo, obter um algoritmo que toma um
tempo de O(p{n)), onde p ¢ um polindmio e n € 0 tamanho do exemplar do
problema, quando s6 tinhames um algoritmo de tempo exponencial, Ofe{n)),
onde e é uma funcdo exponencial. Obtler avangos como esse sao os constantes
ohietivos de pesquisadores nessa area.

O algoritmo Simplex, embora tenha uma complexidade de tempo ex-
ponencial, é muito eficlente na pratica, para a maloria dos exemplares do
problema de Programacio Linear, falamos de exemplares de tamanho con-
sideravel, mas obtém resultados ruins quando os tamanhos dos exemplares
anmentam e quando estes possuermn wma estructura particular. Nessas cir-
cunstancias, um melhor comportamento apresentam os chamados Métodos
de Pontos Interiores, os quais possuem, em geral {teoricamente), uina com-
plexidade polinomial.

Bao aceitavers como eficientes, algoritmos que na sua ordem apresentem
funcoes polinomiais p com grau ndo muito grande, p{t) = i* por exemplo,
obviamente ndo podemos aceitar corno eficiente um algoritme gque toma um
tempo polinomial na O(#29%). Por cuiro lado, um tema de grande discussio é
que se um algoritmo de tempo polinomial é necessariamente melhor que um
algoritmo de tempo exponencial, a resposta € relativa, teoricamente, o algo-
ritmo simplex € menos eficiente que algum algoritmo de tempo polinomial,
de pontos interiores por exemplo, pois tem complexidade exponencial, mas
na pratica, experimentos computacionais mosiram que o algoritmo simplex
tem bom desempenho.

2.2 Complexidade de um Problema.

Aunteriormente, nds definimos complexidade de algoritmos, agora, falaremos
sobre wm campo que caminha paralelamente com os algoritmos, Complexi-
dade Computacional, considerando globalmente a classe de todos os algorit-
mos que 3o competentes ao resolver um determinado problema.

Usando algoritmos podemos provar o seguinte, que um determinado pro-
blema pode ser resolvido num tempo de O(f(n}) para alguma fungdo f, a
qual nés tentamos reduzir tante como seja possivel. Enguanto que, usando
complexidade (para problemas), nés queremos procurar uma fungao g{n}, tao
grande como seja possivel, ¢ entao provar que qualguer algoritino que é capaz



de resolver o nosso problema corretamente, sobre todas os seus exemplares,
deve tomar necessariamente um tempo Q{g{n)).

A satisfacdo seria completa se obtivéssemos uma fungio [ em ©{g(n}),
pois entdo, achamos o algoritme mais eficiente possivel {exceto talvez por
mudancas na constante multiplicativa); neste caso, falaremos que a com-
plexidade do problema é conhecida exatamente, mas nem sempre acontece
asuim.

Anteriormente falarnos sohre algoritmos eficientes, imediatamente temos
em mente os de tempo polinomial, algoritmos eficientes para problemas como
do Emparelhamento e da Arvore Geradora Minima existem e sao de tempo
polinomial, mas na realidade, para a maloria dos problemas de otimizagso
combinatdria, nio se conhecem algoritmos deste tipo. Assim, estes pro-
blemas em geral sdo dificeis de resolver, temos por exemplo, os problemas
Programacio Linear Inteira, “satisfability”, Clique, Problema do Caixeiro
Viajante, etc.

Agora definimos intuitivamente um problema A'P-completo, como um
problema computacional que ¢ tio dificil de resolver como qualguer pro-
blema razodvel, problemas que estdo dirigidos & determinagédo de tragos e
desenhos otimais de objetos tais como rotas, conjuntos de nds, particdes,
e listas de inteiros, todos estes conceitos sujeitos a uma formulagéo precisa.
Mais adiante definiremos formakhmnente este tipo de problema, quando falemnos
das classes P, NP, reducbes e transformagdes a tempo polinomial. Agors
introduzimos duas interesantes propriedades que caracterizam um problema
NP-completo: '

s Nenhum problema N P-completo pode ser resolvido por algum algo-
ritmo de ternpo polinomial conhecido.

e Se existe um algoritmo de tempo polinomial para algum problema A P-
completo, entdo existem algoritmos polinomials para todos os proble-
mas N P-completos.

Falando computacionalmente, os problemas A P-completos sao pouco
tratdvels, se existe um algoritmo capaz de obter uma solugho para um de-
terminado exemplar deste problema, este apresentard na sua execugdo um
tempo de ordem exponencial no pior caso, dal que sdo impraticaveis para
todos os exemplares. Definimos agora um exemplar de um problema de oti-
mizagio de forma geral.



Definicio 2.2.1 Um exemplar de um problema de otimizagdo € um par
(F.¢), onde F ¢ qualquer conjunto (ou dominio de pontos vidveis), ¢ € a
fungdo custo

e F s IH;

deseja-se determinar f € F, tal que o(f) < c{y), Yy € F. Neste caso, [ €
chamadag solucde global dtima, ou simplemente uma solugdo otima.

Assim, um problema de otimizacdo tem definido um determinado con-
junto de exemplares (F,c), onde F' é o conjunto de solugbes vidveis e ¢ é
a funcao custo. Naturalmente, em otimizacao combinatoria, ¢ possivel enu-
merar todas as solugdes (finitas) vidveis e seus respectivos valores de ¢ para
cada uma delas, mas 1sso ndo sempre € possivel pois os problemas mals inte-
ressantes t6m exemplares com wm nimero muito grande de solugdes vidveis.

Agora assumimos que F e ¢ siw dados implicitamente em termos de dois
algoritmos @p e @,. O algoritmo @, dado um objeto combinatorial f e um
conjunto de pardmetros 5, ele decidird quande f é um elemento de F. O
algoritmo @, dado umna solucao vidvel f e um conjunto de parametros @,
ele retorna o valor ¢(f). Resumindo, @p verifica se existe um f viavel e @,
avalia [ e obtém ¢ f). Um exemplar do problema combinatorial pode agora
se definir como a representacio dos pardmetros em S e (.

Exemplo 2.2.1 U'm exemplar do Problema do Caizeire Viajonte tem como
pardmetro S o inteiro n, o pardmetro (} consta das eniradas da matriz das
distancias [d;;]. O algoritino @p, dado um objeto f ¢ o pardmetro n, verifica
se f € um tour de n cidades. o algoritmo @, calcule o cusio o(f) somando
todas as entradas d;; correspondentes ao tour f.

Exemplo 2.2.2 Num exemplar do problema de Programagdo Linear Inteira,
o algoritmo @p fem como pardmetre 5 o matriz A e o vetor b, dado qualguer
vetor tnieiro z, Qp festa quando Az = b e 2 > 0, o algoritme Q. {em como
parametro (), o velor custo ¢, e avalia 'z para cada solugdo vidvel z duda
por Q.

Vemos que nos dois exemplos, @p e @, sdo algoritmos de tempo polinomial.



2.2.1 Versoes de um Problema de Otimizacao Com-
binatorial.

S&0 as seguintes as formas de problemas computacionais:

i. Dadas as representagbes dos pardmetros S e (J, e os al-
goritmos @ e @, o problema ¢é achar a solugdo vidvel
6timna. Esta versdo é chamada “Versao Otimizacdo” do
problema.

it. Dados 5 e €, achar o custo da solucéo dtima, esda é a
“Versiao Avaliacao”.

iii. Dado um exemplar, consideremos sua representacio, isto
é, 9 e @, além de um mimero inteiro L; existe uma solugio
viavel f € F tal que o(f} < L 7 {{f) > L para um
maximo}, esta € conhecida como a “Versio Reconheci-
mento”, a qual tem muito uso no estude de complexidade.

Cabe notar que 1i) ndo € mais dificil de resolver que 1), além disso, a
terceira versao, a gual sera de muito uso no estudo da complexidade de um
problema, é quase um prototipo de um problema computacional tradicional-
mente estudado pela teoria da computacdo, esta versiio € uma questdo, a
diferenga das ontras duas; além disso, 111} néo é mais dificil de resolver que ii)
e portanto, que i}, pois é 86 achar uma solugdo viavel e avalid-la, para logo
fazer uma comparagao € finalmente dar uma resposta “sim” ou “nao”. Com
determinadas hipoteses, é possivel resolver a versao avaliagio desde a versio
reconhecimento.

Notemos também que a versao de reconhecimento ndo é mais dificil que a
versao de otimizaglo. Além disso, qualquer resultado negativo provado com
respeito & complexidade do problema de reconhecimento pode-se aplicar a
versao de otimizacio.

(s problemas antes referidos como Halting e satisfability sfo exemplos
tipicos de um problema na versio de reconhecimento.

2.2.2 Classe P.

Problemas de reconhecimento desta classe podem ser resolvidos por um al-
goritmo de tempo polinomial (para todo exemplar do dominio). No entanto,
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é possivel definir esta classe P precisamente, em termos de qualguer forma-
lismo matematico para algoritmos, como a Méaquina de Turing [Ba]. Em
outras palavras, P € a classe de problemas de reconhecimento relativamente
faceis de resolver, alguns problemas que estao na classe P sao por exemplo
o Emparelhamento Maximo, Arvore Geradora Minima, Conectitividade em
Grafos.

2.2.3 Classe N'P.

‘onsideremos um determinado problema de reconhecimento; para que o pro-
blema esteja na classe AP, nic precisamos que todo exemplar seja resol-
vido em tempo polinomial por algum algoritmo, s6 exigimes que se £ € um
exemplar “sim” do problema (i.e, que existe uma solucdo viavel f em iii),
entdo existe um algoritmo @ e um “certificado conciso” ¢z, le, confirmar a
existéncia de uma solugao viavel ¢y, pudendo ndo ser determinada explicita-
mente, ¢; deve ser limitado em: medida por um polinémio avaliado na medida
do exemplar £, é dizer, |c:| < p(J€]), onde |.| denota a medida do exemplar
£, tal que ¢¢ deve ser verificado em tempo polinomial pelo algoritmo @.

A inten¢do de garantir o certificado conciso ¢ desse modo, deve-se ao
fato que nao estamos interessados em resultados 6timos os quais nio podem
ser desenhados {escritos} em tempo razoavel.

Exemplo 2.2.3 O problema de Programagdo Linear Inteira estd em NP.
Consideremos este problema na versdo reconheciments; € possivel transfor-
mar ¢'x £ L numae equacio com ajuda de varidveis de folga. para logo ser
adicionada no sistema Az = b. Deste meodo, a versio reconhecimento pare
este problema toma a forma sequinte:

Dada a matriz A e o velor b, existe um velor inteire x tal que Av = b e
z >0 ¢

Parn verificar que esie problema pertence & classe NP, consideremos um
exemnplar “sim” para o problema de PLI, agora, se este tem uwma solugdo
vidvel, entdo todos o8 seus componentes estdo Emitadas por

M = n{ma, ™1 + a,),

onde a; = maz{la;|} e oy = max{lhl|}, logo podemos tomar justamente essa
selug@o viduvel come o “certificado conciso” para este exemplar “sim” pois,
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por ezemplo, o comprimento da sun representagfo bindria € polinomial com
respeito @ medida do seu ingresso.

Exemplo 2.2.4 Cbnsideremos o problema do Cligue Mézimo na versdo de
reconhecimento, dade wm grofo G = (V, E} ¢ um inteiro k, existe um cligue
de cardinalidade & 7

Uma forma dbwia de resolver o probleme seria de enumerar os (’:i) sub-
conjuntos de v com cardinalidade k ¢ lestar quando algum deles forma um
clique, o problema € que existern wm nibmero muito grande, exponencialmente
longo de tais subconjuntos. Nenhum algoritmo de tempo polinomial € conhe-
cido para este problema. Assim, o problema do clique agqui tratado ndo estd
na classe P. Agora verificamos que este problema esid em N'P. Suponha-
mos que temos dado wm exemplar “sim” £, isto €, que temos um cligue C
de cardinalidade k do grafo (G, uma lista de nés no conjunio C determinam
um “certificado conciso”™ ¢ do exemplar, claramente a sue medide esia limi-
tade polinomialmente pele medida do ingresso no exemplar deste problema,
¢¢ pode ser verificado eficientemente por wm algoritmo, pois C tem s n nds,
o polinomio p pode ser escolhido como 202, 56 resta testar se o8 nds realmente
estdo conectados por arcos em E, isto iltimo pode ser fedto claramente em
tempo polinomial.

Problemas como do Caixeiro Viajante e “Satisfability”, por exemplo, per-
tencern também a classe AP, ¥ natural afirmar agora que P ¢ um subcun-
junto de AP, no entanto, nenhuma prova formal é conhecida para afirmar
gue P = NP, isso ainda é uma questio aberta para pesquisadores na matéria.

2.2.4 Redugoes Para Tempo Polinomial.

Definigio 2.2.2 Sejam A ¢ P, problemas de reconhecimento (“sim” ou
“ndo”}, Py se reduz em tempo polinomial o Py, se, ¢ somenie se, existe
um algoritmo de tempo polinomial @, para Py, o qual usa em vdrias chama-
das {como ume subruting @ custo unitdrie) wm algovitme @3 para Po. @, ¢
denominado veducdo de tempo polinomial de Py a Ps.

Notemos que chamamos de “custo unitario” ao fato que o algoritmo @,
é considerado come uma simples instrugio , tomando um tempo unitario de
execucao, isto é s6 uma hipdtese tedrica pols, @, pode ser pouco eficiente
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e o problema se complicaria. O fato interessante acontece quando Q3 é de
tempo polinomial.

Teorema 2.2.1 Se Py, se reduz polinomialmente ¢ Py, e existe um algoridmo
de temnpo polinomial para P, entdgo deve exdstir um algoritmo polinomial para
B,

Nés agora definimos informalmente uma “Iransformacao para Tempo Po-
linomial.” Dizemos que P; se transforma polinomialmente para Pp, se existe
uma reducdo de tempo polinomial de Py a P , com 86 uma chamada do
algoritmo @, para P, exatamente no final do algoritmo @; para P; o vesto
do algoritmo @4 é dedicado a construir o ingresso para @;. Nos usamos esta
dltima definicho para definir a sua vez um problema NP-completo.

2.2.5 Problema N7P-completo.

Definigdo 2.2.3 Um problema de reconhecimentio B € NP € chamado NP-
completo, se todo outre problema em NP se transforma pelinemialmente «

A.

Notamos imediatamente, que se um problema R é AP-completo, e existe
um algoritmo eficiente para R, entdo, pelo teorema anterior, devem existir
algoritimos eficientes para todos os problemas em NP, No caso de existir um
algoritme polinomial para algum problema A P-campleto, aconteceria que
P = NP, lamentavelmente nio se conhece da existéncia alguma.

Teorema 2.2.2 (Transitividade) Sejam os problemas By, R;, Rs, se o pro-
blema Ry se transforma polinomialmente em Ry, ¢, Ry se transforma polino-
mialmente em Ry, entdo Ry se transforma polinomialmente em Ry.

Para provar que um determinado problema X é N'P-completo, nds deve-
mos mostrar duas coisas:

1. Que o problema estd em NP e

2. Que todo outro problema em NP se transforma polinomialmente
em X.
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A técnica para verificar que um problema X cumpre 2), faz uso do te-
orema (2.2.2) para demostrar que am problema conhecido é transformavel
polinomialmente em X, assim, se esse problema ¢ A'P-completo, entao qual-
quer problema em AP é transformaével polinomialmente nele, e portanto, em
X.

Teorema 2.2.3 (COOK) O problema “Satisfability” ¢ N'P-completo.

Para verificar que grande parte dos problemas sio N'P-completos, ¢
possivel transformar o problema de “Satisfability” em tais, isto geralmente
apresenta complicadas provas, uma ampla andlise pode-se encontrar por
exemplo em [P], nds 86 falamos aqui de alguns exemplos.

O problema de programacio linear inteira é NP-completo. Vimos an-
teriormente que este problema estd na classe NP, além disso, é possivel
transformar polinomialmente o problema *Satisfability” num problema de
Programacac Linear loteira. Problemas comeo do Cligue, Circuito Hamil-
toniano, Caixeiro Viajante, 0-1 Knapsack (mochila}, Partigio, ¢ outros séo
também N 'P-completos.

14



Capitulo 3

O Problema da Programacao
Linear.

(O ano de 1947 separa o desenvolvimento tedrico da programacio linear em
duas fases, a primeira, caracteriza-se pelo pouco conhecimento de um pro-
blema importante como a programacao linear, apesar de alguns trabalhos fei-
tos por pesquisadores nesses anos. como Fourier {1823), Valle Poussin {1911},
e alguns outros. Para ter uma visdo do pouco conhecimento do problema,
Motzkin, na sua tese de doutorado listou apenas 32 artigos antes de 1936, so-
bre sistemas de inequacdes lineares, segundo nos fala George B. Dantzig [ D]
no seu reportagem {1981}, no entanto, uma pessoa obteve notdrios avangos,
Kantorovich (1939), s6 que pela falta de interacdo enfre a U.R.5.5. e o Oci-
dente, ocasionado pela guerra fria, estes artigos nao foram divulgados. A
segunda, caracteriza-se pela existéncia de um amplo aporte de métodos, os
quais, com diferentes estruturas, procuram uma melhor complexidade.

3.1 O Algoritmo Simplex.

No transcorrer da Segunda Guerra Mundial, e durante o ano 1946, George
Dantzig foi consultor mafematico da Tesouraria da ¥orga Armada dos 1.5,
Com o objetive de mecanizar o processo de planejamento e inspirado no
trabalho de Wassily Leontief {0 qual propés em 1932, uma estrutura de
matriz simples com o chamado “Modelo Input-output para a economia da
interindistria americana”), é que em meados de 1947, Dantzig formula o
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“Problema de planejamento” como um conjunte de axiomas, 0 sistema ma-
temdtico resultante a ser resolvido enveolvia a minimizacio de uma forma
linear, sujeita a equacbes e inequagdes lineares. Posteriormente veio a per-
gunta nada trivial: pode-se resolver tal problema ?

A resposta nao demorou muito, quando no verdo de 1947, tomando idéias
da sua tese de pés-graduacio, Dantzig desenvolve o algoritmo simplex, uma
técnica muito eficiente para resolver programas lineares que, para sorte sua,
segundo suas préprias palavras, deu certo !

Posteriormente, tenton conhecer quao eficiente que era o seu algoritmo,
e depois de visitar em outubro 3 de 1947 a John Von Neumann {conside-
rade por muitos nesse entdo, como um dos matematicos mais importantes da
época) ¢ ac professor Tuker, ern junho de 1948, ele obteve informagio sobre
o lema de Farkas e dualidade. Durante o periodo de 1947-1948, problemas
como o “Processo de Planejamento” e outros foram resolvidos, A sugestao na
demostracio da convergéncia do algoritmo simplex, de assumir a nao dege-
neragao, fol feita por Koopmans, a convergéncia do algoritmo fol demostrado
formalmente em margo de 1951, No verdo do mesmo ano, Philip Wolfe, es-
tudante da universidade de Berkeley, propos uma forma lexicografica para
evitar a ciclagem quando o problema era degenerado. Todas estas varian-
tes comseguiram fazer do algorttmo simplex uma ferramenta prética como
tedrica, pois, tamnbém é usade para provar teoremas, mas é preciso que para
tal fim, assumir a ndo degenetacdo. Nos anos de 1950-1960, novas dreas
surgiram, tais como Programacio Nio Linear, Teoria de Fluxo em Redes,
Métodos de Grande Escala, Programagao Estocdstica, Programacao Inteira,
¢ oulfros.

Em 1978, L.G. Khachian demostrou que um algoritmo de tipo elipsoidal
resolve o problema de programagio Linear (PL) em tempo polinomial, este
algoritmo teve s6 um valor teorico mas nfo pratico.

Fstd demostrado que o problema de Programacio Linear ndo pode ser
resolvido sem o uso de um algoritmo, estes problemas devem ser resolvidos
eficientemente usando wm nimero de iteragdes que possam garantir a ob-
tengdo de uma solugdo Stima, o algoritimo simplex ou uma de suas variantes
fazem esse frabatho.

{onsideraremos a seguir, o problema de programacio linear na sua forma
padrio



Minimizar 'z

sujeito a:

z >0, | (3.1)

onde z,c € R*, b € RB™, ¢ A £ IR™*", Notemos que todo problema de
programacio linear pode ser expressado na forma padrdo, nés nsaremos fre-
guentemente essa notacao.

Agora, sein perda de generalidade, no problema (3.1), suponhamos que
m < n e o posto de A seja completo (ie. posto{A) = m). Se o problema fem
uma solugdo vidvel Otima, entdo ele tem uma solucao basica vidvel Stima.
Sabemos que o algoritmo simplex gera solugdes bdsicas, entio ele € capaz de
reselver o problema num ndmero finito de passos; caso contrario, reportara
uma solucao ihmitada ou a infactibihidade do problema.

Como falamos no capitulo anterior, na pratica, o algoritmo simplex é bom
na maloria dos exemplares, mas é ruim em poucos. Isto deve-se ao seguinte
fato.

O Método Simplex ndo é um Algoritmeoe de Tempo Polinomial.
Este resultado deve-se a Klee e Minty [K M] (1972}, que com um argumento
simples, estabeleceram a existéncia de uma famitlia de exemplares do pro-
blerna de programagéo linear, nos quais ¢ algoritmo simplex toma um tempo
exponencial. Eles constroem uns exemplares nos quais o algoritmo simplex
leva seu pior caso. Analisar ¢ pior caso de um algoritmo significa:

(a2} Achar o exemplar mais desfavordvel.
{b} obter a sequéncia mais desfavordvel de eleigoes dos passos
especificados incompletamente.

Para mosgtrar que o algoritmo simplex € nao polinomial, é suficiente exibir
uma familia de exemplares para os quais este deve usar uin ndmero expo-
nencial de pivoteamentos, ou seja, exibir uma sequéncia exponencial (com
respeito & medida do exemplar do problema PL) de SBV's 24, 24, ..., 7y, tais
que T; e &y sao adjacentes e satisfazem

drigr < ey i=1,2,.0.k,

o teorema seguinte formaliza a afirmacao.
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Teorema 3.1.1 (Klee ¢ Minty [K M)} Para fodo d > 1, existe um problema
de programagdo linear com 2d equagies, 3d varidveis, e coeficienies inteiros
com walor absolute limitode por 4, tal que o algoritmo simplex deve tomar
27 — 1 dleracdes para achar o solugdo dlima.

Conclusdo, o algoritmo simplex tem complexidade exponencial no pior
caso. O primeiro algoritmo (procedimento) de pontos interiores de tempo
polinomial, que resolve o problema de programacio linear, foi mostrado por
L.G. Khachian {1978). Isso, no estudo de complexidade, permitiu classificar
este problema do seguinte modo,

O Problema de Programagio Linear estd na classe P.

Surgiram muitos outros métodos de pontos interiores para o problema de
programacao linear, depois do método do elipsoide, alguns conseguiram me-
Thorar a complexidade do algoritino inicial, mas geralmente, por sua natureza
intrinseca, os algoritmos polinomiais (de pontos interiores} estao relacionados
infelizmente com o pior caso.

3.2 Métodos de Pontos Interiores.

A existéncia de um algoritino de tempo polinomial para um problema PL,
foi mostrada em 1978, o qual coloca este problema na classe P, se deve a
L.G. Khachian. Ele propés um algoritmo de tempo polinomial para resolver
o problema de factibilidade linear.

3.2.1 O Método dos Elipsdides.

Este método fol desenvolvido originalmente para programacao nao linear por
Shor [SR} (1970-1977), Yudin e Nemirovskii [Y V] (1976}, E foi Khachian
{1978} quem demostron que uma extensio resolve o problema de PL em
tempo polinomial. Um outro procedimento é feito para um problema de PL
sobre poliedros implicitamente dados, o gual gera uma solugdo em tempo
polinomial para varios problemas em otimizacio combinatdria, aqui nos res-
tringimos a falar sobre o trabalho de Khachian.

Alguns autores comparam o método do elipsdide com o método de re-
laxagho, 0 qual é mais geral pelo seguinte argumento.
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» O método de relaxagio acha uma série de pontos z, z1, 22, ... onde cada
#4+1 vem dado desde a projecio de z; sobre uma inequagio violada do
sisterna Az < b, o objetivo é encontrar uma solugdo viavel para tal
sistema, & possivel também adaptar este método para variaveis nao
negativas & problemas PL.

Por outro lado, Levin ({LE] 1965) e Newmann ([N F] 1963} apresentan um
método de seches centrais o gual aproxima-se ao minimo de uma funcao
convexa f sobre um politopo P como segue: seja Fy = P, se F; é deferminado,
seja 2; o centro de gravidade de P, @ o gradiente de f em z; e

Py ={ze P | oz <ozl
como [ ¢ convexa, seu minimo sera alcan¢ado em Fiyy, pois
vol{ Pipq) < (1 — e H)vol( B,

loge z; converge a um ponto minimo.

Calcular esses centros de gravidade pode ser difici] na pratica, Yudin e
Nemirovskii {1976}, Shor (1977), verificaram que, se substituindo os polito-
pos por elipséides {Fy € um elipsdide contendo P e £,y é o menor elipsdide
contendo {& € E; | o'z < a'z}), este é mais vantajoso e é aplicdvel para
gualgquer problema de programagio convexa. O método do elipsdide é ha-
seado justamente nestes argumentos. Além disse, eles observaram que este
método pode ser visto como um caso especial do método de Shor, 0 qual usa
transformagdes projetivas do espaco, neste caso, a matriz definida positiva
que define o elipséide representa a transformagéo.

Khachian demostrou que para problemas de programacao linear, o método
do elipséide pode ser modificado, dande assim solugdes em tempo polinomial.

0Os métodos anteriormente falados, de Levin e Newmann, e 0 método do
elipsdide, chamados também “Métodos de Centragem” ou de “Segdes Cen-
trais”, podem ser incluidos numa classe X de corpos geométricos (conjuntos
com interior ndo vazio) onde: dado um 2 num conjunto C; € K, achar o
espaco médio afim H, com z; sobre sua fronteira, tal que os pontos procura-
dos estdo em H, C;yy € K tem mepor volume, {T;MH} C Ciyy € zi4q € 0
centro de gravidade de Ciyy. '

Nessa forma, o método de relaxagio pode ser considerados como um “ball
methad” onds K € uma classe de bolas. Yamnistsky ¢ Levin demostraram
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que se fornarnos por K as classes de todos os “simplices,” obtemos um método
similar ao algoritmo simplex o qual € de tempo polinomial para problemas

Pi.

3.2.2 Resumo do Algoritmo de Khachian.

Este método é inicialmente aplicado para resolver o problema de inequagdes
lineares com n > 2, isto é, dada uma matriz A, x, € mm vetor b m-dimensional,
existe um vetor z n-dimensional tal que Az < b 7 Vamos assumir, injcial-

mente, que

1. O poliedro P = {z | Az < b} ¢ limitado e de dimensao completa.

2. Podemos fazer 08 nossos calcnlos com precisdo infinita.

Seja v = 4n%¢, onde £ é o maximo da medida do ingresso nas linhas de [A 8],
logo, cada vértice de P tem medida limitada por v {cada solucio extrema de
P), se tomamos R = 2*, entao P C {z ] ||z}l € R}

Determinamos recursivamente wma sequeéncia de elipséides Fg, By, Iy, ...
de volume decrescentes, tal que P C E; Vi, também uma sequéncia de centros
Zpy #1472, .- € UmMa sequéncia de matriges definidas positivas Dy, Dy, Dy, .
onde

E; = elip(z;, D;),
o primeiro elipséide & a bola {z | ||| £ K}, com zp =0 e Dy = R°L.

Se z; satisfaz Az < b paramos, pois j4 temos uma solugdo, caso contrario,
seja arr < by a Inequacgdo de Az < b a gual foi vielada por #; e seja

Eiyy = elip(zit1, Ditt),
o elipsdide de menor volume contendo
Ef{ Yz larz € apal,

os valores de 24y e Diyy sBo dados pelo teorema {3.2.1), com 2’ = z,44,
D’ = Dy e o = a;. Notemos agora que o elipsdide E;yy contém por sua vez
P, come P C E;, temos

Pcoie | ape <} CHr | o < anzil,
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isto é repetido iterativamente até obter uma solugdo para o problema prin-
cipal (até alcangar uma solugdo factivel),
1 . ” .
Notames também que yoltgu) o < e~ m¥%, onde voll ) < (2R)", logo,

voligy) —
vol{ B} < e 2n+2(2R)"“
O volurne de P ¢é limitado inferiormente, pois P Lem dimensido completa,
isto pode-se verificar se consideramos g, 21, Tq, ..., Ty, vértices afins indepen-
dentemente de P, entao

vol(P) = vol(sup.conv{zo, 21,22, ..., &n})

1
= —{det{l (zo0,01, .22

> .n_—‘ﬂ‘)—ﬂf‘u

=

2 2“211.112 (32)

se alcancarmos o elipséide Ey, na iteracio N, com N = 16nv, devemos
obter a seguinie contradicéio

22 < yol{ P) < vol(Ey) < e™ ¥ (2R)" < 97

pois P ¢ Ey e R = 2%, logo, se int(P) 5 §, temos que antes de alcancar o
elipsdide Ey, acharemos uma solugio #; para Az < b (com ¢ < N), como N
é polinomialmente limitado pelo tamanho do exemplar do problema, encon-
tramos uma solugdo para o problema em tempo polinomial. Observe que se
apos N iteracdes, a convergéncia ndo for alcancada, entao podemos concluir
que nao existe solugao factivel para o problema.

B importante lemnbrar, que o algontmo tem esse comportamento, frente
ag hipofeses assumidas em 1) e 2). Na realidade nio acontece assim, pois,
existern calculos complexos, como por exemplo, avaliar as raizes quadradas
para obter z; e ;.

Os valores dos pardmetros z; e Dy, em cada iteracao, podem ser obtidos
como resultado do seguinte teorema.

Teorema 3,2.1 Seja o elipsdide E = elip(z, D) em IR, o um vetor linhe,
E' = elip(+!, 1)) € o dnico elipsdide de menor volume contendo EN{x | ax <
oz}, ende

1 Dt
" n+laDat/?
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n? 2 DofeD

f —
b= n? — ].(D n+ 17 abDat’
, voll B} =1
além vl E) < %2,

a prova pode-se ver por exemplo em [Schl.

3.2.3 Complexidade do Algoritmo de Khachian.

(O algoritmmo € teoricamente polinomial, mag experimentos computacionais
mosiram gue o método ndo é muito eficiente, este método ndo é um compe-
tidor para o ineficiente, do ponto de vista tedrico, algoritmo simplex.

Alguns melhoramentos foram propostos tais como: tomando cortes pro-
fundos {Sh] (1979), ou representando as matrizes definidas positivas pela sua
descomposicdo de Cholesky, na procura de reduszir a instabilidade numérica
[GT] (1982}, Uma das razdes para o mau comportamento de algoritmo de
Khachian é que o mimero de iteracdes depende de uma funcdo dos dados, se
T' & o maximo valor absoluto dos dados em A e b, entdo o método resolve o
problema de inequagoes com O(n’logT) operagdes aritméticas sobre mimeros
comn O(n”logT’) digitos, totalizando assim O(n®logT) bit-operagoes.

3.2.4 O Algoritmo de Transformacoes Projetivas de
Karmarkar.

O método Simplex néo teve competidor até o ano de 1984, quando N. Kar-
markar [K] propds um nove algoritmo de tempo polinomial para problemas
de programacao linear, este algoritmo & aplicado para resolver problemas na
forma

Minimizar cz

sujeito a:
Az =10
x 20
le =1, (3.3)

onde a matriz Amyxn tem posto m, ¢ € z sdo vetores n-dimensionais, con
n>2 el ={1,1,1,..,1) é um vetor linha n-dimensional.
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Nos assumimos o seguinte:
t L 1y
t. Oponto a¥ = (1,2, .., 1) é vidvel para o problema (3.3).

2. O valor 6timo da funcido objetivo no problema (3.3) é zero.

Notemos que qualguer problema de programagio linear pode ser colocado
nessa forma [Bal.

Frente as hipétese 1) e 2} o problema € viavel e limitade, nessas cir-
cun‘aténciab existe uma solugao Stima para o problema (3.3},

Seja z* = (2f,..., 25} > 0 um ponto interior, com k = 0,1,2,3, ...
e Dy, = diag(z¥, ...,z f;), consideremos a transformacio definida por

T A el

" Dtz
y=Tz= 1D T ou
£
e 1,20 (3.4)
B = para i= \ 3.2
3 z! e

claramente D é uma matriz inversivel.

A regiao viavel no problema (3.3) ¢ descrita pela intersecgio dos su-
begpagos de dimensao n — m, definidos por Az = 0 ¢ o simplex S, =
{z | 1z =1, ¢ > 0} de dimensido n — 1 , a intersegdo resultante é alguma
regido de dimensao n —m — 1.

Frente & transformagdo T em (3.4}, qualquer ponto em 5, é transformado
num ponto no simplex (n-1)-dimensional 5, = {y| Ly =1, y > 0}, no qual
sera mais vaniajoso ’Lra,balhar Notamos particularmente que o ponto z* é
transformado no ponto y° = (%, 4 . LY o qual é o centro do simplex 5.

Para considerar a transformacao proj etiva inversa, expressamos ¢ € S,

segundo (3.4}, na forma

z = Dyl Db, (3.5)

como Lz = 1, {femos que
EDyiD e =1,

portanto 1D 'z = ]w , substituindo em {3.5) obtemos

Dy
10wy

(3.6)
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Logo, a aplica¢do (3.6) aplica pontos desde o simplex 5, sobre o simplex S,
e vice-versa. Com a transformagio (3.4}, o problema (3.3) fica transformado
rum problema no 1-espago sobre um subconjunto do simplex Sy, isto é

£ . . L
Minimizar SEaY

Ly
sujeito a:
ADyy =10
1y =1
y =0 (3.7)

este é conhecido como “Problema de Programacio Linear Fracionéria” (PLF),
pela condigao 2) e usando {3.6}, o valor da fungdo objetivo étima também é
zero, no entanto existe a fracdo no problema. Nds podemos minimizar equi-
valentemente {3.7) sem considerar o denominador da fragéo, pois € positivo
e limitado ¥y € 5, o seguinte problema ¢é equivalente a (3.7).

Minimizar = ¢;,,,¥

sujeito a:
Py = P{]
v 20, (3.8)

onde Cuppe = Dy, P = [ fk} e P = [?]

Consideremos agora a bola n-dimensional B(y%r), com centro y° =
1 ... 3) e com raio r, de modo que {y |y = 1} B(ys,r) seja a maior
bola (n-1)-dimensional corm o mesmo raio r e com centro incluido em S,
entdo r é o comprimento desde o centro y, do simplex para alguma das suas
faces, usando este fato, obtemos facilmente que r = 1/{y/n{n — 1), com isto,

nos formulatos o seguinte problema.

P . i
Minimizar ¢ _ ¥

sujetto a:
Py =58
y =0
y € Blyg, or),
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onde 0 < & < 1, notamos que as varidveis ¥ sdo estritamente positivas (y >
0). Nés podemos otimizar uma restricio do anterior problema resolvendo:

Minimizar €ronol
sujeito a:
Py = Py
(- 9"y —v°) <o’ (3.9)

uma solucéo para o problema (3.9) é produzida apenas projetando o vetor
Crovss Centrado em y°, sobre a regiac vidvel (uma bola), representemos esta
PIOJECE0 POT Cproj, ela € definida por

y* o=y ar—2ne (3.10)

. Hcivmj“,

por razbes de convergéneia, a escolha de o ¢ feita como o = &1,

Fazendo algumas manipulagbes algébricas obtemos

Cpro = [T = PH(PP) Pl

“RaT )

notamos que nao & esta a melhor forma de calcular ¢,,,;, podemos optar por
outros métodos computacionais.
Usando (3.10) podemos calcular %7 da seguinté forma
k1 Dy
R
W Dwy*
onde 25t > 0 pois y* > 0, tudo isto constitui um passo iterativo.
E possivel mostrar que cromo™ < Cuonoy®, além disso, cz® — 0 quando
k — oo.
O Algoritmo.

n—1 & __ (1 ].)t

L] o L _ 1 2
s passc ! k=0, r = m? a= ==, Sy
e L um limite inferior para o tamanho do exemplar do problema.

s passo 1: se c'2¥ < 274, parar.

(4, 1), P= D4

L

v passo 2: definimos Dy = diag(z®, ..2F), y°

X . |
& Crouo == € Dy



e passo 3: calcular ynow, = y° — m‘*“—ch, onde

Cprof

Cpeog = [I — P{PPY " Pleross-

k+y . _Drynoro.

e passo 4: oblemos g = e

s passo 5 k=k-+1.
s passo §: ir ac passo 1.

Seja L o tamanho de um exemplar do problema, frente a essas circunstancias,
guando fazemos 10n L iteragdes, o algoritmo produz uma solucéo factivel, na
qual, o valor objetive é menor que 275 com um esforgo total de complexi-
dade polinomial da O(n**L). Acontecido isso, um ponto extremo &timno no
problema principal (3.3) pode ser conseguido em base a um procedirento de
refinammento, também de tempo polinomial, O{m?®n), denominado “Esquema
de Purifica¢do.”

Cabe ressaltar que os métodos de pontos interiores, como os que esta-
mos tratando, convergem geralmente a uma face do politopo. O seguinte
algoritmo, que complementa ao de Karmarkar, corrige o resultado, dal o seu
nome.

Algoritmo de Purificacéo.

» Uma vez obtido cz® < 2-%:

# Se n restrigdes linearmente independentes sio ativas em z¥, entdo id

temos uma SBV otima,

¢ Caszo contrario, existe uma diregho d # 0 no espago nulo das restrigdes
ativas tal que:
se c'd < 0, nos movemos na diregao d.

se ¢d > 0, nos movemos na direcio —d. até que alguma restricio
seia violada, esse procedimento é repetido até obter uma SBV 2*, isto
acontece quando a regido viavel é imitada.

Claramente clz* < ta¥ < 2L,
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3.2.5 O Algoritmo Afim Escala de Barnes.

Seus origens deve-se a Dikin {1967), mas os trabalhos mais recentes foram
propostos independentemente por Barnes [B] (1986) ¢ Vanderbei [V] (1986).

O algoritmo é uma extensao e tem algumas vantagens sobre o algoritmo
original de Karmarkar (1984}, tais como, o problema nic precisa estar na
forma (3.3), e pode-se aplicar diretamente a um problema de programagio
linear na forma padrdo (3.1). O algoritmo produz uma sequéncia monétona
decrescente de valores da fungao objetive, o valor dtimo deste nao precisa
ser conhecido previamente, como no algoritmo de Karmarkar. Por outro
lado, na auséncia de degeneracao, o algoritmo converge a uma solugao béasica
viavel otima {um ponte extremo) com as varidveis néo hasicas convergendo
monotonicamente para zero, o qual faz possivel conhecer uma base &tima
com aptecedéncia.

Consideremos © problema de programacio linear na forma padrio (3.1},
onde posto( A} = m {posto completo), assumamos também que o nosso pro-
blema nao tem SBV’s degeneradas. Denotemos o dual do problema (3.1)
par

Maximizar b'A
sujeito a
AN e Alivre, (3.11)
Suponhamos que (3.11) ndo tem solucdes vidveis degeneradas, guanto estas
hipotese, vemos que é possivel restringir as restrigdes das varidveis z > 0
cOmo segue:

Dado um n-vetor y > 0, solugdo vidvel de (3.1}, definimos
D = diag(y1.y2, -, Yn)
el < R < 1, de acordo com isto, formamos o seguinte elipsdide centrado em

Y

E={z| (z—-y)Q Yz —y) < R, (3.12)
onde () = D*D, Claramente D é ndo singular, portanto (J, além disso Q é
definida positiva. note-se que se z € F, entdo & > 0, caso contrdrio existiria
um z; < 0 (para algum i}, onde z; é uma componente de z, tal que

> (@7 — i) S (; —2'3}:‘)2 > 1> R

=1 Lh Y;
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o qual representa uma contradicdo.
Consideremos agora o novo problema

Minimizar c'2

sujeito a: Az =) {3.13)
r € E,

notemos que a restricao de nao negatividade {(z > 0) podemos substitui-la
por ¢ € K. as quais 530 mais vanfajosas.

Usando o vetor m-dimensional dos multiplicadores Lagrangianos, i.e, o
vetor das variaveis duais do problema (3.1), para z satisfazendo (3.13) temos

dy —cx =[c— ANy ~z) = [D{c - AN'DHz—y)
S D(e~ AN Dz~ y)ll
< |ID{e — AN||R. (3.14)

Com a finalidade de obter uma estimativa do comprimento do incremento
entre c'x e c'y, vernos que a igualdade em {3.14) tem validade se

Dic— A'N) =Dz —y) (3.15)

o qual é a condigdo de paralelismo, onde v é alE'uma,rconstante, tomando
DY & —y)|| = B e desde (3.12) temos que y = 12 o2 M substitaindo em
(3.15) temos
RD*e— A'X)
&= Y et
[1D{e — AN

se multiplicamos por A ern ambos os lados da equagao (3.16), lembrando que
Az = Ay = b, obtemos

(3.16)

AD¥ e — A =0

de onde
= {ADPAN T AD? e, (3.17)
portanto
cz > ey — Rl P{c—~ ANl (3.18)

Vemos que para  verificando (3.13}, o valor minimo para a funcdo obje-
tivo € limitada inferiormente pela direita da inequacio (3.18}, a igualdade se
cumpre quando ¥ e A sdo dados por {3.18} e (3.17), respectivamente,
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Cabe ressaltar que nio é preciso resolver o problema (3.13) explicitamente
(por algum algoritrno conhecido), contrariamente pode ser resolvido simple-
mente avaliando {3.16) de acordo comn (3.17) diretamente. Esse procedimento
constitui um passo do seguinte algoritmo.

O Algoritmo.

Seja 2° > 0 um ponto interior inicial, com Az® = b, se =¥ & conhecido:

e definimos D* = diag(a¥, 2§, ..., z¥

k41

¢ definimos x COMO

 R(DF)(c - AN
| D*(e — AR
AP = (A(DFYP AT A(DR e

A convergéncia e propriedades sao demostradas por Barnes [B], no mesmo
artigo. Nos sd enunciaremos alguns teoremas que garantem a convergéncia.

Teorema 3.2.2 Se (3.1) tem uma solugdo limitada, a sequéncia {=*} obtida
pelo algoritmo converge & solugdo de (3.1) ¢ € um ponto extremo (vértice).

Teorema 3.2.3 Sejo 2™ o solugdo de (3.1), a sequéncia {z*} gerade pelo
algoritmo satisfuz:

"
M- T Ek

onde {£1} € uma sequéncin de nimeros positivos que converge para zero
quando k — oo.

Um inconveniente na matoria dos métodos de pontos interiores é de obter
um ponto iniclal fact{vel, nds consideraremos algumas sugestoes importantes
para inicializar o algoritmo.

1. Para obter 2 adicicnamoes uma nova coluna @,41 & matriz 4
definida por

b
npr = b— >y,

f=1
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se definimos um vetor (n+/{)-dimensional por 7 = (1, 1,1,..., 1},
entao ele verifica

. n-+1

AT = Z{Igiﬂg: be = 20

=1

o qual é valido para inicializar uma extensio do problema prin-
cipal, adicionamos também o correspondente coeficiente ¢pyq > 0
grande, no vetor custo c. Notamos que isto é feito similarmente
ao caso quando trabalhamos com o método “M-grande” no algo-
ritmo siraplex, Assim, uma solucio para o problema {3.13) tera
Tniy = 0, onde o vetor {z1, 22, Ta, ..., T,)" representaria a verda-
deira solucao.

¥ possivel variar o valor de B para acelerar a convergéncia, pois,
c'x decresce quando R se incrementa.

E possivel obter um critério de parada para o algorito, isto pode
ser feito do seguinte modo: podemos iterar o algoritmo até que m
dos custos reduzidos em valor absoluto |¢; —al)g| sejam pequenos,
e, 08 n — m restantes sejam positivos. Logo, uma solugdo basica
pode ser conhecida com antecedéncia.
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Capitulo 4

Centros de Politopos.

(Os métodos para achar centros sio aplicados, mum caso geral, sobre conjun-
tos convexos limitados num espaco n-dimensional, mas o caso de nosso maior
interesse esta relacionade com politopos. Existem véarios critérios definindo
centros em politopos e conjuntos convexos, nds fazemos aqui um resumo de
alguns deles, os quais consideramos relacionados, de certa forma, com o tra-
batho desenvolvido no capitule seguinte. O motivo principal para estudar
ceniros se fundamenta no seguinte: um problema de programacido linear se
reduz polinomialmente a um problemna de achar um centro. Além disso, todo
algoritmo de pontos interiores, que é provado ser polinomial, tem um me-
canismo explicito ou implicito de centragem. Mas a nogao de centro de um
politopo nao é trivial, pois dado um politopo geral de programacio linear,
existemn varias defini¢des de cenfros. Centro de Helly, de Fritz John, centro
analitico sdo alguns exemplos de centros de politopos, sendo este wltimo o
mais usado para definir centros de politopos para programacio linear. Neste
capitulo, nos mostramos que se um desses centros nos é dado de graga, entéo
ternos um aigoritmo de tempo polinomial para resolver problemas de pro-
gramagao linear.

Um politopo ¢ um poliedro limitade, o nosso interesse sdo politopos de-
finidos pelo conjunte de solugdes vidveis de um problema de programagio
linear, onde as inequagbes lineares sado da forma: 3.7, aiz; < b, com
1=1,2,3,..,m.

Generalizando as idéias de centros de gravidade, ou wm centrdide num
tridngnlo em Ii®, podemos estender esse conceito para corpos convexoes de
mator dimensio.
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Definicio 4.0.1 Um corpo convezo € um conjunio convexo S com int(S) #

'R

4.1 Centro de Helly.

Definicdo 4.1.1 Seja C um corpo convezo em R*, £ € C € denominado um
centro de Helly (H-centro), se & divide qualguer cordals,t] C C, passando por
£, em duas partes de comprimentos o € f§, tais que

i o n

< < . 4.1
n+l " a+hf nl (1)

figura #1

(O norme tem relacdo com Eduard Helly (1913) que propds o teorema que
faz possivel estabelecer a existéneia de tal centro para corpos convexos em
IF*: seja K uma familia de pelo menos n + 1 conjuntos convexos em IR,
onde K é finito ou compacto, se cada n + 1 membros de K fem um ponto
em comum, entido exisie um ponto em comum para todos os membros de K.
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Teorema 4.1.1 Se ' ¢ um corpe convezo em JR*, entdo existe um ponlo
z € C, tal que, para cada cordd]s,t] de O, passando por z, se cumpre

L |l | P (4.2)
nt+l T s~ T+l

Notemos que z verifica a inequagao {4.1) se tomamos ||z —s]] e ||s—t|| como 0s
comprimentos induzidos pela norma euclidiana || iy, os quais correspondem
aos valores a ¢ g, respectivamente.

Em geral, um corpo convexo pode ter um conjunto infinito de H-centros,
outro resultado estabelece que um Simplex n-dimensional tem um unico H-
ceniro. O teorema seguinie garante a infinidade de H-centros em corpos
convexos de R, o mesmo, usa um elipsdide para obfer tal resultado.

Teorema 4.1.2 Seja F um clipsdide n-dimensional, definido por
E={z|(z-Qx~¢&=1}
seja B outro elipsdide, centrado também em & ¢ definido por

(n —1)?

CEsTl

E={z | (2-8'Q~§=
entdo qualqguer z € E € um H-centro,

Na subsecio (4.2.1), falaremos de como pode-se usar H-centros na re-
solugho de problemas de programagio linear, este dltime fato estd relacionado
diretamente com o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3 Seja O wm corpo convezo em IR™, £ um H-ecentro de (),
seja o elipsoide de menor volume contendo O, ceniredo em £ e definido por
(z &) Rz — &) = 1, entdo o elipsdide definido por (v — )Rz — £) = &
estd contido cempletamente em C.

Uma outra nocao de centro, centro de John, o qual considera elipsdides
incluindo um politopo é definida a partir disso.
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4.2 Centro de John.

Definigéo 4.2.1 Dado um politope P, seju E o elipsdide de menor volume
contendo P, o centro de E ¢ chamado um centro de Fritz John {J-centro).

¥ possivel usar alguns algoritmos para calcular J-cenfros de um politopo,
por exemplo, 0 algoritmo de Khachian. Mas, como vimos no capitulo ante-
rior, este método ndo é eficiente, pois ainda sendo de tempo polinomial, na
pratica sua performance ndo € boa. O nome de centro John tem relagdo com
o seguinte teorema, proposto por Fritz John, o qual garante a unicidade de
E.
Teorema 4.2.1 (#ritz John-1947). Seja P um politopo em IR*, e E o
elipsdide de menor volume contendo P, entao E € dnico, além disso, se
reduzirmos E por um fator n, ie, E = —':;E", obtemos um elipsdide contido
em P.

Claramente, a dileren¢a entre um H-centro € um J-centro é a unicidade,
aparentemente, calcular wm H-centro pode ser mais facil que caleular um J-
centro. Um outro resultado mostra que um J-centro é sempre um H-centro,
pois, se considerarmos uma cordals, ] passando por £, com pontos finais s e
¢ na fronteira de C' (uimn corpo convexo), obtemos

1 s—¢&l . _»
Tomm—— < - < ¥
n+l 7 fls—tll Tn4+1’ (43)

se estendemos a cordals, 1] a uma cordals’, '], com ponios finais na fronteira
de E {o elipsdide exterior), e reduzimos a cordals, ] a uma corda[s”, 1], com
poutos finais na fronteira de E {o elipsdide interior), nds temos

o] _ Ils — &Il
He=tll s — &+ 1€ — 1]
" — €}

ol Py

5" — €| ,
gy (4-4)

como asumimos gue E = 1, temos

e — 21l =116 — &'l = nlls” ~ &1,
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logo

s —&ll o Hs” — &l 3
s — 2l = {ls” ~ i +nlls” =&} =

le— sl _ 1= €ll+ lls ~ €l

agora, Como

1 — jusang
[t — ] {1t — s]]
Lemos
e s ¢l
= e
1
41

n .
= . 4.5
741 (4.5)
Mudando s por ¢ € possivel obter a inequacio (4.1), com ||t — &}l = a,

HE — sll = B e ||ls — 1] = a+ F 0 que prova o afirmado.
Notamos também que um Simplex n-dimnensional, i.e, o suporte convexo

de 7+ 1 pontos {zy, T3,..., Tyt }, onide {29 — Ty, oy Zpys — 24} € linearmente
independente, tem s6 wmn H-centro, o qual também é um J-centro.

Consideremos o problema de programagéo linear na forma candnica

Minimizar cz

sujetto a:
Ax <6

r >0, (4.6)

onde ¢, r sdp vetores n-dimensionais, b um vetor m-dimensional ¢ a matriz
Am,xn-

Seja ¢ politopo definido pelas restricdes Az < be z > 0 em (4.6), vernos
que ¢ possivel usar, por exemplo, o algoritmo de escalamento afim para tentar
resolver o problema (4.6). Esse algoritmo usa um mecanismo de centragem
implicitamente dado, minimizando a funcao objetivo a cada passo, sobre uma
regido determinada pela interseccdo de um elipsdide definido por

{z | (2-9)Qe—-y) <R, 0<R<1}
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e o conjunto definido por {z | Az < b}, onde y > 0 é um ponto interior em
(4.6). Nés tentamos aclarar isto fazendo um resumo de um méfodo tedrico de
tempo polinomial, o qual usa elipséides para construir uma sequéncia {zx}
convergindo para z*, a sclugho Stima para (4.6).

4.2.1 Procedimento Para Resolver o Problema de Pro-
gramacao Linear Usando J-centros.

Consideremos o problema de programagio linear na forma (4.6).
o Seja EY o elipsdide de menor volume contendo o politopo definido por
=8 ={xlAde <bh, z >0}
e z° o seu centro {J-centro).

i

e Seja x' uma solugio do problema

Minimizar cbz

sujeito a:
il
r €k,

onde

[
0 = L0,
1

¢ Seja E' o elipsdide de minimo volume contendo o politopo

1 o ¢ ,
5= 8%z | v < 2’} e 2 sen centro,
* Seja z° a solugdo do problema
minimizar c'z
sujeito a: ¢ € B}
: 1
onde E} = ~F1,
n
o Desse modo continuamos... definindo o politopo
57 =Sz | 'z < fa®).

A andlise da convergéneia deste procedimento esta feita em [Mo}, onde se
mostra, tende algumas consideragles, que o procedimento toma um tempo
polinomial para calcular uma aproximacgao 3 solucéo.
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4.3 Centros Analiticos.

Calcular um H-centros ou J-centro tem um custo, no entanto podemos es-
tender este conceito para definir novos centros, existem outras nogdes de
cenitros, por exemplo: centro paramétrico [RM F2], W-centro [RM F1], além
do centro analitico [So] que introduziremos agora, eles sao definidos geral-
mente sobre politopos e sdo aplicados frequentemente nos métodos de pontos
interiores para resolver o problema de programacao linear.

O problema do centro analitico foi introduzido inicialmente por G. Sen-
nevend {Sol.

Definicéo 4.3.1 Dado um sistema de . inequagées Hneares em IR da
forma Az < b, e equagdes da forme Mx = g, iste ¢ denominedo o sis-
tema {A.b,M,g}, o centro analilico para este sistema ¢ a solugdo élima z* do
problema

Maximize 307%, log(h; — A;x)
sujeito ¢ ;
Ax <b
Mz = g. {(4.7)

O fato de 2 ser uma variavel livre (o problema nao inclui 2 0) nos
permite eliminar varidveis através do sistema de equagdes Mz = ¢ . Para
ver 1850 assumimos, sem perda de generalidade, que M é uma matriz kxn e
com posto( M) = k, particionando: M = [B N}, onde B é uma matriz k X k
nao singular, A = [ D] e 2 = {y 2z}, nds eliminamos as variaveis y; de y e
obtemos o problema equivalente

Maximizar Z.log('vg — Bz {4.8)
=1

sujeito a: He < v,

onde B=D ~CB N ev=>5-(CB g, logo, z* resolve o problema (4.8),
se e somente se, * = (y* z*) resolve {4.7).

Por comodidade, podemos assumir que a equagdo Mz = g em {4.7) nao
esta presente, logo, a seguinte versilo € equivalente ao problema {(4.7)
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T

Maximizar 3 log(h; — Aw) {4.9)

i=1
sujeito az Az < b

onde b é um vetor m-dimensional, x um vetor n-dimensional e A, € uma

matriz,

Quando o poliedre S, determinado pelos hiperplanos definindo o sistema
em (4.9), é limitado (politopo)} & com int(S5) # @, entdo pode-se verificar a
existénela de uma dnica solugio, deste modo, ¢ centro analitico esta bem
definido, uma propriedade que caracteriza a um centro analitico é a seguinte.

Teorema 4.3.1 O centro analifico £ minimiza a soma ponderada dos que-
drados das disténcias desde um ponio em S aos hiperplanos que definem S,
onde 03 pesos sdo dados por

w; = i=1,2,3,...,m,

1
()
com di(z) = Bl

el

Analogamente como usamos H-centros e J-centros para resolver um pro-
blema de programacao linear, podemos usar os centros analfticos para este
fim.

Seja € um centro analitico, consideremos o seguinte elipséide

(x—6'Q -8 <1, (4.10)

onde = 3 1L prriteyr -aﬁg & uma matriz simétrica definida positiva.
Para « satisfazendo {4.10) temos que

di{z) = bi — <a“ %) >0, com 1=1,2,..,m,
el

este ultimo fato vos permite assegurar que o elipsdide estd contido em 5.
Agora, podemos expandir o elipsdide em (4.10), com um fator m, para obter
o seguinte resultado.

Teorema 4.8.2 Se £ € o centro analftico de S, entdo, o elipséide definido
por (z — EYQ(x — &) < m? contém 5.
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Agora, como na subsegao {4.2.1), podemos construir um procedimento para
resolver o problema de programagio linear usando-se centros analiticos.

No entanto, os J-centros e H-centros sdo dificeis de calcular, a razao pela
qual 330 poucos nsados, os centros analificos e suas variages {extensdes) sao
de mais interesse e sio usados com mais frequéncia.

4.4 O W-Centro de um Sistema Poliedral.

Segundo vimos no problema do centro analitico, tal centro maximizava a
fungdo barreira logaritmo conformada pelas inequagbes que definem o polie-
dro, um ouiro problema se deline quando pesos w; sao atribuidos a cada uma
destas inequagdes.

O W-centro tem propriedades semelhantes aos outros centros pois, ele
constitul uma geralizagic de um centro analitico.

Definigdo 4.4.1 Um W-cenlro de um sistema poliedral
P={ze R | Az <b, Mz =g},

¢ defintdo como a solugdo do seguinte problema:

Mazimizar 37, wlog s;
sujeito o :
Az + s =b
Mz =g
s >0, (4.11)

onde s; = b; — Az

O problema (4.11), como vernos, é uma generalizagao para {4.7) e pode
ser usado em algoritmos de pontos interiores para resolver o problema de
programacao linear.

Assumindo que P (def. 3.4.1) é limitado e int(P) 5 8, o problema (4.11)
tem uma solugdo Gnica. Se assumimos que o vetor w = {(wy, wy, . Ay) é
normalizado, isto € wy +wyp + ...+ wy = 1, e w, = mwinfew; | 1 = 1, ... ,m},
claramente temoy que w, < ?:T Agora, ¢ possivel usar um W-centro para
resolver um problema de programacao linear, isto deve-se & existéncia de
elipséides inscritos e circunscritos com respetto ao poliedro P e centrades no

W-centro, como afirma o seguinte teorema.
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Teorema 4.4.1 Sejam P = {e € IR* | Az <b, Mz = g}, % 0 W-ceniro
de P, e os elipséides

W,

}

Eim‘. — {x P R l (3‘ . n;")iAfS;‘WS;"IA(m . .’f:o) § —

1 — 1,

Egn={rc "\ Mx=g, {r— mo)tAzSO"lWS;iA(Iﬁ — Tp) & }

W,
entio Eny C P C E.i. Onde W € o malriz diagonal contendo 05 pesos uy,
SV € a matriz diagonal de inversas das varidveis s;.

A seguinte relagio também se verifica: Fipy = ;:‘”—;—};.Em, 1510 &, o elipsdide
1

Eini ¢ uma coplia escalada do elipsdide F,..y com um fator de THe-. Sew=—
T—w,
i

T

entdo w, = * e o {ator de escalamento seria ;n%_-{
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Capitulo 5

Um Método de Pontos
Interiores Usando Bolas.

Neste capitulo, nos desenvolvemos um procedimento que usa a trajetdria
descrita pelos centros das maiores bolas inscritas em politopos. Iterativa-
mente, usande-se uma modificacido de projegdes ortogonais sucessivas, nds
calculamos o centro da maior bola inscrita no politopo, apds minimizarmos
parcialmente a funcdo objefivo nesta bola, nds inserimos o hiperplano da
fungdo objetivo reduzindo assim o politopo, O procedimento é repetido até
que o minimeo do problema original seja alcangado.

Consideremos o problema de programacgio linear, no qual, as restricdes
de nado negatividade (z > ) estdo incluidas no sistema de inequagbes do
problema

Minimizar 'z

sujeito a:
Az < b, (5.1)

ondem >n, A€ R be B ec,z € IR". Suponhamos que o conjunto de
solugbes factiveis em (5.1) seja Umitado e com interior née vazio, denotemos
tal conjunto pelo politopo P = {x | Az < b} ¢ o seu interior por int(FP) =
{z | Az < b}. Neste capitulo, nds assumimos também que |[.}] = ||z e
lembramos que { , ) denota o produto interno de dois vetores.
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5.1 Resolvendo o Problema de Programacgao
Linear.

Definicio 5.1.1 Seja C um corpo convere em I, chamamos a largura
de C, denotade por larg{C), & menor distincia entre dois planos paralelos
distintos suportando C.

tigura 42

4.5

8.5+
3k c

g5t w = larg{C)
atb

1.5k

Q.58

3] 0.5 1 16 2 2.5 2 3.5 4 4.5 &

Teorema 5.1.1 {Bernard Bertrand) Sejo C' um conjunio convero em IR®
tal que larg{C) = w, entdo C contém uma bola de raio 2.

Em (5.1), se = € int{JP), entdo uma bola B{z, r), com centro z e raio r,
estara incluida em P se

T e L Bl U5 R (5.2)

onde a; é a i-6sima linha da matriz A, e di(z) = h"”t;’;t‘r é a distdncia de x
g s . i
ao t-hiperplano que define o politopo .

F <
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A bola B{z,r) C PP serd a maior possivel, se {z,r) ¢ uma solugéo do
problema de programagio linear

Maximizar r
sujeito a:
{og,2) + Hesllr < b i=1,2,...,m. (5.3)

Consideremos um ponto inicial z° € int{/P), uma estimativa da solugio dtima
#* para o problema (5.1), seja L% > ¢’z” wm limite superior para a fungao
objetivo em 2% Construimos um nove politopo PV definido por

Azr <b
e < L°, (5.4)

onde claramente 2% & 0,
Agora, nds podemos achar a maior bola Blz,r} C P, resolvendo o
problema de programacao linear seguinte

Maximizar T
sujeito a:
(e, ) + lladlr <B i=1,2,...,m
da 4+ lleflr < I° (5.5)

e obtemos uma solugéo Stima (2°,#°) (ver figure 3). Logo definimos para
0 < A <1, fixo,

2l = 30— )\,;:0“_,6_
lell
<
L = 30 (5.6)

Isto representa uma iteracio do nosso procedimento.
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figura #3

] 45 t 1.5 2 25 3 35 4 45 5
eixn X

Para a seguinte iteracho, definimos o politopo reduzido I, similar a

(5.4}, por
Az <b
da < I,
notemos que *' constitui agora o nove ponto inicial e L' o novo limite su-
perior. Posteriormente, achamos a maior bola inscrita em IP! resolvendo o
problema (5.5} substituindo 2 por 2, e L° por L',

Seja, {z1, 'Fl) uma soiugéo Stima. Analogamente como em (5 6} obtemos
22 = gt — At o e L* = ¢'$}. Deste modo, geramos uma sequéncia {z*}, e
0 pmc:edlmeﬁm se repete até que o mimmo do pmbiema original (5.1} seja
alcancado, ver figura 4, para o caso quando A= 4

Seja w® = larg{ P}, claramente w® > 27" pois B(:ﬁo, #0) < P notamos
também que

“ sl pisd

TR

de onde
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flgura #4

~

< 1, logo

pelo teorema (5.1.1), f:il

}].
el

e a mesma 1déia se aplica para a iteracao 2

2
52 < gt — e
. n + 1 “CH?
i
tal < E,J"\O" w
8t < 0~ el = el
logo, para k 2 1 femos
k
dak < gakr 2 Y 116H1
|
onde w* = larg(JP*), em resumo
ek < gz Wl wtliel
B o+ 1 n.+ 1
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1A

< a0 Hel] : ; (5.7)
;‘._C:C mn+12w5 L
i=1

desde que c'z* & finito, nds temos

||C|| o {20 ¢ ok £ 20 4o
0 < - E ud < ef3Y — ¥ L cdd — e 58

y=1
de onde a série 3237, w’ € limitada, € portanto convergente, consequentemente
]_imj.—pw T..UJ = O)

o qual significa que vol(JP¥) — 0.

A seguinte relacio é consequéncia direta do teorema (5.1.1), w* — O se e
somente se 7% — 0.

Se s restricdes ativas definem o ponto z = limg.2® {8 = n), entdo z
é uma solugao extrema Stima {degenerada se s > n). Caso contrario, exis-
tem solugbes alternativas onde, uma ou mais restrigées lineares no problema
original séo ativas.

5.1.1 O Algoritmo.

O algoritmo para resolver o problema de programacae linear que descreve-
mos ayul pressupode que os centros das maiores bolas sdo conhecidos; caleular
tais centros ndo é trivial. No entante, na proxima secao, nos desenvolvere-
mos unt procedimento no qual, realizando projecdes ortogonais e reduzindo
sucessivamente o politopo achamos uma aproximacio a este centro,

A escotha dos pardmetros A, ¢, assim como 0 critério da escolha do ponto
no qual o hiperplano definido pela funcdo custo é inserido, deve-se inicial-
mente aos resultados obtidos fazendo experiéncias computacionais com di-
versos problemas gerados e alguns problemas do NETLIB. O algoritmo para,
quando ¥ < g, com € > § suficientemente pequeno, o qual significa que w*, a
largura de JP%, converge também para zero. A figura 5 mostra a trajetéria

dos centros num politopo em JRZ.

Consideremos o problema original (5.1). Seja 2° € int(IP), o ponto inicial,
e L% > ¢z® um lmite superior para o valor étimo.
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Algoritmo: Resolvendo P.L. usando-se bolas inscritas no politopo.

¢ Dados z% e L°,

Passo O:
Passo 1:
Passo 2:
Passo 3:
Passo 4:
Passo 5:
Passo 6:

Passo T:

k=0, A= %

Construir o politopo P* = {z | Azx < b ¢ cfa < LF}.
Calcutar (3%, #*), o centro e o raio da maior bola em IP*.
LAY — ci.%k.

R J\'r‘kﬁ%ﬂ.

Se #* < ¢ entao parar.

k=k41.

Voltar para o passo 1.

figura #5
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5.2 Achando a Maior Bola Inscrita num Po-
litopo.

Nesta secdo desenvolvemos umn procedimento para calcular o centro da maior
bola inscrita num politopo. O mecanismo para resolver o problema de pro-
gramacac linear, como falamos nia seglo anterior, é baseado principalmente
no fato de como achamos tal centro.

Consideremos o politopo #? e o seu interior, definidos como na se¢ao an-
terior, assumimos também que nenhuma linha da matriz 4 em (5.1} tem
norma zero. O procedimento consiste essencialmente em projetar sucessi-
vamente um ponto interior sobre os hiperplancs que definem P, para logo
reduzir o volume de P quando o ponto atual esta o mais préximo possivel a
um centro da maior bola.

Definigio 5.2.1 Seja y € int(JP), denotemos de projly) e comply), a
projecio e componenie de y sobre o i-hiperplane {a;, z) = b;, respectivamente.
Fles sdo dados por

proj.fyY = Mﬂl}_ a’t
proji{y}) =y + PR

. E}g — &l
compy{y) = |ly — proj;(y )l = Mwi-wl
a;l|
onde a; € B™ € um vetor coluna representando a i-linha de A, e b; represenia
a t-coordenada de b,

Definigao 5.2.2 Dado x € int(FP), &{(x) = min{comp;(z) | 1 €7 < m}
representa o raio de mator bola com cenlre x e incluida em .

Se conhecemos a priori r*, o raio da maior bola, pela definicdo anterior,
£(x) nos proporciona informacdo de qudo perto estd x de ser um centro
Stimo. Pode aconiecer que uma solugdo Stima z* ndo seja Unica, assim, se
z € int(P) e

E{x) —r*l < ¢,

entdo x é uma aproxXimacio a um centro Stimo, e no entanto pode estar dis-
tante de z*. Deste modo, uim ponto interior estard mais proximo a um centro
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da maior bola inscrita em JP, guanto maior seja o valor de ¢, claramente r*
verifica

»* = Suple(e) | = € PY.
Este dltimo fato justamente, constitul uma caracteristica do procedimento
que tentamos desenvolver, no qual, o ralo de uma bola em JP ¢ incrementado
a cada passo.

Cabe ressaltar que, embora as restrigbes redundantes ndo influenciem na
forma de IP, a sua presenca complica a obtencao de uma solucao. Nos nao
tentamos achar e excluir tais restrigoes pois, isso poderia ser tao complicado
guanto resolver o problema original.

Definigao 5.2.3 Dado x € int(IP),

. 2
proj,,(z) =« + aim
£ o
PTO.iﬁ;(m) =& — ﬁi“l‘lgfﬂ;
onde o
o; = max{a € A | m+am e P}
£ O

Bi=max{fec R |x~p € P}

el
A figura 6 exemplifica o significade geométrico destas projecoes.

Considerando as propriedades geométricas e algébricas das projegdes or-
togonais, nos podemos determinar o; e B; de um modo eficiente:

. by —atz
oy = mm{gwi—(;;-—w;)[[ag“} se: alag > 0, "1 <k <m}
i
e , ,
, — otz
B; = mm{—wgvlf—é}-—whlﬂadl, se: alay <0, 1 <k<ml

g3
Agora, dado z* um ponto inicial interior em P, tomemos o ponto médio
do segmento [projal(:vk),projﬁ_l(:r:k)]. Na figura 7, nds mostramos o caso
guando & = 0, ressaltamos que as linhas em negrito sio as que definem o
politopo original,
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figura #8

aixa Y

b _ Dol (@) +proip @),

(0’-'1 - 51) 251
= g 4 ,
2 2l

além disso

o Plneh) 4 proip(eh) (=)
2 | 2 e’
ey
ok = Proj,, (T, 1) + P’fﬂjﬁm(mﬁzml) e {ttm ~ Bm) (5.9)
2 " 2 leall’
onde m é o niimero de restricdes, logo tomamos z** = 2%, Com isto, a

obtencao de 2P a partir de 2* constitul uma iteragio, a expectativa é de
obter uma melhor solugio que a anterior.

Podermos mostrar agora que se o* € int{P), entdo também 2%, para isto,
claramente pela definigao (5.2.3), temos que oy, > 0, logo, seja 4; uma
linha de A, entdo.
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figutn #7

aixo ¥

s Se {a;,04) = 0, entao por (5.9)

{a;,28) = {a;,2%) + L (o — B (a5, a1)

de onde
(aj,27) = {aj,2") < b;.
s Se (a;,a1) > 0, temos que

a:. 2%y = la;. 2" (on — fi) (a5, a1)
( 33 1> ( ] >+ ) Hai”
< ooty (L g 0t
a;, ¢ w (aj,a1)
<<,'!a >‘Jf“ (a?, 1> ” IH ”Q‘[H
:<aj=$k>+bj (g;, >_.{)

a’jsal)

]

(5.10)



O mesmeo raciocinio se aplica para o caso {¢;,a;) < (. Este fato nds permite
afirmnar que 2% é também um ponto interior, e portanto z¥*! € int{JF).00

o Se £{x*) < £(2*), isto é, 2**! ndo ¢ uma melhor solugio que =¥, entio
uds mantemos =¥ comeo um novo ponto inicial, e realizamos uma reducao do

politopo JP com respeito a 2*. Isto pode ser feito reduzindo as comp,(2*) em

k - B - [y
g»?l} para i = 1,2,....m. Desde que a equag¢io de um plano pode ser escrita

por {a, X — Xp) = (}, onde X & um vetor variavel, X é umn ponto de passo e
- & . 7
a € o vetor pormal associado ao plano; nds podemos calcular os novos b, por:

b; = {a;, 2" + {comp;(a*) ~ “T) Hazll>

= -z OMp, i -
= {ai,2¥) + (comp(at) - 52) %

— lag, 2F a‘k..
= a4 (e Sy
= (%) + b= (an0¥) — Ly
= b= 8y (5.11)

Observemos que, apds a redugio do politopo, z¥ é um ponto inicial interfor,
com respeito a0 novo politopo, isto pode ser verificado imediatamente desde

o fato que £(x*) > 0, pois #* é um ponto interior, e

P
B ety b ﬁg“l“as'ﬂ — {a:, 2%) i=1.9 _.m

ol = laill SRS
b= laet) €6
el 2
,
> e - £
S e

¢ Se £(z*T) > £(z*), entiio pela definigio (5.2.2), mkH_é uma melhor
solugho que x*. Neste caso, ndo reduzimos o politopo e z*' constituirs
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o nove ponto inicial, e como mostramos em (5.10), z"** € iat{P). Logo,
aplicamos uma outra iteragio descrita por (5.9). A figura 8 e a figura 9
ilugtram parte deste procedimento. Lembramos que as linhas em negrito sdo
as gue definern o politopo original.0

Bnuradg

figura 48
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5.2.1 O Algoritmo de Projegoes Ortogonais.

Pode acontecer que o incremento de £, controlado pela inequagio £(z*) >
£(z*), tenha um carater acumulativo, isto &,

limkwm[f(_xk“) — E(r‘“)] = {),

o qual ndo permite reduzir o politopo, nds tentamos evitar isto substituindo
a inequacio £(z*1) > £(2*) por uma do tipo £(2¥) > (1 + M(«*), para
0 < A < §, e § suficientemente pequenoc, isto significa que o incremento do
valor de £ é maior que uma proporgao de £(2%), i.e, £z —£(2%) > M(zF).

Devido a gue nds somente meodificamos o vetor b, quando reduzimes o
politopo, nos adotamos agora, por razdes de comodidade, a seguinte notagao
£x{z¥). Isto representa a £(z*) (definigdo 5.2.2) com respeito ao politopo
IP%. Neste case, P* fica determinado diretamente pelas modificacies que
se faga no vetor b. O algoritmo para, quando w® = larg(IP*) < ¢, com ¢
suficientemente pequenao,

Algoritmo: Para se caleular a maior bola inscrita num politopo IP.
* Seja z° € Int{P), e 0 < € < £(2%).
s Passo 0: Taca k=0, %=

Passo 1: Se £,(2%) < ¢, parar.

]

P 2: Calcular 2§, 25, ..., 2%
o Passo 2: Calcular zf, 25, ..., 2.
* Passo &: Faga " = 2f |

Passo 4: Se £,{z*) > (14 M (2F), entio faca b4 = bF, logo,
ir ao passo 7.

e Passo 5: Faca b/ = bf — Qﬁggluail[, = 1,2,3, ..., m.
o Passo 6: Faga 2! = ¥ e £ (s = 5’%@—1
e Passe T: k=k+l.

* Passo 8 voltar para o passo 1.
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Na sequéncia {2z} obtida pelo algoritmo, {£6{z")} forma uma sequéncia
nio decrescente, onde z"1 nio é pior solucio que . No entanto, um ponto

a* serd uma aproximacdo a um ponto dtimo se
fola¥) = v* = Sup{e(e) | @ € P},

Na figura 10 ilustramos a trajetdria completa da sequérncia dos pontos ge-
rados pelo algoritmo num politopo em JH?. Neste caso, ele para quando
¢ < 0.01, isto significa w* = larg(IP*) < 0.02, aproximadamente.

figura #10
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5.3 Resultados Computacionais.

O nosso objetivo agora ¢ observar primeiro, o comportamento do algoritmo
de projegiies ortogonais para achar ¢ centro da malor bola mscrita num po-
litopo. Para isso, realizamos alguns testes com problemas gerados e outros
do NETLIB. No entanto, apesar de néo texmos provado que o algoritino de
projecbes ortogonais converge ao centro da maior bola, o mode como foi
construfdo nog permite comparar seus resultados com as solugdes obtidas
resolvendo diretamente o problema de programagao linear

Maximizar r
sujeito a:
{ag, ) +Hadlr £k 1=1,2,...,m. (5.12)

Para esse fim, escolhemos problemas onde o conjunto de solugdes factiveis
definido por {5.1) é limitado e com interior nic vazio; as restricoes do tipo
Az > b, Az = b e de nko negatividade x > 0 foram transformadas na forma
Ar < b,

Pelas vantagens, tanto no aspecto da estrutura matricial esparsa como
sua utilidade pratica na programacdo, ambos algoritmos foram implemen-
tados em MATLAB. Nds inicializamos o algoritmeo de projegdes ortogonais
em pontos interiores z° diferentes, os quais foram obtidos movimentando em
§, o centro 6timo {2, na diregdoe ¢;, onde § < & < p, ¢; é 0o ¢-ésimo vetor
candnico e p é o raio otimo. Cabe notar, que a unica referéncia para deter-
minar grando um ponto atual z* estd ou nio préximo a um ponto Stimo,
¢ a sua componente minima atual com respeito ao politopo original, isto &,
E(a").

Na dltima subsegdo, nés otimizamos os problemas descritos com a pre-
senca de um vetor custo ¢. Notemos que, de certa forma, com a finalidade
de acelerar o algoritmo para otimizar o problema de programacio linear
(subsecdo 5.1.1), nds podemos optar por nao calcular exatamente um cen-
tro, isto é, reduzir o politopo até que a sua largura w seja suficientemente
pequena em proporgao ao politopo anterior, w* = 0.15w*!. Este fato nos
permite também obter maior aproximacio na procura da solugio otima z”
pois, 0 parametro ¢, o qual determina a exatidio de um centro (algoritmo,
subsecao 5.2.1}, varia conforme ao decrescimento do politepo atual.
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Devido ao fato de que podem existir solugdes Stimas alternativas, nos
cornparamos sé o valor cfz* com o valor étimo c'a*.

Lembramos que w* = larg{/P*) denota a largura do k-ésimo politopo
atual, assimn como £(2%) = min{{|jz*—proj,a*|| , 1 << m}éacomponente
minima, com respeito ao politopo original P, comeo na defini¢do {5.2.1). O
algoritmo para, em ambos casos, quando o valor de w® é suficientemente

pequeno.

5.3.1 Achando o Centro e 0 Raio da Maior Bola num
Politopo.

Nés ugamos para 08 seguintes exemplos, corno um critério para que o algo-
ritmo pare, &x{x¥) < €, 0 qual significa que a largura de JP¥ verifica w® = 2¢
aproximadamente. Os valores de € sdo supostamente pequenos e diferentes,
notando deste modo, gue uma maior aproximagio € conseguida gquando o
valor do mesmo é reduzido. Lembramos também que o raio p, e o centro
otimo {1, para cada politopo, foram calculados resolvendo o nosso preblema
por programacio linear.

Exemplo 5.3.1 DAT44. FEsic politopo P foi gerado e consiste de 9 res-
trigbes € 4 varidveis. O raio Stimo p = 0.9030 ¢ o centro dtimo £, foram
obtidos pela resolugde do problema de P.L.

0 (0 [k [wh o [epd) [ |
Q+ Zpey | 0.8568 | 15 | 0.02000 | 0.8903 | 0.014300 |
Q-+ Zpey { 0.5176 [ 26 | 0.02000 | 0.8935 | 0.010632
Q0+ 2pes | 0.5440 | 25 | 0.02000 | 0.8942 | 0.009841
sz+§pe4 0.4203 | 39 | 0.00200 | 0.8972 | 0.006464
0 — 2pey | 0.5885 | 42 | 0.00200 | 0.9003 | 0.002999
O~ 2pey | 0.2306 | 215 | 0.00001 | 0.9030 | 0.000012
0 — 2pes | 0.6826 | 42 1 0.00200 | 0.8993 | 0.004114
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Exemplo 5.3.2 DAT29.

FEste politope foi gerado e consiste de 11 res-

trigoes ¢ 6 varidveis, O raio p = 3.5300 ¢ o centro dlimo , foram obtidos
por resolugdo do problema de P.L.

[xg (%) 1k

wk £(xk) ﬁm&ixk}

0+ Zpe; | 2.5055 | 28
O+ 2pey | 2.3348 | 28
Q+ 2pes | 2.0474 | 46
QO+ Zpeq | 2.5311 | 44
{1—3pey | 2.1426 | 32
Q -~ Zpey {2.1056 | 32
Q—2pe; | 2.3348 1 32
Q4+ 2peq | 21470 | 32

§§X }
0.0200 | 3.3976 | 0.038969 |
0.0200 | 3.334S | 0.058534
0.0010 | 3.3574 | 0.051409
0.0010 | 3.4205 | 0.032013
0.0020 | 3.3630 | 0.049658
0.0020 | 3.5207 | 0.002642
0.0020 | 3.4859 | 0.012651
0.0020 | 3.3901 | 0.041267

Exemplo 5.3.3 DAT2S8,

FEste politopo ¢ gerado, tem 15 restrigdes ¢ 9

varidveis, (F raio p = 5.8680 ¢ o centro dtimo (1, foram oblidos pela resolug¢do

do problema de P.L.

x° fx% 1k

Q4+ 2pes | 3.6046 | 28
2+ Zper | 4.5639 | 25
0+ 2pe; | 4.5639 | 89
Q4+ 2peg | 4.5639 | 45
21— Zpey | 44779125
Q— Lpe; | 1.9572 | 32
1 — 2peq | 0.6521 | 54
| 0~ Bpes | 0.2035 | 24

Q4 Zpe; | 3.4091 | 28

wh gk | et
£
0.1000 | 5.6968 | 0.030052

3.1000 | 5.8417 | (0.004502
0.1000 | 5.7263 | 0.024745
0.0001 | 5.8628 | 0.000887
0.0100 | 5.8442 | 0.004072
0.10060 | 5.7158 | (0.026628
0.1000 | 5.7295 | 0.024173
0.0100 | 5.8570 | 0.001878
0.2000 | 5.53562 | 0.060124
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Exemplo 5.3.4 AFIRO. FEste politopo ¢ um dos problemas do NETLIB,
temn 59 restricdes e 32 varidveis. O raio p = 59780 € o centro otimo {,
foram obtidos pela resolucdo do problema de P.L.

XO ﬁ(x{}) k Wk f(xk) p;-{éxxﬁ) }

O+ £per 1.9927 172 | 0.0600 | 5.6782 | 0.052793
0+ %pez 3.6829 | 101 | 0.0300 | 5.8485 | 0.022142
4+ Zpeay | 12000 | 45 | 0.1000 | 5.3625 | 0.114779
O+ Lpess | 17934 | 45 | 0.1000 | 5.3443 { 0.118575
Q- zpess | 2.3912 {80 | 0.0332 | 5.7806 | 0.034149
1 — :—épem 2.5048 1 123 § 0.0096 | 5.9134 | 0.010924
£ %pegg 1.1921 148 | 0.0948 | 5.3415 | 0.119161
QF — %p{fgg 2.7974 | 179 | 0.0048 | 5.9653 | 0.062129

Exemplo 5.3.5 SC50A. Esie pelitopo € um dos problemas do NETLIB,
tem 97 restrigdes e 48 varidveis. O raio p = 5.3801 e o centro dtimo (,
foram obtides pela resolugdo do problema de P.L.

1—;-{} ‘Tg(xﬁ) k wk «E{xk) p—£(xK)

§xx)
Q-{—%peg? 2.7254 | 91 | 0.02000 | 5.3698 | 0.001918

0+ Zpes | 2.8527 | 71 | 0.02000 | 5.3625 | 0.003282
QO+ Zpess { 1.9572 | 56 {0.08000 | 5.2586 | 0.023105
Q- 2pess | 2.3950 1 59 | 0.08140 | 5.2475 | 0.058999
Q+{2§pe% 1.5995 | 74 | 0.03000 | 5.3627 | 0.003245
00— pe, | 0.5379 |22 | 0.37000 | 4.7380 | 0.135521
Q- spesp | 0.5379 | 158 | 0.00012 | 5.380¢ | 0.000019
Q- 2pess | 11819 | 67 | 0.07200 | 5.3279 | 0.009797
Q— Zpe, 105379 | 190 | 0.00002 | 5.3801 | 0.000000




Exemplo 5.3.6 ADLITTLE. FEste politopo ¢ um dos problemas do
NETLIB, tem 153 restri¢des ¢ 97 varidveis. O raio p = 1.2573 e o ceniro
otimo {}, foram obtidos pela resolugiio do problema de P.L.

. el K
%0 §x) ko |wk ek [
14 %_pel 1.0000 58 | 0.0010 | 1.2570 | 0.000239
O+ 2 3 Zpey 0.882510 1 81 § 0.0020 | 1.2557 | 0.001274
Q4+ Spm 0.253740 | 53 ; 0.0020 | 1.2556 | 0.001354
Q42 p-ﬁﬁ—r 0.692025 | 51 | 0.0020 | 1.2560 | 0.001035
&+ ‘1pllaz7!i 0.313956 | 29 | 0.0692 | 1.2215 | 0.028308
4+ 4pﬁa2 i £.313956 | 52 { 0.0020 | 1.2559 | 0.001115

Q- 2pe;, | 0441366 | 26 | 0.0557 | 1.2167 | 0.033369

5.3.2 Minimizando os Problemas Anteriores.

Considerando o vetor custo ¢, nds aqui otimizamos os problemas relaciona-
dos aos exemplos anteriores. Um centro {1, o centro da malor bola inscrita
no politope original, é considerado como ponto inicial. O algoritme para,
qguando a largura do politopo atual ¢ pequena. Ressaltamos que o ¢, para
este algoritmo de otimizagao, é assumido suficientemente menor que no al-
goritmo que calcula a maior bola; além disso, cfz* denota o valor obtido pelo
1osso algoritmo e ¢'2* é o valor étimo obtido resolvendo programacao linear.

Problema {mxn |k |w¥ ctxk ebx* e ;”t"‘T
DATL4 9x4 {9 |0.01500-2.1738 21800 0.002852
DAT44 |9 x4 13 | 0.00160 | -2.1795 -2.1800 0.000229
DAT29 11x6 |42 1000190 |-88.2759 | -88.7948 | 0.005878
DAT29 11x6 |27 [0.01700}-87.2061 | -88.7048 | 0.017168
DAT29 11x& {51 |0.00015]-88.7922 |-83.7948 | 0.000029
DAT28 149 {33 |0.00016 | -213.8026 | -218.5300 | 0.022111
AFIRO 59 % 32 {152 | 0.00500 | -464.3407 | -464.7531 | 0.000888
SC50A 97 x 48 {61 |0.04700 | -35.1900 | -64.5750 | 0.170048
SCH0A 97 x 48 {85 | 0.00010 | -63.9500 | -64.5750 | 0.009773
ADLITTLE [ 153 % 97 { 163 | 0.00010 | -1418402.6 | -1854267.0 | 0.307292
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos
Futuros.

No segundo capitulo deste trabalho, nds descrevemos alguns conceitos de
complexidade para algoritmos, os problemas de otimizagio e sua classificacao,
No terceiro capitulo foi exposto intuitivamente o problema de programacio
linear e o algoritmo simplex, também foram expostos com mais detalhes
trés algoritmos de pontos interiores, eles constituem alguns claros exemplos
devido ao seu cardter ilustrativo e por sua simplicidade na implementagio.

No quarto capitulo introduzimos alguns conceitos e propriedades de cen-
tros para politopos. Consideramos isto importante, porque eles estio relaci-
onados diretamente com nosso frabalho aqui desenvolvido. Além disso, todo
algoritmo polinomial de pontos interiores usado para resolver problemas de
programacaoc linear, tem um mecanismo, implicito ou explicito, de centragem
envolvido. Este ultimo fato nos permite acreditar gue novos conceitos € pro-
priedades de centros para poliedros podem gerar interessantes novas formas
de abordar o problema de programacao linear.

No iltimo capitulo, nds desenvolvemos um procedimento para se calcular
o centro da maior bola inscrita num politopo. Posteriormente, o algoritmo
é adaptado procurando se resolver o problema de programacio linear. No-
tamos que a regiao factivel pode ter uma forma qualquer; isto é, nédo precisa
de estrutura especial, portanto, ambos algoritmos podem ser aplicados em
problemas onde a matriz 4 pode ser densa ou esparsa. Além do mais, o erro
de arredondamento ndo se torna acumulativo pois, estamos sempre traba-
thando os elemnentos originais do problema (com excegiio do vetor ). Outra
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vantagem inerente a este processo é que o algoritmo & muito facil de se im-
plementar, ndo necessitando de um programa estruturalmente complexo, e
ele é facilmente paralelizavel. Finalmente, tomando alguns problemas do
NETLIB, e gerando outros de dimensio menor, nos testamos ambos proce-
ditnentos, onde os resultados computacionais foram incluidos neste frabalho.

Num future, devido a que o algoritmo de otimizac¢éo, na pratica, pode
convergir a uma face do politopo, nos esperamos estabelecer um esquema
de purificagio, similar ao feito para o algoritmo de Karmarkar, permitindo
deste modo obter um ponto extremo dtimo. Bsperamos tambérm, implemen-
tar ambos algoritmos em outros linguagens como FORTRAN ou PASCAL,
deste modo, podemos obter uma methor performance ne tempo de execucao
dos mesmos. Com o mesmo objetivo, esperamos talvez, que métodos com-
putacionais como processamento paralelo e erro de arredondamento pequeno
nos permitam obter solugdes mais precisas e num tempo mais eficiente.

No entanto, as idélas dos procedimentos foram baseadas em argumentos
claros, neste trabalho néo incluimos a prova de convergéncia do algoritmo
de proje¢des orfogonais para se calcular a maior bola inserita num politopo,
assim como o tipo de complexidade dos mesmos. No entanto, estes tépicos
serao maléria para uma futura pesquisa.

62



Bibliografia

[Bar]

[GMS]

(GT]

JRTV]

[JS8]

Barnes, E. R. {1986), A Variation on Karmarkar's Algorithm for
Solving Linear Programming Problems, Mathematical Program-
ming 36, pages 174-182,

Bagaraa, M., Jarvig, J. and Sherali, H. (1990}, Linear Programming
and Network Flows, second edition, John Wiley.

Brassard, G. and Bratley, P. (1988), Algorithm Theory and Prac-
tice, Prentice-Hall,

Dantzig, G. B. {1981}, Reminiscences About the Origins of Linear
Programming, technical report sol 81-5.

Gilbert, J., Moler, C. and Schreiber, R. (1992) Sparse Matrices in
MATLAB: Design ans Implementation, Journal Sian Matrix Anal.
Appl., Vol. 13, No. 1, pp. 333-356.

Goldfard, D. and Todd, M.J. (1982), Modifications and Implemen-
tation of the Ellipsoid Algorithm for Linear Programming, Mathe-
matical Programming 23 (1982}, 1-19.

Jansen, B., Roos, C., Terlaky, T. and Vial, J.P (1994) Primal-
Dual Algorithms for Linear Programming Based on the Logarithmic
Barrier Method, Journal of Optimization Theory and Applications,
Vol. 83, No. 1, pp. 1-26.

Jarre, F., Sonnevend, G. and Stoer, J. (1988) An Implementation
of the Mhetod of Analytic Center, Lecture Notes in Control and
inform. Sci., Springer-Verlag 111, 297-307.

63



(KGM]

(Mo

[M5S]

(P

[Re]

[RMF1]

(RMF2]

[Rol

Murty, K. G. (1976}, Linear and Combinatorial Prograrnming, Wi-
ley, New York.

Moretti, A. C. (1992}, A New Technigue for Finding the Analytic
Jenter of a Polytope, Ph. D Thesis, Georgia.

Marsten, R., Subramanian, R. and Saltzman, M. (1990) Interior
Point Methods for Linear Programming,.

Papadimitriou, C. H. and Steiglitz, K. (1982), Combinatorial Oti-
mization, Algorithms and Complexity, Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, New Jersey.

Renegar, J. {1988) A Polynomial-Time Algorithm, Based on New-
ton’s Method, for Linear Programming, Mathematical Program-
ming 40, 55-93.

Freand, R. (1988), Projetive Transformation for Interior Point
Methods, Part I: Basic Theory and Linear Programming, Paper
OR 175-28,

Freund, R. (1989}, A Method for the Parametric Center Problem,
With a Strictly Monotone Polinomial-Time Algorithm for Linear
Programming, Working Paper OR 192-89.

Roos, C. and Vial, J.P. {1988) Analytic Centers in Linear Pro-
gramming, Reports of the Faculty of Technical Mathematics and
Informatics no. 88-74.

Roos, C. and Vial, J.P. {1988) A Polynomial Method of Appro-
ximate Centers for Linear Programming, Technical Report of the
Faculty of Technical Mathematics and Informatics no. 88-68.

Schrijver, A. {1986}, Theory of Linear and Integer Programation,
Wiley-Interscience, Series in Discrete Mathematics and Optimiza-
tiomn.

Shor, N.Z. (1977), Cut-off Method with Space Extension in Con-

vex Programming Problems (in russian), Kibenetika (kiev) 1977
{1H1977) 94-95{English translation: Cybernetics 13(1977)94-96].

4



(50]

Sonnevend, Gy. An “Analytical Cenire” for Polyhedrons and New
Classes of Global Algorithms for Linear (Smooth, Convex) Pro-
gramming, Dept. of Numerical Analysis, Inst. of Mathematics Eot-
vos University, 1088, Budapest, Muzeum Krt. §-8.

Vanderbei, R.J., Meketon, M. 5. and treedman, B.A., A Modifica-
tion of Karmarkar’s Linear Programiming Algorithm. Algorithmica,
bf 1 395-407, 1986.

Yudin, D.B. and Nemirovskii, A.5. {1976), Informational Com-
plexity and Efficient Methods for the Solution of Convex Extre-
mal Problems (in Russian), Ekonomika 1 Matematicheskie Metody
12(19763357-369{Englihs translation: Makekon 13({3}(1977) 25-47}.

65



