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Capítulo 1 

Introdução. 

Depois do primeiro algoritmo de t<~mpo polinomial para se resolver o pro
blema de programação linear, os métodos de pontos interiores tomaram 
grande importância, e um após outro, demostram uma melhor eficiência e 
desempenho. Podemos classificar estes métodos, em geral, em duas grandes 
categorias: o método das transformações projetivas e todas as suas variantes, 
os quais têm como representante o algoritmo de Karmarkar, e os métodos de 
trajetória$ centrais, os quais são representad()s pelo centro anal!'tico. 

Neste trabalho, desenvolvemos um procedimento para se rcsolv<)r o pro
blema de programação linear, o qual usa a trajetória descrita pel()s centros 
das maiores bolas inscritas em politopos. Naturalmente, calcular tais centros 
não é um procedimento trivial, portanto, nós procuramos urna aproximação 
usando uma modificação de projeç.ões ortogonais sucessivas sobre os hiper~ 
planos que definem o politopo de programação linear. 

Nós procuramos discorrer sobre todo;<; os temas que dizem respeito à re
solução de um problema de programação linear, Para tanto, no capítulo 2, 
nós falamos de urna maneira concisa sobre comple:Xídade de algoritmos; a 
razão disto é que, até meados de 1 ~)78, não se conhecia nenhum algoritmo 
polinomial pa.ra se resolver o problema de programação lineaT. Havia urna 
dúvida sobre em que classe os problemas de programação linear se encai
xavam. O método simplex, apesar de f:lCr muito eficiente na prática, tem 
complexidade exponencial11a análise do pior dos casos. Portanto, para que 
nos capítulos sub-sequentes pudéssemos falar com mais clareza sobre com
plexidade dos algoritmos de pontos interiores, classe NP-completo, etc, nós 
fizemos, no capítulo 2, uma breve introdução ao tema. 
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O capítulo 3 descreve o problema de programação linear, nele, apresen
tamos o método simplex e os métodos de pontos interiores. Falamos so
bre os métodos dos elipsóides, embora este método seja muito ineficiente 
na resolução prática de problemas de prograrnaç-ã.o linear, ele tem um val()r 
histórico, pois retirou a dúvida a que nos referimos no parágrafo anterior, 
colocando assim, os problemas de programação linear na classe 1', isto é, 
na classe dos problemas para os quais existem algoritmos polinomiais para 
resolvê-los. 

Centros de poli topos é o tema do capítulo 4. Este assunto é de fundamen
tal importância para a polinomiaHdade dos algoritmos de pontos interiores. 
Todo algoritmo de pontos interiore&, que é provado ser polinomiaJ, tem um 
mecanismo explicito ou implícito de centragem. Mas a noção de centro de um 
pol:itopo não é trivial) pois dado um politopo geraJ.de programação l-inear, 
existem vária$ definições de centros. Centro de Hclly, de Fritz John, centro 
analítico são alguns exemplos de centros de politopos, sendo este último o 
mais usado para definir centros de politopos para programação llnear. Ainda 
no capítulo 4, nós mostramos que se um desses centros nos é dado de graça) 
então nós temos um algoritmo polínomiaJ para resolver problemas de pro
gramação linear. Este fato nos motivou a estudar uma maneira de se achar 
centros em politopos de uma forma eficiente. Portanto, no capítulo 5, apre
sentamos um método para resolver problemas de programação linear usando 
o centro da major bola inscrita num poli topo. Nós mostramos que o problema 
de achar a maior bola Ínscrita num politopo é um problema de programação 
linear por si só, tna:s nós de.':lenvolvemos um procedimento que nada mais é 
do que uma modificação do método de projeções ortogonais sucessivas adap
tado para achar a. maior bola dentro de um poli topo de programação linear. 
Exemplificamos este método com vários polítopos no plano IR2 , com alguns 
politopos gerados de várias dimensões e com alguns problemas tirados do 
NETLIB. Nosso propósito inicial neste capítulo foi mostrar como calcular 
o centro da maior bola num poli topo de programação linear. Depois, nós 
mostramos como usar este centro para resolver problemas de programação 
linear nos mesmos politopos anteriores. 

Por fim, o capítulo 6 descreve as nossas conclusões sobre este trabalho e 
sugere sequência.s para futuros trabalhos. 
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Capítulo 2 

Complexidade. 

2.1 Complexidade de Algoritmos. 

Um algoritmo é um conjunto de instruções, que executadas, num número 
finito de iterações, é possível. obter uma resposta para um problema [Br]. 
É de nosso interesse ter à mão vários algoritmos paHt um determinado pro
blema, e então, escolher o melhor, o mais eficiente para resolvê-lo. O objetivo 
deste capítulo é tentar classificar os algoritmos de acordo com sua eficiência, 
segundo algum critério estabelecido, determinando deste modo quando um 
algoritmo é mais eficíente que outro c o que é um bom algoritmo . 

No final do capítulo, defhliremos a complexidade de um problema, clas
sificando deste modo os problemas na..'> classes P e NP. Veremos também 
quando um problema é considerado NP-completo. 

Definição 2.1.1 Um exemplar para o Problema de Programação Línear está 
caracter'izado por um conjunto P e uma função custo c, de modo que 

F = { cr E /Rn I Ax = b, X 2: O) 

onde. b E IRrn, c E JRn, A E !Rrnxn e rn, n inteiros positúms. 

Intuitivamente, num exemplar, nós estamos introduzindo os dados sufi
cientes de modo que o problema fique bem determinado, ísto é, ingressar 
numericamente a matriz A , o vetor b e o vetor c. Assim1 por exemplo, para 
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o problema de multiplicar dois números inteiros x e y, um exemplar cons
titui ingressar os dados (mímeros) x = 5 e y = 7. Notemos que problemas 
intere..ssantes incluem um número infinito de exemplares. 

Naturalmente, estamos interessados em estudar problemas que sejam do 
tipo resolv/veis, isto é, existe um algoritmo para cada um deles capaz de 
obter uma solução, apesar de no caso geral não podermos garantir a solução 
ótima .. Cabe notar também que podem existir problemas paTa os quais não 
é possível definir um algoritmo, como demostra Alán M. 'IUring (1936) no 
problema típico ''Halting Problem". 

Um algoritmo está corretamente definido se este resolve o problema para 
todos os exemplares; para demostrar que um algoritmo é incorreto, só ternos 
que achar um exemplar para o qual não é possível encontrar uma resposta 
correta. Notamos também que é rwcessá.rio definir o domínio de definição ao 
especificar o problema, isto é, o conjunto de exempLares a ser considerado; 
por outro lado, é mais fácil mostrar que um algoritmo é incorreto que correto. 

Representamos a medida de um exemplar de um problema de programação 
linear por (m, n, L), onde L é o número de bits binários necessários para ar
mazenar todos os dados do problema e é conhecido como comprimento do 
ingresso de um exemplar do problema. Dado um número a, notamos que é 
possível usar 1 + log2 ( 1 +a) bits para representar a no sistema binário, logo. 

L= 1 +[i+ log2 (1 + m)J + [1 + log2 (1 + n)J + [m + 2::Jog2(1 + b;)] + 

+[n + 2.:: log2(1 +e;)]+ [mn +L L log2 (1 + Oij )]. 

j 

Para afirmar quando um algoritmo é mais eficiente que outro, nós vemos 
primeiro que não é possível impor uma unidade para expressar a eficiência 
teórica de um algoritmo (por exemplo, segundos) pois, não existe um com
putador padrão para realizar todas as medidas. 

Assim, quando escolhemos um algoritmo para resolver nm determinado 
problema, pelo acesso teórico (que é a análise que tentamos fazer L nós ado
tamos o princípio de úwariância, isto é, duas implementações diferentes do 
mesmo algoritmo não diferem em eficiência por mais de uma constante mul
tiplicativa, mais precisamente, se duas implementações tomam t 1 ( n) e t. 2( n) 
segundos, respectivamente, ao resolver um exemplar de medida n, entáo deve 
sempre existir uma constante c tal que t1(n) ::S ct 2(n), onde n é suficiente
mente grande. Assiml uma mudança de máquina (computador) pode nos 
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permitir resolver o problema 1 O ou 200 vezes mais rápido, mas só uma mu
dança de algoritmo nos dá um melhoramento qua.ndo o tamanho do exemplar 
aumenta. Cabe rwtar que existe outro tipo de acesso, o empírico, onde um 
algoritmo é escolhido conforme seu comportamento quando é ensaiado com 
vários exemplares com ajuda de um computador. 

Resumindo. nào usamos unidades para especificar a eficiência de um 
algoritmo. Falamos que um algoritmo toma um tempo na ordem de t(n), 
para uma função real t dada, se existe uma constante positiva e uma imple
mentação do algoritmo 1 capaz de resolver o problema num tempo limitado 
superiormente por ct(n) segundos, onde n é o tamanho do exemplar consi
derado. Agora introduzimos a notação para o termo ordem de formalmente. 

Definição 2.1.2 Sejam IN e IR os conjuntos dos núrneros naturais e 1·cais, 
respectivamente~ JR+ são os reais positivos c f : IN r--t JR+ é -uma função 
nrbUr·ária; nós definimos 

O(f(n)) = {t: IN>---> JR+ l(3c E JR+)(3n0 E JN)(Vn 2 n0 )[t(n) :S cf(n)J}. 
(2.1) 

O{f(n)), lemos ordem de f(n), é o conjunto de tod<u.1 as funções reais t(n) 
limz.tadas superiormente por um múltiplo real positívo de .f(n)1 onde n é 
sujióentemcnte grande {n > n0 ). 

Cabe ressaltar que existem outras notações para ordem de, tais com(): 

O(f(n)) = {t: iN,__., JR+I(3c E JR+)(3no E JN)(Vn 2 no)[t(n) 2 cf(n)]} 
(2.2) 

f!(f( n)) é o conjunto de todas as funções t( n) limitadas inferiormente por 
um múltiplo posit;ivo real de f(n), com n grande, notamos imediatamente a 
seguinte propriedade. 

Teorema 2.1.1 Sejmn as funções arbürá1ias f eg IN r--t JR+, f(n) E 
O(g(n)) se, e somente se. g(n) E H(f(n)). 

Com O(f(n)) estimamos o limite superior do tempo que aJ.gum algoritmo 
toma sobre um exemplar dado. Com fl:{f(n)) estimarnos o limite inferior 
deste tempo. 

Se um algoritmo toma um tempo da O(f(n)) no pior ca..'lo, então existe 
um c E JR+ tal que o tempo c.f(n) é suficiente para que o algoritmo resolva 
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o pior exemplar de tamanho n, para n suficientemente grande, este tempo 
é obviamente suficiente para resolver qualquer exemplar desse tamanho n. 
Se um algoritmo toma um tempo da D(f(n)), no. pior caso, deve existir 
dE JR+, tal que o algoritmo toma um tempo maior que df(n) para resolver 
o pior exemplar de tamanho n, para n grande, podendo tornar menor tempo 
para resolver outros exemplares do mesmo tamanho n. Assim, deve existir 
uma infinidade de exemplares para as quais o algoritmo toma um tempo 
menor que df(n). 

As condições favoráveis se mostram, quando na análise do comporta~ 
mento assintótico de um algoritmo, seu tempo de execução é limitado tanto 
inferiormente como superiormente; definimos uma outra notação: 

8(f(n)) = O(f(n)) n !1(f(n)), (2.3) 

chamada a ordem exata de f(n). 
Propriedades e operações sobre estas notações podem ser vistas por exem

plo em [BrL além de outras. 
Não existe nenhuma fórmula mágica para analisar a eficiência de um 

algoritmo, isso dep-ende do critério, juízo, intuição e experiência, muitas vezes 
um primeiro análise alcança uma compl.icada função 1 na qual se envolvem 
somatórias e recorrências pouco espera.nçosas. 

Exemplo 2.1.1 O problema da prog·ra.mação linear, que é o que mm,.s nos 
úderessa, tem como um bom algon:trno para a s·ua resolução o algorítmo 
simplex, este algoritmo é mudo eficiente em grande parte dos exempla.res1 

mas é catat>lrófico em uns poucos. O algoritmo sr:mplex1 no pior caso, tonta 
nm tempo exponencial para resolver o piYJblema de programação linear. 

Exemplo 2.1.2 Dentro dos algoritmo de tipo g1Üoso, o algoritmo de f{Tuskal 
toma um te-mpo de O(alogn) para n:solver o problema da. ÁnJOre Geradora 
Mínima, onde a é o número de arcos (aTestas} e n o n-ú-mero de nós de um 
determinado grafo conectado. Existe outro algoritmo que 1'esolve o mesmo 
problema, o algor·itmo de Prim, o qual toma um tempo de O(n2

). A d~ferença 
entre os dois é que num caso esparso, o algoritmo de kruskal é relativamente 
melhor! poís a --t n e temos O( n]ogn); no entanto} que o a.lgo1'ítmo de Prim 
toma ·urn. tempo de O(n2 ). No caso denso, claramente a ----+ n(n- 1)/2 e 
o algordrno de Kraskal torna O(n2 logn), sendo mais vantajoso uswr aqui o 
algoritmo de P·rim. 
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Nós estamos interessados em obter algoritmos cada vez melhores para 
determinados problemas, por exemplo, obter um algoritmo que toma um 
tempo de O(v(n)), onde pé um polinômio e n é o tamanho do exemplar do 
problema., quando só tínhamos um algoritmo de tempo exponencial, O( e( n) ), 
onde e é uma função exponenciaL Obter avanços como esse sà.o os constantes 
objetivos de pesquisadores nessa área. 

O algoritmo Simplex, embora tenha uma complexidade de tempo ex
ponencial, é muito eficiente na pnítica, para a maioria dos exemplares do 
problema de Programação Linear, falamos de exemplares de tamanho con
siderável, mas obtém resultados ruins quando os tamanhos dos exemplares 
aumentam e quando estes possuem uma, estrudura particular. N\'Jb·sas cir
cunstância-;;, um melhor comportamento apresentam os chamados Métodos 
de Pontos Interiores, os quais possuem, em geral (teoricamente)~ uma com
plexidade polinom1al. 

São aceitáveis como eficlent(~S, algorítrnos que na sua ordem apresentem 
funcões polinomiais p com grau não muito gmnde, p(t) = t8 por exemplo, 
obviamente não podemos aceitar como eficiente um algoritmo que toma um 
tempo polinomial na O(t800

). Por outro lado, um terna de grande discussão é 
que se um algoritmo de tempo polinomial é necessariamente melhor que um 
algoritmo de tempo exponencial, a resposta é relativa, teoricamente, o algo
ritmo simplex é menos eficiente que algum algoritmo de tempo polinomial, 
de pontos interiores por exemplo, pois tem complexidade exponencial, mas 
na prática, experimentos computacionais mostram que o algoritmo simplex 
tem bom desempenho. 

2.2 Complexidade de um Problema. 

Anteriormente, nós definimos complexidade de algoritmos, agora, falaremos 
sobre um campo que caminha paralelamente com os algoritmos, Complexi
dade Computacional, considerando globalmente a classe de todos os algorit
mos que são competentes ao resolver um determinado problema. 

Usando algoritmos podemos provar o seguinte, que um determinado pro
blema pode ser resolvido num tempo de O(f(n)) para alguma função .f, a 
qual nós tentamos reduzir tanto como seja possível. Enquanto que, usando 
complcxídade (para problernas)) nós querernos p-rocurar uma função g(n), tão 
grande como seja possível, e então provar que qualquer algoritmo que é capaz 
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de resolver o nosso problema corretamente, sobre toda.<J os seus exemplares, 
deve tomar necessa.ri amente um tempo f!(g( n)). 

A satisfação seria eornpleta se obtivéssemos uma função f em 0(g(n)), 
pois entã-O, achamos o algoritmo mais eficiente possível (exceto talvez por 
mudanças na constante multiplicativa); neste caso, falaremos que a com~ 
plexidade do problema é conhecida exatamente, mas nem sempre acontece 
ass1m. 

Anteriorm(mte falamos sobre algoritmos eficientes 1 imediatamente temos 
em mente os de tempo polinomial, algoritmos eficientes para problemas como 
do Emparelhamento e da Árvore Geradora Mínima existem e são de tempo 
polinomial, mas na realidade, para a maioria dos problemas de otimização 
combinat6ria, não se conhecem algoritmos deste tipo. Assim, estes pro
blemas em geral sã.o dif-íceis de resolver, temos por exemplo, os problemas 
Programação Linear Inteira, "satisfa.bility'', Clique, Problema do Caixeiro 
Viajante, etc. 

Agora definimos intuitivamente um problema N'P-completo, como um 
problema computacional que é tão difícil de resolver como qualquer pro
blema razoável, problemas que estão dirigidos à determinação de traços e 
desenhos otlmais de objetos tais corno rotas, conjuntos de nós, partições, 
e listas de inteiros, todos estes tonceitos sujeitos a uma formulação precisa. 
Mais adiante definireffi()S formalmente este tipo de problema, quando falemos 
das classes 'P, NP, reduções e transformações a tempo polinomial. Agora 
introduzimos duas interesantes propriedades que caracterizam um problema 
NP-completo: 

• Nenhum problema N'P-completo pode ser resolvido por algum algo~ 
ritmo de tempo polinomial conhecido. 

• Se existe um algoritmo de tempo polinomial para algum problemaNP
completo, então existem algoritmos polinomiais para todos os proble
mas NP-completos. 

Falando computacionalmente, os problemas N7'-completos são pouco 
tratáveis, se exist('~ um algoritmo capaz de obter uma solução para um de
terminado exemplar deste problema, este apresentará na sua execuçã.o um 
tempo de ordem exponencial no pior caso, da{ que são impraticáveis pa,ra 
todos os exemplares. Definimos agora. um exemplar de um problema de oti~ 
m.ização de forma. geraL 
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Definição 2.2.1 Um exemplar de um problema de otimização é urn 
(F,c), onde F e qualquer conj1mto (ou domínio de pontos viáveis), c 
funçii.'o custo 

c : F ~-----+ JR; 

par 
' c a 

deseja-se determinar f E F, tal que c(f)::;: c(y), Vy E F. Neste caso, f e 
chamada solnção global ótima, on simplemente uma sol,ução ótima. 

Assim, um problema de otimização tem definido um determinado con
junto de exemplares (F, c), onde F é o conjunto de soluções viáveis e c é 
a função custo. Naturalmente, em otimização combinatória., é possível enu~ 
merar todas as soluções (finitas) viáveis e seus respectivos valores de c para 
cada uma delas, mas isso não sempre é possível pois os problemas mais inte
ressantes têm exemplares com 111n número muito grande de soluções viáveis. 

Agora assumimos que F e c são dados írnplicltamente em termos de dois 
algoritmos @F e @c· O algoritmo @p, dado um objeto combinatorial f e um 
con.íunto de parâmetros 8, ele decidirá quando f é um elemento de F. O 
algoritmo @n dado urna solução viável f e um conjunto de parâmetros Q, 
ele retoma o valor c(f). Hesurnindo, if~Jt verifica se existe um f viável e @c 

avalia f e obtém c(f). Um exemplar do problema combina.torial pode agora 
se definir como a representação dos parâmetros em Se Q. 

Exemplo 2.2.1 Um exemplar do Problema do Caixe-iro Viajante tem como 
parâmetro 8 o inteiro n, o parâmetro Q consta das entradas da matriz das 
distâncía.s [dij]- O algoritmo @p, dado um objeto f e o parâmetro n, verifica 
se f é um to-ur de n cidades. o algoritmo ©c calc'~tla o cu.sto c(!) somando 
todas as entradas d;j corr-espondentes ao t.our f, 

Exemplo 2.2.2 Num exemplar do problema de Prog·ramação Linear Inteira, 
o algo1'itmo @p tem como parâmetroS a rnatríz A e o vetor b, dado qnalquer 
velar inteiro x, @p testa quando Ax = b e ::t;:: O, o algoritmo @c tem como 
parâmetro Q, o vetor custo c, e avalia dx para cada solução viável x dada 
pm· @p, 

Vemos que nos dois exemplos, @F e @c são algoritm?s de tempo polinomial. 
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2.2.1 Versões de um Problema de Otimização Com
binatorial. 

São as seguintes as formas de problemas computacionais: 

L Dadas as representações dos pa,râmetros S e Q, e os al
goritmos @F e @c, o problema é achar a solução viável 
ótima. Esta versão é chamada ''Versão Otimização'' do 
problema. 

u. Dados 8 e Q, achar o custo da solução ótima, esta é a 
''Versão A valiaçã.D". 

m. Dado um exemplar, consideremos sua representação, isto 
é, 8 e Q, além de um número inteiro L; existe uma solução 
viável f E P tal que c(.f) S L ? ( c(f) O: L para um 
máximo), esta é conhecida como a "Versào Reconheci
mento'', a qua.l tem muito uso no estudo de complexidade. 

Cabe notar que i i) não é majs difícil de resolver que i), além disso, a 
terceira versão, a qual será de muito uso no estudo da, eomplexidade de um 
problema, é quase um protótipo de um problema computacional tradicional
mente estudado pela teoria da computação, esta versão é uma questão, a 
diferença das outras duas; a.lém disso, iii) não é mais difkil de resolver que ii) 
e portanto, que i), pois é só achar uma solução viável e avaliá-la, para logo 
fazer uma comparação e finalmente dar uma resposta ''sim" ou ''não". Com 
determinadas hipóteses, é possível resolver a versão avaliação desde a versão 
reconhecimento. 

Notemos também que a versão de reconhecimento não é mais difícil que a 
versão de otimização. Além disso, qualquer resultado negativo provado com 
respeito à. complexidade do problema de reconhecimento pode-se aplicar à 
versão de otimização. 

Os problemas antes referidos como Halting e satisfability são exemplos 
típicos de um problema na versão de reconhecimento. 

2.2.2 Classe 'P. 

Problemas de reconhecimento desta classe podem ser resolvidos por um al
goritmo de tempo polinomial (para todo exemplar do domínio). No entanto, 
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é possível definir esta classe P precisamente, em termos de qualquer forma
lismo matemático para algoritmos, como a Máquina de Turing [Ba]. Em 
outras palavras, P é a classe de problemas de reconhecimento relativamente 
fáceis de resolver, alguns problemas que estão na classe P são por exemplo 
o Emparelhamento Máximo, Árvore Geradora Mínima, Conectitividade em 
Grafos. 

2.2.3 Classe NP. 
Consideremos um determinado problema de reconhecimento; para que o pro
blema esteja na classe NP, não precisamos que todo exemplar seja resol
vido em tempo po.linomial por algum algoritmo, só exigimos que se Ç é um 
exemplar ''sim'' do problema (i.e, que existe uma solução vicível f em iii), 
t~ntão existe um algoritmo @ e um "certificado conciso" c~,;, i.e, confirmar a 
existência de uma solução viável cç, pudendo não ser determinada explicita
mente, c~ deve ser limitado em medida por um polinômio avaliado na medida 
do exemplar Ç, é dizer, \c~\ ::; p(jÇj), onde j.j denota a medida do exemplar 
Ç, tal que cç deve ser verificado em tempo polinomial pelo algoritmo@. 

A intenção de garantir o certificado conciso cç desse modo, deve-se ao 
fato que não estamos interessados em resultados ótimos os quais não podem 
ser desenhados (escritos) em tempo razoáveL 

Exemplo 2.2.3 O problema de Progmmação Linear Inteira está em N'P. 
Considerernos este pmblema rw ver8ão reconhecimento; é possível transfor
mar' d·x S L numa equação com, afnda de variáveis de folga. para logo ser 
adicionada no sistema Ax = b. Deste modo, a versão reconhecimento para 
este problema toma a forma seguinte: 

Dada a matriz A e o 'Vetor b, exíste um vetor inteiro x tal que Ax = b e 
X 2: Ü ? 

Pam ver-ificar que esle problema pertence à classq Afp, consúleremos um 
exemplar ''sim'' paTa o problema de PLJ, agora1 se este tem uma solnção 
viável, então todos os seus componentes estão limitadas por· 

onde a1 = max{la~JI} e a2 = ma.r{lb;)}, logo podemos tomar justamente essa 
solução viável corno o "certificado conciso'~ para este exemplar- "sim" pois

1 
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por exemplo, o compn:mento da sua representação binárin é polinomíal com 
respeito à medida do seu ingresso. 

Exemplo 2.2.4 Consideremos o problema do C'lique N!áxímo na versão de 
reconhecimento, dado tLm grafo G =(V, E) e um inteiro k, existe um cliqne 
de cardinalidade k ? 

Uma forma ób11'ia de resolver o problema ser-ia de enumerar os (i%1) sub
conjuntos de v com cardinalidade k e testar quando algum deles forma urn 
clique, o problema é que exú:dem um número rnudo grande, exponencialmente 
longo de taú> .<subconjuntos. Nenhum a.lgoritmo de tempo polínomial é conhe
cido pam este problema. Assirn, o problema do clique aqui tmtado não está 
na classe P. Agom verificamos que este problema está em NP. Suponha
mos q'ue ternos dado mn exemplar /(sím" ç, isto é, qne temos -um clique C 
de ca:rdinalid(.tde k do grafo G, ·uma lista de nós no conjunto C detenninmn 
um "certificado conciso r cç do e:rempla.r, claramente a i'i'Ua medida está limi
tada polinomíalme-nte pela medída do ingresso no exemplar deste problema, 
cç pode ser ·verificado eficientemente por um algoritmo, pois C tem só n nÓs1 

o poUnômio p pode ser escolhido como 2n 2
1 só resta testar se os nás realmente 

estão conectados por arcoB em E, isto último pode ser feito claramente em 
tempo polinomúd. 

Problemas como do Caixeiro Viajante e "Satisfability", por exemplo, per~ 
tencern também à classe NP. É natural afirmar agora que P é um subcun
junto de NP, no entanto, nenhuma prova formal é conhecida para afirmar 
que P = NP, isso ainda é uma questão aberta para pesquisadores na matéria. 

2.2.4 Reduções Para Tempo Polinomial. 

Definição 2.2.2 Sejam H e P2 problemas de reconhecimento ("'sim" ou 
''não 11

), F\ se reduz em tempo poh:nomial a P2 , se1 e somente se, existe 
um algoritmo de tempo polinorníal @1 para P1 , o qual -nsa em vá·rias chama
das (como uma sub·rutina a cus'to unitá1-io) um algoritmo @2 para P2 . @1 é 
denominado red·uçâo de l:empo polinomial de P1 a P2 . 

Notemos que chamamos de "custo unitário'1 ao fato que o algoritmo @2 

é considerado como uma simples instrução , tomando um tempo unitirio de 
execução, isto é só uma hipótese tc"Órica pois, @2 pode ser pouco eficiente 
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e o problema se complicaria. O fato interessante acontece quando @2 é de 
tempo polinomial. 

Teorema 2.2.1 St: P1 se reduz polínomialmcnte a P2 , c e.riste u.m algoritmo 
de "tempo polínornial para Pz, então de-ve cústir um algoritmo polinom·ial pam 

P,. 

Nós agora definimos informalmente uma '~Transformação para Tempo Po~ 
linomiaL" Dizemos que P1 se transforma polinomialmente para P21 se existe 
uma redução de tempo polinomial de P1 a P2 , com só uma chamada do 
algoritmo @ 2 para P2 exatamente no final do algoritmo @1 para P1 ; o resto 
do algoritmo @1 é dedicado a construir o ingresso para @2 • Nós usamos esta 
última definição para definir a sua vez tun problema JVP-completo. 

2.2.5 Problema NP-completo. 

Definição 2.2.3 Um problerna âe reconhecimento R E NP é chamado N'P
completo, se todo ov.tro p1'oblema em N'P se transforma polinomialmcnte a 
R. 

Notamos imediatamente, que se um problema R é .MP-completo, e existe 
um algoritmo eficiente para R, então, pelo teorema anterior, devem existir 
algoritmos eficientes para todos os _problemas em N'P. No ca.<>o de existir um 
algoritmo polinomial para algum problema N'P-cornpleto, acontecmia. que 
'P = N'P, lamentavelmente não se conhece da existência alguma. 

Teorema 2.2.2 (Tra.nsdivídade.) Sejam os pmblemas Rt 1 .R2 ,. .li::;, se o pro
blema R1 Be transforTiw polinomialmente em Rz, e, R2 se transforma polino
mialrnente em. R3 , então R1 se tran.sforma polinomialm.mte em R.3 . 

Para provar que um determinado problema X é N''P-cornpleto1 nós deve
mos mostrar duas coisas: 

L Que o problema está. <:,'ffi N'P e 

2. Que todo outl'O problema em N'P se transforma polinomialmente 
em X. 
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A técnica para verificar que um problema X cumpre 2), faz uso do te
orema. (2.2.2) para demostrar que um problema conhecido é transformá.vel 
polinomiaJmente em X, assim, se esse problema é NP-complet.o, (-:>ntà.o qual
quer problema em NP é transformável polinomial mente nele, e portanto, em 
X. 

Teorema 2.2.3 (COOK) O p·roblema '18atísfabilit.y 71 é ~A!P-completo. 

Para verificar que grande parte dos problemaS: são NP-completos, é 
possível transformar o problema de "Satisfabilit.y" em tais, isto geralmente 
apresenta complicadas provas, uma ampla análise pode-se encontrar por 
exemplo em [ P], nós só falamos aqui de algtms exemplos. 

O problema de programação linear iiJteira é AfP-completo. Vimos an
terionnente que este problema está na classe }/p, além disso, é possível 
transformar polínomialmente o problema "Satisfabilíty'' num problema de 
Programação Linear Inteira. Problemas como do Clique, Circuito Hamil
toniano, Caixeiro Viajante, 0-1 Knapsack (mochlla.), Partiçã.o, e outros são 
também N'P-completos. 
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Capítulo 3 

O Problema da Programação 

Linear. 

O ano de 1947 separa o desenvolvimento teórico da programação linear em 
duas fases, u primeira, caracteriza-se pelo pouco conhecimento de um pro
blema importante como a programação linear, apesar de alguns trabalhos fei
tos por pesquisadores nesses anos, como Fourier (1823), Valle Poussin {1911 ), 
e alguns outros. Para ter uma visão do pouco conhecimento do problema, 
Motzkin, na sua tese de doutorado listou apenas 32 artigos antes de 1936, so
bre sistemas de inequações lineares, segundo nos fala George R Dantzig [ D] 
no seu reportagem_ (1981), no entanto, uma pessoa obteve notórios avanços, 
Kantorovích (1939), só que pela falta de interação entre a U.RS.S. e o Oci
dente, ocasionado pela guerra fria, estes aJ:tigos não foram divt1lgados. A 
segunda, caracteriza-se pela existência de um amplo aporte de métodos, os 
quais, com diferentes estruturas, procuram uma melhor complexidade. 

3.1 O Algoritmo Simplex. 

No transcorrer da Segunda Guerra Mundial, e durante o ano 1946, George 
Dantzig foi consultor ma,temático da Tesouraria, da Força Armada dos U.S. 
Com o objetivo de mecanizar o processo de planejamento e inspirado no 
trabalho de \iVassily Leontief (o qual propôs em 1932, uma estrutura de 
matriz ~>imples com o chamado ('Modelo lnput-output para a economia da 
interindústria americana''), é que em meados de 1947, Dantzig formula o 
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"Problema de planejamento" c()mo um conjunto de axiomas. o sistema rna
tetná.tico result;ulte a ser resolvido envolvia a minimização de uma forma 
linear, sujeita a equações e inequações lineares. Posteriormente veio a per
gunta nada trivial: pode-se resolver tal problema ? 

A resposta não demorou muito, quando no verão de 1947, tomando idéias 
da sua tese de pó._o;;-graduação, Dantzig desenvolve o algoritmo simplex, uma 
técnica muito eficiente para resolver programas lineares que, para sorte sua, 
segundo suas próprias palavras, deu certo ! 

Posteriormente, tentou conhecer quão eficiente que era o seu atgoritmo, 
e depois de visitar em outubro 3 de 1947 a John Von Neumann (conside
rado por muitos nesse então, como um dos matemáticos mais importantes da 
época) e ao professor Tuker, em junho de 1948, ele obteve informação sobre 
o lema de Farkas e dualidade. Durante o período de 1947-1948, problemas 
como o ''Processo de Planejamento" e outros foram resolvidos. A sugestão na 
demostração da convergência do algoritmo simplex, de assumir a não dege
neração, foi feita por Koopmans, a convergência do algoritmo foi demostrado 
formalmente em março de 1951. No verão do mesmo ano, Phihp Wolfe, es
tudante da universidade de Berkeley, propôs uma, forma lexicográfica para 
evitar a cidagern quando o problema era degenerado. Todas estas varian
tes conseguiram fazer do algoritmo simplex uma ferramenta prática como 
teórica, pois, também é usado para provar teoremas, mas é preciso que para 
tal fim, assumir a não degeneração. Nos anos de 1950-1960, novas áreas 
surgiram, tais como Programação Não LineaT, Teoria de Fluxo em Redes, 
Métodos de Grande Eseala, Programaçào Estocástica, Programação Inteira1 

e outros. 
Em 1978, L.G. Khachian dernostrou que um algoritmo de tipo elipsoidal 

resolve o problema de programação Linear (PL) em tempo polinomial, este 
algoritmo teve só um valor teórico mas nào prático. 

Está demostrado que o problema de Pr()gramaç,io Linear não pode ser 
resolvido sem o uso de um algoritmo, estes problemas devem ser resolvidos 
eficientemente usando um número de iterações que possam garantir a ob
tenção de uma solução ótima, o algoritmo simplex ou uma de sua..s variantes 
fazem esse trabalho. 

Consideraremos a seguir, o problema de programação linear na sua forma 
padrão 
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Minimizar ctx 

sujeito a: 

Ax =b 

X ? o, (3.1) 

onde x, c E _ff?/1 , b E IRm, e A E IRmxn, Notemos que todo problema de 
programação linear pode ser expressado na. forma padrão, nós usaremos fre~ 
quenternente essa notação. 

Agora, sem perda de generalidade, no problema (3.1), suponhamos que 
m < n e o posto de A seja completo (le. posto( A.)= m). Se o problema tem 
urna solução viável ótima., então ele tem uma solução básica viável ótima. 
Sabemos que o algoritmo simplex gera soluções básicas, então ele é capaz de 
r~solver o proble_ma num número finito de passos; caso contrário, reportará 
uma solução ilimitada ou a infactibilldade do problema. 

Como falamos no capítulo anterior, na prática, o algoritmo simplex é bom 
na maioria dos exemplares, mas é ruim em poucos. isto deve~se ao seguinte 
fato. 

O Método Simplex não é um Algoritmo de Tempo Polinomial. 
Este resultado deve~se a Klee e Minty [KM] (1972), que com um argumento 
simples, estabeleceram a existência de uma família de exemplares do pro~ 
blerna de programação linear, nos quais o algoritmo sirnplex toma um tempo 
exponenciaL Eles constroem uns exemplares nos quais o algoritmo simplex 
leva seu pior caso. Analisa,r o pior caso de um algoritmo significa: 

(a) Achar o exemplar mais desfavorável. 

(b) obter a sequência mais desfavorável de eleíções dos passos 
especificados incompletamente. 

Para mostrar que o algoritmo simp]ex é não polinomial, é suficiente exibir 
uma família de exemplares para os quais este deve usa,r urn número expo
nencial de pivoteamentos, ou seja, exibir uma sequência exponencial (com 
respeito à medida do exemplar do problema PL) de SBV's x1 , ,c.r2 , ... ,.r,_., tais 
que X i c Xi+J são adjacentes e satísfazem 

ctx;+1 ~ ctx; i=l,2, ... ,k, 

o teorema seguinte formaliza a afirmação. 
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Teorema 3.1.1 (J\1ee e Minty [K M]) Para todo d > 1, existe um problema 
de programação linear co-m 2d equações, 3d va'T'iáveis, e coeficientes inteiros 
com valor a,bsohdo Hmitado por 4, tal que o algoritmo simplex deve tomar 
2d- 1 iieraçOes par·a acha1· a solução ótima. 

Condusào, o algoritmo simplex tem complexidade exponencial no pior 
caso. O primeiro algoritmo (procedimento) de pontos ir1teriores de tempo 
polinomial, que resolve o problema de programação linear, foi mostrado por 
L.G. Khachian (1978). Isso, no estudo de complexidade, permitiu classificar 
este problema do seguinte modo. 

O Problema de Programação Linear está na classe P. 

Surgiram muitos outros métodos de pontos interiores para o problema de 
programação linear, depo.is do método do elipsóide 1 alguns conseguiram me~ 
lhorar a complexidade do algoritmo inicial, mas geralmente, por sua natureza 
intrínseca, os algoritmos polinomiais (de pontos interiores) estão relacionados 
infelizmente com o pior caso. 

3.2 Métodos de Pontos Interiores. 

A existência de um algoritmo de tempo polinomial para um problema PL, 
foi mostrada em 1978, o qual coloca este problema. na classe P, se deve a 
L.G. Khachian. Ele propôs um algorltmo de tempo polinomia] paJ·a resolver 
o problema de fa.ctibilidade linear. 

3.2.1 O Método dos Elipsóides. 

Este método foi desenvolvido originalmente para programação não linear por 
Shor [Sh] (1970-1977), Yudin e Nemirovskii [Y N] (1976). E foi Khachian 
(1978) quem demostrou que uma extensão resolve o problema de PL em 
tempo polinomiaL Um outro procedimento é feito para um problema de PL 
sobre poliedros implicitamente dados, o qual gera uma solução em tempo 
polinomial para vários problemas em otimização combinatória, aqui nos res
tringimos a falar S()bre o trabalho de Khachian. 

Alguns autores comparam o método do elipsóide com o método de re
la.xação1 o qual é mais geral pelo seguinte argumento. 
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• O método de relaxação acha uma série de pontos z0 , z1 , z2 , ... onde cada 
Zi+ 1 vem dado desde a projeção de Zi sobre uma inequação violada do 
sistema A:t· s; b, o objetivo é encontrar uma solução viável para tal 
sistema, é possível também adaptar este método para variáveis nào 
negativas e problemas PL. 

Por outro lado, Levin ([LE]l965) e Newmann ([N E]l965) apresentam um 
método de seçôes ceni;rais o qual aproxirna~se ao mínimo de uma função 
convexa f sobre um poli topo P corno segue: seja .P0 = P, se Pi é determinado, 
seja z; o centro de gravidade de P;, o: o gradiente de' f em Zi e 

como f é convexa, seu mínimo será alcançado em Pi+h pois . . 

logo z; converge a um ponto mínimo. 

Calcular esses centros de grav-idade pode ser difícil na prática, Yudin e 
Nemirovskii (1976), Shor (1977), verificaram que, se substituindo os poli to
pos por elipsóides ( Eo é um elipsóide contendo P e E;+1 é o menor elipsóide 
contendo {x E E; I a 1x S: cv1z;}), este é mais vantajoso e é aplicável para 
qualquer problema de programação convexa. O método do elipsóide é ba
seado justamente nestes argumentos. Além disso, eles observaram que este 
método pode ser visto como um caso especial do método de Shor, o qual usa 
transformaçôes projetivas do espaço, neste caso, a matriz definida positiva 
que define o elipsóide representa a transformação. 

Khachian demostrou que para problemas de programação linear, o método 
do elipsóide pode ser modificado, dando assim soluções em tempo polinomiaL 

Os métodos anteriormente falados, de Levin c Newmann, e o método d() 
elipsóide, chamados também "Métodos de Centragem" ou de ''Seções Cen
trais", podem ser incluídos numa classe K de corpos geométricos (conjuntos 
com interior não vazio) onde: dado um Zi num conjunto Ci E K, achar o 
espaço médio afim H, com Zi sobre sua fronteira, tal que os pontos procura
dos estão em H, ci+l E K tem menor volume, { C'i n H} c c,+l e Zi+t é o 
centro de gravidade de Ci+t· · 

Nessa forma, o método de relaxação pode ser considerados como um "ball 
rnethod'' onde K é uma classe de bola.s. Yarnnistsky e Levin demostraram 
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que se tomamos por JC as classes de todos os ~~simplices/' obtemos um método 
similar ao algoritmo simplex o qual é de tempo polinomial para problemas 
PL. 

3.2.2 Resumo do Algoritmo de Khachian. 

Este método é inicialmente aplicado para resolver o problema de inequações 
lineares com n 2 2, isto él dada uma matriz Amxn e um vetor b rn-dimensional) 
existe um vetor x n-dimensiona] tal que Ax :=; b ? Vamos assumir~ inicial
mente, que 

L O poliedro P = {:r: I Ax ~ b} é limitado e de dimensão completa. 

2. Podemos fazer os nossos cálculo.'> com precisão infinita. 

Seja v= 4n2Ç, onde Ç é o máximo da medida do ingresso nas linhas de [A bL 
logo, cada vértice de P tem medida limitada por v (cada solução extrema de 
F), se tomamos R= 2", então F C {x I llxll S R). 

Determinamos recursivamente uma flequência de elipsóides E0 ,E1 , E2 , ... 

de volume decrescentes, tal que P C Ei Ví, também uma sequência de centros 
zo, z1 .z2, ... e uma sequéncia de matrizes definidas ,pos_itivas D0, D 1, D 2, ... 

onde 
E;= elip(zi, Di), 

o primeiro elipsóide é a bola {x I \\xll ~R}, com z0 =O e D0 = R 2 I. 
Se Zi sa.tú;{az Ax $ b paramos, pois já temos uma solução, caso contrário1 

seja akx -:; bk a inequação de Ax :; b a qual foi violada por Zi e seja 

o elipsôide de menor volume contendo 

os valores de Zi+l e DiH sã.o dados pelo teorema (3.2.1), com z1 - z,+l. 

D' = Di+l e 01 = ak. Notemos agora que o elipsóide .E1+1 contém por sua vez 
P, como P C E i, ternos 
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isto é repetido iter.ativamente até obter uma solução para o problema prin
cipal (até alcanÇaJ' uma soluçã.o factível), 

Notamos também que yol\B<tl) < e-2 .. ~2, onde vol(Eo) < (2R)", logo, 
VO (E;) - , -

vol(Ei) :0: e-,n+<(2R)". 
O volume de P é limitado inferiormente, pois P tem dimensão completa, 

isto pode-se verificar se consideramos x 0 , x1 , x 2 , ... , .r11, vértices afins índepen

dentemente de P, entào 

vol(P) 2:: vol.(sup.conv{x0 , xh x 2, ... , xn}) 

= ~]det[l (xo,:rh···,Xn)]'] 

2': n-nz-nv 

2: z-2nv) (3.2) 

se alcançarmos o elipsóide EJV, na iteração N, com N ~ 16n2v, devemos 
obter a seguinte contradição 

pois PC EN e R= 21
', logo, se int(P) # 0, temos que antes de alcançar o 

elipsóide EN, acharemos uma solução Zi para Ar::;: b (com i< N), como N 
é polinornialmente limitado pelo tamanho do exemplar do problema, encon
tramos tuna solução para o problema em tempo polinomiaL Observe que se 
após N iterações, a convergência não for alcançada, então podemos concluir 
que ,não existe solução factlvel para o problema. 

E importa.nte lembrai\ que o algoritmo tem esse comportamento, frente 
as hipóteses assumidas em l) e 2). Na realidade não acontece assim, pois, 
existem cálculo..;; complexos, como por exemplo, awülar as raizes quadradas 
para obter Zi e D;. 

Os valores dos parâmetros Zi e D,, em cada itenlção, podem ser obtidos 
como resultado do seguinte teorema. 

Teorema 3.2.1 Seja o elipsóide E= elip(zJJ) em JR!t; a um vetor linha,, 
E' = elíp( z'' D 1

) é o único elipsóide de menor vofume contendo E n{ X I U:L' .::; 

az }, onde 
1 Dot 

21 = z - _n_+_l_a-cDc:a-, •"i'' 
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n2 2 DohxD 
D' ~ ( D ) =-:cc=-

n2 -1 - _n_+_l üDa1 1 

além v _o _col(~Ec'-') --='--- < e2<~+2 
vol(E) ' 

a prova pode-se ver por exemplo em [Sch]. 

3.2.3 Complexidade do Algoritmo de Khachian. 

O algoritmo é teoricamente polinomial, mas experimentos computacionais 
mostram que o método não é muito eficiente, este método não é um compe
tidor para o ineficiente, do ponto de vista teórico, algoritmo simplex. 

Alguns melhoramentos foram propostos tais como: tomando cortes pro
fundos [Sh] (1979L ou representando as matrizes defhridas positivas pela sua 
descomposição de Cholesky, na procura de reduzir a instabilidade numérica 
[GT] (1982). Uma das razões para o mau comportamento do algoritmo de 
Khachian é que o número de iterações depende de uma função dos dados, se 
T é o máximo valor absoluto dos dados em A e b, entào o método resolve o 
problema de inequações com O(n 5 logT) operaçôes aritméticas sobre números 
com O(n3 logT) dígitos, totalizando assim O(n 81ogT) bit-operaçôes. 

3.2.4 O Algoritmo de Transformações Projetivas de 
Karmarkar. 

O método Simplex não teve competidor até o ano de 1984, quando N, Kar
markar [J\] propôs um novo algoritmo de tempo polinomial para problemas 
de programação linear, este algoritmo é aplicado para resolver problemas na 
forma 

Minimizar c'x 

sujeito a: 

Ax ~o 

X 2:0 
li:r ~ 1, (3.3) 

onde a matriz Amxn tem posto m, c e x são vetores n-dimens-íonais, con 
n 2: 2, e]_ = {1, 1,1, ... , 1) é um vetor linha rt.-dimensiona.l. 
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Nós asflurnimos o seguinte: 

L O ponto :r0 = (l, 1., ... , l)t é viável para o problema (3.3). 
n n n 

2. O valor ótimo da função objetivo no problema (3.3) é zero. 

Notemos que qualquer problema de programação linear pode ser colocado 
nessa forma [ B a]. 

Frente as hipótese 1) e 2) o problema é viável e limitado, nessas cir
cunstâncias existe uma solução ótima para o problema (3.3). 

Seja xk = (xf, ... , x~Y > O um ponto interior, com k = O, 1,2, 3, ... 
e .Dk = diag(xi, ... , x~), consideremos a transformação definida por 

T :xr--+y 

D-1 

1" k X y=x= 01 ou 
]]_ k X 

"'-
"' Yi = z:::::':<± para i=l,2, ... n, 

J "' 

claramente Dk é uma matriz inversíveL 

(3.4) 

A região víável no problema {3.3) é descrita pela intersecção dos su
bespaç.os de dimensão n - m, definidos por Ax = O e o simplex S:r = 
{x I lix = 1, x 2:: O} de dimensão n- 1 , a interseção resultante é alguma 
região de dimensão n - m - 1. 

Frente à transformação Tem (3.4), qualquer ponto em Sx é transformado 
num ponto no simplex (n-1}-dimensional. Sy = {y j TI_y = 1, y 2: 0}, no qual 
será mais vantajoso trabalhar. Notamos particularmente que o ponto :rk é 
transformado no ponto y0 = ( ~, ~' ... ,?;: )t, o qual é o centro do slmplex 511 • 

Para considerar a transformação projetiva inversa, expressamos x E Sx, 
segundo (3.4), na forma 

como 11x = 1, temos que 
RD1yAD;; 1 :r = 1, 

portanto ]_fl;1 x = n~kY' substituindo em (3.5) obtemos 

D,y 
x=~~ 

. HJ,y' 
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Logo, a aplicação (3.6) aplica pontos desde o sim.plex 8x sobre o simplex Sy 
e vice-versa. Com a transformação (3.4), o problema (3.3) fica transformado 
num problema no y-espaço sobre um subconjunto do simplex Sy, isto é 

Minimizar c'DkY 
RDkY 

sujeito a: 

AD,y =Ü 

Ry =l 

y 2: o, (3.7) 

este é conhecido como "Problema de Programação Lüíear Fracionária'\ (PLF), 
pela condição 2) e usando (3.6), o valor da função objetivo ótima também é 
zero\ no entanto existe a fração no problema. Nós podemos minimizar equi
valentemente (3.7) sem considerar o denominador da fraçã.o, pois é positivo 
e limitado 'r/y E Sy, o seguinte problema é equivalente a (3.7). 

Minimizar 

sujeito a: 

Py =Po 
y ?:: o, 

onde Cnovo = c 1 D~.:, p = [A~k] e Po = [~]. 

(3.8) 

Consideremos agora a bola n-dimensional B(y0
, r), com centro y0 = 

(t, ... ,t)t e com raio r, de modo que {y I liy = l}nB(yo,r) seja a maior 
bola (n~l)-dimensional com o mesmo raio r e com centro incluído em Sy\ 
então 7' é o comprimento df'.sde o centro y0 do simplex para alguma das suas 
faces, usando este fato, obtemos facilmente que r = 1/( -jn( n - l ), com isto, 
nós formulamos o seguinte problema. 

Minimizar 

sujeito a: 
c' " novo~ 

Py =Pu 

y ?: o 
y E B(yo,ar), 
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onde O < a < 1, notamos que as variáveis y são estritamente positivas (y > 
O). Nós podemos otimizar 1.1ma restrição do anterior problema resolvendo: 

Minimizar 

sujeito a: 

Py 
(y _ yo)'(y _ yo) 

~ Po 
< ü2r.z 
- ' (3.9) 

uma solução para o problema (3.9) é produzida apenas projetando o vetor 
Cnovo 1 centrado em y0

, sobre a região viável (uma bola), representemos esta 
projeção por Cp'l'oj, ela é definida por 

por razões de convergência, a escolha de o: é feita, corno a= ~~~~ 1 • 

Fazendo algumas manipulações algébricas obtemos 

· - [I P'(Pf'')- 1!'] 1 
Cp'l'oJ ~ ~ Cnovo' 

(3.10) 

notamos que não é esta a melhor forma de calcular cproj, podemos optar por 
outros métodos computacionais. 

Usando {~L lO) podemos ca!ct1lar xk+ 1 da- seguintê forma. 

HI Dky"' 
X ~ ~li~D:c,"-y-,• ' 

ond~ xk+l > O pois y"' > O, tudo isto constitui um passo iterativo. 
E possível mostrar que CnovoY* :S Cn 0110 y0 , além disso, cxk ....-..t O quando 

k -+ 00-

O Algoritmo. 

epassoO:k=Or·= l a=':- 1 .x0 =(l .... l)' 1 y'n(n~l) 1 ,in ' n l • n 

e L um limite inferior para. o tamanho do exemplar do problema. 

• passo 1: se c'1xk < 2-L, parar. 

• passo 2: defin-imos Dk = diag(xt ... x~.), y0 = (~, ... , ~)\ p = [-4~~c] 

e c.,.,ovo = c1 Dk· 
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• passo 3: calcular Ynovo = y 0 - ar 11 cp,·o1 ll 1 onde 
Cp!"O) 

c1,roj =[I- P1(PPt)-· 1 P]Cnovo· 

• passo 5: k=k+L 

• passo 6: ir ao passo 1. 

Seja L o tanutnho de um exemplar do problema, frente a essa.."! circunstâncias, 
quando fazemos lOnL iterações) o algoritmo produz uma solução factível, na 
qual, o valor Qbjetivo é menor que 2-L, com um esforço total de complexi
dade polinomial da O(n3 ·5L). Acontecido isso, um ponto extremo ótimo no 
problema principal (3.3) pode ser conseguido em base a um procedimento de 
refinamento, também de tempo polinomial, O(m2n), denominado "Esquema 
de Purificação.'' 

Cabe ressaltar que os métodos de pontos interiores, corno os que esta
mos tratando, convergem geralmente a uma face do politopo. O seguinte 
algoritmo, que complementa ao de .Karmarkar, corrige o resultado, daí o seu 
nonw. 

Algoritmo de Purificação. 

• Uma vez obtido cxk < 2-L: 

• Se n restrições linearmente independentes são ativas em xk, entã-O já 
temos uma SBV ótima. 

• Caso contrário, existe uma direção d # O no espaço nulo das restrições 
ativas taJ que: 

se ctd < O, nos movemos na direçào d. 

se ctd ~ O, nos movemos na direção -d. até que alguma restrição 
seja violada, esse procedimento é repetido até obter uma SBV x"', isto 
acontece quando a região viá.ve] é limita.da. 

Claramente dx"' ::=; dxk < 2~L. 
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3.2.5 O Algoritmo Afim Escala de Barnes. 

Seus origens deve-se a Dikin (1967)) mas os trabalhos mais recentes foram 
propostos independentemente por Barnes [B] (1986) e Vanderbei [V] (1986). 

O algoritmo é uma extensão e tem algumas vantagens sobre o algoritmo 
original de Karmarkar (1984), tais como, o problema não precisa estar na 
forma (3.3), e pode-se aplicar diretamente a um problema de programação 
linear na forma padrão ( 3.1 ). O algoritmo produz uma sequência monótona 
decrescente de valores da funçào objetivo, o valor ótimo deste não precisa 
ser conhecido previamente, como no algoritmo de Karma.rkar. Por outro 
lado, na ausência de degeneração, o algoritmo converge numa solução básica 
viável ótima (um ponto extremo) com as variáveis nào básicas convergendo 
monotonicamente para zero, o qual faz possível conhecer uma base ótima 
com antecedência. 

Consideremos o problema de programação linear na forma padrão (3.1L 
onde posto( A)= rn (posto completo), assumamos também que o nosso pro
blema não tem SBV's degeneradas. Denotemos o dual do problema (3.1) 
por 

Ma.xlmizar b1 À 

sujeito a: 

N À ::; c, À livre. (3. 11) 

Suponhamos que (3.11) não tem soluções viáveis degeneradas, quanto estas 
hipótese, vemos q_m~ é possível restringir as restrições das variáveis x > O 
como segue: 

Dado um n-vetor y >O, solução viável de (3.1), definimos 

D = diag(yJ. y,, ... , Yn) 

e O < R< 1, de acordo com isto, formamos o seguinte elipsóide centrado em 
y 

E= {x I (x- y)'Q-'(x- y) <::R'}, (3.12) 

onde Q = DtD. Claramente D é não singular, portanto Q, além disso Q é 
definida positiva. note-se que se x E E, então x > O, caso contrário existiria 
um Xj ~O (para algum .1), onde Xj é uma componente de x, tal que 

~ (x;-y;)' > (x,-yi)' > 1 >R' 
~ z - z -
i-=1 Y; Y.í 
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o qual representa uma contradição. 
Consideremos agora o novo problema 

M ínirnizar d x 

sujeito a: Ax = b 

X E E, 

(3.13) 

notemos que a restrição de nào negatividade (x 2:: O) podemos substituí-la 
por x E E, as quais sào mais vantajosas. 

Usando o vetor rn-dirnensional dos multiplicadores Lagrangianos, i.e\ o 
vetor das variáveis duais do problema (3.1 ), para :r satisfazendo (3.13) temos 

c'y-c'"' =[c- A',\]'(y-x)= [D(c-A',\)]'D- 1(x-y) 
S IID(c- A',\)[IIID-'(x- Y)ll 
S IID(c- A',\)[[R. (3.14) 

Com a finalidade de obter uma estimativa do comprimento do incremento 
entre d:r e dy, vemos que a ígualdade em (,114) tem validade se 

(3.15) 

o qual é a condição de paralelismo, onde 'Y é alftuma constante, tomando 
I\Ú-1(x- v)ll = R e desde (3.12) ternos que"'= I D(c·~{-\lll, substituindo em 
(3.15) temos 

RD'(c-A',\) 
x=y-IID(c-A',\)11' (3.16) 

se multiplicamos por A em ambos os lados da. equaçiío (::LH:i), lembrando que 
Ax = Ay = b, obtemos 

AD2(c- A1
,\) =O 

de onde 
,\ = (AD' A')-1 AD'c, (3.17) 

portanto 
c'x?. c'y- R[[D(c- A',\)[[. (3.18) 

Vemos que para, x verificando (3.L1), o valor mínimo para a função obje
tivo é limitada inferiormente pela direita da inequação (3.18), a igualdade se 
cumpre quando x e À são dados por (3.16) e (3.17), respectivamente. 
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Cabe ressaltar que não é preciso resolver o problema (3.13) explicitamente 
(por algum aJgoritrno conhecido), contrariamente pode ser resolvido sirnple
mente avaliando (3.16) de acordo com (3.17) diretamente. Esse procedimento 
constitui um passo do seguinte algoritmo. 

O Algoritmo. 

Seja x0 >O um ponto interior inicial, com Ax0 ;::::: b, se xk é conhecido: 

d fi · Dk d. ( , ' ') • e 1l1TI10S ;::::: zag x 1 ,a:2 , ••• ,.rn 

• definimos xk+l corno 

R(D') 2(c- A'-lk) 

IID'(c- A'-1')11 

-\k = (A(D')' A')-' A(Dk)'c. 

A convergência e propriedades são dernostradas por Barnes [BJ, no mesmo 
artigo. Nós só enunciaremos alguns teoremas que garantem a convergência.. 

Teorema 3.2.2 Se (S.1) tem uma solução limitada, a sequência { xk} obt-ida 
pelo algoritmo comJerge à sol1tção de (3.1) e é um ponto extremo (vértice}. 

Teorema 3.2.3 SeJa x* a solução de (3.1), a sequência {xk} gerada pelo 
algot'itmo satú;faz: 

onde { (k} é uma sequéncia de números positivos que converge para zem 
quando k .......... oo. 

Um inconveniente na maioria dos métodos de pontos interiores é de obter 
um ponto inicial factível, nós consideraremos algumas sugestões importantes 
para inicializar o algoritmo. 

L Para obter x 0
, adicionamos uma. nova coluna. an+l a matriz A 

definida por 
n 

an+1 ;::::: b- 2::: ai,· 
i= I 
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se definimos um vetor {n+l}-dimensional por X= (1, l,l, ... ,l)t., 
então ele verifica 

n+l 

A.X = L a;xi = b e x 2:: O. 
i::=l 

o qual é válido para inicializar uma extensão do problema. prín
cipa.l., adicionamos também o correspondente coeficiente Cn+l > O 
grande, no vetor custo c. Notamos que ísto é feito similarmente 
ao caso quando trabalhamos com o método "M-gra.nde" no algo
ritmo sirnplex. Assim, uma solução para o problema (8.13) terá 
Xn+l = O, onde o vetor (x1 , x 2 , x3 , ... , x,Y representaria a verda.
deira solução. 

2. É possível variar o valor de R para acelerar a convergência, pois, 
ctx decresce quando R se incrementa.. 

3. É possível obter um critério de parada para o algoritmo, isto pode 
ser feito do seguinte modo: podemos iterar o algoritmo até que rn 

dos custos reduzidos em valor absoluto lc,-aí-\kl sejam pequenos, 
e, os n- rn restantes sejam positivos. Logo, uma soluç.ã.o báska 
pode ser conhecida com antecedéncia. 
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Capítulo 4 

Centros de Politopos. 

Os métodos para achar centros são aplicados, num caso geral, sobre conjun
tos convexos límitados num espaço n-dimensional, mas o caso de nosso maior 
interesse está relacionado com politopos. Existem vários critérios definindo 
centros em politopos e conjuntos convexos, nós fazemos aqui urn resumo de 
alguns deles, os quais consideramos relacionados, de certa forma, com o tra
balho desenvolvido no capítulo seg1ünte. O motivo principal para estudar 
centros se fundamenta no seguinte: um problema de programação linear se 
reduz polinomialmente a um problema de achar um centro. Além disso, todo 
a.Jgoritmo de pontos ínteriores, que é provado ser polinomial, tem um me
canismo explícito ou implicito de centragem. Mas a noção de centro de um. 
poli topo não é trivial, pois dado um poli topo geral de programação linear, 
existem várias definições de centros. Centro de Helly, de Fritz John, centro 
analítico são alguns exemplos de centros de politopos~ sendo este último o 
mais usado para definir centros de politopos para pl'Ograma(.;ão linear. Neste 
capítulo, nós mostramos que se um desses centros nos é dado de graça, então 
temos um algoritmo de tempo polinomial para resolver problemas de pro
gramação linear. 

Um po!itopo é um políedro limitado, o nosso interesse são poli topos de
finidos pelo conjunto de soluções viáveis de urn problema de programação 
linear, onde a.s inequações lineares são da forma: L,j""'1 ai,iXj ::; b.;, com 
í = 1,2,3, ... ,m. 

Generalizando as idéias de centros de gravidade, ou um centróide num 
triângulo em JR2 , podemos estender esse conceito para corpos convexos de 
maior dimensão. 

31 



Definição 4.0.1 Um corpo convexo é 11m conjunto convexo S com int( S) f: 
0. 

4.1 Centro de Helly. 

Definição 4.1.1 Seja C um c01po convexo em lR:\ Ç E C é denominado um 
centro de Helly (H-centro), se Ç divide qualquer corda[s~ t] c C 1 passando por 
Ç, em duas par'lf;s de comprimentos o: e fi, taís que 

( 4.1) 

Jigura#1 
5 

4.5 

4 

3.5 

3 

2.5 

2 

1.5 

1 

0.5 

'o 05 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

O nome tem relação com Eduard Helly (1913) que propôs o teorema que 
faz possível estabelecer a existência de tal centro para corpos convexos em 
IR": seja K uma família de pelo menos n + 1 conjuntos convexos em IR"", 
onde K é finíto 011 compacto, se cada n + 1 membros de f{ tem um ponto 
em comum, então existe um ponto em comum para todos os membros de ]\". 
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Teorema 4.1.1 Se C é um corpo convexo em !R"', enliio existe um ponto 
z E C, tal qv.e, pam cada cordais,t] de C, passando por z, se cumpr-e 

1 llz-sll n --< <--. 
n+l- lls-til- n+l 

(4.2) 

Notemos que z verifica a inequação ( 4.1) se tomamos llz-sll e lls-tll como os 
comprimentos induzidos pela norma euclidiana llllz, os quais correspondem 
aos valores a e fJ, respectivamente. 

Em geral, um corpo convexo pode ter um conjunto infinito de H-centros, 
outro resultado estabelece que tlm Simplex n-dimensional tem um único H
centro. O teorema seguinte garante a infinidade de H-centros em corpos 
convexos de JRn, o mesmo, usa um elipsóide para obter tal resultado. 

Teorema 4.1.2 Seja E um elipsóide n-dimensional, definido por 

E={xl (x-Ç)'Q(x-Ç)=l}. 

8Cja E antro dípsóide/ centrado também ern e e definído por 

- n-1 ( )' E={xi(,;-Ç)'Q(x-Ç)=( · }, 
n + 1)2 

então qualqner x E E é um H-cent1'0. 

Na subseçã.o (4.2.1), falaremos de como pode-se usar H-centros na re
solução de problern&9 de programação linear: este último fato estâ relacionado 
diretamente com o seguinte teorema. 

Teorema 4.1.3 Seja C "Um corpo con1Jexo em .TR:'~ Ç um H-centro de C, 
seja o elipsóide de menor volume contendo C, centrado em Ç e definido por 
(x- Ç)'R(x- Ç) = 1, então o elipsóide definido por(,;- Ç)'R(x- Ç) = ,~ 

está contído completamente em C. 

Oma outra noçã.o de centro, centro de John 1 o qual considera elipsóides 
incluindo um politopo é definida. a partir disso. 
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4.2 Centro de John. 

Definição 4.2.1 Dado um politopo P, seja E' o elípsá·ide de menor volume 
contendo P, o centro de E é chamado 'ttrn centro de Fn:tz John (J-centro). 

É possível usar alguns algoritmos para calcular J-centros de um politopo 1 

por exemplo, o algoritmo de Khachian. Mas, como vlmos no capítulo ante
rior, este método nâo é eficiente, pois ainda sendo de tempo polinomial, na 
prática sua performance não é boa .. O nome de centro John tem relaçào com 
o seguinte teorema., proposto por l<'ritz John, o qual garante a unicidade de 
E. 

Teorema 4.2.1 (Fritz John-1941}. Seja P um polítopo em 1R", e E o 
elipsóide de menor volume contendo I\ então E é único1 além disso, se 
reduzÜ"11W8 E por um fator· n, 'i. e, E= lE, obtemos um eliptoóide contído 

n 
em P. 

Claramente, a diferença entre um H-centro e um .I-centro é a unicidade, 
aparentemente~ ca1cular um H-centro pode ser mais fácil que calcular um J
centro. Um outro resultado mostra que urn J-centro é sempre um H-centro, 
pois, se considerarmos uma corda[s, t] passando por Ç, com pontos finais se 
t na fronteira de C (um corpo convexo), obtemos 

I 11-'-ÇII n --< <-n+l-lls-tll-n+l' ( 4.3) 

se estendemos a corda[s, t] a uma cm·da[s', t'], com pontos finais na fronteira 
d(~ E (o elipsóide exterior), e reduzimos a corda[s, t] a urna. corda[s 11

, t 11, com 
pontos flnais na fronteira de E (o elipsóide interior), nós temos 

1l!::l11 
lls-tll 

li-'- Çll 
li-'- Çll + IIÇ- til 

lls"-ÇII > c;;-";,..,.*--;;; lls"- Çll + IIÇ- til 
lls"- <li 

> c-llscc-·, --'(~. 11-+-.;,11"-é --1=<11' 

como asumlmos que E= ~E', temos 

IIÇ- t'il = IIÇ- s'll = nlls"- ~li, 
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logo 

agora, corno 

temos 

lls-ÇII> 11·'"-ÇII =.lc 
lls-tll-lls"-ÇII+nlls"-ÇII n' 

_llt-sil_llt-ÇII+IIs-ÇII 
1- - ' llt-sll llt-sll · 

ti'-€11 = 1 _ lls- Çll 
11•-,11 lls-tll 

1 
<!--~ 
- n+l 

n 

Mudando,, por 'l é possível obter a inequaçãu (4.1L com 
IIÇ- si I= f! e lls- til= a+ (J o que prova o afirmado. 

( 4.5) 

Notamos também que um Simplex n-dimensional, i.e, o suporte convexo 
de n + 1 pontos { X1 1 xz, ... , :rn+1 }, onde { Xz - XJ 1 ••• , Xn+l - x1 } é linearmente 
independente, tem só um H-centro, o qual também é um .J-centro. 

Consideremos o problema de programação linear na forma canônica 

Minimizar CtJ; 

sujeito a: 

Ax ~b 

X ;::: o, (4.6) 

onde c1 :r são vetores n-dirnensionais, b um vetor m-dimensional e a matriz 

Amxn· 

Seja o poli topo definido pelas restrições A.x ~ b ex 2:: O em (4.6), vemos 
que é po.'3sível usar, por exemplo, o algoritmo de escala.rnento afim para tentar 
resolver o problema (4.6). Esse algoritmo usa um mecanismo de centragem 
implicitamente dado, minimizando a função objetivo a cada passo, sobre uma 
região determinada pela intersecção de um elipsóide definido por 

{xl(x-y)'Q(x-y)~R 2 , O<R<l} 
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e o conjunto definido por { x I Aa: ~ b}, onde y > O é um ponto interior em 
( 4.6). Nós tentamos aclarar isto fazendo um resumo de um método tf'-Órico de 
tempo polinomial, o qual usa elipsóides pa,ra construir uma sequêncía {xk} 
convergindo para x"', a solução ótima para (4.6). 

4.2.1 Procedimento Para Resolver o Problema de Pro
gramação Linear Usando l-centros. 

Consideremos o problema de programação linear na forma (4.6). 

• Seja .E0 , o elipsóide de mer1or volume contendo o poli topo definido por 

5°= S = {x I Aa' <ó b, x 2 O} 

e .1:
0 o seu Ct-"'ltro (J~centro). 

• Seja .:r1 unut solução do problema 

Minimizar ctx 

sujeito a: 

onde 

Eo 
X E n 

E~ = _!.E0 . 
n 

• Seja E 1 o elipsóide de mínimo volum<~ contendo o politopo 

5 1 = son{x 1 ctx ~ ctx1
} e x 2 seu centro. 

• Seja x 3 a solução do problema 

minimizar ctx 

sujeito a: c E E,~-, 

onde E; = _!, E 1
• 

n 

• Desse modo continuamos ... definindo o poli topo 

82 = 81 n{ X I c"r s c'x''}, 

A análise da convergência deste procedimento está feita em [Mo], onde se 
mostra, tendo alguma-s considerações, que o procedimento toma um tempo 
polinomial para calcular uma. aproximação à solução. 
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4.3 Centros Analíticos. 

Calcular um H-centros ou J~centro tem um custo, no entanto podemos es
tender este conceito para definir novos centros, existem outras noções de 
centros, por exemplo: centro paramétrica [RMF2], W-centro [RMFlL além 
do centro analítico [S'o] que introduziremos agora, eles são definidos geral
mente sobre poli topos e são aplicados frequentemente nos métodos de pontos 
interiores para resolver o problema de programação linear. 

O problema do centro analítico foi introduzido inicialmente por G. Son
nevend [S'o]. 

Definição 4.3.1 Dado um sistema de m zneq·uaçàes lineares em R~ da 
forma Ax ::; b, e equaçôes da forma Nf.r = g, isto é denoro.inado o s1:s
tema (A,b,M,g), o centr·o analítíco para este sístema é a sohtção ótima .x* do 
problema 

Maximize L{~ 1 log(bi ~ A;x) 

snJeito a : 

S:b 
~ g. (4.7) 

O fato de x ser uma variável livre (o probtema não inclui x 2: O) nos 
permite eliminar variáveis através do sistema de equações M x = 9 . Para 
ver isso assumimos, sem perda de generalidade, que l\1' é uma matriz k x n e 
com posto(~W) = k, particionando: M = [.B NJ, onde B é uma matriz k x k 
não singular, A= [C DJ ex= (y z), nós eliminamos as variáveis Yi de ;t/ e 
obtemos o problema equivalente 

m 

Maximizar í:log(v; ~ B,:z} ( 4.8) 
i=l 

sujeito a: Bz ::; v, 

onde E= D- CB-1N e v= b- CB- 1g, logo, z* resolve o problema (4.8), 
se e somente se, x"' = (y* z") resolve (4.7). 

Por comodidade, podemos assumir que a equação Mx = 9 em (4.7) não 
está presente, logo, a seguinte versão é equivalente ao problema { 4. 7) 
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m 

Maximizar Í: log( bi - Aix) ( 4.9) 

sujeito a: A:r :S b 

onde b é um vetor m-dímew;ional, x um vetor n-dirnensional e Amxn é uma 
matriz. 

Quando o poliedroS, determinado pelos hiperplanos definindo o sistema 
em (4.9), é limitado (politopo) e com int(S) ::J 0, entã.o pode-se verHi.car a 
existência de uma única solução, deste modo, o centro analítico está bem 
definido, urna. propriedade que caracteriza a um centro analitlco é a seguinte. 

Teorema 4.3.1 O centro analítico Ç minirníza a Boma ponderada dos qua
drados das distâncias desde um ponto em S aos hiperplanos que definem 8 1 

onde os pesos slio dados por 

1 
Uli = di(Ç) i=1,2,3, ... ,m, 

Analogamente como usamos H-centros e J-centros p<1ra resolver um pro
blema de programação linear, podemos usar os centros analíticos para eslt~ 
fim. 

Seja Ç um centro analítico1 consideremos o seguinte elipsóide 

(x- Ç)'Q(x- Ç) S 1, ( 4.10) 

onde Q = L:i~ 1 (b; "'•:}01 é uma, m.atriz simétrica definida positiva. 
Para x satisfazendo ( 4-.10) temos que 

d( ) ~ b;- (a;, x) >O . • x \\ai\\ _ , com t = 1, 2, ... 1 m, 

este último fato nos permite assegurar que o elipsóide está contído em 8. 
Agora,: podemos expandir o elipsóide em ( 4.10L com um fator m, para obter 
o seguinte resultado. 

Teorema 4.3.2 Se Ç é o centro analítico de 5 1 então,. o el'ipsóíde definido 
por (x- Ç)'Q(x- Ç) S m 2 contém S. 
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Agora, como na subseção (4.2.1), podemos construir 1.1m procedimento para 
resolver o problema de programação linear usando-se centros analiticos. 

No entanto, os J-centros e H-centros são dificeis de calcular, a razão pela 
qual são poucos usados, os eentros analíticos e suas wniações (extensões) sâo 
de mais interesse e são usados com mais frequência. 

4.4 O W-Centro de um Sistema Poliedral. 

Segundo vimos no problema do centro analítico, tal centro maximizava a 
função barreira. logaritmo conformada pelaH inequações que definem o polie
dro, um outro problema se define quando pesos w,. são atribuídos a cada uma 
destas inequações. 

O W-centro tem propriedades semelhantes aos Outros centros pois, ele 
constitui uma geralização de um centro analítico. 

Definição 4.4.1 Um W-centro de um sistema políe.dral 

P= {x E IR" I Ax:S b, Mx=g}, 

é definido conw a solução do seguinte problerna: 

onde si = bí - Jlix. 

Ma:r:imi.zar L:~ 1 wilog s; 
sujeito a : 

Ax+s =b 

Mx =g 

s ?:: o, ( 4.11) 

O problema (4.11), como vemos, é uma generalização para (4.7) e pode 
ser usado em algoritmos de pontos interiores para resolver o problema de 
programação linear. 

Assumindo que P (de!. 3.4.1) é limitado e inl(P) f 0, o problema (4.11) 
tem uma solução única Se ass11mimos que o vetor w = ( wi, w2 , ... VJm) é 
normalizado, ísto é w1 + w2 + ... + Wm. = 1, e w0 = min{ w1 j i = 1, ... , rn }, 
claramente temos que Wo ::S ,;

1 
.• Agora, é possível usar um W-centro para 

resolver um problema de programação linear, isto deve-se à existência de 
elipsóides inscritos e circunscritos com respeito ao poliedro P e centrados no 
W-centro, como afirma o seguinte teorema. 
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Teorema 4.4.1 Sejam P""' {e E JR'~' I Ax :S b, 1Vfx = g}, X
0 o W-centro 

de P, e os elip:;;óidcs 

c 

Eex, ~ {x E IR" I Ma:~ g, (x- x')'A'S;'WS;'A(:r- x,) S: l- w,} 
'Wo 

então E;nt C P C Eezt. Onde W é a matriz diagonal contendo os pesos Wi, 

5,;1 é a matrí:: diagonal de Ín'versas das varídveis s;. 

A seguinte relaçâo também se verifica: E;nt = 1 ~~'" Eext 1 isto é1 o elipsóide 
Eínt. é uma cópia escalada do elipsóide Ee:r:t com um fator de 1 ~,:.,. Se w = -;
entào w 0 = 1.. e o fator de escalamento seria -.L..,. m m-
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Capítulo 5 

Um Método de Pontos 

Interiores Usando Bolas. 

Neste capítulo, nós desenvolvemos um procedimento que usa a trajetória 
descrita pelos centros das maiores bolas inscritas em politopos. Iterativa
mente, usando-se uma modificação de projeções ortogonais sucessivas, nós 
calculamos o centro da maior bola inscrita no politopo, após minimizarmos 
parcialmente a função objetivo nesta bola, nós inserimos o hiperplano da 
função objetivo reduzindo assim o politopo, O procedimento é repetido até 
que o mínimo do problema original seja alcançado. 

Consideremos o problema de programação linear, no qual, as restrições 
de nào negativida.de (x ?': O) estão incluidas no sistema de inequa,ções do 
problema 

Minimizar ctx 

sujeíto a: 

Ax ::; b, (5.1) 

onde m > n, A E lR"'xn, b E !Rm e C1 x E IRn. Suponhamos que o conjunto de 
soluç.ões factíveis em (5.1) seja limitado e com iJ1tcrior não vazio, denotemos 
tal conjunto pelo poli topo .UJ = { x I Ar :$ b} e o seu interior por int( JP) = 
{x I Ax < b}. Neste cap-ítulo, nós assumimos também que II-I I = ll·lb e 
lembramos que ( , ) denota o produto interno de dois vetores. 
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5.1 Resolvendo o Problema de Programação 
Linear. 

Definição 5.1.1 Seja C um corpo conve;ro em lltn, chamamos a largura 
de C, denotada po1· larg( C), à menor' distância, entre dois planos paralelos 
distintos suportando C. 

llgura#2 

' ,, 
4 

3.5 

3 c 

,, w o>Jarg(C) 

' 
'5 

o.s 

Teorema 5.1.1 (Bernard Bertmnd) Seja C um conjunto convexo em _fRn 
tal que larg( C) = w, então C contém uma bola de mio .,;~ 1 . 

Em (5.1.), se x E int(JP), então uma bola. 8(.1:, r), com centro x e rajo r, 
estará incluida em 1P se 

b;- Lj-1 aüx.i 

JL-j""1 afj 

b,- (a.,,x) 

llaill 
i =·1, 2, ... , rn, (5.2) 

onde ai é a i-ésirna linha da matriz A, e di( x) = h, T!i:i() é a dir>tância de ;r: 

ao dtipcrplano que define o politopo IP. 
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A bola B(x, r) C 1P será a maior possível, se (x,r·) é uma solução do 
problema de programaçào linear 

Maximizar r 

sujeito a: 

(ai,,;)+ lia>! Ir :S bi i= 1, 2, ... , m. (5.3) 

Consideremos um ponto inicial x0 E int(JP), uma estimativa da solução ótima 
.r* para o problema (5.1), seja L0 > c1x 0 um limite superior para a função 
objetivo em x0 . Construímos urn novo politopo JP0 definido por 

< L' - , (5.4) 

onde claramente x 0 E /P 0 • 

Agora) nós podemos achar a maior bola B(x, r) C IP0
, resolvendo o 

problema de programaçào linear seguinte 

Maximizar r 

sujeito a: 

(ai,x) + llaillr 
Ó +I lei Ir 

~ b, i = 1, 2, ... , m 
:::; L o (5.5) 

e obtemos uma solução ()tirna (;T 0 , 1~ 0 ) (ver figura 3). Logo definimos para 
O < À s; 1, fixo, 

1 Ao \~o c 
"' = .T - AT ífciT 

e 
L1 = ct:ro. (5.6) 

Isto representa uma iteração do nosso procedimento. 
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Para a seguinte iteração, definimos o poli topo reduzido JP 1 , similar a 
(5.4), por 

Ax :S b 

c
1

J.: :::; L 1
' 

notemos que x 1 constitui agora o novo ponto inicial e U o novo limite su
perior. Posteriormente, achamos a maior bola inscrita em JP 1 resolvendo o 
problema (5.5) substíttlindo x 0 por x 1 , e L0 por Ll. 

Seja (±\i'•1 ) urna solução ótima. Analogamente como em (5.6) obtemos 
2 Al \ ~1 c L2 t "1 D t d • . { k) x = x - "'' n.;Tf' e =c ;;r . es e tno o, geramos uma sequenc1a x , e 

o procedimento se repete até que o mínimo do problema original (5.1) seja 
aJcançado, ver figura 4, para o caso quando À= t-

Seja w0 = larg(JP0
), claramente w0 2:: 2f0 pois B(X 0 , f 0

) c JP0 , notamos 
também que 

de onde 
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pelo teorema (5.1.1), ~~ 1 ~ P, logo 

wl 

c'x' :5 c'xo- n +!I lei I, 

e a mesma idéia se aplica, para a iteração 2 

logo, para k ? 1 temos 

t·k < t•k-1 w'llcll ex t·x -' _, n+l' 

onde wk = larg(JPk), em resumo 
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(5.7) 

desde que d:c* é finito, nós temos 

(5.8) 

de onde a série 2":~ 1 wJ é limitada, e portanto convergente, consequentemente 

o qual significa que vol(JPk)--+ O. 

A seguinte relação é consequência direta do teorema (5.1.1), wk-+ O se e 
smnente se '"'k -+ O. 

Se .s restrições ativas definem o ponto x = limk_.,.(XlJ:k (s = n), então .T 
é uma solução extrema ótima (degenerada se s > n). Caso contrário, exis
tem soluções alternativas onde, uma ou mais restrições lineares no problema 
original são ativas. 

5.1.1 O Algoritmo. 

O algoritmo para resolver o problema de programação linear que descreve
mos aqui pressupõe que os centros das maiores bolas são conhecidos; calcular 
tais centros não é trivial. No entanto, na próxima seção, nós desenvolvere
mos um procedimento no qual, realizando projeções ortogona-is e reduzindo 
sucessivamente o politopo achamos uma aproximação a este centro, 

A escolha dos parâmetros À, t, assim como o critério da escolha do ponto 
no qual o hiperplano definido pela função custo é inserido, deve~se inicial
mente aos resultados obtidos fazendo experiências computacionais com di
versos problemas gerados e alguns problemas do NETLIB. O algoritmo para, 
quando .pk < t, com t > O suficientemente pequeno, o qual significa que wk, a 
largura de JPk, converge também para zero. A fígura 5 mostra a trajetória 
dos centros num poHtopo em IR?. 

Consideremos o problema original (5.1 ). Seja x 0 E int(JP), o ponto inicial, 
e L 0 > ctx0

, um limite st1perior para o valor ótimo. 
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Algoritmo: Resolvendo P.L. usando-se bolas ín.scrda.s no polítopo. 

e Passo O: k = O, À ::::::: t. 
e Passo 1: 

e Passo 2: 

• Passo 3: 

• Passo 4: 

• Passo 5: 

• Passo 6: 

e Passo 7: 

8 

7 

' 
5 

' ' "Oi4 

3 

2 

Ca.lcula.r ( Xk, rk L o centro e o raio da maior bola em JPk. 

Lk+l = ctXk. 

Se Tk < t então parar. 

Voltar paTa o passo 1. 

hgrna#5 

8 
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5.2 Achando a Maior Bola Inscrita num Po
litopo. 

Nesta seção desenvolvemos um procedimento para calcular o centro da maior 
bola inscrita num poli topo. O mecanismo para resolver o problema de pro
gramação linear, colUO falamos na seção anterior, é baseado principalmente 
no fato de como achamos tal centro. 

Consideremos o poli topo JP e o seu interior 1 definidos como na seção an
terior, assumimos também que nenhuma linha da matriz A em ( 5.1) tem 
norma zero. O procedimento consiste essencialmente em projetar sucessi
vamente um ponto interior sobre os hiperplanos que definem _y::\ para logo 
reduzir o volume de IP quando o ponto atual está o mais próximo possível a 
um centro da maior bola. 

Definição 5.2.1 S'e.ia y E int(lP) 1 denotemos de proi(Y) e compJy), a 
pmjeção e componente de y sobre o i-hiperplano (a,·, x) = bi! respectivamente. 
Eles são dados pot 

. (b,-(a;,y)) ai 
proJ;(y)=y+ lla;ll lla;ll 

' 
() 11 "()11 b;-(a;,y) 

compi y = y ~ proJ; y = 1\ail\ ' 

onde ai E IR" é urn vetor coluna representando a i-linha de A, e bi representa 
a i-coordenada de b, 

Definição 5.2.2 Dado x E int(JP), Ç(:c) = min{comp;(x) I 1 Si S m) 
representa o raio da maior bola com centro ;c e incluída em JP. 

Se conhecemos a priori r*, o raio da maior bola, pela definição anterior, 
Ç( x) nos proporciona informação de quão perto está rc de ser um centro 
ótimo. Pode acontecer que uma solução ótima x* não seja úníca, assim, se 
x E ínt(JP) e 

IÇ(x)- r" I< c, 

então x é uma aproximação a um centro ótimo, e no entanto pode estar dis
tante de x~. Deste modo, um ponto interior estará mais próximo a um centro 
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da maior bola inscrita em JP, quanto maior seja o valor de Ç, cla,ramente r"' 
verifica 

r'~ Sup{Ç(a:) I :c E IP) . . 

Este último fato justamente, constitui uma característica do procedimento 
que tentamos desenvolver, no qual, o raío de uma bola em DJ é incrementado 
a cada passo. 

Cabe ressaltar que, embora as restrições redundantes não infiuenciem na 
forma de JP, a sua presença complica a obtenção de uma solução. Nós não 
tentamos achar e excluir tais restrições pois, isso poderia ser tão complicado 
quanto resolver o problema originaL 

Definição 5.2.3 Dado x E int(JP), 

pro.i,,(x) ~ x +a, li:: li 

e 
'() (Ja' pro.Jp,x ~x- 'lla,ll' 

onde 
a; ~ max{ a E IR I 

e 
a 

/3; ~ max{(J E IR I x- (3 lla:ll E ll'}. 

A figura 6 exemplificao significado geométrico destas projeções. 
Considerando as propriedades geomêtrica.s e algébricas das projeções or

togonais1 nós podemos determinar o:.i e f); de um modo eficiente: 

e 
. (br- aix) 

(3, ~ mm{- 1 lla,ll, se: aiar <O, 1 S k S m }. 
aiak 

Agora, dado xk um ponto inicial interior em lP, tomemos o ponto médio 
do segmento [proj 4 t(xk),proir:dxk)]. Na figura 7, nós mostramos o caso 
quando k = 01 ressaltamos que as linhas em negrito são as que definem o 
poli topo original. 
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2 

além disso 

(5.9) 

onde m é o número de restrições, logo tomamos xk+1 = xt;,. Com isto, a 
obtenção de xk+l a partir de :r;k constitui uma iteração, a expectativa é de 
obter uma melhor solução que a. anterior. 

Podemos mostrar agora que se xk E int(JP), então também x~~ para isto, 
claramente pela definíção (5.2.3), temos que a 1 ,{J1 >O, logo, seJa aj uma 
linha de A, então. 
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figura #7 
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o Se (a3, a1 ) = O, então por (5.9) 

de onde 

( . ·') _ ( . ') + (a1 - fJ,) (aj, a1 ) 
a,,x, - a,,x 2 lladl ' 

(aj, x~) = (a.i, x!.·) < br 

• Se (aj, a1) > O, temos que 
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O mesmo raciocínio se aplica para o ca'3o (aj, a 1 ) <O. Este fa.,to nós permite 
afirmar q1te x~ é também um ponto interior, e portanto xk+1 E int(JP).D 

• Se Ç(xk+1 ) :::.; Ç(xk)) isto é, xk+1 não é uma melhor solução que rck, então 
nós mantemos xk como um novo ponto inicial, e realizamos urna redução do 
politopo 1P com respeito a xk. Isto pode ser feito reduzindo as compi(:1:k) em 

{(~
1

'l, para i= 1, 2, ... , m. Desde que a equação de um plano pode ser escrita 
por (a, X - X0 ) =O, onde X é um vetor variável, X0 é um ponto de passo e 
a é o vetor normal associado ao plano; nós podemos :alcular os novos b; por: 

b' ( k ( k Ç("') a; ) , = a,,x + cornp;(x)--2 )lla;ll 

( 
k k Ç(x') (a;, a;) 

= a,,x) + (comp,(x ) - -2-) lla;ll 

= ( · ') ((b;- (a;,x'))- Ç(x'))ll ·li 
a, x + I lo; II 2 a, 

Ç(x') =(a;, x') + b;- (a;, x')- -~-lla;ll 

Ç(x') = b;- -
2
-llo;!l. (5.11) 

Observemos que, após a redução do politopo, xk é um ponto inicial intEc.Tior, 
com respeito ao novo politopo, isto pode ser verificado imediatamente desde 
o fato que Ç(:vk) >O, pois xk é um ponto interior, e 

b~-(a,.,x""} 

li•• li 
b._((x')ll ·11 ( · ') 1 2 a, - a.,x 

I lo;! I 
b;- (a,, x') Ç(x') 
2-,llla::c,ll~ - -2-

2: Ç(x')- Ç(;') 

= Ç(xj >O. 
2 

• Se Ç(xk+I) > Ç(xk), então pela definição (5.2.2), xk+l é uma melhor 
solução que xk. Neste caso, nâo reduzímos o politopo e xk+l constituirá 
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o novo ponto inicial, e como mostramos t~m (5.10)) :ck+1 E jnt(JP). Logo) 
aplicamos uma outra iteração descrita pot· (5.9). A figttra 8 e a figura 9 
ilustram parte deste procedimento. Lembramos que as linhas em negrito são 
as que definem o poli topo original. O 

' > 

i 

' 

' 

!gurafS 

' 
,. 

figura#9 
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5.2.1 O Algoritmo de Projeções Ortogonais. 

Pode acontecer que o incremento de Ç, controlado peb inequação Ç(x"'+1
) > 

Ç(xk), tenha um caráter acumulativo, isto é, 

l. ['( .k+l) '(· 'll- o llUi; ..... ;;c 1,. X - t,. .r _ - , 

o qual não permite reduzir o politopo, nós tentamos evitar isto subst-ituindo 
a inequação Ç(x'+') > f,(:r 1 ) por uma do tipo f,( a:'+')>(!+ À)Ç(x1 ), para 
O < À < 8, e f) suficientemente pequeno, isto sígnifi.ca que o incremento do 
valor de Ç é maior que uma proporção de Ç(xk), i.e, Ç(:rk+1)-Ç(xk) > .XÇ(xk). 

Devido a que nós somente modificamos o vetor b, quando reduzimos o 
poli topo, nós adotamos agora, por razões de comodidade, a seguinte notação 
Çk(:ck). Isto representa a Ç(:rk) (definição 5.2.2) com respeito ao polítopo 
JPk. Neste caso, JPk fica determinado diretamente pelas modificações que 
se faça no vetor b. O algoritmo para, quando wk :::::o larg(JPk) < E, com f 

suficientemente pequeno. 

Algoritmo: Para se calcular a maior bola inscr·íta num politopo JP. 

• Seja x 0 E int(JP), e O < f< Ç(x0
). 

• Passo 0: 

• Passo 1: 

• Passo 2: 

• Passo 3: 

• Passo 4: 

• Passo 5: 

Faça k = O, b0 = b. 

Se ç,(x') < f, parar. 

Cll kk k acuar x 1 ,x2 , ... ,xm. 

ir ao passo 7. 

Faça bk+l = b1 - Wdllall l I 2 1 l 

• Passo 7: k=k+l. 

• Passo 8: voltar paTa o passo 1. 
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Na st~quência {:rk} obtida pelo algoritmo, {Ç0(xk)} forma uma sequência 
não decrescente, onde xk+l não é pior solução que xk. No entanto, um ponto 
:ck será uma aproximação a um ponto ótimo se 

l'o(x') ~ ,,• = Sup{Ç(x) I :r E ,/P), 

Na fígura 10 ilustramos a trajetória completa da sequência dos pontos ge
rados pelo algoritmo num politopo em 18}. Neste caso, ele pa;ra quando 
t < 0.01, isto significa wk = la.rg(JPk) :S 0.02, aproximadamente. 

7 

6 

5 

4 ,_ 
~ 

' 

l~ura#10 

eixo X 
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5.3 Resultados Computacionais. 

O nosso objetivo agora é observar primeiro, o comportamento do algoritmo 
de projeções ortogonais para achar o centro da maior bola inscrita num po
litopo. Para isso, realizamos alguns testes com problemas gerados e outros 
do NETLIB. No entanto, apesar de não termos provado que o algoritmo de 
projeções ortogonais converge ao centro da maior bola, o modo como foi 
construído nos permite compaxar seus resultados com as soluções obtidas 
resolvendo diretamente o problema de programação linear 

Maximizar r 

sujeito a: 

(5.12) 

Para esse fim, escolhemos problemas onde o con,iunto de soluções factíveis 
definido por (5.1) é limitado e com interior nã.i:) vazio; as restrições do tipo 
Ax 2: b, A.1: = b e de não negatividade x 2: O foram transformadas na forma 
A" S b. 

Pelas vantagens, tanto no aspecto da estrutura matricial esparsa como 
sua utilidade prática na programação, ambos algoritmos foram implemen
tados em MATLAB. Nós inicializamos o algoritmo de projeções ortogonais 
em pontos interiOTes x0 diferentes, os quais foram obtidos movimentando em 
8, o centro ótimo fl, na direção ei, onde O :s; {j < p, ei é o 1:-ésimo vetor 
canônico e pé o raio ótimo. Cabe notar, que a única referência para deter
minar quando um ponto atual xk está ou não próximo a um ponto ótimo, 
é a sua componente mínima atual com respeito ao polítopo original, isto é, 
Ç(xk). 

Na última subseção, nós otimizamos os problemas descritos com a pre
sença de um vetor custo c. Notemos que, de certa forma, com a finalidade 
de acelerar o algoritmo para otimizar o problema de programação linear 
(subseção 5.1.1), nós podemos optar por não calcular exatamente um cen
tro, isto é, reduzir o politopo até que a sua largura w seja suficientemente 
pequena em proporção ao politopo anterior, wk = 0.15wk-l. Este fato nos 
permite também obter maior aproximação na procura. da solução ótima x* 

pois, o parâmetro E:, o qual determina a exatidão de um centro (algoritmo, 
subseção .5.2.1), varia conforme ao decrescimento do politopo atual. 
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Devido ao fato de que podem existir soluç.ôes ótimas alternativas, nós 
comparamos só o valor ctxk com o valor ótimo dx". 

Lembramos que wk = larg( JPk) denota a largura do k-ésimo poli topo 
atual, assim como Ç(.x.·k) = min{\\xk~projixkjj , 1 :=; i ~ m} é a componente 
mínima, com respeHo ao politopo orígínal IP, como na definição (5.2.1). O 
aJgoritmo pa.ra, em ambos casos, quando o valor de wk é suficientemente 
pequeno. 

5.3.1 Achando o Centro e o Raio da· Maior Bola num 
Politopo. 

Nós usamos para os seguintes exemplos, como um critério para que o algo
ritmo par<-\ Ç~,( xk) < t:, o qual significa que a largura de JPk verifica wk = 2E 
aproximadamente. Os valores de f. são supostamente pequenos e diferentesr 
notando deste modo, que uma maior aproximação é conseguida quando o 
valor do mesmo é reduzido. Lembramos também que o raio p, e o centro 
ótimo n, para cada politopo, foram calculados resolveTJdo o nosso problema 
por programação linear. 

Exemplo 5.3.1 DAT44. Este politopo llJ foi gerado e consiste de 9 res
tríçôes e 4 var·íáveis. o raio ótimo p = 0.9030 e o centro ótimo n) foram 
obtidos pela resohtção do problema de P.L. 

x• Ç(x") k wk Ç(xk) r-~{xK) 

ejxK 
n + ~pe, 0.8568 15 0.02000 0.8903 0.014300 

n + ~pe, 0.5176 26 0.02000 0.8935 0.010632 

g! };:: 0.5440 25 0.02000 0.8942 0.009841 
0.4203 39 0.00200 0.8972 0.006464 

g = ~~:: 0.588.5 42 0.00200 0.9003 0.002999 
0.2306 215 0.00001 0.9030 0.000012 

n- 2pe, 0.6826 42 0.00200 0.8993 0.004114 
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Exemplo 5.3.2 DAT29. Este politopo foi gerado e consiste de 11 res
triçôes e 6 variáveis. o raio p = 3.5300 e o centro ótimo nl foram obtidos 
pm· resolução do problema de P.L. 

X o Ç(xo) k wk Ç(xk) p-Ç{xK} 
t;(xli: 

n +~fiel 2.5055 28 0.0200 3.3976 0.038969 
n + ~pe, 2.3348 28 0.0200 3.3348 0.058534 

fl + 3Pe3 2.0474 46 0.0010 3.3574 0.051409 
f.! + ~9open 2.53!1 44 0.0010 3.4205 0.032013 
n- -pe, 2.1426 32 0.0020 3.3630 0.049658 

! 2.1956 32 0.0020 3.5207 0.002642 n- 4 pe4 

n- ~pes 2.3348 32 0.0020 3.4859 0.012651 
n + 2.pe1 2.1470 32 0.0020 3.3901 0.041267 

Exemplo 5.3.3 DAT28. Este politopo é gerado, tem 15 restrições e 9 
11a1~iáveis. O raio p = 5.8680 e o centro ótirno 0:, foram obtídos pela resolução 
do problema de P.L. 

X o Ç(x") k wk Ç(xk) e-efx}'l 
t(xk 

n + 3pel 3.409! 28 0.1000 5.6968 0.030052 
n + .~r>e3 3.6046 28 0.1000 5.8>!17 0.004502 
n + tpc, 4.5639 25 0.1000 5.7263 0.024745 
n + !pe, 4.5639 89 0.000! 5.8628 0.000887 
n + !peg 4.5639 45 0.0100 5.8442 0.004072 

g = ~~:: 4.4779 25 0.!000 5.7158 0.026628 
1.9572 32 0.1000 5.7295 0.024!73 

n- -ªpe6 0.6521 54 0.0100 5.8570 0.001878 
n-19 pes 0.2935 24 0.2000 5.5352 0.060124 
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Exemplo 5.3.4 AFIRO. Este politopo é um dos problemas do NETLIB, 
tem 59 restrições e 32 variáveis. O mio p = 5.9780 e o centm ótimo f!, 
foram obtidos pela resolução do problema de P. L. 

x• Ç(x") k w• Ç(x') P €(xK) 
t;(xR) 

!1 + ipe1 1.9927 72 0.0600 5.6782 0.052798 

n + ~pe2 3.6829 101 0.0300 5.8485 0.022142 

íl + ~pe31 1.8000 45 0.1000 5.3625 0.114779 

!1 + 1oPe1s 1.7934 45 0.1000 5.3443 0.118575 

n- sPe13 2.3912 80 0.0332 5. 7806 0.0:14149 
n- 1pe10 5 2.5948 123 0.0096 5.9134 0.010924 

fV - tPez:> 1.1921 48 0.0948 5.3415 0.119161 

!11 
- ~pezs 2.7974 179 0.0048 5.9653 0.002129 

Exemplo 5.3.5 SC50A. l!}ste poUtopo é um dos problemas do NETLIB, 
tem 97 restrições e 48 variáveis. O raío p = ,}.3801 e o centro ótimo n, 
foram obtidos pela resolução do problema de P.L. 

x" Ç(x") k wk Ç(xk) p-e(x"l 
t; xlê 

!1 + 1pe37 2.7254 91 0.02000 5.3698 0.001918 
n +~per, 2.8527 71 0.02000 5.3625 0.003282 

n + ~~pe48 1.9572 56 0.08000 5.2586 0.023105 

n + ~pe15 2.3950 59 0.08140 5.2475 0.058999 

n + wpe26 1.5995 74 0.03000 5.3627 0.003245 
f!- íõPe4 0.5379 22 0.37000 4.7380 0.135521 
f!- 1

9
0pe42 0.5379 158 0.00012 5.3800 0.000019 

f!-1pe4s 1.1819 67 0.07200 5.3279 0.009797 5 

n- -f5pe4 0.5379 190 0.00002 5.3801 0 .. 000000 
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Exemplo 5.3.6 ADLITTLE. Este politopo é um dos problemas do 
NE'l'LIB1 tem 153 restrú;ões e 97 variáveis, O raío p = 1.2573 e o centro 
ótimo O, foram. obtidos pela resolução do problema de P.L. 

x" Ç(x"J k wk Ç(xk) e Ç(x~) 
- Ç{xk 

n + 1r'e1 1.0000 58 0.0010 1.2570 0.000239 

n + ~pe4 0.882SIO 81 0.0020 1.2557 0.001274 
f!+ 4 -.f.l:ll.... 0.253740 53 0.0020 1.2556 0.001354 5PIIaBJ\I 
(j + 3 n!:n 0.692025 51 0.0020 1.2560 0.001035 4P1 aos9l 
o+ 3 _ML._ o.:l13956 29 0.0692 1.2215 0.029308 4P!ia271\ 
0+3_.w_ 0.313956 52 0.0020 1.2559 0.001115 4PIIaz711 
n-~pe4 0.441366 26 0.0557 1.2167 0.033369 

5.3.2 Minimizando os Problemas Anteriores. 

Considerando o vetor custo c, nós aqui otimizamos os problemas relaciona
dos ao& exemplos anteriores. Um centro 0:, o centro da maior bola inscrita 
no politopo original) é considerado como ponto inicial. O algoritmo paral 
quando a largura do politopo atual é pequena. Ressaltamos que o t) para 
este algoritmo de otimização, é assumido suficientemente menor que no al
goritmo que calcula, a maior bola; além disso1 ctxk denota o valor obtido pelo 
nosso algoritmo e ct.1:" é o valor ótimo obtido resolvendo programação linear. 

Problema mxn k wk ctxk ctx"' c1x• c x 

' 
DAT44 9x4 9 0.01500 -2.1738 -2.1800 0.002852 
DAT44 9x4 13 0.00160 -2.1795 -2.1800 0.000229 
DAT29 l! X 6 42 0.00190 -88.2759 -88.7948 0.005878 
DAT29 11 X 6 27 0.01700 -87.2961 -88.7948 0.017168 
DAT29 11 X 6 51 0.00015 -88.7922 -88.7948 0.000029 
DAT28 14 X 9 33 0.00016 -213.8026 -218.5300 0.022111 
AFIRO 59 X 32 152 0.00500 -464.3407 -464.7531 0.000888 
SC50A 97 X 48 61 0.04700 -55.1900 -64.5750 0.170048 
SC50A 97 X 48 85 0.00010 -63.9500 -64.5750 0.009773 
ADLITTLE \53 X 97 163 0.00010 -1418402.6 -1854267.0 0.307292 
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Capítulo 6 

Conclusões e Trabalhos 

Futuros. 

No segundo capítulo deste trabalho, nós descrevemos alguns conceitos de 
complexidade para algoritmos, os problemas de otimização e sua classificaçã.o. 
No terceiro capítulo foi exposto .intuitivamente o problema de programação 
linear e o algoritmo simplex1 também foram expostos com mais detalhes 
três algoritmos de pontos ínteriores, eles constituem alguns claros exemplos 
devido ao seu caráter ilustrativo e por sua simplicidade na implementação. 

No quarto capítulo introduzimos alguns conceitos e propriedades de cen
tros para politopos. Consideramos isto importante, porque eles estão relaci
onados diretamente com nosso trabalho aqui desenvolvido. Além disso, todo 
algorítmo polinomial de pontos interiores usado para resolver problemas de 
programação linear, tem um mecanismo, implícito ou explícito, de centragem 
envolvido. Este último fato nos permite acreditar que novos conceitos e pro
priedades de centros para poliedros podem gerar interessantes novas formas 
de abordar o problema de programação linear. 

No último capítulo, nós desenvolvemos um procedimento para se calcular 
o centro da maior bola inscrita num politopo. Posteriormente, o algoritmo 
é adaptado procurando se resolver o problema de programação linear. No
tamos que a região factível pode ter uma forma qualquer; isto é, não precisa 
de estrutura especial, portanto, ambos algoritmos podem ser aplicados em 
problemas onde a matriz A pode ser densa ou esparsa. Além do mais~ o erro 
de arredondamento não se torna. acumulativo pois, estamos sempre traba
lhando os elementos originais do problema (com exceção do vetor b). Outra 
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vantagem inerente a este processo é que o algoritmo é muito fácil de se im
plementar, não necessitando de um. programa estruturalmente complexo, e 
ele é facilmente pa.ra1elizáve1. Finalmente, tomando alguns problemas do 
NETLIB, e gerando outros de dimensão menor, nós testamos ambos proce
dimentos, onde os resultados computacionais foram incluidos neste trabalho. 

Num futuro, devido a que o algoritmo de otimização, na prática, pode 
convergir a uma face do politopo, nós esperamos estabelecer um esquema 
de purificação, similar ao feito para o algoritmo de Karmarkar, permitindo 
deste modo obter um ponto extremo ótimo. Esperamos também, implemen
ta.r ambos algoritmos em outros linguagens como FORTH.AN ou PASCAL, 
deste modo, podemos obter uma melhor performa.nc~~ no tempo de execução 
dos mesmos. Com o mesmo objetivo, esperamos talvez, que métodos com
putacionais como processamento paralelo e erro de arredondamento pequeno 
nos permitam obter soluções mais precisas e num tempo mais eficiente. 

No entanto, as idéias dos procedimentos foram baseadas em argumentos 
claros, neste trabalho não íncluimos a prova de convergência do algoritmo 
de projeções ortogonais para se calcular a maior bola. inscrita num poli topo, 
assim como o tipo de complexidade dos mesmos. No entanto, estes tópicos 
serão matéria para uma futma. pesquisa. 
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