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Resumo

As equagbes de Boussinesq modelam a transferéncia de calor num fluido viscoso e in-
compressivel. Este trabalhe tem como objetivo apontar alguns resultados tedricos sobre
existéncia, unicidade e comportamento assintético das solugdes das equacdes de Boussi-
nesq onde as fungdes envolvidas estdo definidas em um dominio do espago IR®.

Em muitas situacdes, as condicbes de contorno nao sao suficientemente regulares
para usar a teoria existente na literatura. Nds damos uma maneira possivel de abordar
esta problemaética para o modelo de Boussinesq Estaciondrio. Provamos um teorema de

existéncia e unicidade onde as funcdes temperatura e velocidade estao definidas sobre um
dominio limitado.

Em seguida, nos obtemos alguns resultados de regularidade e comportamento assin-
totico das solucdes do problema de Cauchy para o modelo de Boussinesq classico. Noés
impomos condigOes sobre a pressao hidrodindmica para garantirmos maior regularidade
das solugbes fracas do sistema. Ainda para o problema de Cauchy, obtemos alguns
resultados sobre a conduta da solucio forte. Para isso, usamos como ferramenta uma
sequéncia de problemas de Cauchy para o sistema de Boussinesq linearizado.

Encerramos os resultados, estudando a existéncia de solucdes fracas de um sistema de
inequacbes variacionais, associadas ao sistema de Boussinesq generalizado, definidas sobre

um cone convexo, para isto, introduzimos um sistema auxiliar de Galerkin penalizado

1X



onde as funcgoes envolvidas estao definidas sobre um dominio limitado em alguma diregao.
Solucgdes com a propriedade de reproducgdo no tempo sdo obtidas utilizando argumentos

de ponto fixo.



Abstract

The Boussinesq equations describe the motion of an incompressible viscous fluid subject
to convective heat transfer. In this work our main goal is to study some theoretical results
related with existence, uniquess and decay rate for the solutions of the three-dimensional
Boussinesq equations.

In many situations the boundary conditions are not enough regular to use the usual
theorv described in the literature. Here, we present a new approach to address this
problem for the case stationary Problem. We show the existence and unigueness in
bounded domain.

We prove some results of regularity an(i de;é}r esti.mates fof tile solﬁzions of the
Cauchy problem for Boussinesq equations. We show that weak solutions of the Boussinesq
equations are smooth if the pressure is controlled. We consider the Cauchy problem of
the linearized Boussinesq equations and we show some results about decay rates of strong
solutions for Boussinesq equations.

Finally, we study the existence of weak solutions and reproductive weak solutions for

variational inequalities associated with the generalized Boussinesq models

Xi
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O modelo Oberbeck-Boussinesq e objetivos

O objetivo deste trabalho é apontar novos resultados tedricos de existéncia, unicidade
e comportamentos assintéticos das solugdes das equagbes que descrevem o modelo de
_Oberbeck-Boussinesq.

Antes de descrevermos sobre as equacdes que regem o comportamento de um fluido
viscoso, incompressivel, ndo homogéneo com condutividade térmica, achamos impor-
tante citarmos alguns fatos histéricos: Rayleigh, no ano de 1916, utiliza um conjunto
de simplificagdes feitas por Boussinesq (1903) para as equagbes de Navier-Stokes com
condutividade térmica e fluxo difusivo de um fluido incompressivel. Gragas ao prestigio
de Rayleigh, dentro da Inglaterra, essas simplifica¢ées foram atribuidas a Boussinesg;
talvez por ndo perceber outros trabalhos publicados ou possivelmente por té-los achados
obscuros, Rayieigh nao destacou o trabalho de Oberbeck. Em 1891, Oberbeck utilizou
essas simplificagdes {antes mesmo de Boussinesq) em seus estudos meteorolégicos. Essas

simplificacoes sao:
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o O movimento é incompressivel exceto que trocas de densidades néo sao ignoradas

nos termos forcantes da equacao do movimento.

s As trocas de densidades sdo induzidas pelas trocas de temperatura e pela concen-

tracio e nao pela pressao.

o Os gradientes velocidade sdo suficientemente pequenos, assim os efeitos sobre a

temperatura de conversio de trabalho para calor podem ser ignorados.

As equacoes resultantes dessas simplificacoes sao chamadas de Oberbeck-Boussinesq.

Nés chamaremos de Oberbeck-Boussinesqg simplificada, se assumnirmos também que

e A viscosidade dinamica, a condutividade térmica, o calor especifico e a difusibili-

dade da solucao s&o constantes.

e Na equacao de estado o termo p(7, C) estd linearizado, i.e.,
p=pl—orT-Toj+aclC-Co)) . . . (L1

onde pg. Ty e Cp sdo a densidade do fluido na temperatura 7y e a concentragao de
referéncia respectivamente e ar € o sao escolhidos por conveniéncia, comparando
a equacdo (1.1) com a equacio do estado p = p(T, C, 7) (7 é a pressdo hidrostdtica).
Para um gds perfeito, ar = 7 = 3 x 107K " e para um liquido usado em experi-

mentos arp &~ 5 x 1074K L

1.1.1 Leis de conservacao

Vamos considerar trés principios de conservacio dos meios continuos:

e conservacdo da massa
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e conservacao da energia interna ou da conducao do calor

e conservacac do momento

Suponha por momento que o fluido é homogéneo (o tensor de tensdo ¢ nac depende

explicitamente sobre z}. A cada principio ¢ associado uma respectiva equagao:

e A equacdo da continuidade, a qual descreve a conservacdo de massa, ¢

%? 4+ div (pu) =0, (1.2)

onde p é a densidade {kgm™) do fluido e u sua velocidade (ms™"). Se a densidade
¢ constante, a equacdo (1.2} implica que divu = 0, isto indica que o fluido é
incompressivel. Para fluido incompressivel é natural assumirmos homogenidade,

Le., p=1.

e N¢s agora consideramos a equagdo da energia interna a qual ¢ dada por:

ww(gt)+ div {phu) = — divg —n divu+7: Vu,

onde h representa a energia interna por unidade de massa do fluldo (Jkg™!), q
o fluxo de Fourler, g = —x7V7 onde yr é a condutividade térmica do fluido

(Wm™' K1), e T sua temperatura (K). Em coordenadas cartesianas:

onde

) i 6uk
ox; T ox; He p Jx;

onde §;; representa o simbolo de Kronecker e u; a k-ésima componente da velocidade

u. A equacao da energia interna é obtida subtraindo a equacio da energia mecanica
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da equacgao da energia total. A equacdo da energia mecénica é derivada, fazendo
o produto escalar entre a velocidade e a equacdo de conservacdo do momento. O
iltimo termo da equacao € sempre positivo para fluidos Newtonianos e representa
a taxa de conversdo irreversivel de energia cinética sobre energia térmica através
do agente de viscosidade. O termo 7 div u é positivo ou negativo, dependendo
sobre o quanto o fluido é expandido ou contraido. Para os fendmenos aos quais nos
interessamos, os dois ultimos terrmos contribuem muito pouco e consegiientemente

iremos omiti-los.

e A conservacao do momento é

O(pu)
at

+ div(pu®u) = dive + 1,

onde f é uma forca externa (Nm™3), por exemplo, gravitacional, o é o tensor tensao
e para fluidos Newtonianos, é a taxa de transporte molecular do momento, pode
ser escrito da forma

g T e

2
T=—ou div uf + 2uD{u)

onde p é a viscosidade dindmica, I é a matriz identidade e em coordenadas carte-

sianas sao representados por:

1, 0u;  Ouy
Dji{u) = =(— + 4,
J(u) Q(ij + &Eg)‘

8 B

div .=E -2
(div o), 2. 5,

7 é a pressdo (Nm™2), u é o coeficiente de viscosidade do fluido (kgm~'s!). Em

coordenadas cartesianas temos ¢ produto tensorial:

(pu ® u)gj = puily
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e o divergente:

(div(pu@u)i=Y. __a(;;?uj)'

J=1
Usando a equacéo da continuidade, nds podemos escrever a conservagao de momento
na forma mais familiar:
du

p(g +{(u-Viu) = Vo+f.

Se todas as simplificaces de Boussinesq estao presentes. as equaces de Navier-Stokes
para fluidos viscosos incompressivel com condutividade térmica e fluxo difusivo ndo
homogéneo., com a viscosidade, a condutividade térmica e a difusibilidade da solucéo
constantes, podem ser aproximados pelo seguinte conjunto de equagbes de Boussinesq

classicas:
e A equacdo de estado do fluido:
p=po{l — ar(T ~ Ty) + aclC ~ Cy))
;Jnde oe, 1o e Cp 330 a densidade, temperatura e concentré(;éio de referéncia.

s A equacido do balanco do momento:

ou
pg(«é—{ +{u-Viju) = -Va + po(1 —ap(T — T} + ac{C — Cp))g+VS

onde ¢ = —7l + 8 € o vetor tensdo, S = 2uD{u] ¢ a tenséo extra, u é a veloci-
dade do fluido, 7@ ¢ a pressdo hidrostdtica, g é um campo de forga (tipicamente

gravitacional), T é a temperatura e C ¢é a concentragao.

¢ A equacdo de evolugdo para a temperatura:

aT
55+ (w0 V)T = xr&T + Fr(z.1)
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onde x7 = ;;2 ¢ a difusibilidade témica, kr é o termo de condutividade térmica

do fluido, ¢; é o calor especifico em pressdo constante e Fr é a fonte de calor do

fluido.

e A equacdo de evolucao para a concentracio de solucio:

%Cg— +{u- V) = xcAC + F(z,1)

onde vy € a difusibilidade da solucio e Fo é a fonte de distribuicdo de solucao.

e A equacio

diva=0

indica que o fluido é incompressi{vel, ela nos diz que o volume ocupado por um

conjunto se desloca ao longo das trajetdrias sem variar com o tempo.

O termo (u - V)u indica o operador de conveccdo, i.e., o termo responsdvel pelo
transporte efetuado pelas correntes que formam no meio do fluido, cuja as i-ésimas com-

- ponentes em coordenadas cartesianas é dadd por:

3
8ui

((u-V)u), = Zujgg—

O operador (u- V)T = Zu.j% ¢ o operador de adveccio, l.e., ¢ termo responsavel
pela transmissao do calor por um movimento horizontal. Esses termos de convecgéo ¢ de
adveccao sdo mais delicados devido as suas néo linearidades.

Notemos que neste tipo de fluido a densidade ¢ assumida constante, com excecio da
mudanca de densidade que produz a forca de flutuacdo. Entretanto, existem fluidos para
os quais as dependéncias da viscosidade e condutividade térmica com respeito a tempe-
ratura, ndo podem ser ignoradas. Alguns destes tipos de fluidos podem ser representados

pelas equagGes de Boussinesq generalizadas que sao descritas por:
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o A equacdo do balanco do momento:

gy — div (WT)Vu) + (u- V)u+ Va = po(1 - ar(T ~ To) + ac(C - Co)lg.

e A equacio de evolugdo para a temperatura:

-
%—t — div (k(T)VT) +u- VT = Fr{z,1).

¢ A equacdo de evolucao para a concentracio de solucio:

%;_ ~ div (K(C)VC) +u-VC = Fela, ).

Para maiores detalhes veja [19].

Em fluxos acompanhados por transferéncia de calor, as propriedades do fluido sio
normalmente funcoes da temperatura. As variagbes da temperatura podem ser pequenas
e ainda serem a causa do movimento do fluido. Se a variagdo de densidade ndo é grande,
nés podemos considerar a densidade como constante nos termos oscilantes e de convecgio,
e tratar ela como varidvel unicamente no termo gravitacional. Estas aproximacdes de
Boussinesq induz erros na ordem de 19 se a diferenca de temperatura siao de 2° para
Hquido e 15° para gases. O erro pode ser mais substancial quando as diferencas de
temperaturas sao grandes; a solucio pode ser qualitativamente falsa. Em nosso contexto

assumiremos que a concentracac é constante.

1.2 Modelo de Boussinesq Estacionario

O sistema de equages da hidrodindmica Boussinesq (veja [11], [29]) aparece como uma

aproximagao de ordem zero para um sistema acoplado entre as equacdes de Navier-Stokes
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e a equacio da termodinidmica. Esse modelo é descrito pelo seguinte sistema de equacdes

diferenciais:
—vhu+(u-Viu+:Vr =30g em O,
diva =0 em {2, (1.3)
~xO0+ (u-V)§ =g em {2
onde Q é um dominio em IR

Aqui u(z) € IR? é a velocidade do fluido, w{z) € IR é a pressio, #(z) € IR é a
temperatura, g(z) € R® é a funclo (vetorial) gravitacional, g uma forca externa e
p (densidade), v (viscosidade cinética}, & (coeficiente de expansfo do volume), x (a
condutividade térmica) sdo constantes positivas.

Nos tltimos anos, foram feitos considerdveis progressos na analise matemdtica e com-
putacional do sistema acima, veja por instante, [3], [23], [35], [44], [47], [51], [63]. Alguns
dos autores acima consideraram condigOes de bordo mistas para 6. Mas, todos os traba-
lhos sao feitos para funcdes ug(z) e 05{x) {condices sobre a fronteira de Q) regulares,
tal que elas podem ser estendidas para o interior do dominio £ de acordo com-o teorema
do traco. Este procedimento nos permite obter um sistema analogo com condigoes de
bordo de Dirichlet homogéneas e usar os argumentos padroes para obter a existéncia de
solucdes. Mas, quando uy(z) e y(x) ndo sdo regulares, o teorema do trago nao pode ser
aplicado e a solugdo de tal sistema ndo tem sido pesquisada. Portanto, neste trabalho,
nés consideramos ug(z) € L*(8Q) e Gy(x) € L?(6Q), e nds provamos a existéncia de uma
solucio muito fraca (ou ultra fraca, a exata defini¢io forneceremos mais tarde}, quando
a existéncia de uma solucio fraca é conhecida, elas coincidem. Esta nocao de solugio, é
usada por [15] {veja também [16]) para as equagdes de Stokes com conexao do problema
de homogenizagio. A principal idéia de [16] é usar o método da transposicao, antes intro-

duzido por [38], em diferente contexto. Este método é util quando o problema é linear.
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Em seguida {42] estende os resultados de Conca para as equagdes de Navier-Stokes. O

rgumento usado por [42] sdo principalmente: a linearizacfio das equagdes de Navier-
Stokes e argumentos de ponto fixo. No sistema linearizado, ele aplica o resultado obtido
por Conca e, em seguida. define um operador contrativo para usar o Teorema do ponto
fixo de Banach. Nos estendemos, no capitulo trés, os resultados acima para o sistema de
Boussinesq.

Existem algumas motivagoes fisicas que nos levam a considerar as equagées dos fluidos
com dados de bordo irregulares. Em [56] sdo consideradas as equacdes estaciondrias de
Navier-Stokes com dados de bordo em algum espaco de Sobolev Wl_é’q(Q) , isto é, o
problema de um fluido estaciondrio em “dominio com uma cavidade”, ou seja, a unifio
de um semi-espago com um dominio limitado {(a “cavidade”) e o problema de Taylor, ou
seja, o problema de equilibrio de um fluido entre dois co-centricos cilindres com o cilindro

externo fixado e o interno em um movimento rotacional sobre seu eixo.

1.3 Modelo de Boussinesq Classico

Uma das propostas, do quarto capitulo, é estudar a regularidade das solucées fracas do
problema de Cauchy para o modelo de Boussinesq de um fluido viscoso, incompressivel
e condutividade de calor,

Este problema tem sido estudado intensivamente nos ltimos anos. O problema em
dominio limitado foi estudado, por exemplo, por Korenev [34], Morimoto {43}, Hishida
[28], Rojas-Medar, Lorea [52], [33], [54]. Os resultados obtidos sao andlogos aocs das
equacoes de Navier-Stokes classicas e os argumentos usados sdo os métodos de Galerkin,
semigrupo, etc.

O problema em dominio exterior foi dado por Oeda [47], [48]. O argumento usado é
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o método de imersdo de dominios de Ladyzhenskaya [36].

Nés observamos que todos os traballios anteriores, usando a decomposicdo de Helmholtz,

eliminam a pressdo, em seguida ela é recuperada pelo classico argumento de De Rham,

Na teoria das equacdes de Navier-Stokes classicas o problema de unicidade de solucdo
fraca para n = 3 é um quanto dificil (veja Lions [[39] p. 84}, Temam [[60], p. 297}). Para
solugdes suficientemente suaves, a unicidade é provada sem muitos problemas, embora

na classe das solucdes fracas o problema de unicidade ainda estd em aberto. No caso

bi-dimensional, ¢ teorema de unicidade é vilido.

Existemn muitos trabalhos dirigidos para estas questées. Um trabalho pioneiro nesta
direcdo foi dado por Serrin [57], ele impde condigdes sobre a velocidade (nés observamos
que o trabalho de Serrin tem a condi¢fo inicial uy € H). Em seguida muitos outros

autores estendem os resultados de Serrin (veja [3], [62]).

Kaniel, em [32] estuda a regularidade da solucgic fraca para as classicas equagdes
de Navier-Stokes de um outro ponto de Vi_St_a_‘_‘ Ei_e_ impGe condigbes sobre a pressao
para mostrar a regularidade das solugbes fracas. Esses argumentos foram ignorados por
muitos anos, mas recentermente muitos autores tém desenvolvido extensoes dos resultados

de Kaniel {veja [6], [49]).

A principal idéia de Kaniel é a seguinte, se uy € V, é bem conhecido que existe uma
tinica solucgdo local forte para as equagGes de Navier-Stokes, se jugl,, é suficientemente
pequena, a solucdo & global. Nos observamos que a solucio fraca global também existe.

Assim, algumas questdes interessantes de responder s&o:
1. E possivel trocar a hipdtese norma de uy € V suficientemente pequena por alguma

condicao que envolva sé a pressdo? Se a resposta for afirmativa, terlamos outro teorema

de existéncia e unicidade global de solugbes fortes, isto obviamente implicard na unicidade
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da solugéo fraca.

2. Serd possivel trocar as hipéteses colocadas por Serrin sobre a velocidade por
algumas que envolvam somente a pressao? Esta questdo é muito dificil de responder.

3. Dado que ¢ dificil de responder a questdo acima, nasce a seguinte questdo: é
possivel ter um resultado de solugdo global para espagos intermediarios com condigoes
razodveis sobre a pressdo? A resposta é afirmativa como mostrou Berselli [6]. Salientamos
que no trabalho de Berselli a questao essencial, envolvida no argumento, ¢ a unicidade da
solucéo local pelo menos, e no caso das equacdes de Navier-Stokes elas se tém nos espagos
L%, como demonstraram Giga e Mivakawa [22]. Sem a unicidade local 0 argumento usado
por Berselli ¢ inoperante.

E importante dizer que o resultado de Kaniel [32] nfo é diretamente compardvel
com o resultado de Serrin, desde que as condicdes iniciais estdo em espacos diferentes.
Além disso, serd interessante conhecer se é possivel trocar as hipéteses de Serrin por
outra que envolva somente a pressao, mas esta ainda é uma questao dificil. Em fato,
um recente trabalho de Heywood and Walsh [27] d4 um interessante resultado sobre o
comportamento da pressdo em t = 0 quando a condi¢do inicial uy € V. Eles mostram

que existem condigdes iniciais uy € V' tais que

(nés chamamos a atenc¢do que neste caso a pressao satisfaz # € L*(0,T; H'(Q)/R)). Isto

implica que limsup,_g+ |71z, = +00 para qualquer p > 2.

i

:n-hU,(Q) < (p para cada f no in-

Por outro lado, a condicdo dada por Kaniel é: |

tervalo de existéncia da solugdo fraca, com p > %}3 , isto implica, em particular, que

limsup |7l ey € finito e consegilentemente algum grau de regularidade sobre a pressio

¢ em fato necessario. Portanto, outra questdo interessante nesta diregdo é conhecer o
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minime de hipdtese sobre a pressdo. O trabalho de Berselli [6] caminha nesta direcdo.
Em fato, o resultado, rudemente falando, sao as LP-versbes dos resultados de Kaniel
(p > 3).

Para o problema de Cauchy, aregularidade da solugdo fraca fol estudada, por exemplo,
por Beirdo da Veiga [2], (4], Berselli [7], Chae e Lee [10], Giga [21], Kato [33].

O objetivo deste trabalho é estender as idéias de Chae e Lee para o sistema de
Boussinesq. Portanto, nds procuramos ¢ mesmo nivel de conhecimento como no caso
classico das equacdes de Navier-Stokes.

Ainda no capitulo quatro, obtemos alguns resultados sobre a conduta da solugio forte
do problema de Cauchy para o sistema de Boussinesq, as idéias iniclais para o sistema

de Navier-Stokes sao dadas por Cheng e Ling [13] ¢ Cheng [12]

1.4 Modelo de Boussinesq Generalizado

~ Lembramos que no caso das equacgoes de Boussinesq cldssicas; a viscosidade v e a con-

dutividade térmica x sao constantes. Porém, existem fluidos nas quais ha dependéncia
da viscosidade e condutividade térmica com respeito a temperatura. Para tais fluidos,
a dependéncia da viscosidade com a temperatura é fundamental na determinacdo dos
detalhes do escoamento. E conhecido que um liquido usualmente sobe no meio de uma
célula poligonal de convecgo, enquanto que num gas usualmente desce. Graham [25]
sugeriu que isto acontece porque tipicamente a viscosidade de um liquido decresce com
a temperatura, enquanto que ela tipicamente aumenta em um gds. Esta sugestdo foi
confirmada por experimentos de Tippelkirch [61] sobre a conveccéio gerada termicamente
em enxofre liquido, no qual a viscosidade tem um minimo perto de 153°C. Ele descobriu

que a diregao do escoamento no meio das células de conveccio dependiam do fato da
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temperatura estar acima ou abaixo de 153%C. Palm [50] foi o primeiro a analisar o efeito
da variagio da viscosidade com a temperatura.

As equacOes de Boussinesq Generalizada descrevem em primeira aproximagio a con-
vecgho termicamente induzida em fluidos com viscosidades e condutividade térmica de-
pendentes da propria temperatura. Uma andlise matemdtica rigorosa deste problema é
mais dificil do que aguela em que ¢ feita no caso das equacgdes de Boussinesq cldssicas;
isto devido aos fortes acoplamentos ndo lineares.

Alguns estudos mais detalhados destas equacdes, em um dominio limitado, com
condicoes de bordo de Dirichlet, obtendo existéncia e unicidade de solugoes via apro-

ximagdes de Galerkin foram feitos por Boldrini e Lorca (veja [40], [41]). Em dominio

1
i

exterior {veja [55]), onde se estudam as solugdes fracas reprodutivas para este modelo.



Capitulo 2

Notacoes e Definicoes

Seja © um subconjunto aberto do IR™. Ndés denotamos por LP(Q) para 1 < p < o¢ 0 usual
espago de Lebesgue e por || a LP-norma sobre (2. Também nds denotamos por W?(Q) o
usual espago de Sobolev, sobre (2, das funcdes com derivadas até a ordem k pertencentes
a LP(Q), com norma |-, . No caso p = 2, W*(Q) = H*Q) e ||-]|,, = [[]l,. WP(Q) éo
fecho de C3°(€2) sobre a norma [|-[], e WEA(Q) = HFQ) (veja Adams {1]). Uma questio
interessante é quando temos o dominio, sendo o espago todo IR®, neste caso H}(IR?)
coincide com H*(IR®). Nés definimos também W, (Q7) = {f; f € L*(0,T: H'(Q)), %f €
L*(Q7)} com Q7 = [0,7] x 2. Com os mesmos simbolos, nés denotamos os espagos de
funcdes vetoriais dimensionais e < -, > é o produto de dualidade de elementos do espago

de Banach X com elementos de seu dual X~. Denotamos por

{u,v) ﬂ[?uvvdx,

onde u - v é o produto escalar sobre IR™.
Nos definimos
Cgca(g) = {V € CE?O(Q) diV Vo= D}

15
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H = fecho de C§%{Q2) em (L*(Q))"
V = fecho de CF%(Q) em (Hy ()"

Ndés observamos que quando o dominio ¢ limitado em alguma direcio vale a desigualdade
de Poincaré, isto é:

ul, < C(Q) [Vul, Yu € H(®),

esta desigualdade implica que a norma {[u||, em H}{$2) é equivalente a norma jjulj = |Vul,

onde
T

- O ;
2 32
[Vu|® = ;(555)
e denotamos por {{u,v)) = {(Vu, Vv} e ainda |uj,, = |[Vul,. No caso de dominio limitado

o espago de Banach V' coincide com o conjunto
Hi () = {u;u € H}(Q) e divu=0},

para maiores detalhes veja [26]. Se Q n#o é limitado, existe uma importante diferenca
entre Hj (02} (ou V) para o caso de duas dimenséo e trés dimenso- Se n = 2, H3 () (ou
V') contém fungdes que ndo vao para zero quando |z| — oco. Se 2 ndo é limitado, pode
existir funcdes suaves as quais sdo constantes para grandes valores de |z] que pertencem
a H}{Q) {ou V). Contudo, isto se torna impossivel se n = 3 como mostra a desigualdade
de Sobolev (Lema 4.14), i.e., a desigualdade de Sobolev implica que as funcdes em Hy (Q)
(ou V) wdo para zero quando |z| — oo (veja [26]).

Noés definimos LE(Q) como sendo o fecho, com a respectiva norma de L*(Q), do
conjunto C§%,(€2), em particular H = L2 (€2).

Os espagos L admitem a decomposi¢ao de Helmholtz (L*(Q))? = L2} G, () com
Go(Q) = {Vmm e Wh*(Q)}. Seja P, a projecio (Helmholtz) de (L*(€2))® sobre L2{(2).

Nos denotamos por B, o operador de Laplace em L*(Q), 1 < a < oo, com condicdes
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de bordo de Dirichlet nulas B, = —2 com dominio D(B,) = W2*(Q) N Wy*(Q).
Nés também introduzimos o operador de Stokes A, por 4, = —F,4 com dominio
D{4,) = (D(Ba))* N L2(S).

Existemn {vi, ...V, .}, Vin € D(As) e {¢, ..., Omy .. by Om € D(By) tais que

z’%gvm = Amvm

By, = Mm@m

e ainda {Vi, bmen € {Omlmen formam um sistema ortonormal completo em H e L?(Q)
respectivamente (veja Constantin [18] e Trudinger [24]}.

E bem conhecido que — A, gera um semigrupo analitico limitado {e~*=: > 0} sobre
Le(Q), veja Giga [21].

Nés denotamos por L7(0, T L*{£2)} o espaco de Banach sobre [0, 7] x {2 com a norma

,

T
1620200 = (/0 ()l dt)~

paral<v<oo, 1<a<oce

0l L0700y = sup 16(2)],
0<t<T
para 1 < a < oC.
Denotemos por BC(0,T) as fun¢des continuas e limitadas definidas sobre (0, T). Fi-

~

nalizando, nés escrevemos L, (0, 00; L*(Q}) para denotar o espago das funcdes 8 tais

que

0 € L(I; L*(Q))

para todo intervalo limitado I com o fecho de I contido em [0. oc).



Capitulo 3

O problema estacionario com dados

de fronteira em 2

O sistema de equagdes da hidrodindmica Boussinesq (veja' [11], [29]) aparece de uma
aproximacgdo de ordem zero para um sistema acoplado entre as equacbes de Navier-
Stokes e a da termodinamica. Em muitas situactes , as condigdes de contorno nao
.,.350 éuﬁcien’cemente regﬁiares para usar a teﬁria existente na 1it.eratura. Neste trabalho,
damos uma maneira possivel de abordar esta problematica sobre existéncia e unicidade
da solucio estaclondria para as equacdes de natural conveccdo com dados de bordo em
L

Tals equagoes sao descritas pelo seguinte sistema de equactes diferenciais:

—vAu+(u-Viu+iVr = 50g em O,
diva =0 em €2, (3.1)
—=xOF + (- V)8 =0 em §2,

&8

onde 0 é um dominio limitado em R® e u -V = T7_ u;s8-
- F

Aqui u(z) € IR? ¢ a velocidade do fluido, 7(z) € IR é a pressdo, A{z) € IR é a tem-

19
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peratura, g{z) € IR® ¢ a fungao (vetorial) gravitacional, e p (densidade), v (viscosidade
cinética), 8 (coeficiente de expanséo do volume), x (a condutividade térmica) sdo cons-
tantes positivas. Nos estudamos este sistema de equagdes com as condigdes de bordo néo
homogéneas para ue §. Se J02 é a o bordo de £2, entéo as condigdes de bordo sdo as
seguintes:

u(z) = uplz), 6(z) = 8y(x), sobre 59, (3.2)

onde ug(z) e 8p(z) séo fungdes dadas sobre 90 (suave).

Noés denotamos por B(-,-,-} e b(-, -, -) as formas tri-lineares definida por:

Blu,v,w) = ({u-V)v,w)

Nés denotamos por L?(0Q), HH{dQ),q € IR os conhecidos espacos de Lebesgue e

Sobolev sobre 9€2 e | - {12050y € | - |geran) suas respectivas normas.

Definigao 3.1 Sejam u, € L2(0Q) tal que [, uo-nds = 0,6, € L¥3Q) e g € L3(Q).
Ume terna (u, 8, 7) em L3{Q) x L*{Q) x W =13(Q) € uma solucdo muito fraca do problema

(3.1)-(3.2) se
(0, Vg) = /a (oo mpg ds (3.3)

para toda ¢ em WL3(Q) para as quais Yoo € L2(8%)),

~v{u, Av) - Blu, v,u) — (=7, divv) = 3lbg,v)~ .vf ug - oy ds  (3.4)
89

1

P on
3

para toda v em W20 N W;“(O) para as quais ”gggﬁ € LHoN) e

—x(0. %) = b, v,0) = —x [ 802" ds (3.5)
a0 On

pare tode v em H2(Q) N HL(Q), onde n € o vetor normal a 5.
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Os principais resultados que provaremos neste capitulo sao:

Teorema 3.2 FEriste uma solugido muito frace do problema (3.1)-(3.2) no sentido da

definicdo 3.1.

Teorema 3.3 [Dependéncia continua sobre g,8y e unicidade) Sejam (u;,6;),1 = 1,2
solucdes muito fracas do problema (3.1)-(3.2) com as forgas externas g = g;, e o8
condicoes de bordo Oy;,1 = 1,2, respectivamente. Entdo, eziste wma constante v* > 0

tal que para todo v > 1°

Eul - u?Es -+ Egl w 82%2 = C(V){({gm - 902|L2{6Q} + igﬁlng(@Q} [QQiZ ’gl - g?fg)

X(1+ g1 — gals + |82l3) + 1021, |81 — gal5}

onde o constante C depende unicamente sobre os dados do problema e do dominio Q.

Em particular, para v > v* o problema tem uma unica solugdo.

Primeiramente estudaremos um problema para ¢ com u fixo, em seguida conside-
raremos um problema em u com # fixo, com isto, estaremos prontos para provarmos os

principais resultados citados acima.

3.1 Problema em ¢

Nesta secao, nds consideramos o seguinte problema em 6.
Problema 1. Dado 6y € L2(8Q) e v € L3(Q) com divv =0 e tal que v = w® + v¢
onde w® € HY(2) e v¢ € L3(Q) com |v®|; suficientemente pequeno, achar § € L?(£)) tal

que (3.5) ¢ satisfeito para toda v € H?(Q) N HH{Q).
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Observacao 3.4 A condigcdo divv = Q € entendida no sentido fraco, ou seja, (v,Vg) =

3
0, para toda ¢ € ifVé’? (©2). Como consegiiéncia, nds temos que a forma bilinear
Blo.v) =x(Vo, V) —b(v, ¢, 9)
¢ fortemente eliptica, isto ¢, ela € bilinear, continua e coerciva. De fato,
o 1 9
b(V, @, é) = —";(V, VCD ) =0
. 3

para toda ¢ € HI{(QY), desde que divv = 0 e H(Q) C W§2(Q)
Lema 3.5 Eziste uma unice solucio @ do Problema 1. Além disso,

0, < o1+ w12,

onde ¢ € independente de v.

Demonstracao: Nés usamos o método da transposicao. Se

dado h € L?{2), seja ¥ a dnica solucdio fraca em H;{Q) da equacio £{y) = A, isto é,
Blo,w) = (h,8), Yoe HS). (3.6)

A existéncia e unicidade da solucdo segue do Lema de Lax-Milgram.

Fazendo ¢ = v em (3.6), nds obtemos:

B, v) = x(V, V) — b{v,¥,¥)
= x|Vl = (hv)
< C i, lhl,

< C Vi, Rl
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conseqieniernente,

Vel < Chl,. (3.7)

Agora, nds provaremos que a seguinte estimativa é verdadeira:
i ) 212y
¥l < O+ (w7} iRy,

implicando que ¢ € H{Q) N H*(Q). Para fazer isto, nés regularizamos a funcio v,

fazendo a convolugdo dela com uma familia de mollifiers {p,}, 77 > 0, entdo escrevendo:
Vp =V Py = W ok pp + V5 oy = W+ V]
agora, seja U, a solugdo em Hj;(Q) do sistema regularizado:

=X Dty = h = (v Vg = h — (W) - V) — (v - V)i, = F,

desde que v, w; € C>(Q) e b, Vi € L*(Q) segue que F, € L* (<)),

Se usarmos o Teorema 5, p. 141 de [46], nds obtemos

[l < CIF, (3.8)

onde C é uma constante positiva independente de v,,.

Agora. usando as desigualdades de Hélder, Young, Gagliardo-Nirenberg e de inter-

polag&o. nés obtemos:

(we - V)zyjnéz < C HWE?]l Vil

iy 3
VT
T

1 1
] z 1 o2 il iy 13
C;lwn 1 Vgl IVl
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|, < 7. Usando esta ultima estimativa em (3.8), nés obtemos:
0glly < Claly + CH W [y lv +C7 |1,

com um apropriado 7, nds temos:

[¥nlly < (AL, + IWRIlY [ % [v),

e usando {3.7), nds obtemos:
| ¥y v < O,
assim
lnll, < O+ Iwe|f5) [l
Usando o Teorema de Banach-Alaoglu (veja [8]), nés temos para alguma subsegiiéncia

e, < C 1+ |we]2) |l

e portanto, 1 € H () N H2 ().
Considerando a aplicacdo [ definida como segue: para cada f € L?(Q) nds associamos
a.ﬁnica solucio ¢ € H*(Q) N H3 () de (3.6). Entéo a relacio

oy
l = - -
(f) X . o o ds

define um funcional linear e continuo em f. Escrevendo a equacio para 6:

Hf)=10.1)

para toda f € L*(Q), pelo Teorema de Riesz, existe um Unico § € L*(Q) tal que I{f) =
(8. f), conseqiientemente nds mostramos por {3.6) a existéncia e unicidade do lema.

Para mostrar a estimativa dada no lema, nés fazemos f = 6 na igualdade I{f) = (€, f),
obtendo:

. o
B2 = — B
Iiz Xaﬂ oanés
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usando o fato que

P
2ip200) < CUV2IE (23 + [215)

para qualquer z € HY{Q) e [[vl, < C(1 + waiif) 0], nds obtemos:

2 o J ,
IBJQ = X JQQQG%C}S <x ‘9051;2(39} ?v'ﬁf/’lm(ag)

v

-

'1- : i
< Ox 0ol pzin U1l13 [0

S Clolzagony (L + WD) 01T 101G + 1w ),
lembrando que| v |v< C 18], nés concluimos que
2 . FER4 1AL
815 < C 1ol 120y ((1+ 710 +1) 18,

assim, nos obtemos a estimativa desejada. n

3.2 Problema em u.

_Nesta secio, nés consideramos ¢ seguinte problema em u.

Problema 2. Dado # € L*{Q)), ug € L?(8Q) e g € L*(Q), achar u € L) tal que

(.99) = [ (ug-m)pds
a0

para toda ¢ € I-’VL%(Q) para as quais v € L2(90) e

—v{u,Ne) — Blu, ¢, u) = 3{bg, gp)—r//m ue%g ds (3.9)

3
para toda @ € W23 NW,? para as quais 1@%‘5 € L?(0Q) tal que div e =0.

Os seguintes lemas sdo importantes para a resolugéo do problema 2.

Lema 3.6 [extensdo de Leray-Hopf). Seja ) um conjunto limitado, aberto e conexo em

IR® de classe C? e zg € H%{aﬂ) com faﬂ zg-nds =10. Entao, para toda v > 0 eriste uma
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funcio zo € HY(Q), divay =0 em Q, 2y = 2y sobre 002 e |1B(u,zg,u) <7lu %i para

toda u €V.
Demonstracio: Veja Temam [60], Capitulo II, pardgrafo 1.4 ¢ Apéndice. m

Lema 3.7 KJMarusiE~Paloca). Seja 2 < IR® um dominio limitado com um bordo 582
de classe C%. Consideremos o seguinte problema de valor limitado para as equacgées de

Navier-Stokes com dado v em L*(0Q), satisfazendo [,,r-nds=0,

2

4

—vlhz+(z-V)z+:Vr =0
{ divz =90 (3.10)

Z =T7T sabre G52

\

se §r|L2(3Q} ¢ suficientemente peguenc entdo existe uma dnice solucdo muite fraca z em
L3(Q) do probleme acima. Além disso, existe uma constante ¢; dependendo unicamente

sobre v tal que

Demonstragdo: Veja Teorema 4 em Marusic [42]. |

Lema 3.8 Se {vi} € uma segiéncia limitada em H', u, = v +u®, e, a dnica solucdo
do problema 1 com v = u,,. Entdo existe uma subseqiiéncia {6,, } fortemente convergente

em L2()).

Demonstracdo: Do Lema 3.5 segue que {6,} é limitada em L*(?). Conseqiiente-
mente existe uma subseqiiéncia {f,, } que ¢ fracamente convergente em L%((2).

Agora, usando o fato que [0]2 = —x [, o0 B0 2% ds nés temos:

J ., :
!leg - Wm?g = _MX/{;Q 9655(%& o um)ds
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onde £(¢y,, ) = &y,

Desde que {6, } é limitada em L?(Q), a desigualdade [[%], < C(1+[|w®|[?} |hl, implica
que {un, } é limitada em H2(Q)). Usando a imersdo compacta H}(Q) «»«s L3(Q), nds
obtemos a existéncia de uma subseqiiéncia que nds denotamos também por {¢,, }, tal que
{Vi, } converge fortemente em L3(9). Desde que H(09) « H3(00) < HY(H0),
nds podemos assumir que |V, — V?f/‘nzépmg) converge para zero quando k.1 — oo,
Agora, nds obtemos da ultima desigualdade que \ang - \Hmig -+ 0 quando k, I — .
Usando a convergéncia fraca de {f,, } em L*({2), nés obtemos a convergéncia forte de
{6,.} em L*(Q2). |

Nés assumimos que u é a solucdo do Problema 2 e que nds podemos escrever u como
uma parte regular v°® e uma parte irregular u®, isto é, nds escrevemos u da seguinte
maneira:

u=v"+u {(3.11)

com £ > 0, onde v¥ € H'(Q), divv® = 0, v¥isqp = u§ (uf é a aproximacao de ug
em L*(092) tal que [ug — uf| 250, << 1) e u° € L3(Q) é uma solugio muito fraca do
problema
—viHut 4+ (uf - Vo + %\7%‘5 =0
dive® = 0 (3.12)
Ulgn = ug— ug

dado pelo Lema 3.7, pela definicdo da solucdo muito fraca, nds temos em particular

(uf, Vi) = /m((uo _uf) - n)wds

para toda v € WH2(€)) para as quais vou’ € L2(A9) e portanto

fug-ndSm/ g - nds=0
an an
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—u(uf, D) ~ Bu, o, u’) = ——v/ (g — ug)aﬁds
50 on

(113

para toda ¢ € Ww2HQ)n W’é’ () para as quais ﬁ/'o%ﬁ com div ¢ = 0. Usando (3.11) e

(3.12) na dltima igualdade, nds obtemos:

(v, D) — VUt Ap) = BV, vF) — BV, p,u) ~ B, o, v7)

a
- B, uw) = 08.0) ~ v [ whds
an n

ou

—v(vi. D) = BV, p,u)+ B, e, V)

, 0P
-+5(0g, ¢) zf/muean ds

integrando por parte o lado esquerdo da 1iltima igualdade, e usando o fato que v¥lgq = u§,

nés obtemos

W) - v [ TR = B, w) + Bl v) + 00 ) - [ wSEds
S | e T
v({(ve, ) =BV, 1) + B, p,v°) + 5(0g, ). (3.13)
Agora, fazendo
v =) + v {3.14)

onde uf é uma apropriada extensao de Leray-Hopf de uf para {2 dada pelo Lema 3.6 e

v €V. Agora, usando (3.11) e (3.14) nés obtemos
u=vii+uw=ui+v+ui=v+U* (3.15)
nés observamos que W € L*(Q) e

u’an = Uolaa + ulan = Uf + up — uj = e
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aplicando (3.14) e {3.15) em (3.13) nés obtemos:
v((v.p)) = —v((Ug, @) +BU; +v.e, v+ T
+B(u, @, a5+ v) + 3{0g, v
logo,
v((vie)) = —v{{Wg. @) +B(v, 9. v)
+B(ug, ¢, U%) + B(v,p, U7
+B(u’, o, v) + B(u', ¢.ug) + 598, »).
Noés definimos os operadores

Liv.p) =B{u®,¢.v)+B{v,p, U

< Fop>=—v{{ug @)} + B(Uj, ¢, U%) + B, ¢ .u5)
entao

v{{v,@)) = B(v.e,v) + E00g.@)+Lv,p)+ < Fle > (3.16)
para toda @ € W) HS%(O) com div ¢ =0. Se v é uma solucao do problema
(3.16) entao, também ¢é uma solu¢do variacional , isto €,

v{{v.p)}) = B(v,@,v) + 8{0g, @)+ L(v,p)+ < Fp > (3.17)

para toda ¢ € V, nés podemos verificar que B(v,@,v),L(v.p) e < F,¢ > sdo
aplicaces lineares continuas em ¢ com respeito a topologia de H1(Q?), e por argumentés
de continuidade segue que a 1ltima equacido tem solugdo em v € V.

Fazendo v € V uma solucdo de (3.17), nds concluimos que

u=v-+ U’ =vt+u)+u’

é uma solucdo muito fraca do problema 2.
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3.3 Prova dos principais teoremas

Demonstragao: (Teorema 3.2) Nés iremos assumir que ug € L2(6Q), os dados de bordo
irregular. N6s fazemos uma aproxima¢ao suave ug de ug em L?{99) tal que [uy — g2 o0
¢ suficientemente pequeno, e seja u® uma solucdo muito fraca de {3.12), dado pelo Lema
3.7, noés fazemos |ug — UE}N(@Q) suficlentemente pequenc tal que o problema 1 tenha
uma solucdo para cada v € H'({)) e que a desigualdade a frente (3.20) seja verdadeira.

Entéo, nés construimos a extensao de Leray-Hopf uf de uj, satisfazendo

| B(v.T5.v) [< 5 vl (3.18)

wl‘t

para toda v €V. O Lema 3.6 implica a itima desigualdade na construgio da extensio
uj de uf.
Agora, para v €V, nds definimos
u=v+uaj+u =vi4+u’

e para este v nds resolvemos o problema lemé Em segulda com este 9 a unica soluc;ao

do probiema 1 nos podemos deﬁmr Alvy e V por

v({Av,@)j—L(Av,¢) =B(v, . v)+ < F,¢ > +5(0g, @) (3.19)

para toda ¢ € V. E facil mostrar que o operador E(v,¢) = v((v,¢)) — L(v, @) é
continuo e coercivo. Para cada # € L%(Q2) e v € V o lado direito de (3.19) define um
funcional linear continuo em ¢ sobre V. Entdo, do Lema de Lax-Milgram, nés obtemos
que o operador A estd bem definido.

Nés observamos que cada ponto fixo v do operador A, define um par {(u,8)= (v+u®,§)
que é uma solucdo muito fraca de (3.1)-(3.2). Usando o Lema de De Rham (veja [60]),
nés mostramos que existe 7 € W™13(Q) tal que a terna (u,8, 7) satisfaz as condicBes da

defini¢do 3.1.
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Para v suficientemente grande, nds podemos provar que o operador 4 é completamente
continuo e que para toda v € V e para todo A € [0,1], o conjunto dos vetores v tal que
v =AAv estdo na bola jvl,, < M. A existéncia do pontc fixo de A segue do principio de

Leray-Schauder (para saber sobre o principio, veja [24]). |

Lema 3.9 Se v € suficientemente grande, existe uma constante positiva M > 0 tal que

para todav € V' satisfazendo a equacio v =AAv para todo A € [0, 1] nds termos [v], < M.

Demonstracao: Se A = 0 entdo v = 0. Agora, se A € (0,1] nés temos Av :-}v e

usande (3.19) no caso que @ = v, nds obtemos
1 \ |

E(Xv, v) =<F, v > +8B(v,v,v}+50g,v) =<F,v > + 3(fg,v)

ou
vivly — L(v,v) =A<F,v >+ A3(0g,v)
agora, usando a definicdo de L,
LV, V) = 1BV, V)+B(v, v, US| £ B, v)] + [B(v, v, w)
a estimativa {3.18). a desigualdade de Hélder para obtermos
| Bv,v.u’) (< [u], Vv, |v], < Clafl, v,

o Lema 3.7 e para v suficientemente grande, segue que

1 [ug — Ujlz2an

v
Lv.v) < (5=C il
2 v ¢ iuo—uf’)‘m(aﬂ))‘ v
3
< riviv 220

para jug — ug] L2(80) suficientemente pequeno com relagdo a v. Agora, usando a definicao

de F nods obtemos

< Fov == {(Ug v)+B(E, v, ut)+Blut, v, ug)]
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usando a desigualdade de Hoider, nés damos as seguintes estimativas:

(@.v), < VSl vl
BT v, )| < [T, [l Vvl < O, uly vy

B(u', vug)| < jutly [l [Vviy < Ol [ Gy (v

Entdo, [< F,v >| < AC'|v|, e pelo Lema 3.5

8l6ev)| < Clely L+ llv =Tl vl < SIvE = Clvly,
portanto
v [v“? < Z ]2 '
vEgrivie + C v
com isto, nds obtemos o resultado desejado. |

Lema 3.10 O operador 4 € completarmente continuo.
Demonstracao: Seja {v,} uma seqliéncia limitada em V. Por definicio, nés temos
E(Avp. @) = (F @) + Bl{ve, @, vp) + (80,8, ) - {3.21)

E(Avn. ) =<F.@¢ > +B(vh, ¢, v,) + (80,8, ») (3.22)
para toda ¢ € V. onde

o

(0n, —xOv + (u W) = —x agé‘gands
e
(O, —x O + (4, - V) = —x By ——ds
80 611

e U, = V,,, +u°. Nés fazemos a diferenca entre (3.21) e (3.22), para obtermos:

E(Avm - AV?’“{IO) = %(Vm — Vin, ‘P;Vn) + %(va (:O=mevn)
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fazendo ¢ = Av, — Av,, segue que

Av,, — Av,, ’?/ — BAV, — Av,, Av,, — Av,, 0} = Biv,, — v, Av,, — Av,, vy)

2
, 3
+B(Vi, Avy, — AV v, — Vi)

+5{(8 — Bn)g. AV — AV,

usando o fato que [L{v,v)| < gy v i e a desigualdade de Hélder, obtemos:

B( AV ~ AV, AVy — Avy, u)| < i_p A — Aval2

B (Vin — Vi, AV — AV, Vi)l < Vi — Vol [V{Av,, — Avy )], v

IN

C ivni‘s évm - Vﬂ\:’, :AVm - AVTL]V

(B (v, AV — AV, v — Vi)

IN

ivm[e V(Av,, — AVn)[z Vi — Vn‘g

IA

Clivm

6 lvm - Vn]g IAVm - AVnEV:

K(gm - @n}ga Avm - Avn)[ < C Eﬁm - 5n§2 gi?,

Avm - Avn E‘{ :

desde que {v, } ¢ uma seqiiéncia limitada em V, existe uma subsegiiéncia {vms} que
converge em L3(Q). Portanto, o Lema 3.8 implica na existéncia de uma subsegiiéncia
{6,.} que converge em L*{S2). Entdo {Av,, } é uma seqiiéncia de Cauchy em V. Con-
seqlientemente, o operador A é compacto. Nds observamos que a continuidade de 4 em

V' é uma imediata conseqliéncia das dltimas desigualdades. |

Em seguida, daremos a demonstragao do resultado de dependéncia continua e unici-
dade de solugao.

Demonstragdo: (Teorema 3.3) Se

v{(vi,)) = B(vi, @, v,) + Bl8igi, @)+ L{vi, @)+ < Fp > {3.23)
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onde
L(vir Q‘O) = %(usa {pzvi) + ‘*B(Vz} ¥, UE)

I3

comUf=1u; +u

£

e
< Fip>= —v((.¢)) + B(H, @, U) + B(u', ¢ ,8)

para i = 1,2 e @ €H;(Q). Nés lembramos que u® é uma solucdo muito fraca de (3.12)
com u¢|sq = Ug—uj, onde uf é uma aproximacao de up e [ug — uf \12(a0 € suficientemente
pequeno com relagao a v, e Uuj é uma Leray-Hopf extensao de uj satisfazendo (3.18). De
(3.20), nés obtemos

| Lvi = v vi=va) (v v = v [
Agora, escrevendo (3.23) para ¢ = 1,2, tomando a diferenca e observando que
(0181, ) — (fago. @) = (6 — 02)(81 — &2), ) + (61 — 0:2)8s. ) + (B2(g1 — g2), ¥)
e fazendo ¢ = vy — vy, segue que

Vv — V‘zgv < —r V- Véiv +C l 'VIQ[V ;VI - Vo

4

14
+C |61 — o, (g1 ~ gal5 + |gal5)
+C 021, g1 — 82l
consequentemente

Iu\v -V
ridAd 2

v < Clvalvlvi — volv + Cl8 — G2)2(lg) — 8205 + |2203)

+Clbalalgr — gols.

Do Lema 3.9, nés temos |vy!,- < M, onde M ndo cresce quando v cresce. Portanto, para

v suficientemente grande nds temos C | vo [y < L. E assim

i , . C o , . .
gvivi — vor < Cifr — Bala(igy ~ gajs + |82ls) + Clbaialg — g2ls. (3.24)
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Primeiro, assumiremos que 8y = fg2. Entio, desde que (6;, f;) = [{f;)

o
gy, )= = o .25
Ot ==x [ oG as (3.25)
onde f; = £, (¢4} para £,(¢) = —xO + (u- Vg, Fazendo a diferenca entre (3.25) para

1= 1,2, segue gue

o 1% a ; ;
1 “9255 = _X/fm 9{}%(@‘1 — ) ds

A

CX |80§L2{69) !J'Ul - 14/2“2

A

C 160! ecanny [({(v1 = va) - V)i,

AN

! - Poi H
C Ef}Ole(ag} PV T Vo IV %i@‘/‘zi%g

AN

v {1+ | vo |€) 6y ~ b,

c J90§L2(ap_) Vi — v
S Cllpogny | vi—valv (1+ M%) 16 — 6o,

v i | :
= EGOIL’z(aQ) [ V1 — Vo lv §31 - 92%-2

usando (3.24)

60 — B2l < Cifglrziany | vi— va lv
C

IN

agora para v suficientemente grande, segue que
61 — 8], < C(v) 19011,2(39_) 10215 181 — gol3

usando o fato que

U —wal; = vy —vel, < C vy~ vy |y

segue

W =Wl + |0 — b, < Cy) Woi,:z(am 021, 181 — g2l; -

‘;Wogu(aﬂ)ﬁﬁ — Bala{lgr — gais + 122ls) + |a]2lg1 — g2l5)
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Ngs observamos que se fizermos 8y # g0, adiciona-se o termo

el
X {Bo1 — 902)“5“3 ds
a0 n

e este ltimo termo é facilmente estimado por C |6y — QOQiLz(am |6, — 6], [ ]



Capitulo 4

O Problema de Cauchy

4.1 Condigoes suficientes para a regularidade da solugao

fraca

A proposta desta secao € estudar a regularidade das solucdes fracas do problema de

Cauchy para o modelo de Boussinesq de um fluido viscoso, incompressivel e com condu-

tividade de calor.

Sejam u, 7, & a velocidade, pressdo e a temperatura do fluido, respectivamente, no

dominio [0,7] x R*, 0 < T < oc. Na aproximacio Oberbeck-Boussinesq, o modelo é

37
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descrito pelas equacbes (veja [29]):

%ng&u+(u-'\7)u—é—V7r = ff em (0.T) x IR®, (4.1)
diva = 0Oem (0,7) x R, (4.2)

«gg —~xO+1u-V8 = gem (0.7) x R, (4.3)

u(0,2) = uy(z)em R® (4.4)

u — 0 quando |z] -+ o<, {4.5)

0(0,z) = 6(z)em R (4.6)

f - 0quando |z| — oc. (4.7)

Este problema tem sido estudado intensivamente nos dltimos anos. O problema em

dominio limitado foi estudado, entre outros, por Hishida [28], Korenev [34], Morimoto

K

£

[45], Rojas-Medar e Lorca [52], [53]. [54]. Os resultados obtidos sdo analogos aos das
cléassicas equacoes de Navier-Stokes e 0os argumentos usados sao os métodos de Galerkin,
semigrupo, etc.

Kaniel [32] estuda a regularidade da solucdo fraca para as cldssicas equacoes de Navier-
Stokes de um outro ponto de vista. Ele impde condigdes sobre a pressio para mostrar a
regularidade das solucGes fracas. Mais recentemente, Berselli [6], Chae e Lee [10], aplicam
uma técnica (a mesma empregada neste capitulo) de forma similar ao que é usada na
construcao de solugdes fracas. A desigualdade da energia é trocada por uma apropriada
estimativa no espaco L*{R*),a > 3. Para isto, multiplicamos {4.1) por aju/*“u e
integramos por partes para obtermos uma estimativa em L*{/R?*). Com essa técnica,
o termo da pressdo nao desaparece (nds observamos que todos os trabalhos anteriores,

usando a decomposicao de Helmholtz, eliminam a pressdo, em seguida ela é recuperada

pelo classico argumento de De Rham). Ambos trabalhos partem da unicidade da solugio
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local, para garantir isso, é necessirio assumir que a condicdo inicial uy pertenca a um
apropriado espaco funcional. Uma certa limitacdo é imposta sobre a associada pressio
da solucdo fraca das equacgdes o que € uma condi¢do suficiente para garantir uma methor

regularidade da solug¢do fraca e com isso hd um ganho da unicidade.

Berselli trabalha em um dominio limitado, suave de IR%, d > 3, sendo que Chae e
Lee trabalham no espaco todo IR®. Nesta secio, estendemos as idélas de Chae e Lee
[10] para o sistema de Boussinesq classico. Portanto, nos procuramos o mesmo nivel de

conhecimento como no caso classico das equacdes de Navier-Stokes.

A seguir, damos a definicdo de solug@o regular para as equacbes do modelo de Boussi-

nesq.

Definicdo 4.1 Sejamug € LE(R¥NLT(IRY), 6, € L(R})NLT(R®), ef € L=51(0, T; L= (IR®)N
120, T; L2(IR*)) N L®(0,T; L7 (IR?)), g € L*(0, T; L*(IR%)) 1 L>(0, T; L*(IR?)) para

T

a>r>3el—L< i Unasolugdo regular do problema (4.1)-(4.7), € um par (u,6) tal

quew € Lo°(0, T: LE(R¥) 1 L3(0,T; D(A4,)), 6 € L=(0,T; Lo(IR%) 1 L*(0,T; D(Ba))

que satisfaca (4.1)-(4.7).

Em seguida, daremos alguns lemas que servirdo como ferramentas para demonstrar-

mos o teorema principal.

Lema 4.2 Se divua=10, entdc

f (u-Viu-alu/*?uds = 0,
IR3

f (u-V)8-alf|**0dr = 0.
IR3
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Demonstracao: Para provar o lema é suficiente observar que

f (- Vyu- o udx = Z/ widsuu; [u** dx
fir — Jns
= § f uiujaiujéug"“? dx
. - 3

1.5

_ _/ (wV)u- [u*~? udx
3
~{cv — 2)/ (u-V)u- |[u/**udx.
"

O préximo lema € importante para futuros argumentos.

Lema 4.3 Seja (u,8) uma solucio regular de (4.1)-(4.7) com condigées iniciais ug €
Le(R?), 8y € LA(IR?), £ € L0, T: L=(IR®))NL™(0,T; L= (R%)) e g € LI (0, T; L*(IR%)
para o« > 3. Se w, a associada pressdo satisfaz

w € L*(0,T; L®(R%))
entaoc

@ a ; .
OS;;E)T(IHEQ + ]9|a) + M(Iu‘L&(0=T;L30) aa IQILQ(O,T;LM))

< (o) + O+ Clgl2

7! . je
L% o T Tiz2oTL) T lféL“"‘(G,T;LQ%E})

x exp(C f (RIS + E1Z0 + inl + 1913 )ay),

onde C = Cl&) e p = min{v, x}.

Observacdo 4.4 Nds observamos que usuaimente f € o campo gravitacional. Mas, em

alguns modelos geofisicos é interessante considerarmos forcas mais gerais
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Demonstracio: Multiplicando (4.1) por au lu|*™? e integrando sobre JR®, nés obte-
g

108!

-2 a2 , a2
gu-oul”Tudx -~ v Au-ajul® uéx—r—/f (u-Vu) alu“  udx
IR3 s B3

= - V;ﬁ"-aiu[o‘"gudx—%/ 6f - lu/* P udx
3 RS

E facil verificar que

d

du-oluf* Pudx = — lul? dx.
IR3 dt R3
Nés observamos também que
- Au-ulfPudx = — Z/ (B2, yuy lul*7? dx
R3 g

= Zf @ujaz-uj\u}amz dx
o i
+ Z/ w;Ou;0; ju]® 7 dx = Vul? ul*? dx

i IR3 3

"“'r“(Oé — 2) 2[&23 ujc?iuj }u?a_4 u;@iu,g dx

2.0

= f Vul? u* 7 dx + (a—-?)f IV Jul? ul*? dx
3 s

a2
o [ vt ax=2 [ [ ax
£ JRs & Smei

Yy
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Analogamente, usando as desigualdades de Holder, Calderén-Zygmund e Young:

[ Or ettt = —a S [ o
[]RS au[*" udx a; o u; |ul x
== ‘ i 252] ce—-Qd
az;/ma'ru [l *
= Q(Q—Q)Zfﬁa ??uiaz-ujuj Lu[‘“é dx

IA
e
S~
2
|
o
5T
£l
=

3
< ala -2 el [ulF [Tt
ai? 2
< £ !V lul? . + Ce |7l Imle [uig”
al?
< eV (48)
+Cs [l [T (Imils + Imalg)
i 2
< &:iV%u!?
+Ce |l [ul2™ (fuf} + 6], 1£] 2o )
: oa?
< EEVqu

+C Il (2 ull + 812 + %)

+a

SN R AN (ST

novamente, usando as desigualdades de Hdlder e Young,

f/ma of - fuio’_zi;id)‘:_’E < el il {uic’t"1

< C(jfj_? + f[z(" =T (191 + ul®).

Conseqglienternente, n6s obtemos:

| o |2
T 12
—t~Ju;a -;—2U§Vfu[22

A

] 212 o e
|V |ual? |, T Cela)(IFlE + 17 + )01 + ull)

Ve - e
+Cela) i, \flgé‘&f; :
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fazendo ¢ = 1 segue que

22
L uwsv [Vl < CORL+ T + ) (0 + i)
+Crml éf?‘;gfm ) (4.9)
Por outro lado, multiplicando (4.3) por af |62 ¢ integrando sobre R® nds obtemos
o | 500087 dx—xa | 26610 dx = —af (u- V)08 16]°7* dx
e 2 R
-i—o_f/ gf191°7* dx.
me

Analogamente, noés obtemos para a equacao da temperatura

|

d 3 3 LRI .
Sl +x VIOl < Cllol? + 16l 18, (4.10)
Somando as desigualdades (4.9} e {4.10) e fazendo u = min{v, x} nés obtemos
d, u
F(uls 1002 + u(V [w?] +[Vi8l®
< CUFIE + 5T +iml + Igf‘”“ 7015 + Pi2)
Clgl +Clmlog 1% )
integrando, a ultima desigualdade, de O até ¢
. a ‘ o o (e ¢ al? a2
(uB)2 + 801D = (O + 00+ [ (Tiult] + 101 )as
? o
< C/ (02 + 1F1557 + |t + 01271012 + faf2)de
0
t
+C [ gl + 1l 115 e,
o S
Agora, aplicando o Lema de Gronwall, nds obtemos:
.
sup (ulg + 02— (O + 0D +u [ (7t + |Vt e
0T o 2
2 ¢4
S +C(|9|Z%—(O’T;LQ) - IWJL2{0,T;L°°} + ngL"”G(O T-Lﬁ%})

3

+ f]&7Y + |7l + 9T,
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usando a desigualdade de Sobolev:

nds obtemos o resultado desejado. n

Observacgdo 4.5 Para obtermos o desigualdade em (4.8}, nds procedemos da sequinte
forma: primeiro aplicamos o operador divergente na equacdo (4.1), para obtermos a
sequinte equaCao em m:

Lm= div (u-Vu)+ div (6F),

escrevendo 7 = w + To, podemos resolver esta equacdo fazendo a seguinte decomposicdo:

O = div(u-Vu) e Om= div(6f)

Eﬁzé% < C.}u.ii o . o (4.11)
e
Telg < OO, [f] oo (4.12)
primeiro, 0bservamos que
3
T = R; Ry(uuy) (4.13)
i,7=1

onde (Rﬂfzi sdo as transformadas de Riez em IR® definidas para f € LP(IR®), 1 < p < o0

por

. T'(2) Yi
: z) = lim ——~ —
Ri(f)(z) = lim — /3;25 }y§4f(3: y) dy

1 =1,2,3. Usando a destgqualdade de Holder e o fato que os operadores de Riez R; sdo
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limatados, obtemos:

Il = ‘ZRR(uEuJ <CZ/ lwu;l7 de
lij=1 LJ i4=1
< Cth iuﬁ’dm%(/ " da)?
i1
< Cluf

As idéias bdsicas que levam a igualdade (4.13) sdo as seguintes: pelo fato que div u =0,

obtemos

du; Ous
Oy = E o
! - aZCj al';g

5.k

e usando a transformada de Fourier segue

por outro lado, se
SeQuUE QUE

e ¢ resultado € obtido usando a igualdade

E T35ty * U= C E (2 2y) * (25 )

Fhk==l Tk=1

e para mostrarmos esta ultima igualdade, usamos novamente o fato que diva =0 ¢ as
propriedades de transformada de Fourier. A constante C, € a constante que aparece
dependendo da escolha da definicde da transformada de Fourier. Para maiores detalhes
veja Stein [59].

Para a segunda estimative, ne aendlise da equagdo Nmo = div (6f), notemos que

podemos escrever
div (Bf)( )

R3 Jﬁ—

molz) = C dy
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onde C é uma constante. Usando integracdo por partes sobre o espaco IR®, segue que

div (6£) () : of) ()
/zzzs ;_yy W= 2/ (13 w
(of

i ‘EW

)(y )g
= 6/133 ECE*@J& w

agora, utilizando o Teorema de Hardy- Littlewocod-Sobolev (veja [37])

ISCU ! < Clof],
: mlﬁ%y |

< oc. Agora, pela desigualdade de Holder segue que

le

I
onde ;

2 e
}‘

1< p<

s
R

mals < CIOF] w0 < C 0], If] s
2 Ht ERS

Agora, aplicando o operador projecao P, sobre a equagdo (4.1), nds podemos reescre-

ver o problema (4.1)-(4.7) em L2(IR*) x L*(IR*), como o seguinte problema de Cauchy:

du _

= + Asu = F{uf)

dd

g 4+ Bof = G{ul) (4.14)

“¢om condices iniciais u{0) = ug e 6(0) = 8;, onde
Flufb) = —PFP,(u-Viu+ P.0f
Gluf) = —(u-V)8

estamos tomando g = 0 sé para uma questao de simplificacao dos cdlculos.

As equacOes integrais associadas ao problema acima séo:
t I
u(t) = e eup + f e~ sl4e F(u,0)(s) ds
0
i
Bmzma%%+/kﬁﬂ%mmwg@ (4.15)
0

0<t<T.

Com as observagdes acima, podemos enunciar o seguinte resultado:



4.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA A REGULARIDADE DA SOLUCAO FRACA 47

Lema 4.6 Se (ug,6;) € L&(IR*) n LL(IR?) x L*(R*) N L7(R3), £ € L>=(0,T; L1 (IR%))
e € IR com r fizo, o > r > 3, sotisfazendo :} B i« < «é— Entdo, existe T, 0 < T < T e

uma solucdo (w, 8) de (4.14) sobre [0,73) tal que

e t"u(t) € BC0,Ty); Le(IR?)),

76(t) € BC([0,Tp); L*(R%)), onde o = (2 - )

r !’

A seguinte estimativa é verdadeira

1

Ty = C{lul, +16o],) 7"

para algum p > 0 e com C independente de ug e 8

Seja (0, 7%) o intervalo maximal tal que (u, 8) resolve (4.14). Entéo

o

lu(s)l, +16(s)lq 2 T — sy

com a constante C independente de T, e s.

" Demonstracéo: A prova do lema é uma conseqiiéneia dos resultados de Giga [21] e
Hishida [28] (Teorema 4, pag. 202). Porém, a seguir daremos os principais passos para a

sua compreensao. Para isto, recordamos os seguintes resultados:

Lema 4.7 Seja f € L*(IR®), entdo a sequinte estimativa € verdadeira

P —F 1id
el < =

para 0 <t < T com o =

PRI

(-1 a=s>1eM =MlasT), onde Q= A4, ou B,

7

Lema 4.8 Seja @y, k = 1,2 um operador linear fechado densamente definido em L®(IR?)

para Z9 com g > 1 tal gue para algum ~, 0 < v < 2 a estimativa

onr g, < el
1 o - t‘i N
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vale para f € L*(R?), 0 <t < T com My = My(T), 1 < o < o0, e Z9 = LL(IR*) (ou
LIIR?)), onde Q1 =Aq e Qu =B, e "1 g7 =37 _ P,V.g9 eglu): R? — R® definido

i,j=1
. N . 3 - .
por glu)? = —uw'u! e g = 3V, 5 e g(ub) : R* — R onde glu,8)! = —u,b.
j=1
Fazendo F(u,8) = Fi(u) + Fy(f) onde Fi(u) = —P,{u-V)u e Fy(0) = P,Of entdo é
possivel escrever F) na seguinte forma Fj{u) = I';G,{u), onde G; é uma aplicacdo nio

linear de L&(JR*) sobre (L% (I?%))° tal que para algum a > 2 a estimativa
|Gy (w)~G1(v)], < Malw—v]| (Iw], +Iv],)

com G10 =0, valecom 1 < h = § e My = Ms{a).
Analogamente, nés consideramos F3(u,8) = —(u- V)8, entdo é possivel escrever F3
como Fi(u,8) = I'yG2(u,f) onde GG é uma aplicagio nio linear de H,(IR?) x L°(R?)

para (L% (IR*))® tal que para algum o > 2 a estimativa

EGQ(W,Ql)”’“G?(VsQ?)éh < :\/f4(éw - v!g_ + ié)? - gifg)ﬂwga +_Jv§a + Iglga_ —I_‘@?’a)

com G0 =0, valecom 1 < h = § e My = My(a).
Para as provas dos lemas acimas, veja [21].

Nés consideramos:

1

P(u.f) = / e84 Py, 8)(s) ds
0
t

U, 8) = fe'(t"s>BﬁG(u.,9)(s)ds
0

e as seguintes seqiiéncias:

un—l—l — uO*‘%&@(un’gn)

9n+1 —_ 66+\p(un9n)



4.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA A REGULARIDADE DA SOLUCAQ FRACA 49

(N1 %]

( )

e nos definimos a seqiiénecia de fungdes mondtona néo

=3
|
2

n=0,1,2,... onde u’(t) = e"*ouy e 89(¢) = e"*F=f,. Para j = 1,2,...e 0 =

1
<3

R fr

com @ > 1 = 3e~};w~

decrescente

k7 (1) = k;(t) = sup Sgdgjla B ?‘uji‘a)’
O st

usando os Lemas 4.7 e 4.8 é possivel de mostrar que existe g > 0 tal que
ki (t) < 2k -+ CKHP + Chjt?

e que para I suficientemente pequeno, existe uma constante C(T;) independente de n e

1

t tal que k; < C'ky para 0 < ¢t < T, E suficiente considerar ACK(Ty)TE + CTY < i
Para as seqiiéncias {u’ 07}, podemos demonstrar as seguintes estimativas:
t s
7 jat - uo[ < L“’"/ ?e“‘t“SMF(uG,QON ds
B 0 i D
< Otg{k{%Bit“‘p—gg*% e [fngw’T;m,) igGBQt-@—aH}

< C‘k’g(kg -+ 1)
e ainda

£
16180 < tﬁfo RS CRUDIIE

< OByt

obtendo assim:

max{t” [u' = u°| 716" ~0°] } < Cholko + 1)

‘P

e de um modo geral temos
£
iun—i-? . un-f—l gp S /(; le"(t—S)_4{F(un+1:9n+i) . F(ﬁn,gn)‘p}ds

C/Dt(t — s)"’”"”‘?l? Ju’”“ - u”[p (iu”“]p + [u™],)ds

[A

t
e %f|L°°(O,T;Lpr) C\/O' (i‘ _ S)_{f? '9”*‘*1 —_— Hnlp ds
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e ainda
t
‘8”"’2 . nglgp < : %em(t_S}B{G(u”H,BnH) _ G(u”,@“)]p}ds
i
< cf (t = &) e 2 o —gn] - [u —u] )
0 7 !
(%87@-*1‘»1;? + 167, + iu”’*l[p +u”| )ds

portanto

Tfo“{gunﬁ—l _ unlpwém ‘lan-ﬂ . Qngp} < Cholko + D{ky + )

para todon > 0e 0 < ¢t < T;. Conseqlientemente, {t7u”} e {t°¢"} sio seqiiéncias
de Cauchy em BC([0.7.); L2(IR?)) e BC{[0,T.); L*(IR?)) respectivamente, para algum

T, < Tp. Assim

lim #°u” = u
T3 O

iim 96" = 99

=g

em C({0. 7.); LE(R®)) e C([0, T.]: L2 (IR®)) tespectivamente e ainda, satisfazendo
(1, +1ul} < Cooilr], = o))

para todo 0 < t < 7.. O Teorema da convergéncia dominada assegura que {u, 6}
soluciona (4.14) para 0 < ¢ < 7.

A unicidade da solugdo, sobre algum intervalo [0,%], 0 < £ < T,, é provada, con-
siderando

w(t) = max{ sup 57 [u; — uo|,, sup s716; — 6] }
G<a<t O<s<t

b(t) = max{ sup 37 |wl,, sup 76|, , sup s |wz|, . sup s7162/°},
0<s<t 0cs<t 0<s<t O<s<t
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usandc os fatos que

1
=, € OO (6= 97 = e, () ds
Ry

+

+ gf‘Lw(ﬂ,T;w’)/G (t—s)77 16, — 6], ds}

e
i 1
t7 161 - 6], < thf/ (t—s)7272 {6 ~ o], + [u; — ual )}
G
UQI;}O -+ 192;} o Euﬂp =+ h—iﬁp) ds
segue que
it , I—g
7 la; — 112[? < CteTe w(t)b(t)B; +C [flLoc(G,;r*;Lp’) £ Bo(t)
e

£ 16, — Ba|, < OByt~ 3 ()b(t)
e assim, obtemos

w(t) € Cr(b(E) + 1))

para?ﬁgum p > 0. Como t#{b(t)-+1) vai p.a.ra ZeTo quandb t. — (7, é possivel encontrarmos
to suficientermente pequeno tal que ¥(¢) < ¥{t) para 0 < t < ;. O que é uma contradicio
se Ao tivermos Uy = g e 8 =, em (0, £p]. Agora, fazendo u(ty) e 68(¢y) come condicdes
iniciais e por argumento de extensdo podemos mostrar a unicidade sobre [0, 7.).

O préximo teorema € o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.9 Sejom ug € LY(R*) N LT{R?), divuy = 0, 6y € L*(IR*) n L"(IR%), f €
LE(0,T; L= (R?)) N L0, T; Lﬁ—ﬂa(ﬁ3)) M L0, T; L(IR*)) e g € Le(0.T; L*(IR%)) N
L=(0,T; L*(JR%)) para e > 1 > 3 e 2 — L < L. Suponha que (u,8) € uma solucio fraca

de (4.1)-(4.7) em [0,T). Se =, a ussociada pressio satisfaz

© € L*(0, T; L=(IR*))



4. O PROBLEMA DE CAUCHY

entdo (w,8) € uma solucdo reqular sobre [0, 7).

Demonstracdo: Nés assumimos que 7, < 7. Nis observamos que do Lema 4.3

sup (Julg +103) — (u0)5 + 1800)[2) + pllulzaro rpse) + 18] a0 rir00y)
oztir T5L3%) .
2
o o

< ‘?“C(égilz% (0,752 + iﬁELQ{(},T;Loo) + FfELW{G,T;LE%%)) (4-16)

t £x [ -
X exp(C/ (Jf12 + 13577 + 7]+ lglas™") dt).
0
Por outro lado. do Lema 4.6 nds temos

C

luls)], +16(s)l, = T_o=

conseqlientemente

sup (luf% + 912) 2 K sup (jul, +[6,)° > K-—
p<i<T 0<t<T (T.—3s) =

onde K é uma constante positiva, nds observamos que “—;—g > 0, conseqilentemente

sup ({ulf + 8% = o
0<t<T

e isto é uma contradi¢cado com (4.16). Conseqiientemente T, = 7. n

Observagao 4.10 Recordemos que sob argumentos cldssicos (Lema de De Rham) pode-
mos recuperar a pressio associada ¢ solugdo fraca (dados iniciaisuy € H ef € L0, T;V*)),
mas a pressdo ndo satisfaz a reqularidade necessdria extgida no resultado de Kaniel [32].

Porém em olguns problemas prdticos (ver por ezemplo Conca [17]) esta informacdo é

conhecida.
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4.2  Alguns resultados sobre a conduta da solucao

forte

Nas ultimas trés décadas, foi construida uma extensiva literatura que envolve as solugdes
do problema de Cauchy para as equacdes de Navier-Stokes. O objetivo desta secio é
dar alguns resultados sobre existéncia local. global e condutas assintéticas das solucdes
do problema de Cauchy para o sistema de Boussinesq (4.1)-(4.7). A seguir, damos a

definicdo de solucao forte do problema de Cauchy.

Definicio 4.11 Dizemos gue o par (4, 6} é uma solucdo forte do sistema de Boussinesy
(4.1)-(4.7) com condigdes iniciais (ab), se u € L=®(0,T; H N LY(R*)) n L*0,T:V) |

g e L0, T; L2(R?) N L8(R*)) n L?(0, T; H*(IR®)) para T > 0 e satisfaz as identidades

do
/ f (~u-— + vVu-Vo-— Zuku —)d:cdt
R

k=1

= / a-{;ﬁ(D)d$+/ / 6f - ¢ dz dt,
FIRA D B3

para todo ¢ € Wizl’l(QT) com &{T) = 0 e ainda

T dis
f / (—8— + XV -V ~0u-Vi)dedt
0 23 di

= /bv dx—t—[/ gy dx dt
Ve 3

para todo ¢ € Wy (Qr) com &(T) = 0 onde Qr = [0.7] x R® e W' (Qr) = {wiv €
L0.T; H'(IRY)), % € L*(Qn)}.

A seguir, enunciamos os principais teoremas desta secio.

Teorema 4.12 Sejam f € L3(0, 00; L3(R3)) N L0, 20; L®(R*))NLY0, oc; LAHIR?)), g €

L3(0, 00; LE(IR)IN L0, 00; L2(IR%)) N LY0, 00; LE(IR?)), a € HNLY(IR?), be LR N
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L8{IR?). Entdo existe Ty > 0 e uma dnica solugdo forte (u,0) do problema de Cauchy

para o sistema de Boussinesq (4.1)-(4.7) tal que
we L0, T H 0 LO(RY) 0 LA(0, T V),

6 € L>(0, To; L*(IR*) M L¥(IR%)) N L?{0, Ty: HYIR®)),

du 2 .y oey 40 2 g1
di el (O;T(%V ): &?EL (O:TO:H )

e ainda

ult) — aem L*(IR®) quandot— 07,

6(t) — bem L*(R?) quandot— 0%,

Teorema 4.13 Sejam f € L*(0,00; L*(IR3)) N L*(0, ooy L=(IR*))NLYN0, o0, L3 (IR?), g €
L3 (0, 00; LS{IR®)) N L0, 00; LA(R®)) N LY (0, o0: LS(R®)), a € HNLS(R®), b e LR} N

LE{IR?). Ezistem constantes positivas

Al P )\1(&, b., f, g)

¥

)‘2 = '}‘Q(a: b; f~g)

tais gue, se

ClE 20 a0 8 01 00 20) 1012 4 1112
€ (O0sE%) ooit®) (Eaig as 5’552 + JQILE({),O@;LE}) < A

ou

2 2 P . 2
|a‘6 - éblﬁ -+ f}'l‘7 [f;L%O,OO;LS} - ‘42 lfgLQ(O,OC;LOO) + Az Jg[ < )\2,

L3 (0,00:08) =

onde A € uma constante que denotaremos, em toda esta secdo, por

2 . g2 ]
A = C(laJQ e Eblg + jgng(0,00;Lg)} eXp(CéfgLSZ(O,DC;LS))
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e notemos que ela é independente de k. Entdo a solugdo (u, @) do Teorema 4.12 é global,

e portanto Ty = oc. Além disso, u € L*(0,0c; L¥(IR?)), 6 € L0, 00; L IR?)) e se
EO + EO) e + gt} < CL+8)7% >0
entao
a(t)ls +100t)]g < C1+1)77 parat > 1,
com f=min{3, 2} e C =C(v.x).
A seguir, vamos considerar dois resultados que serdo importantes para as demons-
tracbes do principals teoremas.

Lema 4.14 (desigualdade de Sobolev) Para cada 1 < p < n, vale o desigualdade

\ z
Eu]r’ma S C ;ug]ﬂp)ﬂs
onde 7 = —&

—p

Demonstragio: veja [1]. m

Lema 4.15 (desigualdade de Ladyzhenskaya) Sejo Q0 C IR® um dominio limitado ou néo.

Entdo para u € H}(Q) (ou V'), nés temos

lulg < Cr{Vul,

el

onde Cy, = (48)5.

Demonstracao: veja [36]. n

Proposicio 4.16 (desigualdade de Ladyzhenskaya) Para qualquer funcdo suave f de

suporte compacto em IR®, vale a sequinte desigualdade:

| orrasaf papf v
free R® w3
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Demonstracio: veja [36] -

Solugoes aproximadas e algumas estimativas importantes:

Vamos considerar as seqiiéncias de funcdes a* € V e b* € H'(IR?) tais que
a® — aem V fortemente,

b — bem H'(R®) fortemente,

e ainda

ia’% < Clal,, ‘ak'G < Clalg, laklv < Claly,

0

S Cbly, B, < Clblg, ], < C bl

< <

Consideremos agora, 08 seguintes problemas de Cauchy para o sistemna de Boussinesq

linearizado

I
_8%“ —vAu" VY = 6% em (0,7) x IR, {4.17)
diva® = 0 em (0.7) x R (4.18)
u’ — 0 quando |z — oc, (4.19)
oa° 0
e xO8Y = g em (0,7) x R, {4.20)
8° — 0quando |z| — oo, (4.21)
u’(0,z) = a%z) em R® {4.22)

6°(0,z) = %z) em R® (4.23)
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e para k > 0,

ou* k k-1 k k k , 3
5 vAu® + (0" VIut + Vs = 8 em (0,T) x R, [4.24)
divu* = 0 em (0,7) x IR®, (4.25)
u* — 0 quando 2| = oc, (4.26)

8%

T YA+ 6" VeE = g oem (0,7) x R®, (4.27)
§* — 0 quando |z| — oc, (4.28)
u*(0,z) = af(z) em R? (4.29)
#5(0.2) = b (z) em R®. (4.30)

Observacio 4.17 As vezes, o modelo fisico erige a condi¢do:

vt — n* quando |z] — oo,

onde ¥ € uwm vetor constante, ou ainda
k k ,
% — 0" gquando |z —~ oC,

onde nF € urna constante real. Além de determinar o modelo fisico, esta exigéncia no
infinito € determinante pare os espacos em gue moram as solucdes do modelo. A forma
de tratarmos o problema ndoe homogéneo € igual ae modelo homaogéneo, pois notamos que
as equagbes do modelo sdo tnvariante sobre a transformagdo v ~» v + 7 {veja Heywood

[26] e também Galdi [20]).

Observacio 4.18 F fdcil de mostrarmos que o sistema linear (4.17)-(4.23) tem uma
unica solugdo regular global. A seguir, trabalharemos para mostrarmos que o sistema
linear (4.24)-(4.30) também tem uma solugdo regular global. Para mostrarmos esse re-

sultado usaremos o principio de inducdo finita.
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Para um fixado &£ > 1, vamos considerar , por hipétese de inducdo, que

aukwi dukwl a?u!c—}, aﬁ.k-l
al'i ' dt ' 3@-8@-’ 83:1

e L3(0.T; L(IR))

eu1 e L>*{0,T;H). O caso k = 1 se refere a observagio acima. Para simplificarmos a

k-

notacho, fazemos w = u*~! e vamos considerar a equacdo da temperatura

7
%MA8+W-V5mg em (0,7) x IR?, (4.31)

e o seguinte lema:

Lema 4.18 Sejam g € L*(0.T;L*(IR*)), b € H'(IR®). Entdo a equacdo linearizada
(4.31) com condigdo inicial

8(0,z) = b(z) em IR®
tem uma Unice solucdo 8 e

o o
: 33:1 dt’ anal‘z

€ L2(0, T LA(IR%).

Demonstracgao: Para provar este lema nds utilizamos transformada de Fourier.
Podemos supor que b é identicamente nula, pois podemos fazer a mudanga de varidvel

# — 6 + w onde w é a solucdo da equacdo do calor

0 em (0,7 x R?,

|

!
>
>
5

E

w(0,z) = blr) em IR’

w — 0 quando |z — oc,

veja [36].
Definindo T = f exp(—1t) e substituindo em {4.31) nés obtemos o seguinte sistema:

aT
“é”"g‘"-l-T-—f_\.T—{—W-VTﬂG em (0,7) x IR*, (4.32)
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onde G = (g + w- Vu)exp(—t). Nés agora escrevemos

1 T ; QL
T(1) = o3 / Flag, o)™ 4oy da, (4.33)
1 ~ ] {0y
Glt.z) = W/G(ag,a)em@t‘ T degder, (4.34)
onde o = (o, 03), do = dojdosdas, ar = 3 oz, o = 3. af as integrais sio

avaliadas entre —oc < oy < 00, ¢ = 0, 1,2, 3. Substituindo (4.33)-(4.34) em (4.32) ndés

obtemos, para um fixado par (t,z}, a relacdo algébrica

F e G
o +o? + 1 +iaw(t )
portanto
1 Glog, a) o ;
T, z) = - / . — 0T dovndar. 4.3
(t.2) (27)? ) dog + o+ 1 +iaw(t, ) 0 (4.35)

Vamos definir a funcao © por

1

e, ) = -
(29, 0) iag + o + 1+ iaw(t, z)

e considerermnos as seguintes derivadas parciais:

o - »

oy - (icg +a? + 1+ 1aw(t, x))?
Q_Q _ 2&’;‘ -+ zuz(z‘ x)
da;  {iag + o+ 1 +iaw(t,x))?

para i = 1,2, 3 e as derivadas de ordem superior

Fe —2w;(t, z) + dicy
deday  (iap +a? + 1+ iaw(t, )
O 20204 + iws(t, x)) 205 + 1wyt )
o0y (g + @2 + 1+ taw(t, z))?
e 6120 4+ twi(t, 1)) (20 + (L, 2)
do00;000  (iog + a2 + 1+ iow(t,z)
820 320y +dwy(t, 1)) (20 + wy (1 1) ) (200 + it 2))
dodoy00 (iog + 02 + 1 + iaw(t, z)}*
5*e 241200+ tun (¢, 2)) (20 + tws(t, 2)) (205 + ws(E, z))

Berg o Doy Ocvg _ {iag + a? + 1 +iaw(t, z))3
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para ¢ = 1,2, 3.

Agora, a demonstra¢ac do lema segue do Lema de Marcinkiewicz de uma versao para
transformada de Fourier (veja [43]). Basicamente, o lema diz que: Seja ¢ definida sobre
todo espaco JR™ e pertencente a L™(IR™) e seja 5 sua transformada de Fourier e definimos

o operador

Ao = (;)g f 0(0)3(a)e ™ da

para alguma fun¢do ©. O lema relata que se as derivadas parciais mistas de © existem

até ordem 7 € se

entdo o operador Ag é limitado com dominio e imagem em L™ (JR™). Observemos que este
lema nos diz sobre a convergéncia da relacao integral {4.35) e por diferenciacio formal
sobre a féormula (4.35) nés concluimos que

96 db 5%
© Oz, dt’ Ox;0z,

€ LQ(O,T;ML.;?(.IR?’).).

[

Observe que 6 € H?(IR*) e portanto |6], estd bem definida para todo 2 < p < <.
Com o mesmo procedimento que fizemos para equacgao da temperatura, fazemos para a
equagio da velocidade mais a pressdo. Sejam v = exp(—~t)u, F = Tf, ¢ = mexp(~t),
onde T é a funcio obtida resolvendo a equacfo da temperatura. Agora, substituindo v

e gem

o
a—‘;—au+(w-V)u+vﬁ = 9f em (0,T) x %, (4.36)

diva = 0 em (0,T) x IR?, (4.37)
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obtemos:

%?—Fv—&v—iﬁ(w-V)v—FVq = Fem (0.T) x R (4.38)

divy = 0 em (0,7) x R*. (4.39)

Nds agora eSCreveros

1 . o
V(t, .”JZ') = Z‘(:)':—)—é f‘v’(&’g? Cx)eiaot-rmzd&gd&3
27
1 ~ topt+iar
q(t, I‘) = W q(ag, a')e ) d{:‘z{gd&’

e ainda
1 ~ o
F(t,z) = W /F(go,a)ew‘“t“mmdaoda,
FAISS

substituindo essas relagdes integrais em (4.38)-(4.39), nés obtemos o sistema algébrico
3 m—
(iag + & + 140 > wyog)i +iog = F,

i=1
3
E i@j"ﬁk = 0
J=i
e a solugao do sistema &
L kA 5 -
Ej—_ —Z Z_’;‘zi QJF?

o2

27 3 I
o Fi — oy ijl o F;

Qg(i&'o +at+1+ .7:2?:1 ’U}j{]{k)

T =

e assim, com o auxilio do Lema de Marcinkiewicz podemoes provar um resultado similar

ao que foi provado para a temperatura.
Lema 4.20 Sejam f € L2(0,00; L3(IR?)) e g € L*(0.00; LE(IR%)). Entdo
[ub(2)], + |85(0)]2 + /:(Wu*(s)|§+ |V6¥(s)[5) ds
< Clal; + [bl; + IQILQ(OW;Lg)) exp(C i 120 0 19))

parg todo t € [0,T] ¢ k > 0.
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Demonstracio: Multiplicando a equagio {4.24) por u* obtemos:

1d

3% ’uk‘z + v jVu’“‘i = (ka, u®),

Pelas desigualdades de Holder, Ladyzhenskaya e de Young nds obtemos:

St V|2 < L a4 0

2
19 if§

i3

Da mesma forma, para a equacgio da temperatura, obtemos:

E

g;gg +x| VO, < 2 |V8H; + C lglt.

B e

e portanto, fazendo u = min{v, x} segue que
— (W, +[6*13) = ul[ V| + | VL)) < UL E5 + [9f2)
agora, integrando de 0 até ¢ obtemos

()], + )]s + u/ (|Vub(s)ls + V8 (s)/2) ds

i
| 2
< a2+ b2+ C’]g%LQ(O soind) T C/ 105 (s) ] [E(s)[% ds
1 1 0

o resultado segue pelo Lema de Gronwall. - . nm

Aplicando o operador divergente em (4.24) segue que
—Arf = div ((u*! - V)t — %)

desde que 7* é tinica a menos de constante, nés assumimos, sem perdas de generalidades,

que a pressio 7* é determinada pela condicéo suplementar

lim 7*(¢t,z) = 0.

lz|l—oc

Consideremos a decomposicdo 7% = #¥ + 7% onde

—ArF = (uF=tuhy,

d
~Arf = Z@xiwkﬁ)'
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Usando a teoria de Calderon-Zygmund (veja [59]), o Teorema de Hardy-Littlewood-
Sobolev (veja [37]) e a desigualdade de Holder é possivel demonstrarmos o seguinte lema:

Lema 4.21 Seja £ € L*(IR®) e (u*.6%), satisfozendo (4.24)-(4.30). Entio valem as

segquintes estimativas:

I
O
&,
i

o 1| (4.40)
. < Cioff|, (4.41)
para todo k =~ 1.

O prozimo lema é uma importante ferramenta para os resultados que virde a sequir.
Lema 4.22 Sejam f € L*(0,00: L3{(IR?)) N L*(0, 0c; L¥(R*)NLY(0, oc: LR, g €
L3{0, 00, LS(IR)) N L2(0, oc; LHR*)) N LY(0, 00; LSRN, a € HNLS(R?), be LA (R*) N

LS(IR®). Entdo valem as sequintes desigualdades diferenciais

d, k16 21 k|8 k=114 k6 kg L4 5
—uflg = CAT uf|o < Ol g+ 1R ufg + J0FE | [ut ) (4a2)
[+
o Lo oot <ot |
il 0%, < Clgls 167, - (4.43)

onde A, ji¢ definida anteriormente, € uma constante gue independe de k.
Demonstragao: Vamos considerar a i-ésima componente da equacdo (4.24), multi-
4 . §
plicarmos por |uf| uf e integrarmos em IR®. Usando o fato que ((u*~1-V)uf, !qu4 uf) =0

(veja Lema 4.2) obtemos:

k ’Tk ) g
/ %luf§4ufdx~y/ At b dx=— [ 9 [ug‘*ude/ 6 f, 1t |* uf d.
"3 dt 5 R3 RS 51131 i

Consideremos as identidades:

&
duz‘ékl*i bay — L9k
4 - i 4 2
—v [ Awufluf T uldx = sv [ Wb [VE] dx

o/ IR3 R3
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usando integragac por partes, as desigualdades de Holder, Young e a estimativa (4.31),

nos obtemos

811 Cok 4 3u’“5
7 d = 5 kL ki 25
Rsaxi [ualu X 3[1}237 05 | ,&’Eiidx
< %v/ |uf] fVukfg dx + 5v lf Jufgéiﬂ*féz dx
fire Re
—:-5z/“1/ [ufﬁf’r;? dx
IS
< %i/f fuff[Vuﬂ dx + 5v 1/ !ukﬁj |” dx
IR3
3T C [u us’e)kfﬁ

Por Hblder nds obitemos:

0% i |uf|* ul dx < |6°8) .
w3

Usando as estimativas acima segue que

W i k4 e = -1 B4 k|2 Lo, il k| ghel?
Gdt} }a+ /Hséui? VilTdx < 5w / | (mE] de BT O g6

Agora, usando as desigualdades de Holder , Young, Ladyzhenskaya com f = qu[z ¥ ea

estimativa (4.40) segue que

kl | k(2 Lkt k12 k"?’ ik
fJRg'uz!fﬁl dx < Fui[ml"lig g 3[ J
< (e ) Ju (/ Juf|* | x)?
) g4 4
= ZV/;RgE TVl dx»+C; u ’5
portanto
1d

16 4 2 5 I
Tty Ot 160, + w14
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Agora, usando a desigualdade de Sobolev
Cluf|S, < f uf]* Vb dx
r

e a desigualdade de interpolagao

Ar kl E
6 = [Yily U 18
obtemos

2g6

4 a1 k|8
/ [ [Vt dx > CA72 fub]
3
Agora, somando em 1, segue que

1d

oo lufle AT QZS o < CCOu gt o[04 + [T 6% )

=1

Usando a desigualdade de Holder para os espago das sequéncias [P(N),comp=4eq= 5;’;

obtemos:
3 ) 3
i i i 8.3
=1 Jelfg <350 luflo)?
i=z} - 53
e portanto
AL
Clufl <
assim, obtemos:
E_Ef'_; k16 +CA? k53<c(] 1;4‘ ki '9kf§2] K1Y ighe] gkl
6dt! 6 T 6 W g T P |s+§ [szu \s)

Por outro lado, multiplicando a equagio (4.27) por |6* f@’ﬂ integrando em IR® e

usando o fato que [ (WF™! - VO*) [6%* 9F dx = 0 segue que

1 6§ . ,
i !Qkia—é—axfﬂs 6% " ver]” dx < /]nglef“f@" < lgl; |6°]7 ax.
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Lema 4.23 Suponhamos que valemn as hipdteses do Lema 4.22. Entdo, existe Ty > 0,
tal que

[u ()], +10°(8)], = C Yte(0,Ty
i 4
/([ 1 |9‘» G AT < CM ¥ itel0,T)
It
para todo k > 1.

Demonstracgdo: De (4.42) e {4.43) e pelo fatos que

 d

%
Lo =36t L o
e
d oy ks _ - !c E
—d- Eu s = 16 et f
podemos obter por simples célculo que
ld gz CA”” Vol T I PLICR P P LR VY I
g [W'le  CA ol < OO ol + [0, + 10°8] ol
e
lf-i;'ek[ +CLAT O < Clgl |67,
2dt 6
portanto
igkl2y - 4 {
L+ 04 - CaT |+ o4
12 2 C ;
< OO It 6421+ (048] ] + 04
1141 2. ; i 2
< C(‘uk 1%6 FukJ’aT [f§§J9k|6+[f§L°¢(m3) ]E}ﬂ |fiLm(1R3) u ’6 i Qasff; !6)
Cy o i ppid - i . : 3
< ..?:...4 E(nglﬁ*ihluk%é)*%*c(]uk 1%2!uki§+‘42 iff§+-421fiimm3)+a4§ lg13)

agora, integrando de U até s e usando o0 Lema de Gronwall segue que
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C
5)16 |8k + 21 A~ J/C lu Lgk(ﬂ‘e‘)d"
< Cllafg + bl + 4° a0z (4.44)
iu'““'"
+47 Elrzom=) + A8 |L§’OTL°‘)ECI

Seguinde os mesmos raciocinio feito para obter a estimativa {4.44), podemos usar

(4.17)-(4.23) para mostrarmos que

: 712 2
lu H‘“Ooo Iy ™ ‘ Oil"ﬂ'()ccﬁ) S CM = CUais + [blﬁ + ‘QELI(D,DC:LS})

+ exp(C(if] . 0.00:28) T El 11000000y T |91, (0,00: 15 )-
( } { J )

Portanto, tomemos I tal que

(kmﬂhﬁ+wf+Aﬂﬁwwu%+Aﬂmﬂwﬁm+A§m4 T, <CM

L3(0,1L5)

assim, usando o principio de inducdo finita e a estimativa {4.44), é ficil de mostrarmos
que

t
/sukjﬁ |6*Fydr < CM Ve[0T
0

o que nos faz concluir por (4.44) que

()], + 167 (1), < C Vi€ 0Tl

Lema 4.24 Se as hipdteses do Lema 4.22 valem, e se existern duas constantes Ci, Cs

independentes de a, b e £, as quais satisfazem

2

Miia2 2 : . A2 ‘ i x
A1 (fafs + [blg + Al g 7oy + A [l L2g ooy + A s ran) =M
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entdo, vale as estimativas
ut ()|, + F )|, <C Viz0, YE>1 (4.45)
e ainda
oG
f (u*@);+ 0¥ ) [dt<C YE>1. (4.46)
0
Demonstragao: Usando a estimativa (4.44)
k k o (M dr
"LI ( [ |9 ( 4 f ([)Js)dt
< CC(lal; fflm,f;m (4.47)
4 L 4% SR P RN
portanto
fo(!uk('r P G (r )[:)d'r
< A*Clalg + (b5 + A% 1F] oo e, (4.48)

L A2 selgre1 ]t k-1 %y r

TA. _l_fiL?(o,T;Lm} +A igELB'(OTLS)) Cfa\igk_ *h - i}s)d

agora, utilizando a hipdtese que
2 Co M | 2 24 2
A C € (a Eb! -~ A ﬂL“ (0.7:L3) ——A [f‘Lz (0.1 F 4 A% !g%L%{O1T;L6)) < AM

WO+ ) de< M. H

O resultado segue por indugdo finita, assumindo que fo

Lema 4.25 Sejam ay. as, &, 5 > 0. Se z(t) satisfaz

dzx
— o< a1+t V>,

dt
entic
() <Co(1+8)°Yix>1
onde s = min{}, 5}, Co = max{z(1), 2T, 5}
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Demonstracao: veja [20]. N

Lema 4.26 Suponha que sdo validas as hipdteses do Lema 4.24. Se |f(t)]§—i—§f(t)|Lm{R3)+

lg{t)]s < C{1 + )7 para alguma constante C, a > 0, entdo

@< c+ Ve (4.49)

com 3 = min{3, fa}

Demonstracao: Vamos definir
IILENR L ke
y(t) = (ju| + |8 |6)exp(-C lu (T)16d7)
0

Usando as estimativas (4.42)-(4.43), segue que

d C

GVt FATE)
< Cexpl c[ i )(éu’f“l‘éiukéi
68 115 utfy + | %Lw(mlﬁ‘“iﬁJu’“\Z (4:50)
+ gl [9%]g — 1w G (b + 6 )
< CHBEY () + UL e iny + 190)]e)yE (1)

Lafno

A

CUEDIS + £ ey + 19(8)6)y3 (2).

Vamos supor por hipdtese de inducio finita que y(t) < Cp(l +¢)"% com C,, > 0 e

Bm >0, me N,e 5 =0. Agora, usando o Lema 4.25 segue que

Y(t) < Crnaq (1 + ) Pms
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onde Fmaq = min{3, 2—%%} e Crpur = ACE ese m — o0, By — min{3, 2} e limsup,, Cr <

A%, Logo

[uk(i)ég—é—ié?k(t)!: < exp(C §uk"1]§d7’)y(t)

4.2.1 Prova dos principais teoremas

Demonstragao: (do Teorema 4.12) por definicdo de |-|.., |-| ;-1 ¢ usando as equagdes

(4.24) e (4.27), segue que

D 2 sup cvnut - (Yt T iy 5|
PoUL gy [vipy=1 |

= = sup < A0 —u" T VR4 g 0w s

-1 u], 1=l
H | )

olhando cada parcela em separado e, em seguida, usando a desigualdade de Hdélder obte-

mos:
sup | < vAuf, v >| <v|VeF|,,
vl =1
e ainda
2 out |
- L out
sup |< (0¥ ViuF v < sup Z f uf~t Ly, dx|
vig=1 vly=L ooy 1 ms dx;
3 ‘
dv; | |
< sup 5 / ub =L dx
%vlvzl ig=1 B3 axg ‘

< s [0t ] (9,

1 1
k=12 | k=117 | k]
< Clu 2 Iu ‘6 Ju s
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usando a desigualdade de Ladyzhenskaya segue que

sup |< 6, v > < sup Ileﬁlﬂgévga_{Cl@késlﬂg
o 3 61018

vy =1

Vip=

Agora, usando o Lema 4.23 e o fato que Vu* € L?(0, Ty; L*(IR?)) segue que

i
‘*-gg«? < (' uniformemente em k (4.51)
| L
e com raciocinio andlogo segue que

|dé*
dt

< C uniformemente em k. {4.52)
|20, Th; 1)

Agora, usando os resultados dos Lemas 4.22 e 4.23 e as estimativas (4.51} e (4.

nés assegurarnos que existe um par (u, 8), tais que

o u€ L0, Ty LR N H), Va € L*(0, To.L*(R?)), & e L*(0, Tp; V™)
o §e L>(0,To; LS(R®) N L*(IR%)), V8 € L*(0,To,L*(IR%)), & € L*(0, To; H)

e um par de subseqliéncias que denotaremos também por (u*,#%) tais que

v — uem L®(0,Ty; L5(R*) N H) fraca estrela,
duk du 2 - 3 4
— T oem L7(0, Ty; V*) fracamente, (4.53)
Vu* — Vuem L*(0,Ty; L2(IR®)) fracamente,
e ainda
6% — #em L0, Tpy; LS(IR®) N L2(IR®)) fraca estrela,
dg® dg
- — = em L*(0, Ty H™') fracamente, (4.54)

Ve — V@em L*0, Ty L*(IR®)) fracamente,
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Tomemos ¢ € C(0,T5: CF%,) e v € C(0,T;C), com ¢(Ty) = 0 e (1) = 0. Seja
suppé = {suporte de ¢} C [0,Tp] x Q e suppy: C [0, Ty] x 2 para algum conjunto limitado

Q2 . Consideremos a inclusdo compacta
HY Q) = L*(Q)

Aplicando o resultado de compacidade de Lions ([39], Cap. 1) ou de Temam (60}, Cap.

3), nés concluimos que

vt — uem L2(0,Ty; L*Q)) fortemente (4.55)

8% — 0 em L?(0,Tp; L*(Q)) fortemente (4.56)

Nés agora multiplicamos (4.24) por ¢ e integramos em [0, 7] x JR® e da mesma forma,

multiplicamos (4.27) por ¢ e integramos em [0, Ty] x IR* para obtermos:
o d(}b

/ / (W — — vVu* . Vo + ! V)V u)dxdt
0 w3 dt

Iy
—-«»m/aqb da:w/fQ’“f $dxdt,
R3 IR3

Ty
/ ] kdq“ — XV Vg (0 V)t dxdr
R3

i
= - b@i‘(O)dx—/ / gy dxdt.
IR g R3

Por causa que C* ([0, To}; %) e C°° ({0, Ty]; C5°) sao densos em Wy (Qr, ), usando (4.51)-
(4.56), nés podemos provar, através de argumentos conhecidos, que o limite (u,d) de

(u*, %) é a unica solugdo generalizada de (4.1)-(4.7), e ainda
(u(-,1),60(-,1)) = (a,b) em L*{R*) quando t — 07,

|
Demonstragao: (do Teorema 4.13) Se |ajg+/b[2+42 [f] 1 0.p0+ A2 1] 20 soizoe) T

Z gl 4 ¢ dado, supondo A < 1. Para obtermos a estimativa da hipdtese do Lema
L3{0,00;L5)



4.3 TAXA DE DECRESCIMENTO PARA A SOLUCAO FORTE 73

4.24, nés necessitamos que

M

2 i -1, -Ca M
o T100e T Waorieey T 1 li2orizey 11908 0 sy

onde

i s 2 s 2 | i : - i !
M = (|alg -+ [blg + IgiLl(O,oc;Lﬁ}) * exp(C’(If%L?(Om;ng + lfng(G,oo:L"C} i |9§L%{o,m;L6}))'

Assim nds fazemos A; = min{l, Ag}.
Ag e ec€;f§i2<0~w:L3>‘;"9’§Li(o,oc;z.%)(| |2 - “}32 A+ ‘ ) 4 dad ‘o L.
Agora, s Y {als o + 19l 0,002 € dado, nds fazemos

1 =1 2C§f| : lﬁ""l; { L2 ial2 | ini?
éo = min{1, C7 W izamess irams2) (af? + b3 + |g

L;(g’w:ng)ge—cz, onde (5, O,
nao dependem de a, b. f e g. Entdo, as hipdteses do Teorema 4.13 garantem as hipdteses
do Lema 4.24 e portanto valem as estimativas (4.45) e {4.46).

Agora, fazendo uso da estimativa global (4.45) e {4.46) no lugar da estimativa local,
a prova do Teorema 4.13 ¢ similar como foi feito na prova do Teorema 4.12.

Usando as estimativas de decaimento do Lema 4.26 e a semi-continuidade fraca inferior

 danorina; existe uma subseqiiéneia de (1", 6%), gue iremos denotar ¢oni ¢ mesmo fiidice

k, tal que
6 6 s el k|6 kg8
u(ig+ 100l < lim inf(ju*(#)|; +10°()]o)
< )]+l < ceo
para todo t = 1. n

4.3 Taxa de decrescimento para a solucao forte

Estd secao tem como objetivo obter taxas de decrescimento das derivadas parciais espa-

cials e temporais da solucéo forte do problema de Cauchy para o sistema de Boussinesq
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(4.1)-(4.7) e no que segue, por questdes de simplificacio, faremos a forca g identicamente
nula. Consideremos também duas seqiiéncias de funcdes a* € C5%(IR?) e b* & C§°(IR?)

tals que

a* — aem L3R fortemente,

¥ — bem L*(IR®) fortemente,

¢ ainda

A seguir, consideremos uma segiiéncia de problemas de Cauchy de sisternas de Boussi-

nesq linearizados:

au{] i} (¢ N 3 jud
el vOAuw +Vr = 0Oem (0,7) x R, (4.57}
divu’ = 0Oem (0,7) x R®, (4.58)
v’ — 0 quando |z| = o, (4.59)

a6° o . 5

“"é%“ - Xég = {em (0 T) x IR s (460)
¢° — 0 quando |z] — oo, (4.61)
u’(0,r) = a%x) em R (4.62)

6°(0,z) = x)em R’ (4.63)
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e
k
% —vAu® + (W Wk - vrt
div u®
o
99" k k-1 k-1
"'é'{‘ DAY, + 1 - V4
Q}C
u*(0. z)
8% (0, x)
para k£ > 1.

0¥ 'f em (0,7) x R®,
0em (0,7) x IR,

0 quando |z| — oo,
Gem (0,7) x IR,

0 quando |z — o0,
a*(z) em IR®,

b (x) em IR®

Lema 4.27 Para a fungio pressio m® vale a sequinte estimativa:

(Vr*| < C (- Viuhtt = 05|

para } <1 < oo, k> 0.

(4.64)

(4.66)

Desde que 7° ¢ Unica a menos de constantes, nés assumimos, sem perdas de genera-

lidades, que a pressio 7* é determinada pela condicio suplementar:

lim 7*(t,2) = 0.

|zl oo

A estimativa do Lema 4.27 segue do fato que

~A7F = div ((u*! V)uF T £ g5 em R

e da desigualdade de Calderon-Zygmund.

Vamos definir a funcdo B : [R™ x IRY — IR com a lei de formacio

I
Blz.y) = / (1— s)'s" " ds,
0
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também conhecida como fungdo Beta.

Notemos que

1 1

f2(1 — g s ds < / (1-38) s ds < 2/2 ¥ ds = 3(}-):* (4.72)
0 0 2

[

0

b
-

S

(5 (473)

1 . 1
/ (1— )" 1" ds < J/ (1-s¥1s7lds < 2f2(2 — )i lds =
: 0 0

@ ey

2

logo, pelas estimativas (4.72) e (4.73), a funcdo B estd bem definida.
Vamos analisar as seguintes integrais cujas convergéncias serdo importantes para es-

timativas que irao surgir nesta segao.

L]
Lz [T =1_3 =3_3 .3 1 Zi_5 =3,3 .3
#1735 (5_5)2 Trig 2 T2 Hds = (i_.w)z FESWTIN 2r1"’“2qdwu}3($’y)
0 0
1 3. ~1 3 3 T
=12 =l 2oy 3 Lol
ondey =3 —gocomr >3er =G5 +5-+5 com -+ o>
L]

1
Oﬂd@y”—“z"f“%el‘mi.

[
a\;
Ik
T—_
|
N
.hE(E‘
[
=L,
j=l
V!

il
\NW
gy
]
&

’“Icl;
&
.&IJJ
jo N
&
I
IS ]
PO | e

onde r =

i fpes
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Seja agora ['y(t, z) a solugdo fundamental da equacio do calor em IR?, ie.,

-3 ——|z§2

Tult,z) = (dymt) TeTor

Entdo a solugdo {(u® #%) do sistema de Boussinesq linearizado (4.64)-(4.70) pode ser

expressa como:

uE(E7) = / L (t,2: 0, y)ak(y) dy
R

4 3 e aul_w—l
— I"U , T8, b ) i . .
[ [ rtaien w0 St avas

=1 i

s

o

i ,.[.k
- f [ Ly (6, 58, 5) 2(s, ) dy ds + (4.74)
0 IRB @ZEE

A
// Lo (t, z; 5, 9)6% (s, y) fi(s,y) dy ds
4] IR®

0h(t.2) = [ Tiltm0.y)0)dy
R3

"t _ a@kwl ]
_/O fﬁgrx(?ﬁfﬁC;S:y}Zuﬁ 1(3:y) aﬂ;‘j (S,y)dyds (4.70)

g=1
para maiores detalhes veja [36].
A definica@o de sclugao forte do problema de Cauchy para o sistema de Boussinesq em

LP(0, 00; LI(IR?)) N L®{0, 00; L3{IR®)) é dada a seguir:

Definigao 4.28 O par (u,8) € chamado de solucdo forte em LP(0, oc; LY(IR?))NL* (0, 0o; L3 (IR?))
LP{0, o0; LI(IR?)) N L>=(0, 00; L3 IR?)) do sistema (4.1)-(4.7), se u € LP(0, 00; L4(IR®)) N

L0, 00; LE(IR?)), divu = 0, § € LP(0,0c; LI(IR%)) n L=(0, 00; L3{IR?)) para algum
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p>2eq>3 e satisfazendo

gde ) d
/ f (u-m(’?——‘ru-élgo—i-(u-ch)u)dzdt = w—/ a-o(0,z)dr
0 Jrre dit "3

+/!/9ﬂ¢@ﬁ
0 IR3

para toda @ € CG°(0, 001 C35(R?)) e ainda

/ / (9—;;—/ + 800 + (a - Vil dodt = — bi{0, ) dx
o Jme

mns

para toda v € CFF(0, 00; CEE(IR?)).

Lema 4.29 Sejam a € L3{IR%), b € L3(IR%), £, < Cot-l‘;%(ja%S + [bly), IVE], <
C{Bz“%“"”f&ua[g«é«}bls); onde a constante Cy € independente det eq. Se C*Coljal,+1bl,) <1

para alguma constante C*, entdo

ER (] +[6%] ) < CColjal, + 1bly), (4.76)

3
2

ER(va], = V64 < CCollal; + [bl) @)

para 3 <g<oe,t>0ek >0,

Demonstracao: Vamos mostrar o lema, usando o principio de inducdo finita. Defi-

nimos

1= (] 48]

12 i
Jg =t7H ([ Vu] + |V ).

Para o caso k = 0 observamos que

U-?(t, 112‘)

I

f Lu(t,2:0,9)al(y} dy
IR

0 . Gy, v
0°(t, 2) [R (t3:0,9)9(y) d
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sio solucoes de (4.57)-(4.63) com V7 = 0. Usando a desigualdade de Young para a

convolucéo com a solucao fundamental obtemos:

0 = TL(t2:0,9)a(y) dy ! < (dvrt)F(] el gy )5 < CtTH Jal,
i qu } P ? e 1R3 G |4 i3

i

], = UB Dt 220,10 (y) ]

\Iy

TR dy)r W), < CrT T B,

< (At T
q_(xf) (/133

Agora, usando a estimativa

0 =da—g?
‘3:(:}? {t,z; 0, y)i<Cf P
segue que
!6@5?; |/ —e—yi? |
| < Ccrt et lad(y)| dy
iax? fg | R ' ( ‘ yiq
e portanto
| Ouf ~1+2
L
1 tig

com raciocinio andlogo para a temperatura podemos mostrar que

| 66"
} dx;

< Ot b,
q

e portanto as estimativas (4.76)-(4.77) sio validas para k = 0.
Vamos assumir por hipdtese de indugio que as estimativas (4.76)-(4.77) sdo vilidas
para k£ — 1. Usando a desigualdade de Young para a convolucdo com a solucio funda-

mental, podemos estimar as parcelas de (4.74) da seguinte forma:

! —lz—y? Lo s1.3
| | Ttmoatm)dy) < v / 5 dy) o], < CrFTE |k,
L we i J g2 ’ '

onde % + % =1+ é« Novamente usando a desigualdade de Young segue que
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1,1
onde;“rg

1A

(A

IN

e ainda

= 1+ ;. Agora, usando (4.71) segue que

G3-1) 3’“'k§
C (ziws)_? E —1 ds
o ;@z:i 9
i
C [ (=) FE (@ vk, - |65 )ds
: |
e
CC2lal; + bl,)% 5% + CCy(lal, + bl,) / (t— sy PPt i1
0

3

CCq(lal; + 25!3)%—%—‘;—%

‘ t
i/o /IR Lyt 255, 1)0" (s,0) fils, ) dydg%

IN

¢ 1
C [ (t=s TG0 g1 as
Q

(X1

IA

3 2 ! =2
CC2t™1* % (Jal, + fb[3)-/ (1 — w)
9
< CC3T 5 (lal + (b],)%.

D

)

t : Auk1 |
TU .18, k:‘—l i i d ?d
e ( ; y);uj (Sy) axj (S y) yds
g
< k1]
=% iz yl2p L] au
- T T P !?—1 i N
< C/ éVﬂ{t S (/;Rse Zt d'\f)p izuj (Sjy) ij )ds
f7=1 L
& Py
FlE-0 - ou;
< C[(t——s):ﬂ: “;ZU? (s, y) v { i
=1 i ,

< C/ i— 5’ _2éf% é'} 1:—1;4 JVu’““if ds
= Cf (t = s)F s dr e i ki

0

; 257 . m3.3 3
< CC(laly + [bly)"t 7% f (1 -w) T Fw tdw

0

< CCilal, + |bly)™ 57 %

g

-3

wT dw
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Portanto

wH()|, < O+ (Collal, + [bly) + CEllal; + (bly)?).

Da mesma forma, podemos obter estimativa andloga para ‘Sk(t)i

g’
Agora, derivando a expressdo (4.74) e usando o fato que
9 | 2(m; — yz) E —p i
—TI ({8, < 7(t —8))7 e D=
D esy < (G )

— AT~ 12

C(t —5) 2wy

EA

para i = 1,2, 3 e alguma constante A > (, segue que

A
ia.&’}[

=2z —y? ;
et [af(y)] dy,
R3 P

o321 | L R N .
Ct*7257¢) |of | = O™ % al,

It z:0,9)af(y)dy| < Ct*
3

g

AN

da mesma forma obtemos:

i=1 l,
t omgl? | k1]
ey 1 o
< 0 [ - FETant Yt
L o
¢ 3 k=1
9w Bf1ei 1L _ 0w
< Cf (t-s) e N b s
0 : Jz
J=1 4 ]2

t -
< cc§<|aig+|553)2f(t_sym%sm%ds

G

'
< CC(al, + |bl,)? f (1 ) E s

G

2 RIS B : JEHE- - R
< CCgl{lal; + [bl;)t7 7= (1 —~w) s 2y ads
0

< CCijal + b2t %
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e ainda
L8 t g B ’
f— Tt
iazefo/mS { xsy)a 2(5 y)dxdsgq
't 1 114 i 5 ,"F"l|
< C <t~s)“f“%%“?'(%ZU?'1§? |+ |65t ]) ds
o Ejii Ij il
b
<cf (t = ) D (jub 1| [ vub 4 (6518, ds (4.78)
t N
< O f (1 o) HHT DTS I S (UL 1 Cglal, + 1Bl T5Y) ds
0
1 1 -3 i1
< CCi(laly + bl % f (1—w) i F w504y
G

onde !+ % = 3, pelo uso da desigualdade de Hélder e 7 > 3 com & + i 3, para que

possamos garantir a convergéncia da ultima integral em (4.78). Por ultimo, obtemos:

o[ 15 gl
5};[] /mfu(t,x,s,y)@ fid}-dSE

g

4
S C/ (t"'-" 5)—%%—%(5“?) ‘kalfiélds.
0

Seguindo os mesmos passos para a equacao da temperatura, podemos faciliente mostrar

que

TE < Collaly + ibly) + CC2(lal, + [bly)?

< 2Cq(lal; + [B)).
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Para ¢ = oc podemos seguir de forma andloga ao que foi feito acima para obtermos:

1
I Cllaly+ Bly) = Ot [ (0= o) =] (Tusl], + 96571 )ds

+C¢%J£ (t - 8)

i -
Cllal, + b)) + C13 f (t — )T sTTEgTITE[IT o1y
0

T 047, 18], ds

A

t
O3 f (t — 3}:5%5:53'_28_1+%ff_100(‘a|3 + [bi,)ds
0

AN

1
Cllaly +1bly) + CC3(aly + b5} [ (1= w)FuTau
0

IA

Cllaly + [bl3) + CC3([al; + 1bl3)"

De forma andloga nds cbtemos a estimativa para J&. u

Lema 4.30 Sejom a € LY(R°), b € L*(R%) e [f| < C@tﬁlﬁm([a[ + [bl3), [VE], <
ng“%“é“”é%(;aksj + 1bl3). Se C*Co(lal; + [b]y) < 1 para alguma constanie C*, entdo para

3< g < oc, aestimative

N
}8:1:;83:3 .

! < +
BCC,gaiC:“ ) 20@“3[3 ‘bl )

o
§
i
ko
o
il
-
L

vale uniformemente em k.

Demonstracao: As identidades (4.74) e (4.75) podem ser escritas da forma:

3 !
uf(t,z) = I, (¢t - k-1¢
ur(t, z) /1;23 Ltz 0,9)af () dy //1R3 (t.z:8,9) J-ZE;UJ (s,4) 8%{3;)
ok g1 )
311( y) — 0" (s, y) fi(s.y)) dy ds
3 k-z
- / | a3 (s,4)) dy ds
% IR3 =1 j
ar®

T (s,y) = 05 (s, y) fils.y)) dy ds



4. O PROBLEMA DE CAUCHY

e para a temperatura:

3
ok (t, x :/ 30,1305 (y) d\—// (s, wkb (s,
(t,z) e . y;j y
3

_ f i

t n
o6
I (t, x; s, uk =t (s, s, y)dvds,
/IR3 N @/)Z ¥ (s,9) azj(,y) ¥ as,
nés fazemos essas decomposigoes para podermos controlar as integrais envolvidas nos

(5 y) dy ds

M0

=i

calculos a seguir. Agora, notemos que

;2

—3)

D (taisy) = (dvr(t—s)T e,
ar,(t,z;s,y)  =2(x —y) .
@x; - 4}/(1‘)_ . S) Fi/(t?‘rt 'S:y):
T, (t, z;8,y) (z; — y)(z — )
. L3 8, _ ‘ . £
B0z, (vt —9))2 Lot zis,y) sel#
e ainda
82fu(t« x5 s, y) -2 4( yl) -
: = otz s, — . = ]
522 =3 (,x,s,y)—}—zl( (ﬁ_s))T(txsy) sel=j

Faremos o caso em que [ = j (para o caso em que [ # j as contas sdo andlogas). Notemos

também que a estimativa

5 . S - ..2.
T;—y;)° =lzmy eyl
_(....‘?__g.‘?_);_e Gpflt—g) < e (t—3}
-3 -

é valida para alguma constante A > 0.
Faremos as estimativas separadamente e usaremos as propriedades de derivacao do
produto de convolugdo para controlarmos as integrais envolvidas. Usando a desigualdade

de Young segue que

L. .
}ma_:;?/j;zg f/(t*roy)az(y)dy

‘q
— 2
< ff ot 230, y)af (y) + wfu(t, z; Ggy)af(y))dy%
‘ 4
iz eyl i
<t / o(t,2:0,y)af (y) dy| +1¢73 f e =T |ak ()| v
g " ig
< Ot jal,
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com 0 mesmo raciocinio, temos:

-1 |

3
a$/f3 tz:syZu?lsy (y)dE
! I 7=1 EQ
< c/g'(z_s)—r%%*“yuk H |Vutl), ds

4
da mesma forma seguem as estimativa envolvendo f0‘2 . Por outro lado:

& ’ 2 k Hutt 1
.t xs, 1o 5 . ]
6%2/% /\1}'23 V( ;5.3,@!)2%3 (S,Q) an (S,y)d} d_sg

J=1 g
‘ =AMz—y|? 7, Jult
< 1 o ~2§/ /\:—s I P i
) - q
¢ . 2 k-1
< ¢ [lamortqva v, e 22 s
L e
s T
< CCllal, + ol i f (1= w)F w2 Hdu
3
L 2 k-1 |
+CCoflaly +1b )f {1 — w)Tw " %dw sup "35”‘“5358 u2 (s)]
3 L] 9 %
Da mesma forma:
axz f /1;{3 t -7: 8 y 2 d‘ dSJ
iq
< [ 5.2 [ Lo(t, xss,y)Var dv ds
3 l iq
¢ h—1
< O (-9 (u*t. V)bl + % f!
¢ !63); ‘ gz, gq
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e, por ultimo,

k-1
8371//%33 (t, x; 5,8 fzdxds
C/ tﬁ_sm2§[ Mas~w 9"911
i( ) 'RS Z&c; fi)d

C’/ tms"%

1
CC2(Jal, + |bly)% m—f (1= w)Fw > S du,

2

(A

1A

veEtl if] +§9k~iggwfi}m)ds

el g

IA

a demonstracao do Lema segue das estirnativas acima. |

Lema 4.31 Sejam a € L3(IR*), b ¢ L*(IR®) e fl, < ng‘“i"f"”(‘.‘.@i[3 + {bly), [VE],
Cog“%"i“';‘q( al; +18ly). Se M(laly, + 1bl;) < 1 para alguma constante M, entdo para 3 <

g < o0, as estimativas

(&N
Koo

(Vak| < Cllal, + [by)? (4.79)

Eals bl,) + Cllal; -+ 15’3)2 (4.80)

T
11
|
o
Kl
PN

valem uniformemente em k.

Demonstracao: A demonstragio segue dos Lemas 4.27, 4.29 e 4.30 e dos fatos que

ou k k-1 k—1 k -
"é?'mlfﬁu —(IJ. -V)u -V -§-9k lf
e
ol
a_ e X&gﬁc - ukwl . ng“’l

A seguir, enunciamos o nosso principal resultado.
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Teorema 4.32 Sejam a € LI{IR*), b € L*(IR°) e |f], < Cot_l‘*%(%a[g + [bly). [VE], £
Cot_%+§5(§a§3 -+ |bly). Entdo existe wma constante positiva & tal gue, se (Jaj, + b)) <z,

existe uma unice solucdo (w.0) para (4.1)-(4.7), a qual satisfaz:

ti7%u € BC(0,5); LYRY),
£37%6 < BC([0,00); LURY),
t17% [Vu| € BC([0,0c); LY(RY),
7% |V6| € BC([0,00): LYRY)),
pora 3 < g < oC € winda
r—ii Fu | BC([0, oc); LY(R?)),
et | O 0z; | ‘ ’

ss x| 3% | o B
1575 Z| ——| € BC([0,50); LY(IRY)),
1% |V e BO(0,00); LU(RY),

t27% —— € BC([0,00); L(R%)),

pare 3 < g < o<

Demonstracao: Usando o Lema 4.29 com ¢ = 3, obtemos:

[u¥ |, + 6%, < Cllal, + [b],)

[Vut|, + | V6F], < Ct%(|al, -+ |bl,)
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logo, para 1 << p < 2 € ficil de verificar que

£%°(0, 00 LY(IR),

v
D

0 e L0, 0c; L3 RY)),

Vot e IF

loe

(0. 00 L3(I)),

VO e LZ (0,00 L3(RY).

loc

Sejam g e ¢" tais que ; + .- = 1 e consideremos agora as seguintes estimativas:

sup [< Au v >l < sup ;wﬂgﬁ% P !vuk[q:
- Fyrd = '

gviw.é,q‘ =1 Vi g =1

~ I ouh1
sup < (Vi v > < sup Zﬁ/ uk-l 3‘7 v; dx
Vg =t Mlyem=1 755 [ 12 T
i
. 0
< s Y[ wrtgisid
Miypre =157 WS *
—— ] . Q
< sup “ﬁk i; Jivvi < ][Uk 12{
v | oe= g lq
‘ |V§"l’q +
o)
(&1
sup E< V'ﬁ“k,v>§ < !’ka!
V] s =1 ’

agora, usando as desigualdades de Hélder e Sobolev, obtemos também:

sup | < & v >1§ < sup |07 5 v] w

Wigyrge =1 Wy 1ee =1 s
Wéq ‘WD @
— i —1pi
< C osup |05 [V, =C|0*'f| 4,
EVEWLg‘ =1 g3 ' g+3
2

desta forma, recorrendo para a expressao (4.74), usando novamente as desigualdades de

¥

Sobolev ¢ Holder, segue que



4.3 TAXA DE DECRESCIMENTO PARA A SOLUCAO FORTE 89

]auki . E 525 s ; 3 :
1—3?i S gVuk§q~i-éiuk_l§ ; +17k!q+c§9k—lfg_§q_
W1 i Yg ; g3
[Tkl 1 lai=112] oAk k—ig]
S EVU ;qLEVﬁl ‘ ;i‘L i lvli Ei{% -5-6‘9 fja—iﬁg
: g+32 ' N

< gvu%q +C a7, §Vuk-‘i§q +Clg*, If,

usando raciocinio andlogo para a temperatura 6%, é ficil mostrar que

<Ot

E_: b

T

| OuF | ‘ ‘@9’“

L Ot LW La(R?) a1 (W —L.a(jR3)

Portanto, para 1 < r < =% segue que

2q—3
k

% e L7,.(0,00; WM(R),
gk

%? € L7 (0,00, W H(R*)

3

loc

Usando a inclusdo compacta de W3 (IR3) em L} (IR®} e o Teorema de compacidade,

dado em Temam ([60], Cap. 3), concluimos que existem (u,f) tais que

u* = uem L} (0,00; L} (IR%)) fortemente

0 —» Bem L7.(0,0c; L (IR®)) fortemente

loe loc

Agora, usando argumentos conhecidos, néo é dificil de mostrarmos que (u,f) é a vinica

solucio para (4.1)-(4.7). B



Capitulo 5

Existéncia de solucoes fracas do
sistema de Boussinesq generalizado

definidas sobre um cone convexo

No caso das equacoes de Boussinesq classicas, a viscosidade v e a condutividade térmica
% sao constantes. Porém existem fluidos aos quais hd dependéncia da viscosidade e
condutividade térmica com respeito a temperatura (ou com respeito a pressio). Para tais
fluidos a dependéncia da viscosidade com a temperatura é fundamental na determinacao

dos detalhes do escoamento.

As equacdes de Boussinesq Generalizada descrevem em primeira aproximacdo a con-
veccao termicamente induzida em fluidos com viscosidades e condutividade térmica de-

pendentes da propria temperatura,.

91
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Vamos considerar o sistema Boussinesq generalizado, dado pelo modelo:

s,
wéé? — div (¢(#)Vu) + (u-Viu+Vr—afg = 0 (5.1)
divu = 0 (5.2)
o .
5% div (k(9)VE) +u. Vi = 0 (3.3)

e com condigdes iniciais e de bordo:

u(0,z) = ug(x) em Q) (5.4)
6(0.z) = 6g(z) em O (5.5)
ult,z) = 0 em (0,T) x 99 (5.6)
bt,x) = T(tz)em (0,T)x 00 (5.7)

Onde Q € JR? é um dominio limitado em uma direcdo. Nos assumimos que as funcoes v

e k, sio funcdes de classe C*(IR), satisfazendo a condicio de limitacio:

0 < g sr({)<y

0 < ko <K <h

para toda ¢ € IR.

5.1 Resultados auxiliares

Lema 5.1 (desigualdade de Hélder} Se cada integral faz sentido, entdo nos temos:
(- V)v.w) < 3577 [u], [Vv], iw],

= 1.

—+
1

I N ER

ondep.g.r>1e 4+

Para maiores detalhes, veja [1].
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Lema 5.2 Fxiste uma funcdo S a qual satisfaz as sequintes propriededes:
e S=7T para(t.z) € (0,T) x 8%;

e S(t) € CZ{R*);
e para qualquer ¢ > 0 e p > 1, nds poderemos redefinir S, se necessario, tal que
|S], < .

Para maiores detalhes do Lema 5.2 veja [24] ou [41].

Lema 5.3 (Simon) Sejam X «» B — Y espagos de Banach com imersdes continuas e

densas, o primeira delas compactas. Entdo as sequintes imersdes sGo compactas:

o L0, T; X)N{d: L € LN0,T;Y)} = L0, T:B) se 1 < g < o,

o L=(0,7T; X)N{e; % e L7(0,T:Y)} «» CI0,T; By se 1 < r < cc.

Para maiores detalhes veja [38].

5.2 Formulacao Variacional

Fazendo a mudanga de varidvel 7 = 8 — S, § dado pelo Lema 5.2, nés podemos reescrever

o sistemna (5.1)-(5.7) da forma:

du

5 div (¢(r+ S)Vu) + (u-Viu = —-Vr+alr+9)g (5.8)
divae = 0 (5.9)

o . ‘ as . .
i div (k(r+S)V7)+u-Vr = 5 T div (k(r +S)VS)—u-VS (5.10)
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com as condigdes iniciais e de fronteira:

u(0,z) = ug(x)em O (5.11)
70,3) = m(z) = b(z) — So(z) em Q (5.12)
u(t,z) = 0em (0,T) x 99 (5.13)
7(t,z) = 0em (0,T) x 8Q. (5.14)

Considere os seguintes espacos funcionais:

2 = {pe OTV: L € (0,7 (I(@)7) N L' (0. T: V)
eV € L%0,T;LEH0)},

U o= {¢eL*0,T; Hy(); %Lg € L*(0,T: L* () N L}(0, T Hy ()

eVy € L¥0,T:L Q). .

Consideremos os dois conjuntos convexos K; C V e Ky C H () fechados tais que
0 K,e0¢€ K 3.

Em mecdnica dos fluidos, as desigualdades variacionais aparecem com uma certa
freqliéncia, quando algumas hipéteses sdo impostas sobre as incdgnitas do problema, em
geral para descrever situagdes fisicas tal como fluidos de pequeno escoamento.

Vamos considerar a desigualdade variacional relacionadas com as equacdes de Boussi-

nesq generalizada dada a seguir:

(—,v—u; — (div(y(r+S5)Vu).v—u)

>z —((u-Viu,v-—u)+(afr+S)g,v—u) (5.15)
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(O 1) — (div (b7 + $)rp =)
> ()= (2 (5.16)

+(div {(k(r+S)VS) ¥ ~—71)—(0- VS, ¢ —7)
para (vou) € ® x We (v({t), ¢(i))eK] x K, satisfazendo as condicdes iniciais.
u(0, z) = ug(z), 7(0, 2) = 7{x), (5.17)
e com as condicdes de fronteiras

u=0,7 = 0 sobre (6,7} x 9. (5.18)

Definicio 5.4 Dizemos que (1, 7) € © x ¥ com (ult), 7(¢))€K, x Ky para todo t € [0, T
¢ uma solucdo forte do sistema variacional se verificam o sistema variacional (5.15)-

(5.16) e as condigdes iniciais e de fronteira {5.17)-(5.18).

Observacdo 5.5 Observe gque as condigdes iniciais para (u,7) tém sentido, porque se
ue LH0.T;V) eT e LA0,T: Hy(Q)) com & ¢ L2(0,T; V") e & € L*(0,T; H'(2)),
entdoun € CUO,T); H) er € C([0,T}; L2Q)).

Provar a existéncia de solugdo forte continua em aberto. FEntdo, nés procuramos
relazar o formulagdo variacional do nosso problema e definimos o conceito de solucdo
fraca. Uma de nossas metas é estudar a eristéncia de solucdes fracas para o sistema

(5.15)-(5.16) no sentido da formulegdo variacional que obteremos a seguir.
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5.3 Formulacao fraca

Integrando em (5.15) de 0 até T, obtemos:

/T(C;—?,v —~u)dt — [T( div (#(7 + S)Vu),v — u)dt
> —/T((u-V)u?vwu)dt+/T(a’(T~é—S)g,VWu)dt
0 0

somemos a quantidade fGT(gf{«, v — u)dt nos dois lados da desigualdade, obtendo:

para toda ve @, v(t) € Ky e v(T) = 0.

Com procedimento andlogo para a inequacio da temperatura cbiemos:

T dus T
—f (——,7)dt = f (div{k(r + V), v~ 7)dt
¢ di O

T T
dS
> w/ (H'V?'“=w)dt""f (= —T)dt
) 0 dt

[
(A
<
-

T
+/(dw(m7+smwxwmﬂa (5.2
0

T
m/ (u.vsw—wr)dt—%m(o)me§+ (D)
]

[N

para toda v € ¥, ¥(t) € Ky e ¢(T) = 0.

Defini¢ao 5.6 Dizemos que (u,7) € uma solugcdo fraca do sistema variacional, se u €
LEO.T; VYN L>=(0,T: H), 7 € L*(0,T: HZ) N L=(0,T; L*(Q), (u{t),7(?)) € K1 x K, ¢
verificam as condigées (5.19)-(5.20) e as condicdes (5.17)-(5.18) para todo par (v,¢) €

$ x U com (v(t).¥(t}) € K; x K para quase todo t € [0,T] e (v{T),w(T)) = (0,0).
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Observacao 5.7 Sz (u,7) € uma solugdo fraca e suficientemente regular, entdo € ume

solugdo forte.

Teorema 5.8 Se g € L2(0,7; L)) entdc existe uma solucdo frace do sistema varie-

cional (5.15)-(5.16).

5.3.1 Problema auxiliar

Em busca de nosso objetivo de mostrarmos existéncia de solugdo fraca global, a principal
idéia ¢ usarmos o método de Galerkin associado a um operador de penalizagao transfor-
mando o problema variacional para um problema de equagdes associadas as equagtes de

Boussinesq.

Para usarmos o argumento de penalizac8o, consideramos Pk, o operador projecao de

(L*(2))® sobre K, e definimos

QlV = VmPKlv.

O operador Pk, satisfaz as seguintes propriedades:

(VWPK1V;PK1V) Z 0

(v—Pr,v,Prg,v—h) > 0, paratodah K.

Com as mesmas propriedades definimos Q¢ = ¢ — P,y onde P, ¢ o operador projecio
de L*(Q) sobre K3 (veja [8]).

Vamos considerar agora as auto-funcdes {vi,..., vpm,...} € {@1, ..., Om, ...} dos opera-
dores de Stokes e Laplaciano respectivamente e V,,, W), os auto-espagos gerados por

{vi, Vit e {01, ..., &y} respectivamente.
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Consideremos agora o seguinte sisterna auxiliar penalizado (sistema de Galerkin}:

(%,Vg) — {div (p(r + SIVUL), V) + (- V)8, Vi)
= (ot +5)g,vi) — M(Q U, Vi), (5.21)
(% o) — (div k(7 + 8)V7), 0¢) + (U - V7, 01)
= —(%@J + (div (k(rm + S)VS), 04) (5.22)

_(um ) VS @k) - m(QETm? @;'c) :

Desde que V' ¢ denso em H, H*(2) é denso em L?(Q) e (ug, ) € H x L*(), ¢
possivel encontrar ugn, € V5, com [Upmel, < lugl, tal que ugm — ug em H e 7g, € Wiy
com |Tmoly < |70j, tal que 7y, — 75 em L?{). Somamos assim, ao sistema auxiliar, as

seguintes condicoes 1niciais:
U (0} = oy, € 7 (0) = Tom. (5.23)

- Definindo

i

W

m
D e (t)vi
k=1
m
Tm = zdkm(t)ék
k=1

podemos multiplicar as equacbes (5.21) e (5.22) por cgm € dym respectivamente e somar-

mos sobre o indice k de 1 até m, para obtermos:

(B ) (i 9 V). 0,) + m(Q )
= {a(rm+ 9)g.u,,) (5.24)
(d;“:%, ) — AV (k(Tm + S)V ), Tom) + m{Q% T, T
ds

= —(gs?’“m) + (div (k{7 + S)VS), ) = (0, - VS, 7). {5.25)
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Estimativas e convergéncias

Usando as equacdes (5.24) e (5.25) é facil de mostrarmos que

%é‘i e+ ow |V, + m(Qlun,, u,,)

< (alrn+S)g.w,) (220)
1d 2 ) 2
52;{1: er[Q + kg “Vngz “+- m(QQTma Tm)

‘;f )+ (BT + S)VS, Vi) ~ (U - VS, 7). (5.27)

(A

-

Utilizando a desigualdade de Holder, podemos mostrar as seguintes estimativas:

(aThg. u,) < 3alegagg%%Jum!6=

(6Sg.u,) < 3alSl; gl Ml .

H( - VS, 7o)l = (W - V7, §)] < 31505 [Vl g
dS ds 7y \ dS
B AL L S T R iy AN
(dt m) Biod < dt: jvaQ “V m] = i dr ;V mJ?

k(T + S)VE, V1) < ki|VS], Vil

utilizando estas ultimas estimativas, a desigualdade de Ladyzhenskayva e somando as

inequacdes (5.26) e (5.27) obtemos:

1 30{0% . 30[_ 2
fom -+ | ;3 _ ] m 2
d (ium‘f) + l ) VO(Q SN ;gi§ 2\/E—~ 1313) {Vu l;g
1 3056_;‘: 3C: ol
== s - Tmlo) =+ ! s T
+ho(5 SN J59F SN 1S15) IVTmls) + m{(QMap. u,,) + (@7, 7))

1
i

2 2 b HA
onde F(t) = 3= |S[; lgh + & |21, + & VS

v 3 3 C 2 H 12
Seja v = il’ifg{f/()(é‘ - ;—?fg;ﬁ ‘g| — 5?%% [31‘3),16(}(% - m %g’g 2\/;;5;" 151 )} €
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suponhamos que para &, g, e S apropriados temos v > 0. Assim, obtemos:

d 9 ,

%(iumg -+ ‘ijg) + “/(EVum@ + lv'rmég)
%—m((@lum,um) + (@7 T)) {5.28)
< F{t).

Agora, intregrando de 0 até ¢ na inequacao (5.28) obtemos:

T
un(®B+ 7@ + 7 [ (Vunl+ 97
4
r | 2 L — 12
~ 71 (éum_PKxumlg'*_E’m“PKzfm)ig)dt
0

T
< fun(0)}+ IO+ [ Fie)a
<N+ : "(t)dt
0

assim nés obtemos existéncia global em ¢ para as aproximacdes (W, 7,) ¢ também:
e U, é limitada em L2(0, 7 1),
o 7, ¢ limitada em L0, T; H} (),
T, )
. mfo Uy — Prunl;dt < G,

. meT [Tm = PKZTmE dt < Cy

onde C;, ¢ = 1, 2 sdo constantes independentes de m.

Pelas duas ultimas desigualdades concluimos também que

u,, — Px,u, —+ 0 na topologia forte de L2(Qy)3,

Ton ~ P, —+ 0 na topologia forte de L2(Qr).
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Assim, podemos concluir que existe u € L*(0,T;V), 8 € L?(0,T; H3(2)) e existem

subseqiiéncias de {u,} e {r,}, as quais denotaremos pelos mesmos indices, tais que
U, — u fracamente em L?(0,T;V) e fraca-estrela em L>(0,T; H),

T — T fracamente em L*(0,T; H]) e fraca-estrela em L(0, T; L*(Q2)},

Agora, necessitamos usar o Lema 5.3 (de compacidade). Para isto, mostraremos
i eyt B du dr
estimativas para as seqiiéncias {52} e {1,

Consideraremos 0s seguintes operadores:
< Ay (u. 1), v >=(v{t + S)Vu, Vv),
< D(u),v >= Blu.u,v),
< E(r), v >= (r8,Vv),

< Fo(u),v >= m(Q"(u), v).

Agora, seguindo como em Lions p. 76 [39], consideremos a projecdo ortogonal F, de
L?(2)? sobre o auto-espaco gerado por {vi,..., vy, . Observamos que devido a escolha
da base {vi}, o operador P, pertence a L(V,V) com norma [Pn|pq.y £ 1 e como
Pr = P, (onde P, € definido por < P, v, w >=< v,P,w >), segue por transposicio
que EPMMV*:V,) < 1. Notemos, usando o fato de P;,Ld:;—;’t = %5?, que vale a seguinte

igualdade:

da,,

———d’f == —P;L(A,,(um, ‘Tm) + D(um) + E(’f"m + S) + Fm(um)) em V.'

Consideremos as seguintes estimativas:

» |_4y(um,7m)ivn S 51 Evum§27
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o [D(un)ly. < CiVamly,
o |E(tp)ly- < Clgls V7l

¢ ainda.

T ya
{ Vdtve = Hu), v
/{J IFm\um)idt‘i ,/{ sSup im(Q ( ) )’E’,dt

ol gl

T
< snp/ imQH(u)l, dt Vv, dt.

vl 21 J0

T B,
Como m f; |1, — P unladt < C, segue por Holder que
T
m/ Wy, — Prouml, dt < C.
0

De forma similar, podemos provar estimativas andlogas para {5%&}. Agora, pelo Lema
5.3, segue que {u,,} e {7, } sdo relativamente compactas em L?(0, T; H) e L*(0, T; L*(Q))
respectivamente. Portanto existem subseqiiéncias de {u,,} e {7,} respectivamente, as
quais denotaremos pelos mesmos simbolos, tais que u,, — u fortemente em L?(0,T; H)
e 7,, — 7 fortemente em L2(0, T; L*(Q)).

Com essas convergéﬁ(':'ia's? as comf'é'fgéncias fortesde U, - qullm & To mpKsz em
L2(0,T: H) e L*(0,T; L*()) respectivamente para zero e ainda usando o fato que

T T
/ u, — Pr,un —u +PK111|2 dt < 4/ lu, ~ ul®dt — 0 quando m — cc,
0 0

concluimos que u — Pru=0e 7 ~ Pg,7 = 0 e portanto (u(¢),7{t)) € K, x K.

Como K, x Ky é um convexo fechado contido em V' x H} (2}, é possivel escothermos
uma seqiiéncia {+.(t),0x(f)} densa em K x Ky com (v, (T), 0(T)) = (0,0). Substituindo
Vi por Yi(t) — Um{t) € & por olt) — 7, (t) em (5.21) e (5.22) respectivamente, obtemos:

du,, )
(= e~ Upn) — (div ({7m +5)Vug), v, — uy)

= —((Um V) U, ¥~ Um) + (a7 + S)g, 75 — Um)

—m(Qium: Y — um)
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e ainda
AT _
(-g%—u Op = Tm) — (div (E(7m + S)Vrm), 06 = Tin)
+(ﬂm ’ VTmt Ok — Tm) -+ m(QQTm: O ™ Tm)
ds _ )
= (G5 or = )+ (div (k{7 + )V S}, 00 = )

—{(p - V8, 0p — 7 )-

2

Como m(Q 1 m, Ye — m) < 0 e m{@*7m, 0x — Tm) < 0, obtemos:

Ay,

(dt

S F um) ( div (V(Tm -+ S)Vﬂm), T — um)

(- VI, v ) = (0T + S)g, 7, — Um) 2 0,

e
dTm )
(—— dt Ok — Tr) — L div (k{7 + S)VT0), 0k = T} + {8m - VT, 0% = Tr)
> _(_ O — Tm) + (div (k(7m + S)VS), 0k — 7)) — (Wi - VS, 00 — ™).
Agora, fazendo um procedimento analogo ao que foi feito na formulacgdo variacional,
obtemos:

T d"}’ T
o 0

T T
> = [ 6on+ 5V Vi~ unldt = [ (ol + S)g 7 - une
5 114(0) = (05 + S Jun(T) 2.

e para a equagdo da temperatura obtemos:

T
f (% O — im)dt -+ / (Um VT, G = Tm)dt
0

T
> —‘/[; (k(Tm + S)Var, Vioy — 7m))d

pary
}
;‘\
/_\"i
£,
|5
Q
.
:
3
ja
o

T T
“"”“f (E(Tm + S)VS, Vo, — 7 ))dt—~/ (U - VS, 0 — T )dt
G 0
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Agora, para mostrarmos a existéncia da solugéo fraca do sistema como na Definicao
5.6, basta passarmos o limite em m. A convergéncia segue por causa dos seguintes fatos:

Para mostrarmos que fG ydt — fa 5_7_& ., u)dt quando m — oo, primeiro usa-

mos que

d=y d :
f( k; Jdt — f( %C! Fum_ule(G,T;Lgﬁ

a convergéncia segue da convergéncia forte de u,, em L?(0,T; L2{((2)).

Para mostrarmos que fGT((um - V) U, ¥y )t fOT((u - Vi, vy, )dt quando m — o,

primeiro usamos o fato de

o
]
lis]
e

T T
f (- V)i, 7 )t = — / (- Vv, )t (5.
0 Q

em seguida observamos que
((am - Vv um) = ((w- V), u)
= (((un = 1) V), ) + ((w- Vv um —u) - (5.30)
agora, usando a estimativa de Hdlder, obtemos:
(((um - u) ) v)’}’k:um) < %um - uig fV'yk;% éum g (5'31)
e ainda
((u- V)Y, Wy, ~ u) = Jum - ulg lv % ium:s (532)

a convergéncia segue de (5.29)-(5.32), do fato que Vv, € L‘”(O,T;L%(Q)) e da con-
vergéncia forte de (un) em L*(0,T; L*(Q2)).
Uma outra questdo complicada, por causa da ndo linearidade é mostrarmos que

fOT((U(Tm + S)VU,, Vv, — uy))dt — fg {7+ 5)Vu.V(v, — u))dt quando m — o,
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para 1sto, notemos que

T
[G (U + S) TV (ve — )~ (vl + S)Ve.V (s — w)))dt

T
_ /O (07 + S) = 17+ §)) Vi, V{y — 1) )it

T
+ / (W + )V, — 1), (v, — w))dt
4]

T
+ / (v(r + S)Vu,V{u — uy,))dt
Jo

= [+II+1IIf

Para mostrarmos a convergéncia de [ para zero, usamos a desigualdade de Holder e

o teorema do valor médio, isto é,
{lrm +5) — vt + S} < Ol = 7y,

obtendo

.
/0 (lrn +5) = w7+ Vun ¥ —unl)dt

T
< [ sup vl 8) = wlr+ )] Vanly [ o = )
0

< Clrm — T§L2(0,T;LE; (lvum’L?(O,T;L2)) = V{yg - um)|L?(€),T;L2))

a convergéncia para zero segue por causa da convergéncia forte de 7, — 7 em L*(0, T; L?).
O termo I converge para zero por causa que v(7 + S)V(vy, — u,,) ¢ limitada em

H™HQ),
Wl7 + S)V{um — u), Vv, = un)) =(V(un —u),v{r + S)V{v; — un))

e Viu,, —u) é fracamente convergente. O termo [/] segue analogamente.
Para obtermos o resultado desejado, usamos o argumento de densidade para substituir

(v (%), o%(t)) por qualquer (~(t).0(t)) em K; x K3 na desigualdade variacional.
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5.4 Solucao muito fraca

Partindo da formulacdo forte, nés obtemos:

f((wwu — (div (w7 + S)Vu),v —1u) + ((u- V)u,v))dt

T
> [ (et + e v-wi - vO -u@)f, (539

T iy
/g ((—-—;{?T) — (div (k{(r+ S)VT) v — 7))+ (u-Vr,¢))dt

= ‘/4 ((“E’U — )+ (div (k(r + S)VS), v ~ 7))dt  (5.34)

T
- [t V5.6 - 2= $100) - O
G

Definicao 5.9 Dizemos que (u,7) ¢ uma solugio muito fraca do sistema variacional
(5.15)-(5.16), se u € L*(0.T; V) N L>(0, T; H), 7 € L*{0,T; H () n L>=(0, T; L*{Q)),
(u(t),7(t)) e Kix Ky ¢ vemﬁcam as condzg:oes (a 33} (5 34) para todo par (v u) S <I> P \I/

com( () ())EK}XK; (v (T) L(T))w( )pam quase todo t € [0, 7.

Observacgao 5.10 Se {u.7) € uma solugdo muito fraca, entdo ¢ boa regularidade desta

12

solucdo ndo pode nos garantir que (u, 7) seja uma solugdo fraca porque 0s termos s [u(T)];

€ %[T(T)[g respectivamente estio ausentes.

5.5 Solucao com a propriedade de reproducao

A seguir, vamos especificar a nocio de solucio reprodutiva. Seja X um espaco de Banach

onde consideramos a equacdo de evolugdo
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com a condi¢do inicial U(0) = Uy, Dizemos que (5.33) tem a propriedade reprodutiva
em ty, se podemos encontrar Ug € X tal que U(ty) = Uy, Dizemos entdo que U(¢) é uma
solucao reprodutiva de (5.35) e Ug é um valor inicial reprodutive em t5. Em [31], Kaniel
e Shinbrot provam solucdes reprodutivas fracas para as equacdes de Navier-Stokes, i.e.,
solugdes com a propriedade reprodutiva em T ou seja U(0) = U({T). Nés observamos que
a propriedade reprodutiva é uma generalizacio da nocio de periodicidade, i.e., soluges
que satisfazern Ut + w) = U(¢), para todo ¢ € IR, sendo w o seu periodo. Observamos
que toda solucao periddica é reprodutiva, mas a reciproca néo se verifica necessariamente,
salvo se tivermos regularidade da solucéo.

Considere 0s seguintes espacos funcionais:
LE0, T X)={ue LP(0.T; X); u(0,z) = u(T, z) em 1}

onde X é um espago de Banach e 1 < p < o,

. = {gel?(0,T;V)N LY0.T; H);

=2 € POTIAQP) N LO0,TVY) e Vi € L2(0,T: LHQ)L,

V. = {vel*0,T;Hy()) nL2(0,T; LH(Q));

% € I20,T;I2(Q) N LL(0,T: HoH Q) e Vo € L¥(0, T: L)},

Defini¢do 5.11 Dizemos que (u, 7} definida sobre [0, 7] x Q € uma solugdo reprodutiva
forte do sistemna (5.15)-(5.16) se verificam o sistema variacional {5.13)-(5.16), (u.7) €

O, x ¥, e (u(t) 7{t})e K, x Ky para todo t € [0,T], satisfazendo as condicdes iniciais

u(0, z) = ug(z), 7(0, 2) = no{z),



5. EXISTENCIA DE $OLUCOES FRACAS DO SISTEMA DE BOUSSINESQ GENERALIZADO DEFINIDAS

108

SOBRE UM CONE CONVEXO

e as condicées de fronteiras

u=017=0 sobre (0,T) x 0L

Observacdo 5.12 Notemos que as condigdes iniciais pera (u,7) tem sentido, porque se

ue L¥H0,T;V) er € L2(0,T; H}(Q) com @ e L¥0,T;V*) e &£ e L2(0,T; H™H{)

entiou € C([0,T]; H) e 7 € C([0,T]; L*(Q)). Provar a ezisténcia de solugdo reprodutive
forte continua em aberto. Entdo, nds procuramos relazar a formulacio variacional do
nosso problema e definimos o conceito de solugdo fraca. Nossa principel meta € estudar
a existéncia de solugbes reprodutivas fracas para o sistema {5.15)-(5.18) no sentido do

formulagéo variacional gue obteremos a seguir.

5.6 Formulacgao reprodutiva fraca

ff(i—‘;’iv —wat — [ (o i+ 9T, v -

> —fOT((u'Y/')u,v——u)di—é—/oT(a(T—i—S)g,v—u)dt

somemos nesta uitima desigualdade a quantidade fGT( %, v — u)dt nos dois lados da de-

sigualdade, obtendo:

T dv T
_/0 (E,u)dt - /(;(dlv (v(r+S)Vu),v—u)dt

> - [ vuvas [ gy -wa 69

comu € L?0.T7;V), u(t) € Ki, para toda v &, v(t) € K.
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Com procedimento andlogo para a inequacio (5.16), obtemos:

T T N .
mf@ (E,T)df - /@ ( div (k{7 + S)V7r), v — 7)dt

T TdS
> - [ vrnwd- [ (G- (5.37)
9 o dt

T T
+f ( div (k(rmémS)\?S),wmr)dtmf (u- VS, v - 7)dt.
0 0

Definigdo 5.13 Dizemos gue (u,7) definida sobre 0,71 x Q ¢ uma solucdo reprodu-
tiva frace do sisteme (5.15)-(5.16) se wverificam o sistema variacional (5.36)-(5.37), u €
L2(0, T3 VINLe (0, T H)NLZ(0, T5 H), 7 € L*(0, T; Hy)NL™(0, T; LA(Q))NL2(0, T; L*(Q)),

(u(t),7()) € Ky x K5 para quase todo ¢ € [0, T, satisfazem as condigbes iniciais
u(0, z) = ve(x), 70, z) = n{x),

¢ as condicdes de fronteiras
u=0,7 =0 sobre (0,7) x 0%0.

Teorema 5.14 Seg € L*(0,T; L*(Q)). entdo existe uma solucdo fraca do sistema (5.15)-

(5.16) com a propriedade de reproducdo no tempo:
u(T,z) = uelx), (T, z) = m{z) em Q.

Demonstracao: Em busca de nosso objetivo de mostrarmos existéncia de solugdo re-
produtiva fraca global, aproveitaremos as estimativas feitas neste capitulo.

Usando a desigualdade de Poincaré, em (5.28), segue que

d 7 H 12 : T/
;i;(lumsi + Tmls) + 71 mls + 7 ]2) + Mm(Q m, u,,) + (Q* T, 7)) < F(2)

e usando os fatos que m({Q*u,,, u,.} + (Q*7n, 7)) = 0, obtemos:

d, ., ]
S 2 + ) < €F (),
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integrando de 0 até T segue que

T
T (unl} + Irnl}) < (um O + rnO) + [ 2Pt
a

Vamos denotar por z(t) 0 vetor (1,,,(t), 7(¢)) e sua norma [[z,()1° = Jum(t)f; +
Tlt) ‘é., portanto

i

T
T (D < 2@+ [ Pt
G

Se nos definirmos a aplicagdo L™ : [0, T] — IR** como

onde as coordenadas (i) e {din) sdo definidas por
Uy == chm(t}vk
k=1

T = > dem(t)os
k=1

desde que as bases escolhidas formam um sistema ortonormal completo segue que
L7 gz = l2a(t)]]-

Agora definimos a aplicagdo I'™ : JR?™ — JR®™ ¢ para um dado Ly € IR?™ segue
que ['™(Lg) = L™(T), onde L™(t) corresponde a solucao do problema (5.21)-(5.22) (veja
o apéndice) com valor inicial correspondente para Lg. Segue por dependéncia continua
sobre os dados iniciais que I'™ é continua (veja [41]). Para usarmos o Teorema do ponto
fixo de Brouwer, devemos mostrar que para qualquer A € [0,1], uma possivel solucio
da equacdo LTH{A) = AT™(L7())) é limitada independente de A (para mais detalhes do
Teorema do ponto fixo de Brouwer veja [24]).

Desde que L7*(0) = 0, resta mostrarmos para A € (0, 1]. Pela definicio de '™

0Nk
eﬂ!lTé G( )l

T
= e T T () o < 1) o + /g et P (H)dt

| RAm



5.6 FORMULACAQO REPRODUTIVA FRACA i1l

e portanto

LW erFmae

LA g T emT -1

esta limitagdo € independente de A € [0, 1] e além disso notamos que
™ML (L) = L3,

correspondendo a existéncia de uma solugdo (G, bn), satisfazendo u,{0) = u,(T) e
O (0) = 0,,(77). Além disso, temos [u,,(0)[5 + 17 (003 = [LP(1)[4:m < N a qual nio
depende de m.

Agora, a demonsiragao segue fazendo um procedimento andiogo ao que foi feito

quando mostramos a existéncia da solugdo fraca (Defini¢io 5.6). n



Apéndice A

Sistemas de Galerkin

As equacgoes de Boussinesq generalizada descrevem em primeira aproximacao a conveccao
termicamente induzida em fluidos com viscosidades e condutividade térmica dependentes
da prépria temperatura. Os fermos n#o lineares aparecem por causa da viscosidade,
coeficiente de condutividade térmica e dos termos de convecgho {u - Viu e adveccdo
Lu Vi,

Vamos considerar o sistema Boussinesq generalizado, dado pelo modelo:

%‘; — div (#{f)Vu)+ (u-V)u+Vr-afg = Oem Q, (A1)
diva = 0Oem (A.2)

oL .
Fri div (x(8}V8)+~u-VE8 = Oem [A.3)

e com condi¢Oes iniciais e de bordo:

u(0,z) = uplz) em Q, (A4)
0(0,z) = B(x) em (A.5)
u(t,z) = 0em (0,7) x 59, (A6)
f(t,z) = T(t,z)em (0,T) x O (A7)

113
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Onde Q@ C JR? é um dominio limitado ermn uma diregdo. Nés assumimos que as fungfes v
e v, sdo funcdes de classe C'(JR), satisfazendo:
0 < v =<v(()Suy

0 < x0<x{0) <

para toda { € IR.
Fazendc a mudanca de variavel 7 = 8 — 5, § dado pelo Lema 5.2, nés podemos

reescrever o sistema (A.1)-(A.7) da forma:

a
—é;fi — div (p(r +S}Vu)+ (u-Viu = —Vr+a{r+S)g (A.8)
diva = 0, (A.9)
ar . ‘ , as ) .
5 div {(x{(r +9)V7r)+u-Vr= 5 + div {x(r + S)VS)—u-VS, (Al0)

com as condi¢des inicials e de fronteira:

u(0,z) = ug(z) em Q, (A1)
f0,8) = ml@) =6o(z) — Solz) em Q. (A19)
u(t,z) = 0em (0,T) x 0%, (A.13)
r{t,z) = Oem (0,T) x 9. (A.14)

Vamos considerar agora as auto-funcdes {vi, ..., vy, ...} € {01, ..., s, ...} dos opera-
dores de Stokes e Laplaciano respectivamente e V,,, W, os auto-espacos gerados por
{vi, s Vin} € {&1..... &pn} respectivamente. Desde que V' é denso em H, H'({2) é denso
em L2(Q) e (ug, 7o) € H x L*(£2), é possivel encontrar Ugn, € Vi, tal que gy, — 1o em

H e 7y € W, tal que 7, — 70 em L),

Definicdo A.1 Dizemos que 0 par {Um, Tm} € uma m-ésima solugdo aprozimada do sis-

tema de Boussinesq generalizado (A.8)-{A.14), seu,, € CH{0,T); Vi), 7 € CH{{0,T]; W)
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e verificam o seguinte sistema de egquagdes diferencias:

du,,

(%?y — {(div (v(Tm + S)VU), V) + (g, - Viag,, v)
= (a(r + S)g,v) Vv e W,, (A.15)
(d;“, &) — ( div (k{7 + S)V7) 8) + (tn - Vo, &)
= (5, 0) + ( div (k(rm+ $)VS), ) (A16)

— (U V5,0 Yoe W,
e com condicdes iniciais U,{(0) = gy, € 7 (0) = 7, em Q.

Observacao A.2 Para obiermos as seqiéncias Uy, € Tom basta tomarmos:

Ugm = Projy,Uo,
Tom = ProJwmTo
isto &, Wom € Vim € Tom € W, tais que
(Uom, V)2 = (up, V)2 Vv e,
(Tom, @)1z = (70.¢)2 Vo € Wy

com esta escolha, as seqiéncias satisfazem Wonl, < g, € ITomly < |70k,
Linerizacao do problema aproximado

Vamos admitir que encontramo-nos na m-ésima etapa do processo de aproximacao.
Por uma questao de simplificacdo de notagao, omitiremos o sub-indice m.

A seguir, com o objetivo de acharmos uma m-ésima soluco aproximada do sistema
de Boussinesq generalizado, vamos dividir o problema original em dois problemas mais

simples.
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Problema em u

Dado 8 € C([0,T}; W), queremos resolver o seguinte problema:

Achar u € C([0,T], V;,.) tal que

(2 ) (i b6+ VW) + (T

= ({8 +S)g,v) Vv E TV, (A17)

com a condicao inicial u(0,z) = v, {z} em .

Para encontrarmos uma solugdo u de (A.17), procedemos da seguinte forma: definimos

u(z,t) = Z fi()vs(z). (A.18)

Substituindo {A.18) em (A.17) e escrevendo v = vy, k = 1,2, ..., m, chegamos a conclusio
de que u é uma solugdo de (A.17) se e somente se {f;}7%;, € C'([0.7T]) e verificam o
sistema de equacOes diferenciais ordinarias:
s Dbt + D bufi () filt) = b(t) (A.19)
j=1 gd=1
com condicdes iniciais dadas por fi{0) = (ugm(x), vi), k& = 1,2, ....m. Onde 0s coeficientes
sao definidos por

bs(t) = W(O(t) + SE)Vv,, Tva),

3

bei = ft’ji(Di?ftp)Ukpdxa
Q
1

i,p=

be(t) = (a(8(2) + S(t))g, vi).

Pelos resultados da teoria cldssica de equacgoes diferenciais ordinédrias, existe uma Unica

solucdo do problema em u.
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Problema em 7

Dado 8 € C([0,T1:W,.) e we C(I0, T, V). queremos resolver o seguinte problema:

Achar 7 € C*{[0,T],W,,,) tal que

(E2,6) = (div (k(6+ $)VD). 8) + (w-Vr,0)

ds
= ”(”&”{’

—(w-V5,6) Vo€ Wy

&)+ ( div (k{8 + S)VS).é) (A.20)

e com a condicio inicial 7{0, z) = Tom (z) em Q.

Para encontrarmos uma solucdo 7 de (A.20), procedemos da seguinte forma: definimos

r(z,t) = Z hi(tyos(z). (A.21)

Substituindo (A.21) em (A.20) e escrevendo ¢ = ¢y, k = 1,2, ..., m, chegamos a concluséo
de que 7 é uma solugio de (A.20) se e somente se {h;}72, € C'([0,T7) e verificam o

sistema de equacdes diferenciais ordindrias:

dhy ik U , -
— ;bf;j(t)hj(ﬂ - ;b;;jhj(f) = B}(t) (A.22)

com condicoes iniciais dadas por hr(0) = {mm(2), ér), k = 1,2, ..., m. Onde os coeficientes

sao definidos por

B8 = (x(8() + S(1)Ve;, Vop,

e, = (w(t)- Vs é),
bi(t) = -"(%? ¢x) — (x(0(2) + S(1))VS(t), Vér) — (w(t) - VS(E), &)

Novamente, pelos resultados da teoria cldssica de equacgoes diferenciais ordinérias, existe

uma Unica solucao do problema em 7.
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Estimativas das solugoes aproximadas linearizadas

Seja # € C{[0,T:W,,) dado e u € C*([0,7]:V},,) a solugio obtida resolvendo o pro-
blema em u e para essa solucao obtida nds resolvemos o problema em ~
Agora, escolhendo em (A.17) v = u(?) € V), e em {A.20) escolhemos ¢ = 7{¢) € W,

nés podemos obter:

1d., s
57 [k +v0 [Vl = (a(6 + S)g, u)
e também
id ds
5331?’“52 Xo VT \z“—&dt )+ (x(8 +S5)VS, V7)) - (u- VS, 7),

usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos:

1d ,
L9 v [V < COVOE + (VL lel, + el lul?) (423
e
1d Xo .2 gdsi ! ! ; 25 g <
STt VT QWC(l dr TEYSE;*?VHQ.Z)._‘_S]_; o (a24)

Vamos supor que ¢ é limitada em C([0, 77; W,,) entdo, integrando em (A.23) de 0 &

t e usando o Lema de Gronwall, concluimos que
t
fu(t)|§+y5/ Vu(s)2 ds < C,
0

onde C é uma constante independente de m. Agora da expressdo (A.18) e da ortonor-

malidade de v; segue que
SHBE <@ <o velo.T) (A.25)
F=1

onde a constante C' independe de m, isto implica que u é limitada em C([0,T; V},).
Por outro lado, usando (A.25) em {A.19) segue que é limitada em C{[0,77),

7 =1,2,....,m. Se nés usarmos novamente (A.18) segue que 2 ¢ limitadaem C([0, T}; Vi,.).
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Como u é limitada em C([0,77%; V) e 4 é limitada em C([0,T]; V), concluimos
que para # limitada em C([0,T];W,,) segue que u é limitada em C*(j0,T}:V},). Com

raciocinio andlogo, nds podemos mostrar que 7 é limitada em C*{[0, T}; W,).
Aplicando o Teorema do ponto fixo de Schauder

Agora, dados (6. w) limitados em C{[0,T]; W,,) x C([0,T]; Vin), isto é, existe uma
constante o tal qgue m&X{ Q!C(OT W)t iW{CUO?T‘E;Vm)} S C: vimos que as respecti‘v‘as
solucdes u e 7 dos problemas em u ¢ do problema em 7 sfo Hmitadas em C({0, T]; Vi)

e CH{[0,T]; W,,) respectivamente, isto €, existe uma constante C; tal que:

max{|7| [CH[0, T W) |uc1 [0.7];% }<CQ
Vamos chamar de B a bola fechada em C{[0, T]; W) x C([0,T]; Vi) de raio C e By
a bola fechada em C*{[0, T}); W,,) x C*([0,T}; V,,) de raio C;. Vamos definir a aplicacio

(6. w) €B C C{[0, T W) xC(0, T} Vi) — (7,u) €B1 € CH[0, T]; W) x CH{([0, T; Vi)

por dependéncia continua sobre 0s pardmetros e dados iniciais é facil de provar que essa
aplicacao é continua. Pelo teorema de Ascoli-Arzela, By se injeta em C{[0, T}; W) x

C([0,T}): Vi) de forma compacta e portanto fica bem definida a aplicagéo
(0, w) €B € C(0,T%: W) x C(0,T1: Vi) = (r,w) €8 € C([0,T): Wyr) x C{I0,T]: Vi)

e esta aplicacao é continua e compacta. Como B é um convexo fechado e limitado do
espaco de Banach C{{0, T W,,) x C([0, T; V;,,), podemos aplicar o teorema do ponto fixo
de Schauder. Chamando de (7, u,,) tal ponto fixo, segue (7., U} forma uma m-ésima

solugdo aproximada do sistema de Boussinesq generalizado e por construgio temos que

(Tomy W) €CH[0, T W) x CHI0, TT; Vi)
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