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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é analisar modelos matematicos que descre-
vem o comportamento de individuos de uma espécie hipotética que habitam um meio
no qual ha heterogeneidade espacial, isto é, 0o meio influencia as dindmicas reprodutiva
e de locomocgédo dessa espécie. Este efeito é obtido ao modelarmos a funcdo densidade
desses organismos via equagdes diferenciais parciais de evolugdo a coeficientes ndo-
constantes. Mais precisamente, a introdugdo de uma fung¢do que corrige as capacidades
reprodutivas dessa espécie caracteriza as regides mais e menos propicias ao seu desen-
volvimento. Com isso, desejamos saber se tal meio se constitui num refagio, isto é, se
este meio possui condi¢des suficiente boas para a persisténcia da espécie em estudo, o
que se traduz em termos matemaéticos na existéncia de uma solugdo estaciondria nao

trivial, que serd a densidade limite desses individuos para grandes instantes de tempo.

Esta solucdo estacionaria é obtida ao utilizarmos o Método de Fibracao, intro-
duzido e desenvolvido por S. I. Pohozaev. Este método nos informa que o autovalor
fundamental de um determinado problema espectral deve ser de uma determinada

magnitude.

Vérios sdo os fatores que influenciam a magnitude do autovalor fundamental,
como propriedades topolégicas da regido candidata a refagio, e as capacidades de
reproducdo da espécie hipotética analisada. A disposi¢do das regides mais e menos
propicias ao seu desenvolvimento também influem na magnitude desta constante.
Estudamos uma situacdo particular na qual as regides mais ou menos propicias se
concentram numa tnico subconjunto convexo da regido, e analisamos quais sdo os ar-
ranjos desta sub-regido que contribuem para a persisténcia ou extingdo da espécie em

anélise.

No final, analisamos uma outra situagdo particular, na qual a disposicdo entre
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Resumo

as regides mais e menos favordveis para o desenvolvimento desta espécie se alternam
em escalas de comprimento pequenas em relagdo as dimensdes da regido candidata a
refagio. Utilizamos métodos de homogeneizagado, obtendo equacgdes diferenciais a coe-
ficientes constantes, que nos permitem obter conclusdes a respeito da sobrevivéncia ou
extingdo da espécie em estudo de maneira mais simples que fazendo uma analise direta

dos modelos originais, os quais possuem coeficientes de variacdo espacial rdpida.



Abstract

The main objective of this work is to analyze mathematical models which de-
scribe the behavior of individuals for hypothetical species which inhabits an environ-
ment with spatial heterogeneity, that is, the environment influences the reproductive
and mobile features of this species. This effect is obtained if we model the density func-
tion of these organisms by evolution partial differential equations with non-constant
coefficients. To be more precise, we introduce a function which corrects the reproduc-
tive capabilities of this species and caractherizes the most and least favorable regions
to its development. By knowing this, we wish to know if such an environment consti-
tutes a refuge, that is, if this environment has good enough conditions for the studied
species persistence, which in mathematical terms implies the existence of a stable non-
trivial stationary solution, which will be the limit density of these individuals in the

steady state.

This stationary solution is obtained by making use of the fibering method, intro-
duced and developed by S. I. Pohozaev. This method implies that the fundamental

eigenvalue of a certain spectral problem must be of a determined magnitude.

There are several factors which influence on the magnitude of the fundamental
eigenvalue cited above, as the topological properties of the refuge candidate region, as
well as the reproductive capabilities of the analyzed hypothetical species. The arrange-
ments of the most and least favorable regions to its development also influence on the
magnitude of this constant. We study a particular situation where the most or least
favorable regions concentrate in a single convex subset of this region, and we analyze
the arrangements of this sub-region which contribute to the persistence or extinction

of the analyzed species.

At the end of this work, we analyze another particular situation, where the most
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viii Abstract

and least favorable regions for the development of this species alternate in length scales
which are small when compared to the dimensions of refuge candidate region. We use
homogenisation methods, obtaining a differential equation with constant coefficients,
which allows us to conclude on the survival or extinction of the studied species in a
way which is simpler than performing a direct analysis of the original models, which

possess rapid varying coefficients.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste texto é o estudo de modelos matematicos que podem ser tteis
para determinagdo de chances de sobrevivéncia de uma espécie hipotética, cujas dina-
micas de reproducao e locomogao sdo conhecidas, em regides onde ha heterogeneidade
espacial, ou seja, quando notamos diferengas na qualidade do meio influenciando nas

dinamicas reprodutiva e métil dos organismos em estudo.

A influéncia das diferencas na qualidade do meio sobre as caracteristicas ineren-
tes da espécie em andlise podem ser exemplificadas de vérias formas, dependendo
do ambiente em estudo e da espécie a qual desejamos obter informagdes sobre suas

chances de sobrevivéncia nesse ambiente. Eis alguns exemplos:

e A mobilidade dos organismos em estudo pode se alterar quando os mesmos se
encontram em sub-regides nas quais hé facilidade ou dificuldade de movimenta-
¢do, como animais terrestres atravessando regides pantanosas ou rios, ou quando
corredores ecoldgicos sdo construidos, visando facilitar a locomogdo de organis-

mos cuja preservacdo € de interesse;

o Caracteristicas reprodutivas podem variar se considerarmos elementos relevantes
na constitui¢do do meio, como sub-regides com maior incidéncia de predadores
de uma determinada espécie em andlise, prejudicando sua reprodugdo nessas
sub-regides; ou, a predomindncia ou auséncia de dgua e alimento em algumas
partes do meio, prejudicando a reprodutividade de espécies aquéaticas ou ter-

restres que necessitam de fontes de alimento com determinada abundéncia para
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sua proliferacao.

Os dois itens anteriores resumem a motivacdo do presente manuscrito. Desejamos
obter respostas sobre as possibilidades de sobrevivéncia de organismos em situagdes
como as descritas acima. E a forma através da qual faremos tal anélise sera via estudo
de existéncia e estabilidade de solugdes de equagdes a derivadas parciais de evolugdo
que modelam a dindmica vital dos organismos em estudo. Tais equagdes, que serdo
objeto de nossa andlise no presente trabalho, apresentam a seguinte forma geral:

% =V - (D(x,y)Vu) + f(x,y,u). (1.1)

A fungdo u, que aparece como incégnita da equacdo acima, denota a densidade
de individuos da espécie em estudo no instante t e na posicdo (x,y) de uma regido
limitada Q, a qual servira de candidata a reftigio para a colonizagdo dessa espécie.
Nesse trabalho nés consideraremos somente regides planas, isto é estudaremos regides
limitadas O C R?, que bastam para as consideragdes praticas de interesse, e cujas
considera¢des matematicas sdo de maior facilidade e clareza, contribuindo para o me-
lhor entendimento das idéias aqui apresentadas. Faremos também uma identificagdo
da funcdo u, que representa a densidade da populacdo em andlise, com a prépria

populacéo.

A primeira parcela do segundo membro da equagédo (1.1) descreve a dindmica de
mobilidade dos organismos em anélise, isto é, ela nos da informagdes sobre as facili-
dades ou dificuldades de locomocdo de natureza aleatéria (ou difusiva) desses seres
na regido (). A medida de dificuldade/facilidade de locomogdo desses organismos é
fornecida pelo coeficiente de difusdo D, que assumimos que seja uma fungdo limitada
das variaveis espaciais. Permitiremos que essa fungdo assuma somente valores positi-
vos, isto é, consideramos situagdes onde ha regides de maior ou menor intensidade na
movimentag¢do de natureza aleatdria dos organismos em andlise. Uma referéncia sobre

a obtenc¢do desse modelo pode ser encontrada em Ferreira Jr. (1998) (cf.).

A segunda parcela do segundo membro de (1.1) nos da informagdes sobre como
0s organismos se reproduzem na regido (). Também consideramos nessa parcela efei-
tos de saturacdo que o meio em estudo impde ao desenvolvimento desses organismos,

bem como outras possiveis influéncias sobre o crescimento populacional da espécie
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em andlise, como predagdo por exemplo. Assumimos que esta funcdo seja dependente
da posicdo, o que representa influéncias do meio nas capacidades reprodutivas. Ao
contrdrio do coeficiente de difusdo, permitimos que essa fun¢do assuma valores nega-
tivos, refletindo a existéncia de sub-regides pouco propicias, ou indspitas ao desenvol-

vimento da espécie em estudo no meio Q).

Modelos de dindmica populacional via equagdes do tipo (1.1) tém sido utilizados
desde a primeira metade do século passado. Fisher (1937), seguido por Kolmogorov,
Petrovsky & Piskunov (1937), estudou a disseminagdo de um gene numa populacdo
utilizando modelos em uma dimensao espacial andlogos a (1.1) nos quais o coeficiente
de difusdo era constante e o termo de dindmica populacional era logistica, isto é, consi-

derou dinamicas do tipo
flx,y,u)=r (1 — E) u, (1.2)
K

onde 1, conhecido como coeficiente de crescimento intrinseco, é uma constante que
denota o ritmo do crescimento de u para valores pequenos da respectiva densidade, e
K conhecido como capacidade de suporte do meio, indica um limiar para o crescimento
da populagdo em andlise, como reflexo das limita¢des de espaco e alimento do meio a

ser colonizado por u.

Mais tarde, Skellam (1951) adotou modelos mais gerais, nos quais fung¢des nao
constantes substituem os coeficientes presentes em (1.2) para modelar situa¢des onde
hé heterogeneidade espacial. Kierstead & Slobodkin (1953) fizeram uso de equagdes
do tipo (1.1) em duas dimensdes espaciais, porém com coeficientes constantes, para
determinacdo de tamanhos criticos de regides planas para os quais era possivel a so-
brevivéncia de organismos cujas densidades obedeciam a referida equagdo na regido
dada. A regido candidata a refagio da espécie u supunha-se rodeada por outra regido
imediatamente letal a sobrevivéncia da populacdo em estudo, modelada pela seguinte

condicdo de fronteira do tipo Dirichlet:
u=0 em 0Q, (1.3)

onde 0Q) denota a fronteira da regido () candidata a refagio da populagédo u.

Quase trinta anos depois, Ludwig, Jones & Holling (1978) estudavam um modelo

de equagdes diferenciais ordindrias para o controle de uma praga chamada spruce
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budworm que atacava regides de florestas em New Brunswick, Canada. Este mo-
delo levava em consideracdo, além das propriedades de crescimento pertinentes a
espécie e saturacdo imposta pelo ambiente, efeitos de predacdo que, neste caso, eram
somente densidade-dependentes. No ano seguinte, Ludwig, Aronson & Weinberger
(1979) estudavam um modelo similar ao tratado no trabalho anterior, porém analisa-
vam a densidade da praga no tempo e no espago: a regido em analise era uma faixa
Q =(—£/2,1/2) x R, e analisavam sob quais condi¢des uma populacdo com dindmica
descrita por (1.1) poderia sobreviver num meio com condi¢des de fronteira letais (1.3).
A auséncia de condigdes laterais na ordenada justificava a homogeneidade da densi-
dade u em relagdo a variavel espacial y correspondente; com isso, 0 modelo analisado

em tal artigo era de fato em uma dimensao espacial apenas.

O estudo de tal modelo revelou a dependéncia da possibilidade de sobrevivéncia
da espécie u sobre o tamanho da regido candidata a refigio; isto é, no caso especifico do

modelo de Ludwig, Aronson & Weinberger (1979), existia um valor critico de dominio,

* . D
= 71\/;, (1.4)

abaixo do qual a regido Q) ndo se constituia num reftgio para a espécie em estudo,

dado por!

acarretando sua extingdo. Em termos matematicos, temos que { < {* implica a estabi-
lidade linear da solugéo trivial (que no caso é a solu¢do nula). Neste mesmo trabalho,

condigdes de fronteira do tipo mista, ou Condigdes de Robin, que possuem a forma?

u—l—ha—u =0, (1.5)
on

sdo apresentadas como modelo para um meio exterior hostil, porém nao letal a popu-

lacdo u.

Este artigo classico foi alvo de muitos estudos e extensdes para o caso bidimen-
sional, levando em consideracdo os efeitos de fronteira na varidvel espacial y. Citemos

dois deles:

Ben-Yu, Mitchell & Sleeman (1986) analisaram o mesmo problema numa regido

retangular, obtendo um valor critico de drea do dominio (O, com forma semelhante

1 Aqui, D denota o coeficiente de difusdo, e v o coeficiente de crescimento intrinseco, ambos constantes
positivas. 2 Neste caso, h é uma constante ndo-negativa, e ou/0n denota a derivada normal, na
direcdo exterior ao dominio Q.
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aquela obtida em (1.4), a saber:

A* =2 (1.6)

, D
-
Murray & Sperb (1983) estudaram um modelo mais geral, onde efeitos de ter-
mos de primeira ordem, ou convectivos, que modelam tendéncias de movimentagdo
dos organismos numa determinada direc¢do, foram utilizados. Esses modelos indicam
a importancia da magnitude do autovalor fundamental A; do problema eliptico asso-

ciado®

—Ab=(w-Vdp)+Adp em Q, (1.7)
é=0 em 0Q (1.8)

para as chances de sobrevivéncia da espécie em estudo no meio Q. De maneira mais
precisa, se a populacdo em estudo tem densidade u obedecendo a seguinte equagao na
regidao Q):

u + (w-Vu) =vf(u) + Au, (1.9)

onde v > 0 é uma constante e f(0) = 0, entdo uma condigdo necesséria para a sobre-

vivéncia da espécie em anédlise nessa regido é
vi'(0) > Ay, (1.10)

onde f’ denota a derivada da fun¢do f em relagdo ao seu argumento. Além disso, no
caso especifico no qual temos w = (wy, W;) constante, obteve-se o seguinte resultado:

o) = A(0) + (%‘)2 (1.11)

onde « = |w|, A{(x) denota o i-ésimo autovalor do problema (1.7), e A;(0) denota o
i-ésimo autovalor do problema associado a (1.7), mas com auséncia de convecgdo, isto

é, quando w = 0.

A partir do préximo capitulo vamos nos concentrar em obter estimativas de 4rea
minima para a sobrevivéncia de espécies em meios limitados, nos quais ha hetero-
geneidade espacial, e os quais sdo rodeados por ambientes letais a sobrevivéncia da

espécie em andlise. Seguindo procedimentos andlogos aqueles seguidos pelos autores

3 O campo vetorial w presente no termo de conveccdo da equagdo (1.7) é em geral uma fungéo das
variaveis espaciais, além de possuir divergente nulo.
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citados nesta introdugao, e apresentando métodos modernos de analise, exibiremos a
importancia da magnitude do espectro de determinados operadores diferenciais sobre
as possibilidades de sucesso na colonizagdo desses meios heterogéneos. A necessi-
dade de tal estudo reside na tentativa de entender melhor situa¢gdes mais realisticas.
Ao considerarmos, por exemplo, regides possuidoras de relevo variado (presenca de
montanhas ou lagos) ou riqueza de fauna e flora, as hipéteses tradicionais de homoge-
neidade das caracteristicas reprodutivas, e de mobilidade das espécies analisadas nos
modelos existentes ndo é mais valida. Por isso, ha a necessidade de considerar mode-
los mais gerais nos quais o meio influi nas caracteristicas das espécies em estudo, como
estd descrito em Kareiva (1990). Naquele trabalho, além de discutir a insuficiéncia que
os modelos tradicionais possuem para a modelagem das situagdes concretas, o autor
cita linhas de trabalho que podem ser seguidas por experimentalistas e teéricos para
que haja um melhor entendimento entre as duas partes, e com isso uma melhor com-

preensao da influéncia da heterogeneidade ambiental na dindmica de espécies:

i. Os experimentalistas devem investigar mais rigorosamente os papéis da dis-

persdo e subdivisdo espacial em comunidades naturais;

ii. Os tedricos devem fazer o trabalho dos experimentalistas mais “facil”, mostrando
se (e quando) os efeitos de natureza espacial sdo relevantes, oferecendo maneiras

de se conduzir experimentos apropriadamente.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: os capitulos 2 e 3 a seguir tra-
tam do estabelecimento de condi¢des necessarias para a persisténcia de uma espécie
hipotética que habita um meio que influi nas suas caracteristicas reprodutivas e de mo-
bilidade. Descobre-se, com o auxilio do Método de Fibracao, devido a S. 1. Pohozaev,
que a magnitude do espectro de determinados problemas associados é de fundamental
importancia para chances de sucesso dessa espécie. Deixamos os detalhamentos ma-
teméticos para o Capitulo 3. O Capitulo 2 estd dedicado a explicagdes e interpretacdes

dos resultados obtidos no capitulo seguinte.

O Capitulo 4 trata da influéncia de fatores ambientais e intrinsecos da espécie em
estudo sobre a magnitude do autovalor fundamental, que se revela um indicador geral
da qualidade do meio candidato a reftigio. Estudaremos nesse capitulo um caso parti-

cular de heterogeneidade espacial, na qual as regides mais ou menos favordveis para o
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desenvolvimento da espécie hipotética se concentram numa sub-regido do meio. Estu-
daremos a influéncia do posicionamento desta sub-regido na magnitude do autovalor
fundamental, visando obter informagdes que auxiliam ou prejudicam sua persisténcia

no meio dado.

Os Capitulos 5 e 6 tratam de um outro tipo de heterogeneidade espacial: tratamos
de um caso no qual as regides mais e menos propicias ao desenvolvimento da espécie
em andlise se intercalam em escalas de comprimento pequenas em comparacao com as
dimensdes da regido candidata a refagio. Utilizando a técnica de homogeneizag¢ao, ob-
temos uma equagdo diferencial auxiliar com coeficientes constantes, relacionada com
a equacao original que modela a dindmica reprodutiva e de mobilidade da espécie em
estudo, e que fornece informacdes sobre a influéncia da disposigdo das regides mais
e menos favoraveis nas chances de sobrevivéncia dessa espécie de uma maneira mais
simples que a andlise direta do modelo original, que possui coeficientes de variagao
rapida. Organizamos este topico de maneira similar aquela apresentada nos Capitulos
1e2,isto é, o Capitulo 5 contém explicag¢des e interpretagdes dos resultados obtidos no

capitulo seguinte.

Encerramos o trabalho com conclusdes e uma apresentacdo de problemas rela-
cionados com os tépicos apresentados e estudados no texto, porém nao analisados em

profundidade.

Uma aplicagdo do método de fibragdo foi feita num caso mais elementar que o
apresentado no texto . Com isso, visamos mostrar ao leitor uma aplicagdo simples do

método, e com isso ajudar na leitura deste texto.
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Capitulo 2

Sobre a Persistéencia de Espécies em
Meios Heterogéneos

RESUMO DO CAPITULO

Iniciamos neste capitulo o estudo de modelos matematicos para dinamica popu-
lacional e de mobilidade de individuos que habitam uma regido limitada a qual, em
virtude da presenca de regides mais ou menos propicias ao seu desenvolvimento, influi
nas caracteristicas reprodutivas da espécie hipotética cuja capacidade de colonizac¢do

nesse meio se deseja prever.

INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é interpretar os resultados obtidos sobre os modelos ma-
tematicos que exibem influéncia do meio nas capacidades reprodutivas e de locomogéao
de uma espécie hipotética, cuja densidade é denotada pela letra u, e que satisfaz uma
determinada equagdo diferencial parcial a coeficientes ndo-constantes, que refletem
a heterogeneidade ambiental. Este capitulo estd reservado somente a comentdarios e
interpretagdes dos resultados a serem obtidos no capitulo seguinte, onde os detalha-

mentos matematicos correspondentes serdo apresentados.



Introducao

Os modelos considerados neste trabalho para anélise de sobrevivéncia de uma
espécie levam em consideracdo influéncias do meio nas caracteristicas reprodutivas e
de movimentagdo dessa espécie. Seguindo Cantrell & Cosner (1989), Cantrell & Cos-
ner (1991a) e Cantrell & Cosner (1991b), consideraremos variantes da dindmica repro-
dutiva do tipo logistica cldssica apresentada no capitulo anterior. De maneira mais

precisa, usaremos a seguinte variante para o termo de dindmica vital:

f(x,y,u) =7 (y(x,y) — %) u, (2.1)

no qual as constantes positivas e K, representando a taxa de crescimento intrinseco e a
capacidade de suporte associada a espécie u, respectivamente, mantém os significados
do modelo logistico tradicional. Porém notamos neste novo termo a presenca de uma
funcdo v, a qual é dependente das varidveis espaciais. Esta funcdo, que assumimos
ser limitada, ¢ um indicador da interferéncia do meio nas capacidades reprodutivas da
espécie u. Esta fungdo também assumira valores negativos em sub-regides indspitas a
sobrevivéncia de u na regido Q. Convém notar que a fun¢do y introduzida em (2.1) in-
fluencia somente as capacidades reprodutivas da espécie em andlise. Com isso, referir-
nos-emos a constante 1, que indica a capacidade de reproducdo da espécie hipotética

na auséncia de heterogeneidade espacial, como taxa de crescimento intrinseco basico.

As limitagdes de espaco do meio ainda se fazem presentes, independente da
existéncia de regides mais ou menos propicias ao desenvolvimento de u, o que é re-
velado pela independéncia do termo de “saturacdo” da funcdo y !. Este termo de
saturagdo deve ser entendido como a resposta do meio a grandes valores da densidade
u revelando a impossibilidade do mesmo suportar um valor de densidade acima de
um determinado valor (representado pela constante positiva K) na auséncia de hete-
rogeneidade espacial. Para valores pequenos de u, temos u? < v, isto é, o termo de

dindmica vital se comporta como malthusiano para valores de densidade baixos.

No6s também consideramos neste trabalho a interferéncia das diferencas de qua-
lidade do meio em estudo Q) nas caracteristicas de mobilidade da espécie u. De ma-
neira mais precisa, permitiremos que o coeficiente de difusdo da espécie u seja também

funcado das variaveis espaciais, como esta exposto explicitamente em (1.1).

! Devemos salientar que os efeitos de saturagdo se fazem presentes nas regides nas quais y > 0. Nos
pontos onde vy < 0, os efeitos de saturagdo ndo sdo apreciados, pois o termo de dindmica vital é estrita-
mente negativo nesses pontos.
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CONSIDERACOES DIMENSIONAIS E TEORICAS

Para apreciarmos de maneira mais clara a influéncia das varidveis de interesse
do problema (como o tamanho do dominio candidato a refagio, taxas de crescimento
intrinseco, etc.) na persisténcia ou extingdo da espécie em estudo, faremos uso de
varidveis dependentes e independentes adimensionais, definidas em func¢do das va-
ridveis originais do problema em questdo com dindmica vital definida em (2.1). As

mudangas das varidveis dependentes sao exibidas a seguir:

=x//1Q), (22)
v:=y//1Ql, (2.3)
=rt, (2.4)

x|

|

onde |Q| denota a Medida de Lebesgue em R? da regido Q, ou seja, sua drea. Nos

também utilizaremos a seguinte reescala na fungdo incégnita:

u:=— (2.5)

f(x,y,u) =y(x,y)u—1u’, (2.6)

onde
V(%) = (VIO VI0) . 2.7)
Ao considerarmos a funcdo auxiliar D definida por

— 1

D(x.1) = 15 D (VIO ViOl), (28)

e ao omitirmos os sinais sobre as novas varidveis, para maior clareza e economia de
notacdo, apresentamos o modelo no qual concentraremos nossos esforgos, os quais

possuem a seguinte forma explicita:

w=V-(DxyVu +v(xyu—u? em Ux{t>0] (2.9)
u=0 em oU x{t>0}, (2.10)
u=1uy(x,y), em Ux{t=0]} (2.11)
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onde uy descreve a distribuigao inicial dos individuos na regido U, obtida da regido
original Q a partir das reescalas feitas em (2.2) e (2.3), U := U U dU denota o fecho
do conjunto U. Faremos estudos sobre formas particulares para as fungdes y e D mais
adiante. Neste capitulo e no seguinte estaremos interessados em relacionar as pos-
sibilidades de sobrevivéncia da espécie u com algumas propriedades geométricas e
topoldgicas da regido original (), como sua 4rea por exemplo. Mostraremos a seguir
que a existéncia de solug¢des estaciondrias estdveis para o problema (2.9), (2.10), (2.11),
que correspondem a configura¢des bem sucedidas da colonizagdo do meio em estudo
quando t — oo, dependem de um tamanho critico de dominio, abaixo do qual somente
a solucdo trivial existe como solucdo estaciondria, indicando o insucesso da tentativa
de colonizagdo, e a consequente extingdo da espécie no meio em andlise, ndo se consti-

tuindo, pois, num reftigio para os organismos em estudo.

Para isso, apresentamos e analisamos resultados para a existéncia da solugdes
ndo-triviais para o problema estacionario associado ao problema (2.9), (2.10), (2.11), a

saber:
—V-(D(x,y)Vu) =v(x,y)u—u> em U, (2.12)
u=0 em oU. (2.13)

Como o problema (2.12), (2.13) é possuidor de coeficientes ndo-constantes, uma
andlise via métodos classicos ndo se aplica nesse caso. Para obtermos as informacgdes
desejadas sobre o modelo acima, devemos fazer uso de métodos variacionais, isto é,
caracterizar as solugdes do problema acima como pontos criticos de um determinado

Funcional de Euler J(u).

Os resultados exibidos a seguir foram inicialmente obtidos por Cantrell & Cosner
(1989), no caso de difusdo constante, e por Cantrell & Cosner (1991b) no caso de difusdo
varidvel. Temos que o problema (2.12), (2.13) admite uma solugao positiva, ndo-trivial,

entendida no sentido de ponto critico do Funcional de Euler J(u), para
A<, (2.14)

onde o autovalor fundamental A; é a menor constante positiva que torna a seguinte

identidade verdadeira:

”uD(x,y)Vcb.Vv dx dy =)\” v(x,y) dv dx dy, (2.15)

u
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onde ¢ denota a auto-fungdo associada ao autovalor A e tal identidade deve satisfeita
para todas as fungdes v pertencentes ao conjunto W para os quais a identidade (2.15)
faz sentido e que se anulam na fronteira de U (cf. Capitulo 3). Além disso, temos que
essa solugdo, caso seja tnica, serd assintoticamente estdvel quando t — oo para quais-
quer valores iniciais ndo-negativos 1. Logo, esta solu¢do nos informa a densidade
da espécie em andlise no estado estaciondrio, indicando que o meio é propicio ao seu
desenvolvimento quando temos A; < 1, se constituindo, pois, num reftigio para esta

espécie.

Quando temos

A >, (2.16)

a solucdo identicamente nula é a tinica solugdo do problema (2.12), (2.13), que passa
a ser a solucdo assintoticamente estavel quando t — oo para valores iniciais ndo ne-
gativos, o que implica neste caso o insucesso na colonizacdo do meio () pela espécie
u, resultando na sua extingdo. Logo, a regido Q original ndo suporta a colonizagdo da

espécie 1, ndo se constituindo num reftigio para a referida espécie.

A condicdo para persisténcia da espécie u dada em (2.14) revela a importancia
que o autovalor fundamental A; tem sobre as chances de sucesso na colonizagdo do
meio dado. Veremos mais adiante que esta constante é influenciada por varios fatores
relativos a espécie em anélise e ao meio em estudo, como o coeficiente de crescimento

intrinseco r e a drea do candidato a reftgio Q.

Portanto, é de interesse obter estimativas para esse valor, bem como obter infor-
magodes sobre a influéncia que a heterogeneidade do meio em questdo para o aumento
ou a diminuigdo dessa constante. Mais adiante estudaremos como a magnitude de A,

se altera mediante arranjos dos valores de um tipo especifico de fungdo de crescimento
Y.

No préximo capitulo trataremos da obtengao de resultados similares aos citados
acima, porém utilizando Método de Fibragdo introduzido e desenvolvido por S. I. Po-
hozaev. Tal método consiste basicamente na imersdo do espago de fun¢des W intro-
duzido acima num espaco maior (que no caso da fibragdo esférica, que serd utilizada
nesse trabalho, é R x W), e analisarmos os pontos criticos do funcional J como pontos

criticos de um outro funcional g, definido a partir de J, porém com restri¢des. Pode-se
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mostrar que tais problemas sdo equivalentes, o que nos possibilita obter novos resul-
tados sobre existéncia e ndo-existéncia de problemas nao-lineares, como (2.12), (2.13),
possibilitando a separagado de fatores algébricos e topolégicos do problema, o que afeta

o numero de solucdes.

Nos trabalhos Pohozaev & Drabek (1997) e Pohozaev (1999), uma versao mais
geral do problema (2.12), (2.13) é estudada, porém obtendo uma caracterizagdo para a

solugdo positiva ndo-trivial obtida em Cantrell & Cosner (1991b), a saber:

u = t(\)l )Vl, (217)
onde HOv)
v

t) = 5 (2.18)

e v; é a fun¢do minimizadora do seguinte problema:

m:= iél\{/{H(V) | F(v) = —1}, (2.19)
com
H(v) := ”u D(x,y)|VvP* dxdy — ”uy(x,y)vz dxdy, (2.20)
e
F(v) i= — 3 dxdy. 2.21
) ”u v dxdy (2.21)

Convém neste ponto notar que este método fornece uma caracterizacdo da solugdo
positiva do problema, correspondendo a uma fun¢do minimizante do problema de
ponto critico com restri¢do exibido em (2.19), o que representa um meio para obtencdo
dessa fungédo, por métodos numéricos por exemplo, facilitando a observacdo e o estudo
dos padrdes para a densidade em estado estaciondrio em meios heterogéneos, como o

meio () o qual estudamos neste trabalho.
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Capitulo 3

Sobre a Persistéencia de Espécies em
Meios Heterogéneos II:
Detalhamentos Matematicos

RESUMO DO CAPITULO

Nesta parte do trabalho, nds pretendemos realizar os detalhamentos matemati-
cos necessdrios para a obtengdo dos resultados discutidos no capitulo anterior, onde a
se faz comentérios do ponto de vista ecolégico sobre a sobrevivéncia de espécies que
almejam colonizar meios onde existe heterogeneidade espacial. Para isso, langamos
mao do Método de Fibracdo, devido a S. I. Pohozaev, que permite obter e caracterizar
solugdes ndo triviais de equagdes diferenciais elipticas ndo-lineares a coeficientes nao

constantes.

INTRODUCAO

Nesta parte do trabalho, estamos interessados na obtengdo dos resultados dis-
cutidos no capitulo anterior, onde as possibilidades de sobrevivéncia de uma espécie

hipotética, cuja densidade é denotada por u, sdo discutidas. Admitimos que tal espécie

15
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obedeca a uma dinamica vital com difusdo na qual suas tendéncias de movimentagéo,
bem como suas capacidades reprodutivas, sdo dependentes da posicdo do meio, que
é denotado pela letra grega QO que, por simplicidade, assumimos ser um dominio do
plano R?. Para sermos mais precisos, assumimos que u resolve a seguinte equagio a

derivadas parciais de evolugao:

u; =V - (D(x,y)Vu) + ry(x,yu— %uz, (x,y) € Q, te(0,00), (3.1)

u=0, (x,ye€o0Q, t>0, (3.2)
u=wl(xy), (xyle, t=0, (3.3)

onde a funcdo D denota o coeficiente de difusdo, que permitimos depender das va-
ridveis espaciais sobre a regido (O em estudo, assim como a fungdo y, que supomos
limitada, vy < 1, que mede a interferéncia do meio nas capacidades reprodutivas da
espécie u, podendo inclusive assumir valores negativos, indicando a existéncia de sub-
regides imprdprias ao seu desenvolvimento; porém, vamos considerar a saturacdo do
ambiente como constante ao longo do dominio (). Tal constante, conhecida comu-
mente como capacidade de suporte, denotamos pela letra K. Nés denotamos por uy
a distribuigdo inicial espécie em estudo no meio Q , a qual supomos ser uma fungao
limitada e ndo-negativa em (). Supomos que o coeficiente de difusdo D também seja

uma fungdo positiva e limitada das varidveis espaciais.

A anélise de sobrevivéncia de espécies via modelos que seguem dindmicas des-
critas no problema (3.1), (3.2) e (3.3) se baseia na existéncia e andlise de estabilidade

das solugdes estaciondrias desse problema, ou seja, as solugdes do problema seguinte:

—V - (D(x,y)Vu) = ry(x,y)u— %uz, (x,y) € Q, (3.4)

u=0, (xy)e€oQ. (3.5)

Como discutimos anteriormente, a existéncia (ou ndo) de solu¢des ndo-triviais para o
problema estaciondrio acima determina chances de sucesso na coloniza¢do do meio em

anélise.

Para que possamos estabelecer as devidas conexdes entre existéncia de solugdes

nao-triviais do problema (3.4), (3.5) e as varidveis de interesse do problema, faremos
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uso das seguintes reescalas das varidveis independentes:

X :=x//1Q], (3.6)
y:=y/VQ], (3.7)
t:=rt, (3.8)

Com isso, ao considerarmos as novas fungoes
— 1
DY) =g (V x,\/I0ly),
= (Viaix, vialy),

=l
<

CI

onde |Q)| denota a drea da regido (3, n6s obtemos, apds omitirmos os sinais acima dos
objetos em estudo, para clareza e economia de notagdo, o seguinte problema a ser ana-

lisado:

—V - (D(x,y)Vu) =v(x,y)u—u?, (xy) e, (3.9)
u=0, (x,y)e€ou, (3.10)

no qual U denota o dominio obtido a partir de Q) através da reescala definida por

(3.6),(3.7). Como conseqiiéncia de tal reescala, temos que [U| = 1.

Introduzimos um parametro de controle o« > 0, para modular as caracteristicas
reprodutivas da espécie u, promovendo maiores ou menores diferencas de qualidade
do meio, mas ndo alterando a saturagdo do mesmo. Com isso, estudaremos a seguinte

variante do problema (3.9), (3.10):

—V - (D(x,y)Vu) = ay(x,y)u—u? (x,y) €el, (3.11)

u=0, (x,y)e€ou, (3.12)

Como o problema descrito em (3.11), (3.12) estd escrito na forma divergente, sem

termos de primeira ordem, podemos utilizar métodos de energia para sua andlise,
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ou seja, vamos considerar as solugdes fracas do problema acima, que sdo as fungdes

u € W:=H}(Q) com a norma!

1/2
[l == (” D(x,y)|Vul* dx dy) , (3.13)
u
que fazem a seguinte relacdo verdadeira, Vv € W
” D(x,y)Vu-Vvdxdy = oc” v(x,y)uvdxdy — “ u?v dx dy, (3.14)
u u u

bem como podemos identificar as solugdes do problema variacional acima como pon-

tos criticos do seguinte Funcional de Euler:

Julw) : = %”uD(x,yWuF ey — 2 ”

1
v(x,y)u?dx dy + 3 ” hul® dx dy

1 N 1 u u (3.15)
= Sl = 5 Glu) — 5 Fluw),
onde
F(u) := —”u luP dx dy, (3.16)
e
G(u):= ”uy(x,y)uz dx dy. (3.17)

A APLICACAO DO METODO DE FIBRACAQO

Faremos a analise da existéncia de pontos criticos do funcional acima via uso
do Método de Fibragao, devido a S.I. Pohozaev, e apresentado no caso especifico de
problemas do tipo (3.11), (3.12), em Pohozaev & Drébek (1997) e em Pohozaev (1999),
porém numa versdo mais geral que esta. A seguir faremos uma reprodugao detalhada
das idéias contidas nos artigos citados acima, porém com adaptagdes para o caso o

qual estamos interessados.

A idéia consiste em associar o Funcional de Euler definido em (3.15) com um ou-

tro, de propriedades adicionais, e observar a magnitude da constante x, em comparagdo

! A norma definida em (3.13) é equivalente a norma usual de H}(U), fato este devido a limitagdo da
fun¢ao D, e a Desigualdade de Poincaré.
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com o autovalor fundamental do problema seguinte:

”uD(X,y)V(j) -Vvdxdy = AUuV(X,y) ¢v dx dy, (3.18)

onde as incégnitas sdo o autovalor A e a autofungdo ¢ € W. A identidade acima deve
ser valida para todov € W. Convém lembrar neste ponto que o autovalor fundamental

do problema acima é possuidor da seguinte caracterizagdo variacional:

” D(x,u)|VP dx dy
u

Al = lguvl\‘/l
€
JIuv(xy) & dx dy>0 JJuY(XIU) $? dx dy

, (3.19)

e que tal autovalor é simples e positivo (cf. Alberico, Ferone & Volpicelli (1999) e as

referéncias la contidas).

Seguindo o Método de Fibracédo, consideremos a funcdo v € W, definida a partir

de u, solucédo de (3.14) através da relacdo
u=ty, (3.20)

onde a constante positiva t € R é a principio arbitraria, porém fixa e determinada a

posteriori. Substituindo (3.20) em (3.15), nés temos

L at? [tP
Ju(tv) = 5 VIl — - G(v) — ?F(v).

Escolhemos como funcional de fibragdo a parte principal de J4, a saber:
Hy(v) 1 = ”u V> dx dy — oc”uy(x,y)!vlz dx dy
=[lv[[* — « G(v).
Como u é ponto critico de (3.15), temos que a equagdo de bifurcagao

d
P Ja(tv) =0 (3.21)

¢ valida. No nosso caso especifico, temos que (3.21) toma a seguinte forma:

tHa(v) — [ttF(v) = 0.
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Como estamos interessados em obter solugdes ndo-triviais, impomos naturalmente que
t # 0, obtendo assim a seguinte expressdo para [t:

Ha(v)
F(v) -

It] = (3.22)

Convém neste ponto notar que as seguintes condig¢des sdo necessdrias para que (3.22)

tenha sentido:

Substituindo (3.22) em (3.15), nés obtemos o funcional induzido

Ta(v) : = Ju(t(v) V) (3.23)
1 (H(W)Y
-5 (Fy) ™

O funcional induzido J, obtido acima goza de certas propriedades. Ei-las:

i. Homogeneidade de grau zero: Para todos T € R\ {0}, e v € W tal que F(v) # 0

nos temos

Temos, em particular que J, é um funcional par e sua Derivada de Gateaux em v
na diregdo v é zero, isto é:

~ .

({dav),v) =0;

ii. Se v, € W for ponto critico de J,, entdo |v.| também sera ponto critico de J,;

iii. Pontos criticos do funcional induzido J, também sdo pontos criticos do mesmo

funcional, mas com a seguinte restricdo de fibragao:
F(v) =c,
onde J é um funcional diferencidvel que satisfaz a condicdo de ndo-degeneracao

(F'(v),v) #0 sempreque F(v)=c.
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Conclui-se que caso encontremos algum ponto critico v, de J,, podemos assumir sem
perda de generalidade que v. é uma fungdo ndo-negativa em U. Os detalhamentos

destas observagdes encontram-se no Apéndice A, em Drébek & Pohozaev (1997) e
Pohozaev (1999) (ct.).

Originalmente, o método de fibragdo indica a existéncia de solugdes para o pro-
blema (3.4), (3.5), cuja multiplicidade é dependente da magnitude do autovalor funda-

mental A;. H4 dois casos a considerar:

1. o < Ag;

. o> Aq.

Quando estamos no primeiro caso, obtemos a existéncia de uma solugao positiva, ndo-

trivial do problema (3.4), (3.5) ao escolhermos como restri¢ao de fibragao

que satisfaz a condi¢do de ndo degeneragdo, pois quando H(v) =1, temos
(HL(v),v) = 2H(v) =2 £ 0;

porém, temos por (3.22) que F(v) deve ser positivo, o que é vetado por sua propria
defini¢do (cf.). Com isso, o Método de Fibragdo ndo se aplica imediatamente nesse
caso, em concordancia com os resultados obtidos em Cantrell & Cosner (1991), que

prevéem a ndo-existéncia de solugdo positiva para o« < A;.

No caso o« > A;, 0 método de fibragdo nos da originalmente dois pontos criticos
positivos, ndo-triviais, e distintos para o funcional (3.15). Porém, para a obtencado de
um deles, necessitamos impor a condi¢do de positividade do funcional F. Logo, ndo

podemos obter essa solugdo neste caso.

Concentrar-nos-emos, pois, em obter a segunda solugdo positiva do problema
(3.4), (3.5) quando temos « > A; pelo Método de Fibragdo. Para isto, escolhemos F(v)

como funcional de fibracgéo, e

F(v) = -1
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como a restricdo de fibracdo; temos que a condicdo de ndo-degeneracdo também é

satisfeita nesse caso, pois
(F'(v),v) = =3F(v) =3 #0.

Com esta restricao, o funcional induzido J, se torna

Precisamos, em decorréncia da definicdo de t dada em (3.22), encontrar um ponto

critico de j(x que satisfaga a condic¢do
H.(v) < 0.

Logo, faz sentido obter tal ponto encontrando a fungdo que realiza o minimo m, do
seguinte problema:
my = inf (Hq(v) | F(v) = —1). (3.24)
vew

Mostremos inicialmente que o espaco de fungdes sobre o qual pretendemos encontrar

o infimo acima é ndo-vazio; isto é, provemos que
W = veW]|Fv) =-1}#£0.

Para isto, tomamos “a” auto-funcdo e; associada ao autovalor fundamental®> do pro-

blema (3.18). Pela Teoria Espectral, tal fungdo é positiva em U; logo,
F(e;) < 0. (3.25)

Com isso, e pela 3-homogeneidade de F, podemos encontrar uma constante t; tal que
F(tie;) = —1. Com isso, temos que W™ nao é vazio, como queriamos demonstrar. Além

disso temos, pela caracteriza¢do variacional do autovalor fundamental A;, que
H(tier) = [t1F (M — ) G(eq) <O,
o que implica que o infimo m é negativo, por definicado.

Para provarmos que a solugdo positiva do problema (3.4), (3.5), que corresponde

ao minimizador do problema (3.24), existe para « € (A;,A;+L), onde L é uma constante

2 Estamos nos referindo a auto-funcio e; positiva, associada ao autovalor A; que satisfaz a identidade
(3.18) para todo v € W. (cf. Alberico, Ferone & Volpicelli (1999) e as referéncias la contidas).
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positiva, supomos por absurdo que a afirmacdo acima é falsa, o que implica a existéncia
de uma seqiiéncia e, — 0 tal que para qualquer «* := A;+ey 0 problema de minimizag&o
(3.24) ndo possui fun¢do minimizante (ndo-negativa). Para qualquer k € N, seja (vk)%

uma seqiiéncia minimizante do problema (3.24), isto é,
FVE)=—1 e Hup(vi) — mye quando mn — oo.

Se (vk) | é limitada para algum k € N, podemos, sem perda de generalidade, assumir
que ela converge fracamente em W para uma fungdo v* quando n — oco. A continui-
dade fraca dos funcionais F e G e a semi-continuidade fraca inferior da parte principal

H, nos permite deduzir, na passagem do lim inf quando n — oo, que
FW*) =—1 e Hu(®") <my.

Mas, por definicdo de m,«x dada em (3.24), temos que a desigualdade acima vale no
sentido oposto. Com isso, obtemos por contradi¢do uma fun¢do minimizante para o

problema (3.24) que no caso é a fungdo limite Ve

Com isso, a seqiiéncia (vk)%, é ilimitada para qualquer k € N. Assumimos, sem

perda de generalidade, que

[vE|l = 00 quando m — oo;

além disso construimos, a partir dessa seqiiéncia, uma outra seqiiéncia (W), da se-
guinte maneira:
ko Vn
wy, = =
onde
fral == [[vall
Por definigdo, temos ||[wk| = 1, o que nos permite tomar uma subseqiiéncia, se ne-

cessario, e assumir que Wk converge fracamente em W para uma fungdo w* € W
quando n — co. Como o limite fraco W* obedece |[W*|| < 1, podemos tomar uma outra
subseqiiéncia, e assumir a convergéncia fraca de W* em W para uma fungdo w € W

quando k — co. Novamente temos

W] < 1. (3.26)



A Aplicacao do Método de Fibracao

Observando as defini¢des de vk e wk, deduzimos a seguinte desigualdade:

TP (1 — o *G(W) = [tk — "5 *G(wk)
= [[vill = o(v})
= Hak(v:i) — mye < 0.

Com base em (3.26) e na observagdo acima, e aplicando duas vezes o lim inf quando

n — oo e k — oo, obtemos
W] —AG(W) <1—-AMG(W) <0.

A desigualdade acima é vélida no sentido contrario, em virtude da natureza minimi-
zante do autovalor fundamental A; em relagdo ao Quociente de Rayleigh exibido em
(3.19). Com isso, com base na Teoria Espectral, podemos encontrar uma constante
k; € R tal que

w = kpe. (3.27)

A 3-homogeneidade do funcional F nos leva a concluir que

1 . 1
Vn) = —@

Passando os limites quando n — oo e k — 0o ndés obtemos pela continuidade fraca de
F

F(w) =0,
ou, por (3.27), que
ki ’F(er) =0,

o que é uma contradi¢do, por (3.25). Logo, fazendo « = 1, nés obtemos a solugdo
do problema (3.4), (3.5) quando A < 1, tomando a func¢do v minimizante do problema

(3.24), e considerando a fungdo u, definida a partir de v pela relagdo
u=t)y,

onde t(v) é definido em (3.22). As referéncias contidas em Pohozaev & Drabek (1997),
e Pohozaev (1999) garantem sua positividade, limitagdo em quase toda parte e diferen-

ciabilidade local.
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Capitulo 4

A Influencia da Magnitude do
Espectro na Persisténcia de Espécies

RESUMO DO CAPITULO

Pretendemos nesse capitulo obter informagdes a respeito da influéncia de fatores
ambientais e intrinsecos sobre o autovalor fundamental de um determinado problema
de valores de contorno. A magnitude deste autovalor revelou-se, nos capitulos an-
teriores, fundamental para determinagdo das chances de sobrevivéncia dessa espécie.
Andlises dimensionais e métodos variacionais se fazem tteis para obtengdo de tais

conclusoes.

INTRODUCAO

Nos capitulos anteriores, nos propusemos a estudar situagdes ecolégicas nas quais
um meio limitado Q possuia influéncia nas capacidades reprodutivas de uma espécie
hipotética, cuja densidade denotamos pela letra u. Modelamos tal influéncia através
de uma equacdo diferencial parcial semi-linear a coeficientes nado-constantes, a qual a
densidade u supomos obedecer. Um desses coeficientes, o qual chamamos de y, servia

como uma corre¢ao no coeficiente de crescimento intrinseco da espécie, que por abuso

25



4.2

Consideracoes dimensionais

de notacdo também chamavamos de u, deixando a saturagdo ambiental constante. E
também assumimos que o meio exterior era letal a essa espécie. Sob estas hipoéteses,
estudamos quais condi¢des eram necessdrias para que este ambiente () se constituia

num reftgio para a espécie u.

No6s concluimos que o sucesso da colonizacdo deste meio dependia da magni-
tude de uma constante. Esta constante, denominada autovalor fundamental, revela-se,
em virtude das reescalas adimensionais feitas anteriormente, sob influéncia de carac-
teristicas intrinsecas da espécie em estudo (como sua taxa de crescimento intrinseco
bésica r), bem como caracteristicas métricas da regido candidata a reftigio () (como sua

area, por exemplo).

O objetivo deste capitulo é exibir e interpretar tais influéncias, além de mostrar
a dependéncia que o autovalor fundamental possui sobre a heterogeneidade das ca-
racteristicas reprodutivas da espécie hipotética u imposta pelo meio. De maneira mais
especifica, estudaremos uma forma particular de heterogeneidade ambiental, e com
o auxilio de adaptagdes do trabalho Harrell II, Kroger & Kurata (2001), obteremos

informacdes sobre a qualidade de um meio, numa situacdo ecoldgica particular.

CONSIDERACOES DIMENSIONAIS

O objetivo desta se¢do é observar a variacdo do autovalor fundamental A; me-
diante mudangas nas varidveis de interesse do problema, como a taxa de crescimento
intrinseco T, a drea da regido candidata a reftagio (), bem como altera¢des de escala
na corregdo do crescimento intrinseco vy, o que indica um aumento ou diminui¢do na
heterogeneidade imposta no meio em andlise, dependendo da magnitude da alteracdo

de escala imposta a correcdo y.

Para fixarmos idéias, comecamos esta andlise lembrando brevemente a motiva-

¢do da mesma. Iniciamos o estudo da existéncia de solug¢des positivas, ndo-triviais para
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o seguinte problema:
V- (D(xy)Vu) =v(x,y)u—1v?, (x,y)el, (4.1)
u=0, (x,y)eol, 4.2)

onde U é o dominio obtido a partir do dominio (), mediante reescalas das varidveis
espaciais (cf. Capitulo 3). A existéncia de tal solugdo positiva significa sucesso na
colonizagdo do meio em andlise, pois segundo os resultados de Cantrell & Cosner
(1991b), a solugdo do problema de evolugdo associado a (4.1), (4.2) converge para a
solucdo estaciondria quando t — oo para qualquer dado inicial ndo-negativo e nédo-
trivial. Com isso, o meio original Q) se constitui, na linguagem utilizada em Ludwig,

Aronson & Weinberger (1979), num reftigio para a espécie u.

Concluimos que o meio Q se constitui num reftigio, o que representa a existéncia
de solugdo ndo-trivial para o problema (4.1), (4.2), quando A; < 1, onde o autovalor

fundamental A; é minimizador do Quociente de Rayleigh

” D(x,u)|VP dx dy
u

A= min
deW

(4.3)
“‘uV[X/U)d)Z dx dy>0 JJUY(XIU) d)z dx dy

Comecamos nossa anélise ao lembrarmos da definicdo da funcio adimensional D, a
qual aparece no denominador da expresséo (4.3). Substituindo a fun¢do D pela funcio
dimensional correspondente, e mantendo as outras varidveis dependentes e indepen-

dentes adimensionais, obtemos a seguinte variante de (4.3):

1 || o (Vi Vi) wef axay
AT
S
Ifuyxy) ? dx dy>0 JJL[ ’Y(X/ y) d)z dx dy (44)
1
“riol”

A expressdo acima € objeto de algumas interpretagdes. A condigdo A; < 1, que indica
sucesso na coloniza¢do do meio Q) pela espécie u, nos informa que valores pequenos
dessa constante indicam boas chances de colonizacdo. Ao observarmos (4.4), notamos
a contribui¢do imediata de dois fatores para a diminuigdo da constante A;, que nesse

caso atendem a intuicao:
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Figura 4.1: Quando os individuos de uma espécie locomovem-se muito intensamente,
dominios com fronteira letal devem ser suficientemente grandes para que perdas

de individuos devido a contato com fronteira sejam menores.

i. A taxa crescimento intrinseco bésica r deve ser suficientemente grande: Quando
o meio em anadlise é inalterado, observamos que a espécie em andlise deve com-
pensar as perdas de seus individuos para a fronteira letal e para as regides menos
propicias pertencentes ao meio () com suas propriedades reprodutivas; isto é, a
espécie em estudo deve se reproduzir numa taxa suficientemente alta para que a
relacdo A; < 1 seja satisfeita. Podemos reescrever a condicdo para sobrevivéncia

de u no meio Q) da seguinte maneira:

T>1 = —p.
Q]

A proporcionalidade inversa da constante ™ em relagdo a drea da regido Q) pode
ser explicada via interpretacdo microscépica do processo difusivo (cf. Murray
(1989) e Okubo (1980)): quando os individuos da espécie em estudo se movi-
mentam aleatoriamente, com igual probabilidade de deslocamento em todas as
direc¢des, suas chances de sobrevivéncia sdo reduzidas num meio com fronteira
letal de pequenas dimensdes, j4 que as chances de contato com esta fronteira
sdo maiores que as chances de contato num meio similar, porém de dimensdes
maiores; com isso, faz-se necessdrio uma taxa reproducdo grande num meio
muito reduzido, para compensar as grandes perdas na fronteira nesse meio de

dimensdes reduzidas (cf. Figura 4.1).
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ii. As dimensdes da regido candidata a refliigio devem ser suficientemente gran-
des: Este outro fato intuitivo ja foi observado em modelos unidimensionais em
Ludwig, Aronson & Weinberger (1979), e em modelos bidimensionais com taxa
de crescimento ndo influenciada pelo meio (cf. Skellam (1951), Kierstead & Slo-
bodkin (1953) e Murray & Sperb (1983)). Tal observacdo se torna evidente ao

reescrevermos a condigdo para persisténcia A; < 1 da seguinte maneira:
.1
Q> A% :=—p.
T

A relagdo inversa entre tamanho &drea e a taxa de crescimento intrinseco se faz pre-
sente nesta expressdo. Neste caso, a expressdo acima nos diz que valores grandes
para a taxa de crescimento intrinseco r compensam a perda dos organismos para
a fronteira letal e para as sub-regides menos propicias de (), reduzindo assim o
valor minimo de drea A* necessario para a sobrevivéncia da espécie u no refe-
rido meio. Valores pequenos de r influem no aumento do valor critico de &rea,

dificultando as chances de sobrevivéncia da espécie em estudo.

Ap0s as observagdes mais imediatas feitas acimas, comentamos alguns efeitos da
heterogeneidade do meio na magnitude do autovalor fundamental A;. Seguindo Can-
trell & Cosner (1989), observamos inicialmente que em conseqiiéncia da caracterizagdo
variacional de A; exibida em (4.3), se temos correcdes v, e Y, satisfazendo y; < y», isto
implica, devido a positividade da fungdo D, que para qualquer ¢ € W que satisfaga

fqui(X,U)¢2 dxdy >0, i=1,2, temos

[, prowivoraxay || pixuivor ey
u N
”u Vil y)d dxdy ”u Ya(x,y)d* dxdy

Aplicando o infimo em ambos os lados da desigualdade acima, nés obtemos

A(v1) > Aily2), (4.5)

onde denotamos por A;(y) o autovalor fundamental do problema espectral do Capitulo
3 com corre¢do do crescimento intrinseco y. Se houver um subconjunto de U de me-
dida positiva no qual vale y; < v, temos que a desigualdade obtida em (4.5) é valida

no sentido estrito.
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Esta desigualdade fornece algumas interpretacdes intuitivas, como por exemplo
ao tomarmos y; < 1 qualquer, obtemos por (4.5) a desigualdade A;(y1) > Ai(1), o
que significa que alteragdes no crescimento intrinseco que prejudicam as capacidades
reprodutivas da espécie em andlise aumentam o autovalor fundamental, dificultando

assim no cumprimento da condigdo de persisténcia A; < 1.

Uma outra interpretacdo que pode ser obtida de (4.5) é quando as sub-regides fa-
voréveis sofrem melhorias, alterando a funcdo de ajuste y; para uma outra y, que satis-
faz!' y; < vjJ. Isto implicay; < 7y, e com isso, novamente por (4.5), temos a diminuicao
do autovalor fundamental, permitindo que a condi¢do de persisténcia se cumpra mais
facilmente. Analogamente, pioras de qualidade nas regides pouco propicias ao desen-
volvimento da espécie em estudo acarretam o aumento da magnitude do autovalor

fundamental, ocasionando maiores dificuldades na colonizagdo do meio em estudo.

Uma conclusdo ndo tao intuitiva pode também ser obtida da caracterizacdo va-
riacional para A; apresentada em (4.3): Quando substituimos a fungdo de ajuste do
crescimento intrinseco y por uma fungdo y; dada por y; = By, B > 0, em (4.3) obte-

mos
1

Aily1) = B Aly).

Interpretamos tal constante, para 3 > 1, como melhorias das sub-regides mais propicias
ao desenvolvimento da espécie em estudo, acompanhadas pelas pioras das sub-regides
menos propicias do mesmo meio. Quando temos 0 < 3 < 1, estamos realizando pioras
na qualidade das sub-regides mais propicias, acompanhadas de melhoras nas regides

menos propicias deste meio.

Notamos que para 3 > 1, obtemos A(y1) < A(y), o que implica a melhora geral do
ambiente, independente das pioras realizadas nas regides menos propicias ao desen-
volvimento da espécie em estudo. Analogamente, quando temos 0 < 3 < 1, notamos
a piora na qualidade geral do meio através da relacdo A(y;) > A(y), ndo importando,

pois, as melhorias nas regides menos propicias ao desenvolvimento da espécie .

Convém salientar uma outra interpretagdo sobre a introdugdo desta constante (3,
devida a Cantrell & Cosner (2001): esta constante é posta com o objetivo de comparagao

entre espécies que habitam o mesmo ambiente, porém sentem as influéncias do meio

1" A parte positiva de uma funcgéo f é dada por f* := max{f(x), 0}.
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nas suas capacidades reprodutivas com diferentes intensidades: uma espécie que uti-
liza os recursos de alimento do meio com o objetivo principal de suprir necessidades
tisiolégicas, ou que guardar reservas alimentares no seu organismo, terd um cresci-
mento intrinseco baixo nas regides mais propicias, mas ndo sentird os efeitos negativos
das regides desfavoraveis tao intensamente. Organismos que utilizam os recursos am-
bientais com o intuito principal de reprodugao, com baixas reservas alimentares no
seu organismo, terdo rdpido crescimento nas regides mais propicias, porém sentirdo
as dificuldades impostas pelas regides menos propicias de maneira mais intensa. O
resultado obtido acima nos informa que organismos que ndo se reproduzem tdo rapi-
damente tém mais chances de sobrevivéncia em meios com heterogeneidade espacial
do que aqueles seres que se reproduzem muito rapidamente, e que sentem mais inten-

samente os efeitos negativos das regides menos favoraveis do meio em anélise.

Procedendo de maneira andloga a obtengdo da desigualdade obtida em (4.5), no-
tamos monotonicidade do autovalor fundamental em relacdo a valores crescentes do
coeficiente de difusdo, mesmo quando ele é uma funcdo ndo constante: Se D; e D,
satisfazem D; < D,, obtemos

A1(D1) < M(D2), (4.6)

onde A;(D) denota o autovalor fundamental A; do problema espectral do Capitulo 3,
com coeficiente de difusdo D. Este resultado estd em concordancia com a intuicdo, e
com resultados obtidos com difusdo constante em trabalhos anteriores a este: sob o
ponto de vista microscépico, a “rapidez” de movimentagdo dos organismos da espécie
em andlise é representado pelo valor do coeficiente de difusdo. Com isso, valores
grandes desse coeficiente indicam “movimentagdes rapidas” destes organismos, au-
mentando assim as chances de encontro com a fronteira letal e as sub-regides menos

propicias ao desenvolvimento da espécie u no meio candidato a refagio Q.

Uma outra observagdo que pode ser feita nesse momento diz respeito as diferen-
cas entre os valores que o coeficiente de difusdo assume. Para fixarmos idéias, supomos

uma situagdo na qual temos
D = D(«) := Dy (oxs + Xo\8) s

onde supomos B C ) um conjunto convexo, de medida positiva e que nédo intercepta

a fronteira de (). Denotamos a fungdo indicadora do conjunto Bpor xge 0 < ax < 1 ¢
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Otimizacao em Relacao a Heterogeneidade Ambiental

uma constante. Por (4.6), temos que a relacdo A1 (D(«)) < A;(D(1)) =A1(D1), «x € (0,1].
Interpretamos este resultado novamente pela abordagem microscépica do processo di-
fusivo: a sub-regido B impde dificuldades de movimentagdo aos organismos em es-
tudo, em virtude do valor «D; < D; que o coeficiente de difusdo apresenta em B; com
isso, 0s organismos ali presentes apresentam menores chances de deixar a referida sub-
regido, e de entrar em contato com a fronteira letal, justificando assim o aumento da
qualidade geral do meio, indicado pela diminui¢do do autovalor fundamental A; neste
caso. Diferencas nos valores do coeficiente de difusdo no meio resultam em valores
maiores da densidade u nas regides de menor valor do coeficiente de difusdo, o que na

terminologia de Ferreira Jr. (1998), recebe o nome de efeito “lombada”.

OTIMIZACAO EM RELACAO A HETEROGENEIDADE AMBIENTAL

O objetivo dessa secdo é observar a variacdo do autovalor fundamental A; me-
diante arranjos das regides mais e menos propicias ao desenvolvimento da espécie
hipotética u, numa situagdo ecoldgica particular. Pretendemos, de maneira mais es-
pecifica, estender alguns resultados de Cantrell & Cosner (1991a) para o caso bidimen-

sional.

O problema tratado no referido artigo se assemelha ao problema estudado aqui,
porém num meio unidimensional e com a fungdo de ajuste do crescimento intrinseco
assumindo formas particulares. Para sermos mais precisos, Q = (0,1) e

w =dAu+mx)u—cu? em Q x (0,00),
B(u)=0 em 0Q x (0,00),
u=1upy(x), em Q x{t=0},
onde m(x) = ry(x), ¢ = r/K, uy denota a distribuicao inicial dos individuos em Q,

e B(u) é uma fungdo que caracteriza as condi¢des de sobrevivéncia da espécie u no

exterior do meio unidimensional QO podendo ser

i. Meio imediatamente letal: quando impomos Condi¢des de Dirichlet:

B(u) =, (4.7)
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significando a morte dos organismos que alcancam a fronteira do meio em es-
tudo;

ii. Meio refletor: ao impormos Condicdes do tipo Neumann:
0
Blu) = =, (438)
on

iii.

onde denotamos 0u/0n a derivada normal, tomada na dire¢do normal exterior
do meio Q. A fronteira nesse caso serve como uma barreira perfeita a populagao,

jé que o fluxo é nulo;

Meio parcialmente hostil: Quando sdo impostas Condi¢des de Robin

B(u) = Bu+a—u

= (4.9)

onde {3 € uma constante positiva, correspondendo a uma situagao na qual alguns
membros da populacdo em estudo se perdem para a fronteira, enquanto alguns
sobrevivem e voltam para o meio Q. Esta condi¢do serve como um elo de ligagdo
entre as Condi¢des de Neumann (quando 3 = 0) e de Dirichlet (quando 3 — o0);
com isso, quanto maior o valor dessa constante, maior a hostilidade do meio
exterior a () (cf. Ludwig, Aronson & Weinberger (1979) para uma deducado dessa

condicdo de fronteira em estado estacionario.)

O resultado utilizado para persisténcia naquele artigo foi o mesmo obtido em

Cantrell & Cosner (1989): d < 1/A;(m), onde A;(m) é o autovalor fundamental do

problema

—~Ad =Am(x)¢p em Q,
B(¢p) =0 em 0Q.

As conclusoes obtidas em Cantrell & Cosner (1991a) foram baseadas em dois ti-

pos particulares de fungdo m(x):

i. m(x) = m; > 0 num tnico sub-intervalo de (0,1) de comprimento T e m(x) =

—m, < 0 no restante do intervalo (0, 1);
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ii. m(x) = —m, < 0 num tnico sub-intervalo de (0,1) de comprimento 1 — T, com

m(x) = m; > 0 no complementar.

Quando a fun¢do m(x) apresenta uma configuracgdo do tipo (i.) com condic¢des
do tipo (4.7), o menor valor de A; ocorre quando o sub-intervalo onde m é positivo
estd localizado no centro do intervalo maior; logo, a melhor configuracdo para a sobre-
vivéncia de u neste meio é quando as regides menos propicias cercam as regides mais
propicias ao desenvolvimento de u isolando as regides mais propicias da fronteira le-
tal. O maior valor de A;(m(x)) ocorre quando o sub-intervalo onde m ¢é positivo se
localiza em contato com um dos extremos do intervalo maior; assim, a configuracdo
mais prejudicial a essa espécie hipotética serd quando o meio mais propicio estiver em

contato com a fronteira letal.

Mantendo a configuragdo do tipo (i.) para a fungdo m, mas com condi¢des do tipo
(4.8), a situagdo é revertida: a melhor configuracdo do meio para a sobrevivéncia da
espécie u (que corresponde ao menor valor de A;(m(x)) ocorre quando o sub-intervalo
onde m é positivo estiver em contato com um dos extremos do intervalo maior, ha-
vendo isolamento de um dos extremos deste sub-intervalo de regides menos propicias
ao desenvolvimento da espécie u. A situagdo mais desfavoravel para o desenvolvi-
mento da referida espécie neste meio (que corresponde a situagdo na qual A;(m(x)) é
méximo) ocorre quando o sub-intervalo onde m é positivo estd na regido central do

intervalo maior.

Quando a fun¢do m apresenta configuragdo do tipo (ii.), com condi¢des do tipo
(4.7), a configuragdo ambiental que mais favorece a espécie u serd aquela na qual o
intervalo onde m(x) é negativo estiver em contato com a fronteira, fazendo com que
A1(m(x)) assuma seu valor minimo. Isto indica que a melhor situagdo para o desenvol-
vimento da espécie em estudo nesta situagdo é aquela na qual as regides mais propicias
ao seu crescimento estejam com o minimo de contatos possivel com as regides pouco

propicias ou letais.

Com o mesmo tipo de configuragdo para a fungdo m, porém com condigdes de
fronteira do tipo (4.8), a situagdo mais propicia para o desenvolvimento de u também
é aquela na qual o intervalo onde m(x) é negativo se encontra em contato com um dos

extremos do intervalo maior; logo, a situagdo ambiental mais favoravel ocorre quando
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had somente uma regido mais propicia em contato com a fronteira com condigdes do
tipo (4.8).

Numa situagdo na qual as condi¢des de fronteira sdo do tipo (4.9), as conclusdes
sobre as situagdes mais ou menos favordveis ao desenvolvimento de u dependem da
magnitude da constante 3: Seja To tamanho do intervalo onde as regides favoraveis se

concentram.

i. Quando 0 < B < 7/2T, as configura¢des mais e menos favordveis para a coloni-
zagdo do meio em questdo sdo iguais aquelas exibidas no caso de condig¢oes de
fronteira (4.8) (cf.);

ii. Quando 3 = 7/2T, a posigdo das regides mais ou menos propicias ao desenvol-
vimento de u sdo irrelevantes para determinagdo da condigdo geral do ambiente,

j& que o autovalor fundamental A;(m(x)) nesse caso é constante e igual a 7 /4T?;

iii. Quando B > 7/2T, as configura¢Ges mais e menos favoraveis ao desenvolvi-
mento da espécie em estudos sdo as mesmas daquelas exibidas no meio com

condigdes de fronteira do tipo (4.7).

Os resultados exibidos acima sdo obtidos em Cantrell & Cosner (1991a) através
do uso do célculo de fung¢des de uma varidvel real. Mais precisamente, o seguinte

problema espectral é resolvido

—¢" =Am(x)¢ em (0,1),
B(¢p) =0, em x=0,1,

com a fungdo m dependendo de pardmetros que determinam as posicdes das regides
mais e menos propicias, e os seus respectivos comprimentos. Quando se impde conti-
nuidade da auto-fun¢do ¢ e sua derivada nos pontos de descontinuidade de m, e-
quacdes transcendentais dependentes dos parametros de definicdo da funcdo m sdo
obtidos. Uma andlise dessas equagdes transcendentais fornece os resultados exibidos

acima.

Neste ponto pretendemos estender os resultados obtidos por Cantrell & Cosner

(1991a) e resumidos acima no caso do meio exterior completamente hostil, isto é, com
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condigdes de fronteira do tipo (4.7), para situagdo em duas dimensdes espaciais. No
caso em que temos as regides mais favordveis ao desenvolvimento da espécie reunidas
numa tnica componente conexa de medida positiva, sabemos que a pior configuracdo
ambiental para esta espécie é aquela na qual as regides mais propicias se encontram
em contato com a fronteira letal. Quando estamos numa situa¢do bidimensional, uma
pergunta surge naturalmente: existe alguma parte (ou partes) da fronteira cujo contato
com as regides mais propicias diminui ainda mais o autovalor principal A;, compro-

metendo ainda mais a sobrevivéncia da espécie u neste meio?

Utilizaremos métodos fundamentalmente distintos daqueles utilizados em Can-
trell & Cosner (1991a) para responder a pergunta acima em casos semelhantes aqueles
analisados no referido artigo, porém em duas dimensdes espaciais. Supomos que a
regido candidata a reftgio () (e consequentemente a regido U obtida mediante a rees-
cala definida no Capitulo 3) ¢ um dominio conexo e limitado do plano R?. Supomos
que o coeficiente de difusdo D seja constante adimensional, e a fun¢do y que estabelece
quais sdo as regides mais e menos propicias a reproducdo da espécie em estudo, possui

a seguinte forma particular:

Ye(%,U) = v1XB — Y2Xu\B/ (4.10)

onde B é um subconjunto conexo e convexo de U, como uma regido circular, e y;,i =
1,2 sdo duas constantes de sinais iguais, que representam diferencas na qualidade no

meio dentro e fora da sub-regido B.

Quando temos y; > 0 e v, > 0, estamos modelando uma situagdo semelhante
a situagdo (i.) para a fungdo m utilizada em Cantrell & Cosner (1991a), isto é, esta-
mos modelando uma situagdo na qual a sub-regido favoravel ao desenvolvimento da
espécie u se encontra no conjunto B, e as partes restantes do conjunto maior U re-
presentam regides menos favordveis. Neste caso, desejamos saber quais configuragdes
espaciais ddo melhores e piores chances de sobrevivéncia para uma espécie que atende
a dindmica populacional definida no problema (4.1), (4.2). Poder-se-ia aplicar tal mo-
delo numa situagdo na qual u modela uma espécie ameacada de extingado, e habitando
um meio onde as condigdes gerais ndo sdo favoraveis. Uma tentativa de impedir sua
extin¢do neste meio seria a de investir na melhora de uma parte do mesmo (represen-

tada pelo conjunto B). A melhora geral do meio estaria vetada devido a limitacdes
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de recursos disponiveis; logo, é de interesse saber onde este investimento limitado
deveria ser posto, visando contribuir da melhor maneira possivel para as chances de

sobrevivéncia da espécie ameacgada de extingdo neste meio heterogéneo.

A situagdo na qual y; < 0 ey, < 0 difere drasticamente da situagdo apresentada
no pardgrafo anterior: quando estas constantes sio ambas negativas, temos que o meio
é em geral favordvel a espécie u, exceto na sub-regido B, que ndo apresenta condi¢des
tavoraveis ao desenvolvimento desta espécie. Um exemplo de uma possivel aplicacdo
deste modelo neste contexto é a tentativa de extinguir uma espécie de praga, modelada
pela densidade u, que sobrevive na regido em questdo. A sub-regido B seria criada
como uma tentativa de diminuir, ou até extinguir, esta praga. A limitagdo de recursos
ao combate a praga estaria limitada a esta sub-regido; portanto, é de interesse saber
qual é a posicdo na qual B deve ser posta, para que o prejuizo a praga seja 0 maior

possivel.

Para obtermos os resultados desejados, faremos uma adaptacdo de Harrell II,
Kroger & Kurata (2001). Naquele trabalho, eles obtiveram resultados sobre as con-

tiguracoes 6timas do autovalor do seguinte problema:

—Ab+axgd =0 em Q, (4.11)
b=0 em 0Q, (4.12)

onde « é uma constante, podendo ser positiva (representando, na linguagem do refe-
rido artigo, um obstdculo) ou negativa (representando uma fonte) e B é um subcon-
junto de (), definido da mesma maneira que fizemos acima. Eles obtiveram resultados
sobre a disposic¢do de tal obstaculo (ou fonte) no sentido de obter maiores ou menores
valores possiveis para o autovalor fundamental o; do problema (4.11), (4.12). O au-
tovalor fundamental desse problema, no caso « > 0, assumia sua maior magnitude
quando o obstaculo era colocado em contato com a fronteira de (). A menor magnitude
para o autovalor fundamental do problema (4.11), (4.12) ocorria quando o obstaculo
era posicionado no interior de Q, tipicamente na posi¢do central desta regido (no caso
da regido Q ser suficientemente simétrica para que tal posi¢do central possa ser carac-
terizada). Os resultados referentes a < 0 (presenga de uma fonte), sdo opostos aos
resultados citados acima: o autovalor fundamental do problema (4.11), (4.12) assume

sua maior magnitude no interior de (), enquanto sua menor magnitude é assumida em
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contato com a fronteira.

Para que possamos utilizar os demais resultados contidos em Harrell II, Kroger
& Kurata (2001) para o nosso propésito, devemos inicialmente associar o problema es-
pectral associado a A; com coeficiente de difusdo D constante e com a forma particular

de correcdo v definida em (4.10), com o seguinte problema espectral:

D ”u Vi - Vvdxdy — ”uyg(x,y)lbv dx dy + G”u PYvdxdy =0, WweW. (4.13)

O autovalor fundamental o; do problema espectral (4.12) é também possuidor de uma
caracterizagdo variacional, porém ele aparece como o supremo do seguinte Quociente
de Rayleigh (cf. Cantrell & Cosner (2002a)):

-D ” [V dx dy + ” ve(x,y)b* dx dy
0, = max u u

bew ” B2 dx dy
u

Sabemos pelas referéncias contidas em Cantrell & Cosner (2001) que os autovalores

(4.14)

fundamentais A; e o7 se relacionam da seguinte maneira:

o1 >0 seesomentese A <1,
01 =0 seesomentese A; =1,
01 <0 seesomentese A; > 1.

Porém, ndo é de nosso conhecimento uma dependéncia mondétona entre esses autova-
lores, no sentido que configuragdes ambientais que minimizam o autovalor A; maxi-
mizam o; e vice-versa. Esta relacdo é evidente ao considerarmos um meio homogéneo
(v = 1), assim como as rela¢des entre A e 07 descritas acima. Isto nos motiva a assu-
mir, sem demonstragdo, que tal dependéncia mondétona entre A; e o existe neste caso
mais geral. Com isso, a condi¢do para persisténcia da espécie u no meio em estudo,
em termos do autovalor o; é
o1 >0,

enquanto a condi¢do para extingdo dessa espécie se torna
o1 < 0.

Logo, devemos encarar valores crescentes do autovalor 0; como melhoras nas condi¢oes
gerais de sobrevivéncia de u no meio em questdo. Diminuicdo dos valores deste auto-

valor sdo interpretados como piora geral do meio para a persisténcia da espécie u.
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Com o objetivo de simplificar os célculos, consideramos somente as auto-fun-
¢oes 1 associadas a 07, normalizadas em [?(U). Com isso, a seguinte identidade é

verdadeira para o auto-par (oq,):

o1 =—-D ”u IV? dx dy + ”u ve(x,y)P? dx dy. (4.15)

Apresentamos a seguir os detalhamentos matematicos dos resultados obtidos no artigo
Harrell II, Kroger & Kurata (2001), com adaptagdes que atendem ao nosso propdsito.

Seja B(e) o conjunto
B(e) := {x=(x,y) € R*|[x—ev € B}, (4.16)

onde v é um vetor unitario, arbitrdrio, e € > 0 uma constante pequena que denota o
deslocamento da regido B no interior de U na dire¢do do vetor v. Chamamos de o7 (€)
e P (e) o autovalor fundamental, e a auto-fungdo correspondentes ao problema (4.13)

com a fungado de corregdo v ¢), respectivamente.

Seguiremos a estrutura do artigo citado, apresentando inicialmente o seguinte

Lemal

i. Existem constantes €y > 0 e C, os quais dependem somente de U, tais que
o1(e) — o1 < Ce,
paratodo 0 < e < ey.

ii. [[W(e) = WPljeuy — 0 quando € — 0.

Prova: De acordo com a caracterizac¢dao do autovalor fundamental o1(€), temos

o1(e) > —D ” VP dx dy + ” Yot (% u) dx dy
u u (4.17)

=0+ ” (YB(e) — vB)W? dx dy.
u

As referéncias contidas em Harrell II, Kroger & Kurata (2001) garantem a limitagdo
em quase toda parte das fun¢des \J e P(e) por uma constante C; dependente de U so-

mente. Analisando o termo

”U Fyete) (6 u) — (%, u)l dx dy (4.18)
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Figura 4.2: Tlustragdo da drea sombreada, a qual correspondente a integral dada em (4.18), exi-
bindo simetria em relagdo a eixos ortogonais passando pelo centro de uma das cir-

cunferéncias.

mais cuidadosamente, temos que o valor da integral descrita em (4.18), levando em
conta as defini¢des de v e vp(¢), € considerando a regido B como sendo circular de raio

R, pode ser estimada superiormente por

2 2
2 2aresin /1 — == +2eRy/1— — | ,
(hyal + hyal) (e arcsin e + 2¢ e

que para € < 2R, tem o valor aproximado

2

Tte Tte
21+l (T +26R) < 20wl el (75 +2R) € = o

logo, pelo menos neste caso é correto dizer que

” 'Ye(e) (%, u) —ve(x,y)ldx dy < Cye, (4.19)
u

para alguma constante C, positiva. Assim, concluimos de (4.17), de (4.19) e da limitacdo
dey que

o1 — 01(€) < Cze.
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Procedendo analogamente, obtemos
o1(€) — o1 < Cqe.
Com isso, ao tomarmos Cs = max{Csz, C4}, n6s obtemos
lo1 — o1(e)| < Cse,

a desigualdade desejada.
A seguir, mostramos que a seqiiéncia {(€)}o<e<¢, € globalmente limitada. Como
P(e) é autofungdo associada ao autovalor o;(€), deduzimos de (4.15) que

”u IV (e)f dxdy = —% (Gl(e) — ”uvg(e)(x,y)tbz dx dy)

<1 (rol(e) — o1l + 01| + max {hyil, mr}”

2
) utl)(e) dxdy)

< % (Cseo + |o1| + max{fyil, y2l} C1) .

Como H}(U) com a norma usual ¢ um Espaco de Banach reflexivo, existe uma sub-
seqiiéncia de {{(€)}oc<e, que converge fracamente em H}(U) quando € — 0. O Teo-
rema de Rellich-Kondrachov garante a imersdo compacta H}(U) < L?(U); com isso
a seqiiéncia {P(€)}o<c<e, também é fortemente convergente em L?(U) na norma usual.
Chamemos de w € H}(U) o limite fraco de uma subseqiiéncia convergente qualquer.

Observando (4.13) para o auto-par (o;(€), P(e)),

D ”u Vi(e) - Vvdxdy — ”uyg(e)(x,y)tl)(e)v dx dy + o1(€) ”utl)(e)v dxdy = 0.

nds obtemos na passagem ao limite quando € — 0, em virtude da convergéncia da
subseqiiéncia de {\(€)}o<c<e,, € pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

a seguinte expressao:

D” Vw~Vvdxdy—“ yg(x,y)wvdxdy—I—Gl” wvdxdy =0,
u u u

o que implica w = 1. Como a subseqiiéncia de {{(€)}p<c<¢, foi escolhida arbitraria-
mente, temos que a seqiiéncia inteira é convergente para 1\, fracamente em H}(U) e

fortemente em L?(U). Tomando w(e) :=(e) — 1, temos que w(e) satisfaz

—Aw, + (vB(e) — 01)W(€) = (01(€) — o)W (€) — (VB(e) — VBIU.
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Temos que a seguinte estimativa L*°(U) é valida:

[w(e)]|teou) < W€z + Coloi(e) — o1l + Cr|lva(e) — VBl u)-

Na passagem quando € — 0, temos pela convergéncia forte de {\(€)}o<e<¢, para P em
L?(U) e pela demonstragdo da parte (i.) deste lema, que w(e) — 0, o que queriamos

demonstrar, tendo em mente a definicao de w(e).

O seguinte lema nao apresenta adaptagdes para o nosso propdsito. Portanto, ele

serd somente enunciado.

Lema 2 Supondo que ( € C'(U), vale o seguinte limite

lim 1 (” dxdy — JJ 2 dx dy) = % (v -n)ds, (4.20)
e~0 € B(e) B 3B

onde 0B denota a fronteira da regido B e ds é o elemento de comprimento infinitesimal.

Desejamos agora exibir um resultado sobre a variacdo do autovalor fundamen-
tal 01 em relacdo ao posicionamento da regido B, e que possui uma interpretagdo
ecolégica. Como este lema também necessitou ser adaptado, faremos o detalhamento

da sua demonstracéo:

Proposicdo 1 Sejam o7 e o autovalor e auto-fungdo, que respectivamente resolvem o
problema (4.13). Suponha que a regido B possua uma fronteira convexa, conexa, suave
por partes e que possa ser deslocada rigidamente na direcdo de um vetor unitdrio v.
Entao

. 07
— = lim

007 (e) — o1
ov e—0 €

— (vi+v) ig V(0 -v) ds.

Prova: Mantendo a notagado utilizada desde o inicio desta se¢do e considerando as auto-
funcdes P e P(e) associadas a 0y e oy(€), respectivamente, normalizadas na norma
usual de L?(U), temos que as seguintes equagdes sdo satisfeitas, para todos wi, w, €
Ha(U):
D ” VU - Vwy dx dy — ” ve(x,y)bw, dx dy + o7 ” Ppwydxdy =0,
u u

u

e

D ”u Vi (e) - Vw,dxdy — ”uyg(e](x,y)tl)(e)wz dxdy + o(€) ” P(e)w,rdx dy = 0.

u
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Substituindo wy; = {P(€) e w, = P e subtraindo as expressdes obtidas acima ap6s a

substituicao, nés obtemos:

(01(e) — 1) ”uxp(em) dxdy = ”u (oo (o u) — velo ) ble)p dxdy.  (421)

O Lema (1) nos diz que |\ — WP(€)||r=u) — 0 quando e — 0; logo, levando em conta a

desigualdade seguinte

mulb(e)wdxdy—” ll)zdxdy)<||1l) (e)]|reu ”ull)dxdy,

temos

lim
e—0

”uw(e)w dx dy — ”uwz dx dy' o,
isto é,

UJU‘“% d"dy—”uxpz dx dy| € o(1). 4.22)

Fagamos calculos andlogos aos realizados acima para fazer uma outra estimativa:

mu (et (1) — Yo (6 ) (b(e)p — 1) dx dy‘
<Ib — () l=ru ”um(e)(x,y)—vB(x,y))wdxdy

< I — (€)W “ (et y) — va(x, ) dx dy
<|[ W — (€)oo [[W|[Lee(u) C2€.

Uma nova utilizacdo do Lema 1, e os calculos acima nos fazem concluir a validade do

seguinte limite:

lim ”u (Yt (60 9) — Vo0 9)) ()t — 17 dxdy‘ o

e—0 €

isto é, vale a afirmacgéo:

Uju (Yte (% 9) — vo(x 9)) (W)t — 1) dx dy| € ofe). (4.23)

Substituindo (4.22) e (4.23) em (4.21), temos

(o1(€) —o1) 1

c =< ”u (Ve (%, y) — v (x,y))? dx dy + o(1). (4.24)
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Para podermos aplicar o Lema 2, necessitamos realizar algumas alteracdes na expressao

obtida em (4.24):
1 r
2 || oo = valew) v axay
‘Ju
1 r
~c J (ViXB(e) — Y2XwB(e) — Y1X8 + Yoxue )W dx dy
Vu
=n J (XB(e) — XB)II)2 dxdy — Y2 JJ (Xu\B(e) — xu\B)ll)z dx dy
€ J u € u
_Yl [ 2 YZ 2
= J (XB(e) — 8P~ dx dy + — JJ (XB(e) — XB)W~ dx dy.
€ J u € u

Com isso, reescrevemos (4.24) da seguinte maneira:

(o1(€) — o1) _ M1 +v2
€ €

”u (xste) — X802 dx dy + o(1). (4.25)

As referéncias contidas em Harrell IT, Kroger & Kurata garantem que ¢ € C#(U) para
algum 0 < 3 < 1, o que nos permite utilizar o Lema 2 na passagem ao limite quando
€ — 0 na identidade (4.25), obtendo assim

aCTl

S =mtv)§ Wven)ds

como se queria demonstrar.

O resultado da Proposicdo 1 nos diz que a variagdo do autovalor fundamental
0, (e consequentemente A;) em relacdo ao deslocamento da regido B, que concentra
as regides mais ou menos favoraveis do meio ), é proporcional a y; + v,, que em
valor absoluto é a amplitude dos valores do crescimento intrinseco das regides mais
e menos favordveis. Isto significa que se esta amplitude tem um valor muito elevado,
qualquer mudanca na disposigdo espacial das regides mais e menos favoraveis deste
meio terd uma grande influéncia na qualidade ambiental geral, o qual é medida pelo
autovalor fundamental A;. Valores baixos desta amplitude refletem uma situacdo na
qual a resposta do meio a mudangas de configuragdo espacial das regides mais e menos

favordveis é mais modesta, pois neste caso y;1 + v, possui um valor pequeno.

A técnica apresentada a seguir, chamada técnica de reflexdo de dominios, é util
para a determinagdo do sinal da derivada direcional do autovalor 0; numa determi-
nada dire¢do. A grosso modo, se a regido candidata a reftigio possuir esta propriedade,
poderemos mostrar se o autovalor o cresce ou diminui quando a regido B se afasta de

uma parte da fronteira préxima a essa regido. Isto motiva a seguinte



4. A Influéncia da Magnitude do Espectro na Persisténcia de Espécies

45

Figura 4.3: Tlustragao dos lados pequeno U, e grande Uy em relagio a reta v, e da reflexao U,

em relacdo a esta reta.

Definicdo 1 Seja v um reta que intersecciona a regido U. Para qualquer conjunto co-
nexo S que ndo intersecciona v, denotamos por S" a reflexdo de S pela reta r. Dizemos
que a regido U possui a propriedade de reflexdo interior em relagcdo a r se existe uma
componente conexa U, de U \ r tal que U} é um subconjunto proprio da outra com-
ponente conexa Uy de U \ v. Qualquer reta r com esta propriedade chama-se reta de
reflexdo interior de U. Além disso, U,, serd chamado o lado pequeno de U (e U, serd

chamado o lado grande) (cf. Figura 4.3).

O seguinte teorema informa que quando a propriedade definida acima ¢é vélida,
o autovalor oy cresce quando a regido B se afasta do lado pequeno no caso onde te-
mos y1 > 0 ey, > 0, e diminui quando y; < 0 ey, < 0. Logo, no primeiro caso, a
qualidade geral do meio melhora quando as regides mais favoraveis para o desenvol-
vimento da espécie em andlise se afastam da fronteira letal, e no segundo caso, o meio
piora qualitativamente quando as regides menos propicias se afastam da fronteira le-
tal, pela diminui¢do do autovalor o;. Os detalhamentos matematicos deste teorema,
que necessitam ser feitas, pois existem adaptagdes para o nosso caso, foram sugeridas
em Kurata (2002).
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Teorema 1 Suponha que U possua a propriedade de reflexdo interior em relacdo a uma
reta T pela qual o conjunto B, o qual assumimos possuir convexidade, conexidade, fron-
teira suave por partes, e simetria por reflexdo. Além disso, supondo que B é deslocado
na dire¢cdo de um vetor unitdrio v perpendicular a r e apontando do lado pequeno para

o lado grande.

Entdo, no caso ondey; > 0 ey, > 0, temos

60'1

— >0.
6V>

Nocasoy; <0evy, <0,
60'1

— <0
6v<

(cf. Figura 4.4).

Prova: Necessitamos inicialmente mostrar que para qualquer ponto x € 0B que se

encontra no lado pequeno, temos

b(x) <p(x7).

Para a obtencao deste resultado, consideremos a funcdo auxiliar w definida no lado

pequeno U,:

No interior desta regido, temos pela definicdo de 1:

DAw + vg(x, y)w = o1w, (4.26)

enquanto na fronteira de U, temos:

i. Na parte da fronteira de U, que se localiza sobre reta de reflexao interior r, temos

trivialmente w(x) = VP (x) — P (x")=0;

ii. Na parte da fronteira do lado pequeno U,, que coincide com a fronteira de U, nés
temos w(x) = P(x) —P(x") = 0 —P(x") = —(x") < 0, pois X" se trata de um
ponto interior de U e estamos tomando a autofungdo \ positiva e normalizada

na norma usual de L2(U).
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Figura 4.4: Quando a regido B (em preto) se desloca na dire¢do do vetor v acima, o autovalor o4
aumentard ou diminuird, dependendo do sinal das constantes y; e v, (cf. Teorema

1).

Afirmamos que w(x) < 0) em U,. Com efeito, se esta afirmacdo nado é verdadeira,
existe uma regido U’ C U, C U tal que w(x) > 0 em U’. A equagdo (4.26), aliada ao fato
de que w = 0 na fronteira de U’ (w é construida com base na fungdo 1} a qual é C*(U1)),
nos informa que w é autofungdo associada a o;. Com isso o7 é autovalor em ambos os
dominios U’ e U, o que é vetado pela conhecida monotonicidade dos autovalores em

relagdo ao tamanho do dominio. Logo, temos de fato w(x) < 0 em U,,.

Uma aplica¢do do principio do méximo forte neste caso nos déd a desigualdade

estrita w(x) < 0 em U,,. Portanto, (x) < P(x").

Considerando a regido B deslocada na dire¢do do vetor unitdrio v, seja 9B; a
parte da fronteira de B que estd no lado grande U, e 0B, := 0B \ 0B;. Realizamos

alguns cédlculos na identidade obtida em (1):

(V1 +Yz)+

0B

P20 v)ds = (v1 +72) @ Wn-vias+
0

0B,

P(n - v) ds)

By

= (11 +Y2)% P2 (x) — P*(x")](n - v) ds.

0B,
Como em B, nds temos (n - v) < 0, o resultado acima em conjunto com os sinais de y;

e y2 ddo o resultado desejado.

Note que os sinais das constantes y; e > ndo necessitam ser iguais. Isto significa
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que uma maior variedade de situa¢des pode ser obtida, e dependendo das magnitudes
dos valores de y; e v, o0 autovalor o7 pode aumentar ou diminuir, mesmo em situagdes
nas quais o meio é totalmente favoravel, mas com regides mais favordveis que outras
(caso no qual y; > 0 e y2 < 0) ou num meio totalmente desfavoravel, mas com regides

mais desfavoraveis que outras ( que corresponde ao caso no qual y; < 0evy, > 0).

A partir deste ponto, vamos enunciar sem demonstrac¢do alguns resultados conti-
dos em Harrell II, Kréger & Kurata (2001) os quais, com as devidas adaptagdes, admi-
tem uma interpretacdo ecolégica no nosso contexto. Nos concentraremos no caso onde
Y1 > 0 ey, > 0, pois o outro caso, onde estas constantes sio ambas negativas, o resul-
tado sempre deve ser interpretado de maneira invertida, isto é, as configuragdes que
minimizam o autovalor o; num caso maximizam o mesmo autovalor no outro caso, e

vice-versa. Ei-los:

Coroldrio 1 Suponha que a regido U é um convexo com simetria de reflexdo em relacao
a uma reta v e que B seja uma bola de raio suficientemente pequeno. Entdo na confi-
guragdo posicdo que minimiza 01, com Y1,Y2 > 0, a regido B estd em contato com a

fronteira. Na posi¢do que maximiza 01, o centro de B estd localizado sobre .

Este resultado estd de acordo com aqueles obtidos em Cantrell & Cosner (1991a).
A configuragdo espacial que mais desfavorece a espécie em estudo, no caso onde as
regides favordveis se concentram numa tnica sub-regido do meio em estudo, é aquela
na qual esta sub-regido estd em contato com a fronteira letal, pois como esta regido é a
mais favordvel para a espécie em andlise, uma maior taxa de organismos encontrara a
fronteira préxima, ja que ela apresenta uma maior densidade de individuos que outras
areas da regido. Algum ponto da reta r que ndo esteja em contato com a fronteira
letal serd o centro da regido B que mais favorece o desenvolvimento da espécie u, pois
as regides menos propicias servirdo como um isolamento das regides mais propicias,

evitando contato direto com a fronteira letal.

Uma pergunta que surge naturalmente é: dentre as configuracdes espaciais das
regides mais favordveis (representadas pela tinica regido B) em contato com a fron-
teira letal, existe alguma que contribui mais negativamente para o desenvolvimento

da espécie em anélise?
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Figura 4.5: A regido em branco representa uma configuragdo na qual o autovalor o; é maior
que a configuracdo representada pela regido em preto, pois a primeira se encontra

em contato com a fronteira da regido, porém no lado grande da mesma.
A seguinte proposicdo € o inicio da resposta a questao acima:

Proposigdo 2 Seja B uma bola tangente a fronteira de U, que assumimos ser de classe
C? numa vizinhanga do ponto de contato. Além disso, suponha que U possua a pro-
priedade de reflexdo interior em relagdo a uma reta r normal a fronteira no ponto de
contato. Entdo o, € estritamente crescente quando B é deslocado em contato com a

fronteira em dire¢do ao lado grande (cf. Figura 4.5).

Isto serve como uma “receita” para construgdo de reftigios: caso queiramos me-
lhorar as condig¢Oes gerais de sobrevivéncia de uma espécie numa regido com geome-
tria definida, devemos evitar as sub-regides que podem ser classificadas como lados
pequenos, pois como a proposi¢do acima nos alerta, estas sdo regides que diminuem a

magnitude de o;.

No caso geral, a determinacdo dos lados pequenos de um meio dado pode ser
dificil, principalmente se a geometria da fronteira desse meio for complexa. Mas para
geometrias mais simples, estas regides podem ser encontradas com mais facilidade,
como veremos a seguir, caracterizando uma classe de sub-regides “ruins”, que caracte-

rizam os lados pequenos do meio.

Defini¢do 2 Um vértice de um dominio de classe C* é um ponto da fronteira no qual

a curvatura é localmente maximizada. Se a fronteira for C* por partes, os pontos nao-
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Figura 4.6: Ilustragdo do Teorema 2. Os vértices sdo regides que minimizam o autovalor oy
quando em contato com a regido B (em preto). As regides centrais do meio U maxi-

mizam o7 (em branco).

suaves da fronteira (como vértices de um poligono, por exemplo) que apontam para

fora da regido sao também considerados vértices.

Teorema 2 Seja U um dominio bidimensional convexo que possui as seguintes pro-

priedades:

i. U é simétrico por reflexdes em relacdo aos eixos x e y;
ii. A fronteira de U é de classe C> parax,y #0;

iii. Em qualquer quadrante do plano, a curvatura da fronteira de U é uma funcdo

mondtona de x.

Caso o raio de B seja menor que o raio de curvatura do vértice de U, entdo o; é mi-
nimizado, no caso em que y1,y2 > 0, quando B estd em contato com um vértice, e
maximizado quando a o centro da regido B coincidir com a origem. Caso o raio de B
seja pequeno o suficiente para caber no interior de U, porém maior que o raio de cur-
vatura do vértice, a posi¢do de B que minimiza o é aquela mais préxima possivel do

vértice.
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A afirmacdo acima caracteriza algumas regides nos quais o posicionamento de
regides favordveis é menos indicada: os vértices. A alta curvatura que os caracteriza
permite o maior contato com as regides favordveis da forma proposta para B; logo,
como essas regides favoraveis sdo aquelas que produzem a maior quantidade de orga-
nismos da espécie para o meio, haverd uma maior perda para a fronteira letal, devido

ao maior contato entre esta fronteira e a fronteira da regido B.

Para finalizar este capitulo, vamos enunciar um caso particular: quando a regido
U é, por exemplo, um poligono regular de n lados, com seus vértices eventualmente
substituidos por arcos circulares exteriores com angulos inferiores a 27t/n, a posicao
de B que maximiza o7 é no centro do poligono, enquanto a posi¢do de B que minimiza
01 é a mais proxima possivel de um dos vértices. Com isso, as regides que podem
ser classificadas como lado pequeno sdo aquelas que possuem estes vértices. A regido
central do poligono, que mais se distancia da fronteira letal é aquela que mais favorece

o desenvolvimento da espécie em estudo.
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Capitulo 5

Dominios Minimos em Meios
Heterogeneos de Oscilacao Rapida

RESUMO DO CAPITULO

Nesta parte do trabalho estamos interessados na obtencdo de informagdes sobre a per-
sisténcia ou extingdo de uma determinada espécie que habita um meio no qual as
condicdes de sobrevivéncia possuem alta variagdo espacial, isto é, as regides mais e
menos propicias para o desenvolvimento da espécie em estudo se alternam no meio
em escalas reduzidas quando comparadas as dimensdes de interesse do problema,
como o perimetro da regido em estudo por exemplo. Uma andlise em multiplas es-
calas aliada a um processo de obtencdo de médias, processos estes conhecidos como
técnica de homogeneizacdo nos permitem obter conclusdes a respeito do sucesso (ou
ndo) da colonizacdo do meio dado via o estudo de uma equagao diferencial auxiliar,
cuja andlise é mais simples que a analise da equagdo diferencial original obtida para o

estudo do comportamento da espécie em questao.
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5.1 INTRODUCAOQO

A motivagdo do presente estudo sobre condi¢des para sobrevivéncia ou persis-
téncia de espécies em meios heterogéneos reside na tentativa de descrever, de uma
maneira mais precisa, situagdes ecolégicas mais complexas, onde dificuldades de so-
brevivéncia num meio estdo mais presentes em determinadas partes do mesmo, fato
este que é desprezado por modelos ecolégicos mais simples, onde os coeficientes que

medem o grau de hospitalidade nesse meio sdo constantes.

De acordo com o que vimos nos capitulos anteriores, quando a heterogeneidade
do meio em questdo possui, digamos, uma certa regularidade no sentido em que as
diferencas observadas na qualidade do mesmo estdo bem definidas espacialmente
(grandes regides favoraveis x grandes regides desfavoraveis), propriedades geomé-
tricas dessas regides, como os tamanhos e localiza¢des geogréficas das regides mais
e menos propicias para o desenvolvimento da espécie em estudo, sdo determinantes

para o sucesso ou ndo da coloniza¢do do meio analisado.

Nessa parte do trabalho estamos interessados em situagdes nas quais o meio a
ser colonizado possui uma heterogeneidades especifica: as regides favordveis e desfa-
vordaveis estdo bem definidas em escalas espaciais pequenas em relacdo as dimensdes

de interesse do problema, como o tamanho da regido a ser colonizada, por exemplo.

Padrdes heterogéneos como o descrito acima podem ser encontrados em vérios
tipos de florestas: arvores em geral estdo dispostas a uma certa distdncia umas das
outras, mas quando observamos a regido de florestas como um todo, tais distancias
podem ndo ser observadas, dependendo da andlise realizada sobre tal regido; com
isso, assume-se que a disposicdo das arvores é praticamente uniforme, o que acarreta
em modelos a coeficientes constantes para populagdes que sobrevivem nesses meios,

como é o caso do seminal trabalho de Ludwig, Aronson & Weinberger (1979).

Outro tipo de padrao, que é motivagdo para o presente trabalho, é aquele no qual
temos heterogeneidade espacial, porém somente em uma das dimensdes espaciais de
interesse. Um exemplo tipico de tal situagdo reside nas disposi¢do na qual certos tipos
de vegetais sdo plantados em fazendas: vérias fileiras vazias sdo deixadas entre os

vegetais plantados, que também sdo plantados em fileiras, para que haja um transito
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mais f4cil nessas plantagdes, facilitando a colheita e aplicagdo de pesticidas nas plantas

la presentes.

Com o intuito de esclarecer as idéias apresentadas acima, descreveremos a seguir

uma situagdo-exemplo que serd alvo de nossa andlise no presente capitulo:

Consideramos um meio limitado plano Q) que, tendo em vista as aplicac¢des, pode

ser considerado inicialmente como uma regido retangular:
Q:=(0,L) x (0,M) C R2. (5.1)

Nesse meio, uma determinada espécie, cuja densidade denotamos por u(x, y, t), (x,y) €

Q,t > 0, se desenvolve.

Seguimos a abordagem dada nos capitulos anteriores, considerando modelos de
equagdes com derivadas parciais semi-lineares de evolugdo nas quais as dinamicas
reprodutivas e de dispersdo da espécie em estudo sdo postas em analise:

ou

pri V- (D(x,y)Vu) + 11 <y(x,y) — %) u. (5.2)

Com o intuito de estudarmos situag¢des nas quais a fungdo y, que modela o cres-
cimento intrinseco de u em (5.2), possui rdpidas alterndncias entre as regides muito e

pouco propicias para o desenvolvimento de u, vamos considerar a varidvel rdpida
&E=—, (5.3)

onde € := L/n e n é a quantidade de periodos da funcdo original T que desejamos
que caibam no intervalo (0, L). Estamos assumindo que tal constante € é pequena, isto
é, assumimos que as diferencas de qualidade do meio s6 aparecem quando estamos
observando o mesmo em escalas de comprimento pequenas em relagdo a escala das

dimensdes espaciais do meio Q) (que no caso é L).

Desejamos observar como varia¢des stibitas na qualidade do meio em relagdo
a posicdo influem na colonizac¢do da regido. Para isto, n6s consideramos a fungdo r
definida para todo & € R dada por
T1, 0 < (Z—v < B

- ) = 5.4
(&) :==11v(x,y) e B<i<l (5.4)
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e estendida periodicamente, isto é, T(& + 1) = r(&). A diferenca de qualidade no
meio estd modelada pela magnitude das constantes positivas r; e 1, com regides mais
propicias para o desenvolvimento de u (denotadas pelo conjunto dos (x,y) € Q onde
T = 11) e regides menos propicias (nas quais r = —1;). Este valor negativo indica
regides indspitas para a espécie em estudo. A constante 3, 0 < < 1 determina como
se processa a disposi¢do das regides mais e menos propicias para o desenvolvimento
de u na escala de menor comprimento. Quanto maior o valor dessa constante, mais
benéfico o meio se torna para a espécie modelada em virtude da escassez de regides
pouco propicias para o seu desenvolvimento, tendendo a situagdo na qual o meio é ho-
mogeéneo e inteiramente propicio a u, isto é, quando 3 = 1. E, analogamente, quanto
menor o valor dessa constante, maiores sdo as regides desfavoraveis para o desenvolvi-
mento de u, se aproximando da situagdo menos propicia, quando as regides indspitas

ocupam toda a regido Q (quando 3 = 0).

Note que estamos modelando uma situagdo onde o crescimento intrinseco é de-
pendente da abscissa somente, o que representa a situacdo de uma plantacdo onde
uma espécie de praga sobrevive, e na qual a fonte, que sdo as plantas, se encontram
em fileiras (regides mais propicias). As regides menos propicias modelam a auséncia

de plantas hospedeiras.

De maneira andloga ao que foi feito acima, vamos permitir que a heterogeneidade
espacial também influa nas propriedades de locomogdo da espécie u. Definindo uma
funcdo D da seguinte forma:

-~ Dl/ 0 < E < B

D(&) = (5.5)
D, Pp<E<]T,

vamos modelar rdpidas variagdes no coeficiente de difusdo de u definindo-o assim:
D(x,y) =D (&). (5.6)

Devemos ressaltar o fato que, ao contrario da defini¢cdo do coeficiente de crescimento
intrinseco acima, vamos permitir que o coeficiente de difusdo de u possua somente
valores positivos pois, seguindo Shigesada & Kawasaki (1997), as magnitudes dos va-
lores que D assume no meio Q) deixadas em aberto permitem que uma variedade maior

de situagdes ecoldgicas seja obtidada. Por exemplo, as regides pouco propicias para o
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desenvolvimento da espécie em estudo podem permitir uma locomogao mais facil que

as regides mais propicias para u (o que significa que D1 < D;), ou vice-versa.

O CASO UNIDIMENSIONAL

Nesta se¢do nés nos concentraremos numa situagdo mais simples, mas na qual as
idéias principais sobre obtengdo de informacdes do modelo em estudo via processos
de homogeneizagdo estdo presentes com menos dificuldades técnicas que o modelo em
duas dimensdes; logo, seguindo as idéias contidas no trabalho de Ludwig, Aronson &
Weinberger (1979), comentaremos inicialmente o modelo unidimensional equivalente:

n_2 (ﬁ (©) 2—;‘) +(re - M), 57)
que representa a dindmica vital de uma espécie habitando um meio unidimensional
(0,L).

Nesse contexto, temos que a regido de interesse () se reduz a um intervalo (0, L).
Consideramos uma situagdo na qual o meio exterior a Q) é totalmente indspito ou le-
tal, o que em termos matematicos significa que a fungdo incognita obedece, além da

equacgdo diferencial descrita acima, a condigdo do tipo Dirichlet:
u(0,t) =u(L,t)=0,t >0, (5.8)

assim como u(x,0) = uy(x), que representa a distribui¢do inicial dos individuos ao

longo dominio.

Como desejamos obter condi¢des sob as quais tenhamos sucesso na colonizagao
da regido Q), devemos analisar matematicamente se a solugao trivial (no nosso caso, a

identicamente nula) é estavel para “pequenas” perturbagdes, isto é
u=0+95(x,1),

onde & é tal que que §% < §, ou seja, que o quadrado do valor da perturbagdo § em
analise é desprezivel quando comparado com o préprio valor da perturbacdo. Com

isso, temos ao substituir que § satisfaz a seguinte equacédo diferencial linear

00 0 [~ 00 ~
a=a(m“a)“(‘”5 em 0 x (0,00),
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satisfazendo as mesmas condi¢es iniciais e de fronteira de u. A linearidade da equagao
acima torna possivel a utilizagdo do Método de Fourier, considerando a fungdo solugao
0 da forma

5(x, 1) = e wq(x).

Logo, devemos analisar o sinal das constantes o que resolvem o seguinte problema

espectral:
aﬂ (ﬁ(a)a—w) +F(E)w = ow (5.9)
X 0x
w(0) =w(L) =0, (5.10)

ja que se tivermos, por exemplo, que os autovalores o forem todos negativos, a espécie
em estudo estd destinada a extingdo. Algum valor positivo de o indica persisténcia

desta espécie.!

Existe uma grande dificuldade técnica para a analise do problema espectral des-
crito em (5.9): a presenca de coeficientes que, além de ndo serem constantes, possui-
rem varia¢do rdpida, que é revelada com a dependéncia explicita da varidvel rapida
& = x/e. Por exemplo, a obtengdo de resultados numéricos de (5.9) é extremamente
custosa pelo fato de o erro da aproximagao numérica ser em geral proporcional a 1/¢,
ocasionando assim em tamanhos de passo muito pequenos, e com isso tempos de
execuc¢do muito grandes para obtencdo de resultados relevantes e confidveis acerca
do fenémeno estudado. Além disso, o modelo “macroscépico” é de interesse, ja que é

nesta escala que pretendemos influir e/ou controlar o sistema.

Propomos nesse ponto analisar o fendmeno em questdo, fazendo uso de uma
ferramenta chamada processo de homogeneizacdo (Keller (1977), Bakhvalov & Pa-
nasenko (1989)). Tal método consiste em substituir o problema (5.9), por uma outra
equagdo, mais simples que a primeira, e relacionada com a mesma por ser obtida
através de um processo de andlise de multiplas escalas e médias, resultando assim
numa aproximagao do problema original. Tal processo é muito utilizado em engenha-
ria para obtencdo de resultados na modelagem de meios porosos, onde ha varia¢des
periédicas dos materiais, mas em escalas de comprimento pequenas em relacgdo as di-

mensdes de interesse do problema.

! Este “principio de estabilidade linear” baseia-se em termos gerais na Teoria Espectral de Fourier.
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O préximo capitulo serda dedicado aos cédlculos necessarios para obtengdo das
equagdes homogeneizadas. Deixamos para este capitulo os comentérios a respeito dos

resultados obtidos.

Um dos resultados obtidos é a equacdo efetiva associada do problema espectral

no caso unidimensional (5.9). Ela possui a seguinte forma:

_ 92

DI 4 fy = o, (5.11)
0x?2
wo(0) =wy(L) =0, (5.12)

onde wy representa a solu¢do aproximada do problema (5.9) e os coeficientes constan-

tes D e T sdo dados por

1 -1
L 5 dz) (5.13)

1
Ti= J T(z) dz. (5.14)

Neste ponto, observe que a andlise do fendmeno em estudo se torna bem mais simples,
j& que ao substituirmos o problema de autovalores original (5.9) pelo problema de
autovalores homegeneizado (5.11), os coeficientes envolvidos sao constantes; com isso,
uma andlise semelhante aquela realizada no artigo de Ludwig, Aronson & Weinberger

(1979) sera suficiente para o nosso proposito.

Fazendo tal analise, temos que o comprimento critico, abaixo do qual teremos
extingdo da espécie u devido aos efeitos letais da fronteira, aliados as condi¢des in6s-

pitas das regides nas quais temos T = —1,, é dado por

L*:==m

que, em fungdo das varidveis de interesse do problema fica

L* — 7 D1D2
B [BD2+ (1 —B)D4l[Br1 — (1 — )12l

(5.15)

Note que nem todos os valores de 3 sdo permitidos para a sobrevivéncia da

espécie u: se as regides desfavordveis ao desenvolvimento dessa espécie forem muito
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maiores que as regides favordveis na micro-escala, o que se traduz matematicamente
pela relacdo

T2
<pBfi=— 5.16
B< B = (5.16)

obteremos a extingdo de u, independentemente do tamanho da regido em estudo, o

que estd de acordo com as expectativas dessa situacao.

Note pela defini¢do de 3* em (5.16) que B* é uma fungdo crescente de r,; com
isso, conclui-se que para regides com grandes diferencas de qualidade, regides fa-
vorédveis devem ter uma grande predominancia sobre regides desfavoraveis para que
a populagdo modelada pela fung¢do solugdo u obtenha sucesso no meio em questdo.
Outro fato que se pode observar pela definicdo de L* é a existéncia de uma assintota
vertical quando x = 3%, o que revela a grande dificuldade que a espécie em estudo pos-
sui em se desenvolver numa regido onde dreas desfavordveis prevalecem sobre dreas
favoraveis na escala menor de comprimento. Quando 3 — 1, vemos que a situagdo
padrdo na qual temos L* = 7ty/D; /71, que é a situagdo do meio totalmente favorédvel,

se restabelece.

Uma outra observacdo pode ser feita nesse momento: a predominancia de regides
desfavoraveis sobre regides favoraveis na escala menor de comprimento ndo é o tinico
fator que pode levar a espécie em estudo a extin¢gdo: mantendo a constante {3 fixa, ob-
servamos que se as diferencas de qualidade do meio em questdo forem muito grandes,

a sobrevivéncia da espécie u fica comprometida. De maneira mais precisa, se

Ty > Ty = ——Tq,

1-p
entdo observamos a impossibilidade de u sobreviver no meio em questdo, ndo importa
o qudo grande tal meio seja. Analogamente, temos que o meio em questdo deve possuir
regides suficientemente favoraveis para o sucesso da colonizagdo de u, o que em ter-
mos matemaéticos se traduz na seguinte desigualdade que o coeficiente de crescimento
intrinseco das regides favoraveis, 11, deve obedecer para que haja possibilidades de

sobrevivéncia da espécie em estudo:

> T = (% —1) Ts.

Uma andlise preliminar de modelos unidimensionais é util pelo fato de poder-

mos, com menos dificuldades técnicas, obter resultados e conclusdes a respeito de mo-
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delos que sdo validos em maiores dimensdes espaciais. O modelo o qual nos propuse-
mos a investigar no inicio deste texto, apesar de apresentar caracteristicas semelhantes
ao modelo unidimensional equivalente, também apresenta propriedades ausentes no

modelo unidimensional, como veremos a seguir.

O MODELO EM DUAS DIMENSOES ESPACIAIS

Nesta parte do texto, vamos nos concentrar na analise do modelo em duas di-
mensdes espaciais associado ao modelo unidimensional analisado na se¢do anterior.
Neste ponto, estamos interessados em estudar as conseqiiéncias da rapida variagdo do
crescimento intrinseco e da difusdo da espécie em estudo. Lembrando que estamos in-
teressados em rapidas variagdes numa das dimensdes espaciais somente, analisemos

pois o seguinte problema espectral:

v (ﬁ(a)w») FFEw=ow, em Q (5.17)
w=0 em 0Q, (5.18)

onde w é o autovetor associado a separagdo de varidveis da solugao do problema linear
de reacdo- difusdo em estudo, Q) é uma regido retangular da forma (0, L) x (0, M), e que
novamente estamos interessados na magnitude das constantes o que verificam a iden-
tidade acima, ou seja, os autovalores do problema dado acima: se todos os autovalores
do problema acima forem negativos, a espécie em estudo se extingue; caso contrério,

concluimos que a espécie u tem chances de sobrevivéncia no meio Q.

Lembrando que estamos interessados no problema em duas dimensdes espaciais,

elucidamos a notagao utilizada acima para o operador diferencial V, a saber:

0/0x
0/0y

Procedendo de maneira anédloga a secdo anterior, utilizamos o método de ho-
mogeneizacdo para obter uma solug¢do aproximada do problema espectral (5.17) com

uma ligeira adaptacdo, devida ao fato de os coeficientes do problema (5.17) possuirem
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dependéncia na varidvel x somente. Calculos andlogos aos realizados na segao anterior
nos dao como resposta que a solugdo aproximada wy é solugdo do seguinte problema

espectral a coeficientes constantes:

ﬁ 62w0

— o2
+D Yo +Twy=0ow; em Q, (5.19)

0x2 oy

wy=0 em 0Q. (5.20)

Temos que os coeficientes constantes D e T sdo definidos de maneira analoga
aquela feita na secdo anterior (cf. (5.13) e (5.14)). Porém, o coeficiente de difusdo D
é definido de maneira distinta de D, a saber:

—_— 1 ~

D= L D(z) dz, (5.21)
o que revela a presenca de difusdo anisotrépica neste modelo, induzida pela dependén-
cia dos coeficientes de difusdo e de crescimento intrinseco originais sobre a dimensao

espacial x somente.

O Método de Fourier com algumas altera¢des nos conduz a seguinte expressao,
a qual é uma estimativa do valor minimo da drea que o meio Q) deve possuir para a
preservacao da espécie u nesse meio:

272

_—\12
|Q|<A*:=T<DD) ,
onde denotamos por |Q)] a Medida de Lebesgue (no caso a drea) do dominio Q.

Para continuarmos a andlise do nosso modelo, necessitamos expressar o valor
critico de drea A* em fungdo das varidveis de interesse do problema, que sao os valores
que os coeficientes de crescimento intrinseco e de difusdo assumem na escala menor
de comprimento, assim como suas devidas propor¢des. Com isso, obtemos a seguinte

expressao para A*:

272 DD, (BD; + (1— B)Dy)]"?

A = —0=Fm| BD+(1-BD:

(5.22)

Através da comparacdo dos valores criticos de comprimento minimo e drea mi-
nima obtidos em (5.15) e (5.22), respectivamente, concluimos que as andlises feitas na

se¢do anterior para a expressdo do comprimento critico como fungdo das varidveis
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Figura 5.1: Tlustragdo de uma regido de mesma &rea da circunferéncia exibida acima, porém
com geometria desfavordvel (dreas sombreadas). A presenca destas reéntrancias
aumentam a magnitude do autovalor fundamental, pois organismos la colocados

tém maiores chances de contato com a fronteira letal.

presentes na escala menor de comprimento sdo andlogas aquelas feitas aqui. Com isso,

comentamos brevemente o resultado obtido para a drea critica:

A expressdo obtida em (5.22) revela a grande influéncia da menor escala de com-
primento no comportamento macroscépico da regido em estudo QO no que diz re-
speito a possibilidades de sobrevivéncia de uma espécie com uma dindmica vital que
obedece a equagdo apresentada em (5.7), ou sua andloga em duas dimensdes espa-
ciais. A distribuicdo especial das regides favoradveis e desfavordveis, bem como a suas
diferengas de ordem qualitativa, tem uma importancia decisiva na expressdo da area
minima necessdria para que a espécie em estudo tenha chances de sobrevivéncia no
meio em questdo. Se neste meio existirem regides extremamente desfavoraveis para
a proliferacdo da espécie u, ou se essas regides improprias estiverem distribuidas em
abundancia na menor escala de comprimento, a regido como um todo pode se tornar
hostil para u, resultando na sua extingdo. Valores moderados de inospitalidade aliados
a abundancia de regides favordveis na escala menor de comprimento podem resultar,
na maior escala de observacdo, numa regido propicia ao desenvolvimento da espécie

em estudo.

Para finalizarmos essa discussdo, apresentamos resultados sobre tamanho criticos

para meios bidimensionais mais gerais do que os retangulares considerados acima.
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Neste caso, ndo podemos considerar o coeficiente de difusdo e a taxa de crescimento
intrinseco como fungdes da variavel rdapida &, pois neste caso o operador de média
sobre o periodo (-) ndo estd bem definido. Logo, procuramos obter um resultado
sobre o valor de drea critico numa situagdo mais simples, introduzindo um termo de
primeira ordem, ou de conveccg¢do, que indica a tendéncia de movimentacdo dos or-
ganismos em estudo numa direcdo pre-estabelecida. Esta direcdo é dada pelo vetor
b := (by, by) € R?, que supomos constante. Os resultados obtidos a seguir foram inspi-
rados em Murray & Sperb (1983), porém as estimativas de drea minima para dominios

candidatos a reftigio ndo foram completamente obtidas naquele trabalho.

Consideramos um problema espectral semelhante ao problema homogeneizado
obtido em (5.19), (5.20), a saber:

Diwy +Dowyy + ™ +b-Vw=0ow em Q, (5.23)
w=0 em 0Q, (5.24)

onde os coeficientes de difusdo D; e D, sdo constantes positivas, podendo ser distintas,
o que implica difusdo anisotrépica neste meio. Consideramos a taxa de crescimento
intrinseco r também uma constante positiva, pois ja sabemos pelas consideragdes fei-
tas acima que as chances de sobrevivéncia num problema deste tipo somente existem

quando r > 0.

Obtemos, através da Desigualdade de Faber-Krahn, e de um resultado técnico

contido em Murray & Sperb (1983), a seguinte estimativa para o valor critico de area:

47mi?
Q] < A* = ﬁd]o-b)Z /D, Dy, (5.25)

onde denotamos por jy a primeira raiz positiva da Equacdo de Bessel do primeiro tipo

de ordem zero e d := (dy, d») é o vetor de coordenadas

d =1/v/Dy
d, =1/+/Do.

Notamos que a expressdo obtida em (5.25) somente tem sentido se o médulo do vetor
b ndo possuir um valor elevado. Isto significa que no caso de um meio com fron-

teira letal, a perda de individuos em fun¢do do processo convectivo, e consequente
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choque com a fronteira, ndo deve ser muito grande para que o meio em questao possa
ser um refligio para esta espécie. Obtemos um valor critico para o médulo do vetor
de conveccdo d como fungdo da taxa de crescimento intrinseco e dos coeficientes de
difusdo:

2 D:D
|b|<£—2 172

d ~V'Di+Dy
Logo, perdas de organismos para a fronteira letal, em decorréncia do transporte na
direcdo do vetor b podem ser compensadas por grandes taxas de crescimento intrinseco
ou de movimentacdo aleatéria, a qual serve como uma espécie de “resisténcia” ao mo-

vimento por convecgao.

A estimativa de area minima A* obtida em (5.25) ndo leva em consideracao outras
propriedades geométricas da fronteira da regido candidata a reftigio Q, como o for-
mato de sua fronteira. Podemos intuir sobre tal influéncia analisando os organismos
individualmente: supondo um meio com geometria mais complexa, com reentrancias
e sulcos (cf. Figura 5.1), os organismos pertencentes a espécie u analisada, se movi-
mentando aleatoriamente na regido () e com chances iguais de deslocamento em todas
as dire¢Oes, tétm maiores chances de encontro com a fronteira letal quando se encon-
tram préximos de partes fronteira com geometria mais complexa. Com isso, é natural
esperar, com base na andlise dos capitulos anteriores, que o autovalor fundamental
aumente. E este de fato é o caso, de acordo com Battacharya (2001). Neste artigo,
uma estimativa anédloga a Desigualdade de Faber-Krahn é obtida, porém levando em
consideragdo uma grandeza denominada assimetria da regido (), e denotada pela letra
grega «. Esta funcdo mede o qudo Q se assemelha a uma regido circular. Com base
nesse resultado, pudemos obter uma estimativa para A* levando em consideracdo a
assimetria do dominio Q. Ei-la:

Ar— A 5 1+ sy (5.26)
T 4r—(d-p Y 200 ' ‘

Observamos que quanto maior o valor da assimetria « da regido, maior o valor do
valor critico de dominio A*, dificultando assim a persisténcia da espécie u na regido
candidata a reftigio, em concordancia com a andlise tendo por base a movimentagao

individual dos organismos da espécie u feita acima.
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Capitulo 6

Dominios Minimos em Meios
Heterogéneos de Oscilacao Rapida II:
Detalhamentos Matematicos

RESUMO DO CAPITULO

Nesta parte do trabalho, nos concentraremos nos detalhamentos matemaéticos
para obtengao dos resultados discutidos no capitulo anterior. O método de homogenei-
zagdo aliado a consideragdes sobre o espectro de problemas de valores de contorno do
laplaciano conduzem aos resultados sobre tamanhos minimos de dominios necessarios
para sobrevivéncia das espécies cujas dindmicas populacionais obedecem as equagdes

diferenciais parciais consideradas anteriormente.
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6.1 O CASO UNIDIMENSIONAL

Consideramos inicialmente o estudo de um problema no qual o meio Q é unidi-

mensional. De maneira mais precisa, consideramos o seguinte problema:

ou 0 [~ /x\ Ou X u

3t " B (D <E> a) +1 (Y <E> — E) uem (0,L), (6.1)
u(0,t) =u(L,t) =0, (6.2)
u(x,0) =up(x), 0<x <1, (6.3)

que modela a dindmica de uma populacdo de individuos, cuja densidade denotamos
por u e que tenta se estabelecer numa regido unidimensional, no caso o intervalo (0, L).
Neste intervalo, ocorre alta variagdo entre as regides mais e menos propicias para seu
desenvolvimento, o que é revelado pela presenca da funcdo y. Mais precisamente,
consideramos a fungao y da seguinte forma:

r, 0<SE<R,

T(&) ==11v(x,y) = {  B<i<l (6.4)
— 12, ~ ’

e estendida periodicamente, ou seja, r(& + 1) = (&), & € R. Os parametros 1, e 1, am-
bos positivos, medem as diferencas de qualidade do meio em anélise. Como veremos
a seguir, as suas respectivas magnitudes serdo fatores determinantes para as chances

sucesso da colonizagdo do referida regido pela espécie u.

Estamos considerando situagdes nas quais ha também alta heterogeneidade na
capacidade de locomog¢édo dos organismos modelados, através da dependéncia do coe-
ficiente de difusdo D sobre a mesma varidvel rapida x/¢, isto é, consideramos a fungao

D definida da seguinte maneira:

ﬁ(&)z{Dl>0’ 0=&<P 6.5)

D2>0/ B§5<1/

comD(£+1)=D(&),& € R.

A constante K, que denota o pardmetro usual de capacidade de suporte do meio, é
uma medida dos efeitos de saturacdo do meio diante de grandes valores da densidade

u.
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Considerando a linearizagdo associada a equacgdo (6.1), isto é

% _ % (f) <z> %) +?<2) 5em (0,1),

5(0,t) =6(L,t) =0,
5(X/0) = 50(X)/ 0 <x < I—/

podemos fazer uso do Método de Fourier para considerarmos a solu¢do do problema
acima sob a forma seguinte
8(x,t) = e”'wy(x). (6.6)

Com isso, concentrar-nos-emos no seguinte problema espectral:

L(()R) (o o

w(0) =w(L) =0. (6.8)

Convém notar pela forma da solugdo procurada em (6.6) que se todos os autovalores
o do problema (6.7) forem negativos, concluimos que a soluc¢do identicamente nula é
linearmente estavel. Isto implica que a populacdo modelada pela fungdo solucdo u
tende para a solu¢do nula quando t — oo, ou seja 0 meio € indspito para esta espécie.
Quando temos o > 0 para algum autovalor, alguma das solugdes da forma descrita
em (6.6) ndo tende a zero quando t — 0, o que indica que u tem possibilidades de

sobrevivéncia no meio estudado.

O método de maltiplas escalas (Keller (1977)) apresentado a seguir tem como
objetivo obter uma aproximagdo wy para a solugdo w do problema espectral apresen-
tado em (6.7). Esta solugdo aproximada na verdade resolve um outro problema de
autovalores-autovetores relacionado com o problema original descrito em (6.7); porém,
ao contrario do problema (6.7), que possui coeficientes dependentes da varidvel rapida
x/€, os coeficientes do problema obtido a seguir sdo constantes, o que resulta uma

analise mais simples do problema em questdo.

A principal caracteristica deste método estd na tentativa de desacoplar a chamada
varidvel lenta (que é a varidvel x) e a varidvel rdpida x/e€, assumindo-se que w possua
a seguinte forma:

w =w(x,x/€),
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0 que pressupde que a fungdo incégnita w apresenta comportamentos desacoplados
entre as escalas de maior e de menor comprimento. Também assumimos que w seja
1-periédica na varidvel rdpida, que denotamos por & e para os calculos a seguir, que o

coeficiente de difusdo seja inicialmente funcdo diferenciavel de &.

Utilizando a notacédo
o"u
Wyixpxn *— A& A A s
PRI 9%10%s ... 0%y
temos:
1 ~ 1 ~ 2 1 ~
ED& wx+zw5 +D(§&) WXX‘I—EWXQ‘F;W&E +7T(y)w = ow,

que, ao agruparmos em poténcias crescentes de €, se torna:

1 /4 1 (/4 ~ ~ ~

= (Dewe) + ¢ {(D(a)wx)a + D(a)wxa} +D(E)wa+F(Ew=ow.  (69)
Neste ponto, estamos assumindo formalmente que as duas escalas de comprimento
sdo independentes. N6s também assumimos a dependéncia regular da solugdo sobre
o parametro €, o que possibilita escrevermos w sob a seguinte forma, ou expansao

assintotica:
W(X/ E,) — WO(X/ E») + €W1(X/ Ev) —I_ €2W2(X/ E») —I_ ot -I_ enWTL(X/ Ev) —I_ O(en) (610)

onde as fungdes wy(x, &) também sdo limitadas, independentes do parametro ¢, e
periddicas na varidvel rapida y, com periodo 1. Substituindo (6.10) em (6.9), ap6s
reagruparmos em poténcias crescentes do parametro €, e separarmos os indices n das
fungdes wy, das derivadas parciais por virgulas (para evitar confusdes de notagao), nés

obtemos a seguinte expressao:

e 2(D(Ewocle + € [(DE)W1)e + (D(E)won)e + DIE)wose]

+ [(D(EJws,)e + (D(EW1 s + D(EWie + D)W +F(E)wo] + -

+e" [(ﬁ(i)wmm,a)a + (D(E)Wminx)e + DIEWmi1 e + D(E)Wnw +?(E»)Wni| +o(e")
= owp + e(owr) + €*(owy) 4 - -+ + €™ (own) + o(e")

com as condi¢des de contorno seguintes:

Wo(x, &) + ewr(x, &) + €wa(x, &) + - -+ €™ wp(x, &) +0(e™) =0, x =0, L. (6.11)
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O que nés obtemos ao comparar os dois membros da equagdo acima é uma
seqliéncia de equagdes recursivas, nas quais uma vez obtidas as fungdes iniciais wy e

wi, podemos obter as fungdes seguintes mediante substituicdo e resolugdo das equagdes

posteriores:

(D(&)woe)s =0, (6.12)
(D(&)wre)e + (D(E)Wox)e + D(E)Wore =0, (6.13)
(D(&)wae)e + (D(E)w )a+D(E)W1xa+ﬁ(E)WO,xx—I-?(E)WO = oWy, (6.14)
(D(E)Wmi2,)e + (DIE)Wmi)x)e + DIEWmni1)xe + D(E) Wi + TF(E)Wy = oWy, (6.15)

onden=1,2,...

O objetivo deste trabalho é o de caracterizar a fun¢do wy como solugdo de uma
outra equacgdo diferencial mais simples do que a equacdo satisfeita por w em (6.7).
Segue da equacdo (6.12) que esta fun¢do independe da varidvel rdpida &, pois como
sabemos que D ndo ¢ identicamente nula, podemos primitivar esta equacdo para obter
a seguinte expressao:

D(&)woe(x, &) = C(x),

isto é,

woe(x, &) = (6.16)

D(&)

Introduzimos neste momento o seguinte operador, a média sobre o periodo

1
<ﬂ@%=Jﬂnad&

0
frisando que x e £ sdo consideradas variaveis independentes no cédlculo desta integral.
Aplicando o operador média ( - ) na equacgao (6.16), e lembrando da periodicidade das
fungées wy,, n =0,1,2,... na varidvel rdpida &, nés temos

1

(wn(x, €1) = | oz, £) dE = walx, £ =0,

0

o que implica, por (6.16), que a fungdo wy independe da varidvel rdpida &, isto é
Wy = Wy(x).

Com isso, podemos reescrever a equacao (6.13) da seguinte maneira:

D(&)(wig + WO,X)] .= 0. (6.17)
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O calculo da primitiva da expressdo acima nos da como resultado as expressdes se-

guintes:
D(&)(wre + wox) = Ci(x),

- (6.18)
Wi +wox = C1(x)D7(E).

Uma outra aplicagdo do operador média na tltima equagdo resulta em
wox = Ci(x) <6_1(5)> ,

isto é,
Ci(x) = 5Wo,x,

onde D (que serd o coeficiente de difusao efetivo) é calculado através da média harmonica

D (
Logo, por (6.19) e (6.18), temos

Wig = 1—1 w
1§ — 6(&) 0,xs

wi(x, &) = Ni(E)woyx + Fi(x), (6.20)

da funcado D, a saber:

1 1 -1
L 50 d&) . (6.19)

isto é

onde

e F; é uma funcdo arbitraria da variavel lenta x.

Uma nova aplicagdo do operador média na equagdo (6.14) nos dé, em vista da

periodicidade das fun¢des w; e D,a seguinte equacgdo:

1 1 1
Blewilis+ | Dlemwicae+ (| Brerae) waw+ ([ Fierag) wo = owo. 621
0 0 0
Como temos que

Jl B (&) w1 e dE = J

0 0

™ 1
6(‘2) (Al - 1) WO,XX] dE» = ﬁVVO,XX - (J 6(&) di) W0,xx
0
(6.22)
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e, pela defini¢do de D, que

) £=1 (' D d
Jiso=(F N w)| = =~—-1]d w=0 ("==—],
WixlgZo ( 1(x) + N1 (&)wy, ) o Jo (D(ﬁ) ) 5] Wy, ™
(6.23)
a equagdo (6.21) se simplifica, resultando na seguinte equacao:
ﬁWO,xx + Twy = owy, (624)

onde o coeficiente de difusdo efetivo D é definido em (6.19) e o crescimento intrinseco

efetivo T é definido por

1
T J (&) de. (6.25)

0
A equacdo a coeficientes constantes obtida em (6.24) é a equacdo homogeneizada que

foi analisada no capitulo anterior.

As condigdes de contorno (6.11) implicam que wy satisfaz

E necessario neste ponto fazer uma observacgao sobre a validade do resultado ob-
tido acima para situa¢des mais gerais nas quais os coeficientes de difusdo e de cresci-
mento intrinseco sdo fungdes diferencidveis por partes, isto é, sdo diferencidveis exceto

num ntmero finito de pontos do dominio de defini¢do das referidas fung¢ées: Quando

realizamos os calculos acima, obtemos como resultado que as fungdes wq, Wy, ..., Wy, ...

deveriam ser solugdes cldssicas de uma seqiiéncia de equacgdes diferenciais recursivas.
Quando nédo temos diferenciabilidade em toda parte, devemos observar essas fungdes
como solugdes generalizadas da seqiiéncia de problemas acima, o que significa que
devem obedecer as referidas equagdes nos intervalos onde os coeficientes correspon-
dentes sao diferenciaveis e, além disso, satisfazer condi¢des de continuidade e conti-

nuidade de fluxo nos pontos de descontinuidade dos coeficientes.

Existe uma estimativa para o erro cometido ao considerarmos o problema homo-
geneizado (6.24) como aproximagdo do problema de autovalores-autovetores inicial
para o caso particular onde T = 0: Chamando o; a seqiiéncia de autovalores do pro-

blema original e de G; a seqiiéncia de autovalores obtidos do problema homogenei-
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zado, temos que a seguinte estimativa é valida:

1 1

O3 O3

(cf. Bakhvalov & Panasenko (1989)).

S C(Dll DZ) €

Neste ponto, vamos nos concentrar na obten¢do de uma estimativa para o ta-
manho minimo de dominio necessario para que haja chances de sobrevivéncia da
espécie no meio dado, e abaixo do qual ela se extingue. Os célculos necessérios para tal
estimativa se tornam mais simples quando realizamos novas escalas. Fagamos, pois, a

seguinte escala da varidvel dependente:

X :=xy/11/D. (6.27)

Com isso, temos ao substituir, e ao remover o sublinhado da varidvel unidimensional
X, (para economia e clareza de notacdo) que a equacao (6.24) se reescreve da seguinte
maneira:

—Woxx = Awy,

onde chamamos

7\::?_0-.

- (6.28)

As condic¢des de contorno, mediante esta mudancga de variavel, ficam

Wwo(0) =wo(f) =0,

¢:=Ly/r/D.

Este problema espectral possui como solugdo o par (A, v, ), onde os autovalores A,, sdo

onde

dados por
2,2
nem
Ap =
(2
e as auto-fungdes respectivas, por
. /M7X
vn(x) :=sin (T)

Temos por (6.28) que os autovalores do problema (6.24), (6.26) sdo dados por

27 _ n?mD
g T2

op:=T—T ,nm=12,... (6.29)
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que, devem ser todos negativos para que haja insucesso na colonizacdo do meio unidi-
mensional () pela espécie u. A propriedade da monotonicidade dos autovalores com

relacdo ao parametro n nos leva a concluir que

01 >0 2032 ""2>0p2> """

o que implica que se tivermos
™D
12

todos os autovalores do problema (6.24), (6.26) sdo negativos, acarretando a estabili-

o1 =T — <0, (6.30)

dade linear da solugdo trivial, ou seja, a extin¢gdo da espécie u. Como a priori ndo
temos informacdo a respeito do sinal do coeficiente de crescimento intrinseco efetivo T,

necessitamos analisar dois casos separadamente:

i. ¥ <0: A negatividade do crescimento intrinseco efetivo, aliada a positividade da
difusédo efetiva (por definicdo de D) implicam, por (6.29), a negatividade dos au-
tovalores do problema (6.24), (6.26) para quaisquer valores da constante L; logo,
obtemos que a predominancia de regides menos propicias ao desenvolvimento
da espécie em estudo na menor escala de comprimento implicam a extingdo da
espécie independente do tamanho do regido a ser colonizada. Esta condigdo pode
ser satisfeita ao considerarmos, por exemplo, 1; e 1; fixos e ao diminuirmos o va-
lor da constante 3, 0 que modela uma situacdo ecolégica de predominancia de
regides menos propicias para o desenvolvimento de u em relacdo as regides mais

propicias na escala de menor comprimento.

ii. ¥ > 0: Quando o coeficiente de crescimento intrinseco efetivo é positivo, s6 ha
garantia para extingdo de u para valores suficientemente grandes da constante L,
o que indica que h& um valor limiar para o comprimento da regido unidimensio-
nal Q) abaixo do qual a sobrevivéncia da espécie em estudo estd comprometida.
Tal valor é obtido ao isolarmos a constante L em (6.30):

L<l':i=m (6.31)

—1|.| dJ

Utilizando as defini¢des dos coeficientes efetivos de difusdo e de crescimento

intrinseco dados em (6.19) e (6.25), respectivamente, podemos reescrever a condi¢do
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para extin¢do de u obtida em (6.31) da seguinte maneira:

. D,D;
b<b= ”\/nsDz (1= B)DIIBr — (1— Bl

Observando a expressdo do comprimento critico L* obtido acima, notamos que
ao considerarmos L* como fung¢do do parametro 3, e fixando as outras constantes de
difusdo e de crescimento intrinseco, a fungado resultante ndo é definida para todos os

valores de 3, que a principio varia entre 0 e 1: Existe um valor limiar 3* dado por

(R

T +T2

no qual notamos a presenca de uma assintota vertical no grafico de L* como fungdo de
3, o que indica a grande dificuldade na colonizacdo do meio em estudo pela espécie u

quando as regides desfavordveis a seu desenvolvimento predominam.

O MODELO EM DUAS DIMENSOES ESPACIAIS

Nesta parte do trabalho, obteremos os resultados analisados no capitulo anterior
sobre a sobrevivéncia ou extingdo da espécie u num meio retangular. Mais precisa-
mente, analisamos aqui o andlogo do problema unidimensional (6.24), (6.26) em duas

dimensdes. Ei-lo:

V- (ﬁ (E) Vw) +?(z> w=o0ow em Q, (6.32)
w=0 em 0Q, (6.33)

onde as fun¢des de crescimento intrinseco e de difusdo T e D sdo definidas da mesma

maneira como no capitulo anterior e o operador diferencial V em duas dimensdes es-

v::<a/ax>.
0/0y

Desejamos nesta se¢do obter conclusdes acerca da estabilidade linear da solugao

paciais é definido assim:

nula via andlise dos autovalores do problema (6.32). Como tal andlise é dificil por
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se tratar de um problema a coeficientes ndo-constantes e de alta variacdo, faremos tal
andlise via um problema auxiliar, procedendo de maneira analoga a secdo anterior,

porém, com ligeiras modificagdes:

Como na segdo anterior, vamos considerar que a auto-funcdo w possui depen-
déncia sobre as varidveis lentas x e y, mas assumiremos, devido a dependéncia dos
coeficientes de (6.32) na varidvel rdpida x/e somente, que w s6 depende de variagdes

rapidas na abscissa, 0 que matematicamente se expressa assim:

w =w(x,y,x/€). (6.34)

Os calculos necessarios para a obtengdo do problema espectral auxiliar sdo ana-
logos aos que foram realizados na se¢do anterior. Com isso, apresenta-los-emos aqui

mais brevemente, porém, dando énfase as diferencas com relacdo ao caso anterior.

Substituindo (6.34) em (6.32), apds reagruparmos termos em poténcias crescentes

de € e mantendo a notagdo da varidvel rapida pela letra &, obtemos
1 /4 1 /4 ~ ~ ~
g 3 E x £ x ped yy — . .
D(&)we) +— [(D(&)wx) + D(E)wye| + D(E)(Wex +wyy) +T(E)w = ow. (6.35)

Consideramos formalmente a partir deste ponto que as varidveis lenta x e rdpida
x/€ sdo independentes, como também assumimos a dependéncia regular da fungdo
W sobre o pardmetro € para que possamos escrever uma expansdo assintética em

poténcias crescentes de €, a saber:
W(X/ y, (E,) = WO(X/ Yy, E,) +ew (X/ Yy, E») + €2W2(X/ Yy, E,) +et €an(X/ Yy, E,) + o(en) (636)

onde assumimos que as fung¢des w,, sdo fungdes 1-periddicas na varidvel rdpida &.
Substituindo (6.36) em (6.35) nds obtemos, ap6s novamente reagruparmos em poténcias

crescentes do pardmetro € a seguinte equagdo:
e 2(D(E)woe)e +e! [(6(5)1’\)1,&)5 + (D(E)wox )i + ﬁ(i)wo,xa]
+ [(D(E)W2)e + (D(E)Wr)e + D(E)Wi e + D(E)Wous + Wouy) +F(E)Wo| + -

+€n [(D(‘i)w[n—ﬂ),é)i + (6(‘{»)W[n+l),x)£ + ﬁ(a)w[n—&-l),xi + 6(&) (Wn,xx + Wn,yy)

+T(E)wn] + o(e™) = owg + €(ow;) + €*(owy) + - - - + €™(owy) + o(e™)
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Igualando as parcelas respectivas dos dois membros, seguindo as poténcias de €, obte-

mos a seguinte seqiiéncia de equagdes diferenciais recursivas:

(D(E)wye)e =0, (6.37)
(D(E)wie)e + (D(E)won)g + D(E)woxe =0, (6.38)
(D(E)wae)e + (D(E)Wix)e + D(E)Wixe + D(E) (Wox + Woy) +T(E)Wo = 0wy, (6.39)
(D(EWini2e)e + (DE)Wimanx)e + D(EWinit)xe + DIE) Wiex + Wiy (6.40)
+7(E)wWn = owy,

onden =1,2,... Neste ponto, reapresentamos a média sobre o periodo, a saber:
1
(f) (x,v) ;:J f(x,y,&) dé.

0

Concluimos de (6.37) ap6s calcularmos sua primitiva e aplicarmos o operador (. ) que

a fungdo wy independe da varidvel rdpida &, isto é, temos que
wo = wo(x, y).

A primitivagdo e aplicacdo do operador média na equacdo (6.38) nos dado a seguinte

caracterizagdo da segunda fun¢do w; em fung¢do da fungdo wy:
wi(x, Y, &) = F1(x,y) + N1(E)wo

onde F; é uma fungéo arbitraria e

S/ D
Nil&):= L (W‘l) n

e D é definido em (6.19). A aplicacdo da primitiva, seguida da aplicagdo do operador
média na equacdo (6.39) nos ddo como resultado, apds considerarmos as observagdes

técnicas feitas em (6.22) e (6.23), a seguinte equacgdo a coeficientes constantes:
5V\)O,xx + 6V\"O,yy + T™Wy = owy, (641)

com coeficientes de difusdo e crescimento intrinseco efetivos D e T definidos em (6.19)

e (6.25), respectivamente, e o segundo coeficiente de difusdo efetivo ﬁ definido assim:

~

— 1
D ::J D(&) d&. (6.42)

0
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as condicdes de fronteira que w, obedece sdo as seguintes
wy = 0em 0Q),
que no caso especifico de um retangulo Q = (0,L) x (0, M) assumem a forma:

WO(XIO) = WO(X/ M) = 0/ 0 S X S I—/

(6.43)
wo(0,y) =wo(L,y) =0, 0<y <M.

Nosso objetivo é obter uma estimativa para o valor critico de drea (que denota-
mos por A*¥) abaixo do qual ndo é possivel para a espécie u colonizar o meio (). Para
isso, assumimos que estimativas de erro semelhantes aquela exibidas em (6.27) sejam

também validas nesse caso.

Procedendo analogamente a se¢do anterior, vamos realizar uma reescala das va-

=x1/711/D

§:=yy\/1/D.

ridveis independentes:

x|

Com isso, e identificando X e y com as letras x e y para clareza e economia de notagdo,

temos que (6.41) se reduz a
_(WO,XX + WO,yy) = }\WOI

onde

T

As condigdes laterais ficam, ap6s a reescala, da seguinte maneira:

wo(x,0) =wp (x,m) =0, 0 <x <L,

WO(OIU) =Wy ((Z,y) = O/ O S Y S m,
onde
¢:=Ly/11/D

m: =M rl/ﬁ.
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Temos que o problema espectral acima possui solugdo o par (A, vnp) onde os autova-

lores A, sdo dados por
n2  p?
>\np = 7'[2 (e—z + W) ’ (644)

e as auto-fungdes respectivas por

Vnp (X, y) = sin <nTitX ) sin (% >,

em,n = 1,2,... Deduzimos de (6.44) que os autovalores o,, do problema espectral

(6.41), (6.43) sdo
n? p? n’D  p?D
O—np:?—Tlez(ﬁ—f—%):?—T[2<?+T;v[—2>.

Por defini¢do dos autovalores o, temos que a seguinte propriedade é vélida, para
todosm,n>1,2,...:

an S 011,

portanto, uma condi¢do suficiente para estabilidade linear da solucdo identicamente

nula, que significa extin¢do da espécie u, é

_ D D
011 =7T— i (ﬁ + W) <0, (645)

condigdo esta que é satisfeita se T < 0 independentemente dos valores assumidos por

L e M, que sdo as dimensdes espaciais do dominio retangular QO em estudo.

Quando o coeficiente de crescimento intrinseco efetivo ¥ é positivo, ndo se conclui
imediatamente a extingdo da espécie u: devemos ter valores pequenos de L e M para
que a condigdo (6.45) seja satisfeita. Com o intuito de explicitarmos a dependéncia das
chances de sobrevivéncia da espécie em estudo com a drea da regido (), fagamos uso
da seguinte desigualdade:

2ab < a? + b?,

para que possamos escrever uma outra condi¢do suficiente para a extingdo de u, a

?_7-[2 @ <O
LM )

saber:
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Como temos que [Q)] = LM, obtemos a seguinte estimativa (denotada por A*) para drea

minima de dominio necesséria para estabilidade linear da solucdo identicamente nula:

2 _
Q< A" = 2% DD,

a qual, levando-se em conta as defini¢des dos coeficientes efetivos T, D e D, se reescreve

. 27
Qf <A”= Bri—(1—P)r [

Notamos que analogamente ao caso unidimensionado analisado anteriormente, fixan-

DD, (BD; + (1 — B)Dz)} 12
BD, + (1—p)Dy

do as constantes de difusdo e crescimento intrinseco, ha uma assintota vertical no
grafico de A* como fun¢do do paradmetro (3%, indicando a mesma dificuldade que a

espécie u tem ao se desenvolver em regides predominantemente indspitas.

CONSIDERACOES SOBRE DOMINIOS BIDIMENSIONAIS MAIS GERAIS

Nesta secdo pretendemos apresentar uma estimativa para o valor critico de drea
para a sobrevivéncia de uma espécie, porém num dominio plano conexo e limitado,
ndo necessariamente retangular. Consideramos uma situac¢do de difusdo anisotrépica,
analoga a equagdo homogeneizada obtida na segdo anterior, com a inclusdo de um
termo de primeira ordem, ou convectivo, que modela a tendéncia dos organismos em
estudo de se locomoverem numa diregdo pre-estabelecida. Chamando de b = (b4, b,)

o vetor (constante) de convecgdo, vamos considerar o seguinte problema espectral:

Diwyx + Dowyy +™w+b-Vw=0ow em Q, (6.46)
w=0 em 0Q, (6.47)

onde o conjunto limitado OO do plano ndo é necessariamente uma regido retangular, e
as constantes D1, D, (coeficientes de difusdo) e r (taxa de crescimento intrinseco) sdo
constantes positivas. Célculos andlogos aqueles realizados na se¢do anterior nos dao a

seguinte condigao suficiente para extingdo de u no meio dado:

01 <0,
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ou
Aife) >1 (6.48)

onde A (c), relacionada com o, pela relagdo

M) =1— 21,
T

é o autovalor fundamental do seguinte problema espectral:

—(Wix +Wyy) - Vw=Aw em U, (6.49)
w=0 em o0U, (6.50)

U é a regido do plano obtida a partir da regido original Q) via escala

X :=xy/1/Dy (6.51)
Y :=y+/1/Dy, (6.52)

e ¢ := (cy,C2) é 0 vetor de componentes

€= bl/\/ Dy
Cr = bz/\/ TDz.

Nao existe uma caracterizac¢do para o autovalor fundamental do problema (6.49), (6.50)
para regides gerais; porém, existem estimativas, como por exemplo aquela obtida no
Teorema de Faber e Krahn: Ao considerarmos o autovalor fundamental A; do problema
(6.49), (6.50) com ¢ = 0 e como uma fungdo da regido U, fixando-se a drea das regides
de interesse, aquela que d4 o menor valor para A; é a regido circular de area |U|. Com
isso, escrevemos a Desigualdade de Faber-Krahn, a saber:

A T

—, 6.53
1= (659)

onde j3 é a primeira raiz positiva da Funcdo de Bessel de Primeira Espécie de Ordem

Zero Jo(x) (que vale aproximadamente 2,40483).

Precisamos de um resultado demonstrado em Murray & Sperb (1983), o qual re-

laciona A;(c) e A;. Ei-lo:
Ie]?

M(e) =M(lc[]) =M + 1
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A aplicacdo do resultado acima e da Desigualdade de Faber-Krahn (6.53) em
(6.48), resulta numa outra condicdo suficiente para o insucesso da colonizagdo do meio

Q pela espécie u:

s, el
— 1,
uta
ou
4
Ul < ——— mj2. (6.54)
4—|lc]|

Para escrevermos a condicdo acima em fungdo da area da regido original ), necessita-
mos expressar |U| como fungdo de [QJ, o que é possivel mediante mudanga de varidveis,

obtendo a expressdo seguinte:

T
vD1 D>

Substituindo essa relagdo em (6.54), nés temos apds isolarmos |Q)|, e voltarmos as

Ul = Q. (6.55)

varidveis originais do problema, a seguinte condigdo para extin¢do de w:

473
|Q| < A= Z_]:T‘—(—d)ob)z \ D1 Dz, (656)

onde d := (dy, d,) é o vetor de coordenadas

di = 1/\/E
d, =1/4/Dy.

Note que a expressdo obtida em (6.56) somente tem sentido quando
4r—(d-b)*> > 0.

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz na desigualdade acima, encontramos
a seguinte condi¢do suficiente para a sobrevivéncia da espécie em estudo em relacdo
ao modulo do vetor de conveccdo b:

2 DD
Hb”<£_2 r—1-2
D; + D,

Idaf
A Desigualdade de Faber-Krahn exibida em (6.53) relaciona o autovalor funda-
mental do problema (6.49), (6.50) com a 4rea da regido dada; porém, esta desigualdade

ndo leva em consideragdo outras caracteristicas topolégicas, como a forma da fronteira
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do regido U. Um resultado recente obtido em Bhattacharya (2001) é uma desigual-
dade similar aquela apresentada em (6.53), porém levando em conta uma constante
que mede o quanto determinada fronteira se assemelha a uma circunferéncia. Esta

constante, denominada assimetria da regido é definida da seguinte maneira:

. JUNB(x,R)|
a(U) == 1rx1f —

onde B(x, R) denota a bola centrada em x e de raio R que possui a mesma 4rea de U.
A grosso modo, esta constante é proporcional a soma das dreas das regides pertences
a U, porém ndo pertencentes a bola de mesma drea centrada na posi¢do na qual essa

soma é minima (cf. Figura 5.1) do capitulo anterior.

A desigualdade obtida em Bhattacharya (2001), na forma conveniente para nos-
sos prop0sitos, € a seguinte:
)
Uk 61 3
AM>—= 14+ =—=a(U)]. 6.57
2 T (1 g u?) 657
Notamos que a escala dada por (6.51), (6.52) ndo altera a forma de circunferéncias.

Isso nos ajuda a concluir que
a(U) = x(Q). (6.58)

Com isso, e observando (6.54) e (6.55), obtemos uma melhor estimativa para o valor de

drea minimo A*, a saber:

Ql<ar—_ 20 5146 x(Q)?).
4r—(d-b)? 200



Capitulo 7

Conclusoes e Problemas em Aberto

Pretendemos nesta parte final do trabalho apresentar algumas linhas de trabalho

motivadas pelos capitulos anteriores, porém néo inseridas no presente trabalho.

O método de fibracdo, utilizado nos Capitulos 1 e 2, o qual caracterizou a den-
sidade em estado estaciondrio da espécie em andlise u, pode ser aplicado em casos
mais gerais, com condi¢des de fronteira diferentes das quais utilizamos neste texto.
Por exemplo, este método pode ser aplicado a situagdes nas quais ha presenca de
convecgdo, que correspondem a presenga termos de primeira ordem na equagao di-
ferencial que descreve a densidade no estado estaciondrio, ou com outras condi¢des
de fronteira, como por exemplo Condi¢des de Neumann, que modelam uma situagdo
na qual o meio limitado em analise é isolado do meio exterior, ou Condigdes de Robin
que modelam uma situacdo intermedidria entre fronteira letal e refletora (cf. Pohozaev
(1999)). Pode-se ainda mostrar que o método de fibracdo pode ser aplicado a siste-
mas de equagdes diferenciais elipticas com acoplamento fraco (que ocorre nos termos
sem derivadas parciais), o que pode ser ttil para o estudo de problemas em reagdes
quimicas, onde acoplamentos do tipo que consta em Mitidieri & Bozhkov (2002) sdo

tipicos.

E de interesse saber se o método de fibracio pode esclarecer problemas onde
hé presenca de ndo-localidade, isto é, quando as intera¢des entre os individuos da
espécie analisada pode ocorrer na auséncia de contato, o que caracteriza os modelos de
natureza local utilizados no presente texto. A modelagem de tais situagdes ¢ feita pelo

uso de equagdes integro-diferenciais. Uma referéncia para modelos dessa natureza,

85
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mas no contexto de invasao de espécies em regides ndo-limitadas, pode ser encontrada
em Gourley (2000).

Vislumbramos uma possivel aplicagdo do método de fibracdo para modelagem
de situagdes nas quais a mobilidade dos individuos da espécie em anélise sofre in-
fluéncia da densidade respectiva, isto é, quando a fun¢do que representa o coeficiente
de difusdo da espécie em andlise é fun¢do da prépria densidade. Um estudo desse tipo

de modelagem pode ser encontrado em Cantrell & Cosner (1991b).

De acordo com Cantrell & Cosner (2002b), ndo se sabe muito a respeito do com-
portamento dos problemas apresentados neste texto no estado transiente, como, por
exemplo, a evolucdo do estado inicial da populagdo até a solucdo estacionéria’, e quao
rapidamente a soluc¢do dos problemas de evolugdo com heterogeneidade espacial con-
vergem para estas solugOes estaciondrias ndo-triviais. Isto é de interesse quando, por
exemplo, a densidade respectiva representa uma populacdo de uma praga, e desejamos

saber quanto tempo é necessario para se chegar a um nivel de populagdo indesejado.

Optamos por estudar somente situagdes de meio exterior completamente letal a
espécie u (Condigdes de Dirichlet) pois queriamos estudar situagdes de heterogenei-
dade especificas, como aquelas estudadas no Capitulo 3, onde as regides favoraveis
do meio () se reuniam num subconjunto conexo e convexo. As idéias contidas em
Harrell II, Kroger & Kurata (2001), que foram utilizadas neste trabalho com algumas
modificagdes, se referem somente a regides com Condic¢des de Dirichlet. Se os resulta-
dos que constam neste artigo pudessem ser estendidos para outros tipos de condi¢des
de fronteira (Neumann ou Robin), poderiamos estender outros resultados contidos
em Cantrell & Cosner (1991a), ajudando-nos assim a entender melhor aquela situagao
ecologica em duas dimensdes espaciais. Extensdes de Harrell II, Kroger & Kurata
(2001) para o caso de difusdo ndo-constante também seriam de interesse, para que a
analise da influéncia ambiental nas capacidades reprodutivas e de locomogao dos or-

ganismos em estudos pudesse ser realizada com maior profundidade.

O estudo do espectro de operadores diferenciais em regides com fronteira fractal
tém tido aplicagdes para determinacdo do comportamento da fungdo temperatura em

cristais de gelo, ou na relacdo da geometria do dominio com o crescimento assintético

! Uma tentativa de se observar a evolugdo de um sistema mais geral do que o estudado neste trabalho
foi feita em Gourley (2000).



7. Conclusoes e Problemas em Aberto

87

dos autovalores (cf. Fleckinger-Pellé (2000)). Porém, o estudo da magnitude do autova-
lor fundamental como fungdo da geometria da fronteira fractal nos permitiria estudar
situagdes especificas de interesse, como o estudo da disseminac¢do de uma bactéria no-
civa a uma planta numa folha, a qual seria um regido limitada com uma fronteira dessa

natureza.

Estas observagdes encerram o nosso estudo sobre problemas de sobrevivéncia de
espécies em meios heterogéneos. Acreditamos que o presente trabalho esclareceu e
adicionou informagdes sobre estes modelos, estudados anteriormente, porém nao ana-
lisado em algumas situagdes particulares de interesse. A utilizacdo de métodos de
andlise aplicada e equagdes diferenciais parciais sob um ponto de vista mais tedrico,
nos forneceu respostas sensatas sob o ponto de vista aplicado, mostrando que o mo-
delo é bom e confidvel. Esperamos continuar a explorar e entender os problemas aqui
apresentados, utilizando os métodos deste texto, ou outras abordagens mais compu-
tacionais para que possamos entender a natureza de uma maneira mais completa, ob-
jetivando interagir de uma forma menos agressiva e mais harmoénica com o ambiente

que nos rodeia, pois afinal n6és também fazemos parte dele.
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Apéndice A

Um exemplo simples de aplicacao do
Meétodo de Fibracao

Este apéndice tem por objetivo familiarizar o leitor com a ferramenta utilizada
nos Capitulos 1 e 2 deste trabalho para obtengdo das solugdo nao-trivial positiva que
indica o sucesso na colonizacdo do meio 14 considerado. O Método de Fibracao, devido
a S. I. Pohozaev, nos dé informagdes sobre a existéncia e multiplicidade de solugdes
ndo negativas e ndo-triviais de varios tipos de problemas de valores de contorno, onde
a equagdo diferencial parcial é em geral ndo-linear. A presenca da ndo-linearidade
é inerente a problemas de natureza biolégica: por exemplo no estudo de geracdo de

padrdes, e de persisténcia de espécies em regides exploradas pelas mesmas.

O exemplo introdutério escolhido é o da existéncia e multiplicidade de solugdes
do seguinte problema de valores de contorno que envolve a Equacdo de Fisher/KPP,
devidamente adimensionalizado: estaciondria:

{ —u” =Cu(l—u)em (0,1), (A1)

u(0) =u(1) =0,
que foi estudado inicialmente em Fisher (1937) e em Kolmogorov, Petrovsky & Pisku-
nov (1937) como um modelo patra disseminacdo de um gene numa populacdo. Em
Ludwig, Aronson & Weinberger (1979) o mesmo modelo é analisado, porém para des-
crever a dinamica populacional, em estado estacionério, de individuos que se disper-

sam aleatoriamente num meio unidimensional que possui fronteira (extremos do in-

tervalo (0, 1)) letal, o que corresponde matematicamente as Condi¢ées de Fronteira do
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tipo Dirichlet. Assume-se também que a reproducéo respeita 0 Modelo de Verhulst de
crescimento logistico. Neste trabalho, o método da primeira integral foi utilizado para

obtencdo da solugdo positiva que este problema possui.

Para utilizarmos o Método de Fibracdo, precisamos colocar o problema (A.1) na
sua forma variacional equivalente, ou seja, necessitamos considerar a func¢do solugdo

de (A.1) como o elemento que minimiza o seguinte Funcional de Euler:

1 1 €2 1 22 1
flu) = 5 Jo lu/[>dx — 5 L lul2dx + 3 L P dx
(A.2)
1 , 2
= 2 IhulP — 5 Glw) — 5 F(u),
onde )
G(u) := J luf? dx (A.3)
0
e
1
F(u) := —J uf dx, (A.4)
0

que sdo ambos funcionais fracamente continuos.

O espago de fung¢des naturalmente escolhido, pela ordem das derivadas que apa-
recem em (A.2) e as condi¢des de contorno do problema (A.1), é o Espaco de Sobo-
lev H}(0,1) que consiste nas fun¢des pertencentes a L*(0,1), que se anulam nas extre-
midades do intervalo (0,1) e que possuem uma derivada generalizada também em

L2(0,1). Vamos utilizar, por simplicidade a seguinte norma:
1
lu| == J w'? dx
0

que é equivalente a norma usual do H}(0, 1), pela Desigualdade de Poincaré. Convém
notar aqui, através da imersdao W%(0,1) — C%Y(0,1) para algum vy, que a solugdo fraca

de (A.1) é uma funcdo continua.

Existe uma relacdo entre os pontos criticos do funcional definido em (A.2) e solu-

¢oes fracas do problema (A.1), isto ¢, fungdes u € H}(0, 1) que satisfazem a identidade

1 1 1
J u'v' dx—QZJ uvdx+€2J wWvdx =0 (A.5)
0 0 0
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para toda fungdo v € H}(0,1). Tal equivaléncia existe, pois ao calcularmos a Derivada

de Gateaux do funcional em (A.2) nés temos:

(f'( ,v>—11m—fu—|—ev)

1 1
1 (J v+ ev?dx — EZJ uv + ev? dx—l—ﬂzj
-0 \Jo 0 0

1
u?v + 2euv + 2P dx)

J —u” — Cu+ u?)vdx = 0,Yv € H(0,1).
0

Com isso, temos que u é de fato solugao fraca do problema (A.1).

O Método de Fibragao consiste em associar o problema de minimizagdo do fun-
cional f(u) definido em (A.2) a um outro problema de minimiza¢do equivalente com
restricdo(0es) escolhida(s) apropriadamente. Ao encontrarmos um ponto critico do
problema com restrigdo(des), estaremos prontamente encontrando um ponto critico de

f(u), como veremos a seguir.

Para um ntimero real t # 0 arbitrdrio porém fixo, consideremos uma classe de
fungdes v € H}(0,1) relacionadas com as fun¢des u do dominio do funcional f(u)

através da relacdo
u = twv. (A.6)

O objetivo é associar os pontos criticos u de f(u) a pontos criticos de um outro funcional
a ser obtido mediante a relacdo (A.6). Substituindo (A.6) em (A.2), temos

€2|t|2 €2|t|3

|t|2 Glv) —
3

f(t,v) == f(t

VIl = F(v). (A7)

Vamos escolher como funcional de fibragdo a parte principal de f(u), a saber:

1 1

Hy(v) := J (v')2dx — QZJ v dx = ||v|* — (2G(v)

0 0
Uma conseqiiéncia do fato de u ser minimizador do Funcional de Euler definido em
(A.2) é a validade da relagdo seguinte:
EF (t,v)=0 (A.8)
at 4 - 7 M

que seguindo a notagdo de Pohozaev (1999), recebe o nome de equac¢do de bifurcagao.

Aplicando (A.8) a nosso problema em particular, e lembrando que t # 0, nés obtemos:

Hi(v) — [t[F(v) =0,
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que resolvendo para t, fica
He(v)

F(v) -

Neste ponto precisamos impor que o denominador da expressdo definida acima ndo se

[t = tv)| =

(A.9)

anule, o que é natural, ja que estamos a procura de solugdes ndo-triviais do problema
(A.1). Também ha a necessidade de impormos que o funcional de fibragcdo H(v) e o
funcional F(v) possuam mesmo sinal, para que a equagdo (A.9) tenha sentido. Com

isso, nos finalmente obtemos o funcional induzido que v minimiza ao substituirmos

(A.9)em (A.7): ,
fv) == F(t(v),v) = % <':€((v‘;)> F(v).

Convém notar alguns fatos a respeito de f;(v), que sdo conseqiiéncias do processo o

qual chegamos a este funcional.

i. Aotomarmos 0 # t € R qualquer, temos que

1 (PHW) CLRRP (H)N L
fo(tv) = 3 <W) tPF(v) = 6 1t <W> F(v) = fi(v),

o que implica a 0-homogeneidade deste funcional induzido.

ii. Temos da observagdo (i) acima que a Derivada de Gateaux de f(v) na direcdo v

vale zero, pois

rr . d Fal . d Fal . d ~
(fo(v),v) = 1€1£n Efz(\) +ev) = 1€1£r(} Efg((l +ev) = 1€1£r(} Efz(\)) =0.

iii. Também temos da construgdo acima que a propriedade seguinte é vélida:
fe(v) = fulivl). (A.10)

Isto é uma conseqiiéncia das defini¢des de Hy(v) e F(v) (cf. (A.3) e (A.4)) e também

pelo seguinte fato:

V(u|) =V(u"+u)

=Vu')+Vu) (A1)

B Vu+0=Vu, u>0,
0—Vu=-Vu u<yg,
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o7

iv.

onde a dltima igualdade vale em quase toda parte. Daf concluimos que
J IV([u)[P dx = J VulP dx, (A.12)
o) o)

onde p € R é um ntimero maior que um. Por isso, se v, for ponto critico de f(v)
entdo |v.| também serd e podemos considerar o(s) ponto(s) critico(s) do funcional

induzido f;(v) como sendo ndo-negativo(s) em (0, 1).

Os pontos criticos do funcional induzido f;(v) também sdo pontos criticos do
mesmo funcional, porém com um determinado tipo de restri¢do; ou seja, se v é
ponto critico de f;(v), entdo ele também é ponto critico de f,(v), sujeito a restricao

de fibragcdo H(v) = ¢, onde H(v) é um funcional que satisfaz
(H'(v),v) # 0 sempre que H(v) =,

que é chamada condi¢do de ndo-degeneragao.

A existéncia e multiplicidade de solug¢des do funcional induzido fo(v) esta inti-

mamente ligada a magnitude da constante {. Dois casos devem ser levados em conta,

a saber:

Discutindo brevemente o primeiro caso, o0 método de fibracdo indica a existén-

cia de pelo menos uma solugéo fraca positiva do problema (A.1) sujeito a restricdo de

fibragao

He(v) = 1. (A.13)

que satisfaz a condi¢cdo de ndo-degeneragdo nesse caso, pois

(Hy(v),v) = 2H,(v) =2 #0.

Deveriamos ter, por (A.9) e (A.13), a positividade do funcional F(v). Mas como isso é

vetado por sua propria defini¢do (cf. (A.4)), o método ndo nos da informacdes neste

caso, o que era de se esperar pois é sabido que ndo hé solugdes positivas nesse caso.
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Segundo Ludwig, Aronson & Weinberger (1979), neste caso o intervalo (0,1) ndo é um

reftigio para a espécie modelada.

No segundo caso, onde { > 71, 0 método de Fibragdo informa a existéncia de pelo
menos dois pontos criticos do mesmo funcional f;(v). Esses pontos criticos sdo carac-

terizados como sendo solug¢des dos seguintes problemas variacionais com restri¢des:

i. Encontrar um maximizante v; € H}(0,1) do problema

M= sup {F(v)|H,v) =1}

veH}(0,1)
ii. Encontrar um minimizante v, € H}(0,1) do problema

my = inf {H¢(v)|F(v)=-1}L

veH}(0,1)

A demonstrac¢do da existéncia de solugdo para o problema (i) acima faz também
uso da hipétese que F(v) > 0; logo, (i) ndo nos fornece informagdes a respeito de

solugdes positivas fracas do problema (A.1).

Vamos entdo nos concentrar no problema variacional (ii). Note que o restri¢do de
fibragdo neste caso, que é
F(v) =1

satisfaz a condi¢do de ndo-degeneracdo, pois

(F'(v),v) = lim iF(v + ev) =lim 3(1 + €)?F(v) = 3F(v) = =3 #0. (A.14)

e—0 d€ e—0
Por (A.4), temos que o funcional de fibragao f;(v) com a restri¢ao (A.14) assume a forma

) = —(~Hw))”

Devemos ter, em virtude de (A.9), que

He (V) < 0.

O que sera feito a seguir é mostrar a existéncia de uma solugao fraca do problema

(ii). Sera assumido por absurdo, a ndo existéncia de um e > 0 tal que o problema (ii)
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admita uma solugdo positiva para uma determinada faixa de valores a direita de 77,
com tamanho no méximo €. Propriedades da Teoria Espectral de —u” serdo cruciais

para chegarmos a desejada contradigao.
Note que o conjunto
W= {v e H;(0,1)| F(v) = -1}

é ndo-vazio. Para isso, basta tomar a primeira auto-fun¢do do seguinte problema es-

pectral:
—u” = )
A (A.15)
u(0)=u(1)=0
(A.2), que no nosso caso é e; = sin(7x). Temos que
2
Fle)) = — —2<0; :
(e1) 3 2<0; (A.16)
portanto, ao tomarmos
o\ 13
th=(2—+—
1 < 37_[) s
temos pela 3-homogeneidade do funcional F(v) que F(t1e;) = —1. Também temos que
2 €2
Hi(tieq) = t% <7T 5 ) <0,

sempre que { > 7. Com isso, devemos ter que m, é negativo.

Agora vamos nos concentrar em mostrar que o problema de minimizag¢do dado
em (ii) acima possui um minimizante ndo-negativo quando 7> < {* < 7 + ¢, para

algum e > 0.

Assuma por absurdo que exista uma seqiiéncia €, — 0" tal que para qualquer
03 := 7 + €, 0 problema (ii) ndo possui nenhuma solu¢ido ndo-negativa. Para qualquer

k € N, seja (vVE)® | uma seqiiéncia minimizante de (ii)x, ou seja
F(vE) =—1 e Hp(V¥) — mu quando m — oo.

Supondo que esta seqiiéncia seja limitada na norma de H}(0, 1), podemos assumir, ja
que estamos num Espaco de Banach reflexivo, que esta seqiiéncia é fracamente conver-
gente em H}(0,1) quando n — oo. Chamemos de v o limite fraco correspondente.

Temos pela continuidade fraca de F(v) que

F@) = —1.
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E temos que semi-continuidade inferior da norma de H}(0, 1), e pela continuidade fraca
do funcional G(v) que

H(V*) < liminf Hy(vE) = m.

n—oo
Mas como v* € W, devemos ter Hy(Vv*) > my. Assim, conclui-se que Hy(V*) = my e
vk é uma solugao de (ii)y, 0 que é uma contradigdo. Logo, a seqiiéncia (vk)® , deve ser

ilimitada.
Podemos assumir, passando a uma subseqiiéncia se necessario, que
[VE|| — oo quando m — oo
n :

Com base nesta seqiiéncia, definimos uma segunda seqiiéncia (wk)> , através da rela-

¢ao:
=i,
com [r¥| = [[vK|| e |[WE]|| = 1. Como isso, temos uma nova seqiiéncia uniformemente

limitada na norma de H})(O, 1); logo, podemos assumir que vale
wk —~w* em H{(0,1) quando n — oo.

Como ||[wk|| = 1, temos que |[W*|| < 1. Por sua vez, esta tltima relagdo define uma
outra seqiiéncia limitada uniformemente em k, que novamente vamos admitir que seja
fracamente convergente para um elementow € H}(0,1) quando k — oco. O limite fraco
obedece a mesma desigualdade que sua seqiiéncia correspondente, por isso também

temos que
Wl < 1. (A.17)

No6s obtemos, pelas definigdes de v e de wX que

K2 (112G (W) = [k (|wk | — RG(wk))
= [|rkvk || — BG(TEvE)

= Hp(VvE) — mp < 0.

Neste ponto, vamos passar ao limite quando k — oo e n — oo para obter, gracas a

continuidade fraca de G(v), e por (A.17)

|w| — G(w) <1—mG(W) <0.
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A natureza minimal do autovalor A; = 7? faz com que a desigualdade acima valha no

sentido oposto. Com isso, obtemos
W] — PG (w) = o.

Temos, pela unicidade da auto-fungdo associada ao primeiro autovalor de —u”, que w

deve ser multiplo escalar de e; = sin(7x), isto é
w = klel. (A18)
Como
F(wg) = 75 °F(VE) = —rs) 7,

nods temos, na passagem ao limite quando n, k — oo e ao lembrarmos da continuidade

fraca do funcional F(v) que

e por (A.18) que
2
3 _ — _
[ki"F(e1) =0 = F(e1) =0 # 3

o que é uma contradigdo por (A.16). Dai conclui-se que para algum € > 0 o problema

(ii) admite pelo menos uma solucdo ndo-negativa para 7 < {* < 7° + €.

Podemos entdo estabelecer finalmente o seguinte

Teorema 3 Existe um € > 0 tal que para m* < {* < m* + € o problema (A.1) possui uma
solucdou € Hj(0,1) NL>®(0,1) N C2*(0,1).

loc

Prova. Considerando a solugdo v obtida pela construgdo acima, e obtendo a constante

t segundo (A.9), temos que a fungdo
u=tv (A.19)

é uma solucdo fraca ndo-negativa do problema considerado. As propriedades da solucao
u mencionadas acima sdo obtidas pelas referéncias contidas em Drabek & Pohozaev
(1997) e Pohozaev (1999).



