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Resumo

Neste trabalho, temos como principal objetivo estudar as aplicagoes multilineares completamente
absolutamente somantes. A teoria desta nova classe de aplicacoes multilineares continuas foi
apresentada por Matos (veja [21]), cujo trabalho foi motivado por sua resolugao de uma questao
de Pietsch sobre operadores Hilbert-Schmidt (veja [20]). Introduzimos também outras classes de
aplicagoes, entre elas, as completamente quase somantes, as completamente fracamente somantes
e as completamente misto somantes. Com o estudo de tais operadores, estendemos alguns
resultados da teoria linear e multilinear dos operadores absolutamente somantes para estas
aplicagoes, entre eles, um resultado de Kwapienn para aplicacoes dominadas e um resultado de
Botelho envolvendo cotipo. Além disso, estudamos uma importante relacao entre os operadores

absolutamente somantes e os completamente absolutamente somantes.
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Abstract

In this work, we have as main goal the study of the fully absolutely summing multilinear map-
pings. The theory of this new class of continuous multilinear mappings was presented by Matos
(see [21]), whose work was motivated by his solution of a question of Pietsch about Hilbert
Schmidt operators (see [20]). We also introduce other classes of mappings, among them, the
fully almost summing, the fully weakly summing and the fully mixing summing. With the
study of such operators, we extend some results of the linear and multilinear theory of the ab-
solutely summing operators to these mappings, among them, a result of Kwapien for dominated
mappings and a result of Botelho involving cotype. Moreover, we study an important relation

between the absolutely summing operators and the fully absolutely summing ones.
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Introducao

O sucesso da teoria de operadores lineares absolutamente somantes tem motivado a investigagao
de novas classes de aplicagoes multilineares e polinomios entre espagos de Banach. Em 1967,
Pietsch introduziu a classe dos operadores p-somantes. Véarios resultados importantes foram

descobertos tornando ferramentas para a teoria multilinear de tais operadores.

Em [10], uma de nossas principais referéncias, pode-se encontrar varios resultados da teoria
linear destes operadores. Neste livro sao demonstrados resultados como construcgoes de oper-
adores p-somantes, entre eles, propriedade ideal, injetividade e teorema da inclusao, os impor-
tantes Teoremas da Dominacao e Fatoragao de Pietsch, o Teorema de Dvoretzky-Rogers fraco e
Teoremas de Composicao. Depois sao investigados o comportamento dos operadores somantes

em espacgos-L,. Encontramos ainda em [10], nocoes de tipo e cotipo para esta teoria.
p

Em 1983, Pietsch esbocou uma generalizacao do caso linear, introduzindo a teoria das
aplicagoes multilineares absolutamente somantes (veja [32]). Tal teoria foi inicialmente estu-
dada por S. Geiss (veja [12]) e B. Schneider (veja [33]). Em 1989, Alencar e Matos introduziram
em [1] um novo conceito para tais operadores. A nogao dada por Pietsh em [32] pode ser vista
como um caso particular desta definicao.

Logo em seguida, motivado por sua resolucao de uma questao de Pietsch sobre aplicagoes mul-
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tilineares de Hilbert-Schmidt (veja [20]), Matos generalizou este conceito comegando a trabalhar
com uma nova classe de operadores multilineares continuos, os completamente absolutamente
somantes. Em [16], Matos caracterizou pela primeira vez tais operadores, com outra terminolo-
gia: operadores estritamente absolutamente somantes. Depois, em [21], Matos estudou tal teoria
apresentando novos resultados e exemplos.

No capitulo 1, estendemos alguns resultados da teoria linear e multilinear dos operadores
absolutamente somantes para estas aplicacoes. Entre eles, o Teorema de Dvoretzky-Rogers,
um resultado de Kwapien para aplicagoes dominadas e um resultado de Botelho envolvendo
cotipo. Estabelecemos também a extensao de um resultado de S. Kwapieri, envolvendo aplicagoes
transpostas, para multilineares e damos um contra-exemplo para mostrar que nao vale para as
completamente absolutamente somantes. Além disso, estudamos uma importante relacao entre
os operadores absolutamente somantes e os completamente absolutamente somantes.

Matos ainda estendeu o conceito de operadores absolutamente somantes para aplicagoes
quaisquer. Em [19] e [22], ele apresentou uma nova caracterizagao para aplicagoes nao lineares
absolutamente (p; ¢)— somantes entre espagos de Banach, denominadas regularmente (p; ¢)— so-
mantes, que levam seqiiéncias absolutamente g-soméaveis de um espaco de Banach em seqiiéncias
absolutamente p-soméaveis de outro espago de Banach. Com base nesta definicao, introduzimos
alguns conceitos. Iniciamos assim, a teoria dos polinéomios completamente absolutamente so-
mantes, que pode ser investigada ainda no capitulo 1. Para finalizar este capitulo, estabelecemos
o tipo de holomorfia completamente (p; ¢)— somante.

Outras generalizagoes foram feitas no decorrer do nosso trabalho gerando novas classes de
aplicacoes multilineares, como as completamente: quase somantes, fracamente somantes e misto

somantes, que foram caracterizadas e estudadas respectivamente nos capitulos 2, 3 e 4.



Lista de Notacoes

E,Ey,...EByF Fy, .. F,, G, X, Xq,..., X, Y, Y1, ..., Y, sao espacos de Banach.
H = espago de Hilbert.
K = corpo de escalares R ou C.

N*=Nx..xN (n vezes).

Ne ={1,...m} x ... x {1,...,m} (n vezes).

JEN «——j1, .., jn €N

JENY «—— g1, gn €Ny ={1,...,m}.

A : E — E" é a aplicagao diagonal dada por A(z) = (z, ..., x).
p’ é o niimero conjugado de p, isto é: % + 1% =1.

E’' = dual de E.

Bpg = bola unitéria fechada de E.

l,(E) = conjunto das seqiiéncias em E absolutamente p-somaveis.

(BN = (2, e © Br tal que || (25, 3.) e | < 00)

Iy (E) = conjunto das seqiiéncias em E fracamente p-somdveis.

l,(E) = conjunto das seqiiéncias em E incondicionalmente p-soméaveis.
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l?;p)(E) = conjunto das seqiiéncias (z;);eny C F de tipo (s;p) misto somével.
1) (E£,N") = conjunto das seqiiéncias (2j;,...j, ) jenn C E de tipo (s;p) misto somdvel.

L(E; F) = conjunto das aplicagdes lineares continuas de F em F.

L(Ey,...,E,; F) = conjunto das aplicagoes n-lineares continuas do produto cartesiano de
FEi,...,E, em F.

L("E; F) = conjunto das aplicagoes n-lineares continuas do produto cartesiano E X ... X E
em F.

Ls ("E; F) = subespaco vetorial de L("E; F) formado pelas aplicac¢oes n-lineares simétricas.

P("E, F) = conjunto dos polinémios n-homogéneos continuos de E em F.

Las,(ris1,..,5n) (E15 s Ep; F) = conjunto das aplicagoes n-lineares absolutamente (r; s1, ..., sp,)-
somantes (na origem) do produto cartesiano de Fj, ..., E, em F.

Las ris) (B1y ooy By F) = Lo (nss,....5) (B, ooy B F).

Losr(E1, oo, Bn; F) i= Lo vy (B, ooy En; F).

Los(E1y .oy Eny F) i= Lo (11) (B oy En; F).

Ea&(ml,‘_.7Sn)(a17‘_.7an)(El, ..oy En; F') = conjunto das aplicagoes n-lineares de Eq X ... X E, em
F absolutamente (7; s1, ..., $p)-somantes no ponto (ai,...,a,) € E1 X ... X Ey.

Las,(rys1,s80) E1 %o x B (F15 -y Ens F') = conjunto das aplicagoes n-lineares de Fy x ... x E, em
F absolutamente (7; s1, ..., $p)-somantes em todo ponto de Fq X ... X Fy,.

La,(py,...pn) (" E; F') = conjunto das aplicagoes n-lineares (p1, ..., p,)-dominadas de £/ x ... x E
em F.

Lqp("E; F) = conjunto das aplicacoes n-lineares p-dominadas de E X ... X E em F.

Lyr(E1, ..., En; F') = conjunto das aplicagoes n-lineares r-dominadas do produto cartesiano

de F1,...,E, em F.
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L fas(r;sl,...,sn)(Eh ..., En; F) = conjunto das aplica¢oes n-lineares completamente absoluta-
mente (7; 81, ..., Sy )-somantes.

Lpas (ris) (E1, ooy Eny F) = Liog (ris,..s) (B oy Ens F)

Ltassr(Es ooy Eny F) :=Las (rir,....0) (B ooy B F).

Lias(E1, s En; F) :=Lgas (11) (B, -y Bn; F).

Pras,p:q) ("E; F') = conjunto de todos polinémios n-homogéneos continuos de F em F, P €
P ("E; F), tal que ]\-/7 é completamente absolutamente (p; ¢) — somante na origem 0 = (0, ...,0) €
E™, isto é, I\-/7 € Lias,(pig) ("B F).

La,s(E; F) = conjunto das aplicacoes lineares quase somantes de E em F.

Lais,( Ey,...,E,; F) = conjunto das aplicagoes n-lineares quase (p1, ..., p,)—somantes

prepn) (
de B4 X ... x E, em F.

L tals,(pipr,pn) (F1, -y En; F) = conjunto das aplicagoes de L(Ey, ..., Ey; F') que sdo comple-
tamente quase (p;p1, ..., pp)-somantes.

Los,(giprpn) (B15 s By ') = conjunto formado por todas aplicagoes A € L (B, ..., Ey; F)
que sao (q;p1, ..., pn) —fracamente somantes.

L tws,(gp1,e.pn) (E4, ..., Ey; F)) = conjunto das aplicagdes n-lineares completamente fracamente
absolutamente (g; p1, ..., pp)-somantes.

Lo (s,p)(E5 F) = classe de todos operadores lineares (s, p) misto somantes de E em F'.

Lo (5,qp1,pn) (F15 oy Eni F') = conjunto de todas aplicagdes A € L(Ex, ..., En; F) que sdo
(s,q;p1, ..., pn) misto somantes.

L i (5,qp1,0npn) (F15 -+ Eni F') = conjunto de todas aplicagdes A € L(E1, ..., En; F) que sdo

completamente (s, ¢; p1, ..., pr) misto somantes.
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W (Bgr) = conjunto de todas medidas de probabilidade regulares na o— é&lgebra Borel de

Bpgr, com a topologia fraca-estrela.



Capitulo 1

Aplicacoes multilineares
absolutamente somantes e
completamente absolutamente

somantes

Em [16], Matos introduziu o estudo das aplicagées multilineares estritamente absolutamente
somantes entre espagos de Banach, que em [21] passaram a ser chamadas de completamente
absolutamente somantes. O espago destas aplicagoes, munido com uma (p-)norma natural, é um
espaco de Banach. FEstendemos alguns resultados da teoria linear e multilinear dos operadores
absolutamente somantes para estas aplicagcoes. FEntre eles, o Teorema de Dwvoretzky-Rogers,
um resultado de Kwapien para aplicacoes dominadas e um resultado de Botelho envolvendo

cotipo. Estabelecemos também a extensdo de um resultado de S. Kwapien, envolvendo aplicacdes
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transpostas, para multilineares e damos um contra-exemplo para mostrar que ndo vale para as
completamente absolutamente somantes. O Teorema da Redugao na ordem da linearidade (vide
Teorema 1.3.1) se mostrou importante para demonstracao de vdrios dos resultados mencionados
acima. Mostramos ainda que os polindomios completamente absolutamente (p;q)— somantes

formam um tipo de holomorfia.

1.1 Teoria fundamental

Nesta secao, introduziremos algumas defini¢oes e terminologias basicas. Para maiores detal-
hes, veja [10], [9] e [37]. Comegaremos com alguns espagos de seqiiéncias a valores vetoriais.

Consideremos 1 < p < oo e F um espago de Banach.

Definicao 1.1.1. A segiiéncia de vetores (z;);2, em E € fortemente p-somdvel (ou simples-
mente p-somdvel) se a correspondente seqiiéncia de escalares (||z;|[)72; € lp, ou seja

P

o0
D llzllP | < oo
j=1

Denotaremos por ,(E) o espago vetorial de tais seqiiéncias e uma norma natural é dada por

o0
)52 llp = | D llagll?
j=1

Definigao 1.1.2. A seqiiéncia de vetores (%')?il em I € fracamente p-somdwvel se a seqiiéncia

de escalares (< @, x; >)]°-°;1 € 1,(K) para todo funcional linear continuo ¢ : E — K, ou seja

RS

o
Yo I<pr >l | <o,
j=1

para todo ¢ € E'.
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Denotaremos por l;”(E) 0 espaco vetorial composto por estas seqiiéncias e uma norma neste

espaco ¢ dada por

3=

1(z)721llwp = sup > < xj >
P8 \ j=1
Observacgoes:
1) {,(E) munido com a norma ||.||, é um espaco de Banach.
2) I;y(F) munido com a norma ||.||,, ¢ um espago de Banach.

3) lp(E) é um subespago vetorial de [;’(E). A inclusido é continua com norma 1 e é estrita,

a menos que F tenha dimensao finita.

Definicao 1.1.3. A segiiéncia de vetores (x;);2, € l)(E) € incondicionalmente p-somdvel

(incondicionalmente somdvel para p =1) se

i (23)3 e = 0

O espago vetorial formado por estas seqiéncias é um subespago vetorial fechado de [}y (E) e

serd denotado por [/ (E).

Relembremos a nocao de operadores lineares p-somantes.

Defini¢ao 1.1.4. Suponha que 1 < p,qg < co e que T : E — F ¢é um operador linear entre
espagos de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p;q)-somante (ou simplesmente (p;q)-

somante) se existe uma constante C > 0 tal que

<Z HT(%)HP> C< Cll(z:)iZ1 llw.g (1)
=1

para todo m € N e qualquer escolha de x1, ..., T, € E.
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Denotaremos por Ly (p,q) (£ F) 0 espago vetorial destas aplicagoes e por ||| (,;q) © menor

(D)
de todos C satisfazendo (I). Isto define uma norma em L (,.q)(E; F') que o torna um espago de
Banach.

Observagoes:

1) Se p = q, dizemos que T' é absolutamente p-somante.

2) Se p = q =1, dizemos que T' é absolutamente somante.

3) Um operador linear limitado 7' : E — F' é absolutamente (p;q)-somante se, e somente se,

existe um operador linear induzido

T [{(E) = Lp(F) : (20 = (T2i).

4) Um operador linear limitado T : E — F é absolutamente (p;q)-somante se, e somente se,

existe um operador linear induzido
T 1(E) = Lp(F) : ()32, = (Tz)2).

Agora, vamos definir uma classe especial de espacos de Banach, introduzida por Linden-
strauss e Pelczynski (veja [14]), com a qual faremos o processo de localizagdo para obtermos

importantes resultados em nosso trabalho.

Definigao 1.1.5. Sejam 1 < p < oo e A > 1. Dizemos que um espaco de Banach X é um espago-
L, \ se todo subespaco de dimensao finita E de X estd contido num subespaco de dimensao finita
F de X para o qual eziste um isomorfismo v : F — I3™F com ||v|| |[v™!]] < X. Dizemos que X

¢ um espago-L, se for um espago-L, \ para algum X > 1 (veja [10]-cap.3).

As nocoes de tipo e cotipo de um espaco de Banach vieram de trabalhos de J. Hoffmann-

Jorgensen, S. Kwapieni, B. Maurey e G. Pisier por volta de 1970 ( veja [23], [13] e [10]-cap.11).



Definic¢oes e notagoes preliminares )

Primeiramente, considere (rj);.’il as funcoes de Rademacher ([10]-cap.1).

Definicao 1.1.6. Seja 1 < p < 2. Dizemos que um espaco de Banach X tem tipo p se existe

uma constante C1 > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores xq, ..., x, de X,
1
2 2

e " !
| |onta] at) <e (anw) (1)
0 k=1 k=1

Se X tem tipo p, denotamos por T, (X) a menor de todas constantes Cy possiveis em (I) e

chamamos de constante tipo p de X.
Definigao 1.1.7. Seja 2 < q < oco. Dizemos que um espaco de Banach X tem cotipo q se
existe uma constante Cy > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., x, de X,

1
2

2
dt (IT)

1
n q 1 n
(Stawrr) < [ |30
k=1 0 Jlg=1

No caso ¢ = oo, deveremos trocar o lado esquerdo por max lzk||. Se X tem cotipo q,
1<k<n

denotamos por Cy (X) a menor de todas constantes Cy possiveis em (II). Esta é a constante

cotipo q de X. Definimos o cotipo de X por cot X = inf{2 < ¢ < 00; X tem cotipo q}.

Definicao 1.1.8. Uma base de Schauder em um espago de Banach E € um conjunto {x;}ier

[e.e]
tal que todo a € E se escreve de modo unico na forma Y anZne com cada xiq4,T24,... €M

n=1
[e.e]
{zj;i € T' }. Uma base de Schauder serd dita incondicional se a série ) anxnq, convergir
n=1

incondicionalmente, para qualquer a.

1.2 Definicoes e notagoes preliminares

Em [32] Pietsch introduziu a teoria de aplicagoes multilineares escalares absolutamente somantes.

Depois, Alencar e Matos introduziram em [1] o seguinte conceito, que é essencialmente o mesmo
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de Pietsch, agora com valores vetoriais

Definicao 1.2.1. Sejam r,r1,...,r, € ]0,00], com 1 < % + o+ % Uma aplicagao T €

L(Er,...,E,; F) € absolutamente (r;ry,...,m,)—somante se existe C > 0 tal que

1
m ry n
r k
(Z |7, )| ) < Tl 1)
i=1 k=1
para todos m € N e :c,’f € Ey, tais que 1=1,...,m e k=1,...,n.

Notacgao 1.2.2. Denotaremos por £a5,(r;rl7m,rn)(E1, ey Eny F') 0 espago vetorial destas aplicagoes

€ por |T| 45 (rr4,...rn) © Menor de todos C' satisfazendo (1). Isto define uma norma, ser =1 (-
norma, se v € |0,1[), em Lo (ripy.. ) (B, ooy En; ) que o torna um espago vetorial topolégico

metrizavel completo.
Também para aplicacoes multilineares, Matos introduziu o seguinte conceito

Definicao 1.2.3. Sejam r,71,...,my € ]0,00], com r, < r; k = 1,...,n. Uma aplicagio T €
L(Ey,....,E,; F) é completamente absolutamente (r;rq,...,m,)—somante, (fully absolutely

(r;71, ..., ) — summing, em inglés) se existe C' > 0, tal que

m r n
Yo 7@ 2] < CT IR e (2)
G1reerin=1 k=1

para todos m € N e xf € Ei, taits que 1=1,...,m e k=1,...,n.

Notacgao 1.2.4. Denotaremos por Efas,(r;rl,...,rn)(Eh ey En; F) 0 espago vetorial destas aplicagoes
e por [T tus (rir4,....r) © menor de todos C satisfazendo (2). Isto define uma norma ser > 1(r-
norma, ser € 10,1[) em Lyqs (riry... ) (E1, s En; ) que o torna um espago vetorial topoldgico

metrizdvel completo.
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Nas notagoes anteriores, quando 11 = ... = ry, = s trocaremos (r;r1,...,my) por (r;s) e
quando r = s trocaremos (r;r) por r. Neste dltimo caso, se r = 1, ndo escreveremos o nimero

1 nas notacgoes.

Em [21], Matos provou as seguintes equivaléncias que utilizaremos em demonstracoes de
véarios resultados deste trabalho
Proposigao 1.2.5. Para T € L(Ey, ..., Ey; F) e r,r, ...t € ]0,00], comr, < r; k=1,...,n,
as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) T é completamente absolutamente (r;ri,...,r,)— somante.

(2) Se (aF)22, € I (Ey), para k =1,...,n, entdo <T($]1-1,...,x;-‘n)>jeNn € l,(F,N").

(3) A aplicagao T, definida de I} (E1) x ... x ;" (Ey) em I.(F,N") por

Tul(#h)Z s (0)20) = (@l o))
jENn
€ bem definida, n-linear e continua.

Neste caso [T s sy = Tl
Observagao 1.2.6. Defant e Voigt provaram que
Las(Er, ..., En;K) = L(Ex, ..., Ep; K)
isometricamente (veja [1]-3.10).
Observagao 1.2.7. Observe que
L pas,(rirtyooirn) (E1s oo Eny F) C Lag (g (B1, oo Ens F) e

HTH < HT”as,(r;rl,...,rn) < HTHfas,(r;m,...,rn)’
para todo T € £fas,(r;r1,...,rn)(Ela ey En; F). Esta inclusdo pode ser estrita.

De fato: pela observacao anterior, temos que L (co,co;K) = Lgs (co,co;K). Mas Littlewood



8 Aplicagoes multilineares absolutamente somantes e completamente absolutamente somantes

o0
provou que existe T € L (co,co;K) tal que > |T (ej,er)| = 0o, onde (ej)]oil € 1L (co) (sendo
k=1

€)%, a base canonica de cp), isto é, T & Lt (co,co;K) (veja [15]).
775=1 f

1.3 Exemplos e resultados

Como Las (rirr,..imn) E1s ooy Ens F) C Log (riry ..o ) (B, -, Bn; ), para todos i, ..., By, F' Ba-
nach e r,r; € 10,00], com rp < r; k = 1,...,n, os resultados de Pellegrino (vide [28], Teorema
4.1.9) de casos onde Ly (i, ... ) (E15 ooy B F) # L(E4, ..., Ey; F), nos fornecem imediatamente:
(1) Se 1 < q < 2, entdo L("co;Y) # Lygas (q) ("co;Y), para todos n € N e Banach Y de
dimensao infinita.
(2) Se Y tem dimensao infinita e cotipo finito e 1 < g < cot Y, entdo L ("co; V) # Lyas, (g51) ("co; Y ),
para todo n.
(3) Se Y nao tem cotipo finito, implica que L ("co;Y') # Lys,(g:1) ("co; V), para todos ¢ > 1 e
n € N.

Agora, por localizagao, estendendo os exemplos acima de ¢y para espagos-Lo (mesmo sem
base de Schauder) obtemos (4), (5) e (6):
(4) Se 1 < g <2, entdao L("X;Y) # Lgsg1) ("X;Y), para todos n € N, X espago-Lo € Y
Banach de dimensao infinita.
(5) Se Y tem dimensao infinita e cotipo finito, e ¢ > cot Y, entdao L ("X;Y) # Lyas (1) ("X5Y),
para todos n € N e X espaco-Lo.
(6) Se Y nao tem cotipo finito, implica que £ ("X;Y) # L4 (g1) ("X;Y), para todos ¢ > 1,
n € Ne X espago-Loo.

(7)Se 1 < g <2, X éespaco-L e Y é Banach de dimensao infinita, n € N, entao £ ("X;Y) #
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Lias g1 ("X;Y) . Com maior razao, se 1 < q < 2, L("X;Y) # Lyqs ) ("X;Y), para todo

ar)
r>1.
(8) Se X é espago-Lo € Y é espago de Banach de dimensao infinita com cotipo finito, 1 < ¢ <
cot Y, entdo L("X;Y) # Lsgs (1) ("X5Y).
(9) Se X é espago-L e Y é Banach e nao tem cotipo finito, entdo £ ("X;Y) # Ly g1y (" X3Y),
para todo ¢ > 1. Com maior razdo, L ("X;Y) # Lyas (s;r) ("X;Y), para todos s > Ter > 1.
Mais adiante, veremos resultados onde a igualdade ocorre entre o espago das aplicagoes
multilineares continuas e o espaco das aplicagoes multilineares completamente absolutamente
somantes. Como por exemplo, Teorema 1.7.3, Teorema 1.7.4 e a extensao do Teorema de
Grothendieck para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes (veja
secao 1.4). Em [21] (Matos), também pode ser encontrado alguns resultados de coincidéncia.

Daremos em seguida, uma importante relacao entre as aplicagoes absolutamente somantes e

completamente absolutamente somantes

Teorema 1.3.1. (Redug¢do na ordem da linearidade)
Se L(E1, ..., En; F) = Lqs (risy,..sn) (E1, oy Bns F) para s, <, comk =1,...,n er,s; €10,00],
entao

L(Eyy, ..., By F) = [’fa,s,('r;skl,...,skj)(Ek1a ooy Bys FY)

sempre que 1 < j < n, onde para j =1 temos ky € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

com k; < k; sel <1i<j.

Demonstragdo. Suponha que L(E1, ..., En; F) = Ligs (risy,. 80) (E15 -y En; ) para s < r, com
k=1,..,n.

Seja T' € L(Eky; .-, Ex;; F) tal que 1 < j < n, onde para j =1 temos k1 € {1,...,n} e para j > 1
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temos k; € {1,...,n}, com k; < k;jsel < i < j. Mostremos que T' € L4 ( )(Ekl, oy By F

T38kqy-)S

tal que 1 < j < n, onde para j =1 temos k1 € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n}, com

k; < k; se l < i < j. Para isso, defina

Q: Fix..xE, — F

n

(T1y ey n)  — Q(z1,...,%n) :T(xkl,...,xkj) I e (x)
l;ékll:,}.,kj

onde ¢; € EJ, ¢ # 0.
Como Q € L(E, ..., En; F'), entdo Q € Ly (ris1,...,50) (E1, -+, En; F), por hipdtese, onde sy, <
r,com 1 <k <n.

Agora, dados (:Ei“)ool € l;‘;l (Eky), - (a:f”)ool €lg (Ey)el=1,.,n,coml# k.. kj
1= 1= J

tome x! = a; € B, tais que ¢j(a;) = 1, lay|| < 1 e 2}, = 24 = ... = 0, ou seja, (:cl-)?o cly(E)e

1/i=1

@) il <1

Dai, como Q € Lyqs (risy,....50)( E,; F) temos que

{5l }
Zk17 77'k: =1
o0
= X e, ..a
114 eyin =1

< ||Q||fas,(r;51,...,sn) - i= IHw ,51

I8 ,TL

!(xi?“> [ (GO
i=11w,spy i=1 W, Sk
I#k1,...k

00
i .
1=11lw,sp, =1 W, Sk

l
1
P

< ||Q||fas,(r;817---73n)

Portanto:

T

(2

k.
HT( e T )
kl Zk]'

(o]
< 00, para todo (mkm)i:l €ly, (Ek,), tal que 1 <m < j.

/Lk17 alk'zl

Logo,

T € Efas,(T;Skl,...,Sk.)(Ek'l? oy B3 ) tal que 1 < j < n, onde para j = 1 temos k1 € {1,...,n}
J
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e para j > 1 temos k; € {1,...,n}, com k; < k; se | < i < j, o que querfamos mostrar. ®

Observacgao 1.3.2. A reciproca do Teorema 1.8.1 ndo vale.
De fato, temos que L (co;K) = Las (co;K) = Lpqs (co;K), mas por Littlewood sabemos que

L (co, c0: K) # Liyqs (o, c0:K) .

Teorema 1.3.3. Se L(E1, ..., En; F) = Lias (risy,....50) (E1s o En; F) tal que s, < v, com k =

1,..,n er s, €10,00], entao
E(Ekp cees Ek:]-QF) = Eas,(T§5kl7~~~,Skj)(Ek17 cees Ek].; F)

sempre que 1 < j <n e, onde para j = 1 temos k1 € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

comky < k; sel <i<j..

Demonstragdo. E uma conseqiiéncia imediata do Teorema 1.3.1, j& que temos
Las,(ristyoysn) (B1s ooy Eny F) C Lo (r351,.80) (B oo Eny F),

para todos E1, ..., E,, F Banach e r, s, € ]0,00], com sy <m; k=1,..,n. m

Observagao 1.3.4. A reciproca do Teorema 1.3.3 também ndo vale.
De fato, sabemos que L (co; K) = Lgs (co; K) e L (o, co; K) = Las (o, co; K) (por Defant e Voigt).

Mas por Littlewood, L (co,co; K) # Lyas (co, co; K) .

Usando um outro raciocinio, Pellegrino também resolveu a redugao para o caso linear (j = 1)
no Teorema 1.3.3 (veja [29]). Confira a idéia da demonstragao na segao 1.9 (Teorema 1.9.1.6 e
Proposigao 1.9.1.7).

Tomando E; = ... = E,, = F no teorema acima obtemos:
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Coroldrio 1.3.5. Se L("E;F) = Lyas ("E; F) tal que s, < r , comk =1,..,n e

FiS1emSn)

r, s, € ]0,00], entao L(ME;F) = L ME; F), para todo m < n e sempre que 1 <

as,(r;skl,...,skm)(

j <n, onde para j =1 temos k1 € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n}, com k; < k; se

1<i<j.

CONSEQUENCIAS:
1) Se 1 < g < 2, entao, para t > %, temos L ("l;;Y Liasion) (Ml YY), para todo n e
2 q f ’(‘L )
Banach Y de dimensao infinita.
De fato:

Por Pellegrino (vide [28], Corolario 4.1.12), sabemos que se 1 < ¢ < 2, entd@o, para
t > g%g, temos L (™1;Y) # Ly (g:1) (M3 Y) , para todo Banach Y de dimensao infinita. Dal,
pelo Corolario 1.3.5, temos que para t > 3%7 L(";Y) # Lias,(g1) ("3 Y) , para todos n > m

2q

e Banach Y de dimensao infinita. Em particular para m = 1 : para todo t > PRt temos

L("t;Y) # Lifas,g) ("lt;Y), para todo n e Banach Y de dimensao infinita.

Com o mesmo raciocinio acima e usando o Teorema 4.1.9 de [28] (e seus corolarios), também
obtemos:
(2) Se Y ¢ Banach de dimensdo infinita e p € |1,00], entdo L ("ly;Y) # Lyas,1;1) ("p;Y) , para
todo n.
(3) Se Y tem cotipo finito, 1 < ¢ < # et >q, entdo L(";Y) # Lyas g1y ("li;Y) , para todo
n.
Em particular: Se 1 < ¢ < % et > q,entdao L ("ly;ly) # Ltas,(g1) (M5 1p) , para todo n.

(4) Set > 2, % > %, 1 <qemgq<t,entdo L ("ls;lp) # Lyas,q1) ("le;lp) , para todo n > m.

(5) Se t > C%E(l);?’q e 1< g <cotly, entdao L ("li;lp) # Lias,g1) (Mle;lp) , para todo n.
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(6) Se Y nao tem cotipo finito e 1 < g < t, entdo L (™;Y) # Lyas g1y ("le;Y) , para todo n.
(7) Se £ é um espago-L; e cot E' > max{2, ¢}, entdo temos L("E; F') # Lyas (q:1)("E; F), para
todo n e para todo espago de Banach F' de cotipo infinito.

Com as mesmas idéias do Teorema 1.3.1, obtemos a seguinte relagao

Teorema 1.3.6. Se Lo (ris....60) (E1s oo, Ens F) = Las (risy..00) (B0 oy Bns ) tal que s, <1,

comk=1,...n er, s; €]0,00], entdo

as,(’/’;sk17...,sk]_)(Ek1, ceny Ekj; F) = ‘Cfas,(r;sk17---78kj)(Ek1’ ceey Ekj; F)

sempre que 1 < j < n, onde para j =1 temos k1 € {1,....,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

com ky < k; sel <i<j.

1.4 Um resultado de Lindenstrauss e Pelczynski

Relembremos do seguinte resultado de Lindenstrauss e Pelczynski (em [14])

Teorema 1.4.1. Sejam E e F espacos de Banach de dimensdo infinita, E com uma base
incondicional e tais que todo T' € L (E; F) é absolutamente somante. Entio E é isomorfo a Iy

e F' € isomorfo a um espaco de Hilbert.
Como conseqiiéncia deste importante teorema obtemos:

Teorema 1.4.2. Se L(E1,...,En; F) = Lggs 1) (B, En; F) tais que By, ...,E, e F sdo
espagos de Banach de dimensdo infinita, cada E com base de Schauder incondicional, entdo

By € isomorfo a li, para todo k =1,...,n e I € isomorfo a um espaco de Hilbert.

Demonstragio. Se L(E1, ..., En; F') = Liq 1;1)(E1, ..y Ep; F), entdao pelo Teorema 1.3.3 temos

que L(Ey; F) = Eas,(l;l)(Ek;F), para todo k = 1,...,n. Portanto, pelo Teorema 1.4.1 devido a
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Lindenstrauss e Pelczyniski, Ey é isomorfo a l1, para todo k = 1,...,n e F é isomorfo a um espaco
de Hilbert. m
Note que os exemplos e conseqiiéncias da secao anterior para ¢ = 1, quando F' nao é Hilbert

seguem imediatamente deste resultado.

Corolério 1.4.3. L("l1;F) # Lyes,a;1) ("5 F), para todo espago de Banach F que ndo ¢é

Hilbert e n € N.

Ja para um espago de Hilbert H, temos que o resultado acima vale, que é a extensao do Teo-
rema de Grothendieck para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes,
mais precisamente

E(Elv coey B H) - Efas,(l;l)(Ela vy B H)v

para todon € Ne Fy, ..., E, espacos-L1.

Esse resultado foi obtido por Bombal, Pérez-Garcia e Villanueva em [2].

1.5 Teorema de Dvoretzky-Rogers e outras conseqiiéncias

Vejamos as seguintes versoes do Teorema Dvoretzky-Rogers no caso linear (veja [10]-teoremas

1.2, 2.18 e 10.5):

Teorema 1.5.1. (Teorema Dvoretzky-Rogers) Seja X um espa¢o de Banach de dimensdo in-
finita. Dado (Ap), ey € l2, existe uma seqiiéncia incondicionalmente somdvel (xy,),,cy em X com

|lznl| = |An|, para todo n € N.

Teorema 1.5.2. (Versdao fraca do Teorema Dvoretzky-Rogers) Sejam 1 < p < co. Todo espago
de Banach de dimensao infinita X contém uma seqiiéncia fracamente p-somdvel que ndo €

fortemente p-somdvel.
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Teorema 1.5.3. (Extensdo do Teorema Dvoretzky-Rogers) Sejam 1 < p < g < co. Se %—% < %,

entdo todo espaco de Banach de dimensdo infinita X contém uma seqiéncia fracamente p-

somdvel que nao € fortemente q-somdvel.
Provemos assim os seguintes resultados para multilineares:

Teorema 1.5.4. Se dim E/ = oo, entdao L("E; E) # Ly "E;E), para todo 1 < q < 2,

q;q1,.~,qn)(

1<qg,<q, comk=1,...,n e para todo n € N.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para algum n, temos L("E; E) = Ly (qiqn,..q0) (" E3 E),
para algum 1 < ¢ < 2e 1 < ¢ < g, com k = 1,...,n. Dai, para algum n vale que L("FE; E) =
L5 (g:1,..1)("E; E), paraalgum 1 < g < 2. Agora, pelo coroldrio 1.3.5, L(E; E) = L (41)(E; E)
e entdo idg : E — FE é absolutamente (g;1) —somante. Absurdo, pelo Teorema Dvoretzky-
Rogers, pois dim E = oo e 1 < g < 2. De fato, basta tomar (A,),cy € l2 \ lg € (Tn),cy C £ in-
o o0
condicionalmente somével tal que ||z,| = |\,|, para todon € N, poisdai > ||z,]|7= > [M|? =

n=1 n=1

oo,

Mais geralmente temos:

Teorema 1.5.5. Sedim E = oo, entdo, para todon € N temos L("E; E) # Las (gipy,...pn) (" E3 E),

para todo 1 < pp < qg<oo, comk=1,...n e % — % < %, para algum jo € {1,...,n}.

Demonstragdo. Se L("E; E) = Lqs "E; E), para algum n, entao pelo coroldrio 1.3.5,

q;pl,---7pn)(

L(E;E) = Lys (gp;)(E5 E), onde j = 1,...,n e consequentemente idg : £ — FE é (g; p;j) —somante,
para todo j = 1,...,n. Em particular, idg é (q;pj,) —somante. Absurdo, pela extensao do Teo-

rema Dvoretzky-Rogers (Teorema 1.5.3). m

Observagao 1.5.6. Se g =p; = ... = py, o teorema 1.5.5 é a versdo do Teorema de Dvoretzky-

Rogers para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes.
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Na verdade, o Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para operadores multilineares completa-
mente somantes é uma consequéncia direta do Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para polinémios
n-homogéneos feito por Matos em [19], uma vez que P("E; E) # Pausp("E; E) implica que

LME;E) # Lasp("E; E).

Observacgao 1.5.7. A volta do Teorema 1.5.5 também vale. Basta ver que se dim E < oo, entdo
LMESE) = Lias (gipr,..pn) (" E5 E), para todo n € N tal que 1 < pp < q < oo, comk =1,...,n.
De fato:

sabemos que se dim E < oo, entdo Iy (E) =1, (E), para todo p. Dai:

1 1 1

&) q 00 q 00
DI LACHRRSE 1 k) I [VATH IDWR £ [ B I W1/ [ IR
Jiseedn=1 j1=1 Jn=1

o0
para todo (x?)jﬂ €ly (E) =1y, (E) Cly(E), jd que p < q.
Teorema 1.5.8. Se cotipoFl = p entdo
‘C(nEv E) 7& Efas,(q;l) (nEv E)a
para todo 2 < q < p e para todo n.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para algum n, temos L("E; E) = L4 (g:1,...1) (" E; E),
para algum 2 < g < p. Dai, pelo corolério 1.3.5, vale que L(E; F) = L, (4:1)(E; E), para algum
2 < g <peentdo idg : E — FE é absolutamente (¢; 1)—somante, para algum 2 < ¢ < p. Logo,
como ¢ > 2, por Talagrand temos que cotipo E = ¢ (veja [35]-7.1 e [36]-1.1). Absurdo, pois por

hipdétese cotipoE = p, onde ¢ < p. m
Teorema 1.5.9. Se 1 < ¢ < 2, entao temos que

ﬁ(CU, El, ceny En; F) 75 ‘Cfas,(q;l,q1,...,qn)(607 El, ceey En; F)
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tais que q,q € 10,00], qx < q, para todo k =1,....,n, E1, ..., E, Banach e F' Banach de dimensao

infinita.

Demonstragdo. Se valesse a igualdade, entao pelo teorema 1.3.3 terfamos L(co; F) = Lo, (g:1)(co; F),

com 1 < ¢ < 2. Absurdo, por Pellegrino (em [28], Teorema 4.1.9). m

Observagao 1.5.10. Jd para os operadores absolutamente somantes, o resultado acima ndo
vale, pois L(E,l1,11; F) = Lo (11,11 (E, l1,11; F), para todo espago de Banach E e F'.
De fato: sejaT € L(E,l1,l1;F). Como cotipo(l1) = 2, entdo id;, € absolutamente (2;1) —

somante (devido a Maurey-veja [8]-24.7) e usando a desigualdade de Hélder, obtemos

oo [e.9]
DT (s, 2)0 < D IT sl sl 1251

j=1 j=1
o0
< ([ @)32all o 0TI Nl 121
j=1

1
2

1
o 2 (o9}
2 2
< ITI|)52 ] | D2 sl > Izl
= =1
2
< T i oy M)l 005, G5
< 00,
para todos (x;)52, € IY'(E), (y;);2,, ()52, € '(h)-

Como consequéncia imediata do Teorema 1.3.3 (Teorema da Redugao na ordem da lineari-

dade) e Exemplo 2.3.8 de [28] (Pellegrino), obtemos a seguinte proposigao

Proposicao 1.5.11. Se Lyas (sipy,..r) ("E3 E) = L("E;E), tal que v, < s, para todo k =
L...,n, entdo L(ME;E) = Lag (siry,00,...,00) ("B E) , para todo m tal que 1 < m < n ek =

1,...,n.
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1.6 Extensao de um resultado de S.Kwapien para multilineares

Por volta de 1970, S.Kwapieni provou o seguinte resultado (ver [10]-2.21)

Teorema 1.6.1. Sejam X um espago de Banach e H um espago de Hilbert. Se u € L(X; H)
€ tal que seu adjunto u* é g-somante para algum 1 < g < oo, entdo u é 1-somante e |jull,, <
AT B, [ gy
Aqui Ay e By sao as constantes da Desigualdade de Khinchin.

Antes de enunciarmos o préximo resultado, que é uma extensao deste teorema para aplicagoes

multilineares, vejamos a definicao do adjunto de um operador multilinear.

Defini¢ao 1.6.2. Sejam Ej, ..., E,, e F espacos de Banach. Se T € L(E, ..., En; F), definimos
seu adjunto da sequinte maneira
T : F* — L(E,..., Ep;K)
p — Tre:Eix..xE, —K
(1, ) — (T*Q) (21, .y xn) = (T (21, ..., Tp))
E ainda, se S € L(F;G) sendo G espago de Banach, entao (SoT)* =T* o S*.
Teorema 1.6.3. Sejam Fi,..., En espacos de Banach e H espaco de Hilbert. Se T pertencente
a L(E1,..., EN;H) € tal que seu adjunto T* é g-somante, para algum 1 < q < oo, entdo T é
absolutamente somante e ||T||,, < A7 ByI,(T*).

(A1 e By sao as constantes da Desigualdade de Khinchin)

Demonstragao. Consideremos primeiro o caso de um operador 7' : Ey X ... X Exy — [ (n € N).
Dados &1, . z(km) ¢ Ei: 1 < k < N e usando a Desigualdade de Khinchin (veja [10]-
1.10) e o fato de que L(En, ..., EN;K) = L4s(En, ..., En; K) isometricamente (por Defant-Voigt),

obtemos:
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HT(;C(LJ‘)’ --.,w(N’j))Hln =

2

s

<
Il
—

.
Il
—
Bl
Il
—

I
NE
/N N
NE
—
~
—
)
-
:k_»/.
R
=
E/,
)

ol
~——
Y

N————

<
I
—

IA I
NERINGE
ty

e

<.
Il
-

1 m n
:Al_l/ = <<w<1ﬂ> x<Nﬂ>>,zrk<t>T*ek>‘dt
0 j=1 k=1
<ai [ Snwral e, |
0 llk=1 as i=1 1
LN 1| n
= A7 I H(iﬁ(”))g’”‘_ H / S re(t)T* e || di (1)
i=1 wlJo k=1

Agora, vejamos uma cota superior majorante para a integral usando o Teorema de Fubini
e a Desigualdade de Khinchin. E como T™ é g-somante, para algum 1 < g < oo, pelo Teorema

da Dominacao de Pietsch, existe uma medida Borel regular de probabilidade p no espaco de

1

4 N7
dt)
1

qdu(sO)) Cat

Hausdorff compacto K = Byp tal que

(! ) = ([
<1/ (e ( /. " <go,kilrk<t>ek>
() / 1 / . q
-, | / . / 1

< 11,(77) /K L (kz e, ek>\2> : du(w)] a

T < i Tk(t)ek>

k=1

n
Z Tk (t)T*ek
k=1

1
q

(. e )

> du(@)dt]

1

q q

S (g ex) i (t)
k=1

dtdu(w)]

1

— B,I1,(T*) /K:B eIz du(w)]q
< Byl1y(T*) [u(K)] = ByT1,(T") (1)

Finalmente, consideremos um operador T' pertencente a L(E1, ..., Enx; H) qualquer, com o
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adjunto T* : H — L(En, ..., En; K) q-somante. Mostremos que T é 1-somante.

Fixe (W1 2™ ¢ By tal que 1 < k < N. Identifique o span de T'(z(17) ... 2(N:7)) tal
que j = 1,...,m, com [y para n apropriado e seja U tal identificacao. Isso é possivel, pois tal
span é Hilbert de dimensao finita. Seja P € L(H) a projecao ortogonal de H nesse span, entao

P* = P. Dai, por (I) e (II), temos que:

“T(x(l’j),...,x(]v

s

‘ ‘“g

J

=> H\I/oPoT(x(l’j),...,x(Nj )Hl"

=) :
< A;quHq((\poPoT) H x(”))]_lel
= ATIB,IL,(T* o P* o U) H Ga)ym

N ..
< AT () |77 9 IT H«c(m);”:lﬂwl

< A7 BI,(T*) 1P| MHH sy

- i f o
w,1

Portanto T é 1-somante e ||T,, < A7 'BII,(T*). =

Observagao 1.6.4. Nao vale o andlogo do teorema 1.6.3 para operadores completamente abso-

lutamente somantes.

Contra-exemplo: Tome H = K, N=2, By =Fy=cy eT € L(co, co; K) tal que T ¢ Lq5(co, co; K)

(sabemos que existe tal T por Littlewood). Temos que T : K —L(co, co; K) € absolutamente
o—T*p=¢T

1-somante.
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1.7 Aplicagcoes multilineares completamente absolutamente

(¢;1) — somantes

Em 1933, W.Orlicz provou que se 1 < p < 2, entao o operador identidade em L, é (2; 1) —somante.
Em 1970, foi provado que: se E tem cotipo 2, entdo o operador identidade em E é (2;1) — so-
mante. Mais geralmente temos:

- se E tem cotipo ¢ < oo, entdao o operador idg é (¢;1) — somante (devido a Maurey-veja
[8]-24.7)

ou equivalentemente: se E' ou F' tem cotipo ¢ < 0o, entao todo operador linear de F em F
é (¢;1) — somante (basta usar a propriedade de operadores ideais)

- Talagrand provou que a reciproca é falsa se ¢ = 2 e verdadeira se ¢ > 2 (veja [35]-7.1 e
[36]-1.1).

Logo:

- ¢ > 2: F tem cotipo ¢ <= idg ¢é absolutamente (g;1) — somante

- q=2: FE tem cotipo ¢ = 2 = idp é absolutamente (2;1) — somante

Botelho fez a versao multilinear do resultado de Maurey (em [4]-2.5):

Teorema 1.7.1. Sejamn € N e q,q1,...,qn € R.
(i) Se Ey tem cotipo qu,..., E, tem cotipo qn, entao toda aplicag¢ao n-linear de Ey X ...xX E,, — F
¢ absolutamente (s;1)-somante, para todos F' e s tal que % < q% + ...+ qin. Além disso:

||A||as,(s;1) < [IA] 1:[1 ||idEmHas,(qm;1) . para todo A € L(E, ..., En; F)

Isto é: L(E1, ..., Ep; F) = Lo (s1)(B1, oy En; F), se By, tem cotipo qi, para todo k =1,...,n

» |

e =< + ...+

1
an’

S|
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(i) Se F tem cotipo q, entdo toda aplica¢do n-linear de Ey X ... X E, — F € absolutamente
(g;1)-somante, para todo Ej, j=1,...,n. Além disso:

\|A|]a57(q;1) < Cy(F) ||A]l , para todo A € L(Ex, ..., En; F), onde Cy(F') € a constante cotipo q
de F

Isto é: L(En, ..., En; F) = Ly g1y (B1, ooy En; F'), se F' tem cotipo q.

Para provar este resultado, basta aplicar a desigualdade de Holder generalizadas:

Teorema 1.7.2. Se % < pil +..+ pik e aé-i) € lp, entdao
00 o\’ 00 o) 00 oo\ 7
1 (k) (1) (k)
> ‘“j 0 ‘ <> ‘%‘ oy ’“j
j=1 j=1 j=1

Podemos generalizar o teorema 1.7.1 no caso (ii) com os operadores completamente absolu-

tamente somantes:

Teorema 1.7.3. Se F tem cotipo q > 2, entdo toda aplicacdo n-linear continua A de E1x...xX Fy,
em F' é completamente absolutamente (q;1)-somante, para todos E1, ..., E, espagos de Banach, e
[All 45 (g:1) < Ca(F)" || Al , para todo A € L(Ex, ..., En; F), onde Cq(F) = cte cotipo q de F. Isto

é: se F' tem cotipo q > 2, entdo L(E1, ..., En; F') = Lo (g:1)(E1, .., En; F), para todos Ex, ..., E,.

Demonstragio. AFIRMACAO: se A € L(Eq,....,E,; F) e F tem cotipo ¢ > 2, entao
1

< in: ‘ A(x}l, e T ) ’q> '

1yeendn=1
1 1 1
<cmr | [ [ ]
0 0 0

de fato: faremos por inducdo sobre n

V]
Q=

2

m m
D0 e 20 g (t) ey, () A2 s s 7))
j1:1 jnzl

dtn .dty | dty

(i) A afirmagao acima vale para n =2 : se F tem cotipo ¢ > 2, entao

JAGs Il = 3 (f: \|A<:cj,yk>uq>

m
jk=1 k=1 \j=1
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. . 2 3
<3 |cypy / Sor () A, we)|| dty
k=1 0 ||7=1
[ . . . 2 3
= Cq(F)q Z / A (ZT] tl xj,yk> dtl
k=1 \ Jo =1

q 5‘1
rj (t1) i, Yk ‘ dt1>

( S ri(ti)xy, yk> dt1]
7j=1
(ZTJ (t1)zj, yk)

Z E ri(t1)re(t2) A (x5, yr)

j=1k=

b
(\
i

q
2 2
dt dtq

9
2

dto dtq

— Cy(F) / /

(ii) Suponha que vale para n-1

Hipétese de indugao: se F tem cotipo ¢ > 2, entao

1
n—1
HA ]17"’xjn71)
]17 7.7n 1=1

)
cwr | (f

aq

2 2
Z Z vty (o) A(zh 2?7 dtnl) Lty | dty

J11Jn11

(iii) Mostremos que vale para n

Se F tem cotipo ¢ > 2, dai

m 1 q m q
i} Zj:i HA(%,...,xgn)’ :j; ) HA Jl,...,x?n)‘
..... n= n= [V

m 1 1 m m
<3 Cq(F)(nfl)q/O (/0 S > le(t1)~-~7‘jn_1(tn71)A($‘}1,-~~7$§-Ln)

J1=1 jn-_1=1

2 3
dtn_l) »

1L m m
[ Z A(Z T]l(tl) Lhps e Z L 1( n— 1)'71? 11756?”)

) jn=1 J1=1 Jn—1=1

Q=
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1 1 1 m q
< Cy(F)(n=Da / / / > dtn_1 | ..dta | dt1
0 0 0 jn=1
1 1 1 2 %
(n—1)
< cytryova | (/ - {/0 d} d) “

1 . 1
= Cy(F)n—141a / / /
o | Jo 0

0 que mostra a afirmacao. Dai obtemos:

< zm: ‘A($}1""’$?n)

")
J1seeeyJn=1
1 1 1
gcq(F)n/ / /
0 0 0 ||j

1 1 1 m m
= Cy(F)" / / / A <Z 7y (01) 255 s 2 rjn(tn)x?n>
0 0 0 J1=1 Jn=1

Jji1=1 Jn—1=1

m m _1
A( > le(tl)le'lv"'v . > Tjn—l(tnfl)w?nflvmyn

m

m m
1 —1
2 i )AL X () e X g (Bpm1)a) 7171%
jn=1 j1=1 Jn—1=1 n

[S]<Y

2
> o 30 i (B0) g, () A, s 2

n=1l jn=1

dtn .dty | dty

dt, | ..dta | dt;

[I\¢E
|M3

o rjl(tl)...rjn(tn)A(lel,...,:B;”n)

N
ok
Y
Qe

[\
[

dtyn ..dtg | dty

- q 1
1 1 1 m m 2 2 !
< Cy(F)" / / / AP || 32 7, (1)}, S i ()2 || dty | dty | dty
0 0 0 J1=1 Jn=1
L q .
1 m 2 1 m 2\ 2 q
= Cy(F)" || A / > 7 (), dty... / ‘ > 7 ()2l dt,
0 j1=1 0 jn=1
: m g m q %
< Co(F)" AL || sup || 32 rj(t)zj, o osup || 30 g, (tn)a,
L tle[071] j1:1 Il tnE[Oyl} jnzl E,

i 74, (tn) <ac/, zl >

= Cy(F)" ||A| sup erl(t1)<x/,:r]1.1>‘... sup | )
In=

t1€[0,1] |j1=1 tn€[0,1]
x/EBEl/ z/€BE,,,

= Gy 14l s 3 |(anal )] s 3 [(anat, )]

l‘/EBEllj1:1 x/EBEn/jn:1

= Cy(F)" | A k@\(zzmn

w,l

para todos m € N e :L’? € Ey, tais que j=1,....m e k=1,....n.

Logo, A € L’fa&(q;l)(El, o BEny F) e HAHfaS’(q;l) < Co(F)™||All. =

Este resultado foi obtido de uma outra maneira, independentemente, por Bombal, Pérez-

Garcia e Villanueva em [2].
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Jé no caso (i), conseguimos uma generalizagdo um pouco mais fraca:

Teorema 1.7.4. Se Ej tem cotipo q (qx > 2), para todo k = 1,...,n, entdo L(F1, ..., Ey; F) =
Lias,(s1)(E1s s En; F), para todo F' e para todo s tal que % < 1

— max{q1,.,qn} "

Além disso:

n
I a5y < I T T ey Nl g gy » Pare todo T € L(Er, ..., En; F)
k=1

Demonstragao. Dado T € L(FEh, ..., Ey; F), como Ej tem cotipo g , para todo k = 1,...,n temos

que idg, € Eas,(qk;l)(Ek:; Ey), para todo k = 1,...,n e sendo g < s, obtemos:

m 1 :
EDORN (ACTIT Y
]17"'7]71,:1
1
s)s

r HidEn(x?n)

jl:"'vjnzl

:< > |rtds, @), - ids, (a3,)

1

)

idp, (azjll)

< ( SERAR

jl:"'7jn:1
L 1
=TI | 3 |idey (a}) ] [z Jidg. (=) ]
Ji1=1 Jn=1
L 1
n . 1 q1 au m . n qn qn
< |7 zlﬂzd&(xh) leszn(xjn)
J1= In=

n n
< IITHkH1 lid B Nl as, (g1 kH1||(l‘§)§n:1Hwyl u

Observagao 1.7.5. Observe que essa generalizacdo fica mais fraca pois:
se cotipo(Ey) = qi, para todo k, nao implica que L(E1, ..., En; F) = Ligs (s1)(E1, oy En; F),

pamtodoFeletalque%ﬁ + ...+

1 1
a1 an

De fato: considere Ey = ... = E, =1, com p>1 ( cotipo(lp) =p), F=cpes=1

Sabemos, por Lindenstrauss e Petczyriski, que L(lp;co) # Las,1:1)(lp; co), para todo p > 1.
Portanto, pelo coroldrio 1.5.5, finalmente obtemos que L("lp;co) # Lyas,1;1)("lp; co), para todo

n ep>1 (em particular, vale para n > p).
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Observagao 1.7.6. O teorema 1.7.4 € uma conseqiiéncia direta da proposicao 2.8 de Matos

(em [21]).

Teorema 1.7.7. Se g > 2, entao:

(i) LOE;F) = Lyqs,g)("E; F), para todo F' Banach e n > 1 firo se, e somente se, E tem
cotipo q.

(1) L("E;F) = Lfgsg1)("E; F), para todo E Banach e n > 1 firo se, e somente se, F' tem

cotipo q.

Demonstragao. (i) (<=) Pelo teorema 1.7.4, temos que:
se E tem cotipo ¢ > 2, entdao L ("E; F) = Ly (q:1)("E; F'), para todo F' Banach e n € N.
(=) Suponha que L("E;F) = Ljq q41)("E; F), para todo F', logo, em particular para
F = E temos L("E;E) = Lyqsq1)("E; E). Portanto, dado ¢ € E’, ¢ # 0 obtemos que

T=idp x @ x .. xp€L("E;E) = Lfas41)("E; E), e entdo:

1

q
< 00,

o0 o0 9
YDRND DI (A CONT WY
J=1j2,....0n=1

[f \z‘d(x»nqr -
7=1

¥ =a; k=2,.nepla)=1
onde

yé-“ =0; k=2,..nej>1
€ (%‘);; €ly (E)

Logo, idg € [,as,(q;l)(E; E). Por Talagrand, se ¢ > 2, isso implica que E tem cotipo q.

(17) («<=) Pelo teorema 1.7.3, temos:

se F' tem cotipo ¢ > 2, entdo L ("E; F') = Lyas (4:1)("E; I), para todo E Banach e n € N.

(=) Suponha que L("E; F) = Lyqs q,1)("E; F), para todo E, entdao, em particular para
E = F temos L ("F; F) = Ly (g;1)("F; F). Portanto, a demonstracio é exatamente a mesma

que 1no caso (i). m
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1.8 Aplicacoes multilineares dominadas

Um caso especial de aplicagoes absolutamente (s;71, ...,7,) — somantes é obtido quando

1 1 1
S= =
S 1 Tn

Definigao 1.8.1. Sejam s,71,...,7, € ]0,00], com * = L 4+ .+ % Uma aplicagao T €

s 1

L(Ey,...Ey; F) é(r1,...,rm)—dominada se for absolutamente (s;ri,...,ry) — somante.

Este é um dos conceitos mais importantes da teoria dos operadores multilineares absoluta-
mente somantes, por ter uma forte analogia com o caso linear e este novo caso foi iniciado por

A. Pietsch em [32].

Notagao 1.8.2. Denotaremos por Lq (r, ... r.)(E1, ..., En; F') 0 espago vetorial destas aplicagoes e
por [T\ 4y...ry @morma se s > 1 (s-norma, se s € ]0,1[) correspondente. Sery = ... =1y =1,
trocamos (11, ...,T) por T nas notagoes anteriores. Desta forma, temos que Lq,(En, ..., Ep; F) =

Ea&(%w)(El, v B F), ou seja, T € Ly (E, ..., Ep; F) se existir uma constante C' > 0 tal que

m - % n
<Z\\T<x37.--,x?>u"> < TN N
i=1 k=1

para todos m € N e xf € By, tais que i=1,....m e k=1,...,n.

O seguinte resultado de Pietsch para aplica¢oes multilineares (ver [17]), similar ao caso linear,

justifica a definicao anterior:

Teorema 1.8.3. (Teorema da Dominagao de Pietsch para multilineares)
Para T € L(En,...,En; F) € 8,711, ..., €]0,00] tais que

1 1 1
—= 4.+ —
S 1 Tn



28 Aplicagoes multilineares absolutamente somantes e completamente absolutamente somantes

as sequintes condigoes sao equivalentes

(i) T é (r1,...,mn) — dominado

(ii) Existe C' > 0 e medidas de probabilidade regulares ux € W (BEL) , k=1,...,n tais que

1

Tk

||T<x1,...,:cn)||s0H/
k=1 |/ B

para todo zy € Ey, k=1,....n.

o (z)|™ dpg ()

£y

Neste caso, inf C' =minC = [T, ¢, )

Observagao 1.8.4. W (BE]/) denota o conjunto de todas medidas de probabilidade regulares

na o— dlgebra Borel de BE;C, com a topologia fraca-estrela.

A teoria desta classe de operadores pode ser encontrada em [17] e [25].

Em 1970, S. Kwapienl provou o seguinte resultado (teor.3.15 de [10]):

Teorema 1.8.5. Sejam 1 < p <2 e 2 < q < oo. Se X é um subespago de um espaco-L, x
(para algum X > 1) e Y é um espago de Banach, entdo todo operador g-somante u:Y — X €
2-somante, com [[ull,s 0.0y < AS1BGA [l as, (gsq) -

Aqui Ay, e By sao as constantes da Desigualdade de Khinchin.

Agora, vejamos uma extensao deste Teorema para operadores completamente absolutamente

somantes.

Teorema 1.8.6. Sejam 1 <p <2 e2 < g< o0.

Se X é um subespago de um espago-L, \ (para algum X > 1) e Y1,..., Y, sdo espacos de Banach,
entdo todo operador q-dominado T : Yy X ... x Y, — X € completamente absolutamente (2;2)-
somante € ||T| p45 2:0) < A;QAle;Bg T4, onde Ap, A, B e Bg sao as constantes da

Desigualdade de Khintchine.
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Isto é:

£d,q(Y1,-~-, Ya; X) C Efas,(Q;Q) (Yl, Yo X)

Demonstracao. Faremos apenas o caso bilinear. Para o caso multilinear, a demonstracao é
analoga.

i) Primeiro, considere X = ly para algum n € N

Mostremos que T' : Y1 XY — [; g-dominado é completamente absolutamente (2;2)-somante.

Sejam m € Ne y®9) € Vi, tal que s = 1,...me k = 1,2. Como p < 2, entdo 2 > 1 e

hS]

assim vale a desigualdade triangular em [%. Além disso, usando a Desigualdade de Khinchin
»
(ver [10]-1.10), o fato de que as fungdes de Rademacher r,,/s formam uma seqiiéncia ortonormal,
e as seguintes relacoes de desigualdades
N1<p<2=1LyCLyCLiell <, <z,
2 () = () = fror
A p<qg=LoCLpel|l <l

HZ<1=LicLeelly, <l
q

obtemos:

( B 20,y )
J1,J2=1

2732
| = . (L41) , (242\|P\*?
- L ' <k§1 T(yk Yk )‘ > ]

Jje=1

N[

[NIES

= Li (i (T, y @) 6k>\> ]

N

2
p

: <§:1 (T (y10), g (22)), ek>}p)' ] }

212

—_
|
NE
/N
T~
o
<
—
—
<
=
—
/\
N
[y
n
=
®
=
~—
v
SIS
Nl—
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{‘i B ]”}
71=1 | k=1 2

i (H <|<T(y(17j1)7y(27j2)),€k>’p>in
k=1 )

Jje=1]| 2
m
2)
p/ j1=1

J1

}

IN

(K@ .y@).e0)f') "

Jo=1

D=

2
I3
2
p
1
p

m

IA
[ M:

£ (| (e e cap)

Jo=1

2
P

<’<T(y(1771 y(2:72)) €k>’>

]212

ol
3
107
o 1
S
INSE!
[}
kAN
;I
[N]ie)
———
o=

[S4S)
=

— {i 5] ‘<T(y(1,j1)7y(27j2))76k>‘2] }

B =

27 % 5
n m 1 m . . p p
<Y XA ( / > Ty, y@32)) ep) 1y, (t2) dt2> ] }
k=1 | 1=1 0 |ja=1
[ 2 32 5 z
n m 1| m ) )
S A;l Z Z (/ Z <T(y(1"]1)7y(2"72))7€k>Tjg(tQ) dtQ)
k=1 |i=1 \ Jo |jo=1
i by 2
= Ap_l { Z Z < Z }<T y(17]1 7]2))’ek>|2>] }
k=1 [j1=1 \Jj2=1
1
n [ m 2 K
< Ap_l Z E ( / Z <T( 1,51) (7]2)),6k> T‘jQ(tQ) dt2> ]
k=1 | ji=1 0 |ja=1

S AT (yBin), y232) e ) 1, (t2)
Jo=1

NE

p oD ,
dt1]
Y
dt2> dtl}

=1 </o1

Jji=1

dt2> T'j1 (tl)

S (T (y M, y232)) ) ), (t2)
Jo=1

Tj1 (t1)
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1 '
no 1/ 1 ? »? ’
< ApQAll{Z/ (/ 5 (T(yMav), y232)) ey vy, (t2)| 75, (1) dt?) dty
0 0

Jji1=1|j2=1
P v
dty | dty

Jl Jo=

1
1 rlpn m ) ) ) p P
= A {/ / S| ()i ey, (t) (T(yH0), y272)), e ) dthtl}
0 JO k=1 |j1,52=1
1
1 1 n m ' ‘ m ‘ p »
= A {/ / > <T ( S gy (b€ )y (L) 5 sz(t2)?/(27]2)> ,e’f> dt2dt1}
0 Jo k=1 ji=1 jaz1
1,1 m . P N
= A;QAl—l / / (Z (tl) lejl(tz)y(l,ﬁ) Z Tjg(t2)y(2’j2)> dtodt,
0 JO Jj1=1 Jo=1 Xein
p
1
1 1 m m q % P
< A£2A1—1 / / T ( D ri, (tl)eiﬁjl (t2)y(1,j1)7 > Ty (t2)y(2,j2)> dty dty
0 0 J1=1 Jo=1 X=[n
p
p1l
m q qp
< A 2A_ ( tl) iejl(tQ)y(le)’ Z rj2(t2)y(27j2)> dthtl
J1= 1 Jo=1 X—n
p
Portanto, obtivemos que:
1
9 2
HT(y(l’m’ y(2:92)) H
j17j2:1
1
m q q
< A 2A ! / / le tl) i0j, ( t2 1,71) Z 2,52) dtodty (I)
n=t 2=1 X=ip

para todos m € N e y#9) € Yy, tais que i =1,....,me k =1,2.
Agora, pelo Teorema da Dominacdo de Pietsch para dominados, temos que como T é q-

dominado, existe medidas de probabilidades regulares pu; € W (B E};), com k = 1,2, tais que
1

q

2
L / o ()| dunin) ()
k=1 B

By

para todo y* € Ej, onde k = 1,2.

1T (y',9)] <

Substituindo (IT) na desigualdade (I) e aplicando o Teorema de Fubini e a Desigualdade de

Khinchin, obtemos:
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P
1
m q q
< A 2A_ ( T tl) 19]1(t2)y(1,j1)’ Z 7“j2(t2)y(2’j2)> dtodty
Ji=1 Jo=1 X—n
v 1
1,1 m q q
< AT / / i, | “”1(Zrﬁ(tl)ez"n“ﬁy“’”)) (1)
0 Jo Bpy ji=1
m q 7 a
/ 902<Z7“j2(t2)y(2’j2)> dpa(p2)|  dtadty
By, jo=1
ol .
= A;2AT T 4, / / / 5 (t)en gy (y1a) | dty
By J By [Jo |i=1
1| m ) q
/0 2 7ia(t2) 2 (y@72))| dta| dpa(pa)dpm (p1)
J2= .
) 2\ ?
< AATYT / / et )y (y100)|
J1= 1
1
5 q
(By) (Zl}soz (y@’”’))!) dpia(p2)dp (1)
J2
% q
— m . 2
< A?AMIT),, ByB; / / sup (Z |<x1/,y(1’”)>|>
xlleBEl/ j1:1
sup (Z [(war, y*72))| > du2(<p2)du1(<p1)
Z’QIGBEz/ Jo=1
1
q . q a
= 4T BB T, / oL |wemmn]” | it

—2 4—1
= A2AUBIB2|T),, H H (k) ym
Logo, o teorema vale para X = [, isto
ii) Por localizagao, mostremos que T' €

quer.

Dados y*9 € Y}, tais que i = 1,...,

Hw,2

6, T € Lygs (22)(Y1, Yas ).

£fas,(2;2) (Y1,Y2; X), onde X é um espago-L,, » qual-

m e k = 1,2, localize um subespaco de dimensao
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finita F de X que contém T(y(l’i),y@’i)), onde i=1,....m e para o qual existe um isomorfismo
v: F — 3™ gal que ||v|| [[v7!| < A (existe tal subespago F, pois X ¢ um espago-Lp ).

Entao:

[NIES
N[

S T,y @) = (5 (e, )
Ji,j2=1 j1,j2=1
3
< Hle( g HUT@“JI%y@’ﬂ))HQ)
J1,j2=1

2 .
< o 1T lag 447 B33 T 0]

2 .
< o ol 1T 45247 BB T w0

2 .
<l M2 AT BB T 0|

Logo,

T € Lias,22)(Y1, Y2 X) e || T 545, 2.2) < 1T 44 AAEQAle$B§~ u

Observagao 1.8.7. Em [21] (proposicao 2.15), Matos jd provou que vale Lqq4(Y1,. Yn; X) C
Las (gq) (Y15, Yn; X), para todo g € ]0,00[, para quaisquer espagos de Banach Y1, ..., Yy, X.
Observe que o teorema 1.8.6 melhora o resultado de Matos, para o caso em que X € um subespaco

de um espago-Ly \ (para algum X > 1), com 1 <p <2 e2 < q < oo.

Observagao 1.8.8. Jd sabemos também que Lqq(Y1,...,Yn; X) C Lyas 2:1) (Y1, -, Yo; X), pois
X tem cotipo 2 (ja que X é um espaco-L, \ com 1 < p < 2) - veja teorema 1.7.3. Portanto, o

teorema 1.8.6 melhora esse resultado para os operadores dominados.
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1.9 Polindmios completamente absolutamente somantes

1.9.1 Definicoes e notagoes preliminares

Recordemos as defini¢goes de Matos em [22], aplicadas ao caso de aplicagoes definidas sobre

Fi x..x E,.

Defini¢ao 1.9.1.1. Sejam r,ri,...,m, € ]0,00[. Diz-se que T : Ey X ... X E,, — F ¢ absoluta-

mente (r;r1,...,m,) —somante no ponto (ai,...,a,) € F1 X ... X E, se

o0

(T (a1 + le, ooy A+ x?) —T(ay,..., an))j:1

el (F),
para todo (acf):; ely (By), comk=1,..,n.

Defini¢ao 1.9.1.2. Sejam r,r1,...,r € [1,00[. Diz-se que T : Ey X ... X B, — F € regular-
mente (r;r1,...,m,) —somante no ponto (ay,...,a,) € E1 X ... X E, se

e}

(T (a1+xj1-,...,an+x;-l) —T(al,...,an)) €l (F),

j=1

para todo (:c,’f)fil €ly, (Eg), comk=1,..n.

Observagao 1.9.1.3. Dizemos que T é absolutamente (r;11, ..., ) —somante sobre E1 X ... x Ey,
(respectivamente reqularmente (r;r1, ..., Ty) —somante sobre Ey X ... X E, ) se for absolutamente
(regularmente) (r;71, ..., ) —somante sobre cada ponto de Ey X ... X E,.
Observacao 1.9.1.4. Se

T(zzl,‘..,an) : By x..xFE, — F

(X1, eyxpn) +—— T(a1+x1,.,an+xp) — T (a1,...,an)
entao:

T ¢ absolutamente (1571, ...,mn) —somante em (a1, ...,a,) , se, e somente se, T(q, 4.y € ab-

solutamente (r;r1, ...,my) —somante em 0 = (0, ...,0) .
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Ja para os operadores completamente somantes, as definigoes acima sé fazem sentido na

origem:

Proposicao 1.9.1.5. Seja T' € L(En,...,En; F) er; <, para todo j =1, ...,n. Entio T ndo é
completamente absolutamente (1;71, ...,1n) —somante em (a1, ..., an) € E1 X ... x E,, com a;j # 0,

para todo j = 1,....,n, tal que T (a1, ...,ay) # 0.

Demonstracao. Facamos o cason = 2. Paran > 2, fica claro como o mesmo argumento funciona.

SejaT € L (E1,Ey; F) erj <r, para j =1,2. Escolha (a1,a2) € E; x E tal que T (a1, a2) # 0.
o0

Tomemos uma seqiiéncia (3:3) em Fs, tal que cada x? = Ajaz com ()\j);?il e€ly, Cl,

j=1
()\J)Jc.o1 #0e (x]>j L= 0.

Logo:

o0
5 |7+ a0 a) - T (o,
]1Jz=olo i
= jh%:l 1T (a1, a2 + Ajya2) — T (a1, a2)||
o0

= ]Z 1HT(G17>\J’QG2)HT

1,]2=—

o0
= >

Jj1=1

2 gl

Jo=1

HT (Cbl, ag)HT = +00.

Logo, T nao é completamente absolutamente (r;r1,72) — somante em (ay, az) . [
Todavia, as aplicacoes completamente absolutamente somantes na origem tem a seguinte

boa propriedade.

Teorema 1.9.1.6. (Matos) Se T' € Lias (riry,... ) (E15 s En F), tal que 7 < 1, para k =

1,...,n, entao T é absolutamente (r;r1,...,ry) — somante em todo ponto, ou seja
T € Las,(rir1,..rn)Er x5 Bn (E15 oy Eni F) (vide lista de notagaes).

Demonstragdo. Denovo, fagamos o cason = 2. Sejam (a1, az2) € EyxEyeT € Ly (riry o) (E1, E25 F')
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Mostremos que T' é absolutamente (r;71,72) — somante no ponto (a1, az) , isto é, vamos verificar
que T' € Lo (riry o) (a1,02) (E1, B2; F).
o0
Tome (w?) - €l (Ey), para k = 1,2, daf:
J:
r)

(Sl er (o) o7 (49)

3=

(e8]
(Z HT(a1 + x},az + x?) — T (ay,az)
j=1

3=

)

1 1 1
oo r T oo r r o r T
< (Sl ) +{ S]] ) +{ 5] (=2)]
j=1 j=1 Jj=1
1 1 1
- o) O 1oo0") - AN
< > HT(Zjlaxj'Q) + > HT(Cleazjz) ‘ + > HT(leaij) ’ < 0,
Ji,j2=1 Ji,J2=1 J1,J2=1

o0

pois T' € Ly (riry o) (E1, 25 F') , onde <z§“) = (ar,0,0,...) € [’ (Ex), parak =1,2. m
]:

A redugao para o caso linear no Teorema 1.3.3 (caso j = 1), também foi resolvida por

Pellegrino (veja [29]) usando o teorema anterior e a seguinte proposicao

Proposicao 1.9.1.7. (Pellegrino,[29]) Se L(Ex, ..., En; F) = Lo (11,50 Er x5 Bn (E15 ooy By F)

entdo L(Ej; ) = Ly (rys;) (Eji F), para todo j =1,...,n.

Definicao 1.9.1.8. SeT : E X ... x E — F € uma aplica¢do n-linear completamente absolu-

tamente (p; q) — somante (na origem 0 = (0,...,0) € E™), defina a sequinte aplicagdo:

o), . (T): 14 (B) % .. x I (B) — I, (F,N")
<<x}1>:1,,(m’?n):l> — (T(w}l,...,le))jeNn

Vamos introduzir os polinémios completamente regularmente somantes e os completamente

absolutamente somantes:
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Definicao 1.9.1.9. Dados p,q € [1,00[; ¢ < p, P € P("E;F), diz-se que P : E — F ¢é
completamente regularmente (p;q) —somante (na origem (0,...,0) € E™) se a multilinear

v
associada P : E X ... x E — F ¢é completamente regularmente (p;q) — somante (na origem).

Defini¢ao 1.9.1.10. Dados p,q € |0,00[; ¢ < p, P € P("E;F), diz-se que P : E — F ¢é
completamente absolutamente (p; q) —somante (na origem (0,...,0) € E™) se a multilinear

v
associada P : E x ... x E — F € completamente absolutamente (p;q) — somante (na origem,).

Tais aplicagoes possuem uma caracterizacao especial, a qual mostraremos no seguinte resul-

tado

Teorema 1.9.1.11. Seja P : E — F' polinomio n-homogéneo. Sao equivalentes:

(1) P é completamente absolutamente (p;q) — somante em 0 = (0, ...,0)

V

(2) Wl (P):= (/Isg,p,q <P> € polinémio n-homogéneo bem definido de Iy (E) em I, (F,N")

0,p,q

(8) existe L > 0 tal que

m
>
jlv"'vjn::l

para todos m € N e ZL';C ceFE, comj=1,...mek=1,...,n.

7 1 n
P(xj ... 2} )

P\ P n .
< Lkl_llH(wj)E»”:lH?u,q

(4) existe L > 0 tal que

oo P\ P n .
> < LT 1(=5)72: (%,
J1yeenjn=1 k=1

o0
para todo (x?) €ly(E), comk=1,..,n.
J=1

b1
P(xj .2} )

(5) \I/g;p’q (P) € um polindmio n-homogéneo bem definido continuo de ly (E) em I, (F,N").

f
\IIO,p,q

Portanto,

(P)H é tal que

98,0 (P) (2)521)

e < Whaa P (Jea ], )

Demonstragao. (1) <= (2) ébvio
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(5) = (2) 6bvio

(3) = (4) Por passagem ao limite em m.

(4) = (3) 6bvio

(4) <= (5) 6bvio

(1) = (5) \Il{;pg (P) é um polindmio n-homogéneo bem definido de Iy (E) em [, (F,N")

(por (1)), isto é, \Pg,nq (P) € P ("% (E);l, (F,N")). Para mostrar a continuidade de \I/g’pﬂ (P),

basta mostrar que:

v Y
Vopg (P) = CI’(];pﬂ <P> : Y (F) x..xI¥(E) — 1, (F,N") ¢ continuo.
<a;1» )OO (:c" )OO — 1% (acl- ey T )
J1 j1:1’ P\ Tn jn=1 J17 7 n jenm

Para isso, usaremos o Teorema do Grafico Fechado para aplicagoes n-lineares

™ Sejam E e F espagos de Banach e '€ L ("E; F). Se G (T) é fechado em E™ x F, entao T

é continuo_

v
Mostremos entao que G (@g’pg <P>> é fechado em [¢f (E) x...xI¢ (E)x1, (F,N"). Considere:

0 o= ((ed) o (a1) ) == () o (o))

(11) @g,pg <P) (zr) = ( <x]]%’j17 --'axz,jn)> —° Y= (yj17~~7jn)jeNn € l, (F,N")
\ jeNn
v

v
P
f > = F
Devemos mostrar que @Opq P (%1) y s (l‘?) )= y, isto ¢é, P (x}l,vw?) =
iy 2 . J: n

Yij1,....jin» Para todo j € N™.

Como por (I), <<az}w):1 s (x’,z]):l> Foo = ((ZL‘Jl):; yeees (35?):11) em [y (E) x

. x I (E), entdo a convergéncia vale em cada componente:
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(x}w-)i k—g0 (:c})oi em lg (E)

P koo o0

n mn u

(az,w-)j:1 — <x]) _eml; (E)

e em particular

xl . — ., para todo j
k.j i P J

, J& que convergéncia [; implica convergéncia em cada compo-

n n -
| Tk, — @), para todo j

nente. Logo:

v
1 n 1 n . n 4 g 5
(:1:,67]-1,...,:10,67]-”) — (le,...,:cjn>, para todo 5 € N” e como P é continuo, entdao temos

v v v
P(a:,lwl, ...,x};jn) — P (lei’ ,a:;ln> , para todo j € N™. Agora, por (II), P (ac,lw.l, ...,x;;jn) —

Yijr,....jin» Para todo j € N™.

v
Portanto, P (1:]1-1, e x;‘n) = Yj1,....jn» Para todo j € N", o que queriamos demonstrar. m

1.9.2 Resultados de Composicao

Proposigao 1.9.2.1. Sejam T : Ey x ... X E, — F aplicagdo absolutamente (r;ry,...,my) —
somante sobre £y X ... X E, e R: F x ... x F — G aplica¢ao regularmente (s;r)— somante
sobre F™. Entao Ro AoT é absolutamente (s;11,...,m,) — somante sobre Ey X ... X Ey,, onde A

¢ a aplicagdo diagonal de F' em F™ dada por A(zx) = (z, ..., x).

[e.9]

€0 (By), talque k=1,...,n.

Demonstragdo. Sejam (ay, ...,ap) € E1 X ... X Ey, (x]?)l

2

Como T é absolutamente (7;71,...,7,) — somante sobre Fy X ... X E,, entao

(T <a1 FEfy e G + x?) — T (a, ...,an)> = (2j);2 €l (F).

JjeN

Sendo R regularmente (s;7) — somante sobre F™, temos que

(R(T (a1,...,an) + zj, ..., T (a1, ...,an) + 2j) — R(T (a1, ..., an) , ..., T (a1, ey @) 50
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= (R (T (a1 + m}, voy Gy F acy) R & (a1 + x}, veey Gy 33;1)) —R(T (a1,...,an),....,T (a1, ..., an)));il

= (RvoT(al —|—x]1.,...,an—|—x?> —RvoT(al,...,an))il €ls (G).

Logo, Ro A oT é absolutamente (s;71,...,7,) — somante sobre Ej X ... x E,. =

Proposicao 1.9.2.2. Sejam T : E1 X ... x E, — F aplicagdo completamente absolutamente
(r;71,.oeymn) — somante e R: F x ... x F — G aplicagdo reqularmente (s;r) — somante. Entao

RoAoT é completamente absolutamente (s;r1, ...,1,) — somante, onde A é a aplica¢ao diagonal

de F em F" dada por A(zx) = (z,...,x).

Demonstragdo. Sejam (xf)?il €ly (Eg), com k=1,...n.

Como T é completamente absolutamente (r;r1,...,7,) — somante, entao
(T <mjl»1, ey mgn)) - € l, (F,N") e considerando a bijecao N «—— N" temos que
je mn
i (J1, s Jn)
1 n — ) o0
(T (:Ujl, "":Uj”)>jeNn = (21);2q €1, (F).
E como R é regularmente (s;7) — somante, temos que

(R (T (x]ll,,a:?n> ,...,T(a:jl-l,...,x;?n)>)j6Nn = (RvoT(a:}l,...,x?n))jeNn € ls(G) e

novamente considerando a bijecao acima temos (R oAoT (arjl-l, s x;b )) N €ls (G,N").
n jENn

Logo, Ro A oT é completamente absolutamente (s;ri,...,7,) — somante. ®

Proposigao 1.9.2.3. Sejam Ty, : E, — Fy, aplicagées absolutamente (ry, si) — somantes, com
Ek=1,...neT = (T1,...T,) : By X .. X B, — Fy X .. x F,. Seja R: F; X ... x F,, — G
aplica¢ao completamente regularmente (s;71,...,1,) — somante. Entdo RoT €é completamente

absolutamente (s; s1, ..., $p) — somante.

Demonstragdo. Sejam (azf)zl €lg (Eg), com k=1,...n.
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o0 o0
Como T}, é absolutamente (rg, sx) — somante, entao (Tk (xf)) = (wf) ) € ly, (Fr),
j= j=
para todo k = 1,...,n. E sendo R completamente regularmente (s;r1,...,7r,) — somante, temos
que

(A (wh o) o= (RT3 () T (53,))) Ly = (BT (ahot)) €

I, (G,N"). m

1.10 O tipo de holomorfia completamente (p; ¢)— somante

Vamos usar as notacoes
v
1) Pfas,(p;q) (nE; F) = {P ePpP (nE; F) , tal que P € ‘Cfas,(p;q) (nE; F)}
2) Se P € Py (pq) ("E; F), denotaremos por

1Pl 44 s,(pg) = © Infimo do conjunto formado pelas constantes C' tais que

1
0 v p P n
k
> P(w}N---vw?n)H el § [[E
J1seeesjn=1 k=1

para todo (m’?yol ely(E),comk=1,..,n.
]:

J q
) v
(Isto & [Pl fas,(pg) = P‘ )
fas,(p:q)
Ou equivalentemente:
1
< § Ig(x}l,,x?n) P) !
||P‘|fas7(p-q) — sup F1seees ]nil
(:c?);';lelqw(E), kl;ll\\(xﬁ)i‘;lllﬁ,q
k=1,...,n

Isto define uma norma (p-norma, se p < 1) em Pyag (pig) ("E5 F) -

Esta notagao é motivada pelo Teorema 1.9.1.11.

Proposicao 1.10.1. (Pfas,(p;q) ("E; F) )> é um espaco de Banach.

’ H'Hfa&(p;q

Demonstra¢do. Temos que Pyag (p:g) ("E; F) é isométrico a Ly (piq) ("E; F) (| Ls ("E; F'), onde
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Ly ("E; F) denota o subespago vetorial das aplicagoes n-lineares simétricas. Além disso,
Efas,(p;q) (TLE; F) m ['s (nE§ F)

é um subespaco fechado de Ly (pq) ("E; F'), que é completo. m

Agora, consideremos a seguinte defini¢ao devido a L. Nachbin (vide [26]).

Defini¢ao 1.10.2. (Nachbin) Um tipo de holomorfia 0 de E em F é uma seqiiéncia de espagos
de Banach Py ("E; F),n=0,1,... onde a norma de cada espaco serd denotada por ||.||, tal que
se verificam as sequintes condi¢oes:

(i) Cada Py ("E; F) é um subespago vetorial de P ("E; F);

(i) Py ("E; F) = F;

(iii) Eziste o > 1 tal que dados k,n € Ng, k <n, P € Py ("E; F) e x € E, teremos

Ak
d P(z) € Py (*E; F)

e
1 nF n n—k
ud P@)|| <|ol" [Pl
\ 0
o0
Proposigao 1.10.3. A seqiéncia <Pfas,(p;q) ("E; F) -l fas (p.q)> . ¢ um tipo de holomorfia
b ) n—=
de E em F, onde p,q € [1,00[, tal que g < p.
oo
Demonstracdo. Temos que (Pfa&(p;q) ("E; F), H.Hfas (p_q)> . é uma seqiiéncia de espacos de
b b n—=

Banach tal que:
(1) Pras,(psq) ("E; F) é um s.e.v. de P ("E; F)
(ii) Pras,p:q) (OE; F) =P (OE; F) = F aplicacoes constantes de F em F.
(iii) existe 0 > 1 tal que dados k € N, n € N, com k <n,a € E e P € Py (pg) ("E; F)

temos
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/\k
d P (a) € Ppas ) ("B F)

e

—k
S Jn ||P||fa5,(p7q) ||a||n

\ fas,(p;q)

Ak

43

Para mostrar que d P (a) € Pras (piq) (kE; F) , basta mostrar que d*P (a) € L tas,(piq) (kE; F).

De fato:

Sejam k € N,n € N talquek <n,a € Ee P € Py (pq

v
) ("E; F),entao P € L tas,(piq) ("E; F).

nk n
d i’!(a) (.ZU) _ Pa” k..k
k
Como P € P ("E; F), temos que ou
k n \
%!(a) (X1, ..., k) = Pa™ kg . ap (A)
k

Dai, por (A) e considerando (J:

J
1
) k p\? 00
S || ER@ (gl gk = )
) ) k! J1 gk . -
]17"'7]]{::1 .]17"'7.]]{::1
1
n 1 f AN
- oy @y Ly e n)
]17 -J
k
1
n A P\ p
_ 1
= o P(:cjl, N ...,a)
k’ 1y Jk=
n o0 V; p
_ 1 k k+1 n
= < Z P<a;j1, R ,xl) )
SJk=1
k
n
= 1 k w’?"—l n
j j ]1"“’ I Ik4+17 " T n
k Lseees,

o0
) = (a,0,0,...), para todo k + 1 < < n obtemos
J:

1
P\ p

Vv
n—k,.1 k
Pa Ty .. Tj,

B

=



44

Aplicagoes multilineares absolutamente somantes e completamente absolutamente somantes

n o %) 0 o)
< 1Pl oo || (1) . ’ € (1) . ‘ (a7

. fas,(p;q) 1) = wa 1) j=1 oy T =1 g i) =1 v

n o) [e’e}

—k

ol I LT i [ I (€

k JZl w,q ]_1 w,q
Portanto:

1
- ” 1 P
> Hd P (a) (xjﬂ'”’xjk)H
Ji,enJk=1
n e’} 0
—k
< k! ||P||fas,(p;q) ||a’”n (le) . ‘ (l’?) .
k, ]:1 w,q ]_1 w,q
o que mostra que d*P (a) € L s (piq) (*E; F) , para todo k € N.
Ak
d P (a) € Ppas pg) (FE; F), para todo k € N
e
Logo:
1 /\k n n—=k n—=k
Fd P (a) < ”PHfas,(p;q) ”CLH <2n ||P||fas,(p;q) ||CLH
fas,(p;q) k

Assim, basta tomar o = 2. n

A teoria de polinémios completamente absolutamente somantes foi um pouco mais explorada

em [29], com o objetivo de estudar aplica¢oes holomorfas completamente somantes.



Capitulo 2

Aplicacoes multilineares

completamente quase somantes

Neste capitulo, iniciamos o estudo das aplicagcoes multilineares completamente quase somantes,
baseado no trabalho de Botelho, feito em [5] e [6], onde foi introduzido a teoria das aplicagoes
multilineares quase somantes. Veremos que o unico operador n-linear continuo completamente
quase (p;qi, ..., qn)-somante tal que q; > 2, para algum j, € o operador nulo. Daremos al-
guns exemplos e resultados desses operadores, entre eles, um teorema envolvendo as aplicagoes
multilineares dominadas, teoremas de composicao (propriedade ideal), assim como uma rela¢ao
entre os operadores completamente quase somantes e os operadores n-lineares (n > 1) quase
somantes. Consequimos ainda uma extensdo de um resultado de S.Kwapien para multilineares

(veja [10]-teorema 2.21), na qual generaliza o teorema 1.6.3.

45
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2.1 Definicoes e notacoes preliminares

Primeiramente, relembremos o caso linear dos operadores quase somantes (veja [10]-capitulo 12).

Definigao 2.1.1. Um operador linear U € L(E;F) é quase somante, (almost summing, em
inglés) se existe uma constante C' > 0 tal que

1
2 2

1
/0 S U dt | < Ol (1)

j=1
para todo m € N e 1, ..., xm € E, onde (rj)72, sao as funcoes de Rademacher (veja
[10]-capitulo 1).
O menor C' que satisfaz (1) é denotado por ||U||ar,s-
O espago vetorial de todas aplicacoes lineares quase somantes de EE em F é denotado por
Las(E; F). E facil ver que ||.|

torna Lo s(E; F) um espaco de Banach.

al,s

Botelho introduziu o seguinte conceito de aplicagdes multilineares quase somantes (veja [6])

Definigao 2.1.2. Dados nimeros positivos pi, ..., pn, uma aplica¢ao n-linear A € L(E1, ..., Ey; F)

¢ dita quase (pi, ..., pn)-somante se existe uma constante C > 0 tal que

2

2
1] m n
1 k

LI rioae )| ) <T@

0 ||5Z _

]_1 k=1

para todos m € N e :céC € Fp, tatsque j=1,...mek=1,...,n.

O menor C' que satisfaz (2) € denotado por || Allaisp.,....pn-

O espago vetorial de todas aplicagoes multilineares quase (p1, ..., pn)—somantes de

By x ... X By em F € denotado por Ly (p,....pp) (E1, -y Eni F). Temos ainda que ||.||ats,pr....pn

torna Las (p....pn) (E1; s En; F) um espago de Banach.



Defini¢oes e notagoes preliminares 47

Em particular, se pi = ... = p, = p escrevemos Lys p(En, ..., En; F).

Agora, com a mesma idéia, M. Matos nos sugeriu a seguinte definicao e o estudo dessa classe

de aplicacoes

Definicao 2.1.8. Sejam p,p1, ..., pn, numeros positivos. Uma aplicacao T € L(Ex,...,Ey; F) é

dita completamente quase (p;pi, ..., pn)—somante se existe C > 0 tal que

p

1 1 m a n
/0/0 > t)er, ()T (), 2} )| dbyedt, | < COTT @) o, (3)
k=1

jlv--vjnzl

para todo m € N e .CE? cEby, talquej=1,...mek=1,..,n.

O menor C' que satisfaz (3) € denotado por || T || fais,(pipy,....pn)-

O espago vetorial das aplicagoes de L(E1, ..., Ey; F') que sao completamente quase (p; p1, ..., Pn)-

somantes € denotado por Lyqs By, Ens ). O espaco Laps (pipr,...pn) (E15 oy Eni F)

7(p;p1,~-,pn)(

munido com a norma ||.|| fas,p ¢ um espaco de Banach.

iD1yePn)

Em particular:

o sep=pi=..=pp escrevemos Liqsp(E1, ... En; F) e ||T|| taisp
o sep=pi=..=py =2 escrevemos Lsqs(E1, ..., En; F) e ||T| fais
e sepp = ..=p, = q escrevemos Lqs (pq) (E1, - Ens F) € | T fais,(piq)-

E claro que para verificar que T' satisfaz (3) é necessario e suficiente verificar que vale a

desigualdade seguinte
P ’

1 1 m
/ / Z le(tl)...Tjn(tn)T(.’L'Jl-l,...,.’L';Ln) dtl...dtn S C
0 0

jl’“-»jn:l

para ||(:U;“);”:1||wpk <1l,comk=1,..n.
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2.2 Exemplos e resultados

Veremos pelo proximo resultado que o 1inico operador n-linear continuo completamente quase

(p;q1, ..., qn) — somante com algum g; > 2 é o operador nulo.

Proposicao 2.2.1. Se T € Ly (pigr,....qn) (E15 o, Enj F), para algum q; > 2 entdo T' = 0.

L., 2" tais

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade podemos supor ¢; > 2. Se T' # 0, sejam x
que T(x',...,2") # 0. Vamos escolher xé = )\é-acl, coml=1,...nejeN tais que ()\é)]o‘;l € lg,

paral =2 ...,ne ()\]1);“;1 €lg \lo.

Sabemos que

1
1 1 o0 b »
// > (), ()T (), 2f)|| dtydty
0 O lj1dn=1
n
l
< HTHfals,(p;q1,...7qn)' H “(xj);.o:1|’w7Ql
=1
n
l
= 1T fats,(pigrge) LTI 30 gl -l < 00
=1
O lado esquerdo ¢ igual a
Y v z
|7 (..., 2™ /O/O > (), (BN, AT dty.diy,

Iy n=1

1
n 1| o p P
It [T | [ || an| | =@
=1 |70 |j=1
Agora, pela Desigualdade de Khintchine temos
n
@) = 1T (", s ) TIN5l A = +o0,

=1

pois ||()\]1)J°°;1||2 = +00. Contradigao! m
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Em vista disso, s6 faz sentido considerar o caso do espaco L s (piqy,...qn) (E1s s Enj F), com

¢; < 2, para todo j = 1,...,n, qualquer que seja p €]0, co].

Observagao 2.2.2. Relembre que L(E;K) = L5 (p:2)(E;K), para todo 0 < p < oo (em partic-
ular para p=2).
De fato: seja ¢ € L(E;K) = E', dai pela Desigualdade de Khintchine, jd que (¢(z5))TL, € lo

e 0 < p < oo obtemos

N|=

1
p P

1| m =
[ onweten| @) <5y (Dot
0 j=1 J=1

m 2

2
< Bp-\ltpllqlsup |W ()]
1

€Bp \ =
= By-[lellll(z;) i llw2
Portanto, ¢ € L (ps2)(£;K), para todo 0 <p < oo e ||<,0||als7(p72) < Bp.|l¢ll.

Veremos que o Teorema da Reducao na ordem da linearidade vale também para as aplicagoes

completamente quase somantes.

Proposicao 2.2.3. Se L5 (pipy,...pn) (B15 s En; F) = L(E1, ..., Ep; F) entdo

By ooy By  F) = L (B, ..., B3 F)

Efals7<p;pk1,---7pkj> (

sempre que 1 < j < n, onde para j =1 temos k1 € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

com k; < k; sel <1i<j.
Mostremos esta proposicao para o caso bilinear. Os outros casos sao analogos.
Proposicao 2.2.4. Se Ly (pipy po) (E1, B2; F) = L (B, Eo; F') entao

Eals,(p;pl) (El; F) =L (El; F) € Eal.s.,(p;pg) (E% F) =L (EQ; F) .
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Demonstragio. Tome T € L (E1; F) . Mostremos que T' € L (pipy) (E1; F) -

Seja ¢ € E' e a € E tal que ¢ (a) = 1. Defina
R: E1><E2 — F

(z,y) — R(z,y) =T(x)p(y)

Como R € L (Ex, Ez; F), ent@o por hipétese R € Lo (pipy po) (F1, E2; F) e fazendo y1 = a,

Y2 = y3 = ... = 0, obtemos
1| m p %
( | |Snore)) dt)
0 |lj=1
m PN\
/ er R(xj,a)|| dt
7=1
m
/ > ri(t)R(zj, yx) dt
7,k=1
1 m p E
= / / Z rj(t)R(xj,yk) dtdg
0 Jo ||jk=1
% 1 m p 1 1 m P %
= / / > ri(t)ry (0) R(zj, yr) dtdg—l—/ / > ri(t)r (0) R(xj,yk)|| dtdg
k=1 3 J0 ||jk=1
. N
> ri(t)rg (0) R(xj, yk) dtdg)
jik=1
< ||Rufals,<p;pl,m) [ 78 Y

1) T
Logo, T' € Ly (pipy) (E1; F).

Analogamente, obtemos Lo (pipy) (F2; ) = L (E2; F) m
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Com o mesmo raciocinio, para n=3 temos

Proposicao 2.2.5. Se Lus (pipy pops) (E1, B2, B35 F') = L (Ex, B2, E3; F) entdo

‘Cfals,(p;pl,pg) (Ela Ey; F) =L (Ela Es; F) 7‘Cfals,(p;p1,p3) (El’ Es; F) =L (Ela E3; F) e
[’falsﬂ(p;pz,pa*) (B2, E3; F) = L (Eo, E3; F)

'Cfals,(p;pl) (ElvF) = ['(ElvF) v[’fals,(p;pg) (EQ; F) =L (EQaF) €

Efalsy(p;ps) (E3; F) = L(E3; F)
E assim por diante.

Conseguimos provar alguns resultados de coincidéncia, como por exemplo, a seguinte proposicao.

Veja também Corolario 2.2.9.

Proposicao 2.2.6. Sejam Ei, ..., E, e F espacos de Banach.
Temos que L(E1, ..., En; F) =Lyars p1)(E1, oy Ens F), para todo 0 < p < oo, isto €, toda

aplicagao n-linear continua é completamente quase (p;1)-somante.

Demonstragao. Seja T € L(Eq,..., E,;F), dai:

P v
dtl...dtn>

1 1
</ / T (tl)...’l"jn(tn)T(ib}l,...,:E?n)
0 0 j17~-~7jn:1
m P v
rjl(tl) Tjses > rjn(tn)x;?n dty...dt,
]1 1 jnzl

1 1| m m p %
< |7 / / Yo (t)x DY rjn(tn)x?n dty...dt,
0 0 |l71=1 Jn=1
m PN\
= |7 </ Z ), dt1 ( > T (tn)ah, dtn>
1=1 ]n*l
m m p %
< T ( sup || > ri(t)z sup || >_ 7, (tn)a],
t1€[0,1] ||j1=1 tn€[0,1] || jn=1 B,
m
=TI sup |3 7 (h) <z/,xl e 5 v (tn) (at, 3
t1€[0,1] J1=1 Jn=1
Z‘/EBEI, m/EBEn,

()

=|T|| sup > <:U/,le-l>’... sup Z

zI€BR,j1=1 2I€EBE,,jn=1
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=Tl H [[Cpyimy e
para todos m € N e :pf € Ey, tais que j=1,....m e k=1,....,n

Logo, T' € Lyas (p1)(E1, ., En; F), para todos 0 <p < o0 e [T 545 o) < 1T . ™

Teorema 2.2.7. Sejam F1,...,E, e F espacos de Banach.

Ser,ri,...,ry €10,00], com % = % + .+ % entao
‘Cd,(m,...,'rn)(Ela U /. F) C ‘Cfals,(r;2) (El, v B F)

isto €, toda aplicag¢do n-linear absolutamente (r;r1,...,1) — somante com % =14 . +1

¢é completamente quase (r;2)-somante.

Demonstragdo. Sejam T' € Lg vy (E1, . Eny F) € xf € Fy,comj=1,...mek=1,...,n
tais que ||(x ) " 1llw2 < 1. Usando o Teorema da Dominagao de Pietsch para multilineares, o

Teorema de Fubini e a Desigualdade de Khintchine obtemos:

1 1 r :
/ / dt ..t
0 0

" !
= ( < T (tl) Ty E Tin (tn)l‘?n> dtl...dtn>
Jji=1 j

Jn=1

7 (t1)...15, (tn)T(:L"]ll, . :U;”n)
jl:--~7,jn:1

3=

1 1 n m Tk Tk
SR T ( 5 rjkm)x;z) dunlon) | dtr.d,
0 0 k=1 BE% Jr=1
1
. e Ly ;
T { [ [ TL| ] k<2m<tk>x]k> duslon) | dird, g =®
0 k=1 |/ By =1
Como % = % + ...+ -, temos 1 = —|— .+ ;. Designemos por
Tk -

Cr(tr) = Z dp (k)

Pela Desigualdade de Holder temos
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/1

1n

[1 Ci(tr)dt,...dt,
0 k=1

[ ]
AL (M o)

Substituindo esta desigualdade em () obtemos

xr
Tk Tk

dpg(pg)dty...dt,

1
(T Lyeesn) / / / Tgl(tl)wl(x}l) dp1(p1)---
E’ J1=1
BE’ Jn=1
1
=T ||d(r1 ) / / [/ le(tl)gpl(a:]ll) dty...
J1=1
1
1| m v
/0 ,erjn( n)en(2},) dtn] dun(son)u-dm(cm)}
In=
I n
SN LS L A B I o
BEi BE@’@ xllEBEi Ji=1
19 7Tn %
m 2\ 2
sup (Z <x;,x;-;>\> Apin () pis (1)
I;,LGBE’/H Jn=1
1 .
Tl gy (BR) T e (B / o b
By k=1
s L
= ”T||d7(1”1,...,rn) (B71’1) " (B;ln) " kl;[ H( )J 1”1”2
1 T
= ”T”d,(m,---,rn) (B"%l) " (B:bn) "

Logo, Te 'Cfals,('r;Q)(Ela aEnaF) e ||T”fals,(r;2) < ||T||d,(r17..,,rn

Proposicao 2.2.8. Seja 1 < p < 2. Se F tem tipo p, entdo

,qn)(Ela ceny En; F

ﬁfas,(p;Q17~-~

) C Efal&(p;qh-.-,qn)(El’ s

(B

E,; F).

Demonstragdo. Faremos para o caso bilinear. Os outros casos sao andlogos.

(

1

et)f)

Bn

Tn

1

dun(gpn)"'dul (901>

'n

)

S =



54 Aplicagoes multilineares completamente quase somantes

Dados T' € Lqs (pig1,q0) (E1, E2; F) @ xf € Ex,com j=1,...mek=1,2, temos que:

1Ll m P ’
/ / > it ()T (2], 23,)|| diidts
0 JO ||j1,J2=1
1 1 2 % %
m m
<\ [ E ) S| dn ) de
0 0 ||nn=1 Jo=1

=

_ o
1 m m P\ pP P
<10 | [ 8] S rarl )| ) de
0 \Jji=1||je=1

i m 1 m p p
=mm.z/ S ra(t) Tl 22)| dts

71=1J0 Jo=1

[ 2 2

1
m m P %p P

ST | X | % |7, a2

< Tp(F P 1T s rgr ) 1@t s 120 g

onde T),(F') é a constante tipo p de F.

Logo, T' € Efals,(p;qhqz)(ElvE??F) € HTHfals,(p;ql,qz) < TP(F)2 ”THfa&(p;quz)' "

Corolario 2.2.9. Sejam Ej um espaco-Loo para j = 1,...,n e F' um espago com tipo e cotipo 2.
Entao, todo operador n-linear continuo T : E1 X ... x E, — F € completamente quase 2-somante,
isto €

L(E1, ... En; F) = Lias,22) (B, -, Bns F)
Demonstracao. Basta usar a proposicao anterior e a seguinte igualdade
LB, s En; F) = Liag (2,2)(E1y oy By F),

para tais espagos (veja [2]). ®
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Proposicao 2.2.10. Seja p > 2. Se F' tem cotipo p, entdo

‘Cfals,(p;ql,...,qn)(Elv o En; F) C Efasv(z?;qhm,qn)(El’ Y En; F)

Demonstracao. Também faremos a prova para o caso bilinear.

Dados T' € L Ei,Ey F) e xf € E,comj=1,...mek=1,2, temos que:

7(p;q17qz)(

Z HT(:C]ll’x??.)‘
jlaj2:1
_ p L
1 2 2| P
<Cy(F). | 3 / S iy ()T () 02| dts
Jj1=1 0 ||je=1
- ! . 1 2 ! %
< Cp(F). | X2 erz(tQ)T(lev%) dts
[J1=1J0 ||j2=1
> \% ¥
2 ! oz 2 1 .2
< Cy(F) / / S5 (1) 35 iy ()Tt a2)|| dty | dts
0 0 ||J1=1 j2=1

1 1 p v
< Cp(F)? (/ / dtldt2>
0 Jo

< Co(FV T fatspigr.ae) (@) Ter g (@) oo g

m
i %:lrjl (t1 )sz (tQ)T(fvjl‘l ) xi )

onde Cp,(F') é a constante cotipo p de F.
Portanto, T' € L pas (pigr,g0) (E15 B2 F) € | T| 45, (pig1.00) < Cp(F)? 1T fats, (igr a2y ™
Observe que uma consequéncia direta do Teorema 2.2.7 e Proposi¢ao 2.2.10 nos leva ao

seguinte resultado, que é uma generalizagao do Teorema 1.8.6

Teorema 2.2.11. Sejam F1,...,E, e F espacos de Banach.

Se q,q1,...,qn €10,00], com % = q% + ot q% e F' tem cotipo q > 2 entdo

‘Cd,(ql ..... qn)(Elv ceey En; F) C Efas,(q;?) (El, v En; F)
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isto é, toda aplicagao n-linear absolutamente (q;qi, ...,qn) — somante com % =Ll +1

é completamente (q;2)-somante.

Este resultado também foi obtido de uma outra maneira, por Pérez-Garcia e Villanueva em

[30], Teorema 3.10.

2.3 Teoremas de Composigao

A seguir, investigamos a propriedade de composicao entre operadores completamente quase

somantes. Trivialmente obtemos os seguintes resultados

Proposicao 2.3.1. (Propriedade Ideal) Se R : F — G ¢é operador linear limitado e T €

‘Cfals,(p;pl,...,pn)(Eh N F) entao RT € Efals,(p;pl,...,pn)(Ela e By G)

Demonstragdo. Observe que:

( [
:< [
< IR (//

< HRH ”THfals,(p;p1,...,pn)k1:[1H(‘r?);nzluw,pk

P v
dtl...dtn>

P v
dtl...dtn>

P v
dtq ...dtn>

m
. ZJ :1rj1 (t1)...5, (tn)RT(az;l, e Ty )

Jise-sjn=1

R< i rjl(tl)...rjn(tn)T(a:jl-l,...,x?n)>

m
D> 1rj1 (t1)...5, (tn)T(:z:}l, e )
JLsen=
n

Logo
RT € ‘Cfals,(p;pl,...,pn)(Ela ceey En; G) e

HRT”fals,(p;m,m,pn) < |R] HT||fals,(p;p1,m,pn) u

Teorema 2.3.2. Se T' = (11,...,T,) tal que Ty, € L(Ey; Fy), para todo k = 1,...,n. e R €

L tals,(pipr,eipn) F1s s Fny G) entdo RT € Liais (pipy,....pn) (E1s o By G)
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m
Demonstragdo. Sejam (acf) ) € ly (Bx), tal que k = 1,...,n. Como T}, € L (Ey; F), entdo
j:

m
(7 («5)) _, € I (B @ (T (5) o < Tl 1)t s, Togos

1 1 m p P
/ / Z 71 (tl)...rjn(tn)RT(x}l, ,x? ) dtl...dtn
0 Jo |[jr,in=1 !
1 1 m p P
= ; ; 1 n
= /o /0 jh“%:n:lr]l(tl)...r]n(tn)R(Tl (acﬁ) yees Iy (l'jn)) dty...dt,

IN

n

1B oty TLICT (257
n

< B fats, ipr,. o) kHI T3l 1) 7 o
n n N

= ||R”fals,(p;p1,...,pn) IT Il T1 |’($j)T:1“w,Pk
k=1 k=1

Portanto,

RT € ‘Cfals,( El,...,En;G) e

DiPLseesPn) (

n
HRT”fals,(p;ph---,pn) < ||R’|fal57(p§p17---7pn)kH1 [T

2.4 Generalizacao de um resultado de S.Kwapien

Finalizamos este capitulo com uma generalizacao do Teorema 1.6.3, que é uma extensao de um
resultado de S.Kwapien (Teorema 1.6.1).
Relembrando da Definicao 1.6.2 e com o mesmo raciocinio do Teorema 1.6.3, obtemos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Sejam F1,..., Ex espacos de Banach e H espago de Hilbert.
SeT € L(E,..., En;H) € tal que seu adjunto T* é quase somante, entao T' € absolutamente

1-somante e | T||,, < A7 || T

al,s *

Demonstragao. Considerando primeiro o caso de um operador T': By X ... X Exy — [§ (n € N),

ja vimos que
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3

N 1 n
|70,z < A7 T @O [ | ST @
i=1 w,l Jo |lk=1

para todo (") € E;, talque 1 <i < Nel<j<m.

<.
Il
—-

Agora, como T* é quase somante, entao:

1 2 2
< / dt) < T s
0

Dai, da mesma forma que o teorema 1.6.3 temos por (I) e (II):

n

>ore(t) T e
k=1

[(er)iztllyp = 1T"las (D)

s

N
[T, 2@ | < AT TT |07 |

1 ,1

J
para todo z(") € F;, talque 1 <i< N e 1 <j<m. m

Observe que o teorema anterior generaliza o teorema 1.6.3, j4 que todo operador p-somante

u: X — Y é quase somante, onde 1 < p < oo e X,Y sdo espagos de Banach (ver [10]-capitulo

12).

Observagao 2.4.2. Também ndo vale o andlogo do teorema 2.4.1 para operadores completa-
mente absolutamente somantes. Da mesma maneira que antes, basta tomar H = K, N=2,

Ei\=Ey=cy e T € L(co,co;K) tal que T ¢ Ly5(co, co; K). E claro que T* : K —L(co, co; K) €
p—T*p=¢T

quase somante.



Capitulo 3

Aplicacoes multilineares

completamente fracamente somantes

Introduzimos aqui a classe das aplicacées n-lineares completamente fracamente somantes entre
espacos de Banach. Tal classe contém a classe das aplicacoes n-lineares completamente so-
mantes e coincide com essa quando o espaco de chegada tem dimensdo finita. Demonstramos o
Teorema 3.2.5 que permite provar a coincidéncia do espaco das aplicacoes n-lineares completa-
mente fracamente somantes com o espago de todas as aplicagdes n-lineares continuas para certos

espacos de Banach de chegada e de partida. Tal Teorema serd util no proximo capitulo.

3.1 Definicoes e notacoes preliminares

C.A.Soares introduziu em [34] o espago das aplica¢oes multilineares (q; p1, ..., pn)— fracamente

somantes.

59
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Definigao 3.1.1. Sejam Ei, ..., E,, F espacos de Banach e q,p1,...,pn, € ]0,00] tais que L <

=)

Dizemos que A € L(E,...,En; F) € (¢;p1,...,Pn) —fracamente somante, se existe C > 0 tal

que

(A (s 2?)) i g < CNED LN, - M@y, @)

para todo m € N e x) € Ej tal que j =1,...,n.

Notagao 3.1.2. Denotaremos por Ly, (4 Ep, ..., E,; F) o espago vetorial formado por to-

iD1yePn) (

das aplicagoes A € L (En, ..., En; F) que sao (q; p1, ---, Pn) —fracamente somantes e ||A|]w7(q;p17_”,pn)

o menor de todos C satisfazendo (1). Isto define uma norma, se ¢ > 1 (g-norma, se q € ]0,1[),

em L Eq,....,Ey; F) que o torna um espag¢o completo.

ws,(q;P1,--,Pn) (

Sepr=..=p,=peAc L(E,.., E,; F)satisfaz (1), dizemos que A é (¢; p) —fracamente
somante e neste caso escrevemos A € Ly g:p) (E1, .0, Enj F) e HAHw’(q;p). Se ainda p = ¢,
denotamos por Lysp (E1, ..., En; F) e por ultimo, se p = ¢ = 1, escrevemos Ly (E1, ..., En; F).

Se =+ = p%—l—...—{—i, entao A € Ly (4 Eq, ..., Ey; F) sera dita fracamente (p1, ..., pp)

1
q 1) (

dominada.

Notagao 3.1.3. A € L4

prepn) (B Eni B) € [ Allya iy, p)

Analogamente, se p1 = ... = p, = p, entao dizemos que A é fracamente p-dominada.
Notagao 3.1.4. A€ Lyqp (E1,....En F) e ||A]

wd,p

E é natural, em vista do trabalho que temos feito, introduzir a seguinte definicao
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Definicao 3.1.5. Sejam FE, ..., E,, F' espagos de Banach e q,p1, ..., pn € ]0,00] tais que px < gq,
para todo k.
Dizemos que A € L (En, ..., Ey; F) é completamente (¢;p1, ..., pn) —fracamente somante,

se existe C' > 0 tal que

Azl .. a7
H< TivTin) ) jenm,

< Ol @i)ially p, - @)L

w?q

w.m (2)

para todom e N e, .. x), € Ej, tal que j =1,...,n.

Notagao 3.1.6. Vamos denotar por Ly, 4 Ey,...,E,; F), o espago vetorial formado

iDLyesPn) (

por estas aplicagoes e ||Alls, inf {C, tal que satisfaz (2)}. Isto define uma norma,

Ploebn)

se ¢ > 1 (g-norma, se q¢ € 10,1[), em Ly (gpr,...pn) (E1s - En; F) que o torna um espaco
completo.
Sepi = .. =p, =peAc€ L(FE,.., E,;F) satisfaz (2), dizemos que A é completa-

mente (¢;p) —fracamente somante e neste caso A € Ly (gip) (E1, -y Ens F) € [|A]l 44 4p) -
E como anteriormente, se p = ¢ denotamos por Lyysp (E1, ..., Ep; F) e se p = g = 1 escrevemos
Liws (B, ..., Ep; F).

Se % = =+ ..+ pin, entao A € Ly (g Ep,...,E,; F) sera dita completamente

iDLyePn) (

fracamente (pi,...,p,) dominada.
Notagao 3.1.7. A € Lyyd (py,..pn) By En; F) € HAwad,(pl,...,pn)

Analogamente, se p; = ... = p, = p, entao dizemos que A é completamente fracamente

p-dominada.
Notagao 3.1.8. A€ Lyyqp (Er,...,En; F) e HAwad,p

Observagao 3.1.9. Temos que

‘Cfas,(r;rl,...,rn) (Ela cey En7 F) C Efws,(r;rl,...,rn) (Eb ey En, F) y
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onde r,r1, ..., €10,00] e r, <1, para todo k =1, ...,n.

De fato: Se T' € Lyos (rir,...on) (E1y o En; F) temos que <T (ml ey )) . €l (F),
JeN?

J1’

k)™ w
para todo <a:j>j:1 €l (Ey).

E como 1, (F) C IY(F), entdo: (T (m}l,,x?)> N © Iy (F), para todo (xé?)ool <
n jE n ]:

I (Ey). Portanto, T € L s, (rir1eern) (Er,..., By F).
Observagao 3.1.10. Se dim F' < oo, entdo
'was,(r;rl,...,rn) (Ela ceey En; F) = ‘Cfas,(r;rl,...,rn) (Ela ) En; F) )

tal que r,71, ...,y € ]0,00] e rp < r, para todo k =1,...,n.

De fato:
Se T € Lifys (rirr,..mn) (B1, s En; F), entdo temos (T (x}l,,x?n)) N € Y (F), para
Jenn
k o0 w
todo (acj>j:1 ely (Ey).

Como dim F' < oo, entdo I, (F) = I* (F), logo: (T (xl- ,,x?n)> o € I, (F), para todo
JE n

T J1

(o]
(.ﬁ?)j:l €l (Eg) . Portanto, T € Lyas (rip,....rn) (E1, s En; F) . Dai, pela observagdo anterior

consequimos o resultado.

3.2 Resultados de coincidéncia

Trivialmente, vale o seguinte resultado para o caso linear

Proposicao 3.2.1. (caso linear)

L(E;F) = Lys (pyq) (E; F), tal que

Demonstragao. (2) é claro

(C) Seja T € L(E;F), dai:
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B =

I @)l = s (Eiter@r) - s (S iperar)

m 1 m

P\ P P

=17l s (32 (o)) <iml sw (£ 160ar)
SOGBF/ k=1 ZIGBE/ k=1

TN sy < I - Portanto T € Ly, ) (E:F). m

Para o caso multilinear, temos a proposi¢ao abaixo, que pode ser encontrada em [11] (Floret

e Matos) e em [34].

Proposicao 3.2.2. (caso multilinear)
m
Sejam Ej, ..., By, F espagos de Banach complexos e >4 < L onde ¢;, p € [1,00] (onde p'
¢ o nimero conjugado de p e ¢; € o nimero conjugado de q;- vide Lista de notagoes).

Entao L (B, ..., Em; F) = Loys (piqr,.qm) (E1s s B F)
Demonstragao. veja [34]-teorema 58 m

Observagao 3.2.3. Jd para os operadores completamente fracamente somantes nao obtemos o
mesmo:
n
Se E1,...,E,, F sdo espacos de Banach tais que Y. & < % onde ¢;, p € [1,00], ndo implica

que L (B, ..., En; F) = Ly ( ) (B ey By F)

P31y dn
Contra-exemplo: Basta tomarn =2, EF1 =FEy=cy, F=K ep=q = ¢ = 1.
Sabemos que L (co, co; K) # L tqs (o, co; K), pois Littlewood provou que existe T' € L (co, co; K)
tal que '?1 T (e, ex)| = oo, onde (ej);.”;l € I (co) . Como dimK < oo entdo Lyqs (o, c0; K) =
k=
L s (co, co; K) . Logo, existe T € L (co, co; K) \Lfws (co, co; K) .

Entretanto, para alguns casos especiais de espagos de Banach Fi, ..., F,, F' podemos obter

L(Ey,...,En; F) = Lpys (B, ..., En; F) . Vejamos as seguintes proposigoes:
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Proposigao 3.2.4. Sejam Er, ..., E, espagos de Banach e qi,p € |0,00], tal que g, < p, com

Se L (El, ceey En—l; E;L) = Efas,(p;qh---,qn—ﬂ (El, ceey En—1§ E;L)

entio L(E1, ..., En; F) = Lys (par,..gn_1,p) (E15 - En; F) , para todo F' Banach.

Demonstragao. Seja A € L (Ex, ..., Ey; F) . Como
L(E,...Ey;K)~L(E,..., Ep_1; L(E,,K)) isometricamente de modo que
poA— (poA),:E1 x...xE,_ 1 — E],
(@1, .y tp—1) = (po A)y (z1, ..., Tp-1) : B, — K
Ty — (o A)y (z1,...,xn-1) (zn) = (po A) (x1, ..., 2p)
T in—1

e denotando (po A), (acjll,. x”_l) = U, ., € E}, e ainda sabendo que (poA), €

L (El, ceey Enfl; E;z) = EfaS,(p;qh...,qnfﬂ (El, ceey Enfl; Erlz) 5 obtemos:

(4 (e 2))
ceey )
H J1 In ]EN?R wp

= sup ( g ‘90(A<x}1""’le)>‘p>

SDEBF/ jl?"‘7jn:1

| 2 (e (on) @)])]

SOEBF/ j17---7jn—1:1 ]’ﬂ:l

S =

_ . . , _
= sup > > H\I'jh---,jn—lH M. 1

SOEBF/ jly---,jnflzl j’IL:1

_ . S m
= sup Z H‘Pjh---,jn—l H Z

. .
@pEBR/ _j17...,jn,1:1 Jn=1 H\I}jl """ jn—l”
- 1
m m P p
< sup | ([P sup |2 ‘I’<x§l ‘
$EBEr [ J1ymsin—1=1 VeBg, \Jn=1
_ 1
m m p P
= swp [ | (e2)
PEBps | jiynsjn—1=1 In=1ly p

P

ap [ £ feoan (sl

w,p PEBERr | j1,in—1=1

( m
In ]n:]-
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<[ (=) oo A @
< x| sup @ o . (.T}) .. (.T} )
7)j=1 wp $EBp 1 fas,(p;q1,---,qn—1) 1) j=1 v J = gy
(o A " ()"
= sup [[(poA i (x”> (x)
(pEBF, 1 fas7(p7<117..-,Qn—1) J ]:1 wp b1 J jzl w.ak
m n—1 & m
<ol (@)™ | TET

para todo m € N e x;“ € Ex,com j=1,..mek =1,..,n, onde C > 0 (tal C existe, pois
(poA); € L(Er,...EBr15EL) = Lias(par,gnr) (E1, - En—1; E},) , entdo pelo Teorema da

< Cl(po )l < CliellAll =

Aplicagao Aberta, existe C' > 0 tal que |[(¢ o A);]| Dt 1) =

CllAf)-

<ClA]. =

Logo, A € L fuws (piq1,...qn1,p) (Br, .y En; F) e HAwas,(p;qL.--,qn_Lp) =

Na verdade, podemos obter mais ainda:

Teorema 3.2.5. Sejam Ei, ..., E, espacos de Banach e qi,p € ]0,00], tal que qr < p, com

Z) Se L (El, ...,En_l;E;]) = Efas,( El, ---;En—IQE;L)

D3q15-,qn—1) (
entio L(E1, ..., En; F) = Lpws (piar,..qn_1,p) (E15 -, En; F) , para todo F' Banach.
N L (En—1§ E{z) = Eas,(p;qn_l) (En—l; E;l)
ii) Se
€ ﬁ (El, ceey En_g; E(En—l,E;L)) = EfaS,(p;ql,...,qn_z) (El, ceey En_g; E(En_l, E;L))
entdo L (E1, ..., En; F) = Lpus (parsqnoi,p) (E15 s En; F) , para todo F' Banach.

L (En—l; E;L) = ﬁas,(p;qn_l) (En—l; E;z)
L (En—2; ['(En—l,ET/z)) = Las,(P;Qn—Q) (En—2; ['(En—h E;z))
iii) Se

E(E?); [:(E47 ooy £(En—17 E?Q))) = ﬁas,(p;q;;) (E3; E(E47 ooy E(En—la E;z)))

ﬁ(El, EQ; ﬁ(Eg, ,C(E4, ceey E(En_l, E;,L)))) = ‘cfas,(p;ql,qz) (El, EQ; ,C(Eg, ceey ,C(En_l, E;])))
entio L(E1, ... En; F) = Lws (piar,..an_1,p) (E15 - En; F) , para todo F' Banach.
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L (En—l; Eq”L) = 'Cas,(p;qn,l) (En—l; quq,)
L (En—2§ 'C(En—l,E;L)) = ‘Cas,(p;qnfz) (En—2§ 'C(En—la E’;L))

iv) Se

‘C(EQ; E(E?H ‘C(E47 X3) E(En—lﬂ E’;L)))) = ‘Cas,(p;qg) (E2§ ,C(Eg, ) ‘C(En—la Eq,m)))

E(EU E(E% ‘C(E?n ) E(-En—la E;L)))) = ‘Cas,(p;q1) (El; ﬁ(E% £(E37 ) E(En—lv Eﬁ))))
entio L (E1, ... En; FY) = Lpws (piar,..gn_1,p) (E15 s Enj F), para todo F' Banach.

Vejamos a demonstracao deste teorema para o caso n=4:

Teorema 3.2.6. (caso n=4)
Sejam Ey, Es, E3 e Ey espagos de Banach e qi,p € ]0,00], tal que g < p, com k =1,2,3.
(i) Se L(Ev, Bz, E3; BY) = Lias,(nigr.a0.03) (E1s B2, E3; Ef)

entio L (E1, By, B3, Eg; F) = Lty (g ,q2,05.0) (E15 B2, B3, Eg; ), para todo F' Banach.

[’(E?);E,) :[’as, ; (E?);E/)
(ii) Se 4 (p;as) 4
e L (E17 Eo; £(E3,E4/1)) = ﬁfas,(p;ql,qz) (Eh Ey; ﬁ(E37 Eﬁ/l))

entio L (E1, B2, B3, Eg; F) = Lty (g ,q2,05.0) (E15 B2, B3, Eg; ), para todo F' Banach.

L (E3; Ezll) = ‘Cas,(p;qg) (E3; EZIL)

(iii) Se L(Ey; L(B3,E})) = Lasy

,(p3q2) (E2; L(E3, EY))

‘C(El; [’(E2; ‘C(E?n Eéll))) = ‘Cas,(p;q1) (El; ['(E2; 'C(E?n Ez,l)))
entio L (E1, Bz, B3, Eg; F) = L tys (g ,q2,05.0) (E15 B2, B3, Eg; ), para todo F' Banach.

Demonstragdo. (i) é a proposicao 3.2.4
(ii) Seja A € L(E1, Ey, Es, Ey; F) . Como temos os seguintes isomorfismos:

L(E1, By, E3,Ey;K)  ~  L(Ei1, Es, E3; E)) isometricamente

poA — (poA),
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L(E1, By, E3;Ey) ~ L(E1,E2L(Es;E))) isometricamente

(pod), — (poA),

denotando (po A)y (zj,yk, 21) = ¥j, € além disso, sendo (o A), (xj,yx) € L (E3; E)y) =
‘6(157(173113) (E3; EAIL) ’ (90 © A)Q € L (EL EQ; »C(E&Ei)) = 'Cfas,(p;q1,q2) (El, Eg; ,C(Eg, Ezll)) s obtemos:

H (A (@), Yrr 20,08)); g rena Hw,p

3 =

= sup ( i IQO(A(CUj,yk»Zlthmp)

(PGBF/ jak’lvt::l

|—=

w8 (®

PEBR [ 4.kl=1

bS]

||M3

(oo A)y (5, Yk, 21) (wt)p>]

=

m m w p P
j kol
= sup | X (ZH‘I’J',, "o (o) >
PEBpr | 4k l=1 \t=1 3>k,

Wik
T, al] (20

m
= s | Sl <Z

@wEBpr | j,k,l=

m m
< swp | 3 (WP suwp (2|\v<wt>|ﬁ)
ikd=1 t=

pEBR/ \IJGBEZI

RS

m
= sup | 30 ([ Wkall” (we)iy Iy,
PEBR [ 4.kl=1

m P
:H(wt)?lluw,p sup ['kl ”(QOOA)I (xj7ykvzl)Hp]

pEBR/

= lwe) ], sup [f (£ 100 ), (@) (Zz)||p>]p
J

@E€B | j,k=1 \I=1

D =

m
< @)l sup [z 190 Ay (@5, )2, gy 10T 1qu3]
SOEBF/ 7k:1

B =

< Cu 0l ) s 3 [kz_lnwoA <mj,yk>up]

m m
[ I

Oy g 51 [u«o o Al s ronn
= C1 @] i 1qu2 H( gy 1@y 580 (1690 Al gy )]
w,q1 pEBE/
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< AN @ N g, 10, N0

= AN @], I gy 1R gy 0

para todo z; € E1,y; € Fa,2; € E3,wj € Ey4, com j =1,...,m, onde C > 0.
<Al

Portanto, A€ ‘waS,(p;q1,q2,q3,p) (El, EQ, Eg, E4, ) ||A||fws (P341,42,03,0) =

(iii) Seja A € L (E1, B9, E3, Ey4; F') . Com o mesmo raciocinio de (ii) e tendo ainda que

L(Ey\, Ey L (B3 EY))  ~  L(Ey,L(E;L(E3;E))))

(poA), — (poA)g

e (poA);(z;) € L(EyL(E3E))) = Lo (pg2) (E2; L(E3,E))), e por ultimo (po A)g

‘C(El; ‘C’(EQ; ‘C(E3’ Ezll))) = ‘Cas,(p;ql) (El; ['(EQ; ,C(Eg, Ezll))) »
obtemos:

Alz; e
H( (%:yhzl,wt))],k,l,temn wp

3=

m
< Oy I gy S0 | 52 ||<sooA>2<xj,yk>HP]
(p —

F/ _j) 1
- 1
m p
= Crll(we)iZillyp 1150y gy sup | 32 ({0 A)z (2)) (yk)Hp]
SOEBF/ _j7k:1

< O g 1D gy 52| 32 10 Ay (@)1 N0 1||wq2]
SD =

F I

B =

< C10 [[(we)iZy Nl p 1z 1l g 1 (UR)EZ g, SUP [Z (o A)s ( j)Hpr

wEBER | j
< CCa (00 N L N0t 352 162 © Al [
< L0203 )y 1l gy 1D g [T A
= C AN )71 i 1 g 1 g || 0T

para todo z; € E1, y; € Ea, z; € E3, wj € Fy, tal que j =1,...,m, onde C' > 0.

L0g0, A € L fus (rarsasgop) (B B2, B3, i F) € [ Al pus. iar angsy < C 1AL

€
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3.3 Aplicagoes dos resultados de coincidéncia

Como conseqiiéncia do teorema 3.2.5 e como temos a igualdade Ly, ( Ey,..,E;K) =

D341, qn) (

Efws,(p;qu-.-,qn) (Eh ey B K) , obtemos:

Corolario 3.3.1. Se cotipo Ey, = qi, tal que k =1,...,n — 1 entdo
L(E1, .., En;K) = Ligs (gi1,..1,9) (B1 s En; K)
para todo E,, Banach e tal que ¢ = max{qi,...,qn-1} -

Demonstracao. Pelo teorema 1.7.4 e teorema 3.2.5 temos:
se cotipo Ex = qi, tal que k = 1,...,n — 1, entdao sabemos que L (Fi,...,E,_1;E!) =

Lias (g1,..1) (B1, s En1; E}) , com ¢ > max {q1,...,¢n—1} , para todo E;

ns € consequentemente

L (El, ey B K) = [:fas,(q;l,...,l,q) (El, vy B K) , para todo E,. =
Por exemplo: L (l1,...,11;K) = Las2:1,...1,2) (l1, -+, 115 K) (pois cotipo [ = 2), o que melhora

o teorema 1.7.4: L (l1,...,11;K) = Lyas 251) (15 -+, 11;K) .

Corolario 3.3.2. Se cotipo E|, = q entio L (Ex, ..., Ey; K) = Ltas (gi1,..1,q) (E1;s -y B K) | para

todo E1, ..., E,_1 Banach.

Demonstracdo. Pelo teorema 1.7.3 e teorema 3.2.5 temos:

se cotipo Ej, = ¢, entao vale que L (Ex, ..., En 15 E}) = Lyqs (1) (E1, -y En1; ) , para todo
By, ..., En—1, e consequentemente £ (B, ..., En; K) = Lo (gi1,...1,9) (E1, 5 B K) |, quaisquer que
sejam Ey,....,E,_1.. &

Por exemplo: £ (co, .-, c0; K) = Lyqq (2:1,...,1,2) (€05 -+, c0; K) (pois cotipo ¢ = 2)

L(C(K),....,O(K);K) = Lfgs (2:1,..1,2) (C(K), ..., C(K); K) (uma vez que cotipo
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L (lom ) loo; K) = Efas,(Z;l,...,l,Q) (lom ) loo; K)
Mais geralmente: £ ("E;K) = L4 (21,...,1,2) ("E; K) , para todo E espago-Lec.

Lyt 12 K) = Lpgg 2:1,..1,2) (115 -, 11, 12, K) (pois cotipo Iy = 2).

Observagao 3.3.3. Relembremos que:

Um espago de Banach X é L, se, e somente se, seu dual X’ € Ly, tal que %—l—% =1 (oo_1 = 0)
(veja [7]).
Corolario 3.3.4. Se I'" € espaco-Ly, tal que p € [1,2] entdo L (E, F;K) = Lyqs 2:22) (F, F;K),

para todo E espac¢o-Lo.

Demonstragao. Pelo teorema 3.7 de [10] e teorema 3.2.5, obtemos:
se ['é espago-Ly, tal que p € [1,2], entdo L (E; F') = Ly (2,0) (B F') , para todo E espago-
Lo, e dal L(E, F;K) = Liqs (2:2,2) (B, F;;K) , para qualquer E espago-Loo. ®
Por exemplo: £ (QE;K) = Las,(2:2,2) (QE;K) , para todo E espago-L, logo L (cg, co; K) =
L tq45,2:2,2) (o, c0; K) , 0 que melhora o coroldrio 3.3.2 para o caso bilinear.
L (co,lp; K) = Lyas,(2:2,2) (o, 1p; K) , tal que p € [2, 00]
L(C(K),lp;K) = Ligs,2:2,2) (C(K), 1p; K) , tal que p € [2,00]

L (ZOO7 lp? K) = Efas,(2;2,2) (lom lp7 K) ) tal que p € [27 OO[
Corolario 3.3.5. L (ll, ceey ll, lQ; K) = ['fas,(l;l) (ll, ceey ll, lg; K)

Demonstragao. Pela extensao do Teorema de Grothendieck para multilineares (veja [2]-teor.5.2),
temos que £ ((”_l)ll; lg) = Las,(1:1) ((”_l)ll; l2) , entao aplicando a proposicao 3.2.4 obtemos:

L (ll) "')llle;K) = 'Cfas,(l;l) (ll) °")l17l2;K)' u

Corolério 3.3.6. L (co,lp;K) = Lyas (rirr) (o5 1p; K, tal que 1 < 17" < p < 2 (onde v’ ¢ o

numero conjugado de r - vide Lista de notagoes).
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Demonstragdo. Como L (co; l]’D) = Las,(ryr) (co;l ) ,se2 < p/ < r < oo (por Schwartz e Kwapieri),

/
P
pelo teorema 3.2.5 temos L (co, lp; K) = Lqs (i) (c0,1p; K), onde 1 <7/ <p<2. m

Coroldrio 3.3.7. Se F' tem cotipop’e1 < 1" < p <2, entdo L (loo, F; K) = L g (ryr) (loo, F5K) .

Demonstragio. Como L (loo; F') = Log (rir) (loos F') , 8¢ 2 < p' <7 < 00 e F' tem cotipo p" (por
Maurey), entao pelo teorema 3.2.5 obtemos que £ (loo, I';K) = Ligs (rirr) (loo; F;;K) , se F' tem

cotipop' el <r’ <p<2. =
Corolério 3.3.8. L (I, co,co; K) = Las (2,1,2,2) (l1, co, co; K)

Demonstracdo. Basta observar que L (co;cy) = Lags (2;2) (co;¢p) e ainda que L (I1; L (co;cp)) =

Las,2;1) (113 L (co; ) - ™
Corolario 3.3.9. L (ll, ll, ll; K) = ﬁfa57(2;17172) (ll, ll, ll; K)

Demonstragdo. Observe que L (I1;loo) = Las 2;1) (115 lo0) € L (115 £ (I3 lo0)) = Las,(2:1) (115 £ (115 o)) -

E aplicando o teorema 3.2.5 obtemos o resultado desejado. m

Observagao 3.3.10. Todas as conseqiiéncias acima valem se trocarmos K por qualquer F Ba-

nach e fas por fws.
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Capitulo 4

Aplicacoes multilineares

completamente misto somantes

Para finalizar nosso trabalho, vamos introduzir neste capitulo a teoria dos operadores comple-
tamente misto somantes. Em [24], Maurey iniciou a nogdo de operadores misto somantes,
mas com outra terminologia. Em [32], Pietsch introduziu as seqiiéncias misto somdveis. As
seqiiéncias (s;p) misto somdveis (x;)ien, num dado espag¢o de Banach E, sdo caracterizadas
pelo fato de consequirmos escrever cada um de seus termos como um produto de um escalar por
um vetor: x; = Ty;, onde a seqiéncia formada por tais escalares estd em l. ((Ti)ien € lr) €
a seqiiéncia de tais vetores estd em IY(E) ((yi)ien € IY(E)) com 0 < p < s < oo, r tal que
% + % = %. Ou seja, podemos separd-las em duas partes. Com isso, foi possivel introduzir a teo-
ria linear dos operadores (s;p)— misto somantes. Tais operadores levam seqiiéncias fracamente
p somdveis em (s;p) misto somdveis. Ainda em [32], Pietsch introduziu a teoria multilinear

desses operadores, que também foi bastante investigada por Soares em [34], onde foram obtidos

73
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interessantes resultados dessa teoria. Agora, com essa nova classe de operadores mulilineares
continuos, os completamente misto somantes, denotada por Lym(Er,...,Ey; F), consequimos
caracterizagoes e critérios andlogos aos dos operadores misto somantes, assim como resultados
de inclusoes e igualdades de espacos, entre eles, provamos que o espago das aplicagoes multilin-
eares completamente misto somantes estda contido no espaco das aplicagcoes multilineares misto
somantes. F por iltimo, estudamos teoremas de multiplicacao, nos possibilitando dar uma outra

definicdo para os operadores completamente misto somantes.

4.1 Definicoes e notacgoes preliminares

Em [32], Pietsch introduziu mais uma classe de seqiiéncias soméveis: as seqiiéncias misto

somaveis. Tal classe envolve seqiiéncias absolutamente soméveis e fracamente soméveis.

Definicao 4.1.1. Sejam 0 < p < s < oo, r tal que * + *

_ 1
rts=op¢ FE espaco de Banach. Uma

seqiiéncia (r;)ien C E serd dita de tipo (s;p) misto somdvel se puder ser escrita na forma
Ti = TiYi

com (Ti)ien € lr € (yi)ien € IF(E).
Em tal caso, definimos H(xi)ieNHm,(&p) = inf{H(Ti)z'eNHr H(yi)ieNHw,s}’ onde o infimo é
tomado sobre todas as maneiras possiveis de escrever (z;);cy na forma acima.
Notagao 4.1.2. Denotaremos por
120 () = {@iae 3= e com ()il <00 € )il < o0}
Podemos verificar em [34] (Proposicao 4), o seguinte resultado

m

Proposicao 4.1.3. l(&p

)(E) é um espago normado (p normado) completo sep >1 (0 <p < 1).
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Comegaremos esta teoria relembrando o caso linear (veja [31]), e logo em seguida veremos

as versoes multilineares.

Definicao 4.1.4. Seja 0 < p < s < co. Um operador S € L(E; F) € (s,p) misto somante se

existe o > 0 tal que

|(S@)jen,,

iom S O N@ill,,

para toda familia finita de elementos x1,...,x;, € E.

Denotamos por [|S||,,, (; ;) = inf{o; satisfaz (I)}.

S;p

Notagao 4.1.5. A classe de todos operadores (s, p) misto somantes € denotada por L, (s ) (E; F).

A teoria multilinear de tais operadores foi introduzida por Pietsch, em [32]. Depois, Soares
também estudou tal teoria, resolvendo vérios resultados importantes (veja [34]). Vejamos entao

a definicao

Definigao 4.1.6. Sejam 0 < g<s<ocoe0<py,...,pnp <00 € é < p% + ...+ pin. Dizemos que

Ae L(Ey,..E; F) é (s,q;p1,-..,pn) misto somante se existe o > 0 tal que

e ""”C?))jeNmHm,(s,q) < Ukljl “<x§)7=1)‘w,pk (11)

para todos m € N |z}, ..., xk € By, ... 2% .. 2" € E,.

Se tal o existe, definimos || 4], y = inf{o; satisfaz (11)}.

(8,415 ,Pn

Se p1 = ... = pp, = p, dizemos que A é (s,q;p) misto somante.

Se além disso p = ng, A sera dita (s;p) misto somante.

No caso em que % = p% + ..+ pi, diremos que A é (s;p1, ..., pn) misto dominada.
n
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Notagao 4.1.7. L, ( E\,...E,;F)={A€ L(E1,...Ey;F) tal que A € (s,¢;p1,...,Pn)

s,q;phm,pn)(

misto somante}

Finalmente, investigaremos os operadores completamente misto somantes.

[N

Definicao 4.1.8. Sejam 0 < p1,....,pn < ¢ < s < 00 . Dizemos que A € L(F1,....,En; F)

completamente (s, q;p1,...,pn) Mmisto somante se existe o > 0 tal que

| (A}, ...,:c?n))jeN%Hmﬁ( < Ukﬁl || (I11)

sq) w,pk

para todos m € N, 2}, ...zl € By, ...z}, ...,2", € E,, relembrando que

)
w,s

1 .
] =9 {1

onde o infimo € tomado sobre todas as maneiras possiveis de escrever
1 n 1 nY\ — . C . .
(A(le, ”"xij))jeNn na forma A(@j,, - &5,) = Tjy,..julis,ein> COM
m

(Tj1iin) jern € be (KSN") € (Y51, 50) jenn € 157 (FLN") tais que 141l % e0<qg<s<oo.

Se tal o existe, definimos [[Al|,,, (s g:p1....pn) = inf{07; satisfaz (I11)}.

Se p1 = ... = p, = p, dizemos que A é completamente (s, ¢; p) misto somante.

Notagao 4.1.9. Ly, (s.g:p1,..pn) E1s o B F) = {A € L(E4, ..., En; F) tal que A € completa-

mente (S, q;p1, ..., Pn) misto somante}

Notagao 4.1.10. Ii7 ) (F,N") = {(2j1,.ju)jenn C 5 tal que zj g = Tji, juYis,in COM

: < oo e H(yjlv-wjn)jeN” e < 0o} € o espago das seqiéncias em F de tipo (s, q)

H(Tj17~~-ajn)jeN”

misto somaveis.

Observacao 4.1.11. Observe que na definicao de operadores completamente (S,q;pi, ..., Pn)

misto somantes devemos considerar sempre py < q, para todo k =1,...,n.
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Temos que se T € L(E1, ..., En; F) é completamente (s, q; p1, ..., Pn) misto somante e g < pg,

para algum k, entdo T = 0.

De fato:

Suponha sem perda de generalidade que g < p;. Suponha por absurdo que 1" # 0. Logo,
existe (a1,...,an) € E1 X ... X E, tal que T(ay,...,a,) # 0. Tome ()\})?;1 €lp\lg e xé“ = /\;?ak

com ay, € Ej, e ()\f);‘;l € lp, . Dessa maneira, (1’?);0:1 € Iy (Ey), pois:

1

Sl - o |

Z <LE,, )\?Gk>
j=1 SIE/EBE;C
1

j=1
Pk E o
] —laul | ()" | <0
j=1 Pk

Mas, (T(x}la --~733§Ln)>j€Nn ¢ l?:,q)(F7 N7), se \F =1 e /\? =0, paratodoj>2ek=2,..n,

pi | Pk
sup

z’'eB
By

= sup |2/, a)l [zl bY
J:

z'€EB .,
By

pois como T' € Ly, (s.qip1,pn) 15 oy Bns ) € (xl?);‘;l € Iy (Ey) deverfamos ter

J
1
o0 5 1!
ue%w LZJ=1 <fB% )<9"’T (%1 f?)>\ du(so)) ]
n (xf)?%Hm " =0 ||lay]| ... ||an]| H H )\k x H

k
para todo (A7)72;
Contudo, se )\lf =1le )\;? =0 paratodoj>2e k=2,..,n temos

(o0 (s )|

g

= s [ S | (U o T @, ,n)>|sdu(¢))1

HEW (B})

:< 5
J1=1

g (O

sup L > (Jn

PEW (Bh) | 1 yeemnin=1

W =

)q sup [ [y 10,7 (a1, aa) " dp)]

HEW (Bf)

1
s

sup | [ 10T (a1, s @) dia()| " = oo, ji que ()32, ¢ 1.
q LEW (B})
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4.2 Alguns resultados

Usando o fato de que N é isomorfo a N”, com o mesmo raciocinio das aplicacées n-lineares misto
somantes (veja [34]), conseguimos os seguintes resultados desta secao. Todavia, para facilitar o

leitor sem que se tenha que recorrer a tese de Soares, vamos apresentar as demonstracoes.

Proposigao 4.2.1. Sejam 0 < p1,....,pn < q¢ < s < o0. A€ L(E,...,E,; F) é completamente

(8,¢; D1, -, Pn) misto somante se, e somente se, quaisquer que sejam (T} );en € Ly (1), e (27 )ien

€ ly (Ey) tivermos

(A(:rjll, ey T

Jn))jeN” € ls,q) (F,NT).

Demonstragao. (=) Basta observar que

H(:L‘i)iENHw,p = Sl’ip H(:L‘i)f=1Hw’p

“(Zj17---7jn)jeN7b = Sl}ip (Zjlr"ajn)jeNZ

m,(s,q) m,(s,q)

(<) Seja A € L(FEy,....,Ey; F) tal que (A(le-l,...,x;?n))jeNn € l@,q) (F,N™), para todos

(2})ien € 1% (E1), ..., (2})ien € 1% (Ey), onde pp < ¢, para k = 1,...,n. Devemos mostrar

que A € Ly, (s.qip1,..pn) (F1s oy Eni ). Para isso, basta mostrar que

A 18(By) .. x I (B,) — 02 (F.N7)

(@hiew-r @ien) — (Alw)nap))

é continua. Mas veremos na proxima secao que, se % + % = %, entao

< |G e

T m7(87q)
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(veja Proposicao 4.3.5). Logo, pela hipétese, temos que A é completamente absolutamente

(r;p1, ..., pn)— somante e portanto iA é continua, onde i é a inclusao
i: ?;,q) (F,N") — [, (F,N")
Dali, o resultado segue do Lema seguinte. m

Lema 4.2.2. Sejam A : Ey X ... x E, — F n-linear e T € L(F;G) injetora com E, ..., E,, F

respectivamente pi, ..., Pn,q normados. Entdo, se o grdfico de TA € fechado, o grdfico de A é

fechado.
Para a demonstracgao deste resultado, veja [34]-Lema 34.

Observagao 4.2.3. O Teorema anterior mostra que A é completamente (s,q;p1, ..., pn) misto

somante se, e somente se, A dada por A ((xil)ieN, e (x?)ieN) = (A(:L‘]ll, e T )) N estd em
n jENn

L(L) (E1), -1y (En); W) (F,N™)) e além disso

=4

HAHfm7(57q;p1y"'apn

Para o préximo resultado, usaremos os seguintes Lemas que podem ser encontrados em [31].

Lema 4.2.4. (Lema de Ky Fan) Seja K um subconjunto convexo compacto de um espago linear
topolégico de Hausdorff. Seja ainda F uma cole¢do concava de fungoes reais convexas semi-
continuas superiormente sobre IC. Suponhamos que para uma certa constante p, dada ¢ € F

exista vy € K tal que ¢p(x4) < p. Entao existe xo € K tal que ¢p(xo) < p para todo ¢ € F.

Relembremos que uma colecao F de funcoes reais é dita concava sobre K se dados n, ¢1, ..., ¢, €

n

n
F, o1, ...,0p > 0 com Zai = 1 existe ¢ € F satisfazendo ¢(x) > Zaigbi(:z), para todo z € K.
i=1 i=1
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Lema 4.2.5. Sejam 0 < g < s< oo e (zjlv---:jn)jEN" uma sequéncia tal que zj, . ;. € E, para

todo j € N". Se

1
(/B |<s0,2j1,...,jn>lsdﬂ(<ﬁ)> € l4(K,N") para cada p € W(Bg),
£ jENn
entao
2}

c=sup{ | (/B |<90,Zj1,...,jn>lsdu(¢)> WEW(Bp) b < oo
El

jl,...,jn:1

Demonstragao. Suponhamos existir p,, € W(Bgr) tal que

® Q
|

o0 q
Z </B |<<p,zjhm7jn>|sdum(g0)> >2%m, para m=1,2, ..
E/

m=1
[e.e]
Tomando p = Z 27l teremos p € W(Bpgr), com
J1yeensdin=1

w
Q=

oo
> (/B |<<Pazj1,...,jn>|sd,“(@)> >m, para m=12 .
E/

J1yeejn=1

0 que contraria a hipdtese inicial. Logo existe

g

p— { 550t (J 00220, ) " w<BEf>} <oom

Agora, vejamos entao a seguinte caracterizacao para tais operadores

Teorema 4.2.6. Sejam 0 < ¢ < s < o0. Uma seqiéncia (2j,,...5,) jenn » Zjr,nin € B, serd de

tipo (s,q) misto somavel se, e somente se,

1
s

(/B |<%Zj1,...,jn>lsdﬂ(s0)> € l4(K,N") quando i € W (Bgr)
E/
jENn
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Além disso

q

oo s E
T py U S R
m,(s,q) neW (Bgr) Jrodn=1 By

Estamos tomando Bg: com a topologia o(E', E).

Demonstragao. (=) Como (2;,,....j,) jeyn € uma seqiiéncia de tipo (s,q) misto somdvel, entao

Zjlr“:jn = lev"'ajn 'yjl"“»jn7

com (le»---dn)jeNn €ly (K7 Nn) e (yjly---,jn)jeNn € lg) (E7Nn)7 onde % + % = %

Usando a Desigualdade de Hélder e como existe uma bijecao entre N e N temos:

> (/ \<w,zj1,...,jn>\8du<so>>

J1yeesin=1

@ b
Q =

1
q £
s

= ’<SD7lev--'7jn'yjla-'-7jn>’S dﬂ(@))
.717 7.771—1 BE/

= |Tj1,min| (/ |<s0,yj1,...,jn>lsdu(<ﬁ)>
B

Jise- Jn 1

Q|

w =

_‘ Tj1,eesdn geN" H(yj17"'7j")j€N" )

w,s

se u € W(Bg).

onde % + 1= % e definamos

(<) Tomemos u = = .

q’U:

Q|0

K= (7731, :Jn)jEN” ) Z 77]17 wJn = ’77J1 2 0
J1yesdn=1

e
F ={¢pe: K —>R;pe€ W(Bg),e >0}

o

onde ¢, ((ﬁjl,...,jn)jeNn) = > Wiy +€)_”/ 2, 21 o) dpa(0)
J1yeedn=1 BE/

€ o COImo no Lema anterior.
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82
Note que F é uma familia concava de fungoes convexas continuas e K é fracamente compacto.

Tomando agora

Esesiin = / s 21, |” dias()

By

teremos (§ji....j, ) jenn € K e daf

Pue <(§j17---,jn)j€N") < Y G +€)_U/ (@, 2j1,jn) |” dis(p) < 0

jl?"'hj’n/:l BE/

Logo, pelo Lema de Ky Fan, podemos encontrar (leu-~-,jn)jeN" € K tal que
Dpe ((le,...,jn)jeNn> <o,

para todo ¢, € F.

Em particular para u = d4) teremos

oo
> (Groin + )N 2| < 00
J1yeesjn=1
, 1
E claro que se zj, . j, # 0, teremos (j, . i, # 0 e podemos tomar 7, ;. = jq1,...,jn

_ -1 . . . R . .= . R
Yivsesdn = Tjp,eejin Z1sein s Se zj,,...j, = 0, tomamos 75, 5, = 0e yj;; .5, = 0.

Notamos entao, que em ambos 0s casos teremos zj, .. j, = Tji,....jnYj1,....jn € além disso

i ! i -
. — 1
Yo et ] = Y (G )Tz i) <0
J1y-edn=1 J15--dn=1
[§]
1
o0 ™

q
< DD IGal"] <o

T . .
.717"'7]71:1

H(lea-“»jn)jeNn
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Teremos, entao

<o

>~ 0,
w,s

H(le’,]n)]ENn - H(y,]l,,]n)]eNn
0 que nos leva a

H(Zjlv--,jn)jeNnHm,(sv‘J) =7 "

Temos também o seguinte critério importante

Teorema 4.2.7. Sejam 0 < p1,...pn < ¢ < s < co. Um operador A € L(E,...,E,; F) €

completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante se, e somente se, existe o > 0 tal que

w
S

m k n
s I &
5 (Slenaehoai] b <oTTfobm] Jern], @
J15--dn=1 7j=1 =1 w,pi S
quaisquer que Sejam k’m €Ne xi € El’ P = 1,...,’[7’L, [ = 17"'5” € Yj € F’ com ] - 17-..,]€. FE

ainda

Al £, (5,qip1,...00) = Inf{0; satisfaz a desigualdade anterior}

Demonstrag¢do. Faremos em 2 casos.
(i) Caso s =¢q

(<) Pela desigualdade acima temos que para ¢ € Bpr vale que

m % n
S Ak, <o ]| @hm
=1 =1 o
Assim
n
[CICTRNE Ry alHl i, (1)

e entao pelo Teorema 4.2.6 e por (I) obtemos
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1
H (A(l‘jl, vy li?"))jeN%

m’(Q:Q)
_ q %
m q
= sup / o, Az} .2 ) qdu(w))
L Z( [ Vo Awh et

< s s 3 (A ) dul)

Q=

HEW (Bpr) P YEBR =1
_ ( ( 1 )) . ) i
HEW (Bpi) |/ Bps S In TG ENG lw g

w7q
n

<o [T ||eh|
=1 w,py

Portanto, A € £fm7(Q7Q§pl7--~7pn)(E17 vy B F) e HAHfm’(qu;phm’pn) <o

(=) Suponha que A € Ly, (

) q7q;p1,---7pn)(E1> R % F)-

Dados z1,....x}, € By, ....2},....2" € E, e ¢1,...,01 € F', se

1 n — . . . .
A(le, ""xjn) = TisesdnYi1,eino

onde (7,4, )jeNn € loo € (Yjy,....jn )jenn € I (F;N") teremos

Qe
Q=

m

S (Sl Atelap )P

J1,-Jn=1 \j=1

k m 0 q
(e % <HHy>

J=1 =1 i

k E m q q
- Zuwuq )3 el | 72 s i)

]:1 .7 jnzl
=3 (3200 1GNP PR I[P Pt

Tomando o infimo em ambos os membros, temos
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Qe
Q=

m k

Yo |2 Ken Al )

J1yeejn=1 Jj=1

’(A s ))JeN H )

k !
= H((Pj)jzl ’q HA”fm,(q,q;m,...,pn) H H(%)ﬁl
=1

Dai,

<]

N ’
((pj)j_l q

Hw,pl

info < HA”fm,(q,q;m,---,pn)

0 que juntamente com a desigualdade anterior obtemos
HA||fm,(q7q;p1,-..,pn) = inf{o; o satisfaz (A)}.

(ii) Caso s > g

(=) Dados @1, ..., ok € F' definimos a medida de probabilidade

k
V= g vjd;
j=1

s
onde v; = M e ; é a medida de Dirac no ponto ¢; = ﬁ
Pj
> llesll®
=1
Como A € L, (s,¢:p1,.pn) E1s o, Bn; F), dados 2, .zl € By a2l € B, teremos
pelo Teorema 4.2.6 que
gy L
s q
m :
S
2 Z\ ey Al 7))
Jiseenjn=1 =
m 1)
1 k
15 ([ et 1 e,
jla"':jnzl BF,
1 k
< o8 |

n
< llAllfm,@,q;m,...,pn)HH< e[, @il
=1
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De fato:

Kap, A(:cjll, ,:c;‘n)>‘8 dv(p)

_——

Bp/

[ oA )

{e iU Ulbr}

I
M=

/{ }\<go,A<x;1,...,x;a>>\5dv<so>
&

1

<.
Il

I
M=

|<95J7 J1""7 >‘

90 1 n
<|| i A “”>

©; | * llesl?
¥j
1
ZH%‘HS

1

<.
I

s

v;.0;(45)

I
M=

1

<.
I

I
M=

<.
Il

Z (s A,y s )]

7j=1
s

H%n

Temos assim que info < [|Al 11, 5 gp1, o)

<) Com a mesma idéia e usando (A), dada v = ’?: v;0; uma medida de probabilidade
i=1

discreta sobre Bps temos

Em: (/BF,K@, b W dulp )

j17~~'7]n:1

Q=

q
s

@ bQ
Q=

I
™=

1
<oI|@hm| |l e
=1 5Pl s
n
<o ]| @b
=1 w,py

Temos que a desigualdade anterior vale para toda v € W(Bpg), uma vez que as medidas de

probabilidade discretas sao densas em W (Bpgr), com respeito & topologia fraca estrela. Logo,
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pelo Teorema 4.2.6 obtemos

1
H(A(I‘Jla ’x?"))]EN%Hm Sq) < O'H H X; lH’w,pl

para todom € N e

HAHfmv(qu;pl?“'vpn) - ana-. u

4.3 Inclusoes e igualdades de espacos

Nesta secao, consideraremos sempre 0 < p1,....,pn < ¢ < s < 00.
Proposicao 4.3.1.
Lt (5,gip1,-pn) (EL5 vy s F) C Lony(s,qip1veeipn) (B o5 B F).

Demonstragdo. Dado T' € Ly, (s.g:p1....p0) (E15 -+, Enj F), diretamente pelo teorema 4.2.7 obte-

mos

& (% ton ot a)l)

3 (z (03, T}, 02)

q

1
<) ¢
s)b

(ei)ia|

IN
M

Jiseendn=1

= HT”fm (5,4;P15-->Pn.) H H L z Iprk

quaisquer que sejam m,n € NexF € E;i=1,..m k=1,...,nep; € ' comj=1,...n
Logo,
T e Emv(qu;plv'--7pn)(E17 "'7E1’L;F) (S}

HTHm,(s,q;pl,...,pn) < HTHfm,(&q;phu.,pn)‘ "

Observagao 4.3.2. E esta inclusdo pode ser estrita, pois vimos no capitulo 1 que Littlewood

o0
provou a existéncia de um operador T € L(co,co;K) tal que > |T (ej,er)| = oo, onde
k=1
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(ej);’.’;l € 1L (co) (sendo (ej);il a base candnica de cp), isto €, T ¢ Lyqs (co,co;K) (veja [15]).
Logo, existe T € L (co,co;K) = Las (co,co; K) = Ly, (co,c0; K) tal que T ¢ Lyqs (co,co;K) =
Lm (co, co; K) .

Com o mesmo raciocinio da Proposi¢ao 6 em [34], podemos provar o seguinte resultado

Proposicao 4.3.3. Sejam 0 < p < s < o0, E espago de Banach, entdo:

(i) L,(E,N*) C I (E,N") C I%(E,N") com

(s:p)
H(Zjl,...,jn)jeNn op = H(Zjl,...,jn)jeNn o) < H(zjlw-,jn)jEN” )
(ii) 1 (B,N") =1 (E,N"), 1,(E,N") =17 (E,N") com
H(Zjl,...,jn)jeNnHw,p = H(zjh---:jn)jeN”Hm(p’p) e
H(Zjl,...,jn)jeNn L H(Zjl,...,jn)jeNn (o0 2)

Como conseqiiéncia obtemos

Proposicao 4.3.4. Temos que:
(8) L fas,(giprrespn) (B oos En; F) C L (5,gp1ceipn) (B1 s B F), para todo s = g.
(11) L fm,(5,q5p1,0) B o0 By F) C Lfus (giprsenpn) (B o5 Eni F), para todo s > q.
(791) Se dim F' < oo, entdo para todo s > q obtemos

Lfas,(p1,vepn) B oo Ens F) = L (s.gp1 ceopn) By ooy B F) =

= ‘was,(q;pl,...,pn)(Eh vy B F)

Demonstragdo. (i) Seja T' € Lias (gipy,....pn) (E1; -+, Enj F). Pela proposigao 4.3.3 temos

H(T(:Ujl-l, ""x?"))jeN"Hm,(s,q) < H(T(le-l,...,:v;-‘n))jeNn ,

n
k
< HTHfas,(q;ph---,pn) H H(azj )T=1prk
k=1 ’
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Portanto, T' € L, (s,gipy...pn) (E15 ) Eni F).

(i1) Seja T' € Ly (s,qip1,....pn) (F1, -y En; F'). Pela proposicao 4.3.3 temos

st <0 ]

n
k
S Eaps— | [
k:1 sPk

Dal, T' € Lpus,(gipy,...ipn) (B1s 05 En; F).
(731) Basta relembrar que se dim F' < oo, entao [,(F) = [“(F). m

Ainda em [34], com a mesma idéia da Proposigao 5, provamos a seguinte proposigao
Proposicao 4.3.5. Sejam 0 <p<s< e % + % = %. Entao

lm

m (BN C 1L (E,NY)

Como conseqiiéncia desta dltima proposicao (veja também [31]-se¢dol6), obtemos o seguinte

teorema
Teorema 4.3.6. Sejam % + % = % epr <p, para k=1,..,n. Entdo
'Cfmv(s,p;phm,pn)(El’ o Eny F) C Efas,(r;pl,m,pn)(Elv vy By F)

Demonstragdo. Seja T' € L, (spipr,...pn) (E1s oy Ens F'). Daf:

H(T (z}ﬁ'”’x?n))jeN?n , < H(T (xﬂl‘l""’x?n))jeN%H A

m,(s;p)

n
kym
< ||T||fm,(s,p;p1,...,pn) ]];[1 H ('rz )i:l Hw,pk

para todos m € N, :zcéC cFb,talquek=1,....nej=1,....m. n

Analogamente, obtemos o mesmo resultado para aplicacées multilineares misto somantes



90

Aplicagoes multilineares completamente misto somantes

Teorema 4.3.7. Seja % + % = %. Entao

ﬁm,(&p;pl,..-,pn)(El’ s Eny F) C £as,(?";m,.--,pn)(Eh ooy E; F)

Agora, aplicando novamente a proposicao 4.3.3, obtemos a proposi¢ao seguinte

Proposicao 4.3.8. Temos que:

(7’) ‘cfmu(P7P§q17~-~aQn)(E17 R % F) = ['fws,(p;ql,.l.,qn)(Ely I % F)

(1) L frn(00,p1a1,00) (1 oo Bni ) = L fas (g ga) (B ooy B )

Demonstracdo. (i) Sejam zi, ...zl € By, ..., 2%, ... 2" € E,.

Dado T' € Lfuys (pigi,....qn) (E1, s Bn; F') temos:

H (T (l‘}l’ “":E?”))jENanm,(p,p) - H (T (x]ll’ Y :E?n))jEN%me

n
k
Scpa— | (€
k=1

w,qk

Agora, considerando T' € Ly, (ppiqr,....qn) (E15 -, Enj F), obtemos:

R e il (L MR ) P

n
k
S cups—— | [C
k=1

w,q
(ii) Sejam x1,...,xL € By, ....2}, ..., 2" € E,.

m

Considere T' € Ly (pigy,....qn) (E15 - En; F), daf:

[T @) e

e ([Cac ) )

n
k
= HT”fas,(p;qu---,Qn) H H(xj);nle
k=1

w,qk
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E, dado T € L, (0o pigr,...qn) (E15 s En; F), temos:

(T @) s

. H (7 (), ""x?n))jeN%Hm,(oqp)

n
k
Sy [PR—
k=1 ’

Uma conseqiiéncia direta das proposicoes 3.2.4 e 4.3.8 é dada por

Proposicao 4.3.9. Sejam Eu, ..., E, espacos de Banach e qi,p € 10,00] tal que qx < p, com

Se K(El, ceey En—l; E;L) = £fa5,(p;q1,...,qn_1)(E17 ceey En—l; E;L) entao

[,(El, ceey En; F) = ‘Cfm,(%p;lIl,w,lIn—l,p) (El, ieey En; F),

para todo F' Banach.
Em [34] (Proposigao 7), temos o resultado

Proposicao 4.3.10. Sejam 0 <p; < s1 <00 e 0 < py <59 <00, p1 < pa e E Banach.

(1) Se s1 > so entdo lz’;l’pl)(E,N”) C l&,m)(E,N")
(ii) Se s1 < sz € - — &= > o= — - entdo 12, (BN i (B, N")
Proposicao 4.3.11. Sejam 0 < p; <s1 <0 el <pr <s9 <00, p1 <p2, 0 < q1,y.e, g < 00

tais que q; < p1,p2, para todos j =1,...,n e E Banach. Logo:
(i) Se s1 > so entao
L (51,0151 000) (B1s s B F) C L g (5, poigr ega) (B - B F)

B < 1 _ 151 _ 1 g
(ii) Se s1 < s9 €0 5 2 5y 5 €NLAO

Efm:(517p1§QI:-~~7Qn)(E17 o Eni F) C ﬁfm7(527p2§QI:--~7qn)(El’ ooy E; F)
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Demonstragdo. Basta aplicar a proposicao 4.3.10. De fato:

dado T' € Ly, (s1.p1591,.090) (B15 - B F), temos

H(T (lel”x?n)>j€N%H < H(T (.%;1, ’x?n))]GanH |

m,(s2,p2) m,(s1,p1)

n
k
< T g, 5191501 20 H H(:Uj)?@lequ
k=1 ’

para todos m € N, xf €FEp, comk=1,...nej=1,..m.

Isto é: T € Efm,(SQ,pz;ql,...,qn)(Eh vy B F). m

Temos o seguinte caso particular da proposi¢ao anterior
Proposicao 4.3.12. (i) Fizado s, se p < q entao
L i, (5,51 ,san) E1s oo Ens ) C L (5,g51,.g0) (E15 -y Ens F)
(ii) Fizado q, se s1 > so entao
£fm(51,q;qu---,qn)(Eb e By F) C Efm,(sg,q;(h,...,qn)(El? ooy By )
Com o mesmo raciocinio do Teorema 1.3.1 e usando o teorema 4.2.7, obtemos

Lema 4.3.13. Se L(E1,...., En; F) = L (s.q:p1,.p0) (B1s s Enj F) tal que pp < q para todo

k=1,...,n, entdo
L(Ep,, ... B3 F) = Efm,(s,q;pkl,~~~,pkj)(Ek17 vy By F)

sempre que 1 < j < n, onde para j =1 temos ky € {1,...,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

com k; < k; sel <1 <j.

E finalmente, pela proposi¢ao 4.3.1,conseguimos também uma relacao entre os operadores

misto somantes e completamente misto somantes
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Teorema 4.3.14. Se L(E1, ..., En; F) = L, (s.gp1,.0n) E1s oy Bns ) tal que py < q para todo

k=1,...,n, entao

‘C(Eklv'"aEkj;F):E Ekl,...,Ekj;F)

m7(S7Q;pk1 7"'7pkj ) (

sempre que 1 < j < n, onde para j =1 temos k1 € {1,....,n} e para j > 1 temos k; € {1,...,n},

com kp < k; sel <i<j.

4.4 Teoremas de multiplicacao

Teorema 4.4.1. Seja A € L(Ex, ..., En; F) tal que para todo espago de Banach G e toda trans-
formacdo linear T € Lo, (F;G), TA é completamente (p;pi,...,pn) absolutamente somante.
Entado, existe C > 0 tal que

||TA||fas,(p;p1,-~-7pn) <C|T

as,r

para todos G e T € Lo (F; G).

Demonstra¢ao. Para obtermos o resultado, basta provar que

C =50 {IT Al fqo () O TNy, <1} < 00

as,r

Faremos por absurdo. Suponha que nao, entao dado k existiriam espacos de Banach Fj e

Ty, € L(F; Fy) tais que

1
Tellasr <58 ¢ M1TeAljas,pr,p) 2 (D)

Considere

L((Fr)iz) = {(ﬂfi)ieNaxi € Fiyy_llzlly < OO}

i=1
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Jp: Fp —  lao(Fy)

xr +— (6irx)Xy, onde d;; = delta de kronecker

Qj: lQ(Fk) — F}
(T3)ien —

E fécil ver que ||Jp| < 1, [|Qkll < 1 e Q;Jy = djrlx. Dai, pela propriedade ideal e por (I)

obtemos:

Z J. T
k=h

m m m 1
< 2 MWTilass € 3 W Tkllasr < 3 55
k=h k=h k=h

as,r

o0
Defina agora T = ) JiT}, € Los,(F;12(F))). Portanto, usando (I), a propriedade ideal para
k=1

operadores completamente absolutamente somantes e o fato de que T, = Q;1’, temos que:

k< HT’“AHfas,(p;pl,m,pn) - HQkTAHfas,(p;pl,m,pn) = HTAHfas,(p;ph...,pn)
Absurdo, pois TA € Lus (pipy,....pn) (E15 s En; l2(Fy)). =

Teorema 4.4.2. Se A € Ly, Ey,....E,; F) , entao, para quaisquer G Banach e

s,q;m,...,pn)(

T € Loss(F;G), tem-se TA € EfaS,(q;pu..,pn)(El» vy En; G). Além disso

HTAHfas,(q;ph..-,pn) = HTHas,s HAHfm,(s,q;phm,pn)

Demonstragao. Sejam xf € Fjtalquei=1,...,.mej=1,..,n.

Como A € Ly, (s.qip1,pn) (E15 s En; F), dado € > 0 temos que

1 oY . . )
A(xj)s s ] )_7—]1:-~~7Jny31’~~-7jn onde

<(1+¢)

w,s

1
(A(le, ...,a:?ﬂ)jeN&

< (1 + 6) HAHfm,(s,q;pl,...,pn) Icl;ll H (‘rf):’il mek (I)

H(le,...,jn)jgNn ) H(yjl,...,jn)jgNn

m,(s,q)
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Agora, como T' € L5 s(F; G) temos que

(1)

HT(y]hy]n)Hs S ||T||as7s (yj17~--7jn)j€N"

w,s

Dali, por (I) e (II) e usando a desigualdade de Holder para % + % = %
[z =17 i
= 1751 sin T Wit i) g < Wi o 1T W)
< (1+€) \|A||fm,(s,q;p1 ,,,,, pn) ﬁ H(:Ek)m H ||T” (y, . )
B H(yjl ,,,,, jn)jeNnH k=1 ¢i=1w,py 48,8 JLn/jENT w,s

n
= (142 1T 140 g o) TN,

Portanto

TA € £fas,( El,...,En;G) [S

q;pl,--‘,pn)(

HTAHfas,(q ) < ||T||as,s HAHfm,

sP15--5Pn (57Q;p17"'7pn) u
Teorema 4.4.3. Sejam 0 < ¢ < o0, 1 <s< 00, 0<p1,.,pp <00 e A€ L(E,...,Ey; F). Se
para quaisquer G Banach e T' € Ls s(F; G) tivermos TA € Lias (gipy,...pn) (E1, oy En; G) entdo

AEﬁfm7( El,...,En;F).

$,q;P15e-,Pn) (

Demonstragao. Sejam mf €Ejtalquei=1,...,mej=1,...,n¢ep,.. ¢, € F. Considere a

seguinte aplicacao

y — ((eny)i
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Mostremos que S € L s(F;1F) e [Slas.s < H(%)’ 1H De fato:

1 1
m s m s s
k
Sl | = (D] ceswnis |,
j=1 j=1 s
1
m k % S
- z(zu%w)
j=1 \i=
1
k? m QO S s
3 (e |2
1
k m s
<< el sup (o, y)1°
i=1 veBr \ j=1

= ||, (Zn%n )

= o], ]

w,s
Dai, sendo SA € Ly (gipr,....pn) (E1s o5 B 1¥) obtemos
"
m S
> ZK%, TGy 05 )|
J1yeensfn=1 \j=1
- 1
q
=9 > 184G, )l
Jise-nsgn=1
n
< 1S4 as o T (#2)
j=1 b

scusnas,sjf:[lH(ﬂff) A
<CH Di)ie 1” HH( ) 1H'Ll)7pj
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onde a constante C é dada pelo teorema 4.4.1. Portanto

AEﬁme( )(El,...,En;F) e

$,45P1;---:Pn

HA”fm,(s,q;ph..-,pn) < C=sup {||TAHfa8,(q;p1,m,pn) com HTHCL&S = 1}

e ainda pelo teorema 4.4.2 temos que

HA‘|fm7(8,q;Pl,~~.,pn) = sup {”TAHfasv(q;m,m,pn) com HTHCL&S S 1} u

Observagao 4.4.4. Observe que como consequéncia dos teoremas 4.4.2 € 4.4.3, podemos definir

aplicacoes multilineares completamente misto somantes da sequinte maneira

Defini¢ao 4.4.5. Sejam 0 < p1,...,pp < ¢ < s < 0o . Dizemos que A € L(F1,...,En; F)
¢ completamente (s,q;p1,...,p,) misto somante se para todo T € L, (55 (F; G) tivermos

TA € ‘Cfas,(q;pl,...,pn)(Elv c En; G)

Poderiamos ter enunciado os teoremas 4.4.2 e 4.4.3 como um teorema de divisao, da seguinte

maneira
Teorema 4.4.6. Sejam 0 < p1,....,pn < qg <00, 1 <s<o0. Entao
(£ pm (5091, (B s B ). L o)
= (Las,s(F5G), [-llas,s) ™ © (L fas,(@prpn) BLs oo Bns G) Ll fas (1)
onde En, ..., E,, F e G sdo espacos de Banach.
Outro resultado de composicao é dado por:

Proposicao 4.4.7. Sejam T; € Ly, (sp)(Ei; F) parai=1,...,n eT € L(Ey X ... X Ep, F1 X ... X
Fy) dada por T(z1,...,7n) = (T1(21), .., Tn(wn)). Se A € Lygs (s,6)(F1, . Fn; G) entdo AT €

Efasv(p;p)(Elv s By G).
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Demonstragdo. Sejam a:f €e Bptaisquei=1,...mek=1,...n. Como T; € L )(EZ-;Fi),

m,(s,p

dado € > 0 temos que

Ti(x}) = 7'y} com |||, (|l y € A+ N op @D

To(!) = 7'y com [[(7) [l (0" )i ll,s < (1A ) N Tl sy 11270 o

onde % + % = %. Logo, pela desigualdade de Hélder e como A € Lyqg (5.6)(F1, -, Fn; G) obtemos

1
(AT ) = (AT, T ) ey |
1,1
= (A<Tj1yj1’"'7Tﬁly?n))jeN;ln »
= (‘ | ]n y]l" ’y?"))jeN?n P
1 1
< (le"'TJZ)jeN% . (A(yjl""’y?n))jeN“m .
n
k
< DA - Nl AN s o TT ||,
k=1 ’
n
< (14" [Tl sy o 1Tl e HH(ﬁ);&](wuAnfas,(s,s)
Portanto:

AT € Efas,(p;p) (El’ ooy B G) € ||AT||fas,(p,p) < ||AHfas,(s,s) HZ:l ||Tk||m,(s,p) =

Com a mesma demonstragao da proposicao anterior e usando a desigualdade de Holder para

% < % + ...+ %, também obtemos

Proposicao 4.4.8. Sejam T; € Ly, () (Ei; Fy) parai = 1,...,n e T € L(Ey X ... X By, F1 X
- X Fy) dada por T(z1, ..., zn) = (T1(21), .o, Tn(2n)). Se A € Ly (5,6)(F1, -, Fn; G) entdo AT €

L El,...,En;G).

as,(p;p) (
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Teorema 4.4.9. Sejam 0 < p1,...,pn < g < s< oo e A€ L(E,.. E,;F). Entio A é com-
pletamente (s, q;p1,...,pn) misto somante, se e somente se iA é completamente (s,q;p1, ..., Pn)

misto somante, onde i : F — G € uma imersao isométrica. Temos ainda

”ZAHfm $,@iP1yePn) = 1Al s, 0)

Demonstracdo. (=) Sejam 1, ... xk € By, ..,xl,...,xf € Ey e ¢1, ..., o € G'. Dal:

Zk: (i ’<¢J7ZA( Tjpaeess jn)>

J1seesgn=1 \Jj=1
k m S % E
= > > ’< 0i, Az jl,...,x?n)>
Jiyeengn=1 \j=1
Al I ()" e
SO 1 ()
fm7(87Q7p17"'7pn =1 ] 1 w.py ] 1
n
S LT (€0 N (051 1H
=1 w,pq
Portanto

iA e ﬁfm,(s,q;ph.--,pn)(Elv s B G)
© ||/I;A”fm7(s7q;p17'--7pn) < ||A||fm,(s,q;p1,...7pn)

(<=)Sejam 1, ...,z € E1, ..., xl, ..., 2} € Ep € 1, .., om € F.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem @7, ..., %, € G', com $;(i(z)) = p;(x), para todo

)

z e Fel(pililly = @il - Logo:

> (z (0 A, o)

Jiyein=1
1
k m s % !
=8y (S eenaw), )
J15--dn=1 \J=1
q 1
k s\ |
n
< 3 Z ’<<pj,zA (A )>
j17 7]77«71
. n A
S ||ZAHfm,(s7q;p1,...7pn 1:[ ( >] 1 H(SD])]zl S
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k
()

n

= ||iAHfm,(s,q;p17-~7Pn) [Il

e,

w,pr

—~

Assim
A€ L (s,qp1,pm) (B oy B F)
© HAHfm,(s,q;m,m,pn) < HZAHfm,(s,q;m,m,pn) "
Veremos mais um teorema de multiplicacao, agora envolvendo as aplicagoes completamente

fracamente absolutamente somantes

Proposicao 4.4.10. Sejam 0 < p1,...,pp < p < s < 0.

Se A € ﬁfws,(p;pl,...,pn)(Eh Y Do F) el e ﬁm,(s,p) (F; G) entao

TAEﬁme(S El,...,En;G).

,p;p1,---7pn)(

Demonstragao. Dados x%, e x,lc € by, ...,x7, ..., 2} € By temos

|(ra (),
JGNZ m?(’S?p)
A )
‘ ( .’13']1 x]n ]ENZ wp

n k
[
S va T U P—— 1
=1 ]71 w,p

Ei, ..., Ey; G) |

< ||THm,(s,p)

Logo, TA € Lim, (s ppr,...pn)

Para o caso linear, recordemos o seguinte resultado devido a Maurey (veja [34]-Teorema 60)

Teorema 4.4.11. Se E tem cotipo 2, entdo idg é (2,p) misto somante, para todo 0 < p < 2.

Em particular teremos

Lo (I3 E)=L(F;E) e Ly op(E; F)=L(E;F)

Agora, como conseqiiéncia imediata deste Teorema juntamente com a proposicao 4.4.10

obtemos
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Teorema 4.4.12. Se F' tem cotipo 2 e 0 < p1,...,pn < p < 2, entdo

Efws,(p;m,---,pn)(El’ oy B F) = ﬁfm7(2,p;p17---7pn)(E17 s B F)
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