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Doutorado em Matemática - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Mário Carvalho de Matos



Aplicações Multilineares Completamente Absolutamente

Somantes

Banca examinadora:

Prof. Dr. Mário Carvalho de Matos.

Prof. Dr. Jorge Tulio Mujica Ascui.

Prof. Dr. Ary O. Chiacchio

Profa. Dra. Mary Lilian Lourenço.

Profa. Dra. Luiza Amália Moraes.
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Resumo

Neste trabalho, temos como principal objetivo estudar as aplicações multilineares completamente

absolutamente somantes. A teoria desta nova classe de aplicações multilineares cont́ınuas foi

apresentada por Matos (veja [21]), cujo trabalho foi motivado por sua resolução de uma questão

de Pietsch sobre operadores Hilbert-Schmidt (veja [20]). Introduzimos também outras classes de

aplicações, entre elas, as completamente quase somantes, as completamente fracamente somantes

e as completamente misto somantes. Com o estudo de tais operadores, estendemos alguns

resultados da teoria linear e multilinear dos operadores absolutamente somantes para estas

aplicações, entre eles, um resultado de Kwapień para aplicações dominadas e um resultado de

Botelho envolvendo cotipo. Além disso, estudamos uma importante relação entre os operadores

absolutamente somantes e os completamente absolutamente somantes.
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Abstract

In this work, we have as main goal the study of the fully absolutely summing multilinear map-

pings. The theory of this new class of continuous multilinear mappings was presented by Matos

(see [21]), whose work was motivated by his solution of a question of Pietsch about Hilbert

Schmidt operators (see [20]). We also introduce other classes of mappings, among them, the

fully almost summing, the fully weakly summing and the fully mixing summing. With the

study of such operators, we extend some results of the linear and multilinear theory of the ab-

solutely summing operators to these mappings, among them, a result of Kwapień for dominated

mappings and a result of Botelho involving cotype. Moreover, we study an important relation

between the absolutely summing operators and the fully absolutely summing ones.
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Introdução

O sucesso da teoria de operadores lineares absolutamente somantes tem motivado a investigação

de novas classes de aplicações multilineares e polinômios entre espaços de Banach. Em 1967,

Pietsch introduziu a classe dos operadores p-somantes. Vários resultados importantes foram

descobertos tornando ferramentas para a teoria multilinear de tais operadores.

Em [10], uma de nossas principais referências, pode-se encontrar vários resultados da teoria

linear destes operadores. Neste livro são demonstrados resultados como construções de oper-

adores p-somantes, entre eles, propriedade ideal, injetividade e teorema da inclusão, os impor-

tantes Teoremas da Dominação e Fatoração de Pietsch, o Teorema de Dvoretzky-Rogers fraco e

Teoremas de Composição. Depois são investigados o comportamento dos operadores somantes

em espaços-Lp. Encontramos ainda em [10], noções de tipo e cotipo para esta teoria.

Em 1983, Pietsch esboçou uma generalização do caso linear, introduzindo a teoria das

aplicações multilineares absolutamente somantes (veja [32]). Tal teoria foi inicialmente estu-

dada por S. Geiss (veja [12]) e B. Schneider (veja [33]). Em 1989, Alencar e Matos introduziram

em [1] um novo conceito para tais operadores. A noção dada por Pietsh em [32] pode ser vista

como um caso particular desta definição.

Logo em seguida, motivado por sua resolução de uma questão de Pietsch sobre aplicações mul-
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tilineares de Hilbert-Schmidt (veja [20]), Matos generalizou este conceito começando a trabalhar

com uma nova classe de operadores multilineares cont́ınuos, os completamente absolutamente

somantes. Em [16], Matos caracterizou pela primeira vez tais operadores, com outra terminolo-

gia: operadores estritamente absolutamente somantes. Depois, em [21], Matos estudou tal teoria

apresentando novos resultados e exemplos.

No caṕıtulo 1, estendemos alguns resultados da teoria linear e multilinear dos operadores

absolutamente somantes para estas aplicações. Entre eles, o Teorema de Dvoretzky-Rogers,

um resultado de Kwapień para aplicações dominadas e um resultado de Botelho envolvendo

cotipo. Estabelecemos também a extensão de um resultado de S. Kwapień, envolvendo aplicações

transpostas, para multilineares e damos um contra-exemplo para mostrar que não vale para as

completamente absolutamente somantes. Além disso, estudamos uma importante relação entre

os operadores absolutamente somantes e os completamente absolutamente somantes.

Matos ainda estendeu o conceito de operadores absolutamente somantes para aplicações

quaisquer. Em [19] e [22], ele apresentou uma nova caracterização para aplicações não lineares

absolutamente (p; q)− somantes entre espaços de Banach, denominadas regularmente (p; q)− so-

mantes, que levam seqüências absolutamente q-somáveis de um espaço de Banach em seqüências

absolutamente p-somáveis de outro espaço de Banach. Com base nesta definição, introduzimos

alguns conceitos. Iniciamos assim, a teoria dos polinômios completamente absolutamente so-

mantes, que pode ser investigada ainda no caṕıtulo 1. Para finalizar este caṕıtulo, estabelecemos

o tipo de holomorfia completamente (p; q)− somante.

Outras generalizações foram feitas no decorrer do nosso trabalho gerando novas classes de

aplicações multilineares, como as completamente: quase somantes, fracamente somantes e misto

somantes, que foram caracterizadas e estudadas respectivamente nos caṕıtulos 2, 3 e 4.



Lista de Notações

E, E1, ..., En, F, F1, ..., Fn, G, X,X1, ..., Xn,Y, Y1, ..., Yn são espaços de Banach.

H = espaço de Hilbert.

K = corpo de escalares R ou C.

Nn = N × ... × N (n vezes).

Nm = {1, ..., m}

Nn
m = {1, ..., m} × ... × {1, ...,m} (n vezes).

j ∈ Nn ←→ j1, ..., jn ∈ N

j ∈ Nn
m ←→ j1, ..., jn ∈ Nm = {1, ..., m}.

∆ : E → En é a aplicação diagonal dada por ∆(x) = (x, ..., x).

p′ é o número conjugado de p, isto é: 1
p

+ 1
p′

= 1.

E′ = dual de E.

BE = bola unitária fechada de E.

lp(E) = conjunto das seqüências em E absolutamente p-somáveis.

lp(E, Nn) = {(zj1,...,jn)j∈Nn ⊂ E, tal que
∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
p

< ∞}

lwp (E) = conjunto das seqüências em E fracamente p-somáveis.

lup (E) = conjunto das seqüências em E incondicionalmente p-somáveis.
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lm(s,p)(E) = conjunto das seqüências (xi)i∈N ⊂ E de tipo (s; p) misto somável.

lm(s,p) (E, Nn) = conjunto das seqüências (zj1,...,jn)j∈Nn ⊂ E de tipo (s; p) misto somável.

L(E; F ) = conjunto das aplicações lineares cont́ınuas de E em F.

L(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares cont́ınuas do produto cartesiano de

E1, ..., En em F.

L(nE;F ) = conjunto das aplicações n-lineares cont́ınuas do produto cartesiano E × ... × E

em F.

Ls (nE;F ) = subespaço vetorial de L(nE;F ) formado pelas aplicações n-lineares simétricas.

P(nE, F ) = conjunto dos polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em F .

Las,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares absolutamente (r; s1, ..., sn)-

somantes (na origem) do produto cartesiano de E1, ..., En em F.

Las,(r;s)(E1, ..., En; F ) = Las,(r;s,...,s)(E1, ..., En; F ).

Las,r(E1, ..., En; F ) := Las,(r;r)(E1, ..., En; F ).

Las(E1, ..., En; F ) := Las,(1;1)(E1, ..., En;F ).

Las,(r;s1,...,sn)(a1,...,an)(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares de E1 × ...×En em

F absolutamente (r; s1, ..., sn)-somantes no ponto (a1, ..., an) ∈ E1 × ... × En.

Las,(r;s1,...,sn)E1×...×En
(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares de E1× ...×En em

F absolutamente (r; s1, ..., sn)-somantes em todo ponto de E1 × ... × En.

Ld,(p1,...,pn)(
nE;F ) = conjunto das aplicações n-lineares (p1, ..., pn)-dominadas de E × ...×E

em F .

Ld,p(
nE; F ) = conjunto das aplicações n-lineares p-dominadas de E × ... × E em F .

Ld,r(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares r-dominadas do produto cartesiano

de E1, ..., En em F.



xvii

Lfas(r;s1,...,sn)(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares completamente absoluta-

mente (r; s1, ..., sn)-somantes.

Lfas,(r;s)(E1, ..., En;F ) := Lfas,(r;s,...,s)(E1, ..., En; F )

Lfas,r(E1, ..., En; F ) :=Lfas,(r;r,...,r)(E1, ..., En; F ).

Lfas(E1, ..., En;F ) :=Lfas,(1;1)(E1, ..., En;F ).

Pfas,(p;q) (nE;F ) = conjunto de todos polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em F , P ∈

P (nE; F ) , tal que
∨
P é completamente absolutamente (p; q)− somante na origem 0 = (0, ..., 0) ∈

En, isto é,
∨
P ∈ Lfas,(p;q) (nE;F ).

Lal,s(E; F ) = conjunto das aplicações lineares quase somantes de E em F.

Lals,(p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares quase (p1, ..., pn)−somantes

de E1 × ... × En em F .

Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) = conjunto das aplicações de L(E1, ..., En; F ) que são comple-

tamente quase (p; p1, ..., pn)-somantes.

Lws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) = conjunto formado por todas aplicações A ∈ L (E1, ..., En; F )

que são (q; p1, ..., pn)−fracamente somantes.

Lfws,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = conjunto das aplicações n-lineares completamente fracamente

absolutamente (q; p1, ..., pn)-somantes.

Lm,(s,p)(E; F ) = classe de todos operadores lineares (s, p) misto somantes de E em F .

Lm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) = conjunto de todas aplicações A ∈ L(E1, ..., En; F ) que são

(s, q; p1, ..., pn) misto somantes.

Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = conjunto de todas aplicações A ∈ L(E1, ..., En;F ) que são

completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somantes.
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W (BE′) = conjunto de todas medidas de probabilidade regulares na σ− álgebra Borel de

BE′ , com a topologia fraca-estrela.



Caṕıtulo 1

Aplicações multilineares

absolutamente somantes e

completamente absolutamente

somantes

Em [16], Matos introduziu o estudo das aplicações multilineares estritamente absolutamente

somantes entre espaços de Banach, que em [21] passaram a ser chamadas de completamente

absolutamente somantes. O espaço destas aplicações, munido com uma (p-)norma natural, é um

espaço de Banach. Estendemos alguns resultados da teoria linear e multilinear dos operadores

absolutamente somantes para estas aplicações. Entre eles, o Teorema de Dvoretzky-Rogers,

um resultado de Kwapień para aplicações dominadas e um resultado de Botelho envolvendo

cotipo. Estabelecemos também a extensão de um resultado de S. Kwapień, envolvendo aplicações

1



2 Aplicações multilineares absolutamente somantes e completamente absolutamente somantes

transpostas, para multilineares e damos um contra-exemplo para mostrar que não vale para as

completamente absolutamente somantes. O Teorema da Redução na ordem da linearidade (vide

Teorema 1.3.1) se mostrou importante para demonstração de vários dos resultados mencionados

acima. Mostramos ainda que os polinômios completamente absolutamente (p; q)− somantes

formam um tipo de holomorfia.

1.1 Teoria fundamental

Nesta seção, introduziremos algumas definições e terminologias básicas. Para maiores detal-

hes, veja [10], [9] e [37]. Começaremos com alguns espaços de seqüências a valores vetoriais.

Consideremos 1 ≤ p < ∞ e E um espaço de Banach.

Definição 1.1.1. A seqüência de vetores (xj)
∞
j=1 em E é fortemente p-somável (ou simples-

mente p-somável) se a correspondente seqüência de escalares (‖xj‖)
∞
j=1 ∈ lp, ou seja




∞∑

j=1

‖xj‖
p





1
p

< ∞

Denotaremos por lp(E) o espaço vetorial de tais seqüências e uma norma natural é dada por

‖(xj)
∞
j=1‖p :=




∞∑

j=1

‖xj‖
p





1
p

Definição 1.1.2. A seqüência de vetores (xj)
∞
j=1 em E é fracamente p-somável se a seqüência

de escalares (< ϕ, xj >)∞j=1 ∈ lp(K) para todo funcional linear cont́ınuo ϕ : E → K, ou seja




∞∑

j=1

|< ϕ, xj >|p





1
p

< ∞,

para todo ϕ ∈ E′.



Teoria fundamental 3

Denotaremos por lwp (E) o espaço vetorial composto por estas seqüências e uma norma neste

espaço é dada por

‖(xj)
∞
j=1‖w,p := sup

ϕ∈BE′




∞∑

j=1

|< ϕ, xj >|p





1
p

.

Observações:

1) lp(E) munido com a norma ‖.‖p é um espaço de Banach.

2) lwp (E) munido com a norma ‖.‖w,p é um espaço de Banach.

3) lp(E) é um subespaço vetorial de lwp (E). A inclusão é cont́ınua com norma 1 e é estrita,

a menos que E tenha dimensão finita.

Definição 1.1.3. A seqüência de vetores (xj)
∞
j=1 ∈ lwp (E) é incondicionalmente p-somável

(incondicionalmente somável para p = 1) se

lim
m→∞

‖(xj)
∞
j=m‖w,p = 0

O espaço vetorial formado por estas seqüências é um subespaço vetorial fechado de lwp (E) e

será denotado por lup (E).

Relembremos a noção de operadores lineares p-somantes.

Definição 1.1.4. Suponha que 1 ≤ p, q < ∞ e que T : E → F é um operador linear entre

espaços de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p;q)-somante (ou simplesmente (p;q)-

somante) se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑

i=1

‖T (xi)‖
p

) 1
p

≤ C‖(xi)
m
i=1‖w,q (I)

para todo m ∈ N e qualquer escolha de x1, ..., xm ∈ E.



4 Aplicações multilineares absolutamente somantes e completamente absolutamente somantes

Denotaremos por Las,(p;q)(E; F ) o espaço vetorial destas aplicações e por ‖T‖as,(p;q) o menor

de todos C satisfazendo (I). Isto define uma norma em Las,(p;q)(E; F ) que o torna um espaço de

Banach.

Observações:

1) Se p = q, dizemos que T é absolutamente p-somante.

2) Se p = q = 1, dizemos que T é absolutamente somante.

3) Um operador linear limitado T : E → F é absolutamente (p;q)-somante se, e somente se,

existe um operador linear induzido

T̂ : lwq (E) → lp(F ) : (xi)
∞
i=1 7→ (Txi)

∞
i=1.

4) Um operador linear limitado T : E → F é absolutamente (p;q)-somante se, e somente se,

existe um operador linear induzido

T̂ : luq (E) → lp(F ) : (xi)
∞
i=1 7→ (Txi)

∞
i=1.

Agora, vamos definir uma classe especial de espaços de Banach, introduzida por Linden-

strauss e PeÃlczyński (veja [14]), com a qual faremos o processo de localização para obtermos

importantes resultados em nosso trabalho.

Definição 1.1.5. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e λ > 1. Dizemos que um espaço de Banach X é um espaço-

Lp,λ se todo subespaço de dimensão finita E de X está contido num subespaço de dimensão finita

F de X para o qual existe um isomorfismo v : F −→ ldim F
p com ‖v‖

∥∥v−1
∥∥ < λ. Dizemos que X

é um espaço-Lp se for um espaço-Lp,λ para algum λ > 1 (veja [10]-cap.3).

As noções de tipo e cotipo de um espaço de Banach vieram de trabalhos de J. Hoffmann-

Jorgensen, S. Kwapień, B. Maurey e G. Pisier por volta de 1970 ( veja [23], [13] e [10]-cap.11).
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Primeiramente, considere (rj)
∞
j=1 as funções de Rademacher ([10]-cap.1).

Definição 1.1.6. Seja 1 ≤ p ≤ 2. Dizemos que um espaço de Banach X tem tipo p se existe

uma constante C1 ≥ 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., xn de X,




∫ 1

0

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥

2

dt





1
2

≤ C1

(
n∑

k=1

‖xk‖
p

) 1
p

(I)

Se X tem tipo p, denotamos por Tp (X) a menor de todas constantes C1 posśıveis em (I) e

chamamos de constante tipo p de X.

Definição 1.1.7. Seja 2 ≤ q ≤ ∞. Dizemos que um espaço de Banach X tem cotipo q se

existe uma constante C2 ≥ 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., xn de X,

(
n∑

k=1

‖xk‖
q

) 1
q

≤ C2




∫ 1

0

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥

2

dt





1
2

(II)

No caso q = ∞, deveremos trocar o lado esquerdo por max
1≤k≤n

‖xk‖. Se X tem cotipo q,

denotamos por Cq (X) a menor de todas constantes C2 posśıveis em (II). Esta é a constante

cotipo q de X. Definimos o cotipo de X por cot X = inf{2 ≤ q ≤ ∞; X tem cotipo q}.

Definição 1.1.8. Uma base de Schauder em um espaço de Banach E é um conjunto {xi}i∈Γ

tal que todo a ∈ E se escreve de modo único na forma
∞∑

n=1
anxn,a com cada x1,a, x2,a, ... em

{xi; i ∈ Γ }. Uma base de Schauder será dita incondicional se a série
∞∑

n=1
anxn,a convergir

incondicionalmente, para qualquer a.

1.2 Definições e notações preliminares

Em [32] Pietsch introduziu a teoria de aplicações multilineares escalares absolutamente somantes.

Depois, Alencar e Matos introduziram em [1] o seguinte conceito, que é essencialmente o mesmo
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de Pietsch, agora com valores vetoriais

Definição 1.2.1. Sejam r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] , com 1
r

≤ 1
r1

+ ... + 1
rn

. Uma aplicação T ∈

L(E1, ..., En; F ) é absolutamente (r; r1, ..., rn)−somante se existe C ≥ 0 tal que

(
m∑

i=1

∥∥T (x1
i , ..., x

n
i )

∥∥r

) 1
r

≤ C

n∏

k=1

‖(xk
i )

m
i=1‖w,rk

(1)

para todos m ∈ N e xk
i ∈ Ek, tais que i=1,...,m e k=1,...,n.

Notação 1.2.2. Denotaremos por Las,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En;F ) o espaço vetorial destas aplicações

e por ‖T‖as,(r;r1,...,rn) o menor de todos C satisfazendo (1). Isto define uma norma, se r ≥ 1 (r-

norma, se r ∈ ]0, 1[), em Las,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) que o torna um espaço vetorial topológico

metrizável completo.

Também para aplicações multilineares, Matos introduziu o seguinte conceito

Definição 1.2.3. Sejam r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] , com rk ≤ r; k = 1, ..., n. Uma aplicação T ∈

L(E1, ..., En; F ) é completamente absolutamente (r; r1, ..., rn)−somante, (fully absolutely

(r; r1, ..., rn)− summing, em inglês) se existe C ≥ 0, tal que




m∑

j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥r





1
r

≤ C
n∏

k=1

‖(xk
i )

m
i=1‖w,rk

(2)

para todos m ∈ N e xk
i ∈ Ek, tais que i=1,...,m e k=1,...,n.

Notação 1.2.4. Denotaremos por Lfas,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) o espaço vetorial destas aplicações

e por ‖T‖fas,(r;r1,...,rn) o menor de todos C satisfazendo (2). Isto define uma norma se r ≥ 1(r-

norma, se r ∈ ]0, 1[) em Lfas,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) que o torna um espaço vetorial topológico

metrizável completo.
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Nas notações anteriores, quando r1 = ... = rn = s trocaremos (r; r1, ..., rn) por (r; s) e

quando r = s trocaremos (r; r) por r. Neste último caso, se r = 1, não escreveremos o número

1 nas notações.

Em [21], Matos provou as seguintes equivalências que utilizaremos em demonstrações de

vários resultados deste trabalho

Proposição 1.2.5. Para T ∈ L(E1, ..., En; F ) e r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] , com rk ≤ r; k = 1, ..., n,

as seguintes condições são equivalentes:

(1) T é completamente absolutamente (r; r1, ..., rn)− somante.

(2) Se (xk
i )

∞
i=1 ∈ lwrk

(Ek), para k = 1, ..., n, então
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
∈ lr(F, Nn).

(3) A aplicação Tw definida de lwr1
(E1) × ... × lwrn

(En) em lr(F, Nn) por

Tw((x1
i )

∞
i=1, ..., (x

n
i )∞i=1) =

(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn

é bem definida, n-linear e cont́ınua.

Neste caso ‖T‖fas,(r;r1,...,rn) = ‖Tw‖.

Observação 1.2.6. Defant e Voigt provaram que

Las(E1, ..., En; K) = L(E1, ..., En; K)

isometricamente (veja [1]-3.10).

Observação 1.2.7. Observe que

Lfas,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Las,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) e

‖T‖ ≤ ‖T‖as,(r;r1,...,rn) ≤ ‖T‖fas,(r;r1,...,rn) ,

para todo T ∈ Lfas,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ). Esta inclusão pode ser estrita.

De fato: pela observação anterior, temos que L (c0, c0; K) = Las (c0, c0; K) . Mas Littlewood
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provou que existe T ∈ L (c0, c0; K) tal que
∞∑

j,k=1

|T (ej , ek)| = ∞, onde (ej)
∞
j=1 ∈ l1w (c0) (sendo

(ej)
∞
j=1 a base canônica de c0), isto é, T /∈ Lfas (c0, c0; K) (veja [15]).

1.3 Exemplos e resultados

Como Lfas,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Las,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ), para todos E1, ..., En, F Ba-

nach e r, rk ∈ ]0,∞] , com rk ≤ r; k = 1, ..., n, os resultados de Pellegrino (vide [28], Teorema

4.1.9) de casos onde Las,(r;r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) 6= L(E1, ..., En; F ), nos fornecem imediatamente:

(1) Se 1 ≤ q < 2, então L (nc0; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nc0; Y ) , para todos n ∈ N e Banach Y de

dimensão infinita.

(2) Se Y tem dimensão infinita e cotipo finito e 1 ≤ q < cot Y, então L (nc0;Y ) 6= Lfas,(q;1) (nc0; Y ) ,

para todo n.

(3) Se Y não tem cotipo finito, implica que L (nc0;Y ) 6= Lfas,(q;1) (nc0;Y ) , para todos q ≥ 1 e

n ∈ N.

Agora, por localização, estendendo os exemplos acima de c0 para espaços-L∞ (mesmo sem

base de Schauder) obtemos (4), (5) e (6):

(4) Se 1 ≤ q < 2, então L (nX;Y ) 6= Lfas,(q;1) (nX; Y ) , para todos n ∈ N, X espaço-L∞ e Y

Banach de dimensão infinita.

(5) Se Y tem dimensão infinita e cotipo finito, e q ≥ cot Y, então L (nX; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nX; Y ) ,

para todos n ∈ N e X espaço-L∞.

(6) Se Y não tem cotipo finito, implica que L (nX; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nX; Y ) , para todos q ≥ 1,

n ∈ N e X espaço-L∞.

(7) Se 1 < q < 2, X é espaço-L∞ e Y é Banach de dimensão infinita, n ∈ N, então L (nX; Y ) 6=
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Lfas,(q;1) (nX;Y ) . Com maior razão, se 1 < q < 2, L (nX;Y ) 6= Lfas,(q;r) (nX;Y ) , para todo

r ≥ 1.

(8) Se X é espaço-L∞ e Y é espaço de Banach de dimensão infinita com cotipo finito, 1 ≤ q <

cot Y, então L (nX;Y ) 6= Lfas,(q;1) (nX; Y ) .

(9) Se X é espaço-L∞ e Y é Banach e não tem cotipo finito, então L (nX; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nX; Y ) ,

para todo q ≥ 1. Com maior razão, L (nX;Y ) 6= Lfas,(s;r) (nX; Y ) , para todos s ≥ 1 e r ≥ 1.

Mais adiante, veremos resultados onde a igualdade ocorre entre o espaço das aplicações

multilineares cont́ınuas e o espaço das aplicações multilineares completamente absolutamente

somantes. Como por exemplo, Teorema 1.7.3, Teorema 1.7.4 e a extensão do Teorema de

Grothendieck para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes (veja

seção 1.4). Em [21] (Matos), também pode ser encontrado alguns resultados de coincidência.

Daremos em seguida, uma importante relação entre as aplicações absolutamente somantes e

completamente absolutamente somantes

Teorema 1.3.1. (Redução na ordem da linearidade)

Se L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) para sk ≤ r, com k = 1, ..., n e r, sk ∈ ]0,∞] ,

então

L(Ek1 , ..., Ekj
; F ) = Lfas,(r;sk1

,...,skj
)(Ek1 , ..., Ekj

; F )

sempre que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j.

Demonstração. Suponha que L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) para sk ≤ r, com

k = 1, ..., n.

Seja T ∈ L(Ek1 , ..., Ekj
;F ) tal que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1
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temos kl ∈ {1, ..., n}, com kl < ki se l < i ≤ j. Mostremos que T ∈ Lfas,(r;sk1
,...,skj

)(Ek1 , ..., Ekj
; F )

tal que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n}, com

kl < ki se l < i ≤ j. Para isso, defina

Q : E1 × ... × En −→ F

(x1, ..., xn) −→ Q (x1, ..., xn) = T
(
xk1 , ..., xkj

) n∏
l=1

l 6=k1,...,kj

ϕl (xl)

onde ϕl ∈ E′
l, ϕl 6= 0.

Como Q ∈ L(E1, ..., En;F ), então Q ∈ Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En; F ), por hipótese, onde sk ≤

r, com 1 ≤ k ≤ n.

Agora, dados
(
xk1

i

)∞

i=1
∈ lwsk1

(Ek1), ...,
(
x

kj

i

)∞

i=1
∈ lwskj

(Ekj
) e l = 1, ..., n, com l 6= k1, ..., kj ,

tome xl
1 = al ∈ El, tais que ϕl(al) = 1, ‖al‖ ≤ 1 e xl

2 = xl
3 = ... = 0, ou seja,

(
xl

i

)∞
i=1

∈ lwsl
(El) e

∥∥(
xl

i

)∞
i=1

∥∥
w,sl

≤ 1.

Dáı, como Q ∈ Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En; F ) temos que
{

∞∑
ik1

,...,ikj
=1

∥∥∥T (xk1
ik1

, ..., x
kj

ikj
)
∥∥∥

r
} 1

r

=

{
∞∑

i1,...,in=1

∥∥Q
(
x1

i1
, ..., xn

in

)∥∥r

} 1
r

≤ ‖Q‖fas,(r;s1,...,sn)

∏
l=1,...,n

l 6=k1,...,kj

∥∥(
xl

i

)∞
i=1

∥∥
w,sl

∥∥∥
(
xk1

i

)∞

i=1

∥∥∥
w,sk1

...
∥∥∥
(
x

kj

i

)∞

i=1

∥∥∥
w,skj

≤ ‖Q‖fas,(r;s1,...,sn)

∥∥∥
(
xk1

i

)∞

i=1

∥∥∥
w,sk1

...
∥∥∥
(
x

kj

i

)∞

i=1

∥∥∥
w,skj

Portanto:

∞∑
ik1

,...,ikj
=1

∥∥∥T
(
xk1

ik1
, ..., x

kj

ikj

)∥∥∥
r

< ∞, para todo
(
xkm

i

)∞

i=1
∈ lwskm

(Ekm
), tal que 1 ≤ m ≤ j.

Logo,

T ∈ Lfas,(r;sk1
,...,skj

)(Ek1 , ..., Ekj
; F ) tal que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n}
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e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n}, com kl < ki se l < i ≤ j, o que queŕıamos mostrar.

Observação 1.3.2. A rećıproca do Teorema 1.3.1 não vale.

De fato, temos que L (c0; K) = Las (c0; K) = Lfas (c0; K) , mas por Littlewood sabemos que

L (c0, c0; K) 6= Lfas (c0, c0; K) .

Teorema 1.3.3. Se L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) tal que sk ≤ r , com k =

1, ..., n e r, sk ∈ ]0,∞] , então

L(Ek1 , ..., Ekj
;F ) = Las,(r;sk1

,...,skj
)(Ek1 , ..., Ekj

; F )

sempre que 1 ≤ j < n e , onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j..

Demonstração. É uma conseqüência imediata do Teorema 1.3.1, já que temos

Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) ⊂ Las,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ),

para todos E1, ..., En, F Banach e r, sk ∈ ]0,∞] , com sk ≤ r; k = 1, ..., n.

Observação 1.3.4. A rećıproca do Teorema 1.3.3 também não vale.

De fato, sabemos que L (c0; K) = Las (c0; K) e L (c0, c0; K) = Las (c0, c0; K) (por Defant e Voigt).

Mas por Littlewood, L (c0, c0; K) 6= Lfas (c0, c0; K) .

Usando um outro racioćınio, Pellegrino também resolveu a redução para o caso linear (j = 1)

no Teorema 1.3.3 (veja [29]). Confira a idéia da demonstração na seção 1.9 (Teorema 1.9.1.6 e

Proposição 1.9.1.7).

Tomando E1 = ... = En = E no teorema acima obtemos:
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Corolário 1.3.5. Se L(nE; F ) = Lfas,(r;s1,...,sn)(
nE; F ) tal que sk ≤ r , com k = 1, ..., n e

r, sk ∈ ]0,∞] , então L(mE;F ) = Las,(r;sk1
,...,skm )(

mE;F ), para todo m ≤ n e sempre que 1 ≤

j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n}, com kl < ki se

l < i ≤ j.

CONSEQÜÊNCIAS:

(1) Se 1 ≤ q < 2, então, para t > 2q
2−q

, temos L (nlt; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nlt;Y ) , para todo n e

Banach Y de dimensão infinita.

De fato:

Por Pellegrino (vide [28], Corolário 4.1.12), sabemos que se 1 ≤ q < 2, então, para

t > 2mq
2−q

, temos L (mlt;Y ) 6= Las,(q;1) (mlt; Y ) , para todo Banach Y de dimensão infinita. Dáı,

pelo Corolário 1.3.5, temos que para t > 2mq
2−q

, L (nlt; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nlt;Y ) , para todos n ≥ m

e Banach Y de dimensão infinita. Em particular para m = 1 : para todo t > 2q
2−q

, temos

L (nlt; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nlt; Y ) , para todo n e Banach Y de dimensão infinita.

Com o mesmo racioćınio acima e usando o Teorema 4.1.9 de [28] (e seus corolários), também

obtemos:

(2) Se Y é Banach de dimensão infinita e p ∈ ]1,∞] , então L (nlp; Y ) 6= Lfas,(1;1) (nlp;Y ) , para

todo n.

(3) Se Y tem cotipo finito, 1 ≤ q ≤ cot Y
2 e t > q, então L (nlt;Y ) 6= Lfas,(q;1) (nlt;Y ) , para todo

n.

Em particular: Se 1 ≤ q ≤
cot lp

2 e t > q, então L (nlt; lp) 6= Lfas,(q;1) (nlt; lp) , para todo n.

(4) Se t ≥ 2,
cot lp

2 ≥ t
m

, 1 ≤ q e mq < t, então L (nlt; lp) 6= Lfas,(q;1) (nlt; lp) , para todo n ≥ m.

(5) Se t >
q cot lp
cot lp−q

e 1 ≤ q < cot lp, então L (nlt; lp) 6= Lfas,(q;1) (nlt; lp) , para todo n.
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(6) Se Y não tem cotipo finito e 1 ≤ q < t, então L (nlt; Y ) 6= Lfas,(q;1) (nlt; Y ) , para todo n.

(7) Se E é um espaço-Lt e cot E > max{2, q}, então temos L(nE;F ) 6= Lfas,(q;1)(
nE; F ), para

todo n e para todo espaço de Banach F de cotipo infinito.

Com as mesmas idéias do Teorema 1.3.1, obtemos a seguinte relação

Teorema 1.3.6. Se Las,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) = Lfas,(r;s1,...,sn)(E1, ..., En;F ) tal que sk ≤ r ,

com k = 1, ..., n e r, sk ∈ ]0,∞] , então

Las,(r;sk1
,...,skj

)(Ek1 , ..., Ekj
;F ) = Lfas,(r;sk1

,...,skj
)(Ek1 , ..., Ekj

; F )

sempre que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j.

1.4 Um resultado de Lindenstrauss e PeÃlczyński

Relembremos do seguinte resultado de Lindenstrauss e PeÃlczyński (em [14])

Teorema 1.4.1. Sejam E e F espaços de Banach de dimensão infinita, E com uma base

incondicional e tais que todo T ∈ L (E; F ) é absolutamente somante. Então E é isomorfo a l1

e F é isomorfo a um espaço de Hilbert.

Como conseqüência deste importante teorema obtemos:

Teorema 1.4.2. Se L(E1, ..., En;F ) = Lfas,(1;1)(E1, ..., En;F ) tais que E1, ..., En e F são

espaços de Banach de dimensão infinita, cada Ek com base de Schauder incondicional, então

Ek é isomorfo a l1, para todo k = 1, ..., n e F é isomorfo a um espaço de Hilbert.

Demonstração. Se L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(1;1)(E1, ..., En; F ), então pelo Teorema 1.3.3 temos

que L(Ek; F ) = Las,(1;1)(Ek; F ), para todo k = 1, ..., n. Portanto, pelo Teorema 1.4.1 devido a
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Lindenstrauss e PeÃlczyński, Ek é isomorfo a l1, para todo k = 1, ..., n e F é isomorfo a um espaço

de Hilbert.

Note que os exemplos e conseqüências da seção anterior para q = 1, quando F não é Hilbert

seguem imediatamente deste resultado.

Corolário 1.4.3. L (nl1;F ) 6= Lfas,(1;1) (nl1; F ) , para todo espaço de Banach F que não é

Hilbert e n ∈ N.

Já para um espaço de Hilbert H, temos que o resultado acima vale, que é a extensão do Teo-

rema de Grothendieck para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes,

mais precisamente

L(E1, ..., En;H) = Lfas,(1;1)(E1, ..., En; H),

para todo n ∈ N e E1, ..., En espaços-L1.

Esse resultado foi obtido por Bombal, Pérez-Garćıa e Villanueva em [2].

1.5 Teorema de Dvoretzky-Rogers e outras conseqüências

Vejamos as seguintes versões do Teorema Dvoretzky-Rogers no caso linear (veja [10]-teoremas

1.2, 2.18 e 10.5):

Teorema 1.5.1. (Teorema Dvoretzky-Rogers) Seja X um espaço de Banach de dimensão in-

finita. Dado (λn)n∈N
∈ l2, existe uma seqüência incondicionalmente somável (xn)n∈N

em X com

‖xn‖ = |λn| , para todo n ∈ N.

Teorema 1.5.2. (Versão fraca do Teorema Dvoretzky-Rogers) Sejam 1 ≤ p < ∞. Todo espaço

de Banach de dimensão infinita X contém uma seqüência fracamente p-somável que não é

fortemente p-somável.
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Teorema 1.5.3. (Extensão do Teorema Dvoretzky-Rogers) Sejam 1 ≤ p ≤ q < ∞. Se 1
p
− 1

q
< 1

2 ,

então todo espaço de Banach de dimensão infinita X contém uma seqüência fracamente p-

somável que não é fortemente q-somável.

Provemos assim os seguintes resultados para multilineares:

Teorema 1.5.4. Se dimE = ∞, então L(nE;E) 6= Lfas,(q;q1,...,qn)(
nE;E), para todo 1 ≤ q < 2,

1 ≤ qk ≤ q, com k = 1, ..., n e para todo n ∈ N.

Demonstração. Suponha por absurdo que para algum n, temos L(nE; E) = Lfas,(q;q1,...,qn)(
nE; E),

para algum 1 ≤ q < 2 e 1 ≤ qk ≤ q, com k = 1, ..., n. Dáı, para algum n vale que L(nE; E) =

Lfas,(q;1,...,1)(
nE;E), para algum 1 ≤ q < 2. Agora, pelo corolário 1.3.5, L(E; E) = Las,(q;1)(E;E)

e então idE : E −→ E é absolutamente (q; 1)−somante. Absurdo, pelo Teorema Dvoretzky-

Rogers, pois dimE = ∞ e 1 ≤ q < 2. De fato, basta tomar (λn)n∈N
∈ l2 \ lq e (xn)n∈N

⊂ E in-

condicionalmente somável tal que ‖xn‖ = |λn| , para todo n ∈ N, pois dáı
∞∑

n=1
‖xn‖

q =
∞∑

n=1
|λn|

q =

∞.

Mais geralmente temos:

Teorema 1.5.5. Se dimE = ∞, então, para todo n ∈ N temos L(nE; E) 6= Lfas,(q;p1,...,pn)(
nE; E),

para todo 1 ≤ pk ≤ q < ∞, com k = 1, ..., n e 1
pj0

− 1
q

< 1
2 , para algum j0 ∈ {1, ..., n}.

Demonstração. Se L(nE;E) = Lfas,(q;p1,...,pn)(
nE;E), para algum n, então pelo corolário 1.3.5,

L(E; E) = Las,(q;pj)(E; E), onde j = 1, ..., n e consequentemente idE : E −→ E é (q; pj)−somante,

para todo j = 1, ..., n. Em particular, idE é (q; pj0)−somante. Absurdo, pela extensão do Teo-

rema Dvoretzky-Rogers (Teorema 1.5.3).

Observação 1.5.6. Se q = p1 = ... = pn, o teorema 1.5.5 é a versão do Teorema de Dvoretzky-

Rogers para os operadores multilineares completamente absolutamente somantes.
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Na verdade, o Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para operadores multilineares completa-

mente somantes é uma consequência direta do Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para polinômios

n-homogêneos feito por Matos em [19], uma vez que P(nE; E) 6= Pas,p(
nE; E) implica que

L(nE; E) 6= Las,p(
nE; E).

Observação 1.5.7. A volta do Teorema 1.5.5 também vale. Basta ver que se dimE < ∞, então

L(nE; E) = Lfas,(q;p1,...,pn)(
nE; E), para todo n ∈ N tal que 1 ≤ pk ≤ q < ∞, com k = 1, ..., n.

De fato:

sabemos que se dimE < ∞, então lwp (E) = lp (E) , para todo p. Dáı:




∞∑

j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥q





1
q

≤ ‖T‖




∞∑

j1=1

∥∥x1
j1

∥∥q





1
q

...




∞∑

jn=1

∥∥xn
jn

∥∥q





1
q

< ∞,

para todo
(
xk

j

)∞

j=1
∈ lwpk

(E) = lpk
(E) ⊂ lq (E) , já que pk ≤ q.

Teorema 1.5.8. Se cotipoE = p então

L(nE; E) 6= Lfas,(q;1)(
nE; E),

para todo 2 < q < p e para todo n.

Demonstração. Suponha por absurdo que para algum n, temos L(nE;E) = Lfas,(q;1,...,1)(
nE;E),

para algum 2 < q < p. Dáı, pelo corolário 1.3.5, vale que L(E; E) = Las,(q;1)(E; E), para algum

2 < q < p e então idE : E −→ E é absolutamente (q; 1)−somante, para algum 2 < q < p. Logo,

como q > 2, por Talagrand temos que cotipo E = q (veja [35]-7.1 e [36]-1.1). Absurdo, pois por

hipótese cotipoE = p, onde q < p.

Teorema 1.5.9. Se 1 ≤ q < 2, então temos que

L(c0, E1, ..., En; F ) 6= Lfas,(q;1,q1,...,qn)(c0, E1, ..., En;F )



Teorema de Dvoretzky-Rogers e outras conseqüências 17

tais que q, qk ∈ ]0,∞] , qk ≤ q, para todo k = 1, ..., n, E1, ..., En Banach e F Banach de dimensão

infinita.

Demonstração. Se valesse a igualdade, então pelo teorema 1.3.3 teŕıamos L(c0; F ) = Las,(q;1)(c0; F ),

com 1 ≤ q < 2. Absurdo, por Pellegrino (em [28], Teorema 4.1.9).

Observação 1.5.10. Já para os operadores absolutamente somantes, o resultado acima não

vale, pois L(E, l1, l1; F ) = Las,(1;1,1,1)(E, l1, l1; F ), para todo espaço de Banach E e F .

De fato: seja T ∈ L (E, l1, l1; F ). Como cotipo(l1) = 2, então idl1 é absolutamente (2; 1)−

somante (devido a Maurey-veja [8]-24.7) e usando a desigualdade de Hölder, obtemos

∞∑

j=1

‖T (xj , yj , zj)‖ ≤

∞∑

j=1

‖T‖ ‖xj‖ ‖yj‖ ‖zj‖

≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
∞
‖T‖

∞∑

j=1

‖yj‖ ‖zj‖

≤ ‖T‖
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
∞




∞∑

j=1

‖yj‖
2





1
2



∞∑

j=1

‖zj‖
2





1
2

≤ ‖T‖ ‖idl1‖
2
as,(2;1)

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,1

∥∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥∥
w,1

∥∥∥(zj)
∞
j=1

∥∥∥
w,1

< ∞,

para todos (xj)
∞
j=1 ∈ lw1 (E), (yj)

∞
j=1 , (zj)

∞
j=1 ∈ lw1 (l1).

Como consequência imediata do Teorema 1.3.3 (Teorema da Redução na ordem da lineari-

dade) e Exemplo 2.3.8 de [28] (Pellegrino), obtemos a seguinte proposição

Proposição 1.5.11. Se Lfas,(s;r1,...,rn) (nE;E) = L (nE; E) , tal que rk ≤ s, para todo k =

1, ..., n, então L (mE; E) = Las,(s;rk,∞,...,∞) (mE; E) , para todo m tal que 1 ≤ m ≤ n e k =

1, ..., n.
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1.6 Extensão de um resultado de S.Kwapień para multilineares

Por volta de 1970, S.Kwapień provou o seguinte resultado (ver [10]-2.21)

Teorema 1.6.1. Sejam X um espaço de Banach e H um espaço de Hilbert. Se u ∈ L (X; H)

é tal que seu adjunto u∗ é q-somante para algum 1 ≤ q < ∞, então u é 1-somante e ‖u‖as ≤

A−1
1 Bq ‖u

∗‖as,q .

Aqui A1 e Bq são as constantes da Desigualdade de Khinchin.

Antes de enunciarmos o próximo resultado, que é uma extensão deste teorema para aplicações

multilineares, vejamos a definição do adjunto de um operador multilinear.

Definição 1.6.2. Sejam E1, ..., En e F espaços de Banach. Se T ∈ L(E1, ..., En; F ), definimos

seu adjunto da seguinte maneira

T ∗ : F ∗ −→ L(E1, ..., En; K)

ϕ −→ T ∗ϕ : E1 × ... × En −→ K

(x1, ..., xn) −→ (T ∗ϕ)(x1, ..., xn) = ϕ(T (x1, ..., xn))

E ainda, se S ∈ L(F ;G) sendo G espaço de Banach, então (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

Teorema 1.6.3. Sejam E1,..., EN espaços de Banach e H espaço de Hilbert. Se T pertencente

a L(E1, ..., EN ; H) é tal que seu adjunto T∗ é q-somante, para algum 1 ≤ q < ∞, então T é

absolutamente somante e ‖T‖as ≤ A−1
1 BqΠq(T

∗).

(A1 e Bq são as constantes da Desigualdade de Khinchin)

Demonstração. Consideremos primeiro o caso de um operador T : E1 × ...×EN −→ ln2 (n ∈ N).

Dados x(k,1), ..., x(k,m) ∈ Ek; 1 ≤ k ≤ N e usando a Desigualdade de Khinchin (veja [10]-

1.10) e o fato de que L(E1, ..., EN ; K) = Las(E1, ..., EN ; K) isometricamente (por Defant-Voigt),

obtemos:
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m∑
j=1

∥∥T (x(1,j), ..., x(N,j))
∥∥

ln2
=

=
m∑

j=1

(
n∑

k=1

∣∣〈T (x(1,j), ..., x(N,j)), ek

〉∣∣2
) 1

2

=
m∑

j=1

(
n∑

k=1

∣∣〈(x(1,j), ..., x(N,j)), T ∗ek

〉∣∣2
) 1

2

≤
m∑

j=1

[
A−1

1

(∫ 1

0

∣∣∣∣
n∑

k=1

〈
(x(1,j), ..., x(N,j)), T ∗ek

〉
rk(t)

∣∣∣∣ dt

)]

= A−1
1

∫ 1

0

m∑
j=1

∣∣∣∣

〈
(x(1,j), ..., x(N,j)),

n∑
k=1

rk(t)T
∗ek

〉∣∣∣∣ dt

≤ A−1
1

∫ 1

0

∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)T
∗ek

∥∥∥∥
as

N∏
i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

dt

= A−1
1

N∏
i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

∫ 1

0

∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)T
∗ek

∥∥∥∥ dt (I)

Agora, vejamos uma cota superior majorante para a integral usando o Teorema de Fubini

e a Desigualdade de Khinchin. E como T ∗ é q-somante, para algum 1 ≤ q < ∞, pelo Teorema

da Dominação de Pietsch, existe uma medida Borel regular de probabilidade µ no espaço de

Hausdorff compacto K = Bln2
tal que

(∫ 1

0

∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)T
∗ek

∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

=

(∫ 1

0

∥∥∥∥T ∗

(
n∑

k=1

rk(t)ek

)∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

≤




∫ 1

0
Πq(T

∗)q

(∫

K=Bln2

∣∣∣∣

〈
ϕ,

n∑
k=1

rk(t)ek

〉∣∣∣∣
q

dµ(ϕ)

)q 1
q

dt





1
q

= Πq(T
∗)

[∫ 1

0

∫

K=Bln2

∣∣∣∣

〈
ϕ,

n∑
k=1

rk(t)ek

〉∣∣∣∣
q

dµ(ϕ)dt

] 1
q

= Πq(T
∗)

[∫

K=Bln2

∫ 1

0

∣∣∣∣
n∑

k=1

〈ϕ, ek〉 rk(t)

∣∣∣∣
q

dtdµ(ϕ)

] 1
q

≤ Πq(T
∗)

[∫

K=Bln2

Bq
q

(
n∑

k=1

|〈ϕ, ek〉|
2

) q
2

dµ(ϕ)

] 1
q

= BqΠq(T
∗)

[∫

K=Bln2

‖ϕ‖q
ln2

dµ(ϕ)

] 1
q

≤ BqΠq(T
∗) [µ(K)]

1
q = BqΠq(T

∗) (II)

Finalmente, consideremos um operador T pertencente a L(E1, ..., EN ; H) qualquer, com o
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adjunto T ∗ : H −→ L(E1, ..., EN ; K) q-somante. Mostremos que T é 1-somante.

Fixe x(k,1), ..., x(k,m) ∈ Ek, tal que 1 ≤ k ≤ N. Identifique o span de T (x(1,j), ..., x(N,j)), tal

que j = 1, ..., m, com ln2 para n apropriado e seja Ψ tal identificação. Isso é posśıvel, pois tal

span é Hilbert de dimensão finita. Seja P ∈ L(H) a projeção ortogonal de H nesse span, então

P ∗ = P . Dáı, por (I) e (II), temos que:

m∑
j=1

∥∥T (x(1,j), ..., x(N,j))
∥∥

ln2

=
m∑

j=1

∥∥Ψ ◦ P ◦ T (x(1,j), ..., x(N,j))
∥∥

ln2

≤ A−1
1 BqΠq((Ψ ◦ P ◦ T )∗)

N∏
i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

= A−1
1 BqΠq(T

∗ ◦ P ∗ ◦ Ψ∗)
N∏

i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

≤ A−1
1 BqΠq(T

∗) ‖P ∗‖ ‖Ψ∗‖
N∏

i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

≤ A−1
1 BqΠq(T

∗) ‖P‖ ‖Ψ‖
N∏

i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

= A−1
1 BqΠq(T

∗)
N∏

i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

Portanto T é 1-somante e ‖T‖as ≤ A−1
1 BqΠq(T

∗).

Observação 1.6.4. Não vale o análogo do teorema 1.6.3 para operadores completamente abso-

lutamente somantes.

Contra-exemplo: Tome H = K, N=2, E1=E2=c0 e T ∈ L(c0, c0; K) tal que T /∈ Lfas(c0, c0; K)

(sabemos que existe tal T por Littlewood). Temos que T ∗ : K −→L(c0, c0; K)
ϕ−→T ∗ϕ=ϕT

é absolutamente

1-somante.
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1.7 Aplicações multilineares completamente absolutamente

(q; 1) − somantes

Em 1933, W.Orlicz provou que se 1 ≤ p ≤ 2, então o operador identidade em Lp é (2; 1)−somante.

Em 1970, foi provado que: se E tem cotipo 2, então o operador identidade em E é (2; 1)− so-

mante. Mais geralmente temos:

· se E tem cotipo q < ∞, então o operador idE é (q; 1)− somante (devido a Maurey-veja

[8]-24.7)

ou equivalentemente: se E ou F tem cotipo q < ∞, então todo operador linear de E em F

é (q; 1)− somante (basta usar a propriedade de operadores ideais)

· Talagrand provou que a rećıproca é falsa se q = 2 e verdadeira se q > 2 (veja [35]-7.1 e

[36]-1.1).

Logo:




· q > 2 : E tem cotipo q ⇐⇒ idE é absolutamente (q; 1) − somante

· q = 2 : E tem cotipo q = 2 =⇒ idE é absolutamente (2; 1) − somante

Botelho fez a versão multilinear do resultado de Maurey (em [4]-2.5):

Teorema 1.7.1. Sejam n ∈ N e q, q1, ..., qn ∈ R.

(i) Se E1 tem cotipo q1,..., En tem cotipo qn, então toda aplicação n-linear de E1× ...×En −→ F

é absolutamente (s;1)-somante, para todos F e s tal que 1
s
≤ 1

q1
+ ... + 1

qn
. Além disso:

‖A‖as,(s;1) ≤ ‖A‖
n∏

m=1
‖idEm‖as,(qm;1) , para todo A ∈ L(E1, ..., En; F )

Isto é: L(E1, ..., En; F ) = Las,(s;1)(E1, ..., En;F ), se Ek tem cotipo qk, para todo k = 1, ..., n

e 1
s
≤ 1

q1
+ ... + 1

qn
.
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(ii) Se F tem cotipo q, então toda aplicação n-linear de E1 × ... × En −→ F é absolutamente

(q;1)-somante, para todo Ej , j=1,...,n. Além disso:

‖A‖as,(q;1) ≤ Cq(F ) ‖A‖ , para todo A ∈ L(E1, ..., En; F ), onde Cq(F ) é a constante cotipo q

de F

Isto é: L(E1, ..., En; F ) = Las,(q;1)(E1, ..., En; F ), se F tem cotipo q.

Para provar este resultado, basta aplicar a desigualdade de Hölder generalizada:

Teorema 1.7.2. Se 1
p
≤ 1

p1
+ ... + 1

pk
e a

(i)
j ∈ lpi

então




∞∑

j=1

∣∣∣a(1)
j ...a

(k)
j

∣∣∣
p





1
p

≤




∞∑

j=1

∣∣∣a(1)
j

∣∣∣
p1





1
p1

...




∞∑

j=1

∣∣∣a(k)
j

∣∣∣
pk





1
pk

Podemos generalizar o teorema 1.7.1 no caso (ii) com os operadores completamente absolu-

tamente somantes:

Teorema 1.7.3. Se F tem cotipo q ≥ 2, então toda aplicação n-linear cont́ınua A de E1×...×En

em F é completamente absolutamente (q;1)-somante, para todos E1, ..., En espaços de Banach, e

‖A‖fas,(q;1) ≤ Cq(F )n ‖A‖ , para todo A ∈ L(E1, ..., En; F ), onde Cq(F ) = cte cotipo q de F. Isto

é: se F tem cotipo q ≥ 2, então L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(q;1)(E1, ..., En; F ), para todos E1, ..., En.

Demonstração. AFIRMAÇÃO: se A ∈ L(E1, ..., En;F ) e F tem cotipo q ≥ 2, então
(

m∑
j1,...,jn=1

∥∥∥A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

q
) 1

q

≤ Cq(F )n




∫ 1

0




∫ 1

0
...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
...

m∑
jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)A(x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

...dt2



 dt1





1
q

de fato: faremos por indução sobre n

(i) A afirmação acima vale para n = 2 : se F tem cotipo q ≥ 2, então

m∑
j,k=1

‖A(xj , yk)‖
q =

m∑
k=1

(
m∑

j=1
‖A(xj , yk)‖

q

)
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≤
m∑

k=1



Cq(F )q




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j=1
rj(t1)A(xj , yk)

∥∥∥∥∥

2

dt1





q
2





= Cq(F )q




m∑

k=1




∫ 1

0

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j=1
rj(t1)xj , yk

)∥∥∥∥∥

2

dt1





q
2





≤ Cq(F )q




m∑

k=1

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j=1
rj(t1)xj , yk

)∥∥∥∥∥

q

dt1

) 1
q
q




= Cq(F )q

[∫ 1

0

m∑
k=1

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j=1
rj(t1)xj , yk

)∥∥∥∥∥

q

dt1

]

≤ Cq(F )q




∫ 1

0
Cq(F )q




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

k=1

rk(t2)A

(
m∑

j=1
rj(t1)xj , yk

)∥∥∥∥∥

2

dt2





q
2

dt1





= Cq(F )2q




∫ 1

0




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j=1

m∑
k=1

rj(t1)rk(t2)A (xj , yk)

∥∥∥∥∥

2

dt2





q
2

dt1





(ii) Suponha que vale para n-1

Hipótese de indução: se F tem cotipo q ≥ 2, então
(

m∑
j1,...,jn−1=1

∥∥∥A(x1
j1

, ..., xn−1
jn−1

)
∥∥∥

q
) 1

q

≤

Cq(F )n−1




∫ 1

0




∫ 1

0

...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1

...
m∑

jn−1=1

rj1(t1)...rjn−1(tn−1)A(x1
j1

, ..., xn−1
jn−1

)

∥∥∥∥∥

2

dtn−1





q

2

...dt2



 dt1





1
q

(iii) Mostremos que vale para n

Se F tem cotipo q ≥ 2, dáı

m∑
j1,...,jn=1

∥∥∥A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

q

=
m∑

jn=1

(
m∑

j1,...,jn−1=1

∥∥∥A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

q
)

≤
m∑

jn=1



Cq(F )(n−1)q

∫ 1

0

...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1

...
m∑

jn−1=1

rj1(t1)...rjn−1
(tn−1)A(x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

2

dtn−1





q

2

...dt1





= Cq(F )(n−1)q




∫ 1

0

...




∫ 1

0

m∑
jn=1

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j1=1

rj1(t1)x
1
j1

, ...,
m∑

jn−1=1

rjn−1(tn−1)x
n−1
jn−1

, xn
jn

)∥∥∥∥∥

2

dtn−1





q

2

...dt1




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≤ Cq(F )(n−1)q

[∫ 1

0

(∫ 1

0
...

(∫ 1

0

m∑
jn=1

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j1=1
rj1 (t1)x1

j1
, ...,

m∑
jn−1=1

rjn−1 (tn−1)xn−1
jn−1

, xn
jn

)∥∥∥∥∥

q

dtn−1

)
...dt2

)
dt1

]

≤ Cq(F )(n−1)q

∫ 1

0



 ...

∫ 1

0
Cq(F )q




∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

m∑

jn=1
rjn

(tn)A




m∑

j1=1
rj1

(t1)x1
j1

, ...,
m∑

jn−1=1
rjn−1

(tn−1)xn−1
jn−1

, xn
jn





∥∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

dtn−1...



 dt1

= Cq(F )(n−1+1)q

∫ 1

0




∫ 1

0
...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
...

m∑
jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)A(x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

...dt2



 dt1

o que mostra a afirmação. Dáı obtemos:
(

m∑
j1,...,jn=1

∥∥∥A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

q
) 1

q

≤ Cq(F )n




∫ 1

0




∫ 1

0
...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
...

m∑
jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)A(x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

...dt2



 dt1





1
q

= Cq(F )n




∫ 1

0




∫ 1

0
...




∫ 1

0

∥∥∥∥∥A

(
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

, ...,
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

)∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

...dt2



 dt1





1
q

≤ Cq(F )n




∫ 1

0




∫ 1

0
...




∫ 1

0
‖A‖2

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

∥∥∥∥∥

2

...

∥∥∥∥∥
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

∥∥∥∥∥

2

dtn





q
2

...dt2



 dt1





1
q

= Cq(F )n ‖A‖




∫ 1

0




∥∥∥∥∥

m∑
j1=1

rj1(t1)x
1
j1

∥∥∥∥∥

2




q
2

dt1...

∫ 1

0




∥∥∥∥∥

m∑
jn=1

rjn(tn)xn
jn

∥∥∥∥∥

2




q
2

dtn





1
q

≤ Cq(F )n ‖A‖

[(
sup

t1∈[0,1]

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

∥∥∥∥∥
E1

)q

...

(
sup

tn∈[0,1]

∥∥∥∥∥
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

∥∥∥∥∥
En

)q] 1
q

= Cq(F )n ‖A‖ sup
t1∈[0,1]

x′∈BE1′

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1
rj1(t1)

〈
x′, x1

j1

〉∣∣∣∣∣ ... sup
tn∈[0,1]

x′∈BEn′

∣∣∣∣∣
m∑

jn=1
rjn(tn)

〈
x′, xn

jn

〉∣∣∣∣∣

= Cq(F )n ‖A‖ sup
x′∈BE1′

m∑
j1=1

∣∣∣
〈
x′, x1

j1

〉∣∣∣ ... sup
x′∈BEn′

m∑
jn=1

∣∣∣
〈
x′, xn

jn

〉∣∣∣

= Cq(F )n ‖A‖
n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,1 ,

para todos m ∈ N e xk
j ∈ Ek, tais que j=1,...,m e k=1,...,n.

Logo, A ∈ Lfas,(q;1)(E1, ..., En; F ) e ‖A‖fas,(q;1) ≤ Cq(F )n ‖A‖ .

Este resultado foi obtido de uma outra maneira, independentemente, por Bombal, Pérez-

Garćıa e Villanueva em [2].
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Já no caso (i), conseguimos uma generalização um pouco mais fraca:

Teorema 1.7.4. Se Ek tem cotipo qk (qk ≥ 2), para todo k = 1, ..., n, então L(E1, ..., En; F ) =

Lfas,(s;1)(E1, ..., En; F ), para todo F e para todo s tal que 1
s
≤ 1

max{q1,...,qn}
.

Além disso:

‖T‖fas,(s;1) ≤ ‖T‖
n∏

k=1

‖idEk
‖as,(qk;1) , para todo T ∈ L(E1, ..., En; F )

Demonstração. Dado T ∈ L(E1, ..., En;F ), como Ek tem cotipo qk , para todo k = 1, ..., n temos

que idEk
∈ Las,(qk;1)(Ek;Ek), para todo k = 1, ..., n e sendo qk ≤ s, obtemos:

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T (x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

s
) 1

s

=

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T (idE1(x
1
j1

), ..., idEn(xn
jn

))
∥∥∥

s
) 1

s

≤

(
m∑

j1,...,jn=1
‖T‖s

∥∥∥idE1(x
1
j1

)
∥∥∥

s

...
∥∥∥idEn(xn

jn
)
∥∥∥

s
) 1

s

= ‖T‖

[
m∑

j1=1

∥∥∥idE1(x
1
j1

)
∥∥∥

s
] 1

s

...

[
m∑

jn=1

∥∥∥idEn(xn
jn

)
∥∥∥

s
] 1

s

≤ ‖T‖

[
m∑

j1=1

∥∥∥idE1(x
1
j1

)
∥∥∥

q1

] 1
q1

...

[
m∑

jn=1

∥∥∥idEn(xn
jn

)
∥∥∥

qn

] 1
qn

≤ ‖T‖
n∏

k=1

‖idEk
‖as,(qk;1)

n∏
k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,1

Observação 1.7.5. Observe que essa generalização fica mais fraca pois:

se cotipo(Ek) = qk, para todo k, não implica que L(E1, ..., En;F ) = Lfas,(s;1)(E1, ..., En; F ),

para todo F e s ≥ 1 tal que 1
s
≤ 1

q1
+ ... + 1

qn

De fato: considere E1 = ... = En = lp com p > 1 ( cotipo(lp) = p), F = c0 e s = 1

Sabemos, por Lindenstrauss e PeÃlczyński, que L(lp; c0) 6= Las,(1;1)(lp; c0), para todo p > 1.

Portanto, pelo corolário 1.3.5, finalmente obtemos que L(nlp; c0) 6= Lfas,(1;1)(
nlp; c0), para todo

n e p > 1 (em particular, vale para n ≥ p).
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Observação 1.7.6. O teorema 1.7.4 é uma conseqüência direta da proposição 2.8 de Matos

(em [21]).

Teorema 1.7.7. Se q > 2, então:

(i) L(nE; F ) = Lfas,(q;1)(
nE; F ), para todo F Banach e n ≥ 1 fixo se, e somente se, E tem

cotipo q.

(ii) L(nE; F ) = Lfas,(q;1)(
nE; F ), para todo E Banach e n ≥ 1 fixo se, e somente se, F tem

cotipo q.

Demonstração. (i) (⇐=) Pelo teorema 1.7.4, temos que:

se E tem cotipo q ≥ 2, então L (nE; F ) = Lfas,(q;1)(
nE;F ), para todo F Banach e n ∈ N.

(=⇒) Suponha que L(nE; F ) = Lfas,(q;1)(
nE; F ), para todo F , logo, em particular para

F = E temos L (nE; E) = Lfas,(q;1)(
nE;E). Portanto, dado ϕ ∈ E′, ϕ 6= 0 obtemos que

T = idE × ϕ × ... × ϕ ∈ L(nE; E) = Lfas,(q;1)(
nE;E), e então:

[
∞∑

j=1
‖id(xj)‖

q

] 1
q

=

[
∞∑

j=1

∞∑
j2,...,jn=1

∥∥∥T (xj , y
2
j2

, ..., yn
jn

)
∥∥∥

q
] 1

q

< ∞,

onde






yk
1 = a; k=2,...,n e ϕ (a) = 1

yk
j = 0; k=2,...,n e j > 1

e (xj)
∞
j=1 ∈ lw1 (E)

Logo, idE ∈ Las,(q;1)(E; E). Por Talagrand, se q > 2, isso implica que E tem cotipo q.

(ii) (⇐=) Pelo teorema 1.7.3, temos:

se F tem cotipo q ≥ 2, então L (nE; F ) = Lfas,(q;1)(
nE; F ), para todo E Banach e n ∈ N.

(=⇒) Suponha que L(nE;F ) = Lfas,(q;1)(
nE;F ), para todo E, então, em particular para

E = F temos L (nF ; F ) = Lfas,(q;1)(
nF ; F ). Portanto, a demonstração é exatamente a mesma

que no caso (i).
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1.8 Aplicações multilineares dominadas

Um caso especial de aplicações absolutamente (s; r1, ..., rn)− somantes é obtido quando

1

s
=

1

r1
+ ... +

1

rn

Definição 1.8.1. Sejam s, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] , com 1
s

= 1
r1

+ ... + 1
rn

. Uma aplicação T ∈

L(E1, ..., En; F ) é (r1, ..., rn)−dominada se for absolutamente (s; r1, ..., rn)− somante.

Este é um dos conceitos mais importantes da teoria dos operadores multilineares absoluta-

mente somantes, por ter uma forte analogia com o caso linear e este novo caso foi iniciado por

A. Pietsch em [32].

Notação 1.8.2. Denotaremos por Ld,(r1,...,rn)(E1, ..., En; F ) o espaço vetorial destas aplicações e

por ‖T‖d,(r1,...,rn) a norma se s ≥ 1 (s-norma, se s ∈ ]0, 1[) correspondente. Se r1 = ... = rn = r,

trocamos (r1, ..., rn) por r nas notações anteriores. Desta forma, temos que Ld,r(E1, ..., En;F ) =

Las,( r
n

,r)(E1, ..., En; F ), ou seja, T ∈ Ld,r(E1, ..., En; F ) se existir uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑

i=1

∥∥T (x1
i , ..., x

n
i )

∥∥ r
n

)n
r

≤ C
n∏

k=1

‖(xk
i )

m
i=1‖w,r

para todos m ∈ N e xk
i ∈ Ek, tais que i=1,...,m e k=1,...,n.

O seguinte resultado de Pietsch para aplicações multilineares (ver [17]), similar ao caso linear,

justifica a definição anterior:

Teorema 1.8.3. (Teorema da Dominação de Pietsch para multilineares)

Para T ∈ L(E1, ..., En;F ) e s, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] tais que

1

s
=

1

r1
+ ... +

1

rn
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as seguintes condições são equivalentes

(i) T é (r1, ..., rn)− dominado

(ii) Existe C ≥ 0 e medidas de probabilidade regulares µk ∈ W
(
BE′

k

)
, k = 1, ..., n tais que

‖T (x1, ..., xn)‖ ≤ C
n∏

k=1




∫

BE′
k

|ϕ (xk)|
rk dµk (ϕ)





1
rk

para todo xk ∈ Ek, k=1,...,n.

Neste caso, inf C = minC = ‖T‖d,(r1,...,rn)

Observação 1.8.4. W
(
BE′

k

)
denota o conjunto de todas medidas de probabilidade regulares

na σ− álgebra Borel de BE′
k
, com a topologia fraca-estrela.

A teoria desta classe de operadores pode ser encontrada em [17] e [25].

Em 1970, S. Kwapień provou o seguinte resultado (teor.3.15 de [10]):

Teorema 1.8.5. Sejam 1 ≤ p ≤ 2 e 2 < q < ∞. Se X é um subespaço de um espaço-Lp,λ

(para algum λ > 1) e Y é um espaço de Banach, então todo operador q-somante u : Y −→ X é

2-somante, com ‖u‖as,(2;2) ≤ A−1
p Bqλ ‖u‖as,(q;q) .

Aqui Ap e Bq são as constantes da Desigualdade de Khinchin.

Agora, vejamos uma extensão deste Teorema para operadores completamente absolutamente

somantes.

Teorema 1.8.6. Sejam 1 ≤ p ≤ 2 e 2 < q < ∞.

Se X é um subespaço de um espaço-Lp,λ (para algum λ > 1) e Y1, ..., Yn são espaços de Banach,

então todo operador q-dominado T : Y1 × ... × Yn −→ X é completamente absolutamente (2;2)-

somante e ‖T‖fas,(2;2) ≤ A−2
p A−1

1 B1
qB2

q ‖T‖d,q , onde Ap, A1, B1
q e B2

q são as constantes da

Desigualdade de Khintchine.
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Isto é:

Ld,q(Y1,..., Yn; X) ⊂ Lfas,(2;2)(Y1, ..., Yn; X)

Demonstração. Faremos apenas o caso bilinear. Para o caso multilinear, a demonstração é

análoga.

i) Primeiro, considere X = lnp para algum n ∈ N

Mostremos que T : Y1×Y2 −→ lnp q-dominado é completamente absolutamente (2;2)-somante.

Sejam m ∈ N e y(k,i) ∈ Yk, tal que i = 1, ..., m e k = 1, 2. Como p ≤ 2, então 2
p
≥ 1 e

assim vale a desigualdade triangular em ln2
p

. Além disso, usando a Desigualdade de Khinchin

(ver [10]-1.10), o fato de que as funções de Rademacher rn′s formam uma seqüência ortonormal,

e as seguintes relações de desigualdades

1) 1 ≤ p ≤ 2 =⇒ L2 ⊂ Lp ⊂ L1 e ‖.‖L1
≤ ‖.‖Lp

≤ ‖.‖L2

2)

(∣∣∣∣
∫

...

∣∣∣∣

)p

≤

(∫
|...|

)p

≤

∫
|...|p

3) p < q =⇒ Lq ⊂ Lp e ‖.‖Lp
≤ ‖.‖Lq

4) p
q

< 1 =⇒ L1 ⊂ L p
q

e ‖.‖L p
q

≤ ‖.‖L1

obtemos:
(

m∑
j1,j2=1

∥∥T (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥2

X=lnp

) 1
2

=

[
m∑

j1,j2=1

(
n∑

k=1

∣∣∣T (y
(1,j1)
k , y

(2,j2)
k )

∣∣∣
p
) 2

p

] 1
2

=

[
m∑

j1,j2=1

(
n∑

k=1

∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
) 2

p

] 1
2

=

{
m∑

j1=1

[
m∑

j2=1

(
n∑

k=1

∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
) 2

p

]} 1
2

=






m∑
j1=1




∥∥∥∥

n∑
k=1

(∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
)m

j2=1

∥∥∥∥
2
p





2
p






1
2
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≤





m∑

j1=1

[
n∑

k=1

∥∥∥∥
(∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
)m

j2=1

∥∥∥∥
2
p

] 2
p






1
2

=










∥∥∥∥∥∥

n∑
k=1

(∥∥∥∥
(∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
)m

j2=1

∥∥∥∥
2
p

)m

j1=1

∥∥∥∥∥∥
2
p





2
p






1
2

≤




n∑

k=1

∥∥∥∥∥∥

(∥∥∥∥
(∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
)m

j2=1

∥∥∥∥
2
p

)m

j1=1

∥∥∥∥∥∥
2
p





1
p

=





n∑

k=1

[
m∑

j1=1

∥∥∥∥
(∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p
)m

j2=1

∥∥∥∥

2
p

2
p

] p
2






1
p

=





n∑

k=1

[
m∑

j1=1

m∑
j2=1

∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣p 2
p

] p
2






1
p

=





n∑

k=1

[
m∑

j1,j2=1

∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣2
] p

2






1
p

≤






n∑
k=1




m∑

j1=1
A−2

p

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣

p

dt2

) 2
p





p
2






1
p

≤ A−1
p






n∑
k=1




m∑

j1=1




∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣

2

dt2





1
2
2




p
2






1
p

= A−1
p





n∑

k=1

[
m∑

j1=1

(
m∑

j2=1

∣∣〈T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉∣∣2
)] p

2






1
p

≤ A−1
p






n∑
k=1




m∑

j1=1

(
A−1

1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣ dt2

)2




p
2






1
p

≤ A−1
p A−1

1





n∑

k=1

[
A−p

p

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣ dt2

)
rj1(t1)

∣∣∣∣∣

p

dt1

] 1
p
p





1
p

≤ A−1
p A−1

1 A−1
p

{
n∑

k=1

∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣ rj1(t1)

∣∣∣∣∣ dt2

)p

dt1

} 1
p
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≤ A−2
p A−1

1





n∑

k=1

∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)

∣∣∣∣∣ rj1(t1)

∣∣∣∣∣

p

dt2

) 1
p
p

dt1






1
p

= A−2
p A−1

1

{
n∑

k=1

∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1

(
m∑

j2=1

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
rj2(t2)e

iθj1
(t2)

)
rj1(t1)

∣∣∣∣∣

p

dt2

)
dt1

} 1
p

= A−2
p A−1

1

{∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
k=1

∣∣∣∣∣
m∑

j1,j2=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)rj2(t2)

〈
T (y(1,j1), y(2,j2)), ek

〉
∣∣∣∣∣

p

dt2dt1

} 1
p

= A−2
p A−1

1

{∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
k=1

∣∣∣∣∣

〈
T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1),

m∑
j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)

)
, ek

〉∣∣∣∣∣

p

dt2dt1

} 1
p

= A−2
p A−1

1






∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1),

m∑
j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)

)∥∥∥∥∥

p

X=lnp

dt2dt1






1
p

≤ A−2
p A−1

1






∫ 1

0




∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1),

m∑
j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)

)∥∥∥∥∥

q

X=lnp

dt2





p
q

dt1






1
p

≤ A−2
p A−1

1






∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1),

m∑
j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)

)∥∥∥∥∥

q

X=lnp

dt2dt1






p
q

1
p

Portanto, obtivemos que:




m∑

j1,j2=1

∥∥∥T (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥∥

2





1
2

≤ A−2
p A−1

1






∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
T




m∑

j1=1

rj1(t1)e
iθj1

(t2)y(1,j1),
m∑

j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)





∥∥∥∥∥∥

q

X=lnp

dt2dt1






1
q

(I)

para todos m ∈ N e y(k,i) ∈ Yk, tais que i = 1, ...,m e k = 1, 2.

Agora, pelo Teorema da Dominação de Pietsch para dominados, temos que como T é q-

dominado, existe medidas de probabilidades regulares µk ∈ W (BE′
k
), com k = 1, 2, tais que

∥∥T
(
y1, y2

)∥∥ ≤ ‖T‖d,q

2∏
k=1




∫

BE′
k

∣∣ϕk

(
yk

)∣∣q dµk(ϕk)





1
q

(II)

para todo yk ∈ Ek, onde k = 1, 2.

Substituindo (II) na desigualdade (I) e aplicando o Teorema de Fubini e a Desigualdade de

Khinchin, obtemos:
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(
m∑

j1,j2=1

∥∥T (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥2

X=lnp

) 1
2

≤ A−2
p A−1

1






∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1),

m∑
j2=1

rj2(t2)y
(2,j2)

)∥∥∥∥∥

q

X=lnp

dt2dt1






1
q

≤ A−2
p A−1

1






∫ 1

0

∫ 1

0
‖T‖q

d,q




∫

BE′
1

∣∣∣∣∣ϕ1

(
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)y(1,j1)

)∣∣∣∣∣

q

dµ1(ϕ1)





1
q
q




∫

BE′
2

∣∣∣∣∣ϕ2

(
m∑

j2=1
rj2(t2)y

(2,j2)

)∣∣∣∣∣

q

dµ2(ϕ2)





1
q
q

dt2dt1






1
q

= A−2
p A−1

1 ‖T‖d,q






∫

BE′
1

∫

BE′
2

[∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1
rj1(t1)e

iθj1
(t2)ϕ1

(
y(1,j1)

)
∣∣∣∣∣

q

dt1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j2=1
rj2(t2)ϕ2

(
y(2,j2)

)
∣∣∣∣∣

q

dt2

]
dµ2(ϕ2)dµ1(ϕ1)

} 1
q

≤ A−2
p A−1

1 ‖T‖d,q






∫

BE′
1

∫

BE′
2



(B1
q )q

(
m∑

j1=1

∣∣∣eiθj1
(t2)ϕ1

(
y(1,j1)

)∣∣∣
2
) q

2

(B2
q )q

(
m∑

j2=1

∣∣ϕ2

(
y(2,j2)

)∣∣2
) q

2



 dµ2(ϕ2)dµ1(ϕ1)






1
q

≤ A−2
p A−1

1 ‖T‖d,q B1
qB2

q






∫

BE′
1

∫

BE′
2



 sup
x1′∈BE1′

(
m∑

j1=1

∣∣〈x1′, y
(1,j1)

〉∣∣2
) 1

2




q



 sup
x2′∈BE2′

(
m∑

j2=1

∣∣〈x2′, y
(2,j2)

〉∣∣2
) 1

2




q

dµ2(ϕ2)dµ1(ϕ1)






1
q

= A−2
p A−1

1 B1
qB2

q ‖T‖d,q






∫

BE′
1

∫

BE′
2

∥∥∥(y(1,j1))m
j1=1

∥∥∥
q

w,2

∥∥∥(y(2,j2))m
j2=1

∥∥∥
q

w,2
dµ2(ϕ2)dµ1(ϕ1)






1
q

= A−2
p A−1

1 B1
qB2

q ‖T‖d,q

2∏
k=1

∥∥∥(y(k,j))m
j=1

∥∥∥
w,2

Logo, o teorema vale para X = lnp , isto é, T ∈ Lfas,(2;2)(Y1, Y2; l
n
p ).

ii) Por localização, mostremos que T ∈ Lfas,(2;2)(Y1, Y2; X), onde X é um espaço-Lp,λ qual-

quer.

Dados y(k,i) ∈ Yk, tais que i = 1, ..., m e k = 1, 2, localize um subespaço de dimensão
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finita F de X que contém T (y(1,i), y(2,i)), onde i=1,...,m e para o qual existe um isomorfismo

v : F −→ ldim F
p tal que ‖v‖

∥∥v−1
∥∥ < λ (existe tal subespaço F, pois X é um espaço-Lp,λ).

Então:

(
m∑

j1,j2=1

∥∥T (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥2

) 1
2

=

(
m∑

j1,j2=1

∥∥v−1vT (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥2

) 1
2

≤
∥∥v−1

∥∥
(

m∑
j1,j2=1

∥∥vT (y(1,j1), y(2,j2))
∥∥2

) 1
2

≤
∥∥v−1

∥∥ ‖vT‖d,q A−2
p A−1

1 B1
qB2

q

2∏
k=1

∥∥∥(y(k,j))m
j=1

∥∥∥
w,2

≤
∥∥v−1

∥∥ ‖v‖ ‖T‖d,q A−2
p A−1

1 B1
qB2

q

2∏
k=1

∥∥∥(y(k,j))m
j=1

∥∥∥
w,2

< ‖T‖d,q λA−2
p A−1

1 B1
qB2

q

2∏
k=1

∥∥∥(y(k,j))m
j=1

∥∥∥
w,2

Logo,

T ∈ Lfas,(2;2)(Y1, Y2; X) e ‖T‖fas,(2,2) ≤ ‖T‖d,q λA−2
p A−1

1 B1
qB2

q .

Observação 1.8.7. Em [21] (proposição 2.15), Matos já provou que vale Ld,q(Y1,...,Yn; X) ⊂

Lfas,(q;q)(Y1, ..., Yn;X), para todo q ∈ ]0,∞[ , para quaisquer espaços de Banach Y1, ..., Yn, X.

Observe que o teorema 1.8.6 melhora o resultado de Matos, para o caso em que X é um subespaço

de um espaço-Lp,λ (para algum λ > 1), com 1 ≤ p ≤ 2 e 2 < q < ∞.

Observação 1.8.8. Já sabemos também que Ld,q(Y1,..., Yn; X) ⊂ Lfas,(2;1)(Y1, ..., Yn; X), pois

X tem cotipo 2 (já que X é um espaço-Lp,λ com 1 ≤ p ≤ 2) - veja teorema 1.7.3. Portanto, o

teorema 1.8.6 melhora esse resultado para os operadores dominados.
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1.9 Polinômios completamente absolutamente somantes

1.9.1 Definições e notações preliminares

Recordemos as definições de Matos em [22], aplicadas ao caso de aplicações definidas sobre

E1 × ... × En.

Definição 1.9.1.1. Sejam r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞[ . Diz-se que T : E1 × ...×En −→ F é absoluta-

mente (r; r1, ..., rn)−somante no ponto (a1, ..., an) ∈ E1 × ... × En se

(
T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

)
− T (a1, ..., an)

)∞
j=1

∈ lr (F ) ,

para todo
(
xk

i

)∞
i=1

∈ lurk
(Ek) , com k = 1, ..., n.

Definição 1.9.1.2. Sejam r, r1, ..., rn ∈ [1,∞[ . Diz-se que T : E1 × ... × En −→ F é regular-

mente (r; r1, ..., rn)−somante no ponto (a1, ..., an) ∈ E1 × ... × En se

(
T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

)
− T (a1, ..., an)

)∞
j=1

∈ lr (F ) ,

para todo
(
xk

i

)∞
i=1

∈ lrk
(Ek) , com k = 1, ..., n.

Observação 1.9.1.3. Dizemos que T é absolutamente (r; r1, ..., rn)−somante sobre E1×...×En

(respectivamente regularmente (r; r1, ..., rn)−somante sobre E1 × ...×En) se for absolutamente

(regularmente) (r; r1, ..., rn)−somante sobre cada ponto de E1 × ... × En.

Observação 1.9.1.4. Se

T(a1,...,an) : E1 × ... × En −→ F

(x1, ..., xn) 7−→ T (a1 + x1, ..., an + xn) − T (a1, ..., an)

então:

T é absolutamente (r; r1, ..., rn)−somante em (a1, ..., an) , se, e somente se, T(a1,...,an) é ab-

solutamente (r; r1, ..., rn)−somante em 0 = (0, ..., 0) .
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Já para os operadores completamente somantes, as definições acima só fazem sentido na

origem:

Proposição 1.9.1.5. Seja T ∈ L (E1, ..., En; F ) e rj ≤ r, para todo j = 1, ..., n. Então T não é

completamente absolutamente (r; r1, ..., rn)−somante em (a1, ..., an) ∈ E1× ...×En com aj 6= 0,

para todo j = 1, ..., n, tal que T (a1, ..., an) 6= 0.

Demonstração. Façamos o caso n = 2. Para n > 2, fica claro como o mesmo argumento funciona.

Seja T ∈ L (E1, E2;F ) e rj ≤ r, para j = 1, 2. Escolha (a1, a2) ∈ E1 ×E2 tal que T (a1, a2) 6= 0.

Tomemos uma seqüência
(
x2

j

)∞

j=1
em E2, tal que cada x2

j = λja2 com (λj)
∞
j=1 ∈ lr2 ⊂ lr,

(λj)
∞
j=1 6= 0 e

(
x1

j

)∞

j=1
= 0.

Logo:

∞∑
j1,j2=1

∥∥∥T (a1 + x1
j1

, a2 + xn
j2

) − T (a1, a2)
∥∥∥

r

=
∞∑

j1,j2=1
‖T (a1, a2 + λj2a2) − T (a1, a2)‖

r

=
∞∑

j1,j2=1
‖T (a1, λj2a2)‖

r

=
∞∑

j1=1

[
∞∑

j2=1
|λj2 |

r

]
‖T (a1, a2)‖

r = +∞.

Logo, T não é completamente absolutamente (r; r1, r2)− somante em (a1, a2) .

Todavia, as aplicações completamente absolutamente somantes na origem tem a seguinte

boa propriedade.

Teorema 1.9.1.6. (Matos) Se T ∈ Lfas,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) , tal que rk ≤ r, para k =

1, ..., n, então T é absolutamente (r; r1, ..., rn)− somante em todo ponto, ou seja

T ∈ Las,(r;r1,...,rn)E1×...×En
(E1, ..., En;F )(vide lista de notações).

Demonstração. De novo, façamos o caso n = 2. Sejam (a1, a2) ∈ E1×E2 e T ∈ Lfas,(r;r1,r2) (E1, E2; F ) .
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Mostremos que T é absolutamente (r; r1, r2)− somante no ponto (a1, a2) , isto é, vamos verificar

que T ∈ Las,(r;r1,r2)(a1,a2)(E1, E2; F ).

Tome
(
xk

j

)∞

j=1
∈ lwrk

(Ek) , para k = 1, 2, dáı:

(
∞∑

j=1

∥∥∥T (a1 + x1
j , a2 + x2

j ) − T (a1, a2)
∥∥∥

r
) 1

r

=

(
∞∑

j=1

∥∥∥T (a1, x
2
j ) + T

(
x1

j , a2

)
+ T

(
x1

j , x
2
j

)∥∥∥
r
) 1

r

≤

(
∞∑

j=1

∥∥∥T (a1, x
2
j )

∥∥∥
r
) 1

r

+

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x1

j , a2

)∥∥∥
r
) 1

r

+

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x1

j , x
2
j

)∥∥∥
r
) 1

r

≤

(
∞∑

j1,j2=1

∥∥∥T (z1
j1

, x2
j2

)
∥∥∥

r
) 1

r

+

(
∞∑

j1,j2=1

∥∥∥T (x1
j1

, z2
j2

)
∥∥∥

r
) 1

r

+

(
∞∑

j1,j2=1

∥∥∥T (x1
j1

, x2
j2

)
∥∥∥

r
) 1

r

< ∞,

pois T ∈ Lfas,(r;r1,r2) (E1, E2;F ) , onde
(
zk
j

)∞

j=1
= (ak, 0, 0, ...) ∈ lwrk

(Ek) , para k = 1, 2.

A redução para o caso linear no Teorema 1.3.3 (caso j = 1), também foi resolvida por

Pellegrino (veja [29]) usando o teorema anterior e a seguinte proposição

Proposição 1.9.1.7. (Pellegrino,[29]) Se L(E1, ..., En; F ) = Las,(r;s1,...,sn)E1×...×En
(E1, ..., En; F )

então L(Ej ; F ) = Las,(r;sj)(Ej ;F ), para todo j = 1, ..., n.

Definição 1.9.1.8. Se T : E × ... × E −→ F é uma aplicação n-linear completamente absolu-

tamente (p; q)− somante (na origem 0 = (0, ..., 0) ∈ En), defina a seguinte aplicação:

Φf
0,p,q (T ) : luq (E) × ... × luq (E) −→ lp (F, Nn)

((
x1

j1

)∞

j1=1
, ...,

(
xn

jn

)∞

jn=1

)
7−→

(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn

Vamos introduzir os polinômios completamente regularmente somantes e os completamente

absolutamente somantes:
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Definição 1.9.1.9. Dados p, q ∈ [1,∞[ ; q ≤ p, P ∈ P (nE; F ) , diz-se que P : E −→ F é

completamente regularmente (p; q)−somante (na origem (0, ..., 0) ∈ En) se a multilinear

associada
∨
P : E × ... × E −→ F é completamente regularmente (p; q)− somante (na origem).

Definição 1.9.1.10. Dados p, q ∈ ]0,∞[ ; q ≤ p, P ∈ P (nE; F ) , diz-se que P : E −→ F é

completamente absolutamente (p; q)−somante (na origem (0, ..., 0) ∈ En) se a multilinear

associada
∨
P : E × ... × E −→ F é completamente absolutamente (p; q)− somante (na origem).

Tais aplicações possuem uma caracterização especial, a qual mostraremos no seguinte resul-

tado

Teorema 1.9.1.11. Seja P : E −→ F polinômio n-homogêneo. São equivalentes:

(1) P é completamente absolutamente (p; q)− somante em 0 = (0, ..., 0)

(2) Ψf
0,p,q (P ) := Φ̂f

0,p,q

(
∨
P

)
é polinômio n-homogêneo bem definido de luq (E) em lp (F, Nn)

(3) existe L > 0 tal que
(

m∑
j1,...,jn=1

∥∥∥∥
∨
P (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥
p
) 1

p

≤ L
n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖

n
w,q

para todos m ∈ N e xk
j ∈ E, com j = 1, ...,m e k = 1, ..., n.

(4) existe L > 0 tal que
(

∞∑
j1,...,jn=1

∥∥∥∥
∨
P (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥
p
) 1

p

≤ L
n∏

k=1

‖(xk
j )

∞
j=1‖

n
w,q

para todo
(
xk

j

)∞

j=1
∈ luq (E), com k = 1, ..., n.

(5) Ψf
0,p,q (P ) é um polinômio n-homogêneo bem definido cont́ınuo de luq (E) em lp (F, Nn) .

Portanto,
∥∥∥Ψf

0,p,q (P )
∥∥∥ é tal que

∥∥∥Ψf
0,p,q (P )

(
(xj)

∞
j=1

)∥∥∥
lp(F,Nn)

≤
∥∥∥Ψf

0,p,q (P )
∥∥∥

(∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
w,q

)n

Demonstração. (1) ⇐⇒ (2) óbvio
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(5) =⇒ (2) óbvio

(3) =⇒ (4) Por passagem ao limite em m.

(4) =⇒ (3) óbvio

(4) ⇐⇒ (5) óbvio

(1) =⇒ (5) Ψf
0,p,q (P ) é um polinômio n-homogêneo bem definido de luq (E) em lp (F, Nn)

(por (1)), isto é, Ψf
0,p,q (P ) ∈ P

(
nluq (E) ; lp (F, Nn)

)
. Para mostrar a continuidade de Ψf

0,p,q (P ),

basta mostrar que:

∨
Ψ

f

0,p,q (P ) := Φf
0,p,q

(
∨
P

)
: luq (E) × ... × luq (E) −→ lp (F, Nn) é cont́ınuo.

((
x1

j1

)∞

j1=1
, ...,

(
xn

jn

)∞

jn=1

)
7−→

(
∨
P

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn

Para isso, usaremos o Teorema do Gráfico Fechado para aplicações n-lineares

p Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L (nE; F ) . Se G (T ) é fechado em En × F, então T

é cont́ınuoy

Mostremos então que G

(
Φf

0,p,q

(
∨
P

))
é fechado em luq (E)×...×luq (E)×lp (F, Nn) . Considere:






(I) xk =

((
x1

k,j

)∞

j=1
, ...,

(
xn

k,j

)∞

j=1

)
k−→∞
−→ x =

((
x1

j

)∞

j=1
, ...,

(
xn

j

)∞

j=1

)
∈

luq (E) × ... × luq (E)

e

(II) Φf
0,p,q

(
∨
P

)
(xk) =

(
∨
P

(
x1

k,j1
, ..., xn

k,jn

))

j∈Nn

k−→∞
−→ y = (yj1,...,jn)j∈Nn ∈ lp (F, Nn)

Devemos mostrar que Φf
0,p,q

(
∨
P

)((
x1

j

)∞

j=1
, ...,

(
xn

j

)∞

j=1

)
= y, isto é,

∨
P

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)
=

yj1,...,jn , para todo j ∈ Nn.

Como por (I),

((
x1

k,j

)∞

j=1
, ...,

(
xn

k,j

)∞

j=1

)
k−→∞
−→ x =

((
x1

j

)∞

j=1
, ...,

(
xn

j

)∞

j=1

)
em luq (E) ×

... × luq (E) , então a convergência vale em cada componente:
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




(
x1

k,j

)∞

j=1

k−→∞
−→

(
x1

j

)∞

j=1
em luq (E)

...

(
xn

k,j

)∞

j=1

k−→∞
−→

(
xn

j

)∞

j=1
em luq (E)

e em particular




x1
k,j −→ x1

j , para todo j

...

xn
k,j −→ xn

j , para todo j

, já que convergência luq implica convergência em cada compo-

nente. Logo:

(
x1

k,j1
, ..., xn

k,jn

)
−→

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)
, para todo j ∈ Nn e como

∨
P é cont́ınuo, então temos

∨
P (x1

k,j1
, ..., xn

k,jn
) −→

∨
P

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)
, para todo j ∈ Nn. Agora, por (II),

∨
P

(
x1

k,j1
, ..., xn

k,jn

)
−→

yj1,...,jn , para todo j ∈ Nn.

Portanto,
∨
P

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)
= yj1,...,jn , para todo j ∈ Nn, o que queŕıamos demonstrar.

1.9.2 Resultados de Composição

Proposição 1.9.2.1. Sejam T : E1 × ... × En −→ F aplicação absolutamente (r; r1, ..., rn)−

somante sobre E1 × ... × En e R : F × ... × F −→ G aplicação regularmente (s; r)− somante

sobre Fn. Então R ◦∆ ◦ T é absolutamente (s; r1, ..., rn)− somante sobre E1 × ...×En, onde ∆

é a aplicação diagonal de F em Fn dada por ∆(x) = (x, ..., x).

Demonstração. Sejam (a1, ..., an) ∈ E1 × ... × En,
(
xk

i

)∞
i=1

∈ lurk
(Ek) , tal que k = 1, ..., n.

Como T é absolutamente (r; r1, ..., rn)− somante sobre E1 × ... × En, então

(
T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

)
− T (a1, ..., an)

)

j∈N

= (zj)
∞
j=1 ∈ lr (F ) .

Sendo R regularmente (s; r)− somante sobre Fn, temos que

(R (T (a1, ..., an) + zj , ..., T (a1, ..., an) + zj) − R (T (a1, ..., an) , ..., T (a1, ..., an)))∞j=1
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=
(
R

(
T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

)
, ..., T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

))
− R (T (a1, ..., an) , ..., T (a1, ..., an))

)
∞

j=1

=
(
R ◦ ∆ ◦ T

(
a1 + x1

j , ..., an + xn
j

)
− R ◦ ∆ ◦ T (a1, ..., an)

)∞

j=1
∈ ls (G) .

Logo, R ◦ ∆ ◦ T é absolutamente (s; r1, ..., rn)− somante sobre E1 × ... × En.

Proposição 1.9.2.2. Sejam T : E1 × ... × En −→ F aplicação completamente absolutamente

(r; r1, ..., rn)− somante e R : F × ...× F −→ G aplicação regularmente (s; r)− somante. Então

R◦∆◦T é completamente absolutamente (s; r1, ..., rn)− somante, onde ∆ é a aplicação diagonal

de F em Fn dada por ∆(x) = (x, ..., x).

Demonstração. Sejam
(
xk

i

)∞
i=1

∈ lurk
(Ek) , com k=1,...,n.

Como T é completamente absolutamente (r; r1, ..., rn)− somante, então

(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ lr (F, Nn) e considerando a bijeção N ←→ Nn temos que

i ←→ (j1, ..., jn)

(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
= (zi)

∞
i=1 ∈ lr (F ) .

E como R é regularmente (s; r)− somante, temos que

(
R

(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)
, ..., T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)))

j∈Nn
=

(
R ◦ ∆ ◦ T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ ls (G) e

novamente considerando a bijeção acima temos
(
R ◦ ∆ ◦ T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ ls (G, Nn) .

Logo, R ◦ ∆ ◦ T é completamente absolutamente (s; r1, ..., rn)− somante.

Proposição 1.9.2.3. Sejam Tk : Ek −→ Fk aplicações absolutamente (rk, sk)− somantes, com

k = 1, ..., n e T = (T1, ..., Tn) : E1 × ... × En −→ F1 × ... × Fn. Seja R : F1 × ... × Fn −→ G

aplicação completamente regularmente (s; r1, ..., rn)− somante. Então R ◦ T é completamente

absolutamente (s; s1, ..., sn)− somante.

Demonstração. Sejam
(
xk

i

)∞
i=1

∈ lusk
(Ek) , com k=1,...,n.
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Como Tk é absolutamente (rk, sk)− somante, então
(
Tk

(
xk

j

))∞

j=1
=

(
wk

j

)∞

j=1
∈ lrk

(Fk) ,

para todo k = 1, ..., n. E sendo R completamente regularmente (s; r1, ..., rn)− somante, temos

que

(
R

(
w1

j1
, ..., wn

jn

))

j∈Nn
=

(
R

(
T1

(
x1

j1

)
, ..., Tn

(
xn

jn

)))

j∈Nn
=

(
R ◦ T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈

ls (G, Nn) .

1.10 O tipo de holomorfia completamente (p; q)− somante

Vamos usar as notações

1) Pfas,(p;q) (nE;F ) = {P ∈ P (nE; F ) , tal que
∨
P ∈ Lfas,(p;q) (nE; F )}.

2) Se P ∈ Pfas,(p;q) (nE;F ), denotaremos por

‖P‖fas,(p;q) = o ı́nfimo do conjunto formado pelas constantes C tais que




∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥∥
∨
P

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)∥∥∥∥
p




1
p

≤ C

n∏

k=1

‖(xk
j )

∞
j=1‖

n
w,q

para todo
(
xk

j

)∞

j=1
∈ luq (E), com k = 1, ..., n.

(Isto é, ‖P‖fas,(p;q) =

∥∥∥∥
∨
P

∥∥∥∥
fas,(p;q)

)

Ou equivalentemente:

‖P‖fas,(p;q) = sup
(xk

j )
∞

j=1
∈lwq (E),

k=1,...,n

(
∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥∥
∨

P
(
x1

j1
,...,xn

jn

)∥∥∥∥
p
) 1

p

n∏
k=1

‖(xk
j )∞j=1‖

n
w,q

Isto define uma norma (p-norma, se p < 1) em Pfas,(p;q) (nE; F ) .

Esta notação é motivada pelo Teorema 1.9.1.11.

Proposição 1.10.1.
(
Pfas,(p;q) (nE; F ) , ‖.‖fas,(p;q)

)
é um espaço de Banach.

Demonstração. Temos que Pfas,(p;q) (nE;F ) é isométrico a Lfas,(p;q) (nE; F )
⋂

Ls (nE; F ), onde
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Ls (nE;F ) denota o subespaço vetorial das aplicações n-lineares simétricas. Além disso,

Lfas,(p;q) (nE; F )
⋂

Ls (nE; F )

é um subespaço fechado de Lfas,(p;q) (nE; F ), que é completo.

Agora, consideremos a seguinte definição devido a L. Nachbin (vide [26]).

Definição 1.10.2. (Nachbin) Um tipo de holomorfia θ de E em F é uma seqüência de espaços

de Banach Pθ (nE; F ) , n = 0, 1, ... onde a norma de cada espaço será denotada por ‖.‖θ tal que

se verificam as seguintes condições:

(i) Cada Pθ (nE; F ) é um subespaço vetorial de P (nE; F ) ;

(ii) Pθ

(
0E; F

)
= F ;

(iii) Existe σ ≥ 1 tal que dados k, n ∈ N0, k ≤ n, P ∈ Pθ (nE; F ) e x ∈ E, teremos




∧
d

k

P (x) ∈ Pθ

(
kE; F

)

e
∥∥∥∥∥

1
k!

∧
d

k

P (x)

∥∥∥∥∥
θ

≤ ‖σ‖n ‖P‖θ ‖x‖
n−k

Proposição 1.10.3. A seqüência
(
Pfas,(p;q) (nE; F ) , ‖.‖fas,(p;q)

)∞

n=0
é um tipo de holomorfia

de E em F , onde p, q ∈ [1,∞[ , tal que q ≤ p.

Demonstração. Temos que
(
Pfas,(p;q) (nE;F ) , ‖.‖fas,(p;q)

)∞

n=0
é uma seqüência de espaços de

Banach tal que:

(i) Pfas,(p;q) (nE;F ) é um s.e.v. de P (nE; F )

(ii) Pfas,(p;q)

(
0E; F

)
= P

(
0E; F

)
∼= F aplicações constantes de E em F.

(iii) existe σ ≥ 1 tal que dados k ∈ N, n ∈ N, com k ≤ n, a ∈ E e P ∈ Pfas,(p;q) (nE; F )

temos
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




∧
d

k

P (a) ∈ Pfas,(p;q)

(
kE;F

)

e
∥∥∥∥∥

1
k!

∧
d

k

P (a)

∥∥∥∥∥
fas,(p;q)

≤ σn ‖P‖fas,(p;q) ‖a‖
n−k

Para mostrar que
∧
d

k

P (a) ∈ Pfas,(p;q)

(
kE;F

)
, basta mostrar que dkP (a) ∈ Lfas,(p;q)

(
kE;F

)
.

De fato:

Sejam k ∈ N, n ∈ N, tal que k ≤ n, a ∈ E e P ∈ Pfas,(p;q) (nE;F ) , então
∨
P ∈ Lfas,(p;q) (nE; F ) .

Como P ∈ P (nE;F ) , temos que






∧

d
k

P (a)
k! (x) =




n

k




∨
Pan−kxk

ou

dkP (a)
k! (x1, ..., xk) =




n

k




∨
Pan−kx1...xk (∆)

Dáı, por (∆) e considerando
(
xl

j

)∞

j=1
= (a, 0, 0, ...) , para todo k + 1 ≤ l ≤ n obtemos

(
∞∑

j1,...,jk=1

∥∥∥dkP (a)
k!

(
x1

j1
, ..., xk

jk

)∥∥∥
p
) 1

p

=




∞∑

j1,...,jk=1

∥∥∥∥∥∥∥∥




n

k




∨
Pan−kx1

j1
...xk

jk

∥∥∥∥∥∥∥∥

p



1
p

=




n

k





(
∞∑

j1,...,jk=1

∥∥∥∥
∨
P

(
a, ..., a, x1

j1
, ..., xk

jk

)∥∥∥∥
p
) 1

p

=




n

k





(
∞∑

j1,...,jk=1

∥∥∥∥
∨
P

(
x1

j1
, ..., xk

jk
, a, ..., a

)∥∥∥∥
p
) 1

p

=




n

k





(
∞∑

j1,...,jk=1

∥∥∥∥
∨
P

(
x1

j1
, ..., xk

jk
, xk+1

1 , ..., xn
1

)∥∥∥∥
p
) 1

p

=




n

k





(
∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥∥
∨
P

(
x1

j1
, ..., xk

jk
, xk+1

jk+1
, ..., xn

jn

)∥∥∥∥
p
) 1

p
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≤




n

k



 ‖P‖fas,(p;q)

∥∥∥∥
(
x1

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

...

∥∥∥∥
(
xk

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

∥∥∥∥
(
xk+1

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

...

∥∥∥∥
(
xn

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

=




n

k



 ‖P‖fas,(p;q) ‖a‖
n−k

∥∥∥∥
(
x1

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

...

∥∥∥∥
(
xk

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

Portanto:
(

∞∑
j1,...,jk=1

∥∥∥dkP (a)
(
x1

j1
, ..., xk

jk

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ k!




n

k



 ‖P‖fas,(p;q) ‖a‖
n−k

∥∥∥∥
(
x1

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

...

∥∥∥∥
(
xk

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
w,q

o que mostra que dkP (a) ∈ Lfas,(p;q)

(
kE; F

)
, para todo k ∈ N.

Logo:






∧
d

k

P (a) ∈ Pfas,(p;q)

(
kE;F

)
, para todo k ∈ N

e

∥∥∥∥∥
1
k!

∧
d

k

P (a)

∥∥∥∥∥
fas,(p;q)

≤




n

k



 ‖P‖fas,(p;q) ‖a‖
n−k ≤ 2n ‖P‖fas,(p;q) ‖a‖

n−k

Assim, basta tomar σ = 2.

A teoria de polinômios completamente absolutamente somantes foi um pouco mais explorada

em [29], com o objetivo de estudar aplicações holomorfas completamente somantes.



Caṕıtulo 2

Aplicações multilineares

completamente quase somantes

Neste caṕıtulo, iniciamos o estudo das aplicações multilineares completamente quase somantes,

baseado no trabalho de Botelho, feito em [5] e [6], onde foi introduzido a teoria das aplicações

multilineares quase somantes. Veremos que o único operador n-linear cont́ınuo completamente

quase (p; q1, ..., qn)-somante tal que qj > 2, para algum j, é o operador nulo. Daremos al-

guns exemplos e resultados desses operadores, entre eles, um teorema envolvendo as aplicações

multilineares dominadas, teoremas de composição (propriedade ideal), assim como uma relação

entre os operadores completamente quase somantes e os operadores n-lineares (n ≥ 1) quase

somantes. Conseguimos ainda uma extensão de um resultado de S.Kwapień para multilineares

(veja [10]-teorema 2.21), na qual generaliza o teorema 1.6.3.

45
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2.1 Definições e notações preliminares

Primeiramente, relembremos o caso linear dos operadores quase somantes (veja [10]-caṕıtulo 12).

Definição 2.1.1. Um operador linear U ∈ L(E;F) é quase somante, (almost summing, em

inglês) se existe uma constante C ≥ 0 tal que




∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj(t)U(xj)

∥∥∥∥∥∥

2

dt





1
2

≤ C.‖(xj)
m
j=1‖w,2 (1)

para todo m ∈ N e x1, ..., xm ∈ E, onde (rj)
∞
j=1 são as funções de Rademacher (veja

[10]-caṕıtulo 1).

O menor C que satisfaz (1) é denotado por ‖U‖al,s.

O espaço vetorial de todas aplicações lineares quase somantes de E em F é denotado por

Lal,s(E; F ). É fácil ver que ‖.‖al,s torna Lal,s(E; F ) um espaço de Banach.

Botelho introduziu o seguinte conceito de aplicações multilineares quase somantes (veja [6])

Definição 2.1.2. Dados números positivos p1, ..., pn, uma aplicação n-linear A ∈ L(E1, ..., En; F )

é dita quase (p1, ..., pn)-somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que




∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj(t)A(x1
j , ..., x

n
j )

∥∥∥∥∥∥

2

dt





1
2

≤ C.

n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,pk

(2)

para todos m ∈ N e xk
j ∈ Ek, tais que j = 1, ..., m e k = 1, ..., n.

O menor C que satisfaz (2) é denotado por ‖A‖als,p1,...,pn
.

O espaço vetorial de todas aplicações multilineares quase (p1, ..., pn)−somantes de

E1 × ... × En em F é denotado por Lals,(p1,...,pn)(E1, ..., En; F ). Temos ainda que ‖.‖als,p1,...,pn

torna Lals,(p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) um espaço de Banach.
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Em particular, se p1 = ... = pn = p escrevemos Lals,p(E1, ..., En;F ).

Agora, com a mesma idéia, M. Matos nos sugeriu a seguinte definição e o estudo dessa classe

de aplicações

Definição 2.1.3. Sejam p, p1, ..., pn números positivos. Uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é

dita completamente quase (p; p1, ..., pn)−somante se existe C ≥ 0 tal que




∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

m∑

j1,...,jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)T (x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn





1
p

≤ C.
n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,pk

(3)

para todo m ∈ N e xk
j ∈ Ek, tal que j = 1, ..., m e k = 1, ..., n.

O menor C que satisfaz (3) é denotado por ‖T‖fals,(p;p1,...,pn).

O espaço vetorial das aplicações de L(E1, ..., En;F ) que são completamente quase (p; p1, ..., pn)-

somantes é denotado por Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ). O espaço Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F )

munido com a norma ‖.‖fals,(p;p1,...,pn) é um espaço de Banach.

Em particular:

• se p = p1 = ... = pn escrevemos Lfals,p(E1, ..., En; F ) e ‖T‖fals,p

• se p = p1 = ... = pn = 2 escrevemos Lfals(E1, ..., En; F ) e ‖T‖fals

• se p1 = ... = pn = q escrevemos Lfals,(p;q)(E1, ..., En; F ) e ‖T‖fals,(p;q).

É claro que para verificar que T satisfaz (3) é necessário e suficiente verificar que vale a

desigualdade seguinte




∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

m∑

j1,...,jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)T (x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn





1
p

≤ C

para ‖(xk
j )

m
j=1‖w,pk

≤ 1, com k = 1, ..., n.
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2.2 Exemplos e resultados

Veremos pelo próximo resultado que o único operador n-linear cont́ınuo completamente quase

(p; q1, ..., qn)− somante com algum qj > 2 é o operador nulo.

Proposição 2.2.1. Se T ∈ Lfals,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ), para algum qj > 2 então T = 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor q1 > 2. Se T 6= 0, sejam x1, ..., xn tais

que T (x1, ..., xn) 6= 0. Vamos escolher xl
j = λl

jx
l, com l = 1, ..., n e j ∈ N tais que (λl

j)
∞
j=1 ∈ lql

,

para l = 2, ..., n e (λ1
j )

∞
j=1 ∈ lq1 \ l2.

Sabemos que




∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥

∞∑

j1,...,jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)T (x1
j1

, ..., xn
jn

)

∥∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn





1
p

≤ ‖T‖fals,(p;q1,...,qn).
n∏

l=1

‖(xl
j)

∞
j=1‖w,ql

= ‖T‖fals,(p;q1,...,qn).
n∏

l=1

‖(λl
j)

∞
j=1‖ql

‖x1‖...‖xn‖ < +∞

O lado esquerdo é igual a

‖T (x1, ..., xn)‖




∫ 1

0
...

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j1,...,jn=1

rj1(t1)...rjn(tn)λ1
j1

...λn
jn

∣∣∣∣∣∣

p

dt1...dtn





1
p

= ‖T (x1, ..., xn)‖




n∏

l=1




∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣

∞∑

jl=1

rjl
(tl)λ

l
jl

∣∣∣∣∣∣

p

dtl









1
p

=
⊗

Agora, pela Desigualdade de Khintchine temos

⊗
≥ ‖T (x1, ..., xn)‖

n∏

l=1

‖(λl
j)

∞
j=1‖2.A

n
p = +∞,

pois ‖(λ1
j )

∞
j=1‖2 = +∞. Contradição!
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Em vista disso, só faz sentido considerar o caso do espaço Lfals,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ), com

qj ≤ 2, para todo j = 1, ..., n, qualquer que seja p ∈]0,∞[.

Observação 2.2.2. Relembre que L(E; K) = Lals,(p;2)(E; K), para todo 0 < p < ∞ (em partic-

ular para p=2).

De fato: seja ϕ ∈ L(E; K) = E′, dáı pela Desigualdade de Khintchine, já que (ϕ(xj))
m
j=1 ∈ l2

e 0 < p < ∞ obtemos




∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

rj(t)ϕ(xj)

∣∣∣∣∣∣

p

dt





1
p

≤ Bp.




m∑

j=1

|ϕ(xj)|
2





1
2

≤ Bp.‖ϕ‖ sup
Ψ∈BE′




m∑

j=1

|Ψ(xj)|
2





1
2

= Bp.‖ϕ‖‖(xj)
m
j=1‖w,2

Portanto, ϕ ∈ Lals,(p;2)(E; K), para todo 0 < p < ∞ e ‖ϕ‖als,(p,2) ≤ Bp.‖ϕ‖.

Veremos que o Teorema da Redução na ordem da linearidade vale também para as aplicações

completamente quase somantes.

Proposição 2.2.3. Se Lfals,(p;p1,...,pn) (E1, ..., En;F ) = L (E1, ..., En;F ) então

L
fals,

(
p;pk1

,...,pkj

) (
Ek1 , ..., Ekj

; F
)

= L
(
Ek1 , ..., Ekj

; F
)

sempre que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j.

Mostremos esta proposição para o caso bilinear. Os outros casos são análogos.

Proposição 2.2.4. Se Lfals,(p;p1,p2) (E1, E2; F ) = L (E1, E2; F ) então

Lals,(p;p1) (E1; F ) = L (E1; F ) e Lal.s.,(p;p2) (E2; F ) = L (E2; F ) .



50 Aplicações multilineares completamente quase somantes

Demonstração. Tome T ∈ L (E1; F ) . Mostremos que T ∈ Lals,(p;p1) (E1; F ) .

Seja ϕ ∈ E′ e a ∈ E tal que ϕ (a) = 1. Defina

R : E1 × E2 −→ F

(x, y) −→ R (x, y) = T (x)ϕ (y)

Como R ∈ L (E1, E2;F ) , então por hipótese R ∈ Lfals,(p;p1,p2) (E1, E2;F ) e fazendo y1 = a,

y2 = y3 = ... = 0, obtemos
(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j=1
rj(t)T (xj)

∥∥∥∥∥

p

dt

) 1
p

=

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j=1
rj(t)R(xj , a)

∥∥∥∥∥

p

dt

) 1
p

=

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j,k=1

rj(t)R(xj , yk)

∥∥∥∥∥

p

dt

) 1
p

=

(∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j,k=1

rj(t)R(xj , yk)

∥∥∥∥∥

p

dtdθ

) 1
p

=

(∫ 1
2

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j,k=1

rj(t)rk (θ)R(xj , yk)

∥∥∥∥∥

p

dtdθ +

∫ 1

1
2

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j,k=1

rj(t)rk (θ)R(xj , yk)

∥∥∥∥∥

p

dtdθ

) 1
p

=

(∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j,k=1

rj(t)rk (θ)R(xj , yk)

∥∥∥∥∥

p

dtdθ

) 1
p

≤ ‖R‖fals,(p;p1,p2)

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,p1

‖(yk)
m
k=1‖w,p2

≤ ‖R‖fals,(p;p1,p2) ‖a‖
∥∥∥(xj)

m
j=1

∥∥∥
w,p1

Logo, T ∈ Lals,(p;p1) (E1; F ).

Analogamente, obtemos Lals,(p;p2) (E2;F ) = L (E2; F )
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Com o mesmo racioćınio, para n=3 temos

Proposição 2.2.5. Se Lfals,(p;p1,p2,p3) (E1, E2, E3;F ) = L (E1, E2, E3; F ) então




Lfals,(p;p1,p2) (E1, E2; F ) = L (E1, E2; F ) ,Lfals,(p;p1,p3) (E1, E3;F ) = L (E1, E3;F ) e

Lfals,(p;p2,p3) (E2, E3; F ) = L (E2, E3; F )

Lfals,(p;p1) (E1; F ) = L (E1; F ) ,Lfals,(p;p2) (E2; F ) = L (E2; F ) e

Lfals,(p;p3) (E3; F ) = L (E3; F )

E assim por diante.

Conseguimos provar alguns resultados de coincidência, como por exemplo, a seguinte proposição.

Veja também Corolário 2.2.9.

Proposição 2.2.6. Sejam E1, ..., En e F espaços de Banach.

Temos que L(E1, ..., En;F ) =Lfals,(p;1)(E1, ..., En;F ), para todo 0 < p < ∞, isto é, toda

aplicação n-linear cont́ınua é completamente quase (p;1)-somante.

Demonstração. Seja T ∈ L(E1,..., En;F), dáı:
(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)T (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

=

(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

, ...,
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

)∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

≤ ‖T‖

(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

∥∥∥∥∥

p

...

∥∥∥∥∥
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

= ‖T‖

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

∥∥∥∥∥

p

dt1

) 1
p

...

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

∥∥∥∥∥

p

dtn

) 1
p

≤ ‖T‖

(
sup

t1∈[0,1]

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

∥∥∥∥∥

p

E1

) 1
p

...

(
sup

tn∈[0,1]

∥∥∥∥∥
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

∥∥∥∥∥

p

En

) 1
p

= ‖T‖ sup
t1∈[0,1]

x′∈BE1′

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1
rj1(t1)

〈
x′, x1

j1

〉∣∣∣∣∣ ... sup
tn∈[0,1]

x′∈BEn′

∣∣∣∣∣
m∑

jn=1
rjn(tn)

〈
x′, xn

jn

〉∣∣∣∣∣

= ‖T‖ sup
x′∈BE1′

m∑
j1=1

∣∣∣
〈
x′, x1

j1

〉∣∣∣ ... sup
x′∈BEn′

m∑
jn=1

∣∣∣
〈
x′, xn

jn

〉∣∣∣
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= ‖T‖ .
n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,1 ,

para todos m ∈ N e xk
j ∈ Ek, tais que j=1,...,m e k=1,...,n.

Logo, T ∈ Lfals,(p;1)(E1, ..., En; F ), para todos 0 < p < ∞ e ‖T‖fals,(p,1) ≤ ‖T‖ .

Teorema 2.2.7. Sejam E1,...,En e F espaços de Banach.

Se r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] , com 1
r

= 1
r1

+ ... + 1
rn

então

Ld,(r1,...,rn)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lfals,(r;2)(E1, ..., En; F ).

isto é, toda aplicação n-linear absolutamente (r; r1, ..., rn)− somante com 1
r

= 1
r1

+ ... + 1
rn

é completamente quase (r;2)-somante.

Demonstração. Sejam T ∈ Ld,(r1,...,rn)(E1, ..., En;F ) e xk
j ∈ Ek, com j = 1, ..., m e k = 1, ..., n

tais que ‖(xk
j )

m
j=1‖w,2 ≤ 1. Usando o Teorema da Dominação de Pietsch para multilineares, o

Teorema de Fubini e a Desigualdade de Khintchine obtemos:
(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)T (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

r

dt1...dtn

) 1
r

=

(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥T

(
m∑

j1=1
rj1(t1)x

1
j1

, ...,
m∑

jn=1
rjn(tn)xn

jn

)∥∥∥∥∥

r

dt1...dtn

) 1
r

≤






∫ 1

0
...

∫ 1

0
‖T‖r

d,(r1,...,rn) .
n∏

k=1




∫

BE′
k

∣∣∣∣∣ϕk

(
m∑

jk=1
rjk

(tk)x
k
jk

)∣∣∣∣∣

rk

dµk(ϕk)





1
rk

.r

dt1...dtn






1
r

= ‖T‖d,(r1,...,rn)






∫ 1

0
...

∫ 1

0

n∏
k=1




∫

BE′
k

∣∣∣∣∣ϕk

(
m∑

jk=1
rjk

(tk)x
k
jk

)∣∣∣∣∣

rk

dµk(ϕk)





1
rk

.r

dt1...dtn






1
r

=
⊗

Como 1
r

= 1
r1

+ ... + 1
rn

, temos 1 = r
r1

+ ... + r
rn

. Designemos por

Ck(tk) =




∫

BE′
k

∣∣∣∣∣∣
ϕk




m∑

jk=1

rjk
(tk)x

k
jk





∣∣∣∣∣∣

rk

dµk(ϕk)





r
rk

Pela Desigualdade de Hölder temos
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∫ 1

0
...

∫ 1

0

n∏
k=1

Ck(tk)dt1...dtn

≤
n∏

k=1

[∫ 1

0
...

∫ 1

0
|Ck(tk)|

rk
r dt1...dtn

] r
rk

=
n∏

k=1




∫ 1

0
...

∫ 1

0

∫

BE′
k

∣∣∣∣∣ϕk

(
m∑

jk=1
rjk

(tk)x
k
jk

)∣∣∣∣∣

rk

dµk(ϕk)dt1...dtn





r
rk

Substituindo esta desigualdade em
⊗

obtemos

⊗
≤ ‖T‖d,(r1,...,rn)






∫ 1

0
...

∫ 1

0




∫

BE′
1

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1
rj1(t1)ϕ1(x

1
j1

)

∣∣∣∣∣

r1

dµ1(ϕ1)...

...

∫

BE′
n

∣∣∣∣∣
m∑

jn=1
rjn(tn)ϕn(xn

jn
)

∣∣∣∣∣

rn

dµn(ϕn)

]
dt1...dtn

} 1
r

= ‖T‖d,(r1,...,rn)






∫

BE′
1

...

∫

BE′
n

[∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

j1=1
rj1(t1)ϕ1(x

1
j1

)

∣∣∣∣∣

r1

dt1...

...

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

jn=1
rjn(tn)ϕn(xn

jn
)

∣∣∣∣∣

rn

dtn

]
dµn(ϕn)...dµ1(ϕ1)

} 1
r

≤ ‖T‖d,(r1,...,rn)

(
B1

r1

) r1
r ...

(
Bn

rn

) rn
r






∫

BE′
1

...

∫

BE′
n



 sup
x′
1∈BE′

1

(
m∑

j1=1

∣∣∣
〈
x′

1, x
1
j1

〉∣∣∣
2
) 1

2




r1

...

...



 sup
x′

n∈BE′
n

(
m∑

jn=1

∣∣∣
〈
x′

n, xn
jn

〉∣∣∣
2
) 1

2




rn

dµn(ϕn)...dµ1(ϕ1)






1
r

= ‖T‖d,(r1,...,rn)

(
B1

r1

) r1
r ...

(
Bn

rn

) rn
r






∫

BE′
1

...

∫

BE′
n

n∏
k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖

rk

w,2.dµn(ϕn)...dµ1(ϕ1)






1
r

= ‖T‖d,(r1,...,rn)

(
B1

r1

) r1
r ...

(
Bn

rn

) rn
r .

n∏
k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖

rk
r

w,2

≤ ‖T‖d,(r1,...,rn)

(
B1

r1

) r1
r ...

(
Bn

rn

) rn
r

Logo, T∈ Lfals,(r;2)(E1, ..., En; F ) e ‖T‖fals,(r;2) ≤ ‖T‖d,(r1,...,rn)

(
B1

r1

) r1
r ...

(
Bn

rn

) rn
r .

Proposição 2.2.8. Seja 1 ≤ p ≤ 2. Se F tem tipo p, então

Lfas,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfals,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ).

Demonstração. Faremos para o caso bilinear. Os outros casos são análogos.
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Dados T ∈ Lfas,(p;q1,q2)(E1, E2; F ) e xk
j ∈ Ek, com j = 1, ..., m e k = 1, 2, temos que:

(∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,j2=1
rj1(t1)rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

p

dt1dt2

) 1
p

≤




∫ 1

0




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)

m∑
j2=1

rj2(t2)T (x1
j1

, x2
j2

)

∥∥∥∥∥

2

dt1





p
2

dt2





1
p

≤ Tp(F ).




∫ 1

0

(
m∑

j1=1

∥∥∥∥∥
m∑

j2=1
rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

p) 1
p
p

dt2





1
p

= Tp(F ).

[
m∑

j1=1

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j2=1
rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

p

dt2

] 1
p

≤ Tp(F ).




m∑

j1=1




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j2=1
rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

2

dt2





p
2





1
p

≤ Tp(F )2.




m∑

j1=1

(
m∑

j2=1

∥∥∥T (x1
j1

, x2
j2

)
∥∥∥

p
) 1

p
p




1
p

≤ Tp(F )2 ‖T‖fas,(p;q1,q2) ‖(x
1
j )

m
j=1‖w,q1‖(x

2
j )

m
j=1‖w,q2

onde Tp(F ) é a constante tipo p de F.

Logo, T ∈ Lfals,(p;q1,q2)(E1, E2;F ) e ‖T‖fals,(p;q1,q2) ≤ Tp(F )2 ‖T‖fas,(p;q1,q2).

Corolário 2.2.9. Sejam Ej um espaço-L∞ para j = 1, ..., n e F um espaço com tipo e cotipo 2.

Então, todo operador n-linear cont́ınuo T : E1× ...×En → F é completamente quase 2-somante,

isto é

L(E1, ..., En; F ) = Lfals,(2;2)(E1, ..., En;F )

Demonstração. Basta usar a proposição anterior e a seguinte igualdade

L(E1, ..., En; F ) = Lfas,(2;2)(E1, ..., En; F ),

para tais espaços (veja [2]).
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Proposição 2.2.10. Seja p ≥ 2. Se F tem cotipo p, então

Lfals,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfas,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ).

Demonstração. Também faremos a prova para o caso bilinear.

Dados T ∈ Lfals,(p;q1,q2)(E1, E2; F ) e xk
j ∈ Ek, com j = 1, ...,m e k = 1, 2, temos que:

[
m∑

j1,j2=1

∥∥∥T (x1
j1

, x2
j2

)
∥∥∥

p
] 1

p

≤ Cp(F ).




m∑

j1=1




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j2=1
rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

2

dt2





p
2





1
p

≤ Cp(F ).

[
m∑

j1=1

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j2=1
rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

p

dt2

] 1
p

≤ Cp(F )2




∫ 1

0




∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1=1
rj1(t1)

m∑
j2=1

rj2(t2)T (x1
j1

, x2
j2

)

∥∥∥∥∥

2

dt1





p
2

dt2





1
p

≤ Cp(F )2

(∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,j2=1
rj1(t1)rj2(t2)T (x1

j1
, x2

j2
)

∥∥∥∥∥

p

dt1dt2

) 1
p

≤ Cp(F )2 ‖T‖fals,(p;q1,q2) ‖(x
1
j )

m
j=1‖w,q1‖(x

2
j )

m
j=1‖w,q2

onde Cp(F ) é a constante cotipo p de F.

Portanto, T ∈ Lfas,(p;q1,q2)(E1, E2; F ) e ‖T‖fas,(p;q1,q2) ≤ Cp(F )2 ‖T‖fals,(p;q1,q2).

Observe que uma consequência direta do Teorema 2.2.7 e Proposição 2.2.10 nos leva ao

seguinte resultado, que é uma generalização do Teorema 1.8.6

Teorema 2.2.11. Sejam E1,...,En e F espaços de Banach.

Se q, q1, ..., qn ∈ ]0,∞] , com 1
q

= 1
q1

+ ... + 1
qn

e F tem cotipo q ≥ 2 então

Ld,(q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfas,(q;2)(E1, ..., En; F ).
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isto é, toda aplicação n-linear absolutamente (q; q1, ..., qn)− somante com 1
q

= 1
q1

+ ... + 1
qn

é completamente (q;2)-somante.

Este resultado também foi obtido de uma outra maneira, por Pérez-Garcia e Villanueva em

[30], Teorema 3.10.

2.3 Teoremas de Composição

A seguir, investigamos a propriedade de composição entre operadores completamente quase

somantes. Trivialmente obtemos os seguintes resultados

Proposição 2.3.1. (Propriedade Ideal) Se R : F −→ G é operador linear limitado e T ∈

Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) então RT ∈ Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En;G).

Demonstração. Observe que:
(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)RT (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

=

(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥R

(
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)T (x1

j1
, ..., xn

jn
)

)∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

≤ ‖R‖

(∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)T (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

) 1
p

≤ ‖R‖ ‖T‖fals,(p;p1,...,pn)

n∏
k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,pk

Logo

RT ∈ Lfals,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En; G) e

‖RT‖fals,(p;p1,...,pn) ≤ ‖R‖ ‖T‖fals,(p;p1,...,pn)

Teorema 2.3.2. Se T = (T1, ..., Tn) tal que Tk ∈ L (Ek; Fk) , para todo k = 1, ..., n. e R ∈

Lfals,(p;p1,...,pn) (F1, ..., Fn;G) então RT ∈ Lfals,(p;p1,...,pn) (E1, ..., En; G)
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Demonstração. Sejam
(
xk

j

)m

j=1
∈ lwpk

(Ek) , tal que k = 1, ..., n. Como Tk ∈ L (Ek; Fk) , então

(
Tk

(
xk

j

))m

j=1
∈ lwpk

(Fk) e ‖(Tk

(
xk

j

)
)m
j=1‖w,pk

≤ ‖Tk‖ ‖(x
k
j )

m
j=1‖w,pk

, logo:

[∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)RT (x1

j1
, ..., xn

jn
)

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

] 1
p

=

[∫ 1

0
...

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑

j1,...,jn=1
rj1(t1)...rjn(tn)R(T1

(
x1

j1

)
, ..., Tn

(
xn

jn

)
)

∥∥∥∥∥

p

dt1...dtn

] 1
p

≤ ‖R‖fals,(p;p1,...,pn)

n∏
k=1

‖(Tk

(
xk

j

)
)m
j=1‖w,pk

≤ ‖R‖fals,(p;p1,...,pn)

n∏
k=1

‖Tk‖ ‖(x
k
j )

m
j=1‖w,pk

= ‖R‖fals,(p;p1,...,pn)

n∏
k=1

‖Tk‖
n∏

k=1

‖(xk
j )

m
j=1‖w,pk

Portanto,

RT ∈ Lfals,(p;p1,...,pn) (E1, ..., En; G) e

‖RT‖fals,(p;p1,...,pn) ≤ ‖R‖fals,(p;p1,...,pn)

n∏
k=1

‖Tk‖

2.4 Generalização de um resultado de S.Kwapień

Finalizamos este caṕıtulo com uma generalização do Teorema 1.6.3, que é uma extensão de um

resultado de S.Kwapień (Teorema 1.6.1).

Relembrando da Definição 1.6.2 e com o mesmo racioćınio do Teorema 1.6.3, obtemos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Sejam E1,..., EN espaços de Banach e H espaço de Hilbert.

Se T ∈ L(E1, ..., EN ; H) é tal que seu adjunto T∗ é quase somante, então T é absolutamente

1-somante e ‖T‖as ≤ A−1
1 ‖T ∗‖al,s .

Demonstração. Considerando primeiro o caso de um operador T : E1 × ...×EN −→ ln2 (n ∈ N),

já vimos que
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m∑
j=1

∥∥T (x(1,j), ..., x(N,j))
∥∥

ln2
≤ A−1

1

N∏
i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

∫ 1

0

∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)T
∗ek

∥∥∥∥ dt (I)

para todo x(i,j) ∈ Ei, tal que 1 ≤ i ≤ N e 1 ≤ j ≤ m.

Agora, como T ∗ é quase somante, então:
(∫ 1

0

∥∥∥∥
n∑

k=1

rk(t)T
∗ek

∥∥∥∥
2

dt

) 1
2

≤ ‖T ∗‖al,s ‖(ek)
n
k=1‖w,2 = ‖T ∗‖al,s (II)

Dáı, da mesma forma que o teorema 1.6.3 temos por (I) e (II):

m∑
j=1

∥∥T (x(1,j), ..., x(N,j))
∥∥ ≤ A−1

1 ‖T ∗‖al,s

N∏
i=1

∥∥∥(x(i,j))m
j=1

∥∥∥
w,1

para todo x(i,j) ∈ Ei, tal que 1 ≤ i ≤ N e 1 ≤ j ≤ m.

Observe que o teorema anterior generaliza o teorema 1.6.3, já que todo operador p-somante

u : X −→ Y é quase somante, onde 1 ≤ p < ∞ e X,Y são espaços de Banach (ver [10]-caṕıtulo

12).

Observação 2.4.2. Também não vale o análogo do teorema 2.4.1 para operadores completa-

mente absolutamente somantes. Da mesma maneira que antes, basta tomar H = K, N=2,

E1=E2=c0 e T ∈ L(c0, c0; K) tal que T /∈ Lfas(c0, c0; K). É claro que T ∗ : K −→L(c0, c0; K)
ϕ−→T ∗ϕ=ϕT

é

quase somante.



Caṕıtulo 3

Aplicações multilineares

completamente fracamente somantes

Introduzimos aqui a classe das aplicações n-lineares completamente fracamente somantes entre

espaços de Banach. Tal classe contém a classe das aplicações n-lineares completamente so-

mantes e coincide com essa quando o espaço de chegada tem dimensão finita. Demonstramos o

Teorema 3.2.5 que permite provar a coincidência do espaço das aplicações n-lineares completa-

mente fracamente somantes com o espaço de todas as aplicações n-lineares cont́ınuas para certos

espaços de Banach de chegada e de partida. Tal Teorema será útil no próximo caṕıtulo.

3.1 Definições e notações preliminares

C.A.Soares introduziu em [34] o espaço das aplicações multilineares (q; p1, ..., pn)− fracamente

somantes.

59
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Definição 3.1.1. Sejam E1, ..., En, F espaços de Banach e q, p1, ..., pn ∈ ]0,∞] tais que 1
q
≤

1
p1

+ ... + 1
pn

.

Dizemos que A ∈ L (E1, ..., En; F ) é (q; p1, ..., pn)−fracamente somante, se existe C ≥ 0 tal

que

∥∥(
A

(
x1

i , ..., x
n
i

))m

i=1

∥∥
w,q

≤ C
∥∥(

x1
i

)m

i=1

∥∥
w,p1

...
∥∥(xn

i )m
i=1

∥∥
w,pn

(1)

para todo m ∈ N e xj
1, ..., x

j
m ∈ Ej tal que j = 1, ..., n.

Notação 3.1.2. Denotaremos por Lws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) o espaço vetorial formado por to-

das aplicações A ∈ L (E1, ..., En; F ) que são (q; p1, ..., pn)−fracamente somantes e ‖A‖w,(q;p1,...,pn)

o menor de todos C satisfazendo (1). Isto define uma norma, se q ≥ 1 (q-norma, se q ∈ ]0, 1[),

em Lws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) que o torna um espaço completo.

Se p1 = ... = pn = p e A ∈ L (E1, ..., En; F ) satisfaz (1) , dizemos que A é (q; p)−fracamente

somante e neste caso escrevemos A ∈ Lws,(q;p) (E1, ..., En; F ) e ‖A‖w,(q;p) . Se ainda p = q,

denotamos por Lws,p (E1, ..., En;F ) e por último, se p = q = 1, escrevemos Lws (E1, ..., En;F ).

Se 1
q

= 1
p1

+ ...+ 1
pn

, então A ∈ Lws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) será dita fracamente (p1, ..., pn)

dominada.

Notação 3.1.3. A ∈ Lwd,(p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) e ‖A‖wd,(p1,...,pn)

Analogamente, se p1 = ... = pn = p, então dizemos que A é fracamente p-dominada.

Notação 3.1.4. A ∈ Lwd,p (E1, ..., En; F ) e ‖A‖wd,p

E é natural, em vista do trabalho que temos feito, introduzir a seguinte definição
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Definição 3.1.5. Sejam E1, ..., En, F espaços de Banach e q, p1, ..., pn ∈ ]0,∞] tais que pk ≤ q,

para todo k.

Dizemos que A ∈ L (E1, ..., En; F ) é completamente (q; p1, ..., pn)−fracamente somante,

se existe C ≥ 0 tal que
∥∥∥∥
(
A

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
m

∥∥∥∥
w,q

≤ C
∥∥(

x1
i

)m

i=1

∥∥
w,p1

...
∥∥(xn

i )m
i=1

∥∥
w,pn

(2)

para todo m ∈ N e xj
1, ..., x

j
m ∈ Ej , tal que j = 1, ..., n.

Notação 3.1.6. Vamos denotar por Lfws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) , o espaço vetorial formado

por estas aplicações e ‖A‖fw,(q;p1,...,pn) = inf {C, tal que satisfaz (2)} . Isto define uma norma,

se q ≥ 1 (q-norma, se q ∈ ]0, 1[), em Lfws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En;F ) que o torna um espaço

completo.

Se p1 = ... = pn = p e A ∈ L (E1, ..., En; F ) satisfaz (2) , dizemos que A é completa-

mente (q; p)−fracamente somante e neste caso A ∈ Lfws,(q;p) (E1, ..., En; F ) e ‖A‖fw,(q;p) .

E como anteriormente, se p = q denotamos por Lfws,p (E1, ..., En;F ) e se p = q = 1 escrevemos

Lfws (E1, ..., En;F ).

Se 1
q

= 1
p1

+ ... + 1
pn

, então A ∈ Lfws,(q;p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) será dita completamente

fracamente (p1, ..., pn) dominada.

Notação 3.1.7. A ∈ Lfwd,(p1,...,pn) (E1, ..., En; F ) e ‖A‖fwd,(p1,...,pn)

Analogamente, se p1 = ... = pn = p, então dizemos que A é completamente fracamente

p-dominada.

Notação 3.1.8. A ∈ Lfwd,p (E1, ..., En;F ) e ‖A‖fwd,p

Observação 3.1.9. Temos que

Lfas,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) ⊂ Lfws,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En;F ) ,
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onde r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] e rk ≤ r, para todo k = 1, ..., n.

De fato: Se T ∈ Lfas,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) temos que
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ lr (F ) ,

para todo
(
xk

j

)∞

j=1
∈ lwrk

(Ek) .

E como lr (F ) ⊂ lwr (F ) , então:
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ lwr (F ) , para todo

(
xk

j

)∞

j=1
∈

lwrk
(Ek) . Portanto, T ∈ Lfws,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) .

Observação 3.1.10. Se dimF < ∞, então

Lfws,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) = Lfas,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En;F ) ,

tal que r, r1, ..., rn ∈ ]0,∞] e rk ≤ r, para todo k = 1, ..., n.

De fato:

Se T ∈ Lfws,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En;F ) , então temos
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ lwr (F ) , para

todo
(
xk

j

)∞

j=1
∈ lwrk

(Ek) .

Como dimF < ∞, então lr (F ) = lwr (F ) , logo:
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
∈ lr (F ) , para todo

(
xk

j

)∞

j=1
∈ lwrk

(Ek) . Portanto, T ∈ Lfas,(r;r1,...,rn) (E1, ..., En; F ) . Dáı, pela observação anterior

conseguimos o resultado.

3.2 Resultados de coincidência

Trivialmente, vale o seguinte resultado para o caso linear

Proposição 3.2.1. (caso linear)

L (E; F ) = Lws,(p;q) (E;F ) , tal que 1
p
≤ 1

q

Demonstração. (⊇) é claro

(⊆) Seja T ∈ L (E; F ) , dáı:
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‖(T (xk))
m
k=1‖w,p

= sup
ϕ∈BF ′

(
m∑

k=1

|〈ϕ, T (xk)〉|
p

) 1
p

= sup
ϕ∈BF ′

(
m∑

k=1

|〈ϕ ◦ T, xk〉|
p

) 1
p

= ‖T‖ sup
ϕ∈BF ′

(
m∑

k=1

∣∣∣
〈
ϕ ◦ T

‖T‖ , xk

〉∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖ sup
z′∈BE′

(
m∑

k=1

|〈z′, xk〉|
p

) 1
p

= ‖T‖ ‖(xk)
m
k=1‖w,p

≤ ‖T‖ ‖(xk)
m
k=1‖w,q

. Portanto T ∈ Lws,(p;q) (E; F ) .

Para o caso multilinear, temos a proposição abaixo, que pode ser encontrada em [11] (Floret

e Matos) e em [34].

Proposição 3.2.2. (caso multilinear)

Sejam E1, ..., Em, F espaços de Banach complexos e
m∑

i=1

1
q′i

≤ 1
p′

onde qi, p ∈ [1,∞] (onde p′

é o número conjugado de p e q′i é o número conjugado de qi- vide Lista de notações).

Então L (E1, ..., Em; F ) = Lws,(p;q1,...,qm) (E1, ..., Em; F )

Demonstração. veja [34]-teorema 58

Observação 3.2.3. Já para os operadores completamente fracamente somantes não obtemos o

mesmo:

Se E1, ..., En, F são espaços de Banach tais que
n∑

i=1

1
q′i

≤ 1
p′

onde qi, p ∈ [1,∞] , não implica

que L (E1, ..., En;F ) = Lfws,(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) .

Contra-exemplo: Basta tomar n = 2, E1 = E2 = c0, F = K e p = q1 = q2 = 1.

Sabemos que L (c0, c0; K) 6= Lfas (c0, c0; K), pois Littlewood provou que existe T ∈ L (c0, c0; K)

tal que
∞∑

j,k=1

|T (ej , ek)| = ∞, onde (ej)
∞
j=1 ∈ lw1 (c0) . Como dim K < ∞ então Lfas (c0, c0; K) =

Lfws (c0, c0; K) . Logo, existe T ∈ L (c0, c0; K) �Lfws (c0, c0; K) .

Entretanto, para alguns casos especiais de espaços de Banach E1, ..., En, F podemos obter

L (E1, ..., En; F ) = Lfws (E1, ..., En; F ) . Vejamos as seguintes proposições:
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Proposição 3.2.4. Sejam E1, ..., En espaços de Banach e qk, p ∈ ]0,∞] , tal que qk ≤ p, com

k = 1, ..., n − 1.

Se L (E1, ..., En−1;E
′
n) = Lfas,(p;q1,...,qn−1) (E1, ..., En−1; E

′
n)

então L (E1, ..., En; F ) = Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) , para todo F Banach.

Demonstração. Seja A ∈ L (E1, ..., En; F ) . Como

L (E1, ..., En; K) ≃ L (E1, ..., En−1;L (En, K)) isometricamente de modo que

ϕ ◦ A ←→ (ϕ ◦ A)1 : E1 × ... × En−1 → E′
n

(x1, ..., xn−1) → (ϕ ◦ A)1 (x1, ..., xn−1) : En −→ K

xn −→ (ϕ ◦ A)1 (x1, ..., xn−1) (xn) = (ϕ ◦ A) (x1, ..., xn)

e denotando (ϕ ◦ A)1

(
x1

j1
, ..., xn−1

jn−1

)
= Ψj1,...,jn−1 ∈ E′

n, e ainda sabendo que (ϕ ◦ A)1 ∈

L (E1, ..., En−1;E
′
n) = Lfas,(p;q1,...,qn−1) (E1, ..., En−1; E

′
n) , obtemos:

∥∥∥∥
(
A

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
m

∥∥∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BF ′

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕ
(
A

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))∣∣∣
p
) 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

(
m∑

jn=1

∣∣∣(ϕ ◦ A)1

(
x1

j1
, ..., xn−1

jn−1

)(
xn

jn

)∣∣∣
p
)] 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

(
m∑

jn=1

∥∥Ψj1,...,jn−1

∥∥p

∣∣∣∣
Ψj1,...,jn−1

‖Ψj1,...,jn−1‖

(
xn

jn

)∣∣∣∣
p
)] 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

∥∥Ψj1,...,jn−1

∥∥p

(
m∑

jn=1

∣∣∣∣
Ψj1,...,jn−1

‖Ψj1,...,jn−1‖

(
xn

jn

)∣∣∣∣
p
)] 1

p

≤ sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

∥∥Ψj1,...,jn−1

∥∥p
sup

Ψ∈BE′
n

(
m∑

jn=1

∣∣∣Ψ
(
xn

jn

)∣∣∣
p
)] 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

∥∥Ψj1,...,jn−1

∥∥p

∥∥∥∥
(
xn

jn

)m

jn=1

∥∥∥∥
p

w,p

] 1
p

=

∥∥∥∥
(
xn

jn

)m

jn=1

∥∥∥∥
w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j1,...,jn−1=1

∥∥∥(ϕ ◦ A)1

(
x1

j1
, ..., xn−1

jn−1

)∥∥∥
p
] 1

p
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≤

∥∥∥∥
(
xn

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
‖(ϕ ◦ A)1‖fas,(p;q1,...,qn−1)

∥∥∥∥
(
x1

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,q1

...

∥∥∥∥
(
xn−1

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,qn−1

]

= sup
ϕ∈BF ′

‖(ϕ ◦ A)1‖fas,(p;q1,...,qn−1)

∥∥∥∥
(
xn

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,p

n−1∏
k=1

∥∥∥∥
(
xk

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,qk

≤ C ‖A‖

∥∥∥∥
(
xn

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,p

n−1∏
k=1

∥∥∥∥
(
xk

j

)m

j=1

∥∥∥∥
w,qk

,

para todo m ∈ N e xk
j ∈ Ek, com j = 1, ..., m e k = 1, ..., n, onde C > 0 (tal C existe, pois

(ϕ ◦ A)1 ∈ L (E1, ..., En−1;E
′
n) = Lfas,(p;q1,...,qn−1) (E1, ..., En−1; E

′
n) , então pelo Teorema da

Aplicação Aberta, existe C > 0 tal que ‖(ϕ ◦ A)1‖fas,(p;q1,...,qn−1) ≤ C ‖(ϕ ◦ A)1‖ ≤ C‖ϕ‖‖A‖ =

C‖A‖).

Logo, A ∈ Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) e ‖A‖fws,(p;q1,...,qn−1,p) ≤ C ‖A‖ .

Na verdade, podemos obter mais ainda:

Teorema 3.2.5. Sejam E1, ..., En espaços de Banach e qk, p ∈ ]0,∞] , tal que qk ≤ p, com

k = 1, ..., n − 1.

i) Se L (E1, ..., En−1; E
′
n) = Lfas,(p;q1,...,qn−1) (E1, ..., En−1; E

′
n)

então L (E1, ..., En; F ) = Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) , para todo F Banach.

ii) Se






L (En−1; E
′
n) = Las,(p;qn−1) (En−1;E

′
n)

e L (E1, ..., En−2;L(En−1,E
′
n)) = Lfas,(p;q1,...,qn−2) (E1, ..., En−2;L(En−1, E

′
n))

então L (E1, ..., En; F ) = Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) , para todo F Banach.

...

iii) Se






L (En−1;E
′
n) = Las,(p;qn−1) (En−1; E

′
n)

L (En−2;L(En−1,E
′
n)) = Las,(p;qn−2) (En−2;L(En−1, E

′
n))

...

L(E3;L(E4, ...,L(En−1, E
′
n))) = Las,(p;q3) (E3;L(E4, ...,L(En−1, E

′
n)))

L(E1, E2;L(E3,L(E4, ...,L(En−1, E
′
n)))) = Lfas,(p;q1,q2) (E1, E2;L(E3, ...,L(En−1, E

′
n)))

então L (E1, ..., En; F ) = Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) , para todo F Banach.
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iv) Se






L (En−1; E
′
n) = Las,(p;qn−1) (En−1; E

′
n)

L (En−2;L(En−1,E
′
n)) = Las,(p;qn−2) (En−2;L(En−1, E

′
n))

...

L(E2;L(E3,L(E4, ...,L(En−1, E
′
n)))) = Las,(p;q2) (E2;L(E3, ...,L(En−1, E

′
n)))

L(E1;L(E2,L(E3, ...,L(En−1, E
′
n)))) = Las,(p;q1) (E1;L(E2,L(E3, ...,L(En−1, E

′
n))))

então L (E1, ..., En; F ) = Lfws,(p;q1,...,qn−1,p) (E1, ..., En; F ) , para todo F Banach.

Vejamos a demonstração deste teorema para o caso n=4:

Teorema 3.2.6. (caso n=4)

Sejam E1, E2, E3 e E4 espaços de Banach e qk, p ∈ ]0,∞] , tal que qk ≤ p, com k = 1, 2, 3.

(i) Se L (E1, E2, E3; E
′
4) = Lfas,(p;q1,q2,q3) (E1, E2, E3; E

′
4)

então L (E1, E2, E3, E4; F ) = Lfws,(p;q1,q2,q3,p) (E1, E2, E3, E4; F ) , para todo F Banach.

(ii) Se






L (E3; E
′
4) = Las,(p;q3) (E3;E

′
4)

e L (E1, E2;L(E3,E
′
4)) = Lfas,(p;q1,q2) (E1, E2;L(E3, E

′
4))

então L (E1, E2, E3, E4; F ) = Lfws,(p;q1,q2,q3,p) (E1, E2, E3, E4; F ) , para todo F Banach.

...

(iii) Se






L (E3; E
′
4) = Las,(p;q3) (E3; E

′
4)

L (E2;L(E3,E
′
4)) = Las,(p;q2) (E2;L(E3, E

′
4))

L(E1;L(E2;L(E3, E
′
4))) = Las,(p;q1) (E1;L(E2;L(E3, E

′
4)))

então L (E1, E2, E3, E4; F ) = Lfws,(p;q1,q2,q3,p) (E1, E2, E3, E4; F ) , para todo F Banach.

Demonstração. (i) é a proposição 3.2.4

(ii) Seja A ∈ L (E1, E2, E3, E4; F ) . Como temos os seguintes isomorfismos:

L (E1, E2, E3, E4; K) ≃ L (E1, E2, E3;E
′
4) isometricamente

ϕ ◦ A ←→ (ϕ ◦ A)1
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e

L (E1, E2, E3; E
′
4) ≃ L (E1, E2;L (E3; E

′
4)) isometricamente

(ϕ ◦ A)1 ←→ (ϕ ◦ A)2

denotando (ϕ ◦ A)1 (xj , yk, zl) = Ψj,k,l e além disso, sendo (ϕ ◦ A)2 (xj , yk) ∈ L (E3; E
′
4) =

Las,(p;q3) (E3; E
′
4) , (ϕ ◦ A)2 ∈ L (E1, E2;L(E3,E

′
4)) = Lfas,(p;q1,q2) (E1, E2;L(E3, E

′
4)) , obtemos:

∥∥∥(A (xj , yk, zl,wt))j,k,l,t∈N4
m

∥∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BF ′

(
m∑

j,k,l,t=1

|ϕ (A (xj , yk, zl, wt))|
p

) 1
p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k,l=1

(
m∑

t=1
|(ϕ ◦ A)1 (xj , yk, zl) (wt)|

p

)] 1
p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k,l=1

(
m∑

t=1
‖Ψj,k,l‖

p

∣∣∣∣
Ψj,k,l

‖Ψj,k,l‖
(wt)

∣∣∣∣
p)] 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k,l=1

‖Ψj,k,l‖
p

(
m∑

t=1

∣∣∣∣
Ψj,k,l

‖Ψj,k,l‖
(wt)

∣∣∣∣
p)] 1

p

≤ sup
ϕ∈BF ′




m∑

j,k,l=1

‖Ψj,k,l‖
p sup

Ψ∈BE′
4

(
m∑

t=1
|Ψ(wt)|

p

)



1
p

= sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k,l=1

‖Ψj,k,l‖
p ‖(wt)

m
t=1‖

p
w,p

] 1
p

= ‖(wt)
m
t=1‖w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k,l=1

‖(ϕ ◦ A)1 (xj , yk, zl)‖
p

] 1
p

= ‖(wt)
m
t=1‖w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k=1

(
m∑

l=1

‖(ϕ ◦ A)2 (xj , yk) (zl)‖
p

)] 1
p

≤ ‖(wt)
m
t=1‖w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k=1

‖(ϕ ◦ A)2 (xj , yk)‖
p
as,(p;q3) ‖(zl)

m
l=1‖

p
w,q3

] 1
p

≤ C1 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k=1

‖(ϕ ◦ A)2 (xj , yk)‖
p

] 1
p

≤ C1 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

sup
ϕ∈BF ′

[
‖(ϕ ◦ A)2‖fas,(p;q1,q2)

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,q1

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

]

= C1

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,q1

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(wt)
m
t=1‖w,p

sup
ϕ∈BF ′

[
‖(ϕ ◦ A)2‖fas,(p;q1,q2)

]
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≤ C1C2 ‖A‖
∥∥∥(xj)

m
j=1

∥∥∥
w,q1

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(wt)
m
t=1‖w,p

= C ‖A‖
∥∥∥(xj)

m
j=1

∥∥∥
w,q1

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(wt)
m
t=1‖w,p

,

para todo xj ∈ E1, yj ∈ E2, zj ∈ E3, wj ∈ E4, com j = 1, ...,m, onde C > 0.

Portanto, A ∈ Lfws,(p;q1,q2,q3,p) (E1, E2, E3, E4; F ) e ‖A‖fws,(p;q1,q2,q3,p) ≤ C ‖A‖ .

(iii) Seja A ∈ L (E1, E2, E3, E4; F ) . Com o mesmo racioćınio de (ii) e tendo ainda que

L (E1, E2;L (E3;E
′
4)) ≃ L (E1,L (E2;L (E3; E

′
4)))

(ϕ ◦ A)2 ←→ (ϕ ◦ A)3

e (ϕ ◦ A)3 (xj) ∈ L (E2;L(E3,E
′
4)) = Las,(p;q2) (E2;L(E3, E

′
4)) , e por último (ϕ ◦ A)3 ∈

L(E1;L(E2;L(E3, E
′
4))) = Las,(p;q1) (E1;L(E2;L(E3, E

′
4))) ,

obtemos:

∥∥∥(A (xj , yk, zl,wt))j,k,l,t∈N4
m

∥∥∥
w,p

≤ C1 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k=1

‖(ϕ ◦ A)2 (xj , yk)‖
p

] 1
p

= C1 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j,k=1

‖(ϕ ◦ A)3 (xj) (yk)‖
p

] 1
p

≤ C1 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j=1
‖(ϕ ◦ A)3 (xj)‖

p
as,(p;q2) ‖(yk)

m
k=1‖w,q2

] 1
p

≤ C1C2 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

sup
ϕ∈BF ′

[
m∑

j=1
‖(ϕ ◦ A)3 (xj)‖

p

] 1
p

≤ C1C2 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

sup
ϕ∈BF ′

‖(ϕ ◦ A)3‖as,(p;q1)

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,q1

≤ C1C2C3 ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,q1

‖A‖

= C ‖A‖ ‖(wt)
m
t=1‖w,p

‖(zl)
m
l=1‖w,q3

‖(yk)
m
k=1‖w,q2

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
w,q1

,

para todo xj ∈ E1, yj ∈ E2, zj ∈ E3, wj ∈ E4, tal que j = 1, ..., m, onde C > 0.

Logo, A ∈ Lfws,(p;q1,q2,q3,p) (E1, E2, E3, E4; F ) e ‖A‖fws,(p;q1,q2,q3,p) ≤ C ‖A‖ .
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3.3 Aplicações dos resultados de coincidência

Como conseqüência do teorema 3.2.5 e como temos a igualdade Lfas,(p;q1,...,qn) (E1, ..., En; K) =

Lfws,(p;q1,...,qn) (E1, ..., En; K) , obtemos:

Corolário 3.3.1. Se cotipo Ek = qk, tal que k = 1, ..., n − 1 então

L (E1, ..., En; K) = Lfas,(q;1,...,1,q) (E1, ..., En; K) ,

para todo En Banach e tal que q = max {q1, ..., qn−1} .

Demonstração. Pelo teorema 1.7.4 e teorema 3.2.5 temos:

se cotipo Ek = qk, tal que k = 1, ..., n − 1, então sabemos que L (E1, ..., En−1; E
′
n) =

Lfas,(q;1,...,1) (E1, ..., En−1; E
′
n) , com q ≥ max {q1, ..., qn−1} , para todo E′

n, e consequentemente

L (E1, ..., En; K) = Lfas,(q;1,...,1,q) (E1, ..., En; K) , para todo En.

Por exemplo: L (l1, ..., l1; K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (l1, ..., l1; K) (pois cotipo l1 = 2), o que melhora

o teorema 1.7.4: L (l1, ..., l1; K) = Lfas,(2;1) (l1, ..., l1; K) .

Corolário 3.3.2. Se cotipo E′
n = q então L (E1, ..., En; K) = Lfas,(q;1,...,1,q) (E1, ..., En; K) , para

todo E1, ..., En−1 Banach.

Demonstração. Pelo teorema 1.7.3 e teorema 3.2.5 temos:

se cotipo E′
n = q, então vale que L (E1, ..., En−1; E

′
n) = Lfas,(q;1) (E1, ..., En−1;E

′
n) , para todo

E1, ..., En−1, e consequentemente L (E1, ..., En; K) = Lfas,(q;1,...,1,q) (E1, ..., En; K) , quaisquer que

sejam E1, ..., En−1..

Por exemplo: L (c0, ..., c0; K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (c0, ..., c0; K) (pois cotipo c′0 = 2)

L (C(K), ..., C(K); K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (C(K), ..., C(K); K) (uma vez que cotipo

C(K)′ = 2)
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L (l∞, ..., l∞; K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (l∞, ..., l∞; K)

Mais geralmente: L (nE; K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (nE; K) , para todo E espaço-L∞.

L (l1, ..., l1, l2; K) = Lfas,(2;1,...,1,2) (l1, ..., l1, l2; K) (pois cotipo l′2 = 2).

Observação 3.3.3. Relembremos que:

Um espaço de Banach X é Lp se, e somente se, seu dual X’ é Lq, tal que 1
p
+ 1

q
= 1

(
∞−1 = 0

)

(veja [7]).

Corolário 3.3.4. Se F ′ é espaço-Lp, tal que p ∈ [1, 2] então L (E, F ; K) = Lfas,(2;2,2) (E, F ; K) ,

para todo E espaço-L∞.

Demonstração. Pelo teorema 3.7 de [10] e teorema 3.2.5, obtemos:

se F ′é espaço-Lp, tal que p ∈ [1, 2] , então L (E; F ′) = Las,(2;2) (E; F ′) , para todo E espaço-

L∞, e dáı L (E, F ; K) = Lfas,(2;2,2) (E, F ; K) , para qualquer E espaço-L∞.

Por exemplo: L
(
2E; K

)
= Lfas,(2;2,2)

(
2E; K

)
, para todo E espaço-L∞, logo L (c0, c0; K) =

Lfas,(2;2,2) (c0, c0; K) , o que melhora o corolário 3.3.2 para o caso bilinear.

L (c0, lp; K) = Lfas,(2;2,2) (c0, lp; K) , tal que p ∈ [2,∞[

L (C(K), lp; K) = Lfas,(2;2,2) (C(K), lp; K) , tal que p ∈ [2,∞[

L (l∞, lp; K) = Lfas,(2;2,2) (l∞, lp; K) , tal que p ∈ [2,∞[

Corolário 3.3.5. L (l1, ..., l1, l2; K) = Lfas,(1;1) (l1, ..., l1, l2; K)

Demonstração. Pela extensão do Teorema de Grothendieck para multilineares (veja [2]-teor.5.2),

temos que L
(
(n−1)l1; l2

)
= Lfas,(1;1)

(
(n−1)l1; l2

)
, então aplicando a proposição 3.2.4 obtemos:

L (l1, ..., l1, , l2; K) = Lfas,(1;1) (l1, ..., l1, l2; K).

Corolário 3.3.6. L (c0, lp; K) = Lfas,(r;r,r) (c0, lp; K) , tal que 1 < r′ < p < 2 (onde r′ é o

número conjugado de r - vide Lista de notações).
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Demonstração. Como L
(
c0; l

′
p

)
= Las,(r;r)

(
c0; l

′
p

)
, se 2 < p′ < r < ∞ (por Schwartz e Kwapień),

pelo teorema 3.2.5 temos L (c0, lp; K) = Lfas,(r;r,r) (c0, lp; K) , onde 1 < r′ < p < 2.

Corolário 3.3.7. Se F ′ tem cotipo p’ e 1 < r′ < p < 2, então L (l∞, F ; K) = Lfas,(r;r) (l∞, F ; K) .

Demonstração. Como L (l∞; F ′) = Las,(r;r) (l∞, F ′) , se 2 < p′ < r < ∞ e F ′ tem cotipo p′ (por

Maurey), então pelo teorema 3.2.5 obtemos que L (l∞, F ; K) = Lfas,(r;r,r) (l∞, F ; K) , se F ′ tem

cotipo p′ e 1 < r′ < p < 2.

Corolário 3.3.8. L (l1, c0, c0; K) = Lfas,(2;1,2,2) (l1, c0, c0; K)

Demonstração. Basta observar que L (c0; c
′
0) = Las,(2;2) (c0; c

′
0) e ainda que L (l1;L (c0; c

′
0)) =

Las,(2;1) (l1;L (c0; c
′
0)) .

Corolário 3.3.9. L (l1, l1, l1; K) = Lfas,(2;1,1,2) (l1, l1, l1; K)

Demonstração. Observe que L (l1; l∞) = Las,(2;1) (l1; l∞) e L (l1;L (l1; l∞)) = Las,(2;1) (l1;L (l1; l∞)) .

E aplicando o teorema 3.2.5 obtemos o resultado desejado.

Observação 3.3.10. Todas as conseqüências acima valem se trocarmos K por qualquer F Ba-

nach e fas por fws.
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Caṕıtulo 4

Aplicações multilineares

completamente misto somantes

Para finalizar nosso trabalho, vamos introduzir neste caṕıtulo a teoria dos operadores comple-

tamente misto somantes. Em [24], Maurey iniciou a noção de operadores misto somantes,

mas com outra terminologia. Em [32], Pietsch introduziu as seqüências misto somáveis. As

seqüências (s; p) misto somáveis (xi)i∈N, num dado espaço de Banach E, são caracterizadas

pelo fato de conseguirmos escrever cada um de seus termos como um produto de um escalar por

um vetor: xi = τiyi, onde a seqüência formada por tais escalares está em lr ((τi)i∈N ∈ lr) e

a seqüência de tais vetores está em lws (E) ((yi)i∈N ∈ lws (E)) com 0 < p ≤ s ≤ ∞, r tal que

1
r
+ 1

s
= 1

p
. Ou seja, podemos separá-las em duas partes. Com isso, foi posśıvel introduzir a teo-

ria linear dos operadores (s; p)− misto somantes. Tais operadores levam seqüências fracamente

p somáveis em (s; p) misto somáveis. Ainda em [32], Pietsch introduziu a teoria multilinear

desses operadores, que também foi bastante investigada por Soares em [34], onde foram obtidos

73
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interessantes resultados dessa teoria. Agora, com essa nova classe de operadores mulilineares

cont́ınuos, os completamente misto somantes, denotada por Lfm(E1, ..., En; F ), conseguimos

caracterizações e critérios análogos aos dos operadores misto somantes, assim como resultados

de inclusões e igualdades de espaços, entre eles, provamos que o espaço das aplicações multilin-

eares completamente misto somantes está contido no espaço das aplicações multilineares misto

somantes. E por último, estudamos teoremas de multiplicação, nos possibilitando dar uma outra

definição para os operadores completamente misto somantes.

4.1 Definições e notações preliminares

Em [32], Pietsch introduziu mais uma classe de seqüências somáveis: as seqüências misto

somáveis. Tal classe envolve seqüências absolutamente somáveis e fracamente somáveis.

Definição 4.1.1. Sejam 0 < p ≤ s ≤ ∞, r tal que 1
r

+ 1
s

= 1
p

e E espaço de Banach. Uma

seqüência (xi)i∈N ⊂ E será dita de tipo (s; p) misto somável se puder ser escrita na forma

xi = τiyi

com (τi)i∈N ∈ lr e (yi)i∈N ∈ lws (E).

Em tal caso, definimos
∥∥(xi)i∈N

∥∥
m,(s,p)

= inf
{∥∥(τi)i∈N

∥∥
r

∥∥(yi)i∈N

∥∥
w,s

}
, onde o ı́nfimo é

tomado sobre todas as maneiras posśıveis de escrever (xi)i∈N
na forma acima.

Notação 4.1.2. Denotaremos por

lm(s,p)(E) =
{

(xi)i∈N
; xi = τiyi, com

∥∥(τi)i∈N

∥∥
r

< ∞ e
∥∥(yi)i∈N

∥∥
w,s

< ∞
}

Podemos verificar em [34] (Proposição 4), o seguinte resultado

Proposição 4.1.3. lm(s,p)(E) é um espaço normado (p normado) completo se p ≥ 1 (0 < p < 1).
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Começaremos esta teoria relembrando o caso linear (veja [31]), e logo em seguida veremos

as versões multilineares.

Definição 4.1.4. Seja 0 < p ≤ s ≤ ∞. Um operador S ∈ L(E; F ) é (s, p) misto somante se

existe σ ≥ 0 tal que

∥∥∥(S(xj))j∈Nm

∥∥∥
m,(s,p)

≤ σ
∥∥(xj)

m
j=1

∥∥
w,p

(I)

para toda famı́lia finita de elementos x1, ..., xm ∈ E.

Denotamos por ‖S‖m,(s,p) = inf{σ; satisfaz (I)}.

Notação 4.1.5. A classe de todos operadores (s, p) misto somantes é denotada por Lm,(s,p)(E; F ).

A teoria multilinear de tais operadores foi introduzida por Pietsch, em [32]. Depois, Soares

também estudou tal teoria, resolvendo vários resultados importantes (veja [34]). Vejamos então

a definição

Definição 4.1.6. Sejam 0 < q ≤ s ≤ ∞ e 0 < p1, ..., pn ≤ ∞ e 1
q
≤ 1

p1
+ ... + 1

pn
. Dizemos que

A ∈ L(E1, ..., En; F ) é (s, q; p1, ..., pn) misto somante se existe σ ≥ 0 tal que

∥∥∥
(
A(x1

j , ..., x
n
j )

)
j∈Nm

∥∥∥
m,(s,q)

≤ σ
n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,pk

(II)

para todos m ∈ N , x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En.

Se tal σ existe, definimos ‖A‖m,(s,q;p1,...,pn) = inf{σ; satisfaz (II)}.

Se p1 = ... = pn = p, dizemos que A é (s, q; p) misto somante.

Se além disso p = nq, A será dita (s; p) misto somante.

No caso em que 1
q

= 1
p1

+ ... + 1
pn

, diremos que A é (s; p1, ..., pn) misto dominada.
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Notação 4.1.7. Lm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = {A ∈ L(E1, ..., En;F ) tal que A é (s, q; p1, ..., pn)

misto somante}

Finalmente, investigaremos os operadores completamente misto somantes.

Definição 4.1.8. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞ . Dizemos que A ∈ L(E1, ..., En; F ) é

completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante se existe σ ≥ 0 tal que

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s,q)

≤ σ

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,pk

(III)

para todos m ∈ N , x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En, relembrando que

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s,q)

= inf

{∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as maneiras posśıveis de escrever

(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
m

na forma A(x1
j1

, ..., xn
jn

) = τj1,...,jnyj1,...,jn , com

(τj1,...,jn)j∈Nn ∈ lr (K, Nn) e (yj1,...,jn)j∈Nn ∈ lws (F, Nn) tais que 1
r

+ 1
s

= 1
q

e 0 < q ≤ s < ∞.

Se tal σ existe, definimos ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) = inf{σ; satisfaz (III)}.

Se p1 = ... = pn = p, dizemos que A é completamente (s, q; p) misto somante.

Notação 4.1.9. Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) = {A ∈ L(E1, ..., En; F ) tal que A é completa-

mente (s, q; p1, ..., pn) misto somante}

Notação 4.1.10. lm(s,q) (F, Nn) = {(zj1,...,jn)j∈Nn ⊂ F , tal que zj1,...,jn = τj1,...,jnyj1,...,jn com

∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r

< ∞ e
∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

< ∞} é o espaço das seqüências em F de tipo (s, q)

misto somáveis.

Observação 4.1.11. Observe que na definição de operadores completamente (s, q; p1, ..., pn)

misto somantes devemos considerar sempre pk ≤ q, para todo k = 1, ..., n.
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Temos que se T ∈ L(E1, ..., En; F ) é completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante e q < pk,

para algum k, então T = 0.

De fato:

Suponha sem perda de generalidade que q < p1. Suponha por absurdo que T 6= 0. Logo,

existe (a1, ..., an) ∈ E1 × ... × En tal que T (a1, ..., an) 6= 0. Tome (λ1
j )

∞
j=1 ∈ lp1\lq e xk

j = λk
j ak

com ak ∈ Ek e (λk
j )

∞
j=1 ∈ lpk

. Dessa maneira, (xk
j )

∞
j=1 ∈ lwpk

(Ek), pois:

sup
x′∈BE′

k

[
∞∑

j=1

∣∣∣
〈
x′, xk

j

〉∣∣∣
pk

] 1
pk

= sup
x′∈BE′

k

[
∞∑

j=1

∣∣∣
〈
x′, λk

j ak

〉∣∣∣
pk

] 1
pk

= sup
x′∈BE′

k

|〈x′, ak〉|

[
∞∑

j=1

∣∣∣λk
j

∣∣∣
pk

] 1
pk

= ‖ak‖

∥∥∥∥
(
λk

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
pk

< ∞

Mas,
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
/∈ lm(s,q)(F, Nn), se λk

1 = 1 e λk
j = 0, para todo j > 2 e k = 2, ..., n,

pois como T ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) e (xk
j )

∞
j=1 ∈ lwpk

(Ek) deveŕıamos ter

sup
µ∈W (B′

F
)

[
∞∑

j1,...,jn=1

(∫
B′

F

∣∣∣
〈
ϕ, T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)〉∣∣∣
s

dµ(ϕ)
) q

s

] 1
q

≤ σ
n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

∞
j=1

∥∥∥
w,pk

= σ ‖a1‖ ... ‖an‖
n∏

k=1

∥∥∥(λk
j )

∞
j=1

∥∥∥
w,pk

,

para todo (λk
j )

∞
j=1.

Contudo, se λk
1 = 1 e λk

j = 0 para todo j > 2 e k = 2, ..., n temos

sup
µ∈W (B′

F
)

[
∞∑

j1,...,jn=1

(∫
B′

F

∣∣∣
〈
ϕ, T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

)〉∣∣∣
s

dµ(ϕ)
) q

s

] 1
q

= sup
µ∈W (B′

F
)

[
∞∑

j1=1

∣∣∣λ1
j1

∣∣∣
q (∫

B′
F
|〈ϕ, T (a1, ..., an)〉|s dµ(ϕ)

) q
s

] 1
q

=

(
∞∑

j1=1

∣∣∣λ1
j1

∣∣∣
q
) 1

q

sup
µ∈W (B′

F
)

[∫
B′

F
|〈ϕ, T (a1, ..., an)〉|s dµ(ϕ)

] 1
s

=

∥∥∥∥
(
λ1

j

)∞

j=1

∥∥∥∥
q

sup
µ∈W (B′

F
)

[∫
B′

F
|〈ϕ, T (a1, ..., an)〉|s dµ(ϕ)

] 1
s

= ∞, já que (λ1
j )

∞
j=1 /∈ lq.
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4.2 Alguns resultados

Usando o fato de que N é isomorfo a Nn, com o mesmo racioćınio das aplicações n-lineares misto

somantes (veja [34]), conseguimos os seguintes resultados desta seção. Todavia, para facilitar o

leitor sem que se tenha que recorrer à tese de Soares, vamos apresentar as demonstrações.

Proposição 4.2.1. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞. A ∈ L(E1, ..., En;F ) é completamente

(s, q; p1, ..., pn) misto somante se, e somente se, quaisquer que sejam (x1
i )i∈N ∈ lwp1

(E1), ..., (x
n
i )i∈N

∈ lwpn
(En) tivermos

(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn ∈ lm(s,q) (F, Nn) .

Demonstração. (⇒) Basta observar que

∥∥(xi)i∈N

∥∥
w,p

= sup
k

∥∥∥(xi)
k
i=1

∥∥∥
w,p

e

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(s,q)

= sup
k

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn
k

∥∥∥
m,(s,q)

(⇐) Seja A ∈ L(E1, ..., En; F ) tal que
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
∈ lm(s,q) (F, Nn), para todos

(x1
i )i∈N ∈ lwp1

(E1), ..., (x
n
i )i∈N ∈ lwpn

(En), onde pk ≤ q, para k = 1, ..., n. Devemos mostrar

que A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ). Para isso, basta mostrar que

Ã : lwp1
(E1) × . . . × lwpn

(En) −→ lm(s,q) (F, Nn)

(
(x1

i )i∈N, . . . , (xn
i )i∈N

)
7−→

(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn

é cont́ınua. Mas veremos na próxima seção que, se 1
r

+ 1
s

= 1
q
, então

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r
≤

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(s,q)
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(veja Proposição 4.3.5). Logo, pela hipótese, temos que A é completamente absolutamente

(r; p1, ..., pn)− somante e portanto iÃ é cont́ınua, onde i é a inclusão

i : lm(s,q) (F, Nn) →֒ lr (F, Nn)

Dáı, o resultado segue do Lema seguinte.

Lema 4.2.2. Sejam A : E1 × ... × En → F n-linear e T ∈ L(F ;G) injetora com E1, ..., En, F

respectivamente p1, ..., pn, q normados. Então, se o gráfico de TA é fechado, o gráfico de A é

fechado.

Para a demonstração deste resultado, veja [34]-Lema 34.

Observação 4.2.3. O Teorema anterior mostra que A é completamente (s, q; p1, ..., pn) misto

somante se, e somente se, Ã dada por Ã
(
(x1

i )i∈N, . . . , (xn
i )i∈N

)
=

(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
está em

L(lwp1
(E1), ..., l

w
pn

(En); lm(s,q) (F, Nn)) e além disso

‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) =
∥∥∥Ã

∥∥∥

Para o próximo resultado, usaremos os seguintes Lemas que podem ser encontrados em [31].

Lema 4.2.4. (Lema de Ky Fan) Seja K um subconjunto convexo compacto de um espaço linear

topológico de Hausdorff. Seja ainda F uma coleção côncava de funções reais convexas semi-

cont́ınuas superiormente sobre K. Suponhamos que para uma certa constante ρ, dada φ ∈ F

exista xφ ∈ K tal que φ(xφ) ≤ ρ. Então existe x0 ∈ K tal que φ(x0) ≤ ρ para todo φ ∈ F .

Relembremos que uma coleção F de funções reais é dita côncava sobre K se dados n, φ1, ..., φn ∈

F , α1, ..., αn ≥ 0 com
n∑

i=1

αi = 1 existe φ ∈ F satisfazendo φ(x) ≥
n∑

i=1

αiφi(x), para todo x ∈ K.
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Lema 4.2.5. Sejam 0 < q < s < ∞ e (zj1,...,jn)j∈Nn uma seqüência tal que zj1,...,jn ∈ E, para

todo j ∈ Nn. Se




(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) 1
s





j∈Nn

∈ lq(K, Nn) para cada µ ∈ W (BE′),

então

σ = sup









∞∑

j1,...,jn=1

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s





1
q

, µ ∈ W (BE′)





< ∞

Demonstração. Suponhamos existir µm ∈ W (BE′) tal que






∞∑

m=1

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµm(ϕ)

) q
s






1
q

≥ 2
m
s m, para m = 1, 2, ...

Tomando µ =
∞∑

j1,...,jn=1

2−mµm, teremos µ ∈ W (BE′), com






∞∑

j1,...,jn=1

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s






1
q

≥ m, para m = 1, 2, ...

o que contraria a hipótese inicial. Logo existe

σ := sup

{[∑∞
j1,...,jn=1

(∫
BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s

] 1
q

, µ ∈ W (BE′)

}
< ∞

Agora, vejamos então a seguinte caracterização para tais operadores

Teorema 4.2.6. Sejam 0 < q < s < ∞. Uma seqüência (zj1,...,jn)j∈Nn , zj1,...,jn ∈ E, será de

tipo (s, q) misto somável se, e somente se,




(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) 1
s





j∈Nn

∈ lq(K, Nn) quando µ ∈ W (BE′)



Alguns resultados 81

Além disso

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(s,q)

= sup
µ∈W (BE′ )






∞∑

j1,...,jn=1

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s






1
q

Estamos tomando BE′ com a topologia σ(E′, E).

Demonstração. (⇒) Como (zj1,...,jn)j∈Nn é uma seqüência de tipo (s, q) misto somável, então

zj1,...,jn = τj1,...,jn .yj1,...,jn ,

com (τj1,...,jn)j∈Nn ∈ lr (K, Nn) e (yj1,...,jn)j∈Nn ∈ lws (E, Nn), onde 1
r

+ 1
s

= 1
q
.

Usando a Desigualdade de Hölder e como existe uma bijeção entre N e Nn temos:






∞∑

j1,...,jn=1

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s






1
q

=






∞∑

j1,...,jn=1

(∫

BE′

|〈ϕ, τj1,...,jn .yj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) q
s






1
q

=






∞∑

j1,...,jn=1



|τj1,...,jn |

(∫

BE′

|〈ϕ, yj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) 1
s




q



1
q

≤
∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

,

se µ ∈ W (BE′).

(⇐) Tomemos u = r
q
, v = s

q
onde 1

r
+ 1

s
= 1

q
e definamos

K =




(ηj1,...,jn)j∈Nn ;
∞∑

j1,...,jn=1

ηu
j1,...,jn

≤ σq, ηj1,...,jn ≥ 0






e

F = {φµ,ǫ : K → R;µ ∈ W (BE′), ǫ > 0}

onde φµ,ǫ

(
(ηj1,...,jn)j∈Nn

)
=

∞∑

j1,...,jn=1

(ηj1,...,jn + ε)−v

∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

e σ como no Lema anterior.
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Note que F é uma famı́lia côncava de funções convexas cont́ınuas e K é fracamente compacto.

Tomando agora

ξj1,...,jn =

(∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ)

) 1
uv

teremos (ξj1,...,jn)j∈Nn ∈ K e dáı

φµ,ǫ

(
(ξj1,...,jn)j∈Nn

)
≤

∞∑

j1,...,jn=1

(ξj1,...,jn + ε)−v

∫

BE′

|〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s dµ(ϕ) ≤ σq

Logo, pelo Lema de Ky Fan, podemos encontrar (ζj1,...,jn)j∈Nn ∈ K tal que

φµ,ǫ

(
(ζj1,...,jn)j∈Nn

)
≤ σq,

para todo φµ,ǫ ∈ F .

Em particular para µ = δ{a} teremos

∞∑

j1,...,jn=1

(ζj1,...,jn + ε)−v |〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s ≤ σq

É claro que se zj1,...,jn 6= 0, teremos ζj1,...,jn 6= 0 e podemos tomar τj1,...,jn = ζ
1
q

j1,...,jn
e

yj1,...,jn = τ−1
j1,...,jn

zj1,...,jn . Se zj1,...,jn = 0, tomamos τj1,...,jn = 0 e yj1,...,jn = 0.

Notamos então, que em ambos os casos teremos zj1,...,jn = τj1,...,jnyj1,...,jn e além disso




k∑

j1,...,jn=1

|〈ϕ, yj1,...,jn〉|
s





1
s

= lim
ǫ→0




k∑

j1,...,jn=1

(ζj1,...,jn + ε)−v |〈ϕ, zj1,...,jn〉|
s





1
s

≤ σ
1
v

e

∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r
≤




∞∑

j1,...,jn=1

|ζj1,...,jn |
u





1
r

≤ σ
q
r
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Teremos, então

∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

≤ σ,

o que nos leva a

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(s,q)

≤ σ

Temos também o seguinte critério importante

Teorema 4.2.7. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞. Um operador A ∈ L(E1, ..., En; F ) é

completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante se, e somente se, existe σ ≥ 0 tal que






m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s





q
s






1
q

≤ σ
n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

∥∥∥(ϕj)
k
j=1

∥∥∥
s

(∆)

quaisquer que sejam k, m ∈ N e xl
i ∈ El; i = 1, ...,m, l = 1, ..., n e ϕj ∈ F ′ com j = 1, ..., k. E

ainda

‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) = inf{σ; satisfaz a desigualdade anterior}

Demonstração. Faremos em 2 casos.

(i) Caso s = q

(⇐) Pela desigualdade acima temos que para ϕ ∈ BF ′ vale que




m∑

j1,...,jn=1

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣q





1
q

≤ σ
n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

Assim

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
w,q

≤ σ

n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

(I)

e então pelo Teorema 4.2.6 e por (I) obtemos
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∥∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
m

∥∥∥∥
m,(q,q)

= sup
µ∈W (BF ′ )




m∑

j1,...,jn=1

(∫

BF ′

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣q dµ(ϕ)

) q
q





1
q

≤ sup
µ∈W (BF ′ )




∫

BF ′

sup
ψ∈BF ′

m∑

j1,...,jn=1

∣∣〈ψ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣q dµ(ϕ)





1
q

= sup
µ∈W (BF ′ )

[∫

BF ′

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
q

w,q
dµ(ϕ)

] 1
q

=

∥∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
m

∥∥∥∥
w,q

≤ σ
n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

Portanto, A ∈ Lfm,(q,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) e ‖A‖fm,(q,q;p1,...,pn) ≤ σ.

(⇒) Suponha que A ∈ Lfm,(q,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ).

Dados x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En e ϕ1, ..., ϕk ∈ F ′, se

A(x1
j1

, ..., xn
jn

) = τj1,...,jn .yj1,...,jn ,

onde (τj1,...,jn)j∈Nn ∈ l∞ e (yj1,...,jn)j∈Nn ∈ lwq (F ; Nn) teremos






m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣q





q
q






1
q

=






k∑

j=1



‖ϕj‖
q

m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣∣

〈
ϕj

‖ϕj‖
, τj1,...,jnyj1,...,jn

〉∣∣∣∣
q









1
q

=




k∑

j=1

‖ϕj‖
q





1
q



m∑

j1,...,jn=1

|τj1,...,jn |
q

∣∣∣∣

〈
ϕj

‖ϕj‖
, yj1,...,jn

〉∣∣∣∣
q




1
q

≤
∥∥∥(ϕj)

k
j=1

∥∥∥
q
‖(τj1,...,jn)j∈Nn‖∞ ‖(yj1,...,jn)j∈Nn‖

w,q

Tomando o ı́nfimo em ambos os membros, temos
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




m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣q





q
q






1
q

≤
∥∥∥(ϕj)

k
j=1

∥∥∥
q

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(q,q)

≤
∥∥∥(ϕj)

k
j=1

∥∥∥
q
‖A‖fm,(q,q;p1,...,pn)

n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

Dáı,

infσ ≤ ‖A‖fm,(q,q;p1,...,pn)

o que juntamente com a desigualdade anterior obtemos

‖A‖fm,(q,q;p1,...,pn) = inf{σ; σ satisfaz (∆)}.

(ii) Caso s > q

(⇒) Dados ϕ1, ..., ϕk ∈ F ′ definimos a medida de probabilidade

ν =
k∑

j=1

νjδj

onde νj =
‖ϕj‖

s

k∑

j=1

‖ϕj‖
s

e δj é a medida de Dirac no ponto ϕ̃j =
ϕj

‖ϕj‖

Como A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ), dados x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En, teremos

pelo Teorema 4.2.6 que






m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s





q
s






1
q

=






m∑

j1,...,jn=1

(∫

BF ′

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s dν(ϕ)

) q
s






1
q ∥∥∥(ϕj)

k
j=1

∥∥∥
s

≤
∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s,q)

∥∥∥(ϕj)
k
j=1

∥∥∥
s

≤ ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

∥∥∥(ϕj)
k
j=1

∥∥∥
s
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De fato:

∫

BF ′

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s dν(ϕ)

=

∫

{ϕ̃1}
⋃̇

...
⋃̇
{ϕ̃k}

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s dν(ϕ)

=
k∑

j=1

∫

{ϕ̃j}

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s dν(ϕ)

=
k∑

j=1

∣∣〈ϕ̃j , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s ν(ϕ̃j)

=
k∑

j=1

∣∣∣∣

〈
ϕj

‖ϕj‖
, A(x1

j1
, ..., xn

jn
)

〉∣∣∣∣
s

.νj .δj(ϕ̃j)

=
k∑

j=1

∣∣∣∣

〈
ϕj

‖ϕj‖
, A(x1

j1
, ..., xn

jn
)

〉∣∣∣∣
s

.
‖ϕj‖

s

k∑

j=1

‖ϕj‖
s

=
1∥∥∥(ϕj)k
j=1

∥∥∥
s

s

k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s

Temos assim que infσ ≤ ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn).

(⇐) Com a mesma idéia e usando (∆), dada ν =
∑k

i=1 νiδi uma medida de probabilidade

discreta sobre BF ′ temos





m∑

j1,...,jn=1

(∫

BF ′

∣∣〈ϕ,A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s dν(ϕ)

) q
s






1
q

=






m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣∣∣

〈
ν

1
s

j ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)

〉∣∣∣∣
s




q
s






1
q

≤ σ
n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

∥∥∥∥(ν
1
s

j ϕj)
k
j=1

∥∥∥∥
s

≤ σ

n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

Temos que a desigualdade anterior vale para toda ν ∈ W (BF ′), uma vez que as medidas de

probabilidade discretas são densas em W (BF ′), com respeito à topologia fraca estrela. Logo,
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pelo Teorema 4.2.6 obtemos

∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s,q)

≤ σ
n∏

l=1

∥∥∥(xl
i)

m
i=1

∥∥∥
w,pl

para todo m ∈ N e

‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) = infσ.

4.3 Inclusões e igualdades de espaços

Nesta seção, consideraremos sempre 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞.

Proposição 4.3.1.

Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ).

Demonstração. Dado T ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ), diretamente pelo teorema 4.2.7 obte-

mos



m∑

i=1

(
n∑

j=1

∣∣〈ϕj , T (x1
i , ..., x

n
i )

〉∣∣s
) q

s






1
q

≤





m∑

j1,...,jn=1

(
n∑

j=1

∣∣∣
〈
ϕj , T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

≤ ‖T‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
k=1

∥∥(xk
i )

m
i=1

∥∥
w,pk

∥∥∥(ϕj)
n
j=1

∥∥∥
s

quaisquer que sejam m,n ∈ N e xk
i ∈ Ek; i = 1, ..., m, k = 1, ..., n e ϕj ∈ F ′ com j = 1, ..., n.

Logo,

T ∈ Lm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) e

‖T‖m,(s,q;p1,...,pn) ≤ ‖T‖fm,(s,q;p1,...,pn).

Observação 4.3.2. E esta inclusão pode ser estrita, pois vimos no caṕıtulo 1 que Littlewood

provou a existência de um operador T ∈ L (c0, c0; K) tal que
∞∑

j,k=1

|T (ej , ek)| = ∞, onde
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(ej)
∞
j=1 ∈ l1w (c0) (sendo (ej)

∞
j=1 a base canônica de c0), isto é, T /∈ Lfas (c0, c0; K) (veja [15]).

Logo, existe T ∈ L (c0, c0; K) = Las (c0, c0; K) = Lm (c0, c0; K) tal que T /∈ Lfas (c0, c0; K) =

Lfm (c0, c0; K) .

Com o mesmo racioćınio da Proposição 6 em [34], podemos provar o seguinte resultado

Proposição 4.3.3. Sejam 0 < p ≤ s ≤ ∞, E espaço de Banach, então:

(i) lp(E, Nn) ⊂ lm(s,p)(E, Nn) ⊂ lwp (E, Nn) com

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,p

≤
∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(s,p)

≤
∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
p

(ii) lwp (E, Nn) = lm(p,p)(E, Nn), lp(E, Nn) = lm(∞,p)(E, Nn) com

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,p

=
∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(p,p)

e

∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
p

=
∥∥∥(zj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
m,(∞,p)

Como conseqüência obtemos

Proposição 4.3.4. Temos que:

(i) Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ), para todo s ≥ q.

(ii) Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfws,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ), para todo s ≥ q.

(iii) Se dimF < ∞, então para todo s ≥ q obtemos

Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) =

= Lfws,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F )

Demonstração. (i) Seja T ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ). Pela proposição 4.3.3 temos

∥∥∥
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

∥∥∥
m,(s,q)

≤
∥∥∥
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

∥∥∥
q

≤ ‖T‖fas,(q;p1,...,pn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,pk
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Portanto, T ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ).

(ii) Seja T ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ). Pela proposição 4.3.3 temos

∥∥∥
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

∥∥∥
w,q

≤
∥∥∥
(
T (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

∥∥∥
m,(s;q)

≤ ‖T‖fms,(s,q;p1,...,pn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,pk

Dáı, T ∈ Lfws,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ).

(iii) Basta relembrar que se dimF < ∞, então lr(F ) = lwr (F ).

Ainda em [34], com a mesma idéia da Proposição 5, provamos a seguinte proposição

Proposição 4.3.5. Sejam 0 < p ≤ s ≤ ∞ e 1
r

+ 1
s

= 1
p
. Então

lm(s,p)(E, Nn) ⊂ lr(E, Nn)

Como conseqüência desta última proposição (veja também [31]-seção16), obtemos o seguinte

teorema

Teorema 4.3.6. Sejam 1
r

+ 1
s

= 1
p

e pk ≤ p, para k = 1, ..., n. Então

Lfm,(s,p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfas,(r;p1,...,pn)(E1, ..., En; F )

Demonstração. Seja T ∈ Lfm,(s,p;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ). Dáı:

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
r
≤

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s;p)

≤ ‖T‖fm,(s,p;p1,...,pn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
i )

m
i=1

∥∥∥
w,pk

para todos m ∈ N, xk
j ∈ Ek, tal que k = 1, ..., n e j = 1, ...,m.

Analogamente, obtemos o mesmo resultado para aplicações multilineares misto somantes
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Teorema 4.3.7. Seja 1
r

+ 1
s

= 1
p
. Então

Lm,(s,p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Las,(r;p1,...,pn)(E1, ..., En;F )

Agora, aplicando novamente a proposição 4.3.3, obtemos a proposição seguinte

Proposição 4.3.8. Temos que:

(i) Lfm,(p,p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ) = Lfws,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F )

(ii) Lfm,(∞,p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) = Lfas,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ).

Demonstração. (i) Sejam x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En.

Dado T ∈ Lfws,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) temos:

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(p,p)

=
∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
w,p

≤ ‖T‖fws,(p;q1,...,qn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,qk

Agora, considerando T ∈ Lfm,(p,p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ), obtemos:

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
w,p

=
∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(p,p)

≤ ‖T‖fm,(p,p;q1,...,qn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,qk

(ii) Sejam x1
1, ..., x

1
m ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

m ∈ En.

Considere T ∈ Lfas,(p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ), dáı:

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(∞,p)

=
∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
p

≤ ‖T‖fas,(p;q1,...,qn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,qk
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E, dado T ∈ Lfm,(∞,p;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ), temos:

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
p

=
∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(∞,p)

≤ ‖T‖fm,(∞,p;q1,...,qn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,qk

Uma conseqüência direta das proposições 3.2.4 e 4.3.8 é dada por

Proposição 4.3.9. Sejam E1, ..., En espaços de Banach e qk, p ∈ ]0,∞] tal que qk ≤ p, com

k = 1, ..., n − 1.

Se L(E1, ..., En−1;E
′
n) = Lfas,(p;q1,...,qn−1)(E1, ..., En−1; E

′
n) então

L(E1, ..., En; F ) = Lfm,(p,p;q1,...,qn−1,p)(E1, ..., En; F ),

para todo F Banach.

Em [34] (Proposição 7), temos o resultado

Proposição 4.3.10. Sejam 0 < p1 ≤ s1 ≤ ∞ e 0 < p2 ≤ s2 ≤ ∞, p1 ≤ p2 e E Banach.

(i) Se s1 ≥ s2 então lm(s1,p1)(E, Nn) ⊂ lm(s2,p2)(E, Nn)

(ii) Se s1 ≤ s2 e 1
p1

− 1
s1

≥ 1
p2

− 1
s2

então lm(s1,p1)(E, Nn) ⊂ lm(s2,p2)(E, Nn)

Proposição 4.3.11. Sejam 0 < p1 ≤ s1 ≤ ∞ e 0 < p2 ≤ s2 ≤ ∞, p1 ≤ p2, 0 < q1, ..., qn ≤ ∞

tais que qj ≤ p1, p2, para todos j = 1, ..., n e E Banach. Logo:

(i) Se s1 ≥ s2 então

Lfm,(s1,p1;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfm,(s2,p2;q1,...,qn)(E1, ..., En; F )

(ii) Se s1 ≤ s2 e 1
p1

− 1
s1

≥ 1
p2

− 1
s2

então

Lfm,(s1,p1;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfm,(s2,p2;q1,...,qn)(E1, ..., En; F )
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Demonstração. Basta aplicar a proposição 4.3.10. De fato:

dado T ∈ Lfm,(s1,p1;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ), temos

∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s2,p2)

≤
∥∥∥
(
T

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))
j∈Nn

m

∥∥∥
m,(s1,p1)

≤ ‖T‖fm,(s1,p1;q1,...,qn)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
j )

m
j=1

∥∥∥
w,qk

para todos m ∈ N, xk
j ∈ Ek, com k = 1, ..., n e j = 1, ..., m.

Isto é: T ∈ Lfm,(s2,p2;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ).

Temos o seguinte caso particular da proposição anterior

Proposição 4.3.12. (i) Fixado s, se p ≤ q então

Lfm,(s,p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lfm,(s,q;q1,...,qn)(E1, ..., En;F )

(ii) Fixado q, se s1 ≥ s2 então

Lfm,(s1,q;q1,...,qn)(E1, ..., En; F ) ⊂ Lfm,(s2,q;q1,...,qn)(E1, ..., En;F )

Com o mesmo racioćınio do Teorema 1.3.1 e usando o teorema 4.2.7, obtemos

Lema 4.3.13. Se L(E1, ..., En; F ) = Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) tal que pk ≤ q para todo

k = 1, ..., n, então

L(Ek1 , ..., Ekj
; F ) = Lfm,(s,q;pk1

,...,pkj
)(Ek1 , ..., Ekj

; F )

sempre que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j.

E finalmente, pela proposição 4.3.1,conseguimos também uma relação entre os operadores

misto somantes e completamente misto somantes
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Teorema 4.3.14. Se L(E1, ..., En;F ) = Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) tal que pk ≤ q para todo

k = 1, ..., n, então

L(Ek1 , ..., Ekj
; F ) = Lm,(s,q;pk1

,...,pkj
)(Ek1 , ..., Ekj

;F )

sempre que 1 ≤ j < n, onde para j = 1 temos k1 ∈ {1, ..., n} e para j > 1 temos kl ∈ {1, ..., n},

com kl < ki se l < i ≤ j.

4.4 Teoremas de multiplicação

Teorema 4.4.1. Seja A ∈ L(E1, ..., En; F ) tal que para todo espaço de Banach G e toda trans-

formação linear T ∈ Las,r(F ; G), TA é completamente (p; p1, ..., pn) absolutamente somante.

Então, existe C ≥ 0 tal que

‖TA‖fas,(p;p1,...,pn) ≤ C ‖T‖as,r

para todos G e T ∈ Las,r(F ;G).

Demonstração. Para obtermos o resultado, basta provar que

C = sup
{
‖TA‖fas,(p;p1,...,pn) com ‖T‖as,r ≤ 1

}
< ∞

Faremos por absurdo. Suponha que não, então dado k existiriam espaços de Banach Fk e

Tk ∈ L(F ; Fk) tais que

‖Tk‖as,r ≤
1

2k
e ‖TkA‖fas,(p;p1,...,pn) ≥ k (I)

Considere

l2((Fk)
∞
k=1) =

{
(xi)i∈N, xi ∈ Fi;

∞∑

i=1

‖xi‖
2
Fi

< ∞

}
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Jk : Fk −→ l2(Fk)

x 7−→ (δikx)∞i=1, onde δik = delta de kronecker

e

Qj : l2(Fk) −→ Fj

(xi)i∈N 7−→ xj

É fácil ver que ‖Jk‖ ≤ 1, ‖Qk‖ ≤ 1 e QjJk = δjkIk. Dáı, pela propriedade ideal e por (I)

obtemos:
∥∥∥∥∥

m∑

k=h

JkTk

∥∥∥∥∥
as,r

≤
m∑

k=h

‖JkTk‖as,r ≤
m∑

k=h

‖Tk‖as,r ≤
m∑

k=h

1

2k

Defina agora T =
∞∑

k=1

JkTk ∈ Las,r(F ; l2(Fk)). Portanto, usando (I), a propriedade ideal para

operadores completamente absolutamente somantes e o fato de que Tk = QkT , temos que:

k ≤ ‖TkA‖fas,(p;p1,...,pn) = ‖QkTA‖fas,(p;p1,...,pn) ≤ ‖TA‖fas,(p;p1,...,pn)

Absurdo, pois TA ∈ Lfas,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En; l2(Fk)).

Teorema 4.4.2. Se A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) , então, para quaisquer G Banach e

T ∈ Las,s(F ; G), tem-se TA ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; G). Além disso

‖TA‖fas,(q;p1,...,pn) ≤ ‖T‖as,s ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

Demonstração. Sejam xj
i ∈ Ej tal que i = 1, ..., m e j = 1, ..., n.

Como A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ), dado ǫ > 0 temos que

A(x1
j1

, ..., xn
jn

) = τj1,...,jnyj1,...,jn onde

∥∥∥(τj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
r

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

≤ (1 + ε)

∥∥∥∥
(
A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
)

j∈Nn
m

∥∥∥∥
m,(s,q)

≤ (1 + ε) ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
k=1

∥∥(
xk

i

)m

i=1

∥∥
w,pk

(I)
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Agora, como T ∈ Las,s(F ;G) temos que

‖T (yj1,...,jn)‖s ≤ ‖T‖as,s

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

(II)

Dáı, por (I) e (II) e usando a desigualdade de Hölder para 1
r

+ 1
s

= 1
q

∥∥∥TA(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥∥

q
= ‖T (τj1,...,jnyj1,...,jn)‖q

= ‖τj1,...,jnT (yj1,...,jn)‖q ≤ ‖τj1,...,jn‖r ‖T (yj1,...,jn)‖s

≤ (1 + ε)
‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)∥∥∥(yj1,...,jn)

j∈Nn

∥∥∥
w,s

n∏
k=1

∥∥(
xk

i

)m

i=1

∥∥
w,pk

‖T‖as,s

∥∥∥(yj1,...,jn)j∈Nn

∥∥∥
w,s

= (1 + ε) ‖T‖as,s ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
k=1

∥∥(
xk

i

)m

i=1

∥∥
w,pk

Portanto

TA ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; G) e

‖TA‖fas,(q;p1,...,pn) ≤ ‖T‖as,s ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

Teorema 4.4.3. Sejam 0 < q ≤ ∞, 1 ≤ s < ∞, 0 < p1, ..., pn ≤ ∞ e A ∈ L(E1, ..., En;F ). Se

para quaisquer G Banach e T ∈ Las,s(F ; G) tivermos TA ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; G) então

A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ).

Demonstração. Sejam xj
i ∈ Ej tal que i = 1, ..., m e j = 1, ..., n e ϕ1, ..., ϕk ∈ F ′. Considere a

seguinte aplicação

S : F −→ lks

y 7−→ (〈ϕi, y〉)
k
i=1
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Mostremos que S ∈ Las,s(F ; lks ) e ‖S‖as,s ≤
∥∥∥(ϕi)

k
i=1

∥∥∥
s
. De fato:




m∑

j=1

‖S(yj)‖
s





1
s

=




m∑

j=1

∥∥∥(〈ϕi, yj〉)
k
i=1

∥∥∥
s

lks





1
s

=






m∑

j=1

(
k∑

i=1

|〈ϕi, yj〉|
s

) s
s






1
s

=






k∑

i=1




m∑

j=1

‖ϕi‖
s

∣∣∣∣

〈
ϕi

‖ϕi‖
, yj

〉∣∣∣∣
s









1
s

≤






k∑

i=1

‖ϕi‖
s sup

ϕ∈BF ′




m∑

j=1

|〈ϕ, yj〉|
s










1
s

=
∥∥∥(yj)

m
j=1

∥∥∥
w,s

(
k∑

i=1

‖ϕi‖
s

) 1
s

=
∥∥∥(ϕi)

k
i=1

∥∥∥
s

∥∥∥(yj)
m
j=1

∥∥∥
w,s

Dáı, sendo SA ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; lks ) obtemos






m∑

j1,...,jn=1




k∑

j=1

∣∣〈ϕj , A(x1
j1

, ..., xn
jn

)
〉∣∣s





q
s






1
q

=






m∑

j1,...,jn=1

∥∥SA(x1
j1

, ..., xn
jn

)
∥∥q

s






1
q

≤ ‖SA‖fas,(q;p1,...,pn)

n∏

j=1

∥∥∥
(
xj

i

)m

i=1

∥∥∥
w,pj

≤ C ‖S‖as,s

n∏

j=1

∥∥∥
(
xj

i

)m

i=1

∥∥∥
w,pj

≤ C
∥∥∥(ϕi)

k
i=1

∥∥∥
s

n∏

j=1

∥∥∥
(
xj

i

)m

i=1

∥∥∥
w,pj
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onde a constante C é dada pelo teorema 4.4.1. Portanto

A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) e

‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) ≤ C = sup
{
‖TA‖fas,(q;p1,...,pn) com ‖T‖as,s ≤ 1

}

e ainda pelo teorema 4.4.2 temos que

‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) = sup
{
‖TA‖fas,(q;p1,...,pn) com ‖T‖as,s ≤ 1

}

Observação 4.4.4. Observe que como conseqüência dos teoremas 4.4.2 e 4.4.3, podemos definir

aplicações multilineares completamente misto somantes da seguinte maneira

Definição 4.4.5. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞ . Dizemos que A ∈ L(E1, ..., En; F )

é completamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante se para todo T ∈ Las,(s,s)(F ; G) tivermos

TA ∈ Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En;G).

Podeŕıamos ter enunciado os teoremas 4.4.2 e 4.4.3 como um teorema de divisão, da seguinte

maneira

Teorema 4.4.6. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ s < ∞. Então

(Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ), ‖.‖fm,(s,q;p1,...,pn))

= (Las,s(F ; G), ‖.‖as,s)
−1 ◦ (Lfas,(q;p1,...,pn)(E1, ..., En; G), ‖.‖fas,(q,p1,...,pn))

onde E1, ..., En, F e G são espaços de Banach.

Outro resultado de composição é dado por:

Proposição 4.4.7. Sejam Ti ∈ Lm,(s,p)(Ei; Fi) para i = 1, ..., n e T ∈ L(E1 × ...×En, F1 × ...×

Fn) dada por T (x1, ..., xn) = (T1(x1), ..., Tn(xn)). Se A ∈ Lfas,(s,s)(F1, ..., Fn;G) então AT ∈

Lfas,(p;p)(E1, ..., En;G).
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Demonstração. Sejam xk
i ∈ Ek tais que i = 1, ..., m e k = 1, ..., n. Como Ti ∈ Lm,(s,p)(Ei; Fi),

dado ǫ > 0 temos que

T1(x
1
i ) = τ1

i y1
i com

∥∥(τ1
i )m

i=1

∥∥
r

∥∥(y1
i )

m
i=1

∥∥
w,s

≤ (1 + ǫ) ‖T1‖m,(s,p)

∥∥(x1
i )

m
i=1

∥∥
w,p

...

Tn(xn
i ) = τn

i yn
i com ‖(τn

i )m
i=1‖r ‖(y

n
i )m

i=1‖w,s ≤ (1 + ǫ) ‖Tn‖m,(s,p) ‖(x
n
i )m

i=1‖w,p

onde 1
r

+ 1
s

= 1
p
. Logo, pela desigualdade de Hölder e como A ∈ Lfas,(s,s)(F1, ..., Fn; G) obtemos

∥∥∥
(
AT (x1

j1
, ..., xn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
p

=
∥∥∥
(
A(T1(x

1
j1

), ..., Tn(xn
jn

))
)
j∈Nn

m

∥∥∥
p

=
∥∥∥
(
A(τ1

j1
y1

j1
, ..., τn

jn
yn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
p

=
∥∥∥
(∣∣τ1

j1

∣∣ ...
∣∣τn

jn

∣∣ A(y1
j1

, ..., yn
jn

)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
p

≤
∥∥∥
(
τ1
j1

...τn
jn

)
j∈Nn

m

∥∥∥
r

∥∥∥
(
A(y1

j1
, ..., yn

jn
)
)
j∈Nn

m

∥∥∥
s

≤
∥∥(τ1

i )m
i=1

∥∥
r
... ‖(τn

i )m
i=1‖r ‖A‖fas,(s,s)

n∏

k=1

∥∥∥(yk
i )m

i=1

∥∥∥
w,s

≤ (1 + ǫ)n ‖T1‖m,(s,p) ... ‖Tn‖m,(s,p)

n∏

k=1

∥∥∥(xk
i )

m
i=1

∥∥∥
w,p

‖A‖fas,(s,s)

Portanto:

AT ∈ Lfas,(p;p)(E1, ..., En; G) e ‖AT‖fas,(p,p) ≤ ‖A‖fas,(s,s)

∏n
k=1 ‖Tk‖m,(s,p)

Com a mesma demonstração da proposição anterior e usando a desigualdade de Hölder para

1
r
≤ 1

r
+ ... + 1

r
, também obtemos

Proposição 4.4.8. Sejam Ti ∈ Lm,(s,p)(Ei;Fi) para i = 1, ..., n e T ∈ L(E1 × ... × En, F1 ×

...×Fn) dada por T (x1, ..., xn) = (T1(x1), ..., Tn(xn)). Se A ∈ Las,(s,s)(F1, ..., Fn; G) então AT ∈

Las,(p;p)(E1, ..., En; G).
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Teorema 4.4.9. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ q ≤ s < ∞ e A ∈ L(E1, ..., En; F ). Então A é com-

pletamente (s, q; p1, ..., pn) misto somante, se e somente se iA é completamente (s, q; p1, ..., pn)

misto somante, onde i : F −→ G é uma imersão isométrica. Temos ainda

‖iA‖fm,(s,q;p1,...,pn) = ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

Demonstração. (=⇒) Sejam x1
1, ..., x

1
k ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

k ∈ En e φ1, ..., φm ∈ G′. Dáı:




k∑

j1,...,jn=1

(
m∑

j=1

∣∣∣
〈
φj , iA(x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

=





k∑

j1,...,jn=1

(
m∑

j=1

∣∣∣
〈
φj ◦ i, A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

≤ ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
l=1

∥∥∥∥
(
xl

j

)k

j=1

∥∥∥∥
w,pl

∥∥∥(φj ◦ i)m
j=1

∥∥∥
s

= ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
l=1

∥∥∥∥
(
xl

j

)k

j=1

∥∥∥∥
w,pl

∥∥∥(φj)
m
j=1

∥∥∥
s

Portanto

iA ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; G)

e ‖iA‖fm,(s,q;p1,...,pn) ≤ ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn)

(⇐=)Sejam x1
1, ..., x

1
k ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

k ∈ En e ϕ1, ..., ϕm ∈ F ′.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem ϕ1, ..., ϕm ∈ G′, com ϕi(i(x)) = ϕi(x), para todo

x ∈ F e ‖(ϕi)
m
i=1‖s = ‖(ϕi)

m
i=1‖s . Logo:





k∑

j1,...,jn=1

(
m∑

j=1

∣∣∣
〈
ϕj , A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

=





k∑

j1,...,jn=1

(
m∑

j=1

∣∣∣
〈
ϕj ◦ i, A(x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

≤





k∑

j1,...,jn=1

(
m∑

j=1

∣∣∣
〈
ϕj , iA(x1

j1
, ..., xn

jn
)
〉∣∣∣

s
) q

s






1
q

≤ ‖iA‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
l=1

∥∥∥∥
(
xl

j

)k

j=1

∥∥∥∥
w,pl

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
s
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= ‖iA‖fm,(s,q;p1,...,pn)

n∏
l=1

∥∥∥∥
(
xl

j

)k

j=1

∥∥∥∥
w,pl

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
s

Assim

A ∈ Lfm,(s,q;p1,...,pn)(E1, ..., En; F )

e ‖A‖fm,(s,q;p1,...,pn) ≤ ‖iA‖fm,(s,q;p1,...,pn)

Veremos mais um teorema de multiplicação, agora envolvendo as aplicações completamente

fracamente absolutamente somantes

Proposição 4.4.10. Sejam 0 < p1, ..., pn ≤ p ≤ s < ∞.

Se A ∈ Lfws,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En;F ) e T ∈ Lm,(s,p)(F ; G) então

TA ∈ Lfm,(s,p;p1,...,pn)(E1, ..., En; G).

Demonstração. Dados x1
1, ..., x

1
k ∈ E1, ..., x

n
1 , ..., xn

k ∈ En temos
∥∥∥∥
(
TA

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
k

∥∥∥∥
m,(s,p)

≤ ‖T‖m,(s,p)

∥∥∥∥
(
A

(
x1

j1
, ..., xn

jn

))

j∈Nn
k

∥∥∥∥
w,p

≤ ‖T‖m,(s,p) ‖A‖fws,(p;p1,...,pn)

n∏
l=1

∥∥∥∥
(
xl

j

)k

j=1

∥∥∥∥
w,pl

Logo, TA ∈ Lfm,(s,p;p1,...,pn)(E1, ..., En;G).

Para o caso linear, recordemos o seguinte resultado devido a Maurey (veja [34]-Teorema 60)

Teorema 4.4.11. Se E tem cotipo 2, então idE é (2, p) misto somante, para todo 0 < p ≤ 2.

Em particular teremos

Lm,(2,p)(F ; E) = L(F ; E) e Lm,(2,p)(E; F ) = L(E; F )

Agora, como conseqüência imediata deste Teorema juntamente com a proposição 4.4.10

obtemos
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Teorema 4.4.12. Se F tem cotipo 2 e 0 < p1, ..., pn ≤ p ≤ 2, então

Lfws,(p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F ) = Lfm,(2,p;p1,...,pn)(E1, ..., En; F )
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