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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho fazemos uma exposigao de problemas de ofimizagdo sob a visdo da Andlise

Funcional. Na verdade o problema basico é

min ()
sae Flay=10
file) <0, t=1,...,m
onde f e fi,1=1,...,m, sio funcionais sobre o espago de Banach X e /1 U C X —a Y é

uma fungio do aberto U € X no espaco de Banach Y.

Utilizando-se da Andlise Puncional, Dubovitskii e Milyutin estabeleceram a regra de multi-
plicadores de Lagrange que, por ser tratada em espagos de Banach quaisquer, refere-se tanto
a problemas de progamagao matematbica, quanto a p roblemas relacionados com a teoria de
controle Gtimo. No primeiro capitulo, tratamos deste assunto, apresentando alguns conceitos

mais comumente encontrados na teoria de controle.

A teoria desenvolvida por Dubovitskil e Milyutin, contudo, torna-se ineficiente nos casos em
que a fungio F ¢ ndo-regular em pontos suspeitos de serem extremos no problema { P}, pois
nestes pontos o multiplicador A, associado a fungdo objetivo pode ser nulo, impossibilitando-

nos de relacionar a fungao a ser minimizada com as restricoes do problema.



Tendo, entdo, essa visdo analitico-funcional do problema, Avakov [13] conseguiu estender
a regra de multiplicadores para problemas em que se exige menos de que a regularidade da
fungao F em pontos suspeitos de serem de minimo, conseguindo assim A, 55 0. ste é o as-
suitto do nosso segundo capitulo, no qual consideraremos apenas o problema de minimizacido

comt restrigoes de igualdade.

Nas demonsiragoes feitas nos dois capitulos sdo utilizados alguns resultados de andlise fun-
vional que, para que ndo se tornem obscuras as explicacbes, sao indicados por nimeros entre
colchetes, indicando sua colocagdo em um dos frés apéndices, que foram {eitos apenas para
referéncia, pois suas demonstracdes nao sdo feitas, mas damos as referéncias bibliograficas,

onde podem ser encontradas, enire colchetes.
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Capitulo 2

Caso regular, formalismo de

Dubovitskii-Milyutin

Abordaremos aqui a teoria desenvolvida por Dubovitskii ¢ Milyubin para a deferminacao

de condigdes necessarias de otimalidade para o problema

min  f(x)
sa  Fxy=0
file)y <0, i=1,...,n

Neste sentido, daimos algumas definigoes preliminares, seguidas de alguns resultados sobre
os cones de diregoes de descida de f, direcbes factiveis e de diregbes tangentes. Logo depois,
apresentamos o teorema de Dubovitskii-Milyubin, que nada mais € do que a regra dos mul-
tiplicadores de Lagrange em uma versao funcional. Para que possamos utiliza-la na pratica,
segulinos com o desenvolvimento dos calculos dos cones ¢ de seus duais. Concluimos com a

aplicagio dessa teoria a alguns problemas de programacio matematica.



2.1 A equacao de Euler-Lagrange

Nesta seciio, Fi(z) serd um funcional (nfio necessariamente linear) cujo dominio de de-
finigao sera wmna vizinhaga U de um ponto z, num espaco vetorial normado £, Serao também
considerados  dois  tipos de conjuntos que restringirdo a varidavel z, a saber,
(Jey, 2 = 1,...,n, que serdo conjuntos de interior ndo-vazio, e (J,.y, que sera um conjunto

sem pontos interiores,

Em geral, (), 1 = 1,... ,n, serdo determinados por restri¢coes de desigualdade, e @,41 por
um sistema de restricoes de igualdade,

w1
Considerando ¢ = n (J;, nosso problema sera encontrar z, € @ tal que

t=]

F{x,) = min I'(x).

Irilf

Seguiremos agora com um conjunto de delini¢des que serdo a base de todo este capitulo.

Definigoes 2.1.1 -

{1} Um vetor 4 ¢ dito uma direciio de descida do funcional I'(2) no ponfo x,, se existe
uma vizinhanga U de h, um nidmero estritamente negativo o = o(F, x,, h) e g, > 0 tais

que, quaisquer que sejam e {0 <e <eg,)eh el
Fa, +eh) < Flz,) + eo (2.1}
{ii) F{2) se diz um funcional regular de descida se suas dire¢des de descida no ponto
z, formam wm conjunto convexo.

(iii) Sendo @ dado por restrigbes de desigualdade, dizemos que o vetor h é wma diregio
factivel para  no ponto z,, se existe uma vizinhanga U do vetor i e ¢, > 0 tal que,

para quaisquer £ (0 < £ < &) e h € U, os vetores z, + eh € Q (ver figura 1.1).



Lo+ N

Fo -+ h

H

Figura 2.1:

(iv) Uma restricio de desigualdade @ ¢ regular no ponto @, se o conjunto de direcdes

factiveis para  em x, é convexo,

Quando trabalhamos com restricoes de igualdades, por ser  wm conjunto sem pontos
interiores, ndo podemos utilizar o conjunto de dire¢des factiveis, como dado acima. Assim,

torna-se pecessario um ligeira modificagio em tal conceito para este tipo de restrigoes.

(v) Um vetor h se diz um vetor tangente unilateral ou, simplesmente, diregéio tan-
gente a (7 no ponto x, se, para qualquer ¢ (0 < g < g,}, existe um ponto x(&) € )
tal que, se colocarmos z(g) = x, + eh -+ r(e) entdo o vetor r{e) € £ é tal que, para
qualguer vizinhanga U/ de zero, é r{e} € U para todo € > 0 suficientemente pequeno,

ou, equivalentemente,
(e}l = ole).
(ver figura 1.2)
{vi} Uma restri¢io da igualdade {) é regular no ponto , se o conjunto das diregdes tan-

gentes a ) em z, é convexo.

QObservagoes 2.1.1

I



z, + eh

Figura 2.2:

(i) As direcbes de descida geram um cone aberto K com vértice O, isto é, AR = I para
todo A > 0.
De fato, se h é uma diregdo de descida, entdo, Ak, A > 0, também o ¢ (basta trocar
U por AU, g, por % e o por Aa), e K € un cone com vértice em O. Além disso, A’
& aberto, pois se h € K e h € U, entdo, h € K {(basta tomar o mesmo U/, o £, na
desigualdade {1.1)).

(i1} As diregdes factiveis geram um cone aberto A com vértice em O.
De fato, se h € I, trocando U por AU ¢ g, por %, tem-se que Ah € K, para A >0, ¢

todo A € U também estara em K.

(iii) As diregoes tangentes também geram um cone A’ com vértice em O.

Definigdo 2.1.1 Se K ¢ um cone em I, seu cone dual K™ ¢ o conjunio dado por

K*={feE : f(z) >0, Vae K} C E*

0 uso da notagao K™ para o cone dual nao patece préprio, pois se A = F, entao A =

{0} # E*. Contudo, isto é usual na literatura, nao devendo, portanteo, causar confusao. .

Lema 2.1.1 Sejam K),... , Ky, Ky cones converos com vértices em 0, onde Ky, ... | IV,

n+l
sdo abertos, e suponha que ﬂ K; = 0. Entio existem funcionais lineares fi € KT |, ndo
i=1 .

simultaneamente nulos, lais que
fit oot fap = 0.

§



Demonstragao:
n
Suponha m Ki= N#8, Ko VK =8 Como K é aberto, pelo teorema de separacao de

1=1

Hahu-Banach, existe f € > (f # 0) tal que

fl) 20, zek

fley £ 0, 2& N
I claro que

K= () =3 K

e portanto,

"
f= Zfs, com f;e K] i=1,...,n.

=
Tomando fny) = —f, temos f4q € K 4.

Supondo agora que ﬂ K; =, existe algum s {1 < s < n) tal que

PR

s+1 7

((Ki=0 ¢ K={)K+#D.
=l izl

Usando o que foi provado acima {trocando n por s) obtemos f; € K7, 7 =1,...,s+ 1,

Far1 7 0 tais que
fit oo F fopr =0

Fazendo fous = ... = fa41 = 0, obtemos os referidos funcionais.

O

A reciproca deste lema também é verdadeira e s6 ndo a demonstramos aqui por nao ser de

nosso interesse imediato. (ver [*]).

Tendo em maos tais fatos podemos apresentar o seguinte



Teorema 2.1.1 (Dubovitskii-Milyutin) Supenha que o funcienal F{x) assume wmn minimo
nt] '

loeal sobre () = ﬂ Ci no pondo x, € Q. Suponha ainda que I'(2) € regular de descida cm ey,
com diregoes dﬁiaéscida Ko, as restrigées de desigualdade Qy, 1 = 1,... | n, sdo requlares em
o, vom diregdes factiveis K, a restrigio de igualdade (Yyy € também regular em x,, cow
diregdes tangentes K,qy . Entdo, existem funcionais lineares continuos f;,1=0,1,... ,n+1,
ndo stmultencamente nulos, tais que f; € K7, 1= 0,... ,n+1, 0s quazs satisfazem a equagdo
de Fuler-Lagrange.

fo+r 4 ot fagr =0

Demonstracao:

Basta mostrar que se F{x) tem um mininto em x,, entao
n41
() K # 0.

FE=1(}

{nenhuma diregao de descida do funcional F'(x) pode ser factivel para todas as retrigoes).
Depois € sé usar o lema acima.

Suponha que isto ¢ falso, isto é, existe uma vizinhanga U de wm vetor A tal que, quando
ot

0 < e < &, qualquer vertor o, + ¢h, h € U, estd em ﬂ (J; e satisfaz

=1

Fla, +eh) < Fa,) + ea.

Sejam o vetor x(g) = x, +eh + r(€) € Qnyy como na definicdo de direcao tangente, e g
tais que

—2 rieyeU—h ou hle)=h+ -i— r(e) € U,
para 0 < ¢ < g.

Batdo, quando § < & < min{e,, €1}, 08 vetores 2(e) = 2z, + eh(e) estao, por wn lado, em
2

n (2: e, por outro lado, em Q,4(. Assim, eles satislazem todas as restrigoes. Acontece que



eles tarmbem satisfazem a desigualdade

F(a(g)) = Fla, + eh(€)) € Flas) 4+ ea < Fla,)
o gue contradiz o fato de que z, ¢ um ponto de minimo. Logo,

11

() K =0.

1=
Além disso, Ko, iy, ..., Iy, s80 cones convexos abertos, ¢ N,y € win cone convexo,

Obtivemos, assim, as hipoteses necessarias para a utilizagdo do lema anterior e consequente

conclusao do teorema.
0
Do teorema de Dubovitskii-Milyutin vemos que, para oblermos uma caracterizagao analitica
{ou funcional) das condigbes geométricas de otimalidade obtidas no lema, devemos conseguir

caleular os cones associados as diferentes vestricoes do problema dado e, posteriormente,

devernos saber calcular os cones duais associados. Este serd o assunto das se¢bes seguintes,

2.2 Direcoes de descida

Nesta segho serao apresentados alpuns teoremas que servirdao para o calculo das diregoes
de descida de funcionais. Bm toda ela A denotard o conjunto das direges de descida para
o funcional F{z} no ponto x,, F'{x,; k) indicard a derivada de F'(x) no ponto 2z, na diregao

h e F'{x,) a derivada segundo Frechet de F(2) no ponto z,.
Teorema 2.2.1 Sc h € K e F'{z,; h) exisle, enldo,

g h) < 0.



Demonstragao:
Temuos, da definigao de direcio de descida, que existe €, > 0 e alpha < 0 tals que
Fla, +eh) < Fa,) +ea

- Inag,

Flz,+eh) — F{z,) <lim Flz,) 4 eo — Flx,)
€ T eio £

= o < i,

g h) = lgiaz

Teorema 2.2.2 Seja E um espago de Banach e suponha gue F(2) salisfaz wmna condicdo
de Lipschilz numa vizinhanga de 2, (isto €, existe e, > 0 e 3 > 0 lais que [Fop) — Flag)| €
By — 22l| sempre que |le; — zall < €0, Hlwe — @6l <es) € que cxaste h lal gue F'(z,;h) < 0.

Enldo, h € K.

Demonstragao:
Sejam § > 0 e F'(w,5h) = —& < 0. Da deflinigao de derivada direcional temos:
i £d
f*‘(:lfo -4 Eh,) < f‘_'(;l,‘(,) — —2*

para § < £ < &4,

Se /i ¢ um vetor arbitrario tal que [|A — Al < l—% e 0 < & < min{e,, g}, entao

Flo,+eh) < Fla, +eh) + Blleh — eh)]

g6 £
s fle)=m 7y
ed
paned [”"(q}o) ——
4
e a condicho para que f seja uma direcio de descida ¢ salisfeila tomando o = mj-i-, isto ¢, -

he K.

10



Teorema 2.2.3 Seja I wm espago de Banach, Suponha que F{a) satisfaz uma condigdo
de Lipschilz numa vizinhanga do ponio x, € E, e gque ¢ direcionalmenie diferencidvel em
To, em qualquer divegdo. Se (o) h) € convere como fungio de h, enlio (2} ¢ regular de

descidu em x,, €

Ko={h : I{z, h} < 0}.
Demonstragio:

Dos teoremas 2.2.1 e 2.2.2 concluimos que

K=1h: Fllz,h) <0].

Como F'{x,;h) é convexa em 4, segue das propriedades de fungdes convexas que o con-

junto A acima € convexo.
3

Temos ainda dois casos especiais em que podemos determinar as dire¢oes de descida

usando derivadas ou derivadas direcionais:

i} Se F{x} ¢ um funcional cosivexo continuo num espago normado &, entdao #{x) é regular
descida em gualguer ponto e
{
K ={h  F'lzs h) < 0}.
ii) Se F(z) é Fréchet-diferencidavel, ou, simplesmente, diferencidvel em «,, entdo F(a) ¢

regular de descida em z, e

K={h : (F(z,),h) <0}

Vamos agora a algum exemplos, nos quals calculamos a derivada direcional e aplicamos

os teoremas ja vistos.

i1l



Exemplo 2.2.1 Seja F(z) = (f,x}, com f € E*. Entio, F{z) ¢ Fréchei-diferencidvel,
Pla)=/ e | | |
K={h Y], h{< 0}

Exemplo 2.2.2 Seja ¢ funcional inlegral

7
f*ﬂ(:c):‘/e Bla(t), L)dt

sobre £ = (C{0,T])", = = z(t), com ®(z,t) conlinua em z,i, Frichet-diferencidvel em
releggo a x ¢ com derivada parcial ©,.(a,t) conlinua em x,i. FEniao, F(z) € Fréchel-

difercncidvel, e

r
(F’(:r:o),f?,)m/ {dn(o(t),8), h{1))di

K={he(C : / (z, (1}, 8), h(E))dl < O},

Exemplo 2.2.3 Secja F{z) = max Fi(x), onde Fi{w}, 1 = 1,... ,n, sdo fungdes num espago
normado, diferencidveis em x, na dmf’cno h. Entio, P(x) € diferencidvel em v, na diregdo
h

, €

', b)Y = max Fi{x,; h)

ied

onde [ = {i : f‘s'(‘ = F{: 0)}

Se cada fungdo Fi{z) € conveza e continua, ou diferencidvel, entio F(z) ¢ regular de

descida em x, €

K ={h : Flzs,h) <0,:¢ 1}
2.3 Direcoes factiveis

Nosso objetivo agora € determinar o cone de dire¢ées fact{veis no ponto z, para o conjunto

). Tal cone sera denotado por K.

12



0 caso que nos iteressa € aquele em que 2, é ponto de fronteira de (), jé que, se z, € int Q,

segue que i = L

Alem disso, o conjunto ¢ deve fer pontos interiores, pois, caso coulrdrio, K = {.

Trataremos o caso onde @ ¢ definido por funcional, isto &,

Q= {zx : F(z) < )} (2.2)

Pelo que j& fol dito, se F(2) ¢ continno podemos estudar o caso

Q@={x: Flz) <A N#£ F(a.)}

Aqui, o cone de diregées de descida em z, do funcional F'(z) serd denotado por K.

Lema 2.3.1 A, C K.

Demonstragao:

Se h € K, temos
P, +eh) < Fz,) +ea < F(x,),

para todo h em uma vizinhaca U/ do vetor & e todo ¢ MI que 0 <& <z, Além disso, para

tais h e £, temos 7, +¢h € Q.

Portanto, h é também uma diregio factivel.

Teorema 2.8.1 Suponha que F'(x) é Frechel-diferencidvel em x, em qualguer direcdo. Se

existe b tal que F'{z,; h) < 0, entio

Ky={h : F'{a,;h) < 0}.

Demonstragao:

i3



Suponhamos h € . Entdo @, +ch € @ para 0 < ¢ < ¢g,, 1sto é,
e+ eh) < F{a,).

Temos entao que F'{z,,h} < 0. Como K é aberto, existe uma vizinhanga U do vetor /i tal

que U C K;. Seja v > 0 tal que by = h +y(h — 1) € . Entdo,
Fllag hy) <0
e segue-se da convexidade de F'{x,;h) em h que

| X
Pz, h) = F'(:co; hy + th,)

Lty P4y
< mwi——-fw(wﬂ;&q)-+ T ey R
Ly B e
r}( “tf T
L i 21 h)
< 1 Pl

t

Corolario 2.3.1 Suponha que qualguer das seguinles condigoes se satisfas:

i} B ¢ um espago de Banach, I'(@) salisfaz wina condigdo de Lipschils numa vizinhaca
do ponle x, e ¢ diferencidvel no ponto x, em qualquer divegao, I''{x,, 1) ¢ convero cm

h, e existe h tal que F'{a,h) < 0;
1) F(a) é um funcional convero continuo ¢ existe & fal que F(E) < Fla,);

i) £ € um espago de Banach, F{z) € Fréchet-diferencidvel em x,, F'(z,) # 0.

Entio

Ky=K,={h : File,h)< 0}



Finalmente, se ¢ é um conjunto convexo, o seu cone de diregdes factiveis no ponto ¢, ¢

dado por

Ky = {A(intQ — a,) : A > 0},

isto €,

Ky=1{h : h=ANa —z,), r € int@Q, A > 0}.

E isto é obtido simplesmente usando a defini¢io.

2.4 Diregoes tangentes e o teorema de Lyusternik

Nesta secdo demonstraremos o teorema de Lyusternik, que é de grande importéncia para
a determinacio das direcbes tangentes, utilizando o teorema das fungdes implicitas numa
versao em que nao necessitamos que a funcao seja de classe C*, mas apenas estritamente

diferenciavel.

Definigaio 2.4.1 Sejam X e Y espagos de Banach, A aplicagio P @ X —= Y ¢ dila
estritamente diferencidvel em x, se evisie wna aplicagio A € L{X, Y} tad gue, pare fodo

€ >0 ewxiste 6 > 0 tal que, quatsquer que scjam z1, wy € B(w,,6) tem-se

WP(x1) — Plaz) — Ay — w2)ll < effay — 2| (2.3)

Observagdes 2.4.1 :
{1) Se P ¢é estritamente diferenciavel, entao P € Fréchet-diferencidvel. Basta fazer z; = 2,
e Ty = &, + h em (1.3}, e considerar que A = P*(z,).

(i1} Se P ¢ estritamente diferenciavel em z,, entio existe uma vizinhanga de z, onde P é
continua.
De fato, para quaisquer xy, @z € B{z,,9) tem-se

12(e1) = Plaall = Az = @)l £ [P0 = Plaz) = Aws = )] < lor — aal.

15



Portanto,

1P(a1) = Plaalll < eller — @l + |A{w — )]
< ellwy — @mall + Ml — @]

= {e+ Mjlay — 22l
Logo, P é Lipschitz e portanto continua e B(w,,d).

{111} P pode ser Fréchet-diferenciavel e ndo ser estritamente diferencidvel, como no seguinte

exemplo: P H — R definida por

o) o v, weQ
Ple) { 0, w¢d

em = {.

De fato, em qualquer vizinkanca de @ = 0, fazemos

A(h) =0 para todo h

afh) = { Jhl S_e 1_1 6@
0, seh ¢Q

e obtemos
P{0 + h) = PO) + A(h) + o)Al
onde A € L{R, R) e
lim fla(h)f] = [o(O)f] = 0.

j|fl—+0

Logo, P(x) é Fréchet-diferencidvel em & = 0. Contudo nao é estritamente diferenciavel,
pois se o fosse, pelo que foi visto no item anterior, ela seria continua em uma vizinhanga

de z = 0, mas P(z) 86 é continua no ponio z = 0.

(iv) Se P ¢é de classe C', entao P € estritamente diferencidavel,
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Teorema 2.4.1 [das fungdes implicitas) Sejam X um espage lopolégico, Y ¢ & espucos de
Banach, W uma vizinhan¢a do ponlo (z,,y,) em X XY, o : W —> Z ¢ ¥z, 4,) = z,.
Suponhamos que:

i) x (2,4} € conlinua em a,;

i) Eriste A € L{Y,Z)} tal que, para lodo £ > 0, cxisle § > 0 ¢ wna vizinhanca V' e
x, possuindo o seguinte propriedade: a condigio v € V ey, v" € Bly,, 8} implica a
desigualdade

Nl o) — oz, v") — A v < el — o"ll;
i) AY = 2.

Fntdo, existe um nimero k > 0, uma vizinhange U do ponlo (s, 4.} em X XY ¢ uma

aplicagdo w1 U — Y tais que

a) p(z,pla,2)) = z;

b) llelz, 2) — ol < Kllé(w, 20) — =||.
N
A demonstracac deste teorema pode ser vista em [1] ..

Definicao 2.4.2 Seja M C E. O elemento h € I/ ¢ dito vetor tangente ¢ M no ponlo
%, € M se exisle um nimero € > 0 e wne aplicagio r 1 [~z,&] — F lais que
i) 2, +ah+r(a) € M,
i) r{a) = o{a) pare o = 0.
O elemento h € M ¢ dito vetor tangente unilateral (ou direco tangente) « M no

ponlo v, € M se existem £ > 0 e uma aplicagido v(0,£) — E lais que i) se verifica e i) se

verifica para o § 0.
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O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto x, ¢ denotado por T, M, ¢ o

conjunto de todos os vetores tangentes unilaterais ¢ denotado por T;F M.

Da defini¢io segue
T.,MCTIM e

To M =TEM 0 (=T M)

Quando o conjunto T, M ¢ um subespaco de £ ele é chamado de espago tangente a

M no ponto x,.

Exemplo 2.4.1 Se E=Y x R, onde Y ¢ wmn espaco normado e M = {(y,z) : z = |[yl|},

enlao

TiooM = {0} TigoyM = M.

Teorema 2.4.2 (Lyusternik) Sejam X, Z espagos de Banach, U wma vizinhanga do ponto
2. € X, P U — 7 tal que P(z,) = 0. Se P ¢ estrilamente diferencidvel no ponto
1, & {2, )X = Z, entdo o conjunlo M = {& : P{z) = 0} possui no ponlo xy um espago

tangente

Ty M = TF M = ker P'{x,) = {h » P'{a,)h =0}

Demonstragio:

Primeiramente, mostraremos, em (a), que TP M C ker {(x,), e depois, em (b}, que

ker Pl{a,y C T M.
(a) Seja h € TF M. Entdo,

Pla, + ah +r{e)) =0

pois, pela definicao de vetor tangente unilateral, temos que v, + oh 4+ r{a) € M.
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Como P ¢é estritamente diferenciavel, ela também é Gateaux-diferencidvel, e como

{h+ f%"i) € X, temos

Pla, +ah +r(a)) = Pla,)+ aP'(2,)h + o(a)
= aP'{z,)h + ofa).
Logo, aP'{x,}h + o{a) = 0, e passando o limile,
Plz,)h = 0.

Portanto,
TP M C ker Pl(a,).

(b) Agora, vamos aplicar o teorema da fungio implicita & fungao

dlr,y) = Ple +y).
Como P ¢ estritamente diferenciavel em z,, ela é continua em wna vizinhanga de z,,
logo &+ ¢(x,0) = P{x) ¢ continna em x,, ¢
¢z, y) — bz, y") — Pla )y’ — ¥ < elly ~ "],
quande x € B{x,,68), v, " € B(0,4).
Temos também gque P{a}X = Z.

Assim, as trés condigdes do teorema da funcao implicita sio satisfeitas, Bastando consi-

derar X = Y no teorema.

Logo, existe uma vizinhanga I/ € X do ponto x, tal que ¥, p(z)) = 0 se, e somente
se, Ple + p{a)) =0,
ezl < Elig(z, 0}l = AlLP().
Fazendo r{a) = @{x, + ah), obtemos:

Ple, + ah + rlo)) = Ple, + ah + o(z, + ah)) =0,
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(@) = (o + ah)]] < KIP(z, + ah)]
= kP2, + ah) - P(,)]
= P (.o + olljack])]
= WoP @)k + o),

e se h € ker P'(a,), entao {|r{a)f] = o(cxj.-
Logo, ker P'(a,) € To,M < T5E M.
™

Observeros que o teorema de Lyusternik ¢ uma ferramenta poderosa pata se obter o
cone de divecdes tangentes, o que ¢ feito, basicamente, pelo cdleulo da derivada estrita do
funcional associado. Porém, ndo é possivel utilizd-lo no caso em que o operador associado
nao € estritamente diferencidvel, ou quando a sua derivada ndo é sobrejetora. Na pratica,
a dificuldade se concentra na condigio de sobrgjetividade do operador derivada. Na termi-
nologia de otimizago, esta é uma condigdo de regularidade. Para o caso ndo-regular, isto
¢, guando a derivada nio for sobrejetora, o capitulo seguinte fera woa abordagen, devido a
Avakov [13], que pode ser visla, em certo sentido, como ama generalizacio do leorema de

Lyustersik.

Vamos agora apresentar um exemplo onde utilizaremos o teorema de Lyusternik para
determinar o cone das direcoes tangentes, que sera denotado por K| para o conjunto (¢ no

ponto z,.

Exemplo 2.4.2 Sgja o € R™, Q@ = {z : gz} =0,1 = 1,... ,n} onde gi(x) sdo fungoes
estritamente diferencidvers no ponto a,, gi{w.) = 0, 1 = 1,... ,n, ¢ os velores gi{a,) sdo

linearmente independentes. Entio,

K = {h. c 1o g"(wﬂ)h — 01,3 - 1?‘ . ,?1}

De falo, se considerarmos X = R*, Z = R e Flz) = (gu(2),...,ga{2)}, lemos

Plx,) = 0, P'(z,) € a matriz cuja 1-ésima linha € o velor gi(z,). Como os n velores ¢i(x,)
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sdo linearmente independentes, P'(x,)R™ = K*. Assim todas as hipoteses do leorema de

Lyusterntk sdo satisfeitas, ¢ podemaos concluir o resultado qeima.

2.5 Calculo dos cones duais

Logo na primeira sec¢do, no teorema de Dubovitskii-Milyutlin, vimos gue, sob certas
condigoes de regularidade do funcional f{z) e do conjunto factivel ¢ no ponto 2, a equagao
de Buler-Lagrange ¢ satisfeita. Contudo para que possamos utilizd-la precisamos determinar
os cones duais, de onde sairo os funcionais f;, ¢ = 1,... ,n, que a satisfardo. Dste serd o

objetivo desta secao.
Comecamos pelo caso mais simples, quando o cone A € wm subespago.

Teorema 2.5.1 Suponha que o cone K € um subespago do espage velorial normado E.

Entdao

K*={feE*: f(x)=0,Vz € K}.

Demonstracao:

- L) 4 ] :
Ja sabemos que K é wim cone e seu cone dual € dado por

K={fe £ : fle) 20,V € K}.

Suponha que existe ¢ € K tal que f(x) > 0. Entio,

f{—2)=~f(2) <0

Mas, —x € K, pois K ¢é subespaco. Logo,

f(——’l}) 2 0:
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o gue & uma conbradi¢ao. Portanto,

K™ = {f e B f(:r;) = {,Vr € K}.

I importante observar que, se K = E, entao A = {0} e nio £*.

Teorema 2.5.2 Sejam [ € £,
Ky = {z: fla}=0}
Ky = {a: flz) >0}
Kz = {z: f(z) >0}

Fnldo,
KP o= {M 0 f(g) 00 <A <o}
Ky = {A : 0< A< oo}
” B se =0
K3 = .
K5, se f#0.
Demonsiracao:

Sejag € K. Como K = ker f é subespago de F, pelo teorema 2.5.1 temos que g{z) = 0,

para todo ¢ € K e, consequentemente, ¢ = Af, com A € .
Como K, C Ky, temos K € K. Logo, se g € K7 bemos
gle) = Af{x) 2 0,{(Va € Iy).

Ja que f{z) Z 0 sobre Ky, concluimos que A = 0.
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Finalmente, se f = 0, temos K3 = (J e portanto K5 = E*. Seado f =0, lemos Ky = A7)
Assim,

R It L
Ky = K= i}

Teorema 2.5.3 Seja I/ = By X Iy, onde E\, £y sdo espagos de Banach ¢ A @ 1| —s I,

umea aplicacdo linear. Se
K={zx€E : 2= (x,22), Axy = 3}

enldo

K*={fe bk : f={(fi,h,i = Afa}.

Demonstragao:

Jé sabemos que K é um subespago de F e, assim, pelo teorema 2.5.1, se [ € K™, temos

0={f,z) = {fi,z)+ {fe,z2)
= {fi,x1) + {[e, Axy)
(i, 20) + (A" f2,21)
(f + A Joy 1), (Vo € K).

Logo, fi + A*fz = 0, isto é,
K™ C {f e I* - [ = (f'l?fZJ}fl = —A*jQ]'

Agora, se [ = {—A"f3, f2), entdo

< fix> = (A fy,x1y+ (o, 22)
= (fa, Avi) + (f2,22)
= ={fa, Awi) + (f2,22)
= —{fy, Ay — 22)

= ""(fg,?O) = 0.
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o que prova a fuclusio contraria. Portanto,

K*={f € B« [= (il fi = —A"f}.
0

Com as mesmas notagdes do teorema acima, apresentaremos agora um teorema que nos

levara a determinar cones duais de cones mais gerais.

Teorema 2.5.4 (Minkowski-Farkas) Seja Ky um cone convexo em Ey com virtice em 0,

Ky ={z; € By : Axy € Ky}, e suponha que uma seguinles condigoes € salisfeila:

(i) Friste &3 € By tal que A%y € inl Ky;
(it} Iy, Ey sdo finile dimensionais ¢ Iy € o octante positive de F;, isto ¢,

Ky={zec bk : Az >0},

onde A € uman x m malriz, m = dim Iy e n = dim 7.

Entao

fi

Ky A K5 {no caso (1)),
Ky = {Ay : y2>0}

Demonstracao:
Caso {i): Seja

K = {z€l : v=(x,m)w € K}
L = {2 € £ : o= (x,29), Axy = 3}

Fatao K é um cone convexo com vértice em (0 e [ ¢ wm subespacgo tal que int KN L # @

Logo, pelo teorema [C.0.16],
(KNLy =K+ L~
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Seja [ = (fl,{)), onde f, € K7. Entao, fe (W LY. Defate, se z € KN L, entao
wz={r,An ),z € K, e f(r) = (fl(:z:z)_,()) = fi > 0. Logo, €K™ 4+ L™

Como

K = {f=(/) s h=0,2€h}} e
L = A{f={ufa) 2 i=-A"f2},

i

temos

(fiag) = (D:f?)_i'(*‘il*ﬂ?.aﬂ!)
= (—A'gy fo+ 32)

onde {0, ;) € K* e (—A*gy,¢0) € L™,

Logo,

hi = —A*f}z = A*.f?a

isto &, existe [, € K tal que fi = A*f,, e portanio,

K C A*K].

Para provar a Inclusdo inversa, seja [i = A*fs, f, € K. Entdo, se x; € A, temos
f ; ; K . 2 H b

(fla-’lh) = (A*fzai?»'l} = (fz,/i-’t’i) > 0.

Portanto, fi € KJ.

Caso (i1): Seja Qi = {x;{Ai ) = 0}, onde A; é a i-ésima linha da matriz A. Entio,

Ky = ﬂ Qi

y==0)

Assim,

Qf = {Awyi + i 2 0}
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ZQ: == {Z/—iggﬁ w2 0i=1,... ,n}
i=1 1z=l
O segundo membro da ignaldade € um conjunto fechado e, portanto, pelo teorema [C.0.13]

(Ne) =X
=zl =1 .
o que wmplica

Kr={> Awi: wz20i=1..,n)
e |

Na realidade, as condicdes (i) e (i1} sio casos particulares do seguinte fafor o cone A*R

¢ w*-fechado em EY, 0 que também implica a igualdade K™ = AR,

Exemplo 2.5.1 Scjam x € H*, y1 € R*, y, € B, A{ ¢ Ay matrizes kxm e (n—k) xm,

respectivamente, Ay € A} suas lranspostas.

Se
K={z: Agr 2 0, Age = 0},

entao
K" = Afyi + Ajye, oy 2 0.

Exemplo 2.5.2 Seja
K={zel : 2(1)>0, t ¢ K}

onde E = {C{0,T))" ¢ RC[0,T] € fechado.

Entae, para qualquer f € K*, extste uma medida vetorial ndo-negutiva dp{t) com suporie

B tal gue
T
F(x) mf (x(t), dulx /( 3, dp(t) (2.4)
0

Sejam 12 = (C(0, 7)), B C[0,7] fechado, h{) C C(0,T), h{t) # 0 em 12 ¢
K ={xcC,T) : (h{thz(t)) >0, € K
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Entdo, se f € K existe wna medida escalar ndo-negativa com suporte em R, tal gue
T :
f@) = [ ey
0
- /(h(i),:zr(t))du(t)‘
JR

Para provar isto vamos considerar By, = {(C{0, T, Py = C{0,TY, A E; — Yy uma
} i 1 ! ) H 4
aplicacdo linear definida por

Ar = (:E(t), !'é(t»:

K, ={y(t) e C{0,T) : y(i) > 0,1 € I}
Logo, Ky = AK. Se #(t) = h(l), entio A% = |h(z}|* > 0 sobre R, £ a condigio (i} do

teorema de Minkowski- Farkas se sotifaz, isto ¢, AZ € inl K.

De acorde com o gue vimos no indcio, dado fy € K cxisle wina medida vetorial nio-

negativa dp(t) tal que

T
) = [ w(dut) = [ (0, dutn)

Usando o teorema 2.5.4, enildo, qualquer que scjo f € K™, existe fy € K] tal gue
I = A*f;, ou seja,
<faT> = <A*.f‘2:3:>
= (f?u}}lm)

T
_ / (h{1), (L)) dga(t).

0
Definigao 2.5.1 Um funcional suporte para um congunto A C £ em x, € A € wma forma
bnear conttnua f € E* ndo-nule tal que

flz) 2 flws) (Ve e A)

Sejam @@ € I, 2, € @, Ky o cone de diregoes factiveis para () em x,, K o cone de
direcdes tangentes a @ em z, ¢ (J* o cone dos funcionais lineares suportes para ) em @,,

isto é,

Q@ ={fEE : J(z) 2 flx,), VeeQ)
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Teorema 2.5.5 Se @ € um conjunio convexe fechado, entdo K} = Q. Se, além disso,

b Q # 8, entio K = Q.

Demonstracao:
Mostraremos, primeiramente, que (* C K.

Seja [ € ), h € Kj. Como h é wma dire¢io tangente a § em x,, dado 0 < ¢ < &,

existe a{e) € @ tal que

ale) =, +eh+rie) c éf(c) el

para qualquer vizinhanga 7 de 0, e ¢, suficientemente pequeno. Pela definigio de Q* temos
o, T(ED 2 (/s Tad,

isto &, (f,(e)) = (fya) 2 0, e

w{e) — o — 1{£)

(f.e) = {f, ; )
i i
- E(< Jral@)) = (Frea)) = ={,7(2)

-

Como f é continua, temos

g-3)

(7, ) = 7,0y =0,

L(’)g(),
(fily =0,
e portanto, [ € K, isto é,

Q" C A},

Mostremos agora que K* C ¢, beja [ € A, Como Q) é convexo,sex € {Jeh = o — 2,
temos
o+ eh = a,+ele—w,)
(1 ~¢ea, +ex €,
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para 0 < £ < 1, logo h é uma direcao tangente a () em ..
Como f € K, temos
0 < {/,h) = (f,a:mfl,‘o)
= (f:ﬂ . <faf[’o>
Logo, {(f,x) 2 (f,x,), isto é, [ € @*. Portanto,
K €@
e asshn,
Q= K.
Se int ¢ # B, entdo, pela observagio feita apos o corolario 1.3.1,
Ky=4h : h=AMa—~a,), A20, e €int @}

Também, se f € K entao

([, Mz —20)) 20,

isto €,
A(f} 7’} 2 "‘(fa ‘f:a>

para todo A > 0e tode € int Q. Fazendo A = 1 obiemos
{([,zrangle > (f,x.), (Y€ mntQ),
e como [ € coutinua, isto significa que
(fiey 2 (fie), (Ve eQ),

pois, como int Q # 0 e @ é convexo, temos intQ = . Logo, f € Q*, de onde se conclui que

Ky C K ="
Por outro lado, temos que Ay, C Ky, de onde

Q= L C Ky
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Portanto,

Ky = Q.
0

Apresentamos agora dois exemplos nos quats podemos ohservar que para calcudarmos os

cones duais basta determinar os funcionais suportes.

Exemplo 2.5.3 Seja § dado por

Q={exec " : (aﬂ:r) > by, i=1,...,n}

onde al € H™, b;e K, i=1,...,n.

Fntdn,

Ky =Q" = {Z Ma' T N 20, Mah ) — b = 0}
te ]

Demonstragao:

Meostremos, primeiramente, que

Seja f = Z Miat, A >0, Mllal, 2,y — bi] = 0. Entao, qualquer que seja x € (),

i=1

(2} = Yo Ale,@)

ki3

> iy

PR
b

Z ilat, wg)
FE=) ]

= (f1 wo><

30
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oy seja,

(f,z—w,) 2 O
Logo, f € @*.
Provemos agora que

K 24{h : langled', by > 0,1 € I}

onde [ = {i : {a',2,) = b}, ou seja, que

Ky Cih 2 @by = 6, iel¥

Seja h tal que {a' k) > 0,7 € I, e tomemos

(c,:‘:, @p) — by

€o 7 MR e s ()
g et

OO

(a,“,;rﬂ—i*&:)ﬁ) = (ai,;'zro) + g(a.{,h) > (rz“,:zt{,) = by,

(ai,:lrf, + 811} = < ai,:r:o = —%&:_ _< rzi??a e
> < d,x, > —elldtifii]
> by, EE f,

temos que z, +eh € ¢ para 0 < e <g,, h € Ki. Logo,

KrCihi<d h>>0 iel})

Além disso,

e,

{hi<dh>20, iely={) Na':A>0,i€l}

=1
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Portanto,

Ky > Ma' 0 Niz20,4ie !}

=3 |

5 como, pelo teorema 2.5.5, K} = @, temos

Kp=Q ={> Ma' : X >0, A<z, >—b]=0].
f= i :

Matricialmente, o que obiivemos nesie exemplo ol que, se

= {z : Az > b}
enlao,
Q@ =RKy={A  y20, wlAe,~0li=0, i=1,... ,n}
Exemplo 2.5.4 Seju
Q= {xec 0,7 (e MVLe|0,1},
onde M C I,

Devido a compleridade dn estrutura do espage L2, {0,T), torna-se dificil a delerminagdo
do conjunile dos funcionais suportes ¢ QQ em wm ponto. Conludo, € possivel descrever a

forma geral dos funcionais supertes dados por integrads. Mostremos que se

T
flz) = f (a(t), (t))dt, a(t) € L0, T),
4]
¢ wm superte a (J no ponlo x,, entdo
{a{t),z — a,(t)) = O

para todo w € M ¢ todo t € {0,T].



Suponha falsa a afirmagdo wcima. Entdo, a;vz'sie.mna subcongunto Ky C [0,T], com
w{y) # 0 (onde u{R) ¢ a medidada de Lebesgue de R), tal que, para lodo t € R,, existe
21y € M com (a{t),&—z,{t)) < 0. Pelo teorema de Lusin, existem subconjuntos 1%, C [0, 71,
com p{ Ry} < /2, Ry C {0, T}, com p(R3) < &/2, tais que a(l) € continua em [0, 7] — Ry ¢

2olt) € continua em {0,T} — Ry. Como
!U!(Rz) - ;L(H'g) < g.e{-(}ﬁ;),

existe wm ponto 1, € By tal que 1,4 By U R,

Sendo a(l) ¢ a,{1) continuas em 1, e (a{t), #{ls) — xo{l,)) = v < 0, caisle Ky ¢ {0,711,
com il Ra) > 0, tal que

(alt), &(t) — wo(t)) < 7/2

para t € Hy.

Seja ¢ fungio

F(l,) sete Ry
371(5) = . _
2(ty setel0,T]— H;

Enido, v € (J ¢
T .
flag) = / {a{t),z, (1)l + | {(a{t),8(l,) — @, (i)}t < flws) + %p,(h’,,.;)A
4] £y

Logo, [{a1) < f(z,), o que conlradiz o fale de ser [ wm funcional suporte para ) em x,.

2.6 Multiplicadores de Lagrange e o teorema de
Kuhn-Tucker

Nesta secdo aplicaremos a teoria desenvolvida neste capitulo a programagao matematica,
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o que resultard na ja conhecida regra dos multiplicadores da Lagrange e o teorema de Kuhn-
Tucker, Farermos isto em dois casos: um com restrigdes de igualdade e o outro com restrigbes

de desigualdade.

(1) Extremos condicionados {(com restrigées de igualdade).

Nosso problema serd

min F{x)

P.1
(£1) s Fi{e)y=10, 1=1,...,n,

Onde F é um espago de Banach, 2 € E, F{z),..., F.(2) sio [uncionais sobre £.

Teorema 2.6.1 Seja x, wna solugdo do problema (P.1}, e suponha que 05 funcionais Fi{x},
t = 1,...,n, sdo estritamente diferencidveis em uma vizinhonge de x,. Fnldo, exislem

escalares Ao, Ay, . .., An, ndo simultancamente nulos, com A, > 0, tois que

Ao (2o) + ME (o) 4+ o+ A Fi ) =0 {2.5)

Demonstragio:

Se Fi{z,}, 1 =1,...,n, sdo linearmente dependentes temos

Y (20) + oo+ L2} =0 com > 4P #£0

=

Tomamos, etbdo, A, =0 e X =7, 1= 1,...,, ¢ temos {1.5) satisleito,

Consideremos, entfo, o caso em que F!{x,), 7 = 1,...,1n, sdo linearmente independentes.
Como § = {x : Fi(z) =0, 1 = 1,...,n} e cada Fl{z,), 1 = 1,...,n, ¢ estritamente
diferenciavel, pelo ja visto na segao 1.2, temios que o cone de diregdes de descida para Fy(x)
1o ponto 2, ¢ dado por

Ko ={h : (Fl{x,),h) <0}
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e o seu dual, de acordo com o teorema 2.2.1, por
K= {AF{x,) » 0< A}
desde que [i(x,) # 0, pois no caso Fl{z,) = 0 tomamos A, = L, A\, =0,/ =1,...,n.
Pelo exemplo 2.4.2, o cone de divecdes tangentes a ) em 2, ¢ dado por
Ky={h : (Fl(a,),h)=0,1=1,...,n},

e sen dual, de acordo com o exemplo 2.5.1, por
)
e - oy
t=1

Agora, € 56 aplicar o teorema de Dubovitskii- Milyutin.

Conforme ja observamos na demonstragio, se F{z,) = § podemos tomar A, = 1, e se
P} # 0, como K7 = {A, Fl(w,) : 0 < Ay}, podemos fomar A, # 0, e portanto, A, = L.
¥ A
Teremos entio

Fl{w,) + M F{ee) + .o Al {a,) = 0.

Em particular, quando ndo existem resiri¢des, temos as condi¢fes usuais para win extremo

nao codicionade, Fi{w,) = 0.

Os escalares Aq,. .., A,, sfo chamados multiplicadores de Lagrange.
{2) Problemas de progamacgéo linear (restrigdes de desigualdade)

Nosso problema agora €

min F,{x}

(P.2) .
sa Fe) <0, v=1,...,n,

onde £ € um espago de Banach, z € E e Fy(a}, Ii/{x),..., F.(2) sio [uncionais sobre £,



Teorema 2.6.2 Se x, € uma solugde do problema {(.2) ¢ os funcionais Fi{z), 1 =0,...,n,

sio diferencidveis em x,. FEntdo, exisiem escalores A;, 1 = 0,.,.,n, ndo lodos nulos, lnis

que
Ao me) + M F () 4o+ APl (@) =0 i=1,...,n,
COT
A 20, 1=0,...,n (2.6)
AiFie,) =0, i=1,...,n
Demonstragao:

Como o que temos agora sao restrigdes de desigualdade, nosso objetive ¢ determinar,
além do cone de diregbes de descida para Fo{z}, os cones de diregdes lactiveis para os

conjunios

Qi={v: F(e) <0} i=1,..,n,

no ponto T,, e seus duais. Tais cones serdo denotados, respectivamente, por I e A7,

r=1,...,n.

Se Fi{z,) < 0, entdo 2z, € int¢; e, pelo que vimos na se¢do 1.3, K; = E. No caso em
que Fi{z,) = 0e Fi(x,) # 0, temos K; = {h : {F/{x,),h) < 0}, de acordo com o coroldric
2.3.1. Logo, do teorema 2.2.1 conclulmos que -

1} se Fi{x,) < 0, entdo K} =0,
i) se Fi(v,) =0 e Fl(z,) # 0, entéo

Ky = () - 0S A

Quando Fi(,) = 0 e Ff{z,) = 0, tomamos A; = 1 e A; = 0 para 7 # 1, e (1.6} ¢ satisleito.
O cone K, das diregbes de descida para F {x) em x, é

Ky, ={h : (F{z,),h) <0}
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K ={ F{w,) + 0< A}
para F{a,) # 0.

Agora basta usar Dubovitski-Milyuatin para concluir o leorema.

( seguinte feorema nos indica duas situacoes em que podemos assumir A, # 0 (problemas

norniais, ou problemas nao-degenerados).

Teorema 2.6.3 (Karush-Kuhn-Tucker) Sob as hipoteses do teorema anlerior, suponha

que uma das seguintes condigoes ¢ satisfeilar
1) Os funcionais Fi(x), 1 = 1,...,n, sdo converos ¢ exisle & lal que I{3) < 0,
r=1, 000,
i) As restrigoes sdo lineares, isto €,

Flz,)=(d\x)—b;, d€F, beR, i=1,...,n

Entgo, A, #0, 1=1,...,n, isto ¢,
Moz 0, i=1,..0,n,
MNF{z)) = 0, i=1,...
Flilzo) + MF(za) + ...+ A Fizy) = 0.

7 (2.7}

Demonstracio:

i} Pela prova do teorema de Dubovitskii-Milyutin vemos que uma condi¢io para que
Ao # 0, € que

|

() Ki #0.
i=]

Como, neste caso, Fi(x), 1 = 1,... ,n, sdo convexos e Fi() < 0,1 = 1,... ,n, temos que
I — 2, ¢ uma diregao factivel. De fato, como cada F; é continua e Fi{¥) < 0, temoaos que

]

({0, —00}) € aberto nao-vazio. Portanto, int() = {z € £ : Ffz) <B,1=1,... ,n}é
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um aberto nao vazio e # € int @, isto €, existe uma bola aberta B de centro em ¥ e raio §
tal que 2 C int Q. Como cada I} é convexo, temos que @ ¢ convexo. Segne de x, € Q ¢
B C it §} que para qualquer y € B, o segmento du, + (1 - Ay < @ {0 <A £ 1)

Tomando g, = [|& — a,l| + §, temos que h = & — x, ¢ uma direcio factivel de @ em ..
i1} Neste caso, temos
Q={r : (¢2)< b, i=1,...,n}

e de acordo com o exemplo 1.5.3, o cone dual do cone de diregdes tangentes a @ em x, ¢

Ky = {Z hat r M{{a', @) = b)) =0, i=1,...,n}
F=i

Agora, é so aplicar o teorema de Dubovitskil-Milyutin.
3

O problema de programagao linear foi primeiramente investigado por INubn e Tucker,

entre outros, e as condigdes {1.7) sdo chamadas de condigoes de Karush-Kuhn-Tucker,

Concluindo, vamos juntar os beoremas 2.6.1 ¢ 2.6.2 em wm 56, o gue nos dard nma

generalizagao.
Nosso problema agora sera

min F,(z)

Fi(z) <0,i=1,...,k
Fley=0,i=k+1,...,n,
SEARY

(P.3) <

onde, além das restrigdes de igualdade e desigualdade, existe uma restrigao adicional néo

necessariamente determinada por uma funcéo.

Teorema 2.6.4 Seje z, wma solugdo de {P.3) ¢ suponha que os funcionais Fiz),

i = 1,....n, sdo diferencidvers em uma vizinhanga de x,, (§ € convero ¢ int @ # @, Entdo,
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existem escalares Ay, 1 = 0,...,n, ndo todos nulos, A; > 0,1 = §,... Kk, AiFi{z,) = 0,

t=1,...,k, tais que

£ um funcional suporte para () no ponio z,.



Capitulo 3

Extensao para o caso nao regular

Sejam X e YV espagos de Banach, f : U, C X ~ Re F: X — Y, onde U, ¢ um

aberto de X. Neste capitule trataremos do problema

min f{z)

(£) saa Fla)=0

De acordo com o principio de Lagrange, as condigdes necessarias para um minimo neste

problema sao as mesmas para wm minimo ndo-condicionado da fungio lagrangeana

L(2, 2oy y") = Ao f () + (U7, F ().

Existem casos em que o principlo de Lagrange néo nos ajuda a resolver o problema
(P}, pois nos pontos suspeitos de serem minimos a fun¢do I ndo ¢ regular e poderemos ter

A, = 0.
Para exemplificar o que foi dito acima, consideremos o conjunto
' . = O Fof ) =
Q = {2 € R filx) = 0, fa() = 0}

onde

file) = 22 — 20423 — 2}
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fale) = :z:f‘ + 2813 — 8'5% - J:j

e denotemos o conjunto dos pontos regulares de @ {isto €, os pontos de @ onde os gradientes

das fungdes f; e f, sdo Li} por R e o conjunto dos pontos irregulares de @ por IR, Entao,

IR={re Q2 = xg= 0,3, = i}

Neste caso, as condigdes necessérias de Lagrange serfio safisfeitas, com A, = A} = 0,
¢ Ay = 1, por todos os elementos de IR, independentemente da {ungo & ser minimizada
. 1 . N = 1yt N oy - . . .~ - . - . N
sobre ¢. Contudo, isto ndo nos interessa pois ndo poderemos relacionar o Tuncional a set

mintmizado com as restrigoes do problema. Isto se deve ao fato de [ néo ser regular em /1.

Desta forma, torna-se necessdrio wn novo desenvolvimento da regra de multiplicadores
de Lagrange, que garanta também A, # 0 para hipdteses mais fracas que a regularidade da

lungae I, Este serda o nosso objetivo a partir de agora.

3.1 Uma generalizagao do teorema de Lyusternik

Nesta secio consideraremos F' uma fungio duplamente Fréchet-diferencidvel no ponto
2. € X. Ao longo de todo este capitulo faremos uso de uma fungdo linear que definiremos

agora.
Fixado umn elemento h € X arbitrario, a funcdo G{x., b} € definida por
G{ze,h) : X — Im F'(a) x Y/ Im F'{z.),

Glaw, WMz} = (F'(zole], mo " (@) 0, 2]),

onde Im F'(xr,) é a imagem de X pela funcdo #'(x,}, ¥/ Im '(2.) é o espago-quociente de

Y em relagao a Im F'(z) e m ¢ Y~ Y/ Iin F'(2,) ¢ a fungéo projecio candunica.
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Definimos também os conjuntos
Z = Y xY/ImF{z.)
Zy = ImF'x) %< Y/ (2
H(z) = {heX : F(2)h =0, F'({x)[h, k] € Tm F'(2)}, {(3.1)
Hyz) = {he H(x) : ImGe,h) =27}
M(z,) = {z€X : Flz)=F(z.)}.

Teorema 3.1.1 Se¢jam X e ¥V (;‘.spa_go.é de Banach, U uma vizinhanca de ponto x. € X ¢
F ume fungdo de U em Y duplamenle Fréchet-diferencidvel no ponto z, tal que Im F'(2.,)
¢ um subespuge fechado de Y. Suponha que caiste um elemento h € X, |h|l = 1, tal que.
ImG{x., k) = Z;. Entio, existem ndmeros € = s(h), k = k(h), ¢ uma vizinhaga U C U do

wonfo x. tais gue, quaisquer que sejam 2 € U gue salisfaca
t Qque, i q 4 FACS

e f‘e.“ <€

e elementos arbitrdrios y € Iim F'{x.), existe uma fungio x — v{x) de UV em X lal que

Flatr(z)) = Flz), (3.2)
r@l < KOE@) — Fle) - yllle - e + ). (33)

Demonstrago:

Como, por hipdtese, Im F’(x.) ¢ fechado ¢ Y é wn espago de Baunach, pelo teorema do

espago quociente Y/ Im F'(x,) é um espaco de Banach com a norma

7@y jim g = min iy — 3l

Portanto, o espago Z; € também um espago de Banach com a norma

=tz = iy, m(y))l] = max{{lylly Hr(W)lly/ o en }

Assim, como (2., h) € uma aplicagio linear continua de X em Z; que é um epimorfismo,

existe uma fungao M : Z; — X e um nimero C = C(h) tais que
Glax, h)o M = [y, (3.4)
IM(z)] < Cll=lf- (3.5)
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Alem disso, visto que F' € duplamente Fréchet-diferenciavel em 2., existe um nimero § > 0 tal

que, para quaisquer 2’ 2" € X, |l2' — z.) < §, |2

Blz,d)={ze X i lo—a Q| <8} C Ve

— x| < 4, lem-se

F(zh) — F(2") ~ Flzofa' = 2" — F'(z)|z,2" — 2"
1
- ;jf""(:f;*){a:’ + " =2z + x.), 2 = "))

|

< [~ wall + o = il =y (3.6)
otide 7 é um elemento arbitrario de X,
Consideremos agora as constantes
e = @F@Jlc)™, (3.7)
K = max{CHF'(a.}l16,4C}, (3.8)
] . _
ko= min{g, QL+ [F(=)IC) ' (39)

e sejam x € /' = Bla,, k) tal que

e um elemento y € I #'{x,). Tomemos z = {jz — z.lh, e

Ae) = | Fx) = F(a.) = ylile — 27" + il

Quando [jo — n.f] € KA{2), fazendo r{x) = 2. — @ oblemos (2.2} e (2.3) imediatamente.

Vamos entdo congiderar

fe — o] = KA(®). (3.10)

Usaremos o método de aproximagoes sucessivas de Newton para construir (). Fagamos
entdox, =, Yy, =y e

Plag_y) = F(22) = e |
b = s — M (yn_l,w(i° ) — ) —y )):12 (3.11)

o —
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Yo = F{2,) — F(#0) = yner + Flla)|z, 00 — Xuay], n=1,2,... {3.12)

Aplicando a fungdo Gz, /) em ambos os membros de (2.11) e considerando (2.4), ob-

temos

o] = Gl ] - (yn_mr (1*‘(‘3:“_;) ~ P{z.) - U~*>> ,

o=

isto é,

Pl ) — Fla.) — 3
Gl )y — 2p] = (y?l._l,;rr( {(Tn-1) ~ Fla.) —y z)) .

FEER
Comao

G(2ay b Tn — Tnaa] = (F'@){2n — Bnea ]y w0 F {0, 2, — 20,
temos

Flla)en —2aet] = —yn-y e (3.13)
1" ~1 o -y

g F"(xMhydn — Tpaa]) = mﬁ{ﬁ (Tp1) ~ P2 — Yot}

isto €,
R (P (@ )er o — Tnr]) = = (F(unt) = F(22) = fmt): (3.14)

Vamos agora provar, por indugio, a relagio

Fla) = Fles) = @t :

ool < 27 A — 2l (

t € Im Fllog lull < 277Adx), (

tn € B{a,,0), iz, — Taey| 2! CA(). (

FAN

falthe] Gl
- o
fap )

FAN

Tomemos n = 1 ¢ utilizemos a igualdade {2.14):

r{F"(z)|z, 00 — «]) = —n(I{e) — Flod) —y)

ou seja,

r{ F'{z )z, @y — @]+ Fla) — Flr.) —y) =0,
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Isto significa que {F"(x. )z, 21 — o} + Fla) — F{z.) — y) € ImF'{x.), ou seja, existe

y € Im F'(x,) tal que
g = F(z)]z, 2y — ) + I*(r)m Fla) —y
De {2.13) concluimos que
Flla)x) — #] = —y,
e combinando (2.19) e (2.20) obtemos
Fla) — Ple) = o+,

onde

oy = Flzy) — Flz) — F'{z)z — &)~ £(w)z, 0 — 2]

Usando {2.11) e (2.5}, com n = 1, leremos

2, — 2] = ”M (u, ( r}a,fcffi ))1
)

o (p25)

; ¢ (ol + = (4

Como

Im)i = iy, 19 = ol

e =0 € Im F'(z.), temos

el < lwlls

logo,

ey — 2lf < CQyl + 1F (@) = Flaw) — ylllle — 217" = CAfx)

Usando {2.7), {2.8), (2.10) e (2.21) obtemos
ei—e] € CA)
| < CK- Mz — a.l
= Clomax{(4CYP|| F" (=), 4CH Mz — a.|

< ;}%‘H& — &l

(3.19)

(3.20)

(3.21)



isto €, 1
ey — aff < g“b — 2.l
Agora, usando (2.6)-(2.10) e (2.19) temos

ol € AL = ..

i
hudl < 5&(3:)3

e as relagoes (2.15)-(2.18) ficam provadas para n = 1L,

Suponhamos agora que as relagOes {2.15)-(2.18) sdo validas para os primeiros m elemen-

tos ®1,... , 2. Entdo, quando n = m + 1, para w414 por (2.123{2.14), ynsr € Im F'{a.)
e

F(mm—H) - F(“-**) = Ot + Yt ks
onde appy = Flane) — Flan) — Fled|snm — 2m] = F (@02, 0m — 7). De (211},
usando (2.15)-(2.18), temos

Homat = 2ml] < 27 CA(2),
Hemar — audl < 2k

Logo, #ms1 € Dlwd) ¢ podemos aplicar (2.6). Assim, porv {2.7)-(2.10), {2.15)-(2.18) ¢
(2.20) temos que '

flomall < 27 HIAG) |2 - ),

ymar ]l < 270D Ae).
B isto completa a indugao € prova {2.15)-{2.18}. Como X é um espago de Banach, segue de
{2.18) que existe
ofx) = lim e

Tomando, entdo, o limite em {2.15} com n — 00, concluimos que I'{g{z)} = F(a.) conside-
rando {2.16)-(2.17) e a continuidade da fungdo F' em B(a.,d). Seja r{x) = g(x) — «. Entio
(2.2)-(2.3) segue da iltima igualdade e de {2.18).

)

Denotemos por T'M{xz.} o cone de diregbes tangentes a M(x.) no ponto z.. Do Teorema

3.1.1, quando A = 0, obtemos
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Corolario 3.1.1 Segjam X ¢ Y espagos de Banach, U uma vizinhange do ponlo x. € X ¢
I yma fungdo de U em Y, duplamente Frichel-diferencidvel em x.,, tal que Im IF'(z,) ¢ um

subespage fechado de Y. Enido,
Hy(z U {0} CTM(x.) C H(z,).
Se H{z. )\ {0} = Ho(z.) \ {0}, enldo

TM(z,) = H{z,).

Observagao 3.1.1 ¢

E dlaro que o Teorema de Lyusternik seque divefamente desie coroldrio, pois se I ¢
regular em ., entdo
- . 0
Hy{z,) = H{z.) = ker F'(z,).
Portanto, podemos ver o coroldrio 2.1.1 como uma “generalizagao” do ieorema de Lyusternik
para ¢ case de operadores ndo regulares, porém o prego que pagamos € a exigéncia da dupla

diferenciabilidade.

[viste wma oulra “generalizagdo™ que sd impéc Freéchel-diferenciabilidade, porém € man-
tida a hipotese de regularidade de I, isto €, I F'{x,) = Y [(sobrejetividade do F'(2.)) (veja

')

4
E uwm problema ginda em aberio uma verdadeira generalizagao de Lyusternik, onde sejam
enfraquecidas simullaneamente as hipdteses de difevencinbilidade estrite de I em 2. ¢ «a

sobrejefividade de F'{z.).

3.2 Os multiplicadores de Lagrange

Vincularemos ao problema (P) o seu lagrangeano generalizado

a

LG Doy i) = Mo () (s F@)) + (93, () D),

onde A, € R, yf € Y™, y3 € ¥, h € H(x).



Teorema 3.2.1 Seja f um funcional duplamente Fréchel-diferencidvel ¢ I wma fungio brés
L vezes Préchel-diferencidvel em a,, com Fle,) = 0. Sc v ¢ wm ponlo de miimo local no
problema (P) e Im F'(x,) € um subespago fechado em Y, enldo, para lodo h € H{x.)} tal
gue I G a., h) € win subespago fechado em 7, exvislem multiplicadores ndo simultancamente
nulos A,(h}),y5(h), e wm multiplicador y;{h) lais que

&

Loz Molh), Ui (R 3 (R),R) = Ao(R)F' () + " (. )yi(h)
£ (Y ) uh)
= 0, (3.22)

wi) € (Im Fla)) (3.2

Para quelquer b € Hy(2.) fizo o mudtipticador M{h) correspondente € nao nulo [{podemos
assumir A {h} = 1}, y3(h) € tinico, todo mulliplicador de Lagrange yi(h) para lal b € Ho{x.)

pertence @ mesma classe de equivaléneia com respeilo a (Im F'{x ) ¢, além disso,
L@, 1,y (D), y3(h), )k, h] > 0. (3.24)
Se ainda Hy(z.) #0 e

() {m P + In((FY (@) (R} = T F7 (), (3.25)

he Folare )

onde Im{((F"Y(@)[k])" € a tmagem do subespago (Im F'{w.))* pela funcdo
y" = ((FY ()R,
entda, yi{h}) = y* para tode h € H,{w.) ¢

Lo{xe, b,y ) =0 {3.26)
Loolze 1, y)h, b} 2 0, (3.2

onde Liz, 1,y = fz) + {y", F(z)) € o lagrangeano do problema {F).

Demonstracéo:

Seja r. um ponto de minimo local do problema (P). Como Im /{x.) é fechado em Y, -

os espacos Z =Y x Y/ Im F'(a,) e Z, = lm F'{x.) x Y/ Im F'{2.) sio espagos de Banach.
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Vamos dividir a demonstragdo em virias efapas,

i} Fixado h € H(xz.), consideremos o operador conjugado G™x. hY : 2% — N* ¢
] I j 1 H

provernos a identidade

Im G*(B*,fa) = Im " (2,) + {m((f SHENIIN {3.28)

Para cada v* € (Y/ Im F'(2,))" seja v(v*) = v*7. Pelo Teorema [C.0.9], a fungio 7 é um

isororfismo isométrico do espaco (Y/ lin (e, )" em (T (2 ,))*

Se z. € ImG*{z.,h), ou seja, existe z° € Z* tal que G*(x,, h)s* = z., entao existem
yilhy € Y*, v*(h) € (Y/Im F'(x.))* e yi(h) € (Im F'(2,))* tais que, para fodo @ € X

tem-se

(G*{xn N)2*2) = (2%, Gz, h)a)
= {2 (F' (), r{(F7Y (2){h])))
= (yi(h), F"(z. )z} + (o7 (h), w ({7 (@)}, =]))
= (yr(h), F'(z.)a) + (ror(h), F"(wa)[h, 2])
= (yi(h), Fi{e)z) + (g3 (R), (@), )
= (F7(@)yi(h) + () (m) A yz (), ).

Portanto, Im G*{z., 2) € Im F™(a.) + fm((ﬁ"’)’(:m)[h])*.

{0 idéntica a demonstracao da inclusdo contraria, concluindo assim a verificacio da iden-

tidade desciada,

if) Ainda considerando h € H{z.) fixo, provemos, primeiramente, {2.22)-(2.23) para o
caso em que Gz, h) X # Zy. Como Im G{a,, t) é um subespago [echado préprio de Zy, de
acordo com o teorema de Hahn-Banach em sua segunda forma geométrica [B.0.8] o anulador
do subespaco Im G(x., h} contém um elemento nao nulo 2*{(h) € Z7. Assim, para todo ¢ € X

temos
= {z*(h), Gla., h)z) = (Gi(h), F{a i) + @A), n {(F"(x)h, 2])), (3.29)

onde 77 € (Im F'(2)}*, v*(h) € (Y/ Im F'{z.))"
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Usando agora o teorema de Hahn-Banach em sua forma analitica deduzimos que existe

yilh) € Y tal que
(Fr(h), F'lwdz) = (yi(h), F{w)e) (Ve e X). (3.30)
Combinando {2.29) e {2.30) obtemos

0 = (yi(h), Fleaz) + (o7 (h), n(F"(@.)lh, o])
= (i), Pla)a) + (ro"( ) @)k, )
= {yi(h), F'(z.)z) + (y3(h), £ (x )N, x])
= (F™{eyi(h) + (F) (@ )R] yi(h), ) (Ve € X)),
isto e,
™ (@ (h) + ((F) (w) R 5 (B) = 0,
ouds y3(h} # 0, pois, do contrdrio, se 0 = y3(h) = 7v*{}), teriamos v™{1) = 0 (pois 7 é um

isomorfisnio}, e por ser 0 # z*(h) = (k) + v*(h) teriamos gy (h) £ 0 ¢
0= (g;(h), Py (Wee X)
o que ¢ uma contradicac.

ii}) Suponhamos agora que existe h € H(x.) tal que Ga., 1) = 7|, ou seja, H,{x.) # 0.
Fixemos h € H,{x.) para que todas as condigtes do Teorema 3.1.1 sejam salisfeitas no pontlo

x.. Entao, existe afi) tal que

a(t) >0, Vi e R
a(ty = o).

Além disso, para todo h, € ker G(z., h) existem § > Qe r{1) € X tais que

Flz. +th + o(thh, +r{t)) =0 (Vi€ {-4,48)])
I

t~+(} (y(&)

Sendo @, um ponto de minimo local do problema (P}, a funcao
g{ty = f{ae +th +o(t)hy + (1))

I
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assume seu minimo local no ponto ¢ = 0 e, portanto,
§(0) = (J'(z.),h) = 0.
Temos, entéo,
0 < flaw+ th+ a{Dhe + 7(1)) — flau) = o(D{f (@), ha) + 0 a(i))

Dividindo esta desigualdade por a(t) e fazendo ¢ — 0

lim S+ th+ a(zc)j:; (1) = S(z) _ e ..‘f%’i)ll |
logo,
0 53313%3?@ = (f"(2.), ho),
logo,
(@), ha) = 0 (Vh, € ker G(an, h)).
Portanto,

F(xs) € (ker G, h))*,

e como Im Gz, h) é um subespago lechado de Z, temos {ver teorema {C.0.10] .
{(key Gww, b)) = ImG*(x,, h),

logo,

Szs) € Im G, h).

Tendo em vista isto e {2.28)}, temos que exist;cz:n.yj’(hj e Y™, yi{h) € (Im F'(x))?t Il;a.is que
) = = F" ()i () — (Y ()] ui(h),
ot
F(a) + B )y (h) + (Y (o) ) k) = O, (3:31)
Assim, qualquer que seja h € H, {x.), (2.22) ¢ {2.23) sdo satisleitas com A (h) = L.
v} Provemos agora gue
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y3(h) é dnico <= g1} ~ yi(h) € (Im F'{x,))*

qualguer que seja §1{h) que satisfaga (2.31).
Se y3(h) € tnico, de (2.31} obtemos

(1R = g (), Fwa)e) =0 (Yo € X),
logo

i {hy —yi{h) € (Im F’(_:;;*.*))J".

: Agora, se existe 73{h) # y5(h) que satisfaz {2.31), entdo, ja que §3{h) —y5(h) # 0, existe
y: € Y tal que
(G2{h) = y3(h), 32) # 0,

e isto implica
(1 (h) — i (), ()i} # 0,
logo, 71{h) — yi(h) & (I F'(2.))*, o que nos leva ao resultado desejado.
: v} Mostremos agora a unicidade,  Suponhamos que existem gi{(h) € Y* ¢
Cogh) € (Im F'(x,))* tais que

Fi{h) =y (h) & (Im F'(.))7,

Ja(h)y £ ya(h) e
flaa) + PU{eggi(h) + {(F) (w)[R]) g3k} = 0.
Subtraindo (2.31) da equagio achina, obtemos
F™ )@ (h) =y ()} + (P ()b (3(h) — ya(h)) = 0,

i5to ¢é,

(g5 (h) — yih), F'(z)e) + (g5 (h) — y(h), " {au)h,z]) =0 (Ve € X) (3.32)

Por outro lado, existem yy € Im (2.} e yo € Y tais que
(Fi(h) = yi(h), yu) + (Gz(h) — w3 (R}, ya) # 0.
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De fato, supondo que quaisquer que sejam yl € Im F'{z.} e yz € Y tenhamos
(k) —yilh) ) = —((h) — v3(h), 1),
podemos tomar —y2 € Y e teremos
{fz(h) — R}y y2) = (G (h) —wilh) yn) = —(52(h) = y3(h), w2)
" o que significa
B30h) - wilh) = 0 <
() = yi(h) € (Im F(.))"
. o que é um absurdo, pois tomamos §; (k) e # (k) de modo que Fi(h) —yi{h) & (Im F "zt
e 3(h) # yi(h)
Considerando, entdo, tals elementos i, € Im F'{x.) e yo € ¥ satisfazendo
() — yi(h),us) + (2 (R) — wz (), ya) # 0,
tomemos os elementos T € X e y € Im F'{z.) tais que
e d =y o
Flla)lh, il =y +y.
Entao,

0 £ (5(h) = gih) )+ (530h) — wa k), ya)
= (Gi(h) = yi(h), F'(2)#) + (G500 — ws(h), B ()i, )
— () = va(h), ),

o que, junio com {2.28), nos da
(72(h) —wz(h),y) # 0,
o que & um absurdo, pois (A} — y5(h) € (Im F'{x. )+

Como a hipdtese que nos levou a contradi¢ao [oi a de que existern gy(h) € Y™ ¢

gxhy € (Im F'(x))t satisfazendo (2.27) e tais que §i(h) — yih) € OmF'{z.)t ¢

P
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_5'_: s{hy # yi(h), concluimos que, sabislazendo (2.27) e para cada h € H,(x,) fixo,
Cogsh) € (Im F{e))* é dnico e todo multiplicador de Lagrange yi{h) pertence & mesma

- classe de equivalencia com respeito & (Im F/(z. )t

Comm os passos {1) a (v) provamos as afirmacdes relativas a {2.22) ¢ (2.23).

3

vi} Demonstraremos agora a desigualdade (2.24). De acordo com o teorema 3.1.1, para

todo h, € ker G, h), podemos construir a variagao
2ty hy) = @, +th + o{t)h, +r()

Fla{t,h,ho)) = Flz.) =0

{isto €, wina variacio de 2 no conjunto factivel). Tomemos entdo h, = 0. Como . € um

ponto de minimo local para (P},

0 < Azt h,0)) — flz.)
= fla(t,h,0)) ~ flaa) + (yi(h), Fle(t, h,00)) + 17 yz(h), Fa{t, b, 0)))
Hf (), b + (F(@a), r(@)) + (yi(h), F(2.)
K (h), ')y + (yi(h), F'(wa)r(1)) +
£ s (h), )y -+ (galh) + T () 4 17 ya(h), 1 Ge)r())
g (R), F" (k. b} + (g3 (h), F"(z )k, 2 (0)])
LM M R By (h), (e R +.
2 ys(h), F" @)k, by h]) -+ o(£?).

Il

+ o+ o+ o+

J4 que yi(h) € (Im F'(x )t e F"(x )k, A} € Im F(2.), por (2.27) temos
0< tgfl"(w*, Lyrh), ya(R), k)R, )+ o)
ou seja,

o{1%)

21"2 ¥

0 < Lxw, L, i (R, w3(h), h)ih, B +

e isto implica

A 3 - * : O(tz)
0 < L wu, Lyp(R), y3(h), ) A+ %zno TR



logo,

Loxlza, Ly (R),y5(A), h) A, R 2 0.

vii) Suponhamos agora que (2.25) € satisfeito. Pela demonstracao feita em iii), para todo

h € Hy{z.) temos
F22) € Im G (wa, h) = T F™ () + Im((F"Y (2.)[h])",

o1 seja,

ey elmF (@)= [} (I F7 (@) + Im{(FY ) h) .

}?.Effg(:l?:}

Logo, existe y* € Y™ tal que
Loz, ,y") = j"’(:z:,,) + ["’”(;1:,)3;"‘ = {}.

& fica provado (2.26).

Com desenvolvimento idéntico ao que [oi feito para provar (2.2) se demonstra que

ﬁm:(fx*: 11 y*)[hv h] 2 0.

£l

£ imediado perceber que se F' ¢ woa funglo regular no pounto w.  temos
e, X = Z =Y, y3(h) € (Im F'{x. )t = 0 para todo h € H,(x.) = H(z.) = ker F'(2,),
e portanto yi(h) = y* € ¥ e podemos tomar A,(fi) = 1 (pois nao se pode ter Au(h) e y3(h)
simulfaneamente nulos), as condigdes necessarias de primeira ordemn contidas em {2.22) ¢
(2.23) se transformam nas condi¢bes necessdrias de Lagrange para wm minimo, e (2.24) se

transforma na condigao de segunda ordemn.

No caso nao-regular, isto é, quando I )X # V', tomando f = 0, se A,{0} ou y7{0) for
nao nulo, entdo as condigbes necessarias de Lagrange seguem de (2.22), enquanto que, se

AA0) = 47 {(0) = 0, entdo y3(0) # 0 e as condigOes necessarias de Lagrange seguem de (2.23).

Mas ¢ importante observar que, no caso nao-regular, quando H{x,) # 0, ndo 56 as con-
digbes necessarias de Lagrange séo satisfeitas mas toda uma familia de condigées dependendo

do pardmetro i € H,(x.) com A {(h) = 1.
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Além disso, ainda pelo teorema 3.2.1, quando (2.25) ¢ satisfeita, tomando A,(h} = 1,
comn hipoteses mais fracas que a regularidade de F' no ponto z., as condicoes necessarias de

Lagrange também sdo satisfeitas.

Observagoes 3.2.1

Quando Y = L& M, onde L = Im F{a.) € Jechado ¢ M ¢ wn oulro subespage fechado

de Y, exisle uma projecio continua P tal que
ImP=M ¢ kerP =L

Desta forma, podemos substituir o espago quociente Y/ Im F'{z.) por M ¢ a wrojecio & por

P, e no lugar du fungdo G{a. h), nos leoremas 3.1.1 e 3.2.1, vlilizarmos a fungdo

Gl h) = (F(x.), PUFY (@)[B]) : X — ¥ x M,

Utilizando esta idéia, pedemos considerar dois easos especiais do problema (P), a saber:

Paa) Fo= {1, fu): X — B

Po) P = (frreee s F) i X — ™ X ¥,

onde f;, ¢ = 1,... ,m sdo funcionais em X, Y| € wm espago de Banach ¢ F : X —3 Y, €

uma fungdo regular em ..

Sob tais condigbes, os subespagos F'{x.)X, G{z., )X, Gi(z., W)X sdo fechados nos
respectivos espagos, pois se um subespago de wm espago de Banach € finito-dimensional ou

possui codimensdo finita, ele € fechado.

Em relagdo a0 caso P.a) obtemos um corolirio do teorema 3.2.1, mas antes precisamos

introduzir wm conjunto.
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Vamnos considerar que os primeiros & vetores f/(2), i = 1,... ,k, | < k < m, formam
wmna base da envolvente linear dos vetores fi{z), 1 = 1, ... ,m, isto €, o menor espaco vetorial
que contém os vebores fi{e), ¢ = L,...,m. Se f/{z) = 0,1 = 1,... ,m, tomamos & = 0.

Entao, existem escalares oy tals que

_ k
e PN e |y ,
@) =Y aufie), j=h+ L. ,m
fr= i
ronsideremos, entiio, o seguinte conjunto

Hx)={he H{x): flx),i=1,...,k, e

V{xh] — Zau Mal, j=Fk+1,... ,m, sdo L1}

Corolario 3.2.1 Sejam f, fi, 1 = 1,... ,m, funcionais duplamente Préchel-diferencidveis
no ponto z. e tais que fi{z.) = 0,1=1,... ,m. Sea. ¢ um ponto de minimo local do proble-
ma (P}, com F = {fi,...,[n): X — K™, entdo, para todo h € H(x.), exislem escalares
Ao(hh plhy, . oo pm (), ndo simullaneamente nulos, e também escalares A(h),..., A, (1)

fais que

77t LI

SWIAYHEN) yZA(h)f r) FL;H?U: YR = 0 (3.33)

) = (), o i (1)) € (in FY{ea )™ {3.34)

Se H,(x.) £ @, entdo, para todo h € H (), a equagdo (2.33) € satisfeila com A(h) =1 ¢,
além disso, existem h; € {hfo(u) s 7= oapp<mo—dimlm F'(x) + 1, taeis que '

n {Im F™(2,) + Im{(F")'(z)[h])*} = ﬂ (T F™ () + Tm((F"Y (x.)[h,])),

hEHu{'r.. 1<€isy
ﬂ {Im F™ (z) + Im((FY(z)[h])") = ﬂ {Im F"™ () + D ((F7Y (2.)[A,]D7 Y,

pr2,8 = 2,...,p

Finalmente, se

ﬂ {Ton F™(2,) + Im{(FY ()] © T B {2)

isise
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{(por exemplo, quando p = m—dimIm F'{2.)+1), podemos assumir \;(h) = A, 1= 1,... ,m,

para todo h € [1,(z,) €, além disso,
Lo(xa 1,2} =0,

onde

Lz, 1, %) = fx) + }j X file)

é o lagrangeano do problema (P.a).

Demonstragao:

Para demonstrar este corolario, usaremos os seguintes fatos:

a) Ho(w.) = H,(z.);

b) dit Im G(w., h) = m, Vh € Ho(x.);

¢) dim Im G(a., h) = dimIm G*{z,, h);

d) dim Im G (@, h) = dim{Tn F7 (@) + j?“’( Y )b

e} Se L e {L,}, h € H,(x.), sdo, respectivamente, um subespago ¢ uma familia de su-
bespagos do espago X e dim{L + Li) = m para todo h € H,{x.), entdo existem

h; € Hiz), 7=1,...,;mp<m—dimL+1, tais que

N @+L) = ) (E+L),

hEﬁg{:r.] hj&"}?o[.t:,)
(N @+Ly) = () (L+Ly) p22,0=2,....p
1<i<s 1<7<s~1

Todas as conclustes do corolario saem imediatamente do teorema 1.2.1 associado as

afirmagdes a) - e).

Vamos agora considerar o caso em que X = B*, ¥ = ™ e H(x, )\ {0} = H,(x.)\ {0}.
0 teorema a seguir fornece-nos condigbes suficientes para que @, seja um ponto de minimo

local para o problema (P).



“Yeorema 3.2.2 Sejam X = ", Y = ™, x, um ponio factivel para o problema {P.a}, ¢
“suponha que o funcional f e a fungdo I 2 HY —3 R™ sdo duplamente Fréchel-diferencidveis

:_3.3 ne ponto .. Se para alyum multiplicador de Lagrange X = (M, ... , Ay} as relagoes

Lz, 1,A) = 0, (3.35)
Lol LARR] > 0, he H{z)\ {0} (3.36)

- sdo salisfeilas, entdo, x. € wmn ponto de minimo local para o problema (P.a).

: Demonstragio:

_ Primeiramente, observemos que toda sequéncia do tipo {hi/lhelibeen tal que
CF(ae 4 ki) = 0 e limpye hr = 0, possui um subsequéncia {hy; : JJhill} que converge

_3:. a um elemente b € H{w.).

_ Suponhamos, por absurde, que existe wma tal sequéncia, de modo que f{2.) > fla.+hy),
: consideremos o desenvolvimento de L{x, + i, 1, A) em torno de @, Considerando (2.37),

obternos

Ll + by, LAY = L(2,,1,4) + %li%[lzﬁ"(mn 5 Mg, ) -+ ol -
Isto significa

Jlaw+ hyyy = flaa) + %ll’ﬁf«jllzﬁ"(% L Ay b - ol 1D
Cormo, por hipdtese, f{w. + hy;) < f{z.), temos que

é};fakj-ligﬁ’(x*, 1 M, g + o(ilha ) < 0.

- Logo,

s l ) _
2l

~2~{|f‘zkj|] Lz, 1, A, 0] <0,

. o que contradiz {2.38). Portanto, z. €, de fato, um ponto de minimo para o problema { F.a).

A fim de aplicar a teoria desenvolvida neste capitulo, voltamos ao exemplo citado no

- inicio do mesmo.



Consideraremos dois problemas para ilustrar as condi¢des necessarias para wm minimo

conti das ne teorema 32,1 e seu corolério.

Problema 1

?éi;}gl(:t:) = (—ay + 2z — x5 + Hhad)

Problema 2

H " ¥ : B
min gal{@) = (2w + 2oy — 2wyuy 4 2] + 0.823)
zES

Vamos analisar os dois juntamente. Suponhamos que as condicoes necessirias de La-
grange nos fornecem os conjuntos N; de poutos suspeitos de serem solugoes do 1-éstmo
problema, ¢ = 1,2. Como vimos no inicio do capitulo, todos os pontos do conjunto
IR={2xeM : xry=23=0, ¢ 22 = kx}}, dos pontos onde I = ([, f;) ¢ nio-regular,
sao suspeitos de serem extremantes. Denotando por K; o conjunto dos pontos regulares de

M que sdo suspeitos de resolver o i-ésiimo problema, temos N; = R, U [ IR,

Para aplicar o corolario 3.2.1, vamos determinar os conjuntos envolvidos para cada wna
das seguintes sibuacGes: na primeira, cousideremos apenas os pontos de frregularidade que
sdo ndo nulos, isto é, os pontos do conjunto [ = {x : ®, 5 0}; na segunda, consideremos

x=0¢€lH.
Para [l ={x e lll : 2y # 0}
Temos, para todo € IR/,
ker F'(x) = {h € R + x3hy = 203h4},

ImF'(z} = {y € E? : yy = 0},
H{z)={he R : hy = 223hs/wq, b} + 2h by — B8R = 0},
H{z)={h € H(x) : hy +# 0}

(Im F'(z)' = {y = (yi,12) € £ : y; =0}
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Consideremos os vetores h' = {(2,0,1,0) e h? = (~4,0,1,0). Entdo. h' e h? pertencem a
H,{x}. Além disso,
ﬂ {Im F™(z) + Im{{(FY(2)[h])*} = ﬂ {m F™ (@) + Im((FY (x)[B])"Y (3.37)

he Hofa) =12
= Im " (z,). {3.38)

Assim, pelo teorema 3.2.1, se os pontos de minimo local pertencem a IR, as condicdes

necessarias de Lagrange sdo satisfeitas para A, = 1. Tomemos
Lilz, 1;5‘) = gi(x} -+ M ilw) + A folx)

a fun¢do lagrangeana do 1-ésimo problema. Entao,

se, e 50 s,

gi(@) + M file) + X foe) = 0
ga(@) + A fi(2) + Asfy(z) = 0

Apos fazer as contas vemos que a primeira equagdo nio tem solugdo em T e portanto

nenhum ponto de R poderd ser candidato a solugdo do problema (1),

Fazendo as contas com a segunda equagao, a referente ao segundo problema, encontramos
comno sohucio & = {0,~1,0,1) € IR com A; = 1, e nenhum outro ponto de [’ satisfaz tal
equagao. Assim, podemos considerar em IR apenas os pontos & acima como candidatos a

extremantes do problema {2).
Paraz=0¢ lH:

Neste caso,temos
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ker F'{0) = MW
Im (0) = {0}
Im(f(0))" = &°
H(O) = {he R : h2—2hihy =0k} + 2hihy — 802 = 0}
= {he R by =20, hy = £20h;)
Ho(0) = {he IR : hy = 2hy, hy = £2hs, hy # 0}

Como In F'(0) = {0} e (Im F"(0))* = E2, temos que Im £7°(0) = {0} e Im((F") (0)[h])* =
Lin{{ F"Y'{0)[A])*. Logo,

Im F™(0) + Im((FY(2)[h])* = Im((F"Y(z)
Fazendo os célenlos para se determinar uma bhase para ﬂ Ist{ (F})Y(0)[h])", comio no

hEITo(0)
caso anterior, conclufmos que, se i/ = (2,2,1,0) e A% = {2, -2,1,0), entéo

Im((F)( mlm( () = ﬂ Lo ((FY (O RD

he Ho{0)
Im{( FY{0)h']) ﬂlm YOI & Im{{(FY (DA
Portanto, pelo coroldrio 3.2.1, se 2 = 0 é um ponto de minimo para o problema (1),
existern (k) = (py (A1), pa(BD)) e p(h?) = {py(h*?), pofh?)) em E? tais que

g0 + (1) FI(0)RY + pualhY) F(0)R" = 0 (3.39)
G1(0) + (B L0V + a(h?) fF(0)h? = 0. (3.40)

Resolvendo as equagbes acima , enconframos pu{?) = u(h?) = (0,1/6). Assim, o ponto
z = 0 satisfaz a familia de condi¢bes necessdrias de primeira ordem com A,(h) = | para
h e H,{0).

Fazendo o mesmo para o problema {2), encontramos para ' = (2,2, 1,0) a solugéo
u(h') = (), pa(RY)) = (~1/2, 1/6),
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mas para h? = (2,~2,1,0), o sistema {2.42) é inconsistente.

Como o sistema deveria ser satisfeito para todo h &€ H,(0) {caso x = 0 fosse extremante

local para o problema 2), temos que x = 0 nao € solugdio para o problema {2},

Coneluimos entdo que entre os pontos do conjunto /K, somente x = 0 ¢ suspeito de sey
ponto de minimo local para o problema {1}, e somente o ponto & = (0, —1,0, 1} € suspeito
de ser ponto de minimo para o problema (2). Assim, podemos, ao invés de considerar os

conjuntos N;, 1 = 1,2, iniciais, tomar os subconjundos N; C N; dados por

Moo= R {0}

Ny = R J{0,-1,0,0)}.

Usando o teorema 2.2.2 concluimos, apds fazer os calculos, que @ = 0 ¢ um ponto de
minimo local para o problema {1} e as condigdes necessarias de Lagrange sio satisfeilas
apenas para A, = 0, enquanto que z = (0,~1,0,1} é um ponto de minime local para o

problema (2).
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3.3 Consideragoes finais

1) B importante observar que podemos generalizar de modo natural os feoremas 3.1.1 ¢

3.2.1, considerando as derivadas da funcao F' até a k-ésima ordem, inclusive, com k > 2. A

fungao Glaw, ft) 1 X —> Wyx, ..., xWi_; terd a forma
(ae, h) = (F’(m*), ?T;OI"W(:lZ*)[h],ﬂ‘gO??_lOFm(:E*)[h} 1 PR FRIRY. N ?rloﬁ"{k}(;r:*)[h_, o i)
o
W, = Y/Im F{z.),
Wy = Wiey/lmmioio...0omo0 F“){:v*){&, <oy Bl
po= 2,3, 5k,
e & prova serd semelhante & que foi feita para o teorema 3.1.1 ¢ 3.2.1.

I1) Em [14], Avakov ampliou estes resultados para o problema P) acrescido de resirigoes
de desigualdade, sem acréscimo de hipdteses sobre as fungoes envolvidas ¢ sem niaiores

complicagbes.

Em [15] encontramos uma outra generalizagio do teorema de Lyusternik - onde é consi-
derada apenas a Gateaux-diferenciabilidade da fungao F, contudo, ¢ mantida a regularidade
da mesma - ¢ esta é utilizada para uma generalizagao do formalismo de Dubovitskii-Milyutin.
Fm {7] esta generalizagdo é utilizada para se obter o principio do maxime de Pontryagin,

para problema de controle otimal, sob a hipotese da Gateanx-diferenciabilidade.

i [9], a generalizagdo vista aqui, devido a Avakov, ¢ utilizada para se obter o principio

do maximno de Pontryagin na forma degenerada.
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Apéndice A

Teorema A.0.1 Se F ¢ um subespago vetorial fechado de win espaco de Banach F, enldo

o espago velovial I lambém é de Banach.

Espacos quocientes e espacos produtos

Seja #7 um subespago vetorial de 5. Sobre F, arelagio v ~ysea—y € Foux € (y+ 1)
define wma relagio de equivaléncia, Denotaremos por # a classe de equivaléncia que contém o
elemento v, e por £/ F o conjunto das classes de equivaléncia (quociente de F pelo subespago

).

Definindo

i) i4y=3F7, a€iey€y

H) Ao = Az, x €z,
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é facil verificar que damos a E/F uma estrutura de espago vetorial € que, se £ ¢ um espago

normade, cada classe # € um fechado se, ¢ 86 se, I ¢ fechado.

Geometricamente o que temos é

Figura Al

Fxiste wma transformacdo linear natural » : B — [/F definida por n{e) = & =
@+ F, que é denominada eplicagdo guociente ou projegdo de £ sobre E/F. I imediato que

kerm = F.

Quando F é fechado, podemos definir sobre F/F uma estrutura de espago vetorial

normado.

Teorema A.0.2 Se F ¢ um espago vetorial normado ¢ F' € subespago velovial de £«
ELPTESSA0

el =il = inf lly— 2|

define uma norma em E[F se, 36 se, I' € fechado.
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Para espacos de Banach, temos

Teorema A.0.3 O quociente de um espaco de Banach E por um subespago fechado I € um

espago de Banach.

A demonstragao dos teoremas acima pode ser encontrada em [4].
Agora, sejam Fy e I0; dois espagos vetoriais. Se definirmos, sobre [y x [,
az + By = (o + Byi, axs + fya),

onde ¢ = (x1,22), ¥ = (Y, ¥2), iy % € £, 2= 1,2 e o, f € IR, damos a Iy x E; uma
estrutura de espago vetorial, e se Iy e F; sdo normados, pode-se definir sobre £y x By uwma
norma por

Uy, el = max{llz e, le2lle, b

Se os espacos E; e F, sio Banach, entfo I, x I1,y, dotado desta norma, é também de

Banach.
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Apéendice B

Teoremas de Hahn-Banach

Forma analitica

Definigao B.0.1 Ume forma sublinear sobre wm cspago velorial veal ID € wma aplicagdo
p 1 E — IR satisfazendo: |
i) plav) = Ap(v), YA > 0,Yv e E,

i) plu+v)<plu)+ Plo), Yu,ve lY

Dizemos que vma lorma linear [ & majorada por p se

Jv) < plv) Vo€ k.

Teorema B.0.4 (Hehn-Banach, forma analitica) Sejam I um espago velorial real, p uma
forma sublinear sobre E, M wm subespago vetorial de E. Suponha que [ ¢ muajorada por
p sobre M. Enido, exisle g forma linear sobre E, majorada por p, que prolonge f, isto ¢,

flv) = g{v) para todo v € M.
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Corolario B.0.1 Se¢ja M um subespage velorial do espago normade [, Scja m’ € M*,

FEnlio, existe v/ € E* tal que

v(v) = m'(v), YveM

o'l = [im'{im-.

A demonstracio do teorema e seu coroldario podem ser encontradas em [4].
Forma geométrica

No que segue, I denotara um espago vetorial normado.
Definigoes B.0.1

{1} Um hiperplano {afim} € um conjunto da forma
H={rek; f()=0o} = [ &)

onde f € wma forma linear sobre E, f #£ 0, e o« € K. Dizemos que H ¢ um hiperplano

de equagdo [ = al.

(2) Sejam A CE e BC E. Dizemos que o hiperplano H, de equagdo [f = o}, separa A

e I3 no sentido ample (ver figura 3.1}, s¢ lemos

Sy £ o Vee A ¢

He) 2 o Vzel.
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H

. Figura B.1:

Dizemos que H separa A e B no sentido estrito (ver figure B.2) sc exisie ¢ > 0 tal

que

flz) € a—¢ ¥Yoe A e

fle) 2 a+e Yrebh.

Figura B.2:



Teorema B.0.5 [(Hahn-Banach, primeira forma geoméirice} Sejam A C E, B C E dois
eonveros ndo vasios e disjuntos. Suponha que A € aberlo. FEnldo, existe wm hiperplano

fechado que separa A e I ne sentide amplo.

Teorema B.0.6 (Hahn-Banach, segunda forma geométrica} Sejam A C I e B C I dois
convexos ndo-vazios e disjuntos. Suponha que A ¢ fechado ¢ B € compactn. Fnldo, criste

um hiperplano fechado que separa A ¢ B no senfide estrilo.

A demonstracio de ambos os teoremas pode ser encontrada em [4].



Apéndice C

Mais alguns resultados de analise funcional

Teorema C.0.7 Se F ¢ um subespago velorial fechado do espago normado E, entao (E]F)*

¢ canonicamente isomorfo a 1Y, isto €, se n € a projegdo de I sobre B/ F, a sua transposta
at B Y — B

leva (E/FY* isomorficamente sobre F'*.

Para a demonstragio deste teorema, ver [*].

Teorema C.0.8 Sejo [ : X — Y wna aplicagdo lincar fechada. As seguintes propriedades

sdo equivalenies.

i} Im f € fechada;

i) Im f* € fechada;



iii) Im [ = (ker /)%

iv} Im f* = (ker H*

Demonstragio encontrada em [4].

Teorema C.0.9 [Krein) Seja K um cone convexo, com vérlice em O, que conlém ponios
interiores, I, um subespage tal que (int YN L s §. Se f(x) € uma forma hinear sobre L tal

que f(z} > 0 sobre K N L, entio, existe uma forma linear continua f(x) sobre E tal que

@) = [(z) Yecl
fla) 2 0 VYee K.
!
Teorema C.0.10
*
(Uk) = nw:
= el -
onde [ ¢ wm conjunto arbilvdrio de ndices e Wy {1 € 1) sdo cones convewos aberios.
£

Teorema C.0.11 Sejam K, ¢ Ky cones converos aberlos. Se Ky, © Ky, enldo, KT D Kj.

Teorema C.0.12 Sejam K., o € [, cones convexros abertos, [ um conjunio abitrario de

(N h’a)* 2 S A,

agd i f

mdices. Fnido,
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onde ZK; denota o conjunto de todas as somas finitas fo, + ...+ fon, foi € K, 00 €1
el :

Teorema C.0.13 Se os cones K; sao fracamenics fechados ¢ converos, enquanto E K¢
el
w*-fechado, entdo

(ﬂ _m)* =S K;

1574 el

Teorema C.0.14 Seja A um cone com vértice 0, e L um subespaco tal que (int KYNL £ 0.

Inido,
(KNLY = K"+ L™
{3
i
Teorema C.0.15 Se K,..., I, sdo cone converos abertos, com n K; £ 0, entio
frm=l '
40 * " .
(ﬂ A’,;) =Y K.
f=1 i=1
O

«

As demonstracées dos teoremas C.0.9-C.0.15 podem ser encontradas em {3},
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