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Resumo

Neste trabalho abordamos um estudo da equacao diferencial ordinaria, linear,
homogénea de segunda ordem com trés singularidades regulares, incluindo uma
no infinito de onde obtivemos a equacao hipergeométrica e, através do método de
Frobenius, introduzimos a fungao hipergeométrica com singularidade na origem.
Por um conveniente processo de limite na equacao hipergeométrica obtivemos a
equacao hipergeométrica confluente, bem como a funcao hipergeométrica conflu-
ente. Apresentamos a funcao de Mittag-Leffler como uma generalizagao da funcgao
exponencial e suas relagoes com outras fungoes, em especial com a funcao hiper-
geométrica confluente. Abordamos o conceito de integral e derivada de ordens
fracionarias de algumas funcoes conhecidas. Atraves da metodologia da transfor-
mada de Laplace discutimos uma equacao diferencial fracionaria com coeficientes
constantes de onde emergem as funcoes de Mittag-Leffler. Por fim, definimos
as equacoes diferenciais fracionérias e, como aplicagao, efetuamos um estudo sis-

tematico do oscilador harmonico fracionério.

Palavras chaves: fungoes hipergeométricas, funcao de Mittag-Leftler, integral

fracionaria, derivada fracionaria, oscilador harmonico fracionario.



Abstract

This work presents an introductory study of a second order, linear and homoge-
neous, ordinary differential equation with three singular regular points, including
a singularity at the infinity. We obtain the hypergeometric equation and, by me-
ans of the Frobenius method, we introduce the hypergeometric function which
is regular at the origin. By a convenient limit process we obtain the confluent
hypergeometric equation which has the confluent hypergeometric function as a
regular solution at the origin. We introduce the Mittag-Leffler function as a ge-
neralization of the exponential function and present a relation with the confluent
hypergeometric function. Finally, we present the so-called fractional ordinary
differential equation and as an application we discuss the fractional harmonic

oscillator.

Key Words: hypergeometric function, Mittag-Leffler function, fractional in-

tegral, fractional derivative, fractional harmonic oscillator.
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Introducao

O estudo das equagoes diferenciais, sejam elas ordindrias ou parciais, ¢ material
de estudo da Anadlise, um dos grandes ramos da Matematica. Conforme é sa-
bido, varias destas equacoes diferenciais emergem da modelagem matematica de
fenomenos naturais, estudo este, em geral, delegado ao ramo da Matematica que
atende pelo nome de Matematica Aplicada.

Iniciamos o Capitulo 1 estudando as equacoes diferenciais ordinéarias de se-
gunda ordem lineares, de um maneira geral, com trés pontos singulares regulares
incluindo um no infinito. Atraves do método de Frobenius discutimos a equagao
diferencial hipergeométrica também conhecida como equagao de Gauss, cujas
solugoes sao chamadas de fungoes hipergeométricas. Por um conveniente processo
de limite, ou seja, a confluéncia de duas singularidades na equagao diferencial hi-
pergeométrica, introduzimos a equagao hipergeométrica confluente cujas solugoes
sao as funcgoes hipergeométricas confluentes. Explicitamos as representagoes in-
tegrais para essas funcoes.

No Capitulo 2 introduzimos a fungao de Mittag-Leffler com um e dois parame-
tros complexos, e mostramos relagoes com a funcao gama incompleta e com a
funcao erro através da funcao hipergeométrica confluente. Algumas relagoes de
recorréncia e propriedades da fungao de Mittag-Leffler sao discutidas. Por conse-
guinte, a transformada de Laplace da funcao de Mittag-leffler é explicitada. Uma
generalizagao para a funcao de Mittag-Leffler é apresentada.

Algumas abordagens historicas do calculo fracionério sao expostas no Capitulo
3. Caracterizamos duas classes de fungoes: a classe de Riemann e a classe de Li-
ouville. Introduzimos o conceito de integral fracionaria de Riemann-Liouville

além de estudar algumas propriedades e teoremas importantes. A metolodogia
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da transformada de Laplace é discutida no contexto da integral de Riemann-
Liouville. Discutimos a diferenca entre o conceito de derivada fracionaria no sen-
tido de Caputo e a definicao de derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Uma simples abordagem das equacoes diferenciais fracionarias é encontrada
no Capitulo 4, onde resolvemos o problema de um oscilador harmonico simples
em termos da fungao de Mittag-LefHler e observamos que sua amplitude é variavel
com o tempo, isso devido sua ordem ser fracionaria.

Dois apéndices concluem o trabalho. No apéndice A apresentamos um estudo
introdutoério das fungoes gama e beta, bem como discutimos algumas de suas
propriedades visto que elas aparecem no texto tanto em conexao com as fungoes
hipergeométricas confluentes quanto com as fungoes de Mittag-Leffler.

No apéndice B mencionamos algumas passagens importantes do matematico

M. G. Mittag-Leffler, isto é, um pequeno retrato de sua vida.



CapiTULO 1

Funcao Hipergeométrica

Existe uma classe de funcoes que, em geral, se apresenta como solugao de uma
equacao diferencial que modela problemas advindos de varios ramos da ciéncia,
as chamadas funcoes especiais.

Por esse motivo, iniciamos nosso trabalho, neste capitulo, estudando as equa-
¢oes diferenciais ordinarias de segunda ordem lineares, de uma maneira geral,
com trés pontos singulares regulares, incluindo um ponto no infinito, através do
método de Frobenius. Essa equagao sera conduzida a uma equacao diferencial
ordinaria conhecida pelo nome de equacao hipergeométrica, cujas solucoes sao
as chamadas funcoes hipergeométricas’. Através de um conveniente processo de
limite, efetuado sobre as equacoes hipergeométricas, obtemos a chamada equacao
hipergeométrica confluente, cujas solugoes sao chamadas de fungoes hipergeomé-
tricas confluentes.?

Concluimos o capitulo apresentando uma representagao integral tanto para a

funcao hipergeométrica quanto para a fungao hipergeométrica confluente.

IExistem vérias funcoes especiais, casos particulares das funcdes hipergeométricas, que tém

nomes especiais: Legendre, Jacobi, Gegenbauer e Tchebichef, dentre outras.
2 Algumas funcoes especiais, casos particulares das funcdes hipergeométricas confluentes, nao

abordadas neste trabalho, sdo: as fungoes de Kummer, de Wittaker, de Hermite, de Laguerre,

dentre outras.
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1.1 Equacao diferencial ordinaria com trés pon-
tos singulares

A forma mais geral de uma equagao diferencial ordinaria, homogénea, linear e de

segunda ordem para a fungao u(z) é

+ c(x)u(z) =0 (1.1)

com a(z), b(z) e c¢(x) fungdes analiticas nas vizinhancas de um ponto xy perten-
cente a um intervalo aberto I.

Se a(xg) # 0, entdo xg é chamado ponto ordinario da equacao diferencial.

b
% e Q) = @, analiticas nas vizinhancas
a(z

a(x)

de z( e que admitem um desenvolvimento em série de Taylor (1685-Brook Taylor-

Introduzimos as fungoes P(z) =

1731) [3] na vizinhanga de x.

Se a(zg) = 0 entao zg é ponto singular da equacao e as fungoes P(x) e Q(x)
tém singularidade em x = z; [5]. Esse ponto singular serd um ponto singular regu-
lar ou uma singularidade nao essencial se xlirg (x —z9)P(x) e xlgfcl (x — 20)°Q(x)
forem finitos. Por outro lado, ¢ serda um poni(z)o singular irregularoou uma singu-
laridade essencial se pelo menos um destes limites nao for finito.

O método de Frobenius (1849-Ferdinand Georg Frobenius-1917) [3] é aplicavel
quando a singularidade é regular, casos que aparecem em problemas de Fisica e
Engenharia, e que serd o tnico caso a ser discutido neste trabalho.

Seja xy um ponto singular regular. Dividindo a equagao (1.1) por a(z), obte-

mos®

d*u(x) du(z)
dx? dx

Existe uma relagao entre as propriedades das fungoes P(x) e Q(z) que apare-

+ P(x) + Q(z)u(x) = 0. (1.2)

cem na equagao (1.2) e as propriedades das solucoes desta equacdo. A equagao
(1.2) terd singularidade nos pontos do plano complexo onde P(z) e Q(x) pos-

suem singularidades [4]. Os pontos nos quais P(z) e Q(z) sao fungdes analiticas

3Sem perda de generalidade, tomamos xo = 0, pois pode-se sempre substituir z — zg = z.
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sao chamados pontos ordindrios da equacao. Os pontos em que essas funcoes
apresentam singularidade sao pontos singulares da equacao diferencial (1.2).

Vamos estudar a equagao (1.2) com trés pontos singulares regulares = = z1,
xr = xy e x = xg. Para isso acontecer é necessério e suficiente que P(x) tenha
pélos simples nos trés pontos x1, 9 € x3 e que Q(x) tenha pélos de ordem menor
ou igual a dois nesses pontos [4].

Além disso, exigimos momentaneamente que o ponto no infinito seja ordinario.
Para assegurar esse fato, realizamos a mudanga de varidvel! x = 1/w na equacao
(1.2). Calculando as derivadas, temos:

du du dw du

2
— = =7 (- 1.
dx dw dx dw( w’) (1.3)
d*u Pu (dw\® Pwdu Pu du
e ou e -2 2w — . 1.4
dx? dw? (dx) dz? dw  dw? e dw (14)
Substituindo esses resultados na equagao (1.2), obtemos
v ——du ——
oz T P(w)% + Q(w)u = 0, (1.5)
onde
Pw) = > — - P(1/u) (16)
w) = — — — w .
w o w?
— 1
Qw) = 5 Q(1/w). (L.7)
Assim, o infinito sera um ponto ordinario se, e somente se, existirem os limites
limy ~ P(1/2)
liy 2P/
e
R Y
lim = Q(1/2),

e forem finitos.
Para que P(z) tenha pélo simples em x1, 9 € x3, escrevemos

Pa)—— 4+ B, ¢ .p (1.8)

xr — I T — T9 T — T3

onde A, B, C' e D sao constantes, sendo D=0e A+ B+ C =2 [4].

4w tendendo para o infinito implica = tendendo para zero.
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Para que Q(z) tenha pdlo em x4, x5 e 3 menor ou igual a dois tem-se

Qx) : (

(x — 1) (x — 29)(x — 23)

E F G ) 19)

- -
r—xr XT—Ty XT—3
onde E, F' e G sao constantes.

Como ja estao definidos P(z) e Q(x), vamos usar o método de Frobenius
para encontrar as solugoes da equagao (1.2) na forma de uma série, em torno das

singularidades 1, x5 e x3. Suponhamos que as trés solugoes sejam da forma

wi(x) = ap(z — ;)" (1.10)

n=0
para i=1, 2, 3 e s ¢ um parametro. Antes de substituir a série (1.10) na equagao
(1.2) vamos reescrever as fungoes P(z) e Q(x) numa forma conveniente. Primeiro

P(z) na forma
Fi(x)

(x — ;)

onde F;(x) é uma funcdo a determinar, para i=1, 2, 3. Vamos introduzir para

P(z) = (1.11)

Q(z) a forma

(x — x;)?

onde G;(x) tem que ser determinado, para i=1, 2, 3. Agora vamos calcular F;(z)

Qz) = (1.12)

e G;(z), para i=1, 2, 3. Entao, substituindo a equagao (1.8) na equacao (1.11) e

isolando F;(z) no primeiro membro, temos que:

Az — x;) N B(x — ;) N C(x — z;)

r — T T — T9 T — T3

Fi(x) = = P(x)(z — x;). (1.13)

Fazendo i=1, 2, 3, na equagao (1.13), e depois substituindo z = =1, © = x5 e

T = T3, temos, respectivamente,
Fi(z1) = A, (1.14)

Fy(ws) = B, (1.15)

Fy(x3) = C. (1.16)
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Agora substituindo a equagao (1.9) na equagao (1.12), temos que

(@) - (¢ = 2)° R
Gil) (x —z1)(x — z2)(x — x3) ($—$1+$_$2+x_‘x3)
— Q)(a— ). (1.17)

Fazendo i=1, 2, 3, na equagao (1.17) e depois substituindo x = z1, * = 5 e

T = x3, temos, respectivamente:

E
Gi(z)) = , 1.18
1( 1) (ZE1—$2)(.’E1—$3) ( )
F
Gy(29) = , 1.19
2( 2) (IEQ —1‘1)(1'2 — $3) ( )
G
Gs(x3) = . 1.20
s(s) (w3 — 21)(w5 — 22) (1.20)
Como cada uma das fungoes Fj(z) e G;(x) s@o analiticas com i = 1,2, 3 podemos
expandir em série de Taylor, em torno do ponto x = z;, entao
(1. 02 F-(S) ) _ )3
A(@) = R(r)+ Fr)r—n)+ TG00 BB 1
G (@ — x| G () (@ — )
Gi(x) = Gi(2;)+Gj(x;) (x—x;) +— (@ )(; =) +— (z )?E'x %) +oee (1.22)

Vamos encontrar w,(z) e u(z) a partir da equagao (1.10) e substituir na

equagao (1.2), logo

Zan (n+s)(n+s—1)(x —x)""* 2+ P(x X:ann—i—s)(x—yc)"+S !

n=0 n=0

(€)Y an(z — ;)" = 0.(1.23)

n=0

Substituindo as equagoes (1.11) e (1.12) na equagao (1.23), obtemos

an(n+s—1)(n+s)(x —x;)"T 2 +

1[™]#

n=0

Fz % F % ) —
( LE + Jj)(&? LE )Zann+3 )n+s 1+

(Gz 171 +G :L‘z)( ) Zan T _'Iz n+s = 0. (124)
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Rearranjando os termos na equagao (1.24) e expandindo os primeiros termos

do somatorio temos
ag[s(s — 1) + Fi(z;)s + Gyi(x:)] (v — 25)5 7% +
ay [(1+ 8)s 4+ Fy(x;)(1 + 8) + Gy(x)] (v — 23)5 1 +
ao [F)(x;)s + G'(x)] (x — ) +...=0.

O fator que multiplica o termo de menor expoente, quando igualado a zero, nos
conduz a chamada equagao indicial com a(xg) # 0, de onde segue-se

s(s — 1) + Fi(z;)s + Gi(x;) = 0, (1.25)

para i=1, 2, 3. A equagao (1.25), para cada um dos ¢, é tal que:

s* + [Fy(x1) — 1] s+ Gi(z1) = 0, (1.26)
s2 + [Fy(xg) — 1] s + Ga(x2) = 0, (1.27)
s+ [F3(z3) — 1] s + G3(w3) = 0. (1.28)

Resolvendo essas equagoes e sabendo que a equagao (1.26) tem raizes a e o, a
equagao (1.27) tem raizes 5 e ' e a equagao (1.28) tem raizes v e 7/, entao das

equagoes (1.26), (1.27) e (1.28), temos:

a+ad =1-—A
, E
aq = ,
(z1 — 22) (71 — 73)
g+p3 =1-B
, F
= (2 — 21) (22 — 23)
Y+ =1-C
, G
7=

(z3 — m1)(v3 — 2)

Substituindo esses valores nas equagoes (1.8) e (1.9), obtemos, respectivamente,

l—a—ao 1—-08-083 1—~—+«
P(z) = a a+ b ﬁ—i— 7 7,
T — T T — Tg r— X3
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!/

W = (e U
(w2 — z1) (22 — x3) B0 N (25 — x1) (x5 — T2) 7 }

T — T2 T — T3

+

Substituindo P(x) e Q(z) na equagao (1.2), temos

d*u l—a—a 1-0-0F 1—9—9"]du
du GL1=8=F 1=y=v|du
dx? T — T T — To T — I3

dx

e

(29 — x1)(22 — 23) B0 L (x5 — z1) (w5 — 22)7Y }u —0

T — T9 r — T3

(1.29)

com a restricao a + o’ + 3+ 3 + v+ = 1 que decorre da exigéncia de que o
ponto x = oo seja um ponto ordinario da equacao diferencial dada. Essa equagao
é chamada de equacgao de Riemann (1826-Georg Friedrich Bernhard Riemann-
1866). Sua solucao pode ser representada pelo simbolo P de Riemann-Papperitz

(1857-Freiberg Erwin Papperitz-1938):

Ty T2 I3
uxz) =P a B v x (1.30)
o ﬁ/ ,.Y/

onde x1, To e x3 sdo os pontos singulares e o '; B 3’ e v 4 sdo as respectivas

raizes das equagoes indiciais e na tultima coluna temos a varidavel independente.

1.2 Equacao hipergeométrica

Para resolver a equacao de Riemann que contém nove parametros diferentes,
trés pontos singulares e as seis raizes das equacoes indiciais, com a restrigao
a+a/+6+0'+vy+v = 1, vamos utilizar uma transformacao de modo a reduzir
a trés parametros independentes. Vamos introduzir a transformacao na variavel

dependente na forma

u(z) = (x —x1) (2 — 22) " *(x — 23) "v(2) (1.31)
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com r+s+t=0 e uma mudanca na variavel independente
, Az + B
r ===
Cx+ D

onde A, B, C' e D sao constantes a determinar. A primeira transformacao muda

(1.32)

as raizes das equacoes indiciais nas trés singularidades. Substituindo a equacao

(1.30) na equagao (1.31), e isolando v(x), temos que

Ty T T3
v(E)=P<S a+r B4+s v+t z o (1.33)

o +r f4+s y+t
Os pontos singulares continuam os mesmos. Com a mudanca de varidvel inde-
pendente, é possivel deslocar as trés singularidades x1, 2 € x3 para os pontos 0,

1 e o0. Escolhendo r=—a, s=y+a e t=—-, obtemos

N , 0 00 1
wo) = (E20) (Z22) S0 araer 0 g (130

r — Ty Tr — X9

o —a a+f+y =~

Definindo os parametros a, b e ¢ na forma

at+B+y=a
at+f +y=0b
l+a—ad =c¢

e introduzindo-os na equagao (1.34), obtemos

) . 0 oo 1
u(:v)z(x_xl) (x_x?’)P 0 o« 0 & p. (135

T — To T — To
l1—¢ b c—a—b

A equacao de Riemann, associada ao simbolo P da equagao da equagao (1.35), é

d*v —I—{ € im (1—a—b> N 1—c~|—a+b}ﬁ+

dx’ =0 zhooo \ 2 — 1 -1 dx’

{ (0—z)(0-1(©) (25— 0)(x; —Lab }+
(2" = 0)2(2" —ap)(x = 1) (&' = 0)(2" — 5)*((2" — 1)

lim {(x, (1= 0){1 — 25)0 }v:0 (1.36)

e | @ = 0)( — ap)(a’ — 1)?

lim

/
Lo —00
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ou seja,
d*v dv
x'(l—x/)d$/2 +lce—(a+b+1)x ]F —abv =0, (1.37)

de onde segue-se, voltando para a variavel original

& d
x(l—x)d—;—l—[c—(a+b+1)m]£—abu:0. (1.38)

Essa equacao é chamada de equacao hipergeométrica. Qualquer equagao diferen-
cial, linear de segunda ordem com trés pontos singulares regulares, incluindo um

ponto no infinito, pode ser colocada nessa forma.

1.3 A funcao hipergeométrica

A forma mais geral de uma equacao diferencial ordinaria, linear e homogénea
de segunda ordem é dada pela equagao (1.38). As singularidades dessa equacao
encontram-se nos pontos 0, 1 e co e sdo regulares no sentido de Fuchs® e a equacao
admite solucoes em séries de poténcias, dependendo dos parametros a, b e c.
Considere-se as solugoes para o caso da singularidade em x = 0. A equagao
hipergeométrica é da forma

o= o= (at bt 1) ]j—Z—abu:O, (1.39)

dx?

com u = u(x). Admitamos uma solugdo na forma de uma série de poténcias

_ Z a,x" " (1.40)
n=0

com ag # 0 e s sendo um parametro. Introduzindo esta série na equagao (1.39),

temos que

z(r —1) Z (n+s)(n+s—1)a,a™™"2 +
n=0

[c—(a+b+1)x Z + s ”+s_1an—abZanx"+3:O
n=0 n=0

5S. Hassani, Fundations of Mathematical Physics, Prentice-Hall International Editions,

London, (1991).
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Rearranjando, temos

Z(n—l— s)n+s—1+c)z" a, — Z [(n+s)(a+b+n+s)+abl 2" a, = 0.

Efetuando um deslocamento no indice do primeiro somatério para n — n + 1,

temos
Z (n+s+1)(n+s+c)x"Pa,,, — Z [(n+s)(a+b+n+s)+abl 2" a, = 0.
n=-—1 n=0

Expandindo o primeiro somatorio até n = 0, entao

ap(s)(—1 + s+ c)z* ' + Z(n +s+1)(n+s+c)r" Pa,,, —

n=0
[(n+s)(a+b+n+s)+ablz" a, = 0. (1.41)
n=0
Segue-se a equacao indicial,
s(=1+s+c)ag -5 =0. (1.42)

Resolvendo essa equagao algébrica temos dois valores s = 0 e s =1 —c¢. A

chamada relagao de recorréncia toma a forma

(n+s)(a+b+n+s)+ab

= . 1.4
(i1 n+s+1)(n+s+c) in (1.43)
Fazendo s = 0 na equagao (1.43), vem
G, =TT (1.44)
(n+1)(n+c)
Tomando valores para n natural, temos:
b
n=0 — alz%ao
(14+a)(1+10) a(l4+a)-b(1+0b)
-1 _STeTy
T T T 0 T 2 it P
2 240 1 2 -b(1+b)(2+0b
P . B Bt B ([ B B (R (RO I
3(2+¢) 3:2-1-c(1+¢)(2+¢)

. :a(1+a)(2+a)...(n+a—1)~(b)(1+b)(2+b)(n—|—b—1)
" nl(c)(c+1)(c+2)...(n+c—1)

agp.
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Introduzindo a notacao

(a)g = 1
(@), = a(l+a)2+4+a)...(a+n—1), (1.45)

chamado simbolo de Pochhammer (1841-Leo August Pochhammer-1920), pode-
mos escrever

(@ (O)n (1.46)

Ay —

A série de poténcias toma a forma, para ag = 1,

= —(Z)!"_ (S)i” " (1.47)

ou ainda com a notacao

o Fi(a,b; c; x) (1.48)

M8
3 @
3
Q/\
~ |~
S E/

n=0
que é a fungao hipergeométrica ou fungao hipergeométrica de Gauss (1777-Johann
Carl Friedrich Gauss-1855). Agora, fazendo s = 1 — ¢, e rearranjando, temos que
(n+l—c)n+1l—cH+a+b)+ab
m+1+1—-c)(n+1)
m+2—-c)—1n+2—-c)—1+a+0b+ab
(n+1)n+(2—c)]

An+1 Qn,

An 1 Q.

Fazendo uma mudanca de variavel ¢ = 2 — ¢ e reorganizando o numerador, temos

m+cd—-1)n+cd—-14+a+0b)+ab
ant+1 = Qs
(n+1)(n+¢)
m+cd—14a)(n+c —1+Db)

(n+1)(n+¢)

Ap+1 n-

Introduzindo a notacgo @’ =1+ a—ce b =1+ b— ¢, temos a forma

(n+a)n+b)
(n+ D(n+ )

Ap4+1 =

Entao, a segunda solugao é, para ag = 1,

I

Sy (Vs a) = Za” " (1.49)
n=0

n!
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voltando as suas varidveis originais, temos:
uy(z) = 2R (1+a—cl+b—c2—cm).
A solucao geral da equagao hipergeométrica é dada por
u(z) = AyFy(a,b;c;2) + Be' ™% F(1+a—c,1+b—¢c;2—c ), (1.50)

visto que uj(x) e uz(x) sdo linearmente independentes. A restricao 1 — ¢ #
0,1,2,3,... garante a solucao geral. A e B sao constantes a serem determinadas
pelas condigoes do particular problema.

Vamos fazer uma analise para os valores que ¢ pode admitir. Para ¢ = 0,
temos que

u(z) = AsFi(a, by c;x) + Ba o Fi(1+a, 1+ b;2; )

onde ainda temos duas solugoes linearmente independentes.
Se ¢ é um inteiro qualquer, as solugoes ui(x) e us(x), definidas acima, nao
podem representar duas solucoes linearmente independentes. Note que, para

¢ =1, entao us(z), toma a forma:

— (@)n - (V)n
=5F(a,b;1;2) = E " 1.51
u2(37) 2 1(0'7 ) 7'73) ar n|(1)n z ( )
Ai, notamos que para ¢ = 1, temos u;(z) e uz(x) duas solugoes linearmente

dependentes, isto é, nao representam duas solucoes diferentes para a equacao
hipergeométrica. Vamos agora considerar dois casos onde ¢ é um nimero inteiro
(c#£1).

Para ¢ = k > 2, o fator do denominador de cada termo da soma em us(x)

pode ser escrito na forma
2=¢)p=2-k)pn=2-n)B-n)...(-1) - (=k+n+1)!

que contém o fator zero para todos os termos com n > k — 1, de onde vemos que
o denominador, em cada termo da série, em geral uy(z), ndo pode representar a

solugao da equacao hipergeométrica para tais valores de c.
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Se ¢ = —k < 0, para u;(z) podemos escrever o fator no denominador de cada,

termo como
()n = (=F)n = (=k) - (=k+1)..(=1)- (0) - (n — k —1)!

que contém o zero no produto para todos os termos n > k+1. Conseqiientemente,
o denominador em cada termo da série é zero e u;(z) nao sera solugao.
Aplicando o teste da razado na série (1.47) encontramos os valores para os

quais as solugoes da equagao hipergeométrica convergem. Sabendo que

. Qp41
lim

r—00

G

entdo (a,) converge, em |z| < 1.

1.4 Representacao integral para a funcao hiper-

geométrica

A funcao hipergeométrica pode ser representada na forma da funcao gamaS de-
notada por I'(z) que foi introduzida por Euler (1707-Leonhard Euler-1783), como

uma possivel generalizacao do fatorial, através da integral impropria
IMNa+1) = /OO t*e~'dt (1.52)
0
com Re(a) > —1. Para o« =n, onde n =0,1,2,3... temos
Fin+1)=n! (1.53)

O simbolo de Pochhammer, expresso em termos da funcao gama é tal que

I'(a+n)

=T

com Re(a)) > 0.

5Ver Apéndice A.
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Uma funcao que também pode ser escrita em termos da fungao gama é a

funcao beta’ definida por

1
Blpg) = [ 01— o ar (1.54)
0
que esta relacionada com a funcao gama através da expressao

L(p)T'(q)

Blp.g) = I'(p+q)

(1.55)

com Re(p) > 0 e Re(q) > 0.

Seja a funcao hipergeomética na representacao em série de poténcias

n=0

@)
(0 _T+n) T _  T() o
(C)n - I'(b) [(c+n) TO) -T(c—1b) B(b+n, b).

Assim a funcdo hipergeométrica [15] toma a forma

Representando o quociente em termos da funcao beta, temos

oFi(a,b;c;x) = ——r— - f: (@)n -B(b+mn,c—b)x". (1.56)

['(c)
['(b)-T'(c—b) n!

n=0

Usando a representagao integral para B(b+ n,c — b), temos
1
B(b+n,c—b) = / =l (1 — )b lg,
0

que substituido na equagao (1.56), fornece

o Fi(a,b;c;x) = % ) {;/0 1] — t)cbldt} %x".

A soma em n é uma expansao binomial, logo

oI (a,b;c;x) = %/ﬂ (1 =) (1 — )t (1.57)

para Re(b) > 0, Re(c —b) > 0 e |z|] < 1. Essa representacao nos mostra a
continuidade analitica da funcao hipergeométrica no plano complexo. Tomando

r = z um numero complexo, a fun¢do é analitica na regido |arg(l — z)| < 7.

"Ver Apéndice A.
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1.5 Funcao hipergeométrica confluente

A funcao hipergeométrica

(@ (),
n!-(c)

2F1(a’b; G CL’) = Z

n=0

pode ser escrita na forma

Introduzindo a mudancga de variavel y = bx, podemos escrever

2F1(a,b;c;x):i (@n 1 (H%) <1+n;1> .

n!(¢)n v

n=0

Tomando o limite b — 0o, obtemos a seguinte funcao

1Fi(aicy) =) (@) y" (1.58)

n!(¢)n

n=0

Essa funcao foi obtida a partir da confluéncia de duas singularidades da fungao
hipergeométrica, dai o nome de fungao hipergeométrica confluente.
A equagao diferencial que a fungao (1.58) satisfaz é obtida através da mesma

mudanca de varidvel y = bx introduzida na equacao hipergeométrica
d? d
x(1 —x)d—;;—k [c—(a+b+ l)x]d—z —abu =0

que toma a forma

d? +1 d
y(l—g>—u+{c—(a +1)y]—u—au:0.

b/ dy? b dy
Tomando o limite b — oo, temos a equacao hipergeométrica confluente
d*v dv
yd—y2+(c—y)@—av20, (1.59)

com v = v(y). Nessa equagao temos somente dois pontos singulares y = 0 que é

um ponto singular regular, pois

lim —y(c — y) =c
y—0 Yy
20
lim yiza (—a) =0

y—0 Yy
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sao finitos, sendo ¢ uma constante, o que mostra que y = 0 é ponto singular
1
regular. Para analisar o ponto y = 0o, efetuamos a mudanca de variavel t = — e
()
consideramos a singularidade em t = 0. Com esta mudanca de variavel, podemos
escrever a equagao (1.59), como
Pu [t+(2—c)t?*] du a
B[ ()
dt? t3

onde

2 _ 2
lim ¢ (M) = 00,

t—0 t3
ou seja, o ponto y = oo é singular irregular.
Agora vamos obter a solugao da equagao (1.59), aplicando novamente o método

de Frobenius. Considere a funcao

= f: apz" e (1.60)

n=0
onde s é um parametro a determinar e ag # 0. Introduzindo essa fungao na

equagao (1.59) com z no lugar de y, vem

Z [(n4+s—1+c)(n+s)|az"™" — Z [(n+ s+ a)]a,x"** = 0.

Desenvolvendo o primeiro somatério obtemos

(s —1+c)(s)agz" '+ [(n+s—1+c)(n+s)az"" -

Z(n + s+ a)a,z"*t* = 0.

n=0

A equacao indicial é, com ag # 0,
(s —1+c)(s)apz* =0,

cujas raizes sao s = 0 e s = 1 — ¢. Fazendo n — n + 1 no primeiro somatério

temos, ja rearranjando

Z n+s+c)n+s+ a1 — (n+s+a)a,) 2" =0.
n=0
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A relagao de recorréncia toma a forma

n+s+a
Gpy1 = (.
Tt sto)nts+l)
Entao, para s = 0, temos que
n-—+a
Qanp, = U 1.61
1 (n+c)(n+1) (1.61)
Tomando valores para n natural, temos:
n=0 — alzgao
c
1 1
n=1 — ay= (1+a) a) = o(1+a) Qg
2-1(1+¢) 2-1-¢(1+¢)
2 1 2
N R0 D (R0 (2t N
32+¢) 3:2-1-¢(1+¢)(2+¢)

L el+a)@+a).. (nta-1)
")t D)et2).. (nte—1)"°

ou na forma

Substituindo esse resultado na func¢ao (1.60), temos

ur () = ag Z (@)n " (1.62)

nl(c),

ou ainda, para ag = 1,

1Fi(a;cx) = Z (@)n " (1.63)

“— nl(c),
chamada func¢ao hipergeométrica confluente. Essa funcao foi obtida pelo processo
de limite na fungao hipergeométrica e resultou em (1.58). Aqui foi obtida através
do processo limite na equacao hipergeométrica, depois de aplicar o método de
Frobenius.
Para s =1 — ¢, onde ¢ é nao inteiro, temos

(n+1+a—-c)
n+1)(n—c+2)

Apt+1 = ( ag.
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Introduzindo a mudanca de variavel ' =1+4+a —ce ¢ =2 — ¢, vem que

(n+d)
(n+1)(n+d),

ap+1 = ap-

Comparando com a equagao (1.61) temos

(I1+a—c)
(2—=0),

Ay = Qo

onde, a segunda solugao toma a forma, para ay = 1,

o0

(14+a—c),
ug(x) =1Fi(l+a—c¢2— Z 2= o), " (1.64)

que ¢ a segunda solucao linearmente independente da equagao hipergeométrica
confluente. A solugdo geral da equagao hipergeométrica confluente, somente no

caso em que 1 — ¢ é nao inteiro é dada por
u(r) = AyFy(a; ;) + Ba' ™ Fi(l+a—¢2 — ¢ x) (1.65)

onde A e B sao constantes arbitrarias.

1.6 Representacao integral da funcao confluente

A representacao integral para a fungao hipergeométrica confluente é dada por

o Fi(a,b;c;x) = I‘(b)+?c—b)/o 11— e L1 — ).

Introduzindo a mudanga de variavel, y = bx, temos que

B bieafh) = gy [ 0007 (1)

e tomando o limite para b — oo obtemos

F(C) ! emt a—1 _ p\e—a—1
F(a)-F(c—a)/o (1 =1) dt (1.66)

1Fi(aicx) =

onde Re(c) > Re(a) > 0.



CAPITULO 2

A Funcao de Mittag-Lefller

O conhecimento da funcao de Mittag-Lefller é de grande valia no estudo das
equagoes diferenciais fracionarias. A funcao de Mittag-Leffler pode ser interpre-
tada como uma generalizacao da fungao exponencial. Abordamos, neste capitulo,
a fungao de Mittag-Leffler de um e dois parametros complexos, bem como algumas
relagoes de recorréncia e propriedades. A relacao entre a funcao hipergeométrica
confluente e a funcao gama incompleta é apresentada, bem como expressa em
termos da funcao erro, num particular caso do parametro. Enfim, apresenta-
mos a transformada de Laplace (1749-Pierre Simon Laplace-1827) da fungao de

Mittag-Leffler, bem como uma possivel generalizacao destes resultados.

2.1 As fungoes E,(x) e E, 3(z)

Em 1903, o matematico sueco Gosta Mittag-Leffler![13] introduziu uma funcao
complexa dependendo de um parametro complexo «, com Re(a) > 0, na forma

de uma série
- 2 k

Eu(z) =1+ + +o
T T(al+1) T(e2+1) 77 T(ak+1)

que hoje é conhecida como fungao de Mittag-Leffler. Aqui, neste trabalho estamos

Yo (21

considerando apenas o caso real, isto é, x € R. Na forma de somatorio, podemos

Ver Apéndice B.

21
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escrever
o k
xr
E, = _ 2.2
=3 s 22

Essa funcao é uma generalizacao da fungao exponencial, isto é, com o = 1 a
fungao (2.2) reduz-se a fungao exponencial,

Ei(x) = Zm =e" = 1F(a;a;7)

[e.e]
k=0
sendo 1F(a;a;z) a fungdo hipergeométrica confluente, conforme introduzida no
Capitulo 1, onde a é um numero inteiro nao negativo.

Uma generalizagao da funcao de Mittag-Leffler foi proposta e estudada por

Wiman [17] em 1905,

Eop(z) = Z T(ak+8) (2.3)

k=0
com os dois parametros « e [ ambos complexos, com Re(a) > 0 e Re(3) > 0.

Essa fungao é conhecida como generalizacao da fungao de Mittag-Lefller ou funcao
de Wiman ou ainda funcao de Mittag-Lefller com dois parametros. No caso em
que 3 =1, temos

E,1(z) = Eu(2),

ou seja, recuperamos a funcao de Mittag-Leffler de um parametro.
Uma outra possivel generalizacao da funcao de Mittag-Leffler, pode ser dada

pela seguinte expressao [10]

e (cx)*
E.(a,c)=x kz_o Ta+kta) (2.4)

Essa funcao introduzida acima, é bastante importante pois é a integral fra-
cionaria da funcao exponencial?>. Como casos particulares da funcao de Mittag-
Leffler de dois parametros, podemos mencionar as fungoes seno e co-seno hi-

perbdlicas, ou seja,

Ey1(2*) = cosh(z)
Eao(z?) = lsenh(:z:).

T

2No Capitulo 3 sera introduzida a definicio de Riemann-Liouville para integrais fraciondrias.
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Agora, vamos encontrar uma relacdo de recorréncia envolvendo a funcao (2.3).

Derivando formalmente a func¢ao (2.3), em relagao a x, temos

d o0 k k—1
}:Fkx (2.5)
k=1 a+ )
Mudando o indice k£ — k + 1, vem que
d = (k+ 1)k
—F, = , 2.6
g Fasl®) T ((k+ Lo+ §) (2:6)
de onde, rearranjando, temos
d o0 k oo
—E, = 2.
dx sl %I‘ ka+ o+ () +§F ka—f—a—l—ﬂ) (2.7)
Derivando E, ,+s(x) e depois multiplicando por z, temos
d - kxk
—Fqa = . 2.
e a+o(®) Zf(ka+0z+ﬁ) (28)

i

0
Substiuindo a relagao (2.8) na equagao (2.7), temos a seguinte relacdo de re-

corréncia

d d
% %Ea7a+ﬁ(.fl‘). (29)

Uma relacao contigua envolvendo o parametro 3 é dada, na forma

0.8(®) = Eqatp(z) + 2

08y 5(2) = Bopa(x) + (1~ §) Bup(a), 2.10)

que ¢é facil de ser demonstrada como vemos a seguir.

Temos
d - kx*
—F, = _ 2.11
7 g Fas () ;%IKka%—ﬁ) (2.11)
Dividindo essa equacgao por «, e rearranjando, podemos escrever
d ak z*
—E, -
v g e () §:Pka+ﬂ
I'(ak + ()

k

B Au+6—1k 1 -0 — T
N ZF@k—i—ﬁ a kZ:OF(ak—Fﬂ)'
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Utilizando a identidade®
(x—1) 1

[(z) T(x—1)

envolvendo a funcao gama, e introduzindo-a nessa expressao, temos

d 1 & ak 1 -0 — a”
iy - =
o a:o(2) akz:%F(ak+ﬁ—1)+ « ;F@k%—ﬁ)

que ¢ exatamente a relagao (2.10).
Uma relagao bastante importante envolvendo a funcao de Mittag-Leffler é a

formula de duplicacao, que é dada pelo teorema a seguir:

Teorema 2.1.1. Sejam x € R e a um parametro real, temos

[NIES

2B (1) = |Eo(27?) + Eo(—27)] .

Demostragao: Desenvolvendo as duas fung¢oes no segundo membro, temos que

Eo(z2) =1+ ki SR —— ot + AN
o(12) = e
MNa+1) TR2a+1) TI'Ba+1) TI'(4da+1)

Eo(—2%) =1 2 N T x N z? N
o —r2) = — — B
MNa+1) TR2a+1) TI'Ba+1) TId4a+1)

(NI

Somando membro a membro esses dois desenvolvimentos em série, temos

2x N 222 N 22" N
F'2a+1) THla+1)  T(2k)a+1)

QEQOC(I) =2+

0 que mostra o teorema.
Uma importante aplicacao desse teorema ¢ tal que, para o = 1 e 22 — z,
temos

Ey(2?) = % [Ey(x) + Ei(—x)] = % [e" +e7*] = coshu.

3Ver Apéndice A.
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2.2 A funcao gama incompleta

A funcao gama incompleta pode ser definida pela integral

v(a,:v):/ et at (2.12)
0

com Re(a)) > 0. Graficamente pode ser representada conforme a Figura 2.1.

Figura 2.1: Funcao gama incompleta.

Utilizando a expressao em série para a funcao exponencial, temos

T 0 —1)" T
/ e it ldt = Z( ) / el
0 n! 0

e
- ;(n—i—a)n!
= (o, 1)

que pode ser escrito em termos da funcao hipergeométrica confluente, na forma

P I'(n+«a n
Ve o) =2 ZF(n—(i—a—i—i)n! (==)",

n=0

ou ainda
Ia

Yo, x) = —1 Fi(a, a0 + 1, —2x). (2.13)
a
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Uma outra fungdo gama incompleta (complementar) é definida por

Na,z) = / e "t 1dt
com Re(a) > 0, onde vale a seguinte relagao
Y(a, ) + [a, ) = T'(z).

Introduzindo uma conveniente funcao gama incompleta, definida por

1

— 1. —

7*(05) [)3) =

e utilizando a relacao?

MNa+1) =al(«)
podemos escrever a equagao (2.15) na forma

—Q

¥ (o) = %W,@.

Tomando o limite 2 — oo na equagao (2.12), temos

lim y(a, z) = T'(«)

r—00

isto é, recuperamos a classica fungao gama.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

A relac@o entre a funcao de Mittag-Lefler E; ,(z) e a fungdo gama incompleta

v(a, x) é tal que
Ei () = e y(a, z),

enquanto que em termos da fungao hipergeométrica, temos

Eyo(z) - ﬁlﬂu,a,x),

com Re(a) > 0.

4Ver Apéndice A.

(2.17)
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2.3 A funcao erro

A funcao erro é definida por

erf(z) = /0z e~ dt. (2.18)

Graficamente esta fungao é representada pela Figura 2.2.
Introduzindo a mudanca de varidvel t* = 0 na igualdade (2.18), obtemos

2

erf(z) = %/ e %07 24d0.
0

Escrevendo essa func¢ao em termos da fungao gama incompleta, temos

erf(z) = %’y Gﬁ) : (2.19)

-10 -5 5 10

Figura 2.2: Funcao erro.

Podemos escrever a fungao erro em termos de uma funcao hipergeométrica

confluente, ou seja, na forma

13
erf(z) = 22 Fy (5, Y —x2) :

Por outro lado a func¢ao erro complementar é definida por

erfc(a:):/ et dt. (2.20)
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Introduzindo a mudanca de varidvel t2 = 0, obtemos

1 o0
erfe(z) = 3 / e %0240,

2

que, em termos da fun¢ao gama incompleta (Complementar), é dada por

erfe(x) = %F (%:1,2) : (2.21)

Adicionando as equagoes (2.19) e (2.20) obtemos

e 1 1
erf(z) + erfe(x) = / e Udt = 5I‘ (5) — g
0

Redefinindo as funcgoes erro e erro complementar, temos

2 T
erf(x) = ﬁ/o e_t dt,

2 e
erfc(z) = — e "dt,
VT /ga

respectivamente, de onde segue-se
erf(x) + erfe(x) = 1.

A funcado erro se constitui num caso particular da funcao de Mittag-Leffler, a

saber

Ey \(ix) = ™ [+ erf(iz)] = e [erfe(—ix)). (2.22)

A verificagao dessa identidade pode ser encontada em [7].
Enfim, a funcao de Mittag-LefHer pode ser representada na forma integral em

termos da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros iguais na forma [7]

> B 1 x
) = 55y T )

Para um caso particular, onde @ = 3 = 1, temos:

1
/ dtt* N1 — 1) By o(at?). (2.23)
0

1
ELl(I) =14z / ELI(It) dt
0

como podemos verificar.
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2.4 A transformada de Laplace e a funcao de

Mittag-Leftler

Definigao 2.4.1. Seja f(t) uma fun¢ao definida no intervalo 0 <t < co. Defini-
mos a transformada de Laplace de f(t), denotada por L[f(t)] ou F(s), a partir
da integral impropria

Clf(t)] = / oyt (2.24)

onde s é a varidvel transformada e Re(s)> 0.

Uma fungao f : [0,00) — R é dita admissivel ou de ordem exponencial se for
continua por partes em todo t € [0,00) e se existirem duas constantes positivas

M e p no intervalo ¢ € [0,00) onde vale a desigualdade
|f(t)] < Me". (2.25)

Neste caso, dizemos que f(t) é de ordem exponencial f.

Seja f(t) uma fungao de ordem exponencial p no intervalo [0, 00). Entao, a
trasformada de Laplace® F(s), existe para todo Re(s) > 0 [4].

Uma propriedade importante da transformada de Laplace é a linearidade,
devido ao fato de serem definidas em termos de integrais que sao operadores
lineares. Seja h(t) = Af(t)+ Bg(t) uma fungao definida no intervalo [0, c0). Pela

definicao da transformada de Laplace, temos que

Clh)] = /0 e ()l

_ A / e (bt + B / St
= AL[f(t)] + BL[g(t)],

®As condigoes de existéncia de f(t) sdo suficientes, mas nao necessarias. Existem funcoes

que nao sao de ordem exponencial, no entanto, que possuem transformada de Laplace. Como

exemplo a funcao delta de Dirac. [2].
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com A e B constantes. Sendo \ qualquer, temos que

LIAR(t)] = /OOOAe—“h(t)dt

= A/Ooesth(t)dt
= AL[A(1)],

que mostra ser a transformada de Laplace linear.
Agora, introduzimos um conceito bastante importante, o produto de con-
volucao. A priori temos que saber que a transformada de Laplace do produto de

duas fungoes nao é o produto das respectivas transformadas.

Definicao 2.4.2. Sejam f(t) e g(t) duas fungoes definidas em [0, 00) e de ordens

exponenciais. O produto de convolugdo dessas duas fungoes, (f * g)(t) €

(f * g)(t /ft—T dT—/f g(t —7)d (2.26)

A transformada de Laplace do produto de convolucao é dada por

LU+ 9)(8)] = / “’tdt/f g(t — 7)d

Introduzindo a mudanga de variavel t — 7 = 7/, podemos escrever

Cl(f o)t /d/ ) f(r)g(+)dr.

Definindo-se g(t) = 0 para ¢t < 0; o limite superior em vez de ¢ pode ser tomado

para oo; logo
cir=ael = [ e o [ e i
= L[f@®)] - L[g(t)]

Entao, podemos escrever

LI(f+g)(@)] = LI - LIg@)]- (2.27)

Dai, concluimos que a transformada de Laplace do produto de convolugao ¢é o

produto das respectivas transformadas.
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Como um exemplo, aqui vamos obter a transformada de Laplace da funcao de

Mittag-Leffler. Primeiro vamos encontrar a transformada de Laplace da funcao

onde a é um parametro real.
A partir da expressao em série da funcao exponencial, temos

1
1F¥z

flw) = () =

k=0

g(x):/ e~ ED)t gy
0

que pelo processo de continuagao analitica® nos permite dizer que f(z) e g(x) sao
a mesma func¢ao analitica, dado que as duas representagoes coincidem na regiao
|z| < 1. A fungdo g constitui-se em uma continuagao analitica na forma integral,
vélida para todo semi-plano Re(z) < 1, da fungao f que é representada na forma

de série e s6 tem validade para |z| < 1. Esse processo, nos fornece que

o 1
/ e—(l:tm)tdt —
0 1tz

para |z| < 1. Derivando n vezes essa expressao, em relagdo a x, obtemos

S |
—tyn, +xt n

e 't dt = ———.

/0 (1F z)nt

Introduzindo o parametro b tal que £ = 1 — p + b, nessa expressao, podemos

escrever

[ _ n!

com Re(p) > |b].

Utilizando a equagao (2.24) temos que

E [tneibt} — / efpttneibtdt
0
n!

(p F b)+t
(2.29)

6Para um melhor esclarecimento sobre o processo de continuacio analitica ver [4].
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Vamos calcular a transformada de Laplace da fungao t°~'E, 5(bt®). Utili-
zando a equagao (2.24), temos que
LAt E, 5(£bt™)} = / P E, 5(£bt™)dt

0
00

ib ngan
— pttﬂ 1
[ et

- (:l:b) OO pt yna+pG—1
X M),

n=0

Introduzindo uma mudanca de varidvel” da forma pt = u, temos que

ooe—uuna+6—1dt B F(nO&—l—ﬁ)
0 pnaJrﬁ - pna+ﬁ )
entao,
-1 o = (:l:b)n
L{P T E, 5(£bt%)} = Z% g
o b n
g
n=0 p
= pa_ﬂ
p*Fh
Assim, temos
LAt By g(£bt™)} = 7 (2.30)
o p*Fb
Aplicando n vezes a derivada nos dois lados da equagao (2.30) em relagao a
b, vem que
00 1h—05
e PtentA-1p) ey o TP 2.31
/ s 231)
com Re(p) > |b|é onde usamos a notagao
)y _ "
EC) ) = - Eul).
Em resumo, obtemos o par de transformadas de Laplace
nlpe=~
s [t“”*ﬁ TEM (b)) = —L 2.32
B = 25

“Foi introduzida devido a definicio da funciio gama e ainda a troca da integral com o

somatdério é garantido somente se a série converge uniformemente.
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P B akt0-1 ) (4 gy 9.33
CEDE (E00). (2.33)

2.5 Generalizacoes da funcao de Mittag-Leftler

Em 1971, Prabhakar [16] introduziu uma fungao EJ ;(x) na forma

— (o) "
S oo

com «, e ¢ complexos e Re(a) > 0, Re(8) > 0 e Re(p) > 0. Aqui (¢)n
¢ o simbolo de Pochhammer definido no capitulo anterior. Essa funcao é uma
generalizagao das fungoes exponencial, funcao de Mittag-Lefller, definida na Se¢ao
2.1 e a funcao de Wiman, definida na Secao 2.3.

Em continuagao as generalizacoes da funcao de Mittag-Leffler, foi investigada

a fungao E77%(z) dada na forma

o0 ok
2% Crei (2.35)

com «a, e ¢ complexos e Re(a) > 0, Re(3) > 0, Re(p) > 0e ¢ € (0,1) UN.

Aqui, (¢)q ¢ uma generalizacao do simbolo de Pochhammer, escrito na forma

I'(¢ 4+ qn)

(©)gn = (o) (2.36)

A equagao (2.35) é uma generalizagao de todas funcoes de Mittag-Lefller estuda-

das até aqui, neste trabalho.



CApPiTULO 3

Calculo Fracionario

O célculo de ordem nao inteira, que nesse trabalho chamamos calculo fracionario,
oferece uma descrigao mais sofisticada aos modelos de certos fenomenos da na-
tureza do que o calculo usual. Num primeiro momento, fazemos uma simples
abordagem historica sobre o desenvolvimento do calculo fracionario. Por con-
seguinte, as fungoes aqui discutidas sao de classes de Riemann ou de classe de
Liouville (1809-Joseph Liouville-1882), como vamos ver a seguir.

Logo apés introduzimos o conceito de integral fracionaria de Riemann-Liouville.
A transformada de Laplace para a integral de Riemann-Liouville de algumas
funcoes é apresentada, bem como a lei dos expoentes.

Enfim, os conceitos de derivada fracionaria de Riemann-Liouville e derivada
fracionaria no sentido de Caputo sao apresentados caracterizando a particularida-
de de cada um deles. A transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo

Caputo é a mais usada neste trabalho.

3.1 Abordagens historicas

Historicamente, Newton (1643-Sir Isaac Newton-1727) e Leibniz (1646-Gottfried
Wilhelm von Leibniz-1716) independentemente, desenvolveram as nogoes de célcu-

lo diferencial e integral, no século XVII. Sabemos que o calculo é uma das ferra-

34
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mentas essenciais para a ciéncia. A notacao moderna que atualmente usamos foi
n

introduzida por Leibniz na forma ﬁ = D"y que representa a n-ésima derivada
da funcao y em relacao a z, sendo n um inteiro nao negativo.

Em 1695, em cartas' trocadas entre Leibniz e L’Hopital (1661-Guillaume
Frangois Antoine Marquis de L’Hopital-1704) surgiu a seguinte questao: Existe
possibilidade de estender o significado de uma derivada de ordem inteira para
uma derivada de ordem nao inteira?

Desde entao, tem-se talvez o primeiro registro sobre o calculo de ordem nao
inteira que, aqui nesse trabalho, chamamos de cédlculo fracionario. Dessa época
para os dias atuais o calculo fracionario tem sido tema de constantes estudos e
controvérsias.

Em 1819, Lacroix (1765-Silvestre Francois Lacroix-1843) foi o primeiro a men-
cionar em duas paginas sobre derivada de ordem nao inteira em um longo livro?
de 700 paginas. Lacroix desenvolveu uma férmula para a derivada m-ésima de

y = x™ por inducao, onde n é um inteiro positivo

D"z :ml’ (31)

onde m < n e m é um inteiro. Introduzindo a funcao gama, ele obteve a forma

F(ﬁ + 1) xﬁfa

a.fB
D =55 —ar 1)

(3.2)

onde « e 3 sao numeros arbitrarios, em principio.
Fourier (1768-Jean Baptiste Joseph Fourier-1830)® em 1822 derivou uma re-

presentacao integral, hoje conhecida como integral de Fourier, para f(x),

1 +oo +oo
f@) =5 | o [ coslpte— ) dy (33
obtendo formalmente a versao, para v arbitrario
d“f(x) 1 [T tee 1z
o= f(a)da /_Oo p” cos [p(x —a)+ - dp. (3.4)

130 de setembro, Alemanha.
2Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral, 2nd ed , Vol. 3, pp. 409-410, Paris.
3Théorie Analytique de la Chaleur, Oeuvres de Fourier, Vol. 1, pp. 508. Didot, Paris.
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Em 1823, Abel (1802-Niels Henrik Abel-1829) encontrou uma aplica¢ao para
o calculo fracionario, pois grandes matematicos nao tinham ainda uma aplicacao
bem definida. Abel resolveu o problema da tautécrona? onde emerge natural-
mente uma integral fracionaria [12].

Liouville, em 1832, efetuou um estudo mais apurado sobre o célculo fra-
ciondrio. Nesse trabalho® mostrou que alguns problemas de mecanica e geometria
sao resolvidos usando operadores fracionarios.

Liouville aplicou as defini¢oes ja estudadas e iniciou com a seguinte relagao
Dmeax — ameax
de onde obteve uma extensao natural para a derivada de ordem arbitraria
DVe = a”e. (3.5)

Ele considera que a derivada de ordem arbitraria de uma funcao pode ser esten-

dida na forma de uma série
flz) = i Cpe™* (3.6)
n=0
com Re(a,) > 0, e onde sua derivada de ordem v, dada pela equagao (3.5) é
D' f(z) = i Chaye™?. (3.7)
n=0

Essa formula é conhecida como a primeira férmula de Liouville para a derivada
fracionaria. A desvantagem dessa formula é que é aplicada apenas para funcoes

do tipo (3.6).

4A integral que emerge desse problema é da forma

/w(x — )73 f(t)dt.
0

5Mémoire sur quelques Quéstions de Géometria et de Mécanique, et sur un nouveau genre

de Calcul pour résoudre ces Quéstions, J. Escole Polytrch. 13, Section 21, pp. 1-69.
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A segunda definicao de Liouville é a integral indefinida relacionada com a

funcao gama. Consideremos na integral
o
1 :/ wle™™du, a>0, x>0,
0

a mudanca de varidavel zu = t e substituindo esse resultado na igualdade acima,

o
I = x_a/ e tdt
0

temos

I = x7°T(a)
1
o _ 7
YT I
(3.8)
Aplicando operador D¥ em ambos os lados da igualdade (3.8), temos
DYy — (_1)11/ ua+u—le—$udu
0
JTla+v)
— _1 v a—v
(3.9)

que ¢ a segunda definicao de Liouville. Essa definicao é restrita a uma classe de

funcoes da forma x=¢

, a > 0, chamadas de classe de Liouville.

Riemann também contribuiu com o desenvolvimento do calculo fracionério.
Em uma publicacao péstuma’ de 1892 ele sugeriu uma generalizacio para a série
de Taylor e uma expressao para a integral fraciondria. Riemann estudou esses

assuntos em sua graduacao e somente depois de falecido apareceu para o meio

académico uma definicao de derivada fracionaria,

D f(z) = ﬁ / @ — L (dE+ W (a) (3.10)

onde U(z) é uma fungao complementar.

6Versuch einer Auffassung der Integration und Differentiation, Gesammelte Werke (Tentativa
de um entendimento de integragao e diferenciagao. (1876) publicada postumamente, 1892 ed.,

pp- 353-366, Teubner, Leipzig.
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Laurent (1813-Pierre Alphonse Laurent-1854) em 1878 apresentou um traba-
Tho” que escreveu sobre a generalizacao da regra de Leibniz. Esse trabalho foi
importante para o desenvolvimento do calculo fracionédrio. Ele usou a integral de
Cauchy para formular a defini¢dao e chegar a

D f(a) = ﬁ/ (x — 171 F(t)dt (3.11)
com Re(r) > 0. Essa é a defini¢ao de Riemann-Liouville.

Outros matematicos contribuiram para o avango do calculo fracionério tais
como: M. Caputo, H. Weyl, M. Riesz, K. Grunwald, H. Kober, entre outros. Mas,

uma pergunta fica sem respostas definidas. Qual a interpretagao geométrica ou

fisica para a integral e derivada fraciondrias [8].

3.2 Classes de funcoes

Laurent se baseou nos seus trabalhos e na definicao de integral de Cauchy

Dri(z) = /C&dg (3.12)

~ omi (€ — z)n 1

e conduziu a definicao para integral de ordem v arbitraria

D f(z) = ﬁ / “(o— ()t (3.13)

com Re(v) > 0.

Devemos observar que sair da equacao (3.12) e chegar a equacao (3.13) nao
consiste em apenas mudar n natural por um v nao natural, o integrando da
equagao (3.12) deixa de possuir um pélo e passa a possuir um ponto de ramifica¢ao
em z = &, assim temos que mudar o contorno C' para algum contorno modificado
do tipo de Bromwich (1875-Thomas John 1’Anson Bromwich-1929) modificado
6].

A versao mais usada da equacao acima é aquela em que ¢ = 0

D f(z) = ﬁ /0 @ — L, (3.14)

"Sur le calcul des derivées & indices quelconques, Now. Ann. Math, [3],3, 240-252, (1878).



3.3 A integral fracionaria 39

com Re(v) > 0, que é conhecida como integral fraciondria de Riemann-Liouville.

Agora vamos discutir condigoes para as quais a integral da equagao (3.13)
seja convergente. Para valores de ¢ = 0, temos as funcgoes de classe de Riemann
e ¢ = —oo, funcoes de classe de Liouville.

Uma condicao suficiente para que uma funcao f seja de classe de Riemann é
que

f (%) = 0(z'7), e > 0. (3.15)

Exemplos de fungoes dessa classe sao x* com a > —1.

Por outro lado, para que uma funcao seja de classe de Liouville e garanta uma

suficiéncia na convergéncia da integral

D7V f(z) = ! /w (x — )" f(t)dt (3.16)
com Re(v) > 0 é que satisfaga
f(=2) =0(="") e >0, z — 0. (3.17)

Como por exemplo, funcoes do tipo =% com a > v > 0.

3.3 A integral fracionaria

O primeiro argumento dado que conduz a defini¢ao de integral fracionaria inicia-se

com uma consideracao da n-ésima integral

D" () :/dexl / de...[nl F(t)dt (3.18)

A notacao D" é a integral fracionaria de Riemann-Liouville de ordem n. A
funcao f na equagdo (3.18) é continua no intervalo [a,b], com a < ¢ < z < b,

onde podemos escrever na seguinte forma

/ " Kol ) (1)t (3.19)

onde K, (z,t) é o nicleo que depende de n, x e t sendo n inteiro nao negativo.

Entao, definimos
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— /x Ko (z, ) f(t)dt. (3.20)

Para provar essa conjectura vamos admitir que a funcao K,(z,t) é continua no
conjunto compacto [a, b] X [¢,b], bem como usar o teorema da inversao de ordem
nas integrais repetidas [11].

Consideremos K, (x1,t) = f(t) de modo que

/dxl/f _/dt/f (t)dy

= / (z —t)f(t)dt.

c

O mesmo procedimento, para n = 3 podemos escrever

D f(z) = /dexl/jl de/cmdtf(t)
_ / "oy [ / R f(t)dt]
= [ st [ @ = oya,
- /jf(t)@dt

Da mesma forma para n vezes temos a seguinte relacao
K (x — )"
t = B ————
n(@?) (n—1)!

(x—t)""
[(n)

Entao podemos escrever .D_ " com v no lugar de n, a expressao

DL¥ f(x) = % / S — 0 (), (3.21)

com Re(v) > 0, isto é, a definicao de integral fracionéria de f de ordem v. Nesse

trabalho, vamos usar a notagao J¥ f(x) introduzida por Gorenflo e Mainardi [9],
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para representar a integral fracionaria na equagao (3.21), isto é,
DY f(x) = J" f(=), (3.22)
sendo v arbitrario.
Seja a um numero estritamente positivo a fungao f continua por partes em
[a,b]. Entao, se v > 1

/0 “(o— ()t (3.23)

existe uma integral de Riemann para todo t € [0, a].

Defini¢ao 3.3.1. Seja f uma func¢ao continua por partes em I= (0,00) e in-
tegravel em qualquer subintervalo semifinito I= [0, 00), onde x > 0 entdo

T f(x) = % / o — 0 (1) de

isto €, a integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem v, com Re(v) > 0.
Da defini¢ao acima, a hipdtese de que f é continua por partes em (0,00) é
tomada com o intuito de que essas funcoes tenham comportamento similar a Int
ou t¥ (para —1 < v < 0) para que em uma vizinhanga da origem também tenham
sua integral fracionaria definida. Definimos F a classe de funcoes que satisfaz a
Definigao 3.3.1.
Por exemplo, se f(z) = 2 com p > —1, entao pela Defini¢ao 3.3.1, e sabendo

que essa funcao é da classe E, vem que

1 X
J't = / (z —t)" toidt. (3.24)
I'(v) Jo
Introduzindo a mudanca de varidvel ux = t, podemos escrever a equagao (3.24),
na forma
y VT 1( —
J'zt = / 1 —w)" udu
I'(v) Jo
xu-‘r#B
= 1
I'(p+1)

= ————a" x>0, v>0
Fp+v+1)
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onde B(pu + 1,v) é a fungdo beta, definida em (1.54). Dai temos a integral
fracionaria de Riemann-Liouville, para as fun¢oes da classe de Riemann, logo

I(p+1)

Joah = BT
v IF'(p+v+1)

VTt x>0, v >0, (3.25)

onde v é arbitraria.
Como caso particular, fazendo p = 0 na equagao (3.25), temos a derivada

fracionaria de uma constante

1'0

v 0 __ v
J'r" = —F(y—i—l)x

¢
= ml‘ , v >0, (326)

onde C' = a°.

Agora vamos encontrar a integral fracionédria de algumas fungoes elementares
tais como e*, sen(ax) e cos(ax), onde a é uma constante e as fungoes sao de
classe F, ou seja, podem ser resolvidas pela Definicao 3.3.1.

Seja f(t) = e**, entao aplicando a Defini¢ao 3.3.1, temos

Jllelllf —

X0 /o (x — 1) e™dt, v>0. (3.27)

Introduzindo a mudanca de variavel u = x — t, entao

1 x
JVe™ = / u’ et @ gy, 3.28
) J, (3:28)

eaz ‘ v—1_—au
= — u’ e ™du
I'(v) /0

= 2"e"~*(v,ax)

onde v*(v, ax) é a fungdo gama incompleta definida pela equacao (2.12). A relacao
entre a funcao gama incompleta e a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros,

definida no Capitulo 2, em especial (2.12), é
Ei(v,a) = "¢y (v, ax), (3.29)

de onde segue-se,

J'e" = E,(v,a). (3.30)
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A partir da Definicao 3.3.1 da integral fraciondria para as fungoes seno e

co-seno definimos; respectivamente, as fungoes S, (v,a) e C,(v, a), onde

S:(v,a) = F(ly) /Off (z —t)" 'sen(at)dt v>0 (3.31)
Cr(v,a) = I‘(ly) /o (z —t)"" " cos(at)dt v > 0. (3.32)

Entao, sejam as fungoes f(z) = sen(ax) e g(z) = cos(ax), vem que

Jsen(ax) = S;(v,a), (3.33)
JYcos(ax) = Cy(v,a). (3.34)
Em resumo, temos que:
J'e™ = E.(v,a), (3.35)
Jsen(ax) = S,(v,a), (3.36)
J" cos(ax) = C,(v,a). (3.37)

Como notamos, calcular uma integral fracionaria é um pouco trabalhoso e
as vezes complicado em particular devido o nicleo (z — ¢)”~!. No entanto, esse
nicleo nos permite desenvolver relacoes que nos levam ao calculo imediato de

uma grande classe de funcoes. Isto é dado pelo teorema que se segue:

Teorema 3.3.1. Seja f uma fungdo complexa e J¥ f(x) a integral fraciondria de

ordem v da fungao f com Re(v) > 0 e sabendo que satisfaz a Definigao 3.3.1, entao

J'[wf(x)] = aJ" f(x) — v f(2). (3.38)

Demonstracgao: Pela Definicao 3.3.1, temos que

7f@) = 55 [ o= e

Introduzindo [tf(t)] = [x — (z — t)] f(¢) na igualdade acima, podemos escrever

FH@) = o | @0 e = = o

I V1 L[ v
= F(u)/o (z —t) xf(t)dt+r(y)/0 (x — )"z f(t)dt
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e, sabendo que

I v
I'(v) T(v+1)
entao,
J'[xf(x)] = ﬁ /Ox(x — ) Lo f(t)dt + ﬁ /Om(x —t) xf(t)dt

= 2J"f(z) —vJ" f(2).

o que demonstra o teorema.

De imediato calculamos as seguintes integrais:

J'[xe™] = zE.(v,a) —vE.(v+1,a), (3.39)
J"[xzsen(ax)] = 2C.(v,a) —vC.(v+1,a), (3.40)
J'[xcos(ax)] = xS.(v,a) —vS.(v+1,a). (3.41)

Uma generalizagao para o Teorema 3.3.1 pode ser encontrada em [12].

Teorema 3.3.2. Se F(s) = L[f(t)], entio L7[F(s)] = f(t) € dado por

! / " 0
— ' Ft)dt se t>
f(t) = 2mi y+ oo

0, se t<0
onde a integragao € efetuada ao longo de uma reta s = vy no plano complexo, com
s =x+1y. O numero complexo vy escolhido de modo que s = vy estd direita de
todas singularidades, isto €, Re(s) > «. Para o caso em que nenhuma sigularidade

¢ ponto de ramificagdo podemos utilizar o contorno de Bromwich [6].

A Definigao 3.3.1 de integral fracionédria pode ser interpretada como sendo a
transformada de Laplace do produto de convolugao definido pela equagao (2.28).
Para o céalculo de transformadas de Laplace das integrais fracionéarias temos que
ter um conhecimento das transfomadas das funcgoes elementares e do produto de

convolugao [2]. Comecemos com o teorema:

Teorema 3.3.3. Seja f uma fung¢ao complexa continua por partes e de ordem

exponencial, J¥ a integral fraciondria de ordem v, onde Re(v) > 0 e F(s) =
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L[f(t)] representa a transformada de Laplace de func¢ao f(t), entdao vale que
L[ f(x)] = sTVF(s). (3.42)

Demonstragao: Aplicando a transformada de Laplace na Defini¢ao(3.3.1), te-

mos

LU @) = L {% [ t)“xf(t)dt}
1 v—1
= mﬁ{t FCL{f(t)}

= s L{f(0)}

como queriamos demonstrar.
Aplicando o resultado acima, vamos calcular as transformadas de Laplace da
v—1_ax

integral fraciondria das fungoes z¥, com v > —1, e ¥~ 'e® com v > 0, cos(ar)

e sen(ax) pertencentes a classe E e que sao de ordem exponencial. Entao, temos

L{Jt) = % (3.43)
L{Te) = Tl—a) (3.44)
LIy o) = % (3.45)
L{J" cos(az)} = m (3.46)
£{J"sin(az)} = ﬁ (3.47)

onde v, u > 0.

Podemos escrever de uma forma mais elegante as transformadas,

LA{E,(v,a)} = G a) (3.48)
L{C(va)} — m (3.49)
C{S(va)} = — (3.50)

s¥(s2 +a?)’
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Agora, vamos enunciar um teorema relativo a chamada lei dos expoentes, para
integrais e derivadas fraciondrias. Vamos utilizar a transformada de Laplace do
produto de convolugao, bem como a relagao (1.55) entre a funcao gama e beta®.
Mais ainda, devemos saber que a lei dos expoentes nao se aplica, em geral, para

as derivadas fracionérias.

Teorema 3.3.4. Seja JY o operador integral fraciondrio. Temos, de acordo com

a propriedade de semigrupo [9]
JeJgh = joth (3.51)
onde a, 3 > 0 e de imediato a propriedade comutativa, J*J° = JPJ ¢ satisfeita.

Demonstragao: Vamos introduzir a funcao auxiliar ®,(z)

l’a_l
—, se >0

Po(z) =<{ TI'(a)
0, se z<0.

Sabemos que a integral fraciondria pode ser interpretada como o produto de

convolugao de duas funcoes, isto é
JUf(x) = Do (t) x f(z), a > 0. (3.52)
Temos que mostrar a seguinte relacao
Qoip5(z) = Ppo(z) * Pp(x). (3.53)
Pela definigao (2.28) do produto de convolugao, podemos escrever
D, (z) * P(r) = ——— /:D 71— 7/2)dr.
I(a)D(8) Jo

Introduzindo a mudanca de varidvel u = 7/z, e pela definigao (1.54) da funcao

8Ver Apéndice A.
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beta e a relagao (1.55) podemos escrever

a1

Bufa) + Byla) = FrrerE— /0 (uz)* (1 — )P ()

xoﬁ-ﬂ—l

= lua_l — ) du
= B ), W

l.a—l—ﬂ—l

C(a+f)
= q)a—i-ﬂ('r)'

Agora vamos concluir a demonstragao tendo em mente as equagoes (3.52) e (3.53),
da seguinte maneira
T f(x) = Pa(w) I f(x)
= P,(x) x Ds(z)f(2)
= Jf(x)

onde av + (3 > 0.

3.4 A derivada fracionaria

Seja D = 7 © operador diferencial e m um nimero natural. A derivada de ordem
x

m de uma fungao f é denotada por D™ f(z) e é bem conhecida. Vamos apresen-

tar as definicoes de derivada de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville e

Caputo.

3.4.1 A formulacao de Riemann-Liouville

A derivada de ordem fracionéria de Riemann-Liouville, esta relacionada a operacao

inversa da integracao e na lei dos expoentes.

Definigao 3.4.1. Seja f uma funcao de classe E. Sejam 3 > 0, m o menor
inteiro maior que B e (v) = m — > 0. Entao, a derivada fraciondria de f de

ordem (3 de Riemann-Liouville é definida como

DPf(x) = D™ [J" f(x)], x>0
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onde JV f(x) € a integral fraciondria de Riemann-Liouville e D° f(z) € a derivada

fraciondria de Riemann-Liouville.

Seja f(z) = a*, p > —1. Vamos calcular a derivada de ordem [, segundo a

defini¢ao de Riemann-Liouville. Usando a equagao (3.25), temos

DPf(z) = D™[J"z"]
m | Tle+1) Vi
F'v+p+1)
I'v+1)
F'v4+p—m+1)

v+pu—m

Y

com v =m — >0, logo

['(pn+1) -
DPf(z) = ——t )i b, 3.54
S TR 320
Como caso particular seja f(x) = 2°. Vamos calcular pela definicio de

Riemann-Liouville, a derivada fraciondria D?f(x), logo

o 51 _ L(0) 3
D7z’ = mm

= 20z°.

O que notamos é que a igualdade acima estende a derivada de ordem inteira
para a de ordem fraciondaria, para uma certa classe de fungoes. Como sabemos a
derivada segunda da funcao f = 2° é 2023,
endo f(x) = e, com a um numero qualquer, entao a derivada fracionaria
Send ar. 1 , ent d da f;

no sentido de Riemann-Liouville de f de ordem [ é

Dﬂeax — Dm[JVeaCC]
= D"E.(v,a)
= E,(v—m,a)=E,(-p0,a) (3.55)

desde que v =m — (3 > 0.
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De maneira andloga calculamos a derivada fracionaria das fungoes seno e co-

seno de ordem [, entao
DPcos(ax) = Cy(—p,a), (3.56)
DPsen(axz) = S.(—pu,a). (3.57)

3.4.2 A derivada segundo Caputo

A derivada fracionaria segundo Caputo é bastante similar a definicao de Riemann-

Liouville, porém a ordem das operacoes ¢ invertida.

Definigao 3.4.2. Sejam Re(3) > 0, m o menor inteiro maior que Re(f) e v =
m — [ com 0 <Re(r) < 1. A derivada fracionéria de ordem /3 de f, segundo
Caputo, é D? f(x) = JV [D™f(x)] dada por

1 v ()
d - .
DA f(x) = Hm—BLA @—Twyj”T motspgsm (3.58)
dtimf(T) B =m.

A definicao de derivada segundo Caputo é mais restritiva que a de Riemann-

Liouville. Vamos calcular primeiramente a derivada de ordem [, no sentido de

Riemann-Liouville, da fungao f(x) = z* com p > —1,

r 1
prgp = LEFD e (3.59)
F'(p—n+1)
e através da equacao (3.25),
D(p— 1
grapn = LT (3.60)
F'p—n+v+1)
Agora, pela definicao segundo Caputo temos
Dlz" = J'[D"z"]
— F(:u + 1) I,u—n—l-l/
F'p—n+v+1)
e uma vez que ¥ = n — 3, podemos escrever
I 1
DPpt = (nt 1) e (3.61)

O T(p—-p+1)"

que é o mesmo resultado obtido pela definicao de Riemann-Liouville.
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3.4.3 A transformada de Laplace

Vamos considerar a metodologia da transformada de Laplace nas duas definigoes,
Riemann-Liouville e Caputo, de derivada fracionaria.
A transformada de Laplace para a derivada de Riemann-Liouville requer o

conhecimento de condicoes iniciais dadas em termos da integral J™=#) e suas

derivadas de ordem k =1,2,...,m — 1, entao
m—1
L{D f(x)} = s"F(s) = Y _ D" Pf(0F)sm 1 F (3.62)
k=0

pelo teorema da fungao inversa, temos que

L~ { sPF(s mZID’“Jm BFOT)sm™ 1= k} = DPf(x) (3.63)

k=0
onde F(s) =L{f(x)fem—-1< 8 <m.

A metodologia da transformada de Laplace segundo Caputo parace ser mais
apropriada na resolucao de equacoes diferenciais fracionérias, pois requer o conhe-
cimento de condigoes iniciais da funcao e suas derivadas de ordem inteira, que

tém interpretacoes fisicas. Notemos que,

m—1
JPD2f(x) = JPI" B f(x) = JPD™ () = f(x) — f<k>.<o+>“”f€—lf (3.64)
k=0 ’
De acordo com a equagao (3.42), temos que
sPR(s)} = Jf(x), B>0 (3.65)

onde F(s) = L{f(t)}. Vamos aplicar a transformada de Laplace na equagao

(3.64) e usando a equagao (3.65), podemos escrever, para o primeiro termo
L{J°D}} =sPL{Dl}. (3.66)

Aplicando a transformada de Laplace no tltimo termo da equagao (3.64),vem que

3

L{I°D?} = F(s) =Y f®(0)s* . (3.67)

B
Il



3.4 A derivada fracionaria 51

Com esses resultados, podemos obter a expressao para a trasformada de La-

place segundo Caputo, entao

m—1
L{DF} =s"F(s) =Y f®(0)s7 1, (3.68)
k=0
e a sua inversa, fica
m—1
£} {sﬁF(s) - f(k)(O)sﬁkl} =L{D?}. (3.69)
k=0

A defini¢ao de derivada fracionaria no sentido de Riemann-Liouville embora
seja a definicao mais usada e conhecida, no entanto possui dois inconvenientes.
O primeiro é que a derivada de uma constante é nao nula, como é facil mos-
trar, e dessa forma nao pode ser interpretada como uma taxa de variacao. A
segunda é que a transformada de Laplace desta depende de condicoes fisicas cuja
interpretagao deve ser dada conforme o particular problema [12].

Para evitar estes problemas é que Caputo desenvolveu outra definicao de deri-
vada fracionaria baseada na integral de Riemann-Liouville. A derivada fracionaria
de uma constante segundo Caputo é nula e a transformada de Laplace depende
de condicoes que sao fisicamente interpretdaveis. Neste contexto, a definicao de
Caputo, apesar de mais restritiva, nos parece mais apropriada para o estudo de

equacoes diferenciais fracionarias.



CaApPiTULO 4

Equacao Diferencial de Ordem

Arbitraria

O conhecimento da funcao de Mittag-Leffler, abordado no Capitulo 2, é funda-
mental para a solucao das equacgoes diferenciais fracionarias, pois das solucgoes
dessas equacoes emergem as funcoes de Mittag-Leffler. Para a resolucao das
equacoes diferenciais fracionarias a metodologia da transformada de Laplace se-
gundo Caputo é fundamental. Um aplicacao bastante importante sao as chama-
das oscilagoes fracionarias. Aqui, estudamos como aplicagao, apenas a equagao
diferencial fraciondaria associada ao problema do oscilador harmonico simples, de
ordem « obtida para valores de 1 < v < 2 e encontramos a func¢ao deslocamento,

a velocidade, a quantidade de movimento e a energia total.

4.1 Introducao

H&a décadas o calculo de ordem nao inteira tem atraido pesquisadores de véarias
areas do conhecimento em destaque para a Matematica, Fisica, Engenharias,
Quimica e Financas.

Essas areas tém em comum algo de grande importancia: As equacoes diferen-

cias fracionarias, EDF. Em todas as areas citadas acima podemos, através de leis

52
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e observacoes dos fenomenos, modelar e tentar explicar seus processos atraves de
equacoes diferenciais.

Na solucao das EDF utilizamos a metodologia da transformada de Laplace
onde, como solucao, emerge naturalmente uma funcao de Mittag-Leftler.

A priori vamos considerar a equagao diferencial ordinaria
D?y(t) + aDy(t) + by(t) = 0 (4.1)

onde a e b sao constantes. Entao, sendo « e [ raizes da equagao indicial e

diferentes de zero, temos
Pt)y=t"+at+b=0 (4.2)

onde sabemos que e e e’ sao solucdes linearmente independentes da equacao
(4.1), e se tivermos o = 3, entdo e e te! sao solugoes linearmente independentes
da equagao (4.1).

Como uma primeira tentativa de definir as equacgoes diferenciais fracionarias,

vamos considerar que r,,, "m_1,* - - , 7o S€ja uma seqiiéncia decrescente de niimeros
nao-negativos. Logo se by, bo, - - - |, b, sdo constantes, entao
[DT‘m + lerm—1 4+ 4 mero] y(t) =0. (4.3)

Vamos impor a condicao adicional que r; seja um nimero racional. Entao se ¢
é o menor multiplo comum com denominador diferente de zero, podemos escrever

a equacao (4.3) como
[D™ +a; D"V oo +a, D] y(t) =0, t >0, (4.4)

onde

V= —.
q

Vamos denominar a equacao (4.4) de equacao diferencial fracionaria homoge-

nea com coeficientes constantes de ordem (n, q). Por conveniéncia introduzimos:

Pt)=t"+at" '+ +a,=0
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que é a equagao indicial associada a equagao (4.4). Agora, vamos denominar
P(D*) = D™ + a; D"V ... 4 q,D° (4.5)

de operador diferencial fraciondrio, de onde podemos escrever a equagao (4.4) na

forma

P(D")y(t) = 0. (4.6)

No caso particular em que ¢ = 1, temos v = 1, logo a equacao (4.4) é uma
equacao diferencial ordinaria.

A teoria das EDF deve estar em correspondéncia com a teoria das equacoes
diferenciais ordindarias, pois em ambas teorias podemos usar, por exemplo, a me-
todologia da transformada de Laplace para obter as suas solugoes.

Devemos aqui destacar a funcao de Mittag-Leffler introduzida pela equacao

(2.4), onde aqui vamos escrevé-la na forma

) =t" > 0. 4.
(v,a) tzr —i—k—i—z/ , Re(v) >0 (4.7)

Algumas relacoes importantes, que sao de simples verificacao, sao

Ei(0,a) = e™, (4.8)
Ei(v,a) = aE(v+1,a)+ F(V—jrl)’ (4.9)
D[t'Ey(v,a)] = t'"E(v—1,a)+ put" 'E(v,a). (4.10)
Como um exemplo especifico temos que a EDF dada por
Dy —ay = - v >0, (4.11)

I(v)’
tem como solucdo a equacao (4.7).
Uma relacao entre as funcoes de Mittag-Leffler, conforme introduzida no

Capitulo 2 e esta aqui, e que merece ser destacada é dada por
o (at®) ZakEt (ka,a?). (4.12)

Uma simples demonstrac¢ao pode ser encontrada em [7].
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4.2 Equacao diferencial fracionaria homogénea

Desde que conhecamos a transformada de Laplace para as derivadas fracionarias,
podemos obter a solucao das EDF aplicando-a para encontrar a funcao desco-
nhecida, e entdao o teorema de inversao da transformada de Laplace, recupera a
solugao procurada.

A seguir vamos resolver algumas EDF, onde ficara esclarecida essa metodolo-

gia de resolucao.
Exemplo 4.2.1. Seja a EDF dada por

(D> +aD°]f(t) =0 (4.13)
parat >0 e D 2f(0) = C ea é uma constante.

Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace na equacao, temos que

c{Dirn)} +aL{s)} = o
S%F(s)—C’—i—aF(s) =0

F<S) = I

onde F(s) = L[f(t)]. A fim de recuperar a solucdo devemos calcular a inversa

=)

que, em termos da fungado de Mittag-Leffler, dada pela equacao (2.33), fornece a

solugao

F(t) = Ct 2EL 1 (—aV/?). (4.14)

[N

1
2

Exemplo 4.2.2. Seja a EDF dada por
[D + aD? + bD°ly(t) = 0 (4.15)

com a e b constantes.
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Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace nessa equacao, temos:

L{Dyt)} +al {D%y(t)} +bL{D%(1)} =0. (4.16)

Sabendo que
L{Dy(t)} = sY(s)—y(0), (4.17)
c {D%y(t)} = s3Y(s) — D y(0) (4.18)

e substituindo esses resultados na equagao (4.16), podemos escrevé-la como

Y(s) = v + az?—%y(())7 (4.19)
s+asz +b

ou ainda na forma, que relaciona-se com o polinémio indicial da equagao (4.15),
dado por
Pt)=t*+at+b=(t—a)(t— ), (4.20)

onde « e [ sdo raizes da equacao P(t) = 0, com « # (5. Entao, a equagao (4.19)

pode ser escrita como

Y(s)= Péé)’ (4.21)

onde A = y(0) + aD~2y(0) e Y(s) = L[y(t)].

Reescrevendo a equagao (4.20), para que possamos de maneira bem simples

aplicar a transformada de Laplace inversa, temos:

% - aiﬁ(t_la—t_lﬂ)- (4.22)

1
Fazendo t = s2, podemos escrever

1 1 1 1
— = ( - - — ) : (4.23)
P(s2) a—0\sz—a s2-p
Substituindo esse resultado na equagao (4.21), temos
A
Y(s) = = AP7!(s%),
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cuja a transformada de Laplace inversa!, fornece
y(t) = AL {P*l(ﬁ)} .

Sabendo que

£ { ) ! } = E, (—%,aQ) +ak; (0,a%), (4.24)

Sz —a

temos que a solugao dessa equagao é dada por

y(t) = ailﬁ |:aEt (—%,cﬂ) +aky (0,042) — BE; (_%’52) — BE; (0,52)] .

Agora, vamos supor que a EDF da forma (4.4) de ordem (n,q) com n > ¢
possa ter mais de uma solucao.

Primeiramente, consideremos a equacao diferencial de segunda ordem dada
pela equacao (4.1) sendo fi(t) = e* uma solu¢ao. Notamos que Df;(t) = ae™
ainda é solugdo da equacao (4.1). O que observamos é que fi(t) e Dfi(t) sao
solugdes linearmente dependentes da equagao (4.1). Se [ # «, sao raizes da
equacdo indicial associada & equacdo (4.1), temos que f,(t) = ¢’ é outra solucao
dessa equagdo, onde fi(t) e fo(t) sdo fungdes linearmente independentes. Entao,
a solucao dessa equacao é f(t) = fi(t) + fa(t).

Vemos que f(t) e Df(t) sao solugoes da equacao (4.1). Entao, f(t) e Df(t)

sao linearmente independentes e podemos escrever as fungoes na forma:

pft) = Df(#)

h(t) = T (4.25)
ro - 2LO=200), (4.26)

ou seja, as fungdes fi1(t) e fo(t) sdo combinagoes lineares de f(t) e Df(t).
De maneira analoga, para o = 3, na equagao (4.1) com fy(t) = te*, podemos

escrever

fit) = Df(t)—af(t), (4.27)
ft) = (a+1)f({t) = Df(?). (4.28)

"'Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrado no apéndice da referéncia [12].
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Usando algumas idéias que abordamos até agora, vamos enunciar um teorema

sobre as solugoes das equagoes diferenciais fracionarias homogéneas.
Teorema 4.2.1. Seja
[D™ 4+ a; D" 4 4 a, D] y(t) = 0 (4.29)
uma EDF de ordem (n,q), e
Pity=t"+at" '+ +a, (4.30)
o polinomio indicial associado. Seja a funcao
() =L {P 1 (s")}. (4.31)
Entao se N € o menor inteiro com a propriedade que N > nv,

yi(t); (1), - - yn (1),

onde

yi1(t) = D'yi(t), j=0,1,2,...,N —1
sao N solugoes linearmente independentes da equagdo (4.29).

Para uma demonstragao desse teorema ver [12].

Exemplo 4.2.3. Dada a EDF de ordem (2, q)
[D* + a1 D" + as] y(t) = 0, (4.32)
sendo q uma constante, encontrar a solucao e discutir os possiveis resultados.

Solugao: O polindémio indicial associado a equagao é dado por

Pt)=t"+ait+ay = (t —a)(t —f), (4.33)

onde « e 3 sao solugoes da equacao indicial. Primeiramente consideramos a # f3.

Pelo teorema acima, notamos que N = 1, temos que

ni(t) =L {P7 (s")},
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mas,

1 1
P <S)_a—ﬁ<s”—o¢ s”—ﬁ)’

yl(t)zﬁ‘l{aiﬁ(Svl_a—svl_ﬁ)}. (4.34)

Sabendo que essa transformada inversa é dada em termos da fungao de Mittag-

Leffler? ,
1 <
£ {SU — a} = a"* By (—kv,a?), (4.35)
k=0

a solugao da equacao (4.32) é dada por

entao,

q—1 q—1
=AD ot E(<kv,af) + ) B E (< ko, ﬁq)] : (4.36)
k=0 k=0

onde A é uma constante arbitrdria. A equagao (4.32) é uma generalizacao
das equagoes diferenciais ordinarias, homogénea de segunda ordem, bem como
também o é a sua solugdo. Fazendo ¢ = 1 na equagao (4.32), temos uma equagao
diferencial ordinaria, homogénea de segunda ordem onde a solugao pode ser ob-

tida substituindo o valor de ¢ = 1 na equagcao (4.36), logo

n(t) = A[E(0,a) — E(0, 5)]

onde sabe-se que F;(0,a) = e*.
Por outro lado, no caso em que o = 3, temos

1

(s = a)?

P(s") =

cuja transformada de Laplace inversa é calculada utilizando o produto de con-

volucao?

,cl{( o) }:Zioﬁk 2{ ((j + k) — 2,07

7=1 k=1

—[(j+ kv —=2]E ((j + k)v—1,09) }, (4.37)

2Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrado no apéndice da referéncia [12].
3Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrado no apéndice da referéncia [12].
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entao a solugao da equagao (4.32) para essas condigoes é dada por

A e i - (G4 R - 2B (G B L) b (439

7=1 k=1

onde A é uma constante arbitrdria.

4.3 O oscilador harmonico fracionario

A equacao diferencial ordinaria que descreve o movimento de um oscilador harmoni-
co simples sem amortercimento ¢ dado pela segunda lei de Newton do movimento
aplicado a sistemas que se repetem no tempo, ou seja, peridédicos com freqiiéncia
angular w, constante do material £ e massa m. A equacao diferencial ordinaria
que descreve esse sistema é dada por

d*x(t)
dt?

+ ka(t) =0 (4.39)

onde w? = k/m e x = z(t) é o deslocamento em funciao do tempo.

A solugao dessa equacao é bem simples e dada por

x(t) = xocos(wt + 6), (4.40)

onde zy é a amplitude do movimento e # é a constante de fase.
A equagao diferencial (4.39) pode ser dada em termos de uma equagao integral

[1] na seguinte forma

z(t) = 2(0) + #(0)t — w? /Ot(t —a(t)dt (4.41)

onde z(0) é o deslocamento inicial, #(0) a velocidade inicial do oscilador harmonico
simples e w ¢ a freqiiéncia angular.
A equacao diferencial ordinéria, associada ao problema do oscilador harmonico

simples, dada pela equacao (4.39), na forma fracionaria, fica:

da
fr — 4.42
m—o + ke = 0, (4.42)
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onde notamos que o parametro m na equacio tem dimensdo MT* 2. Reescre-

vendo essa equacao, temos
T r =0 (4.43)
— +w% =0, .
dte

onde w* = k/m, para 1 < a < 2.

A integral do lado direito da equagao (4.41) pode ser generalizada para uma
integral de ordem «, isto é, a equacao integral do oscilador harmonico fracionario,

dada por

«

x(t) = 2(0) 4+ 2(0)t — o) /O (t —t)La(t)dt (4.44)

com 1 < a < 2. Para a = 2, recuperamos a equagao (4.41). Resolvemos essa

equacao integral do oscilador harmonico com as condigoes dos valores iniciais da
velocidade e deslocamento para t = 0.
Usando a metodologia da transformada de Laplace em ambos os lados da

equagao (4.44) temos que

x(s) = 20 2O o X5) (4.45)

onde, X (s) é a transformada de Laplace de z(t).

Resolvendo para X (s) a equagao (4.45), obtemos
z(0)s™? i(0)s™2

X(s) = . 4.46
(8) =17 ese T Troose (4.46)
Aplicando o teorema da transformada inversa, temos que

z(t) = 2(0) By (—wt) + £(0)t Ey 2 (—wt%). (4.47)

Essa expressao representa a solucao da equacao diferencial associada ao mo-
vimento do oscilador harménico fraciondrio [14] dado pela equacao (4.41). Ad-
mitindo-se, sem perda de generalidade, as condi¢oes inicias dadas por x(0) = zg

e #(0) = 0, e substituindo esses valores na equagao (4.47), obtemos
x(t) = xoEo(—wt?), (4.48)

a funcao deslocamento fracionario em relacao ao tempo.
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A velocidade em fungao do tempo é a derivada da equagao (4.48) em relagao

ao tempo

. dx

T = —
dt

A energia total do oscilador harmonico é dada pela energia de posi¢ao somada

= — 2w t* B0 (—wt®). (4.49)

com a energia de movimento, isto é,

kx?  mi?
Fp=— 4 —. 4.
T 5 + 5 (4.50)

No caso do oscilador harmonico simples, onde o movimento é periddico, a energia
total do movimento é constante e o plano de fase é uma curva fechada, uma elipse.
Para um oscilador harmonico amortecido, o movimento é ainda oscilatério, mas
a energia total decresce e o diagrama do plano* de fase é uma curva nao fechada,
mas espiral logaritmica.

O plano de fase apresentado na Figura 4.1 pode ser descrito por
(x, @) = (ona(—w“to‘), —xowo‘t"_lE@@ (—wo‘to‘)) .
Para o = 2, na equagao acima, temos
(x,2) = (zocos(wt), —zowsen(wt))

que representa a equacao de uma elipse, como era esperado. O plano de fase para
a=2,1.98,1.85,1.75,1.5,1.2 é mostrado na Figura 4.2.

A generalizagao do momento linear para o oscilador fracionario é definido por

d°?x
e a energia total pode ser escrita como
kx?  m [(d*?x
Er=—+4+— 4.52
, 2+2(dtw), (452)

onde o parametro m nao tem dimensoes de massa como no caso das oscilagoes
hamonicas simples, como podemos ver na equacao do oscilador fracionario. A ge-

neralizagao do momento p é definido tal que a expressao p?/2m tenha a dimensao

40 plano de fase é geralmente uma representacio grafica da velocidade versus deslocamento,

que no movimento harmonico simples é uma elipse.
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x(velocidade)

I
0.4

x(deslocamento)

-0.6 -

-0.8 -

-

Figura 4.1: Plano de fase para a = 1.85.

de energia. Isso pode ser facilmente demonstrado em cada termo do lado direito
da equagao (4.52). Além disso, podemos ver que nas equagoes (4.51) e (4.52)
temos a derivada fraciondria no sentido de Caputo de ordem «/2, ja definida no
Capitulo 3.

Agora, vamos substituir a solugao da equacao do oscilador harmoénico fra-
ciondrio dada pela equagao (4.48) nas equagoes (4.51) e (4.52), de onde temos
que

p= —mmow“ta/QEa,Ha/g(—wzta) (4.53)

1 1
By = skeo [Ba(~o"t)]* 4+ Shadot® [Boppap(—w®t)]',  (451)
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x(velocidade

Figura 4.2: Plano de fase.

respectivamente, o momento e a energia do oscilador harmonico fracionédrio. Para
kl’02

a = 2, temos que a energia do oscilador fracionario é EFpr = , ou seja, €
constante e garantimos que o sitema é conservativo, pois esse resultado é bem
conhecido para o oscilador harmonico simples ordinario.

Vamos interpretar a solugao do oscilador harmonico fracionario que é dada

pela equagao (4.48). Fazendo o = 2, temos:
l'(t) = .’130E271(—w2t2), (455)

que pode ser expressa em termos da funcao co-seno. Para o = 2,1.98,1.85,1.75,
1.5,1.2 notamos que a amplitude vai decrescendo rapidamente com o passar do
tempo, para valores de & — 1, como vemos no grafico, Figura (4.3).

A energia total desse sitema é nao constante, pois observamos que a amplitude

no decorrer do tempo é variavel, isso é, devido a ordem da equagao do oscilador
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X (deslocamento)

0.5

-0.5

Figura 4.3: Deslocamento em funcao do tempo.

harmonico fraciondrio simples nao ser inteira. E bom lembrar que esse compor-

tamento é bem caracteristico do movimento do oscilador harmonico amortecido.



Perspectivas Futuras

Nesse trabalho estudamos, no Capitulo 1, as funcoes hipergeométricas como sendo
uma solugao regular na origem da equacgao diferencial ordinaria linear, de segunda
ordem, a chamada equacao hipergeométrica. Esta funcao, dependendo de trés
parametros, contém, como casos particulares dos parametros, as classicas fungoes
de Gegenbauer e Legendre, dentre outras. A partir da confluéncia de duas singu-
laridades, introduzimos a funcao hipergeométrica confluente. Esta func¢ao, dentre
outras, contém, como casos particulares dos parametros, as classicas funcoes de
Laguerre e Bessel.

No Capitulo 2, introduzimos a chamada fungao de Mittag-Leffler, dependente
de um parametro, como sendo uma generalizagao da funcao exponencial. Dis-
cutimos varias propriedades, bem como relagoes envolvendo as fungoes gama in-
completa, além da funcao hipergeométrica confluente, conforme apresentada no
capitulo precedente. Apresentamos, também, a fungao de Mittag-LefHler com dois
e trés parametros. Esta tultima como sendo, neste trabalho, a forma mais geral
de uma funcao de Mittag-LefHer.

No Capitulo 3, introduzimos os conceitos de integral e derivada fracionarias,
como uma extensao natural de tais conceitos de ordem inteiras. A partir da
integral fraciondria apresentamos as derivadas fracionarias apenas no sentido de
Riemann-Liouville e de Caputo unicamente por serem, a primeira, a mais usada
e a segunda, ainda que mais restritiva, mais adequada para abordar uma equacao
diferencial e condigoes iniciais, isto é, um problema de valor inicial.

No estudo das equacoes diferenciais ordinarias, lineares e com coeficientes
constantes, a funcao exponencial desempenha um papel fundamental, a saber: é

solucao, para convenientes parametros. Por outro lado, para uma equacao diferen-
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cial fracionaria, ainda com coeficientes constantes, emergem as fungoes de Mittag-
Leffler como solugao. No Capitulo 4, atraves da metodologia da transformada de
Laplace, discutimos a equacao diferencial associada ao oscilador harmonico fra-
cionario, isto é, a solugao satisfaz uma equacao diferencial fracionaria. Tanto a
solucao da equagao diferencial quanto os chamados momento e energia total, as-
sociados ao oscilador harmonico fracionario foram escritos em termos das fungoes
de Mittag-LefHer.

Como uma continuag¢ao natural desse trabalho efetua-se um estudo sistematico
das chamadas fungoes de Fox [22] que se constituem numa generalizagdo das
fungoes hipergeométricas. Por outro lado, o estudo das fungdes de Meijer [18] é
importante para a generalizacao das fungoes de Mittag-Leffler. Ressalta-se que a
equagao do telégrafo fraciondria [21] foi recentemente discutida e vérios teoremas
de adigdo para as fungoes de Mittag-Leffler foram apresentados [19]. A par-
tir destes trabalhos podemos estudar representacoes integrais para tais funcgoes.
Trabalhos nessa dire¢cao encontram-se em fase inicial. Devemos enfim, mencionar
que ainda se faz necessario um estudo, no que tange uma possivel interpretagao

geométrica da derivada fracionéria [20].



APENDICE A

Funcoes Gama e Beta

A funcao gama desempenha um papel importante nesse trabalho. Fazemos uma
descricao simples com resultados fundamentais. Uma maneira alternativa de

mostrar a relagao entre a funcao gama e a fungao beta ¢é explicitada.

A.1 A funcao gama
A funcao gama pode ser definida para z > 0, através da integral imprépria

['(z) = /000 t*~te~tdt. (A.1)

Pela propriedade da funcao gama que sera demonstrada, logo em seguida, pode-
mos extender os valores de z para valores inteiros, nao negativo. Graficamente,
para o intervalo —5 < z < 5, é representada na Figura A.1.

Substituindo z = 1 na equagao (A.1), podemos escrever

T(1) = /OOO e~tdt = 1. (A.2)

Pela definigao (A.1), temos que

(z+1) = / t*e"dt.
0
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Figura A.1: Funcao gama.

Integrando por partes a equacao, acima, vem que

I'z+1) = z/ t*te~tdt
0
= z2I(2),
isto é,
['(z+1) =zI'(2). (A.3)
A relacao acima, como podemos ver, é uma generalizacao do conceito de fatorial,

que ¢é dado por

T(n+ 1) = n! (A.4)

Introduzindo a mudanca de variavel t = ax com a > 0 e trocando z por z + 1,

na equagao (A.1), obtemos

/00 e “dr = M (A.5)

az+1

Atraves da integral (A.1), substituindo z por z + y, temos

Iz +y) = / e t*TVldt, x>0,y >0 (A.6)
0
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Introduzindo uma mudanga de varidvel s = ¢/(1 4+ p) com p > —1, podemos

reescrever essa integral como
L(z+y) =(1 +p)$+y/ e~ (HP)s grty—17g (A.7)
0

Multiplicando ambos os lados da equacao (A.7) por p* /(1 + p)**¥ e integrando

em relacao a p, obtemos

F(a:-{-y)/ Pl —p) " Vdp = / e SsmTyTl (/ e_pspx_ldp) ds.
0 0 0

A integral entre parénteses é dada pela equagao (A.5), onde
/ e P p*ldp = s7T(x)
0
de onde segue-se

I(z + ) / (L= p) " Vdp = T(@)T(y). (A8)

A.2 A funcao beta

A funcao beta é definida por
1
B(z,y) = / " N1 —t)vldt, >0 y > 0. (A.9)
0

que, graficamente, pode ser representada, no intervalo 0 < z < 5e 0 <y < 5,
como na Figura A.2.

Introduzindo a mudanca de varidvel ¢t = p/(1 + p) na equacao (A.8), temos

1
[(x+y) / "N 1 —t)tdt = T(2)(y), (A.10)
0
que pela definicao de funcao beta, fornece

L(2)C(y)

P = Taryy

(A.11)

isto é a relacao entre a fungao beta e a fungao gama.
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Figura A.2: Funcao beta.

Agora, introduzindo a mudanca de varidvel da forma t = cos?f na equacao

(A.10), temos

Jus

o (z + 1) /0 " (cos™10) (sen®~10)dd = T'(x)T(y). (A12)

: . < I R |
Redefinindo os parametros na equagao (A.12) para y = r—3 e v = y— 3, podemos
reescrever essa equacao na forma

r <u + %) r (1/ - g) =2'v+pu+1) /Og(cosz‘L@)(senZ”H)dH. (A.13)



APENDICE B

Magnus (osta Mittag-Leftler

Magnus Gosta Mittag-Leffler nasceu em 16 de marco de 1846, em Estocolmo,
Suécia. Na sua infancia teve uma educacao grandemente enriquecida por um
estreito contacto com o seu pai Johan Olof LefHer que era diretor de escola em
Estocolmo. A parte do nome Mittag é devida a sua mae Gustava Wilhelmina
Mittag. Quando entrou no Gindsio de Estocolmo, os seus professores reconhe-
ceram, em especial, a sua aptidao para a matematica superior, a qual estudou
depois da formacao especifica em matematica.

Suas atividades de matemético comecaram em 1865 quando se tornou um
estudante na Universidade de Uppsala, onde defendeu sua tese de doutorado
Applications of the Argument Principle, em 1872. Foi nomeado a partir de 1872
professor. Talvez o acontecimento que teve efeito duradouro em sua vida, foi
atribuido a um saldrio que veio através de uma dotacao! com a condicao que o
titular devesse passar trés anos no estrangeiro. Em outubro de 1873 Mittag-Leffler
viaja a Paris. Embora Mittag-Leffler tenha encontrado muitos matematicos, em
Paris, como Bouquet, Briot, Chasles, Darboux, e Liouville, o principal objetivo
da visita foi o de estudar com Hermite. Mittag-LefHer assistiu algumas palestras
de Hermite sobre fungoes elipticas.

Certamente Hermite recomendou-o para Weierstrass, bem como falou sobre as

IPrevisdo de uma verba inscrita em orcamento para determinado servico.
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contribuicoes que Mittag-LefHler estava fazendo. Mittag-Leffler tomou a decisao
de ir a Berlim, na primavera de 1875.

Mittag-Leffler foi nomeado para uma cadeira na Universidade de Helsinquia
em 1876 e, cinco anos mais tarde, retornou a sua cidade natal, Estocolmo, para
ocupar uma cadeira na Universidade. Ele foi o primeiro titular da catedra de
matematica da nova universidade de Estocolmo. Logo apds assumir a designacao,
comecgou a organizar a criacao de uma nova revista internacional.

Em 1882, fundou o primeiro jornal internacional de matematica, o Acta Mathe-
matica, e foi seu editor-chefe por 45 anos.

Mittag-Leffler fez iniimeras contribuigoes para a analise matematica, particu-
larmente em areas que incluiam calculo com limites, geometria analitica e teoria
de probabilidade. Trabalhou na teoria geral das funcoes e estudou as relagoes
entre variaveis independentes e dependentes. Seus trabalhos mais conhecidos sao
em analise da representacao de funcao, trabalho este que culminou com o teorema
de Mittag-LefHer.

Entre 1900 e 1905 Mittag-Leffler publicou uma série de cinco artigos, que
ele chamou Notas sobre o somatoério das séries divergentes. O objetivo destas
notas foi abordar a continuacao analitica de uma série fora do seu circulo de
convergencia.

Mittag-Leffler recebeu muitas honrarias. Foi membro honorario de sociedades
em quase todas academias de matemética no mundo, incluindo a Sociedade fi-
loséfica de Cambridge. Foi premiado com diplomas honorérios das universidades
de Oxford, Cambridge, Aberdeen, St. Andrews, Bolonha e Cristiania.

Mittag-Leffler faleceu em 7 Julho 1927, em Estocolmo, Suécia.
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