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Resumo

Neste trabalho sao descritos métodos para o calculo da drea de regices planas delimitadas
por curvas simples e algumas propriedades de transformacoes do plano no plano que
preservam areas. No Capitulo 1, a area de poligonos é introduzida como uma soma de
determinantes e utilizada para discutir o calculo da area de regices planas contornadas
por curvas simples quando estas sao aproximadas por poligonos com vértices ajustados
por parametros geométricos. A fundamentagao, baseada no Teorema de Green, de
processos mecanicos (planimetros) para o calculo destas dreas é descrita no Capitulo 2.
Propriedades e familias especiais de aplicacoes do plano no plano que preservam &areas

sao apresentadas no Capitulo 3.

Palavras-Chave: Areas, Curvas, Planimetros, Poligonos, Teorema de Green,

Transformagoes que preservam areas.



Abstract

We describe here methods for the area estimation of plane regions bounded by
simple curves and also some properties of plane transformations which preserve
area. In Chapter 1 the area of polygons, described as a sum of determinants, is
used to discuss the calculus of the area of plane regions bounded by simple curves
approached by polygons adjusted through geometric parameters. Mechanical
processes ( planimeters) based on the Green’s Theorem are described in Chapter
2. Properties and special families of area preserving mappings are presented in
Chapter 3.

Keywords: Area, Curves, Planimeter, Polygons, Green’s theorem, Area preser-

ving mappings.

viii



Sumario

Agradecimentos vi

Resumo vii

Abstract viii

Introducao 1

1 Calculo de area por aproximacoes poligonais 3

1.1 Calculo de area de um triangulo por determinantes . . . . . . . . 3

1.2 Area de um poligono . . . . . ... 6
1.3 Area contornada por uma curva fechada simples - um caso parti-

cular do Teorema de Green. . . . . . . . .. .. ... ... .... 10

1.4 Aproximagoes da area de uma regiao por poligonais . . . . . . . . 13

1.4.1 Distribui¢ao uniforme no parametro . . . . . . . ... .. 14

1.4.2  Distribuicao ponderada pelo raio de curvatura . . . . . . . 17

1.4.3 Distribuicao ponderada pelo inverso da velocidade . . . . . 20

2 Planimetros 25

2.1 Introducao - O Teorema de Green . . . . . . . . .. .. ... ... 25

2.1.1 Area de um poligono pelo Teorema de Green . . . . . . . . 27

2.2 O planimetro polar . . . . . . . .. ... o 29

2.3 O planimetro linear . . . . . . . .. ... oo 36

2.4 Cdlculo da area da Lagoa da Jansen . . . . . . ... ... ... .. 38

2.5 Alguns dados histéricos sobre George Green . . . . .. ... ... 40

ix



SUMARIO

X

3 Transformagoes que preservam areas 42

3.1 Transformagoes do planono plano . . . . . . . ... .. ... ... 42

3.2 O jacobiano das transformacoes que preservam areas . . . . . . . 46

3.3 Transformacoes lineares do plano que preservam areas . . . . . . . 48
3.4 Deformacao de um circulo por uma transformacao linear que pre-

SETVA ATCA . .« . o v e e e 55

3.5 Transformagoes gerais que preservam areas . . . . . . . . . . . . . 60

3.5.1 Transformacoes do tipo T'(z,y) = (bx + f(y),a + 1y) 60

3.5.2  Transformagoes do tipo T(z,y) = (¢ £ Sz, dy + g(x)) 62

3.5.3 ComposiCOes . . . . . . .. 63

3.5.4  Observagoes . . . . . ... 64

Referéncias Bibliograficas 66



Introducao

O objetivo desta dissertagao, dentro dos propoésitos deste programa de mes-
trado, é o estudo e detalhamento de temas de interesse que tenham conexao com
as disciplinas de matematica que sao usualmente oferecidas no ensino superior.
Neste trabalho focalizamos o calculo de areas de regioes planas e o estudo de
transformacoes que preservam areas. Julgamos de grande importancia motivar
os alunos para a compreensao dos conceitos que estao por tras de mecanismos
e programas computacionais que efetuam estes cédlculos, pois é a partir dai que
adquirem condic¢oes de propor mecanismos e programas para resolver outros pro-
blemas.

Focalizamos inicialmente o céalculo de areas contornadas por curvas fecha-
das no plano por aproximacoes poligonais. No Capitulo 1 é apresentada uma
expressao simples para o célculo de dreas do poligono por determinantes (Pro-
posicao 1.3) que é pouco usual nos textos de matemética mas bastante utilizada
na topografia. Decorre desta expressao a formulagao do caso particular do Teo-
rema de Green que permite calcular a area de regices através de uma integral de
linha do contorno (Proposigao 1.4).

Procuramos discutir um pouco da convergéncia de areas poligonais para a
area de uma regiao contornada por uma curva parametrizada. Isto foi feito
através de diferentes escolhas dos vértices dos poligonos aproximadores em fungao
do parametro mas com possiveis “correcoes”baseadas em elementos geométricos
(curvatura e comprimento de arco aproximados).

Os planimetros, que sao instrumentos mecanicos introduzidos no século XIX
para o calculo de areas, sao apresentados no Capitulo 2 fundamentados no Teo-

rema de Green. Como ilustragao, o cdlculo de uma area (Lagoa da Jansen em Sao
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Luis, MA) é feito comparativamente usando este instrumento e por aproximagcao
poligonal.

No Capitulo 3 discutimos transformacoes do plano que preservam areas e apre-
sentamos um estudo detalhado sobre transformacoes lineares que tem esta propri-
edade (Proposi¢ao 3.1). Analisamos como circulos sao deformados por tais trans-
formagoes (Proposi¢ao 3.2) e incluimos também alguns tipos de transformagoes
mais gerais que preservam areas. Como é conhecido, transformacoes da superficie
esférica no plano que preservam éreas sao de interesse de cartografia (mapas). Co-
locamos como perspectiva futura a analise geométrica da composicao dos mapas
classicos com esta propriedade, como o de Lambert, com as transformagoes dis-

cutidas neste capitulo.



CaApPiTULO 1

Calculo de area por aproximacoes

poligonais

Neste capitulo apresentamos, inicialmente, uma prova da expressao da area
de um poligono qualquer do plano usando determinantes (Proposicao 1.3). Este
resultado simples e muito interessante nao aparece em geral na literatura usual
dos cursos de Calculo ou Geometria Analitica. Usamos depois esta expressao da
area de poligonos, para deduzir um caso especial do Teorema de Green sobre o
calculo de areas contornadas por curvas fechadas simples, regulares por partes
(Segao 1.2). As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [7], [9], [13],

[16], [17], [12] e [2].

1.1 Calculo de area de um triangulo por deter-

minantes

Inicialmente mostraremos o céalculo da area de um poligono convexo com trés

lados (triangulo) através das coordenadas dos seus vértices, em seguida faremos
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uma generalizagao do resultado obtido para o caso de um poligono simples (sem
auto-intersecgdes) qualquer de n lados. A drea de uma regiao plana contornada
por uma curva fechada simples sera obtida como limite de regioes contornadas

por poligonos sendo um caso especial do Teorema de Green.
Y
Y2

U1
Yo

X To X1 T
Fig. 1.1: triangulo

Seja um triangulo PyP; P, situado no plano cartesiano como na Figura 1.1.
Utilizando a geometria euclidiana, sua area pode ser calculada somando-se a area
do triangulo FyEP, com a area do trapézio EF PP, e subtraindo da area do

triangulo FyF' Py, ou seja,

Ap,pip, = Apyep, + Aprpip, — Apyrp,-
Substituindo os valores das coordenadas destes pontos, temos:
(Y2 — yo)(x2a — o) | [(y1 —vo) + (Yo — vo)l(®1 —x2) (1 — o) (z1 — o)

2 + 2 B 2

APO PP

1

= 5| = e~ )+ (= e ) +

+ (y2 = yo) (@1 — 22) — (y1 — yo) (21 — o)

1

= 3 {%yl — T1Yo — T2Y1 + T2Yo + T1Y2 — T1Yo — T2Y2 +

+  XoYo + T2Y2 — TaYo — ToY2 + ToYo — T1Y1 + T1Yo + ToY1 — ToYo

[(zoy1 — z1Y0) + (21Y2 — Tav1) + (T2yo — Toye)]

| —
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Portanto, podemos expressar a area do triangulo com vértices no sentido
anti-horario através do calculo dos determinantes formados pelas coordenadas

do triangulo.

1 To Yo T Y T2 Yo
AP0P1P2 -5 + + : (1'1>

2 1 W T2 Y2 Lo Yo
Notamos que uma outra forma de obtermos a expressao acima para triangulos
gerais com vértices pecorridos no sentido anti-horario é utilizando o conceitos de
Célculo Vetorial. A area do triangulo é igual a metade da area do paralelogramo

(1.2) com suporte nos vetores v; = P, — Py e vy = P, — Py, ou seja,

X 1 _
Area = o [[ur] [z | sin(a)], (1.2)

onde « é o angulo orientado do vetor v; para o vetor v,. Assim,

. 1
Area = 5 |lvr X vol| (1.3)
Para os casos que oS vetores sao dados por:
V1 = (1‘1 — l'0>;+ (y1 — yo)j+ OE

Vy = ((L’g — .7)0);"‘ (yQ - yO);_F OE,

temos,

o Yo 1 % T2 Y2
V1 X Vg = —+ +

T1 W T Y2 To Yo

!

(1.4)
Por outro lado, temos que
v1 X vy = [[ur | [Jos || sin(a),

e como tomamos a orientacao de v; para vy no sentido anti-horério, sen(«) > 0,
donde obtemos novamente a expressao (1.1) a partir de (1.3). Escrevendo esta

equacao como proposicao, temos:
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Proposicao 1.1. A drea de um triangulo no plano cartesiano de vértices Py =
(20,%0), Pr = (z1,y1) e Py = (x9,y2) dados no sentido anti-hordrio € expressa
por:

1 ZTo Yo 1 T2 Y2

= +

A= + (1.5)
1 T2 Y2 To Yo

1.2 Area de um poligono

A partir de (1.5) encontraremos a féormula geral para o célculo da drea de um
poligono, porém antes demonstraremos para o caso em que o poligono é convexo,
com n + 1 vértices denotados por: Py = (xo,%), *, Pn = (Tn,yn), percorridos

no sentido anti-horario.

Fig. 1.2: Poligono convexo

Considerando inicialmente um poligono convexo simples, iremos demonstrar

a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2. A drea da regiao delimitada por um poligono convezxo de vértices

By, B,..., P,_1, P,, percorridos no sentido anti-hordrio ¢ dada por:
1/l 2o Yo T1 U Tpn-1 Yn-1 Tn  Yn

A= 5( + + ...+ + ) (1.6)
1 Y T2 Y2 Tn Yn Lo Yo
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Prova: Fixando o vértice Py, dividimos o poligono nos seguintes triangulos
adjacentes: PyP Py, PyPoPs, ...,PyP,_1P,. Desta forma podemos calcular a area

do poligono somando-se a area de cada triangulo, ou seja,

onde cada A; corresponde a area do i-ésimo triangulo a qual é dada pela expressao

(1.5),

1 T T i Z; i
Ai:§ 0 Yo " Y 4 +1 Yi+1 ' (1‘7>

Ti Y; Tit1 Yit1 To Yo

Escrevendo-se a area do poligono como soma das areas dos triangulos, temos:

A = %( Zo Yo . T . Ta Y2 )+%< Zo Yo n To Yo .
1 Y1 T2 Y2 To Yo To2 Y2 r3 Y3
T3 Y3 )+-,-+% To Yo N Tn-1 Yn-1 N Tn Yn
Lo Yo Tn—-1 Yn—1 Tn Yn To Yo

(1.8)

Analisando (1.8), nota-se que o tltimo determinante de A; se anula com o pri-
meiro determinante de A; 1, pois trocando-se as posigoes das linhas de uma matriz
obtém-se o determinante com sinal contrario. Logo a equagao (1.8) resume-se a

seguinte expressao:

1 xr Y X Yy Tp— Yn— Tn  Yn
) 2(00+ N - 1 A )’

1 Y1 T2 Y2 Tn Yn To Yo
que podemos escrever simplesmente como,

1 n
A= BY Z($iyi+1 - l’z’+1yi) (1-9)

i=1

onde (Tp41,Yn+1) = (2o, Y0). O
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A demonstragao da equacao (1.6) para o caso de um poligono simples qualquer
serd feita por inducao finita. De fato, como mostramos anteriormente vale para
o caso de n = 3, supondo que é vélido para n = k ( com k& < 3) vamos entao
mostrar que é valido para n = k+1. Vamos verificar isto.

Dado um poligono A de k + 1 vértices,Fy, - - - , P, orientado no sentido anti-
horario, consideramos o poligono B retirando um vértice de A, por exemplo,
P;. Por hipétese de indugao a expressao (1.6) vale para B, temos entdao duas
possibilidades.

1) P, esta no interior do novo poligono B.

2) Py esta no exterior do poligono B.

Apresentaremos neste trabalho apenas a demonstracao para o caso 1, pois no

caso 2 usamos o mesmo procedimento.

P

Fig. 1.3: P, no interior do poligono B

Note que neste caso a area do poligono A é dada por:

Area de A = Area de B — Area A p,pypy,s

onde a ordem P, Py e P, esta no sentido anti-horario. De fato, sejam Py, Ps,



1.2 Area de um poligono 9

..., Py os vértices do poligono B. Utilizando (1.6), temos:

ZTo Yo Tk Yk

Area de A = —< + .+ )—I—

Lo Y2 To Yo

1/ 21y Zo Yo T2 Y2
__(11+ . )

To Yo T2 Y2 r1 W
1 To Yo T1 N Tk Yk
= 5 ( -+ + ...+ )
T Y1 T2 Y2 To Yo

Portanto a equagao (1.6) também é valida para este caso. Resumindo, temos
a Proposigao 1.2 estendida para todo poligono simples (sem auto intersecgao) que

pode ser enunciada da seguinte forma:

Proposicao 1.3. A drea da regiao delimitada por um poligono simples, sem auto-

intersecgoes, de vértices Py, Ps,..., P,_1, P,, percorridos no sentido anti-hordrio
¢ dada por:
1/ 2o Yo T Y Tn  Yn
A= 5( + + ...+ ) (1.10)
1 Y T2 Y2 To Yo

Vamos entao utilizar esta equacgao para estimar a area da Lagoa da Jansen
situada na cidade de Sao Luis do Maranhao. Para este calculo, utilizamos as co-
ordenadas dos pontos distribuidos sobre a imagem gerada pelo programa “Google
Earth”. Aplicando poucos pontos ao contorno da figura de maneira a obtermos
uma boa aproximacao do valor da drea como mostra a figura (ver figura 1.4).

A drea encontrada quando distribuimos 21 pontos ao longo do contorno do
mapa foi de 912731.04 m? ou 91, 27 hectares. Ao distribuirmos um ntimero maior
de pontos (130) obtivemos o resultado 118 hectares que é um valor bem préximo
do obtido com o uso de um planimetro polar como veremos no Capitulo 2.

Notamos que com a difusdo do GPS (Global Position System) e a precisao

cada vez maior destes instrumentos que fornecem a latitude e a longitude dos
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Fig. 1.4: Lagoa da Jansen com a poligonal

pontos, estes dados podem ser utilizados na obtencao das coordenadas “plana-
res”aproximadas das regides com areas a serem determinadas (e alguns GPS ja
possuem possuem a programagao de drea embutida).

No exemplo da Lagoa da Jansen, nao utilizamos as coordenadas geograficas,
pois estas s6 estavam disponiveis para poucos pontos do contorno no “Google
Erth”. As coordenadas foram entao obtidas pelo mapa mesmo, através do pro-

grama Inkspace.

1.3 Area contornada por uma curva fechada sim-
ples - um caso particular do Teorema de

Green.

Usaremos a equacao (1.10) para calcular o valor da area delimitada por uma
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curva fechada simples. Assumiremos ao longo deste trabalho que as curvas fe-

chadas sao simples e regqulares por partes. Isto é, C' = afa,b] onde « : [a,b] — R?

(t:tie0) € de classe CT com

o/ (t) #(0,0), V't € (t;,ti+1), @fa,b) é injetora e afa) = a(b).

é continua tal que paraa =1ty <t; < .. <t, =Db, «

Fig. 1.5: Area da curva aproximada por uma curva poligonal

Com esta hipotese, temos assegurado que a fungao comprimento de arco é
bem definida e pode ser dada pela aproximacao da curva por poligonais cujos
vértices estao inscritos na curva e tais que o comprimento da menor aresta tenda
para zero (max| P41 — P;|| — 0) [16].

Assim, quanto maior o nimero de lados é menor o maximo dos comprimentos
| Pis1 — Pi|| e a drea do poligono vai se aproximar da area delimitada pela curva,
(as cordas das curvas se aproximam cada vez mais dos arcos de curva). Ou seja, a
area pode ser calculada tomando-se o limite da area dos poligonos aproximadores,

1 n
A= lim 5 Z(%’yiﬂ — Tiy1Yi)

n—oo
méx|| P; 1 —P;[|—0 i=1

fazendo-se A;x = x;01 — x; € Ajy = yiv1 — Yi, temos:

n

1 , 1. <
A= lim Z(xiym —Tip1Yi) = 3 lim Zl:($i(Aiy+yi) — (Aiz +23)y;)

max|| P —P;ll—0 ;=1

n

A= L lim Z(xiAiy — 4 Ax) (1.11)

n—oo
méax|| Py — Pl =0 ;=1
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Consideremos a curva C descrita por um parametro t pertencente ao inter-
valo [a,b], isto é, C' = a(t); dividimos este intervalo em n subintervalos cor-
respondentes aos vértices P;, onde tg,t1,....t, e x; = f(t;) e y; = g(t;) sendo
alt;) = (x4, ;) = (f(t;), g(t;)) sdo as coordenadas dos pontos P;(z;,y;) que estao
em C sao os vértices do poligono utilizado para aproximar a drea delimitada por
C. Colocando-se (1.11) em funcao do parametro t e aplicando-se o Teorema do
Valor Médio nas fungoes f, g em cada intervalo [t;,t;11], (f e g s@o diferenciaveis

por partes) obtemos tf e t* onde

[ — f(t:) = f/(t7) (tiga — 13)
¢ (1.12)
g(tiyr —g(ts) = g'(t7") (tix1 — )

7

substituindo os resultados de (1.12) em (1.11), encontramos:

n

1 3 ! [ pxx ][ x
A=g im0 A - o) F A
méx|| Py — Pl =0 ;—1

n . 1.13)
= % [ lim Y )G DA = lim > g(ti).f’(tf)Ait}(

méax|| P — Pl -0 ;=1 méx||P; 1 —P;||l—0 ;=1

Dentro das hipdteses assumidas para a curva C e as funcoes f e g, teremos
convergéncias das somas de Riemann [16], [9] e, portanto, dreas dadas pelas

integrais,

a=3([ ogwa- [ soron)

as quais representam as integrais de linha ao longo da curva C. Concluimos assim
pela proposigao a seguir, que é um caso particular do Teorema de Green (ver

Capitulo 2) quando M(x,y) = —5 e N(z,y) = 3.
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Proposicao 1.4. A drea contornada por uma curva C reqular por partes, fechada
e simples € expressa pelas integrais de linha abaizo onde C € considerada orientada

no sentido anti-hordrio:

1 1
—(7{ xdy—fydx) = —j{ xdy — ydx (1.14)
2\Je c 2 Jc

1.4 Aproximacoes da area de uma regiao por

poligonais

Como colocamos na segao anterior, utilizamos (1.10) para determinar o valor
aproximado da area contornada por curvas regulares por partes fechadas simples
e a aproximagao ¢ garantida pela Proposicao 1.4. Escolhemos uma quantidade
finita de pontos sobre a curva considerando diferentes critérios. A comparacao
serd feita entre trés casos considerados a seguir. O objetivo é o de distribuir
os pontos da “melhor maneira possivel”, ou seja, compararmos a eficiéncia da
aproximacao da area por poligonais entre os trés diferentes métodos de particao
do intervalo de parametrizacao.

Primeiramente foi realizada a distribuicao uniforme pelo intervalo de variacao
do parametro, em seguida ponderamos o parametro pelo raio de curvatura e
por tultimo fizemos uma ponderacao em funcao da norma do vetor velocidade
(velocidade escalar). Todas estas distribuig¢oes e o célculo das areas foram rea-
lizados em algumas curvas regulares parametrizadas. Naturalmente, na pratica,
estas estimativas sao utilizadas em curvas em que nao temos uma parametrizacao
e poderemos tomar no maximo algumas inferéncias utilizando também “apro-
ximagoes” para o comprimento de arco e a curvatura [7].

Foram utilizados alguns algoritmos criados no programa de calculo numérico e

simbdélico Maxima (aberto) [18] e o programa Winplot (livre) [20] para gréaficos. A
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seguir resumimos alguns conceitos e resultados simples de Geometria Diferencial
a serem utilizados ([3]).

Sejam a : I — R? dado por a(t) = (z(t),y(t)) uma curva parametrizada

t
regular e 4 o versor tangente a curva definido por u(t) = ‘a,<t>| ,isto é, |d/(s)| = 1.
a
Para uma curva «a(s) regular parametrizada pelo comprimento de arco, temos
que o vetor velocidade o/(s) = (cos(6(s)), sen(f(s))) é unitédrio e a curvatura pode

ser definida como Z—g. Para curvas regulares «(t), descritas por um parametro

qualquer podemos deduzir que:

Y
k(t) = 5 57 (1.15)
() + (v0)
Z'(t) y'(t)
a"(t) y"(t)
k(t) = . s (1.16)
() + (v0) |
A grandeza R(t) = 0] é denominada raio de curvatura e o ponto «(t) +
1 / /
——17i(t) é denominado o centro de curvatura , onde 7i(t) = % é um

k()]

versor normal a curva no ponto t.

1.4.1 Distribuicao uniforme no parametro

Analisamos alguns graficos e tabelas (construidos com o auxilio de algoritmos
criados no programa Maxima), observando a relagao da drea com o tipo de para-
metrizacao da curva como também a sua forma geométrica. As curvas analisadas
foram a circunferéncia e a elipse. Verificamos que no caso da circunferéncia e da
elipse, tivemos uma boa distribuicao de pontos através da distribuicao uniforme
no intervalo do parametro no caso onde a circunferéncia foi percorrida com veloci-

dade escalar constante (norma do vetor velocidade constante) e também da elipse,
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onde tivemos uma velocidade escalar periddica regular (ver as parametrizagdes
da elipse e da circunferéncia). Para os outros casos, a distribuigdo uniforme no
parametro deixa de ser satisfatoria, quando comparada com os outros métodos

de distribuicao propostos neste trabalho.

" 5.5%cos(f), 5.5*sin(t) ——
discrete2

Fig. 1.6: Distribuigao uniforme no parametro para uma circunferéncia percorrida

com velocidade escalar constante

Ao percorremos a circunferéncia com velocidade escalar constante (ver figura
1.6) encontramos uma boa distribuigao dos pontos utilizando a distribuigao uni-
forme do parametro. Que corresponde a um poligono “regular”. Porém, o mesmo
nao ocorreu quando percorremos a circunferéncia com velocidade escalar variavel,
pois devido a esta variagao tivemos no nosso experimento uma grande concen-
tragao de pontos no inicio da curva e poucos pontos na parte final da curva ( isto
considerando a velocidade escalar aumentando com o parametro). O que resultou
numa convergencia muito lenta.

O algoritmo usado para criar os graficos 1.6, 1.7, 1.8 e 1.9 e calcular a area

para a distribuicao uniforme do parametro é dado por:

p:10$

I:[0,%pi*2] ,numer$

u(t):=[6.5%cos(t),5.5*%sin(t)]$
tt:makelist(I[1]+(I[2]-I[1])*i/p,i,0,p)$
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5 5%cos(t%), 5.5%sin(t%)
discrete:

Fig. 1.7: Distribuicao nao uniforme no parametro para uma circunferéncia para-

metrizada por a(t) = (cos(t), sen(t?))

Li:flatten(map(u,tt))$
x:makelist(part(L1,2*i-1),i,1,length(L1)/2) ,numer$
y:makelist(part(L1,2*i),i,1,length(L1)/2) ,numer$

set_plot_option ([gnuplot_preamble,"set size square"])$

plot2d([[parametric,u(t) [1],u(t) [2],[t,I[1],I[2]], [nticks,200]],
[discrete,x,y]])$

AREA_aprox=0.5*sum(part(x,i)*part(y,i+l)-part(x,i+1)*part(y,i),

i,1,length(L1)/2-1);

onde u(t) representa a curva parametrizada (se desejarmos obter a drea de outras
curvas basta colocarmos as coordenadas delas entre os colchetes), p o nimero de
pontos a serem distribuidos e I o intervalo de variacao do parametro t.

Os mesmos resultados podem ser observados para o caso elipse, parametrizada
por u(t)=(10cos(t), 3sen(t)), onde a velocidade escalar varia de forma regular e
periddica. Entretanto, quando reparametrizamos a elipse por u(t)=(10cos(t°),
3sen(t°)) de modo que a variagao da velocidade escalar se torna mais acentuada
temos uma ma distribuicao dos pontos, que correspondem aos vértices do poligono
aproximador. Esta distribuicao acarretara naturalmente numa convergéncia mais

lenta para o valor da &rea.
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10*cos(t), 3*sin(t) ——
discrete2

Fig. 1.8: Elipse parametrizada por a(t) = (10 cost, 3sent)

- 55
*cos(t°), 3*sin(t
( )discregeg

Fig. 1.9: Elipse parametrizada por «(t) = (10 cos(t®), 3sen(t°))

1.4.2 Distribuicao ponderada pelo raio de curvatura

Uma alternativa que testamos foi a ponderacao do parametro que leva em con-
sideracao as propriedades geométricas da curva (curvatura e do vetor velocidade
“normalizado”) os quais forneceram, experimentalmente, bons resultados em cada
analise realizada, tanto grafica quanto numérica, quando comparadas com a dis-
tribuicao uniforme no parametro. A primeira distribuicao leva em consideracao a

variacao da curvatura da curva. A ponderacao do parametro (“passo”) pelo raio



1.4 Aproximacoes da area de uma regiao por poligonais 18

de curvatura foi feita com o auxilio do algoritmo descrito a seguir:

p:10$

I:[(0+%pi)~0.2, (%pi*3)~0.2] ,numer$

u(t) :=[10*cos(t~5),3*sin(t"5)]1$

ud(k,i) :=subst (t=k,diff (u(t),t,i))$

r(k) :=trigsimp((ud(k,1) .transpose(ud(k,1)))"~1.5/

(ud(k,1) [1].ud(k,2) [2]-ud(k,2) [1] .ud(k,1) [2]))$
L:flatten(abs(map(r,makelist (I[1]+i*(I[2]-I[1])/p,1,0,p))))$
L1:makelist (sqrt((part(L,i+1)+part(L,i))/2),
i,1,length(L)-1) ,numer$
L3:cons(I[1],(I[2]-I[1])*L1/apply("+",L1)) ,numer$
L5:flatten(map(u,makelist (sum(part(L3,i),i,1,j),
j,1,length(L3)))) ,numer$
x:makelist(part(L5,2*i-1),i,1,length(L3))$
y:makelist(part(L5,2%i),i,1,length(L3)) ,numer$
plot2d([[parametric, u(t)[1], u(t)[2],[t,I[1],I[2]],
[nticks, 200]], [discrete,x,yl])$
AREA_aprox=0.5*sum(part(x,i)*part(y,i+l)-part(x,i+1)*part(y,1i),
i,1,length(L1));

Este algoritmo cria uma lista, ponderada pelo raio de curvatura, dos valores
do parametro t e aplica estes valores sobre a curva. Distribuindo desse modo os
pontos sobre a curva.

Calculamos inicialmente o raio de curvatura médio em cada trecho e fizemos
a ponderacao do parametro pela média geométrica dos raios de curvatura dos
pontos “intermediarios”, encontrando, portanto, uma lista com os valores para o
parametro. Atribuindo estes a curva parametrizada determinando as coordenadas
dos vértices para o construcao do grafico da poligonal e célculo da area delimitada

pela mesma, utilizando (2.16).
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*cos(t®), 5.5%sin(t%)

Fig. 1.10: Distribuicdo ponderada pela curvatura a circunferéncia «a(t) =

(5.5cos t5, 5.5sent”)

Para obtermos os resultados na Figura 1.10, tivemos também que considerar
o valor inicial do parametro, pois devemos tomar cuidado com a parametrizacao
envolvida pois podemos encontrar indeterminagoes do tipo zero divido por zero,
isto devido ao aparecimento de o/(t) = 0, em pontos isolados quando calculamos o
raio de curvatura para alguns valores do parametro. No caso considerado optamos
pelo valor inicial do parametro igual a ¢ty = 7™ obtendo uma distribuicao regular
dos pontos e resultados melhores que os encontrados pela distribui¢ao uniforme
do parametro.

Podemos verificar que na elipse também temos uma distribuicao melhor dos
pontos que a distribuicao dada pela distribuicao uniforme no parametro, pois este
tipo de distribuicao do parametro tende a atribuir um maior niimero de pontos
nas regioes com grande variacao de curvatura e poucos pontos em regioes com
pouca variagao de curvatura, “corrigindo”’ a mé distribuicao anterior.

Testamos também a curva N (t) = 0.5cos(t*) — 1.5sen(t?), 3sen(t?)sen(2t?) (Fi-
gura 1.12; gerada no Winplot), onde a curvatura varia de forma consideravel. Para
esta curva tivemos que utilizar um nimero maior de pontos para que pudéssemos
obter uma boa aproximacao do trago dela, sendo que nos locais de grande va-

riacao de curvatura temos um nimero maior de pontos que nos locais com pouca
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‘*cos(ts), ‘3'sin(t5 ‘
discrete:

Fig. 1.11:  Distribuicdo regular no parametro para a elipse «(t) =

(10 cos(t?), 3sen(t®))

variacao de curvatura.

1.4.3 Distribuicao ponderada pelo inverso da velocidade

Neste caso, o parametro é ponderado em funcao da velocidade levando em con-
sideragao o inverso da média geométrica da velocidade em pontos intermediarios
situados em cada trecho. O objetivo é o de deixar a distribuigao de pontos mais
regular possivel, com a idéia de aproximar por poligonos com tamanho mais ho-
mogéneos de segmentos.

Experimentalmente encontramos uma boa distribui¢ao para as curvas anali-
sadas, tomando o cuidado com o valor inicial do parametro para a distribuicao
dos pontos na curva e considerando um ntimero maior de pontos para curvas que
apresentam muita variacao na velocidade escalar para que pudéssemos encontrar
uma aproximacao melhor. O algoritmo utilizado para construcao dos graficos e

calculo da area relacionada a este tipo de parametrizacao é dado por:

p:10$
1:[(0)70.2, (%pi*2)~(0.2)],numer$
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0.5*cos(t)-1.5%sin(B), 3*sin(t)*sin(2")) ——
discrejé2\ ——

Fig. 1.12: curva N(t) = 0.5 cos(t?) — 1.5sen(t?), 3sen(t*)sen(2t%)

u(t) :=[10*cos(t~5),3*sin(t"5)]1$
ud(x,1i) :=subst (t=x,diff (u(t),t,i))$
r(x):=trigsimp((ud(x,1).transpose(ud(x,1)))~(0.5))$
Li:flatten(map(r,makelist(part(I,1)+i*(I[2]-I[1])/p,1,0,p))),
numer$
L2:makelist (sqrt(2/(part(Ll,i+1)+part(L1,i))),
i,1,length(L1)-1)$
L4:cons(I[1],(I[2]-I[1])*L2/apply("+",L2)) ,numer$
L6:flatten(map(u,makelist (sum(part(L4,i),i,1,j),j,1,length(L4)))),
numer$
x:makelist(part(L6,2*i-1),i,1,length(L6)/2)$
y:makelist(part(L6,2%i),i,1,length(L6)/2) ,numer$
plot2d([[parametric, u(t)[1], u(t) [2],[t,I[1],1[2]], [nticks, 200]],
[discrete,x,y1])$
AREA_aprox=0.5*sum(part(x,i)*part(y,i+l)-part(x,i+1)*part(y,i),
i,1,length(L1)-1);

Com este procedimento, obtemos uma melhor distribuicao dos pontos, isto

porque a medida que a velocidade escalar aumenta, por exemplo, ocorre uma
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5 5%cos(t%), 5.5%sin(t%)
discrete:

Fig. 1.13: circunferéncia a(t) = (5.5 cos(t°), 5.5sen(t°))

“compensacao”’ aproximando de uma distribuicao pelo comprimento de arco o
que nao acontece na distribuicao uniforme no parametro. Conseguimos res-
gatar uma boa distribuigdo com poucos pontos para a circunferéncia a(t) =
(5.5cost’,5.5sent”) e a elipse a(t) = (10cos(t°), 3sen(t’)). Levando em consi-

deracao também o valor inicial do parametro.

— 55
cos(t”), 3*sin(t
( )discregeg

Fig. 1.14: elipse parametrizada por a(t) = (10 cos(t°), 3sen(t%))

Podemos notar através das Figuras 1.13 e 1.14 que tanto na circunferéncia
como na elipse temos distribui¢oes de pontos melhor que as distribuicoes obtidas

pela distribuicao uniforme no parametro.
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0.5°cos(t?)-1.5"sin(B), 3*sin(t) sin(2")) ——
discrefg2) ——

Fig. 1.15: curva N(t) = 0.5co0s(t?) — 1.5sin(t?), 3sin(t?)sin(2t?)

As tabelas a seguir contém os valores aproximados da area delimitada por
cada curva variando-se o niimero de pontos e a parametrizacao, com auxilio dos
algoritmos apresentados anteriormente.

Como era de se esperar, ao partirmos da circunferéncia com velocidade cons-
tante, como a curvatura é constante nao da diferenca, a nao ser de aproximagao
nas trés formas de distribuigao de vértices aqui estudadas.

Mas, quando percorremos a circunferéncia com velocidade escalar variavel, te-
mos que a distribuicao dos pontos feita pela distribui¢ao uniforme do parametro
nos fornece maus resultados se comparados com os obtidos pelos outros métodos
utilizados neste trabalho, isto pode ser melhor observado quando consideramos
dada por a(t) = (5 cos(t?), 5sen(t?)). Podemos observar claramente o efeito “cor-
retor’das distribuicoes que levam em conta a curvatura e o vetor velocidade,
(Tabela 1.2)

A mesma anélise foi feita para a elipse dada por a(t) = (10 cos(t”), 3sen(t”)).

Outros tipos de ponderacoes no parametro, utilizadas na obtencao de uma
melhor distribuigao de pontos podem ser a encontradas em [7],[13].Para curvas
onde nao se tem uma parametrizagao, uma “estimativa”do raio de curvatura pode
ser feita se lembrarmos que o raio de curvatura é o raio do circulo “por trés pontos

consecutivos” (circulo osculador) da curva. Abordagens desta forma podem ser
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Area Erro Absoluto
Pontos Uniforme | Curvatura | Velocidade || Uniforme | Curvatura | Velocidade
10 68.77 74.05 73.20 9.76 4.48 5.33
30 77.39 77.96 77.95 1.14 0.57 0.58
50 78.13 78.33 78.32 0.41 0.21 0.21
100 78.43 78.48 78.48 0.10 0.05 0.05
Area Exata || 257 ~ 78.54

Tabela 1.1:

(5 cos(t?), 5sen(t?))

encontradas em trabalhos de computacao gréfica ([7]).

Aproximagdo da drea do circulo parametrizada por «(t)

Area Erro Absoluto
Pontos Uniforme | Curvatura | Velocidade || Uniforme | Curvatura | Velocidade
10 50.99 84.83 87.64 43.25 9.41 6.61
30 87.87 92.91 93.46 6.37 1.33 0.79
50 91.89 93.75 93.95 2.35 0.49 0.288
100 93.65 94.12 94.17 0.59 0.12 0.072
Area Exata || 307 ~ 94.25

Tabela 1.2:

(10 cos t°, 3sent®)

Aproximagao da drea da elipse parametrizada por «aft)




CAPITULO 2

Planimetros

Neste capitulo estudamos o funcionamento de dois modelos de planimetro que
sao instrumentos utilizados para o calculo de drea por processos mecanicos. O
fundamento tedrico dos planimetros é dado pelo Teorema de Green em todos
estes modelos. O desenvolvimento aqui apresentado inclui os detalhes tedricos
do funcionamento destes instrumentos os quais se constituem em interessante
motivacao para apresentagao e proposicao de pequenos projetos de investigacao
aos alunos de calculo de varias variaveis. As principais referéncias utilizadas

foram [8],[16],[2] e [14].

2.1 Introducgao - O Teorema de Green

Os planimetros sao instrumentos usados em geral para medir areas de figuras
planas, dentre os mais conhecidos podemos citar os planimetros polar e o linear.
Apesar de utilizarem mecanismos diferentes para calcular a area de uma regiao
delimitada por uma curva fechada simples, apenas contornando esta curva ao final
do percurso eles nos fornecem o valor da drea delimitada por ela simplesmente

pelo nimero de voltas de uma pequena roda vezes uma constante que depende

25
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das medidas do aparelho. A facilidade da obtencao do valor da area pode ser
muito 1util, por exemplo, na determinacgao da area de figuras bastante irregulares.

O planimetro que analisamos com mais detalhes aqui ¢ o introduzido por Ja-
kob Amisler Leffon em 1854, conhecido como planimetro polar. Existem registros
de versoes anteriores de planimetros (Herman, Golege em 1814). Nao encontra-
mos muito da fundamentacao tedrica destes, mas idéias subjacentes ao teorema
de Green também devem fazer parte dessa fundamentagao. Em 1907, J. Y. Whe-
tley escreveu um livro, intitulado “The Polar Planimeter”. Existem atualmente
versoes eletronicas dos planimetros. Mesmo estas nao parece ser muito utilizadas
pelos engenheiros.

Programas computacionais como Autocad possuem ferramentas que possibi-
litam o calculo da area uma vez que temos o desenho no computador. Mas, como
comentamos na introducao, julgamos importante que o conhecimento dos funda-
mentos matematicos que estao envolvidos, sejam do conhecimento dos alunos, em
especial dos alunos de engenharia.

Observamos inicialmente que um planimetro relaciona o percurso feito sobre
uma curva fechada com a area que esta contorna e que esta relagao pode ser esta-
belecida pelo classico “Teorema de Green”que relaciona os conceitos de integral
de linha de um campo de vetores no plano e integral dupla de uma funcao escalar
[16], [2]. As curvas C considerada sao as simples fechadas requlares de classe C*
por partes, isto é, C' = f[a,b] onde f : [a,b] — R? é continua tal que para a =
(t:4:21)6 de classe CT com f'(t) # (0,0) V t € (t;,ti11),
fla,b) é injetora e f(a) = f(b).

thy<ti < .. <t,=b,f

Teorema 2.1.1 (Teorema de Green (1828)). Sejam C uma curva simples fechada
reqular por partes, orientada no sentido anti-hordrio e F = (M(x,y), N(x,y)),
um campo vetorial, onde M, N e suas derivadas parciais sao continuas num con-
junto aberto de R? que contém a curva C e a regido R interior a esta. Entdo vale

a igualdade:
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ON  OM
M N = == .
fg (z,y)dz + N(z,y)dy //R (89[: o ) dz dy

Para o caso particular em que

(20 o), o2

(2.1)

onde k é uma constante, temos:

]iM(x,y)dx—kN(x,y)dy://Rk;dxdy:k//Rdxdy:k//RdA.

Neste caso o valor da area de R é dado simplesmente calculando a integral de

1
linha em C multiplicada pela constante o

, 1
Area de R = E}I{ M (z,y)dx + N(z,y)dy (2.3)
c
Como comentamos no capitulo anterior, podemos deduzir o caso especial do
“Teorema de Green”” em que M(z,y) = —% e N(z,y) = g e, portanto, k =

1, para calcular a drea de uma regiao por integral de linha. Naturalmente, o
Teorema de Green é muito mais geral e envolve mais pré-requisitos do que o caso

da area.

2.1.1 Area de um poligono pelo Teorema de Green

Como um possivel exercicio a ser proposto como aplicacao do Teorema de
Green, podemos refazer o calculo de area englobada por uma poligonal usando
agora o Teorema de Green.

De fato, dado um poligono de n vértices, denotado por Py, ...,P, (ver Figura

2.1), podemos parametrizar cada lado do poligono da seguinte forma:

PiPi(t) = (1 —t)Pi + tPi, (2.4)
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Fig. 2.1: Poligono

onde t € (0,1).

Utilizando (2.2) para o caso particular de M(z,y) = =% e N(z,y) = 5

obtemos o seguinte resultado:

j{Mxyda:—i-nydy—// <8—N—8—M>dxdy
j{——dx—i- dy—//( )dxdy—//dxdy:AreadeR
c 2 R

O calculo dessa integral de linha é dado simplesmente calculando a integral

(2.5)

de linha em cada lado do poligono e somando-se estes resultados. Assim,

AreadeR:f dl‘—l— dy— 27{ xdy — ydx
PP

+1

(2.6)

Sendo P; = (x;,y;) € Pyy1 = P, temos de (2.5) que

T
o

i1 () = (=) (w5, 9:) + t(Tiv1, Yira)

v
o

() = (@i, y) + U Tipr — 24, Yig1 — Vi)

2.7)
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Ou seja, temos a parametrizacao do segmento FP;P; |, com as respectivas

coordenadas:

xi(t) =z + t(xi — ) (2.8)
Yi(t) = yi + t(Yir1 — ¥i), (2.9)
lembrando que ¢ € (0,1).
Assim:
Arcade R = 12”: xdy — ydxr =
2~ JFP,.,

- %Z/ (%~ g ) e =
- %Z [ (600 =) s =0 +

— (Wi + tyisr — ¥)) (i1 — :U,)) dt =

1 t*
= 5 Z lxi(yiﬂ — yi)t + (x1;+1 - xz’)(yi+1 - yz)g +
i=1
21"
= Yi(Tirr — )t — (Y1 — ¥i) (@1 — mz)gl =
0
1 o 1
= 3 Z T (Vi1 — i) + (g1 — ) (Yir1 — yi)é +
i=1

1
- yi(xiJrl - 331) - (yi+1 - yi)(xiJrl - 331)5] =
1 n
) Z LiYi+1 — Yilit1
i=1

Refazemos assim o resultado apresentado no Capitulo 1 que mostra a area de

um poligono simples sendo calculada.

2.2 O planimetro polar
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Mostraremos a seguir como o instrumento mecanico planimetro calcula a in-
tegral de linha e a relacao de k com as medidas do mesmo. Isso serd feito inici-
almente com o planimetro polar e depois estendido ao planimetro linear.

O planimetro polar é um instrumento com dois bracos acoplados, nao neces-
sariamente iguais, geralmente feitos de metal e com abertura entre eles variando
de 0° até 180°. Numa das extremidades temos uma ponta que pode ser fixada
em superficies planas (pdlo) e no extremo do outro brago temos um ponto mével
(tragador), o qual percorre a curva que delimita a drea que desejamos medir.
Neste mesmo brago em sua outra extremidade temos uma pequena roda com
um contador, que registra o nimero de voltas que ela da quando o ponto mével
(tracador) percorre a curva. Esta roda encontra-se préxima ao vinculo entre os
dois bragos (pivo) (ver Figura 2.2). A roda é colocada perpendicular ao brago com
a ponta movel (brago tragador) e gira perpendicular a este como detalharemos

no que se segue.

Fig. 2.2: Planimetro polar

Vamos inicialmente descobrir a relagdo de um fator & como em (2.2) com as
medidas do instrumento, para isso devemos primeiro encontrar as fungoes M (z, y)
e N(z,y) de forma que se verifiquem as equagoes (2.1) e (2.2). Como a roda é
um dos elementos que nos fornece a area, devemos entao pensar num campo de

direcoes perpendicular ao braco do tragador, para isso introduziremos os seguintes
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dados:

e Inserimos um sistema cartesiano de modo que a origem do sistema cartesi-

ano coincida com a posicao da ponta fixa, C;

e A ponta fixa pode ser colocada na parte interna ou externa, vai depender

da regiao da qual desejamos calcular a area.

Denotaremos por B o ponto de acoplamento dos bragos, por A a extremidade

livre do brago tragador, e por d e L o comprimento dos bragos ( ver Figura 2.3).

Y,

Fig. 2.3: regiao com planimetro

Para encontrarmos um campo de vetores perpendicular ao braco tracador,
podemos tomar o vetor @ = (x — p,y — q) que é paralelo ao brago mével, e um
vetor perpendicular ao brago mével v = (¢ — y,z — p), do tragador que realiza

movimento no sentido anti-horario. O campo de diregoes sera dado por:

1
=—(q—y,z—p). 2.10
m 7a—y.x—p) (2.10)

Como o ponto B também se movimenta e este movimento esta relacionado com

=

F(z,y) =

o do brago mével, podemos entao associar as coordenadas p e q as coordenadas
x,y e verificar que as fungoes que compoem o campo de diregoes e suas derivadas
parciais sao continuas. Como estamos interessados nas derivadas parciais de M e
N, vamos utilizar as variaveis auxiliares ¢ e €, que representam, respectivamente,
o complementar do angulo de abertura entre os dois bragos e o angulo entre o
brago fixo e o eixo x (ver figura 2.3). Desse modo temos as seguintes relagoes:

sen(¢ + 0) = @, cos(¢p+0) =

(x—p)
L

, cos(f) = g e sen(f) = %
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assim,
qg—y=—Lsen(¢p+6), x—p=~Lcos(¢p+6), p=dcos(fd) e q=dsen(d)

x = Lcos(¢ + 0) + dcos(f) (2.11)
y = Lsen(¢ + 0) + dsen(0) (2.12)

substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), obtemos um campo de dire¢ées em funcao
das variaveis auxiliares 8 e ¢ com 0 < 6 < 2w e 0 < ¢ < 7. Estamos supondo

que a curva fique na regiao interior a um disco de raio L + d.

F(0,9¢) = %(—Lsen(gb +6),Lcos(¢p+0)) = (—sen(¢p +0),cos(¢p +6)). (2.13)

Onde,
M(97 (b) = _Sen(¢ + 9)7 (214>

N(0,¢) = cos(¢p + ). (2.15)

Vamos agora, através da regra da cadeia encontrar o valor de k. De fato,

0

00 Ox 00 Oy 00

(2.16)
OM _ OM 9z | M0y
o oz 0¢ dy 09
ON _ 9N 9z | ON 3y
00 — Ox 99 8y o0 (2 17)

16]
ON _ ON oz | ON Oy

9 — 0z 9 " Oy 9
Sendo as derivas parciais de M, N, x e y em funcao das variaveis 0 e ¢, dadas

por:
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% — _(Lsen (0 + ¢) + dsen(8)) (2.18)
g_z — _Lsen(0+ o) (2.19)
% = (Lcos(f+ ¢) + dcos ) (2.20)
Z_Z — Leos(6 + ¢) (221)
S = = coslo+) (2:22)
aa_];[ _ ‘Z_Z — —sen(0 + 0), (2.23)

substituindo (2.18), (2.19), (2.20), (2.21), (2.22) e (2.23) nos sistemas (2.16) e
(2.17), através do método de eliminacao, encontramos as derivadas parciais de
M e N em fungao das variaveis x e y, com isso calculamos o valor de k dado por

(2.2), ou seja:

—(Lsen(6 + ¢) + dsen&)%—l\f + (Lcos(f+ ¢) + dcos(@))%—]\; = —cos(f+ ¢)
—Lsen(0 + gb)%—lf + L cos(0 + gb)aa—]\j = —cos(0+ ¢)
(2.24)
—(Lsen(0 + ¢) + ds,ené)‘?)—l)\(I + (Lcos(f+ ¢) + dcos(&))%—g = —sen(f+ ¢)
—Lsen(f + ¢) 3% + L cos(0 + gb)%—g = —sen(f + ¢)
(2.25)

Resolvendo-se os sistemas (2.24) e (2.25), obtemos os seguintes resultados:

oM cot(¢ + 0)
dy  L(cot(d) — cot(¢ + 0)) (2.26)
ON tan(¢ + 0) .

9r  L(tan(¢ + 0) — tan(0))



2.2 O planimetro polar 34

Substituindo os resultados em (2.2)
ON  OM _ tan(¢ + 6) cot(¢ + 0)

YT % T 9y T Lhan(o+0) —tan(@))  L{cot(d) — cot(é + 0))

tan(¢ + 0)[cot(0) — cot(¢ + 0)] — cot(¢ + 6)[tan(¢ + 0) — tan(6)] _
L(tan(¢ 4 0) — tan(#))(cot(8) — cot(¢p + 0))

tan(¢ + 0)[cot(0) — cot(¢ + 0)] — 1 + tan(0) cot(¢p +0)
L(tan(¢ + 6) — tan(0))(cot(f) — cot(¢ + 0))

tan(¢ 4 6)[cot(0) — cot(¢ + 0)] — tan(f) cot(0) + tan() cot(¢p +6)
L(tan(¢ + 6) — tan(0))(cot(0) — cot(¢ + 6))

tan(¢ + 0)[cot(0) — cot(¢ + 0)] — tan(6)[cot(0) — cot(¢ + 0)]
L(tan(¢ + 6) — tan(0))(cot(f) — cot(¢ + 0))

[tan(¢ + 0) — tan(0)][cot(f) — cot(¢ + 0)]
L(tan(¢ + 6) — tan(0))(cot(0) — cot(¢ + 6))

E= T

Portanto, o valor de k depende apenas do comprimento do braco movel. A
préxima etapa é mostrar a relagao do planimetro com integral de linha, ou seja,
como ele a calcula. Para isso vamos analisar com mais detalhes o movimento da
roda.

A roda gira na direcao perpendicular ao brago mével, quando ha um movi-
mento paralelo a este, ela desliza sobre o plano. Portanto, o tinico movimento
que é computado pela roda é o movimento perpendicular ao brago mével.

Dado o campo F(z,y) = (M(xz,y),N(z,y)), podemos procurar suas cur-
vas integrais, isto €, as curvas que sao sempre tangentes ao campo. Procura-
mos curvas (z(s),y(s)) de modo que o vetor tangente satisfaca 7 = (%, %) =
(M(z,y), N(x,y)) = F(z,y). Se |F(x,y)|| = 1 entdo a curva sai parametrizada
pelo comprimento de arco com F'(z(s),y(s)).7(s) = 1 e a integral de linha de um

campo unitario em cima de uma curva integral mede o comprimento desta curva,

pois
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§ vt Nty = [ (MGl 6D G + Nl 6D ) ds
= /0Sl F(C(s)).U(s)ds = /081 ds = s =
= Comprimento da curva

(2.28)

Do mesmo modo podemos pensar em curvas ortogonais ao campo, isto €,
curvas que sao sempre perpendiculares ao campo. Ou seja, uma curva C(s) =
(2(s), y(s)) tal que o vetor tangente a curva C, definido por ¥ = (%, %) e o
campo F obedecem a relagao F'(z(s),y(s)).v(s) = 0.

Quando o planimetro percorre uma curva integral do campo, a rodinha fixada
perpendicularmente ao braco movel, roda perfeitamente livre. O contador aco-
plado a esta rodinha mede o niimero de voltas que ela da ao se deslocar sobre a
curva. Sejam n; (pode ndo ser inteiro) esta medida e d o didmetro da rodinha.

O comprimento total da curva integral vale

Comprimento = % M(z,y)dx + N(z,y)dy = n;wd.
c

Quando o Planimetro percorre uma curva ortogonal, a roda desliza sobre o
plano da figura, o medidor acoplado na rodinha indica zero, ou seja, o valor da
integral de linha do campo sobre a curva ortogonal que vale nessa situagao zero.

Qualquer curva fechada C' regular por partes pode ser aproximada por varios
segmentos de curvas integrais e ortogonais ao campo intercaladas, que denotare-

mos por C1, Cy, ... , C,,. Entao,

7{ M (z,y)dx + N(z,y)dy ~ M (z,y)dx + N(z,y)dy + ... +
C (f

+ M(z,y)dz + N(z,y)dy = (ny + ... + ny)wd = nrd,
Cm

onde n é o nimero dado pelo contador ao percorrermos a curva C. Ou seja,
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Comprimento = ]{ M (z,y)dx + N(z,y)dy = nrd,
C

em que n corresponde ao nimero de voltas e d é o diametro da roda. Encontrado

o valor da integral de linha, o valor da area é dado por:

) 1 ~
Area = E]{ M (z,y)dx + N(x,y)dy = nmdL
c

2.3 O planimetro linear

Como vimos, o brago de comprimento d que possui ponta fixa nao influencia
nas rotagoes que a roda faz ao percorrer a curva, ou seja, no calculo da &rea,
podendo entao ser desprezado. Dal ter sido concebido um novo planimetro con-
tendo apenas o brago com a ponta mével sendo que o ponto onde se encontrava
o vinculo entre o dois bragos pertencente agora uma reta com a roda perpendi-
cular ao brago mével a uma certa distancia do pivo (ver Figura 2.4 ). Este outro

planimetro é conhecido como “Planimetro linear”.

Fig. 2.4: Planimetro linear

Colocando um sistema de coordenadas tal que a linha reta coincida com o eixo
y (ver Figura 2.5), temos que as coordenadas de B (pivo) sdo dadas por (0,Y) e as

coordenadas de A por (x, y). Por simplicidade, consideramos a regiao pertencente
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ao primeiro quadrante e além disso que o valor de x nao pode ser maior que o
valor de L, (pois nesse caso, nao terfamos o planimetro passando naquele ponto).
Portanto z < L (notamos ainda que se por acaso a regiao estiver contida, por
exemplo, nos dois primeiros quadrantes entao considerariamos |z| < L). No caso
particular em que x = L terifamos Y = y, e entao para entendermos melhor o

planimetro vamos admitir que x < L.

Fig. 2.5: Regiao com o planimetro linear

Fazendo-se um procedimento semelhante ao do planimetro polar, mostrare-
mos inicialmente a relacao estabelecida entre a area e o caminho percorrido pelo
planimetro determinado pelo conjunto de dados: nimero n de voltas da roda,
diametro D da roda e comprimento L do brago.

Para encontrar um campo de direcoes F' perpendicular ao brago mével, que
seja paralelo ao movimento da roda fixada em H na direcao paralela ao braco,
basta tomarmos um vetor perpendicular ao vetor BH = (a,b) o qual é paralelo
a0 vetor BA = (x,y —Y). Sejam HB—H)H =he ||B—1>4|| = L, entao:

BH = %EZL (2.29)

Portanto de (2.29), temos que a =% x e b = %(y-Y) e 0 nosso vetor ¥ perpen-
dicular a B?ﬁ ¢é dado por:

U= (=b,a) = %(Y —y,x) (2.30)

Temos também que a posicao do pivo estd relacionada com o movimento do

planimetro sobre a regiao, ou seja, Y depende das variaveis x e y onde a relagao
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entre estas é dada por:

(=0l 4+ (y-Y) =L = |y—Y|=VL>—2?

Y=y—VvL>—2z? (2.31)

utilizando-se (2.30) e (2.31) encontramos o campo de dire¢oes, definido por:

U 1h 1
F = — = __(Y — = —(=\/]2 — g2
(l’,y) |U’ hL( yax) L( T ,l’)

T
Desta maneria, obtemos M (z,y) = —1V/L? — 2% e N(z,y) = T e assim:

LN oM 1
- Ox oy L

Utilizando a relagao (2.3) através de andlise andloga a feita para o planimetro
polar e a integral de Green e considerando também as mesmas medidas, obtemos
a equagcao:

¢ 1
AREA = % J(I{ M (z,y)dz + N(x,y)dy = nt DL
c

2.4 Calculo da area da Lagoa da Jansen

Utilizamos o planimetro polar (o mesmo poderia ser feito com o planimetro
linear) para calcular a drea da Lagoa da Jansen com o objetivo de entendermos
o seu funcionamento na pratica.

Através do programa “Google Earth”conseguimos a imagem da Lagoa da
Jansen (ver Figura 2.6). Utilizamos entdo o planimetro polar do Laboratério
de Geotecnia da Faculdade de Engenharia Civil (FEC) da Unicamp. O uso do
planimetro é feito da seguinte maneira: primeiro desenhamos um quadrado de
area conhecida e fazemos um certo nimero de leituras, ou seja, contornamos a
curva que delimita a drea e em cada volta anotamos o niimero de voltas da roda

(em geral fazemos trés leituras); logo em seguida calculamos a média das leituras
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Fig. 2.6: Lagoa da Jansen

feitas. Esta leitura média fica entao relacionada com o valor da area do quadrado
que é conhecida. Fazemos agora um outro nimero de leituras sobre a figura e
calculamos a média, com esta nova leitura média encontramos a area do mapa
aplicando a “regra de trés”. Lembramos entao que esta area encontrada ainda nao
¢é o valor real, para encontrar este valor, devemos multiplicar a area encontrada
pelo fator de escala ao quadrado.

Para este trabalho tivemos o fator de escala 23 : 2.10° e tomamos um quadrado
de drea 100cm?. Encontrando assim que o valor aproximado da 4rea da lagoa cor-
responde a 1190582.57m?, ou 119.5 hectares, valor préximo ao que encontramos
pela aproximacao poligonal discutida no Capitulo 1.

O célculo da area (variavel) de lagoas, é utilizado em problemas de poluicao .
O modelo matematico usual para simulagoes numéricas que estimam a poluicao
de uma lagoa é baseado na concentracao temporal da carga de DBO (Demanda
Bioquimica de Oxigénio), em ¢/l, a qual leva em consideragao véarios parametros e
a area é fundamental no processo de autodepuracao, ou seja, capacidade do corpo

receptor receber efluentes sem causar danos que afetem o ecossistema aquéatico

19].
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2.5 Alguns dados histéricos sobre George Green

E interessante notar que na forma que foi descrito aqui o funcionamento dos
planimetros, usamos o Teorema de Green que foi publicado pela primeira vez
em 1828, como relatamos a seguir e no entanto, segundo ([5]), existem registros
de planimetros desde 1814. Portanto a fundamentacao destes foi estabelecida
antes da referida publicagao. Nao encontramos dados sobre qual teria sido esta
fundamentagao, mas pretendemos investigar futuramente.

O relato que se segue foi extraido do artigo ([6]) e descreve um pouco da
trajetéria e das importantes contribuigoes de George Green.

George Green nasceu em 1793 em Nottingham na Inglaterra e era filho tinico.
O seu pai possuia uma padaria préxima ao centro de Nottingham na qual Green
trabalhou durante cinco anos. Depois foi trabalhar num moinho que era do seu
pai, no qual trabalhou por bastante tempo.

Em marco de 1801, ele foi matriculado na escola de Robert Goodacre, em
Nottingham, onde permaneceu por 18 meses. O periodo que permaneceu nesta
escola foi a uinica educagao formal de Green até os seus 40 anos, quando ingressou
em Gonville and Caius College, Cambridge em 1833.

No periodo de 1802 a 1823 nao se tem informagoes se Green obteve algum
tipo de auxilio no seu desenvolvimento mateméatico ou se ele era completamente
autodidata. Sabe-se que teve sempre o suporte do pai que tinha boas condigoes
financeiras e sabia de seu fascinio por Astronomia e Ciéncia Natural.

Em 1823, associou-se a biblioteca de Nottingham, o centro de atividade in-
telectual da cidade. Obteve assim estimulo, suporte, e acesso ao Philosophical
Transactions da Royal Society e outras revistas cientificas. Em 1828, Green pu-
blicou seu primeiro trabalho, “Essay on the Application of Mathematical Analysis
to the Theories of Electricity and Magnetism”, e neste trabalho de aproximada-
mente 70 paginas, que estd contido a derivagao do Teorema de Green e também

as Funcoes de Green e relacoes com os problemas de eletrostética.
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O caminho habitual para publicagoes de artigos cientificos na Inglaterra era
entao em duas revistas de duas sociedades: a Royal Society e a Cambridge Phi-
losophical Society. Porém, como Green nao possuia qualificacoes formais e nem
contatos com o meio cientifico, nao conseguiu publicar o seu artigo numa re-
vista. Teve entao que pagar para o seu artigo ser publicado privativamente em
Nottingham.

Em 1833, Green, com apoio de Sir Edward Bromhead, de Lincoln, que havia
lido o seu ensaio de 1828, publicou seu primeiro artigo numa revista. Novamente
este artigo era sobre eletricidade, porém com conselhos de Bromhead, publicou
sobre hidrodinamica, movimento de ondas e 6ptica, assuntos de mais interesse no
periodo, num total de oito artigos publicados, no periodo de 1835 a 1839.

Green, entao aos 40 anos, entrou para o Gonville and Caius College, Cam-
bridge, a mesma Universidade de Bromhead. Ensinou no Caius College e foi eleito
Fellow em Novembro de 1839. Com a satde declinando, voltou para Nottingham
em 1840 onde morre em 1841.

A inspiracao para ensaio de Green de 1828 vinha da Franca, de Laplace e
Siméon D. Poisson. A lei do inverso do quadrado das distancias para forcas entre
duas cargas tinha sido entao recentemente estabelecida experimentalmente por
Poisson, que tinha mostrado como esta determinava a distribuicao de carga sobre
superficies de condutores. Ele fazia grande uso do conceito de potencial, nome o
qual ele estabeleceu.

Por volta de 1840 muitos trabalhos de Green estavam publicados, mas sua
contribuicao mais importante, o“Essay”, nao havia ainda sido publicado numa
revista. Foi posteriormente organizada e publicada no Crelles’s Journal por Wil-
liam Thompson e Lord Kelvin, que ingressaram em Cambrige logo depois de G.
Green. Assim como outros importantes fisicos e matematicos deste periodo, como
Rayleigh e Maxwell, eles foram também muito influenciados pelos trabalhos de

George Green.



CAPITULO 3

Transformacoes que preservam

areas

Abordamos neste capitulo algumas transformagoes do plano no plano que pre-
servam areas. Inicialmente, vamos explicitar uma propriedade usada para deter-
minar se a transformagao preserva ou nao a area delimitada pela curva inicial. Fs-
tabelecemos uma caracterizacao das transformacoes lineares que preservam areas
na se¢ao 3.3 e analisamos o efeito destas num circulo. Apresentamos também
alguns tipos de transformagcoes mais gerais que preservam areas de regioes do
plano. As principais referéncias utilizadas neste capitulo, foram [4], [15],[1], [9],

[10], [11], [15], [16], [17], [12] e [2].

3.1 Transformacoes do plano no plano

Nosso estudo sobre transformacgoes do plano no plano tem como enfoque as
transformacoes que preservam areas. Vamos inicialmente introduzir e exempli-
ficar alguns conceitos que serao utilizados ao longo deste capitulo, fazendo uma

andlise geométrica das transformacoes lineares que satisfazem esta condicao. Uma

42
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transformacao 7' : R? — R? ¢ uma funcao cujo dominio e imagem sao ambos sub-

conjuntos de R? (ver Figura 3.1).

Yy V.

0 = |

Fig. 3.1: Transformacao de uma regiao em outra

T transforma uma regiao R numa regiao S no plano uv e é expressa por
T(z,y) = (u,v), com (z,y) € R e (u,v) € S, sendo que u = u(z,y) e v =v(z,y)
sao fungoes reais. Sendo T'(z1,y1) = (ug,v1), dizemos que o ponto (uq,vy) é
a imagem do ponto (x1,y;) pela transformagao 7. Assim, S é o conjunto das
imagens dos pontos de R do plano que denominamos simplesmente de Imagem
de R. Resumimos a seguir conceitos e resultados sobre transformacgoes lineares
[4], [15],[1].

Uma transformacao T : R? — R? é dita linear se para quaisquer w;, w, € R?
e a € R, temos:

1) T(wy +wy) = T(wy) + T (ws)

i) T(ow;) = T (wy)

Uma transformacao do plano no plano ¢ linear se, e somente se, tem a forma

T(z,y) = (ax + by, cx + dy) (3.1)

onde a, b, ¢, d sao constantes reais . Matricialmente podemos expressar:

x T a b x
y c d y

e assim a cada transformacao linear podemos associar univocamente uma matriz

a b
c d
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que ¢é sua matriz em relagao a base canonica.

Os exemplos a seguir foram ilustrados com o auxilio do software Winplot.

Expansao ou contracao uniforme : Dados u € R? e o > 0 a transformacao
linear T': R? — R? é uma expansao ou contracao uniforme quando T'(u) =
aT'(u) (se a > 1, teremos uma expansao e para 0 < o < 1 obteremos uma

contragao). Estas transformagoes preservam a forma.

Fig. 3.2: Contragao e Expansao da uma imagem do meio

Reflexao em torno dos eixos cartesianos : Dado (z,y) € R?, a transformagao
linear T : R? — R? ¢ uma reflexdao em torno eixo y quando T'(z,y) =
(—x,y). Nesta transformagao os valores das ordenadas sdo conservados e
os da abscissas ficam com o sinal contrario. No caso da reflexao em relagao

ao eixo x temos as abscissas mudam de sinal e as ordenadas nao se alteram,

ou seja, T(z,) = (z, ).

ks 4o Lix

Fig. 3.3: Reflexao no eixo dos y

7

Reflexao na origem Dado (z,y) € R?, a transformacao linear 7' : R? — R? ¢

uma reflexdo na origem quando T'(z,y) = (—z, —y). Nesta transformagao
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os valores das abcissas e das ordenadas apenas mudam de sinal. A matriz

associada a esta transformacao em relacao a base canonica é dada por:

Rotacao de um angulo ¢ no sentido anti-horario Uma rotacao de um angulo

6 ¢ uma transformacao linear Ry : R? — R? definida por:

Ry = (xcos(0) — ysen(), xsen(d) + y cos(h))

Uma transformacao que também preserva forma (e distancia) é a translagao,
apesar de nao ser uma transformacao linear.

Exemplos de transformacoes lineares que preservam areas sao as isometrias
lineares, isto é, transformacoes lineares que preservam distancias.

Uma transformacao linear é uma isometria se, e somente se, sua matriz asso-
ciada for ortogonal [4]. Isometrias lineares preservam, portanto, além do compri-
mento, o angulo , ou seja, formas e tamanhos. Como os vetores de uma matriz
ortogonal sao ortonormais s6 existem duas possibilidades para as isometrias line-
ares:

i) As rotagoes de um angulo 0, as quais tem por matrizes

cos(f) —sen(0)
sen() cos(0)

A:

Notamos que detA = 1, neste caso.
ii) As reflexoes por uma reta passando pela origem e formando um angulo
de g com o eixo X. Estas terao por matrizes:

B cos(f) sen(6) |
sen() —cos(f)

(detB = —1, neste caso)
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Para vermos que B é de fato uma reflexao através de uma reta, decompomos
a matriz B, diagonalizando-a através de seus autovalores \y = 1 e Ay = —1 e

autovetores v; = (cos (g) , sen (g)) € Uy = (—sen (g) , COS (g))

cos(#) sen(d) cos (
sen(f) —cos() sen (

) 1 0 cos(

0 0
2 2
) 0 —1 —sen (

)
)

sen (

) COS(

) —sen (

) COS (

NID ~—r

NS N[
NS NID

3.2 O jacobiano das transformacoes que preser-

vam areas

Consideramos uma transformacao 7" : R? — R? com derivadas parciais continuas,

dadas por (U’:U) = T(.’I},y) = (Fl(x7y)7F2(x7y>>
YA A%

T
—

(l‘o, yO) Ax

X u

Fig. 3.4: Transformagao do retangulo R na regiao S

Seja a regiao S do plano uv correspondente a imagem pela transformacao T’
de uma “regiao elementar” R, dada por xog <z < zo+ Ax e yo <y < yo + Ay.
Podemos aproximar a regiao S por um paralelogramo determinado pelos vetores
secantes p = T'(zo,y0 + Ay) — T(zo,90) ¢ ¢ = T(xo + Az,y0) — T(w0,0) s
respectivas curvas T'(zo,y) e T'(z,yo). Utilizando a definigdo da derivada parcial

de uma funcao, temos:
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- T(xo + Az, yo) — T'(x0, o)

T, = Alx_@ A = T(xo + Az, y0) — T(20,y0) = AxT,
T(xo,yo + Ay) — Tz,
Iy = Alyrilo o Ay; (%0, 3o) = T'(z0,y0 + Ay) — T(x0,90)) =~ AYT,

Fig. 3.5: Transformacao do retangulo R na regiao S

Vamos entao aproximar S por um paralelogramo determinado pelos vetores

AxT, e AyT,, onde os vetores T, e T, valem:

oF - 0F,-
T, = i+ 22

8x1+ ox

oF - 0F,-
T,= e 22
vy T oy

Desse modo, a area AA da regiao S pode ser aproximada pela area deste
paralelogramo que corresponde a norma do produto vetorial dos vetores r,Au e
r,Av, ou seja,

AA = ||AxT, x AyT, || = ||T, x T,||AzAy

Quando calculamos o produto vetorial AzT, x AyT, encontramos o determi-

nante que é denominado jacobiano da transformacao.

J or OF O(Fy, Fy)
T T — OF} OFy . ox 8y E_ 1,42) 7
z X vy — | 55 0 — - A/ N
oz oy OF,  OF o(z,y)
oF, R ) 9z 9y (ao,0)
oz 9y (x0,y0)
Ou seja,
OF, oF
o, F) | 5 By
I(x | am R
(7y) ox dy

(x07y0)
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Podemos entao encontrar uma aproximacao para AA de S:

O(Fy, Fy)
Iz, y)

Para regioes R do plano que sao “bem definidas”por uma reuniao de regioes

AzAy (3.2)

(z07y0)

AA%‘

elementares, (como é o caso da regides que podem ser subdivididas em subregices
limitadas por graficos de fung¢oes) podemos demonstrar que as dreas de R e de
sua imagem S =T'(R) serdo dadas pelo limite das somas de Riemann das areas
de A;R e dos paralelogramos aproximadores que definem as integrais duplas [2],

[16].

Area de S, = lim Z Z Ajuljv = // dA
mazHAiuAijHO
, | 2 I () // O(u,v)
Area de S, = lim AulN\v = dzxdy
! oo ZIJZI (u,v) r|0(z,y)

maz|A;zAyl|—0

Concluimos assim que uma transformacao 7" : R? — R? injetiva de classe C!
preserva area se, e somente se, o jacobiano for constante e igual a 1 ou -1. Em
geral podemos dizer que o jacobiano de uma transformacao corresponde a um

fator de deformacao para areas.

3.3 Transformacoes lineares do plano que pre-

servam areas

Vamos entao analisar quando as transformagoes lineares do plano que preser-
vam areas. Para T'(z,y) = (Fi(z,y), Fo(x,y)) = (ax + by, cx + dy), temos que o

jacobiano é constante:

OF OF
U B) | 5t Gy || gy
a(z, ) or, oF c d

ox dy
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Para que as transformacoes lineares preservem a area devemos entao ter
lad — be| = 1. Com o auxilio dos autovalores e autovetores verificaremos o com-
portamento das transformagcoes sob estas condicoes. Calculando autovalores da

transformacao linear, temos:

p(\) = =(a—A)(d—A) —bc= ) —(a+d)\+ad — bc

Como os autovalores correspondem as raizes do polinémio caracteristico, ob-

temos a seguinte equacao:

N —(a+d)A+ad—bc=0 (3.3)

Caso 1: ad — bc = —1
Impondo inicialmente a condi¢ao ad — bc = —1 em (3.3), obtemos a seguinte
equacao:

N—(a+d)A—1=0 (3.4)

A equacao 3.4 possui autovalores reais distintos, pois neste caso temos A =

(a+d)?+4 e com isso podemos diagonalizar a matriz, o que nos fornece, o seguinte

resultado:
A = PDP!
det(A) = det(PDP™)
det(A) = det(P)det(D)det(P™")
det(A) = det(P)det(P~")det(D)
det(A) = det(D),
onde,

A0
0 A
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Lembrando que o determinante da matriz A é, por hipdtese, igual a -1 e temos,
portanto, que o produto dos autovalores correspondem a -1, ou seja, um autovalor
corresponde a menos o inverso do outro, A; = —A; . Resolvendo a equacio 3.4,

obtemos os seguintes autovalores:

A1:a+d+\/(a+d)2+4 (3.5)
5 .
Ny — a+d—\/(2a+d)2—|—4 (3.6)

Vamos entao calcular os autovetores correspondentes a (3.5) e (3.6):

a) Calculo dos autovetores associados a A;:

a b T T

c d Yy Y

a— A\ b x| 0
c d— )\ Yy 0

i) Se A1 # a, os autovetores satisfazem:

b 2by

==
G—>\1y a—d—/(a+d)?+4

(a—MN)z+by=0=2x=—

e, portanto, os autovetores sao da forma:

2by
a—d-— \/(a—i—d)2—|—4’y
ii) Se Ay # d, os autovetores satisfazem:
c 2cx

T=1Y=—
d=x" T T asa— Jlardp £ a

cx+(d=My=0=y=—

e, portanto, os autovetores sao da forma:

- 2cx
" d—a—/(a+d)?+4
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iii) No caso de A\; = a = d, se aplicarmos esta hipétese em (3.5), obtemos:
244 2 2a)2 + 4
a+a+ (2a+a) + o a+ \/(Qa) + sa—atV@rEl
Vi)2+1=0=d+1=0=d"=-1

Admitindo apenas que os elementos da matriz sao numeros reais, a hipotese

(iii), portanto, nao ocorre.

b) Calculo dos autovetores associados a Ag:

a b T T

c d Y Y

a— Ao b | 0
C d—)\g Yy 0

i) Se A\s # a, os autovetores satisfazem:

2by

a—d++/(a+d)?*+4

(a—X)r+by=0=2=— y=>x=—

a—>\2

e, portanto, os autovetores sao da forma:

2by
a—d+\ﬁa+®2+4w
ii) Se Ay # d, os autovetores satisfazem:
c 2cx

T=y=—
R S Y R L

cx+(d=—X)y=0=y=—

e, portanto, os autovetores sao da forma:

. 2cx
Cd—a++/(a+d)?+4

iii) No caso de Ay = a = d, se aplicarmos esta hipétese em (3.6), obtemos:

— 244 2 2a)% 4+ 4
a+a (a+a)?+ e a+\/(2a)+ sa—a—J@PEl

2

Via)P+1=0=d+1=0=a>=-1

a =
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Admitindo que os elementos a,b,c,d € R, a hipdtese (iii), portanto, nao

ocorre.
Caso 2: ad —bc=1

No caso onde temos ad — bc = 1, encontramos a seguinte equagao:

M —(a+dA+1=0 (3.7)

A equagao (3.7) possui A = (a + d)? — 4 que pode ser maior, igual ou menor
do que zero. Estes resultados vao depender do moédulo do traco da matriz da
transformagao linear, ou seja, |a + d| e nem sempre teremos autovalores reais.

Apesar da transformacao, neste caso, nem sempre preservar alguma direcao
determinada por autovetores, podemos analisar o comportamento da deformacao
aplicada em uma regiao do plano utilizando uma transformacao linear auxiliar.

De fato, podemos fazer a seguinte decomposicao matricial da transformacao li-

near,

a b x ax + by
c d Y cr + dy
1 0 a b x ax + by
0 —1 —c —d Yy cr + dy

Ou seja, observamos que a matriz da transformacao linear, A, é dada pelo
produto da matriz de reflexao em torno do eixo x, denotada por R,, com a
matriz A; que possui os mesmos elementos, porém com ¢ e d com sinais trocados
e determinante igual a -1, denotada por A;, ou seja, A = R,A;. Desse modo,
podemos analisar a transformacao linear original com base no estudo realizado
anteriormente para a matriz A; de determinante igual a -1 e o efeito final sera o
da composicao da transformacao associada a A; com uma reflexdao no eixo x.

Exemplos particulares deste caso 2 (e que possuem autovetores) sao as trans-
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formacoes dadas por matrizes da forma

() Q
Q= O

com a # 0, ou estas matrizes compostas com rotagoes.
Resumindo o desenvolvimento feito até aqui, para os Casos 1 e 2, temos a

seguinte proposicao:

Proposicao 3.1. Uma transformacao linear T’y no plano associada a matriz

a b

A= preserva drea se, e somente se, |detA| =1, Além disto temos:
c d

(1) Se detA = -1, os autovalores de A satisfazem, \y = —— onde

A

(a+d)++/(a+d)?+4
2

b _ c
v; = (_a—)\i’l) ou v; = (1,—d_)\i),

onde utilizamos v; quando a # N\; e utilizamos v; quando d # \;, sendo i = 1,2.

)\1:

e temos:

(2) Se detA = 1, consideramos a decomposi¢ao;

A= Ay
com

—c —d
(3) Se detA = —1, teremos pelo item (1) expansao/ contra¢ao na dire¢do de
vy e contrag¢ao/expansao sequida de reflexdo na dire¢ao de vs.
(4) Se detA = 1 teremos pelo item (2) a composicao do efeito 3 para a matriz

Ay composto com uma reflexao no eixo x.

Vamos ilustrar entao esta proposicao com o exemplo a seguir:
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Exemplo 3.3.1. Seja a transformacdao linear do plano no plano definida por
T(z,y) = (z + 3y,—x — 1y), vamos verificar o comportamento desta trans-

formacao.

De fato, sendo a matriz associada a esta transformagao linear dada por

é facil verificar que esta matriz possui determinante igual a 1 e o tragco igual
1.5, ou seja, |a + d| < 2, portanto ela nao possui autovalores reais. Aplicando a

decomposi¢ao sugerida, obtemos as seguintes matrizes:

1 0
Rz - Al -
0 —1 1

= Njw

Calculando os autovalores da matriz A; usando a Proposicao 3.1, encontramos
os autovalores \; = 2 e Ay = —3 e 0s seus respectivos autovetores (2y,y) e (z, —z).
Portanto, podemos dizer que a matriz A transforma os autovetores relacionados
com A; da matriz A; num vetor com o dobro do moédulo na mesma direcao e
em seguida o reflete em relacao ao eixo x. Do mesmo modo, a transformacao
associada a matriz A transforma os autovetores de A\, da matriz A; num vetor
que de mesma direcao, porém com modulo igual a metade do original, sentido
contrario e logo em seguida o reflete em relagao ao eixo x.

A deformacao por T4 dos outros vetores do plano pode ser observada através
da decomposigao destes nos eixos assentados nos autovetores de A;. Uma outra
forma de observamos o efeito de uma transformacao linear no plano que preserva
area é através das imagens de circulos, como faremos na proxima se¢ao. A Figura

3.6 ilustra esta imagem para a transformacgao acima.



3.4 Deformacgao de um circulo por uma transformacao linear que
preserva area 55

0.2

0
-18 -16 -14 -12 -1 B8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 12 14 16 18

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

El

Fig. 3.6: Imagem de um circulo unitario centrado na origem pela transformacao

T(xz,y) = (x + 1.5y, —x — 0.5y)

3.4 Deformacao de um circulo por uma trans-
formacao linear que preserva area

Nesta secao analisaremos a imagem de uma circunferéncia de raio unitario cen-
trada na origem por uma transformacao linear que preserva area. Iremos verificar
que esta imagem corresponde a uma elipse, ou seja, que sendo 2% + y? = 1, e
T(z,y) = (ax + by, cx + dy) = (u,v) mostraremos que existem as constantes ks,
ks e k4 reais, de maneira que a imagem do circulo pode ser escrita da seguinte

forma:

u? + kov? + kguv = ky (3.8)

onde u = ax + by e v = cx + dy, isto &,

—_
m|§?‘

u
= k’4, k?4 > 0. (39)

()

Além disto, o determinante da matriz simétrica da forma quadratica deve ser

]{32 v

)T

maior do que zero. Vamos entao substituir os valores de u e de v na equagao (3.8)

e verificar a existéncia de ko, k3 e ky. Temos o seguinte sistema:



3.4 Deformacgao de um circulo por uma transformacao linear que
preserva area 56

(ax +by)* + ka(cx + dy)® + ka(az + by) (cx + dy) = k4

(a®2® + b*y® + 2abxy) + kao(c*2® + d*y? + 2cdry)+ (3.10)

+ ks(acz® + bdy* + adwy + bexy) = ky

(a® 4 ko + acks)z? + (b* 4+ d®ky + bdks)y? + [2ab + 2cdky + (ad + be)ks)zy = ky
Utilizando a hipétese que 2% + * = 1 na equagao (3.10), obtemos a equagio

a seguir,

(a® 4 ko + acks)z? + (b* 4+ d®ky + bdks)y? + [2ab + 2cdkq+

+ (ad + be)ks|xy = ky

(a® + Pky + acks)z® + (b* + d*ky + bdks)(1 — 2°) + [2ab + 2cdky+

+ (ad + be)ks|xy = ky (3.11)
(a® + kg + acks — B> — d%ky — bdks)x? + (b* + d®ky + bdks)+

+ [2ab + 2cdky + (ad + be)ks|xy = ky

[a® — b* + (¢ — d®)ky + (ac — bd)ks)z® + [2ab + 2cdky + (ad + be)ks)zy+

+ (b + d®ky + bdk3) = k4

Para que a igualdade obtida em (3.8) seja verdadeira, devemos ter:

a? —b? + (¢ — d*)ky + (ac — bd)ks = 0 (3.12)
2ab + 2cdky + (ad + be)ks =0 (3.13)
(b + APk + bdks) = ky (3.14)

Desse modo, se encontrarmos ks e k3 que satisfacam 3.12, 3.13 e 3.14 veri-
ficaremos a validade da afirmagao feita. Mas encontrar estas variaveis significa

resolver o seguinte sistema linear.

(? — d*)ky + (ac — bd)ks = b* — a?
2cdky + (ad + be)ks = —2ab
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Na forma matricial, temos

A —d*> ac—bd ko b? — a?
= (3.15)
2c¢d  ad+ be ks —2ab
Calculando o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear, de-

notado por A, temos:

A = (¢ —d*)(ad+ be) — 2cd(ac — bd)
= ac’d +bc® — ad® — bed* — 2ac’d + 2bed?
= bed® — ac’d + bé® — ad®
= d*(bc — ad) + ¢*(bc — ad)
= —(d*+ *)(ad — be)

Como estamos trabalhando com transformacoes lineares que preservam areas,
temos que |ad — bc| = 1. Admitindo, por exemplo, ad — bc = 1, entdo A =
—(c® + d?). Para que este determinante seja nulo, isto é, A = 0, devemos ter
¢ = d = 0, mas isto nao pode acontecer pois teriamos ad — bc = 0 o que é
absurdo, logo, A # 0. Assim, nosso sistema linear possui solugao tnica, ou seja,
existem varidveis reais ko e k3 e a equacao 3.8 é vélida.

Resolvendo o sistema, encontramos :

a* + b 2(ac + bd)

= e N ER—
2T 22 2 £ 2

Como

1 k& o\ 2
k- () (3.16)

substituindo os valores de ky e k3 em (3.16), obtemos:
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b (Es P (a2 + P [ (ac+bd)]?
? 2 o\t 2+ d?
a’ + b B (ac + bd)?

2+ dE (1 By
(a® +0*)(c* + d*) — (ac + bd)?

(2 +d?)?
B a’c® + b*c? + a>d? + b*d? — a*’c® — b*d? — 2abed
N (2 + d?)?
b4 aPd® — 2abed
- (02 + d2)2
ad — bc)?

Portanto, podemos afirmar que a imagem de uma circunferéncia de raio

unitario é, como esperado, uma elipse.

Vamos entao, com auxilio dos autovalores, diagonalizar a matriz simétrica da
forma quadratica e com isso escrever a elipse na forma canonica. Para o calculo
destes autovalores e seus respectivos autovetores utilizamos o software Maxima

que nos forneceu os seguintes resultados:

4B+ P+ d 4\ /[6+ )+ (@6 -0 + (@t ]

AN = 2(c2 + d2) (3.17)
a2+ 2+ 2442 — b+c)?+ (a—d)?|[(b—c)*+ (a+ d)?
N o CHPEES VI( J;(C)Q :ng) 2[(b — )2 + (a + d)?] (3.18)

Autovetores associados a Ai:

N 2(bd + ac)
@@ — b1+ (a0 1 @+ D7

) , com A € R. (3.19)

Autovetores associados a As:

( 2(bd + ac)
A,
a2+ 02— 2 —d2+/[(b+ )2+ (a—d)?][(b—c)? + (a + d)?]

) , com A€ R, (3.20)

Antes de apresentarmos a elipse na forma canonica mostraremos a relacao dos

autovalores (3.17) e (3.18) com o valor de k4. De fato, a multiplicagdo de A1 por Ay
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corresponde, simplesmente, ao determinante da matriz simétrica da forma quadratica,
que j& foi calculado. Se substituirmos os valores de ko e k3 em (3.14) encontramos a

seguinte relagao:

ky = b%+ d%*ky + bdks
2 4 p2 2 bd
ki = b2+d2<a + >+bd<—(ac+)>

c? 4 d? c? 4 d?
b2(c? + d?) + d?(a® + b?) — 2bd(ac + bd)
ky =
c2 + d2
b — b2c? 4 b2d? 4 a’d? + b*d® — 2abed — 2b%d?
L 2+ d?
P a’d? — 2abed + b*c?
v 2+ d?
(ad — bc)?
ke = 2 2
¢t +d

ks = Mho(+d?)

Desse modo, a elipse na forma canénica é escrita como

A1 O U
( uy U1 ) ! ! = )\1A2(C2 + d2)
0 AQ U1
a4 Aov? = M a(c® + d?)
2 2

uy U1

=1
(62 + d2)A2 + (02 + d2))\1

Onde

u _ [I] autovetores u1

canonica
v V1

Resumindo o desenvolvimento feito até aqui e observando que o caso em que o
determinante € igual a -1 pode ser reduzido a este, a menos de uma reflexao no eixo x,

temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2. Uma transformacao linear T's que preserva drea leva uwm circulo cen-
a b

1
trado na origem numa elipse de semi-eixos Iy e lo, o = T onde, para A =
1 c d
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e |detA|l =1, temos

A+ +E+d+[(b+c)2+ (a—d)?[(b— )2+ (a+ d)?]
2

h? =

A imagem de uma circunferéncia de raio r e nao necessariamente centrada na origem
pode ser obtida por composicao e serd também uma elipse semelhante a dada pela

proposicao anterior.

3.5 Transformacoes gerais que preservam areas

Apresentaremos nesta secao alguns tipos de transformacoes mais gerais do plano
no plano que preservam areas. Estas transformacoes foram escolhidas através dos seus

jacobianos.

3.5.1 Transformacoes do tipo T'(z,y) = (bx + f(y),a % ;y)

Inicialmente vamos estudar transformagoes “quase lineares”da forma

T(2.y) = (ba + f(9).a % 7). (3.21)

onde f é uma funcao de uma variavel derivavel e b £ 0. Sendo

b /
JT(z,y) = 0 , (3.22)
0 =+3
é facil observar que o determinante de (3.22) vale £1. Além disso T é uma trans-

formacao injetiva. De fato,

T(xo,y0) = T(x1,91)

<bx0 + f(yo),a £ 11)y0> = <bx1 + f(y1),a £ 11)y1> ) (3.23)

Portanto, de (3.23) encontramos (zg,yo) = (z1,y1) e a transformagcao 3.21 também

preserva area. Vamos entao verificar um exemplo desta forma.
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Fig. 3.7: Deformagao do circulo unitdrio por T'(z,y) = (2z + y*, —3y)

Exemplo 3.5.1. Sejam T(z,y) = (2z 4+ y*, —3y) e (z,y) = (cos(t),sen(t)) de raio 1
numa curva fechada simples B(t) = T(x(t),y(t)) = (2cos(t) + sen(t)?, —3sen(t)) (ver
figura 3.7).

De fato, s6 para conferir, calculando a integral de linha no intervalo de 0 a 2w,

obtemos:

1
?{:L‘dy—ydx =
2 Js

2T 1
((2 cos(t) + sen(t)Q)(—§ cos(t)) +
)

sen(t)(2 cos(t)sent — 2sen(t))>dt

N~ N~ N~ N~ N

27
/ —(cos(t))? — %(sem(t))2 cos(t) — (sen(t))? +
0

4+ (sen(t))? cos(t)> dt

— ;/OQW (—1 - %(sen(t))z cos(t)>dt
_ ;(-t + % (sen(t)))jr

Este valor negativo é porque T inverte a orientacao (seu jacobiano é —1) e estamos
percorrendo a curva no sentido horario. Portanto, para utilizarmos o caso especial do
teorema de Green, devemos trocar o sinal para que a curva seja percorrida no sentido

anti-horario e obtemos entao o seguinte resultado:

1
//dxdy:fxdy—ydx:w,
R 2 /3
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que é a area do circulo de raio unitario.

3.5.2 Transformagées do tipo T(z,y) = (c £ 1z, dy + g(z))

Outras transformagoes que também preservam areas sao as transformacoes da forma,

T(r,y) = (e go,dy +g(x)), (3.24)

onde ¢ e d s@o constantes reais, d # 0, e g(x) tem derivada continua para todo = € R.
De fato, temos que T é injetiva e para todo par (z,y) € R? o determinante da matriz

jacobiana de (3.24) vale £1.

JT(x,y) = (3.25)

ﬂ

0 02 04 06 08 12

Fig. 3.8: Deformacao do circulo z? + > = 1 por e T(x,y) = (—xz,y +
(0.3sen(4x))* — 0.2x° — 0.2 cos(20x) + 0.3 tan(0.5x))

Exemplo 3.5.2. Sejam T(z,y) = (—x,y + (0.3sen(4x))* — 0.2x> — 0.2 cos(20x) +
0.3tan(0.5x)) e fazendo-se (x,y) = (cos(t),sen(t)). T preserva dreas e transforma, o
circulo de raio 1 numa curva fechada simples a(t) = T'(xz(t),y(t)) mais “complexa”que
a do exemplo anterior (ver Figura 3.9). A drea delimitada por « (que é curva fechada
simples), possui exatamente o mesmo valor da drea do circulo unitdrio, o que pode ser

conferido com o auxilio do Mazxima.
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3.5.3 Composicoes

Outros tipos de transformacgoes que preservam &reas, podem ser obtidos por com-
posicao. Notamos que as composicoes destas transformacoes também preservam areas.
De fato, se tomarmos duas transformagoes do plano no plano e as composicoes entre
as duas, de modo que esta composicao esteja bem definida, a matriz jacobiana desta
composicao ¢ o produto das duas matrizes jacobianas das transformacoes, portanto o
jacobiano da composicao serd o produto dos jacobianos pela propriedade de determi-
nantes. Como estas transformacoes preservam areas entao o médulo do jacobiano de
cada transformacao vale 1 e podemos entao concluir que o médulo do jacobiano da
composta também possui valor 1. Por outro lado a composta de fungoes injetivas é

injetiva, logo areas serao preservadas pela composta.

Fig. 3.9: Composicao

Ezemplos com o Mazxima

Apresentaremos a seguir a implementacao que fizemos no Maxima para mostrar a
deformacao do circulo unitario quando aplicamos nele um dos tipos de transformacao
estudadas nesta secdo. Aqui também é calculado o valor da drea delimitada pela nova
curva, s6 para ilustrar que equivale a area do circulo unitario. Naturalmente outras

curvas simples podem ser utilizadas ao invés do circulo original u(t).

u(t) :=[cos(t),sin(t)]$

I:[0,%pi*2] ,numer$

a:0$b:1$c:08d:1$

f(y):=(0.2xtan(y)) "2-y~3$

g(x):=(0.3*sin(4*x)) "4-0.2%x"5-0.2%cos (20*x)+0.3*tan(0.5%x) $
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h(x,y) :=[b*x+f(y) ,a-y/bl$

k(x,y):=[c-x/d,d*y+g(x)]1$

n(t) :=k(u(t) [1],u(t) [2])$

m(t) :=h(u(t) [1],ult) [2])$

plot2d([[parametric, u(t)[1], u(t)[2],[t,I[1],I[2]1], [nticks, 200]111)$
plot2d([[parametric, m(t) [1], m(t) [2], [t,I[1],I[2]], [nticks, 200]]11)$
plot2d([[parametric, n(t)[1], n(t)[2],[t,I[1]1,I[2]], [nticks, 200]111)$
f(z):= subst(t=z,diff(n(t) [1],t)*n(t) [2]1)$

romberg(f(z), z, 0, %pix*2);

u(t) é curva original parametrizada (circulo unitdrio); I o intervalo, a, b, ¢ e d as
constantes da transformacao e f e g as funcoes que contribuem para as deformacoes.
Estas transformagoes permitem criar objetos bem diversos que possuem a mesma area

da regiao contornada pela curva inicial. Fica aqui o convite para a experimentagao.

3.5.4 Observacoes

E importante notar que é bastante grande a classe das transformacoes gerais que pre-
servam areas. Por outro lado ressaltamos que se exigirmos que uma transformagao
seja uma isometria, isto é, que preserve distancias (e portanto area) ficaremos restri-
tos as isometrias lineares, ja descritas na secao 2.2 e a composicao destas com uma
translacao. De fato, como é conhecido da geometria classica ([10]), uma isometria no
R™ é necessariamente a composta de uma transformagao linear ortogonal (rotacdo ou
reflexdo através da origem) com a translagao por um vetor.

Transformacoes que preservam &drea sao importantes na cartografia. Como é co-
nhecido, nao existe uma isometria que leve parte de uma superficie da esfera (que tem
curvatura Gaussiana constante positiva) no plano (que tem curvatura Gaussiana zero).
Portanto, mapas que sao “planificacoes” de uma esfera nunca sao fieis, mas podem pre-
servar areas. Af estamos falando de transformacoes de regioes da esfera no plano que
preservam &areas.

Observamos que a proposta inicial deste trabalho foi um problema sobre mapas
proposto pelo Prof. Mario Martinez. Acabamos por nos estender sobre a discussao

de transformacoes do plano no plano, o que seria a parte inicial do trabalho, a qual
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mostrou-se também muito interessante em seu desenvolvimento.

Uma referéncia para mapas que preservam areas é ([11]). Um cldssico exemplo é
dado pela projegao de Lambert (1772). Uma perspectiva futura é observar os mapas
dados pela composigao destas projecoes de igual drea conhecidas com as transformacgoes

neste capitulo.
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