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“Nao hda ramo da Matemdtica,
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Resumo

Inicialmente é apresentado um capitulo sobre a modelagem matematica e sua importancia
nos dias atuais. Discutimos o papel das equacoes diferenciais, ordinarias e parciais, na
representacao matematica de processos reais que envolvam leis de conservacao usadas na
fisica dando enfoque as equacoes de difusao, que resultam do principio de conservacao de
energia.

No segundo capitulo é apresentado o método dos volumes finitos, uma técnica at-
ual e bastante 1til usada na discretizacao de equagoes diferenciais parciais parabdlicas e
hiperbdlicas.

A seguir o método dos volumes finitos é aplicado para encontrar aproximacoes para a

solucao da equacao do calor transiente e espacialmente bidimensional.

Palavras-Chave: Modelos matematicos, Equacoes de calor, Método de volumes finitos.
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Abstract

Initially it presented a chapter on mathematical modeling and its relevance today. We
discussed the role of differential equations, ordinary and partial, the mathematical rep-
resentation of actual cases involving conservation laws of physics focusing used in the
equations of delivery, that result from the principle of conservation of energy.
The second chapter is presented the method of finite volume, a current and very useful
technique used in discretization of partial differential equations and parabolas hyperbolic.
Following the method finite volume is applied to find approaches to the solution of the

equation of heat and spatially transient two-dimensional.

Keywords: Mathematical models, Equation of heat, Finite method volume.
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Capitulo 1

Modelos Matematicos

1.1 Introducao

Desde suas origens a matematica esteve ligada a solugoes de problemas praticos: divisao de
rebanhos de animais (teoria dos nimeros), medigao de terras (geometria) sdo os exemplos
mais conhecidos. Gradualmente as idéias elementares foram sendo organizadas e evoluiram
para estruturas légicas . Neste processo de evolugao sempre esteve presente a motivagao do
entendimento da natureza e predi¢ao do futuro. Hoje as mais diversas areas do conhecimento
humano, principalmente a ciéncia e a tecnologia, utilizam a matematica. Desta forma é
natural que os Modelos Matematicos desempenhem um papel importante na matematica.
Através de modelos mateméticos procuramos agrupar medigoes obtidas em experimen-
tos, ou observacoes, em problemas matematicos adequados. Mais adiante estes problemas
devem ser encaminhados a compartimentos de uma estrutura de andlise e resolucao que
ja foram construidas por nossos antepassados ou que ainda esteja sendo desenvolvidas. O
modelo matematico de um problema do mundo real é um conjunto de simbolos e relagoes
matematicas que de alguma forma representam o objeto em estudo. Em alguns casos o
modelo pode ser uma simples equacao, como, por expemplo, o modelo para calculo de juros
compostos: se um capital P é aplicado em n parcelas ao ano, a uma taxa de juros anual r,

o montante acumulado em t anos sera:



S =P (1+ —)m (1.1)

Esta expressao tem sido usada ha séculos e é intrigante que no inicio do século XVII,
antes até do surgimento do Calculo, alguém percebeu que, se fazemos n crescer, os resultados
se aproximam de um valor fixo; assim nasceu a funcao exponencial. Para citar outro exemplo
mais recente, a teoria da relatividade nos diz que a massa de uma particula com velocidade
v, € dada pela funcao:

m(v) = _ M (1.2)

Ji-3

onde my é a massa da particula e ¢ é a velocidade da luz. A importancia dos modelos
matematicos reside tanto na linguagem concisa e clara da matematica como expressao de
idéias quanto na possivel utilizacao de um arsenal de resultados desenvolvidos durante os
ultimos 2500 anos. Entretanto, o crescente desenvolvimento dos computadores, a partir
da segunda guerra mundial do século XX, representou um novo estimulo na modelagem
matematica posto que as calculadoras viabilizam o grande volume de calculos numéricos que
se tornaram necessarios na simulagao de processos mais complexos, com menos simplificacoes,
e na otimizacao desses processos. Para ilustrar a importancia dos modelos matematicos
lembremos que, como acontece em outras areas do conhecimento, a histéria da ciéncia tem
mostrado que a conexao entre fendmeno fisico e sua representacao matematica fez com que a
fisica e a matematica caminhassem juntas na teoria da gravitacao de Newton, nos trabalhos
de Gauss, Euler e mais recentemente na teoria da relatividade, na mecanica estatistica e no
movimento Browniano.

Um modelo matematico é proveniente de simplificagoes do fendomeno, que tornam possivel
sua formulagao em termos matematicos; nem sempre estas simplificagoes condizem com a
realidade. Assim, de modo geral um modelo matematico retrata uma visao idealizada da

realidade, simplificada o bastante para permitir cdlculos matematicos, e tem como objetivo



o entendimento do fendmeno e possiveis predi¢oes do comportamento futuro. E importante
entender as simplificagoes necessérias e as limitagoes dos modelos posto que a ultima palavra
estard sempre com a natureza. Os caminhos para se chegar ao modelo para um processo
que se quer estudar podem nao ser simples pois trata-se de uma atividade criativa que de-
pende de conhecimentos adquiridos previamente. A modelagem do mundo real é baseada no
intercambio da linguagem usual da area especifica com a linguagem usada na matematica.
A traducao de leis da fisica ou de tabelas de dados coletados, por exemplo, em equagoes
matematicas é uma habilidade que se adquire com a experiéncia nas areas envolvidas. As
variaveis utilizadas no modelo, variaveis dependentes e independentes, devem ser escolhidas
adequadamente respeitando sua importancia pratica e as relagoes entre elas que sao conheci-
das. E relevante que os esforcos do profissional que desenvolve o modelo sejam no sentido
da melhor representacao matematica, dentro dos recursos matematicos e computacionais
disponiveis. Para se chegar ao modelo deve-se passar pela Modelagem Matematica descrita

de forma resumida na segao seguinte.

1.2 Modelagem Matematica

Entende-se como modelagem matematica o processo de obtencao e validacao de modelos
matematicos[1]. E, portanto, uma forma de abstracao e generalizacao de situagoes do
mundo real usando equagoes matematicas. Inclui também a busca de solucao destas equacoes
matematicas, interpretacao destas solugoes e alguma forma de validacao do modelo.

Nesta definicao, a modelagem matematica segue varias etapas. O esbogo abaixo é uma
tentativa de resumir os pontos principais.

(i) Entendimento da motivacao cientifica do fenémeno que queremos estudar e das abor-
dagens usadas previamente. Questionamento sobre a necessidade de novas abordagens e
quais as possibilidades disponiveis nesta tarefa.

(i) Formulagao de problema real em termos matematicos, isto é, usando fungoes, equagoes
algébricas, equacgoes nao lineares, equacoes diferenciais, equacoes integro-diferenciais, sis-

temas de equacoes matematicas, etc. Nesta etapa temos de escolher as varidveis que nos



interessam, selecionar os dados disponiveis, as leis que regem os fenomenos tuteis na relagao
entre as variaveis, separar o todo nas partes importantes e checar as simplificagoes que nao
invalidam o modelo.

(iii) Solugao do problema matemdtico. Aqui é importante conhecimento e habilidade
de manipular os métodos matematicos disponiveis. Talvez seja necessario voltar ao item
anterior, com novas simplificacoes que viabilizem a solucao matematica do modelo. Nesta
etapa aparecem as conclusoes matematicas da modelagem.

(iv) Interpretagdo dos resultados obtidos. E possivel a verificagao experimental dos re-
sultados? Pode-se comparar a solugao obtida com as provenientes de outras abordagens?
Existem outras formas de validacao do modelo?

Na matemaética é usual valorizar excessivamente a etapa (iii), inclusive como motivagao
para criacao de novos métodos matematicos. Mas quando o interesse esta na modelagem, as
etapas (i) a (iv) s@o igualmente importantes.

Quantidades que de alguma forma influenciam a dinamica de um processo sao
denominadas variaveis ou parametros. Em geral as variaveis sao quantidades que mudam
com o tempo. Na representacao do processo usamos variaveis independentes, por exemplo
(x,y,z,t) é usado para representar uma posi¢ao no espago (z,y,z) no tempo t. Também
usamos variaveis dependentes, que, como o nome diz, podem depender de estados anteriores,
das variaveis independentes e de outros dados. A relagao entre estas variaveis é o préprio
modelo. Os parametros sao valores auxiliares que podem nao mudar durante o processo. Em
geral os parametros provéem de medidas experimentais, como por exemplo o coeficiente de
difusao térmica usado no modelo da distribuicao de temperatura num meio, a constante da
mola e a porosidade de um meio poroso. Os parametros podem ainda surgir de observagoes de

dados estatisticos disponiveis como, por exemplo, a taxa de crescimento de uma populacao.

1.3 Modelos Usando Equacoes Diferenciais

Como vimos, os modelos sao representacoes, na linguagem matematica, das caracteristicas

relevantes de uma situacao que queremos entender e usar para fazer predi¢oes. De um modo



geral os modelos sao equagoes escritas usando simbolos mateméaticos que resumem de forma
simplificada parte de fatos que ocorrem no mundo real. Nesta formulagao, as incégnitas que
nos interessam e que, em geral sao fungoes de outras variaveis.

Nas aplicagoes encontramos numerosos fenomenos nos quais a taxa de variacao de algu-
mas quantidades presentes no modelo estao relacionadas entre elas e as outras variaveis do
modelo. Neste caso as incégnitas do modelo sao fungoes que aparecem sob a operacao de
diferenciacao e na matematica sao catalogadas como Equacgoes Diferenciais. As equacoes
diferenciais representam um papel importante ha mais de quatro séculos principalmente
por que elas representam os principios basicos da fisica que sao usados na compreensao da
natureza. Por exemplo, sao equacoes diferenciais as representacoes dos principios de con-
servacao de massa, de energia e do momento do sistema. Vamos citar alguns exemplos de
fenomenos cuja representacao matematica envolve taxas de variagao.

Exemplo 1. A taxa de decaimento de uma substancia radioativa, e a quantidade de
radiagao que ela emite, é, em cada momento, proporcional a sua massa m(t) naquele instante.

Desta forma o processo de desintegracao ¢ a equagao diferencial ordinéaria de primeira ordem:

dm(t)
Sdt

= —am(t). (1.3)
Nesta equacao o parametro a > 0 representa o coeficiente de proporcionalidade, uma
caracteristica do material radioativo. O sinal negativo reflete o decaimento da radioatividade
com o passar do tempo.

Ezxemplo 2. Num modelo bem simplificado podemos admitir que o crescimento de uma

populagao é proporcional a populagao existente. Assim o modelo simplificado seria:

——= =ap(t). (1.4)

Para melhorar o modelo precisamos considerar as restrigoes alimentares, a competicao entre

espécies, etc.



Fxemplo 3. Quando um objeto quente, com temperatura 7', é colocado em um ambiente
com temperatura Ty (que se presume constante), o objeto esfria a uma taxa que é propor-
cional a diferenca entre sua temperatura no instante t e a temperatura circundante, 7- Ty,
Assim, o resfriamento do objeto tem como modelo a lei do resfriamento de Newton:

dT (t)

— - =—all(t) = T]. (1.5)

Nos exemplos acima as funcgoes incégnitas dependem apenas do tempo e suas taxas
de variacao sao derivadas de func¢oes de uma tunica variavel. Sao exemplos de Equacoes
Diferenciais Ordinarias, cuja expressao geral é:

dy(t)

7 - f(t7y)a y(O) =Y (16>

na qual f representa a relacao entre as variaveis e gy, é a condicao inicial.

No caso de mais de uma variavel independente temos as Equacoes Diferenciais Parciais,
mais realisticas quando representamos o mundo real, tridimensional e também a variacao
no tempo. Por exemplo, o principio de conservacao de massa numa regiao do espaco tridi-
mensional, considerando que nao ha fonte de massa, é representado pela equacao diferencial
parcial, conhecida como equagao da continuidade [9]:

dp 0

0 0
- _ = 1.

Nesta equacao a incognita é a velocidade no ponto (z,y, z) no instante ¢ , p(x,y, 2,t) a
densidade e o vetor u(z,y, z,t) = (uy, uy, u,) representa a velocidade no meio.

O ideal da modelagem matematica é também encontrar métodos matematicos que fornegam
solugoes exatas para os modelos, isto é, suas solugoes analiticas. Por exemplo, o modelo
apresentado no exemplo 1 tem como solucdo analitica a fungdo m(t) = mg.exp(—at), onde

mp € a massa da substancia radioativa no instante inicial. Entretanto em problemas mais



complexos, como por exemplo a equacao da continuidade em regioes com geometria irregular,
dificilmente conhecemos a solucao analitica. A dificuldade em obter solugoes analiticas fa-
voreceu o desenvolvimento de métodos numéricos para calcular solucoes aproximadas. Em-
bora muitos métodos numéricos eficientes ja fossem usados antes do século XX a questao
do cédlculo numérico restringia bastante sua utilizacao em modelos mais realisticos. O de-
senvolvimento dos computadores nos ultimos sessenta anos ampliou de forma expressiva
a gama de problemas que podem ser investigados usando aproximacoes fornecidas por
métodos numéricos. Presenciamos um crescente desenvolvimento de programas computa-
cionais, chamados simuladores em algumas areas, que tem como modelo sistemas de equacoes

diferenciais que incorporam mais e mais as complexidades dos fenémenos em estudo.

1.4 Processos Difusivos: Equacoes Parabdlicas

Nesta secao vamos usar o Principio da conservagao de Energia, na forma de calor,
para obter uma equacao diferencial que representa matematicamente este principio. Esta é
a Equacgao do Calor, protétipo das equagoes parabdlicas que sao amplamente usadas no
estudo de processos difusivos.

Para obter a versao bidimensional desta equacao, consideremos uma placa homogénea
fina R = {(z,y) e R*0<x <L e 0<y< M}, isolada de modo que nenhum calor flua
através de suas faces, Fig. 1.1, isto é, que o fluxo de calor na placa se realiza apenas na
direcao dos eixos x e y. Além disso, suponhamos que a temperatura na placa seja uniforme
em cada secao perpendicular aos eixos coordenados.

O Principio da Conservacao do calor nos diz que : A quantidade de calor acumulado
numa regiao R, por unidade de tempo, € igual a resultante do fluzo de calor que passa pela
fronteira de R somado a quantidade de calor gerado no interior de R, por unidade de tempo.

Os simbolos matematicos podem ser usados para rescrever cada uma das trés parcelas
que estao presentes no balango acima: termo de acumulacao, termo do fluxo e o termo de
geragao. Esta ¢ a forma de obter uma equagao matemética que represente um principio

fisico.



Fig. 1.1: Placa retangular homogénea.

Vamos detalhar cada uma das parcelas separadamente considerando uma porcao ar-
bitraria da placa R, definida por R, = {(z,y)/2 <2 < Z+ Az e y <y < y+ Ay},

conforme Fig. 1.2.

R,

T T+ Ax T

Fig. 1.2: Porcao da placa R.

A quantidade de calor, AQ), que se acumula em qualquer por¢ao de uma placa é propor-

cional ao produto de sua massa m pela taxa de variacao da temperatura, aqui representada

pela funcao T'(x,y,t):

AQ = cm%—f, (1.8)



para uma constante positiva ¢, conhecida como calor especifico do material que compoe o
corpo representado matematicamente por R. Dessa forma, se p designa a densidade do
material(massa por unidade de drea), entao, em razao de (1.8) a quantidade de calor que se

acumula em R, por unidade de tempo, ¢ :

0Q oT

— = cpArNy— 1.

T (1.9)
sendo — calculada em algum ponto de R, .

ot

Passemos ao calculo do fluxo que atravessa a fronteira de R,. A lei de Fourier nos diz
que o fluxo de calor que passa através de uma superficie é proporcional a derivada normal
da temperatura. No caso da placa R,, Fig. 1.2, o fluxo de calor se da nas secoes retas
localizadas na direcao dos eixos coordenados e, portanto, a taxa de variacao do fluxo de
calor num ponto (Z,7), por unidade de rea e unidade de tempo pode ser escrito em termos
do gradiente da temperatura neste ponto:

oT aT

e 2
or Yoy

(1.10)
Esta é a Equagao Constitutiva que informa como se difunde o calor no material que
compoe a placa, e as constantes de proporcionalidades k, e k, sao chamadas coeficientes de
condutividade térmica, uma caracteristica do material. Sendo k, e k, positivos, e como o
fluxo ocorre na dire¢ao da diminui¢ao da temperatura, o sinal negativo em (1.10) é necessario.

Adotando a convengao de sinais dos eixos x e y, o calor que entra em R, na direcdo z é:

aT
ke Ay——(z,y,t 1.11
v () (111)
e 0 que sai:
T
ke By I+ Dy, 1), (1.12)
x



com §<y<y+Ay
Analogamente, na direcao y o calor que entra e que sai é, respectivamente:

oT oT
Ax— y — k,Ax— y+ A 1.1
ky xay (.T,y,t) € ky xay (:If,y—i- .%’,t), ( 3)

com T<xz<zT+ Az

Assim, o fluxo de calor resultante (o calor que entra menos o calor que sai) é:

oT oT ,_

kyAx [g—z (x, 7+ Ay, t) — — (,7, t)] ) (1.14)

O terceiro termo do balanco de energia, que representa o calor gerado, por unidade de
area e unidade de tempo, no interior de R, serd escrito em termos de uma funcao f(x,y,1t).

Assim, a quantidade de calor gerada em R,, por unidade de tempo, serd dada por :

ANxNyf (z,y,t). (1.15)

Usando (1.9),(1.14) e (1.15) no principio de conservagao de calor, teremos:

orT 1 [oT or _
Cpa = kxE _% (.T+AI,y,t) - or (.T,y,t):| +
1 [0 oT
T4+ A 7 1.1
b |y @7+ 800 - 50 @a0] + F a0, (119



e passando ao limite quando Az e Ay tendem a zero, obtemos

oT o*T o*T
2_ — - -
“ ot bz 0x? Ky Oy?

+ f(z,y,t), (1.17)
onde a constante cp foi substituida por a? para ressaltar que ela é positiva. Esta equacao é
conhecida também como a equacdo da difusdo bidimensional.

Os problemas fisicos tém condigoes de contorno que devem descrever matematica-
mente o que esta acontecendo no contorno do corpo em estudo. Além da razao fisica, adi-
cionar condigoes extras a equacao diferencial é crucial na descricao do problema, do ponto
de vista matematico. Em outras palavras, o conjunto equagao diferencial, condigoes de
contorno e condigoes iniciais, deve ser um problema bem posto: ter uma tunica solucao
e esta solugao deve depender continuamente dos dados do problema (pequenas pertubagoes
nos dados implicam em pequenas variagoes da solugao).

Através da condicao inicial informamos como € a solucao no inicio do processo em estudo,
T(z,y,t) = 0. No caso da equacao do calor (1.17), a condigao inicial é uma funcao que traduz

a distribuicao da temperatura no tempo que consideramos inicial:

T<x7y70):TO(fL'7y), 0<x<L e OSySM

As condigoes de contornos devem ser usadas nas secoes retas localizadas nos eixos coor-
denados, as quais podem ser dos seguintes tipos.

Se a temperatura é conhecida nos extremos, temos condigoes do tipo Dirichlet:

T0,y.t) = flyt) e T(Lyt)= falyb);
T(x,0,t) = qi(z,t) e T(x,M,t) = go(x,t), t > 0.

Se o fluxo de calor é conhecido, incluindo o caso de fronteiras isoladas:
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hi(y,t) = ha(y,t) =0 e wy(y,t) = we(y,t) = 0, temos Condigoes de Newmann

oT oT
%(07:% t) - h1<y7 t) € %(L’?ﬁt) = hQ(ya t),
g—z(:v,o,t) = wq(z,1) e 8_T

Se a temperatura da vizinhanga da fronteira é conhecida, temos Condigoes Mista

Neste caso podemos utilizar a Lei de Fourier para obter as seguinte relagoes:[6]

ar

8.’13 (anat) - Al[T(anat) - fl(yat)] € 8_7.’1;(];7y’t) = >\2 [T(L7y7t) - f2<y7t)] )

or

ay (ZE, Ovt) = Ml[T(xv Ovt) - 91(w7t)]

e _

3y (x,0,t) = uo[T(x, M,t) — ga2(x,t)], t > 0.
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Capitulo 2

O Método dos Volumes Finitos

2.1 Introducao

O método dos volumes finitos é um método de discretizacao que é utilizado para obter
a solucao numérica de varios tipos de equacoes diferenciais, a partir da integracao da
equacao diferencial em uma regiao, chamada volume de controle. Este método tem sido
usado com sucesso na dinamica dos fluidos, em particular para encontrar a aproximacao da
solucao para problemas complexos em varias dreas da ciéncia e da engenharia, como por
exemplo simulacao para aumentar a eficiencia da recuperagao do petréleo disponivel num
reservatorio|5].

Uma caracteristica importante do método dos volumes finitos é que em cada volume
discretizado, a grandeza fisica em questao, por exemplo a massa, obedece a uma lei de con-
servagao, ou seja, sua quantidade permanece conservada a nivel discreto. Esta caracteristica
torna o método dos volumes finitos muito 1util quando se quer modelar problemas para os
quais o fluxo é importante, como por exemplo, na mecanica dos fluidos.

O fluxo de uma grandeza, como massa ou energia, ¢ definido pela quantidade dessa
grandeza que atravessa uma regiao com area A, por unidade de tempo. Em geral, sao os
experimentos fisicos que nos informam as caracteristicas do fluxo da grandeza em estudo.

Por exemplo, a lei de Fourier estabelece a relagao entre o fluxo de calor e a derivada normal

13



da temperatura, conforme (1.10).
A quantidade de uma grandeza U que atravessa as fronteiras de um volume de controle
V' por unidade de tempo, é calculada pelo balanco na fronteira, isto é, pela diferenca entre

o fluxo que entra e o que sai de V. Os fluxos, de um modo geral, sao classificados em [7]:

e Fluxos convectivos, que estao associados a velocidade do fluido. Por exemplo, se U
for a temperatura, o fluxo convectivo seria o fluxo de calor devido ao escoamento de

agua quente de uma regiao mais quente para a regiao onde a agua estivesse mais fria.

e Fluxos difusivos, que sao causados pela nao-uniformidade da distribuigao espacial de
U. Novamente, considerando U como temperatura, surge um fluxo de calor na direcao
x, por exemplo, quando ha um gradiente de temperatura presente nessa direcao. A

ou
componente do fluxo de calor na direcao x, dada por k——, onde k é o coeficiente de
ox
condutividade térmica do meio, aparece no sentido da temperatura mais alta para a
mais baixa. Como vemos, a natureza do fluxo difusivo é diferente do convectivo, pois

mesmo sem movimento do fluxo pode ocorrer fluxo difusivo.

O resultado do balanco da grandeza que cruza a fronteira de V' somado a produgao de U
em V', é proporcional a variagao temporal de U dentro do volume de controle.
Dessa forma, considerando apenas fluxo difusivo, podemos escrever a lei de conservacao

de uma grandeza U em um volume de controle V:

Taxa de variacao temporal elevado de U em V = Entrada

de U em V + Producao de U em V.

Na expressao acima consideramos produgao positiva(geragao) ou negativa(sumidouro).
A seguir vamos usar o método dos volumes finitos para obter equacoes discretizadas
associadas a esta expressao, e que serao usadas na obtencao de solugoes aproximadas para

uma equagao diferencial difusiva.
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2.2 Discretizacao Conservativa da Lei de Conservagao

Suponhamos que o fluxo de uma grandeza U seja representado pela funcao vetorial F. O
modelo matematico que representa uma lei de conservacao de U, num dominio €2, é a equagao

diferencial

onde @ é o termo fonte, que representa a producao de U em ().

Como veremos adiante, devemos discretizar o dominio, isto é, gerar uma malha que sera
usada na divisao de {2 em volumes de controle €2; .

O método dos volumes finitos consiste em integrar a equagao diferencial em cada volume

de controle, isto é, transformar (2.1) na equagao diferencial

ou

—sz/ v.ﬁd9+/ QdS). (2.2)
o, Ot Q Q

A integral da divergéncia de um vetor de funcoes no volume de controle €2; é pelo teorema

de Gauss igual a integral de superficie de i.F:

/V.ﬁdQ:}{ ii.Fds, (2.3)

onde 0€2; é o contorno fechado de €2 e 77 o vetor unitario normal a d€2;. Assim, teremos:

oo - 7{ ii.Fds + / QdQ. (2.4)

Esta é a equagao basica do Método dos Volumes Finitos que tem como uma de suas

principais vantagens trabalhar com as componentes dos fluxos sobre o contorno do dominio.
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A partir de (2.4) devemos aproximar as integrais para se chegar na forma discretizada
da lei de conservagao.

Em resumo, o método consiste em 4 etapas:

Divisao do dominio da equacao diferencial em volumes de controle finitos;

Integracao da equacao diferencial nos volumes de controle;

Discretizacao de cada integral de modo a obter um conjunto de equacoes algébricas;

Solugao do sistema de equagoes resultantes, empregando métodos numéricos.

2.3 Malhas e Volumes de Controle

Uma malha é um conjunto de linhas que se intersectam em pontos que sao os nés. Dessa
forma, cada né da malha pode ser conceptualizado como o ponto representativo do volume
de controle que o rodeia. A malha deve abranger todo o dominio fisico da solucao e os seus
nos sao os pontos onde a variavel dependente, temperatura para o caso da conducao de calor,
assumira valores que sao a solucao da equacao discretizada.

Dentre os possiveis tipos de malhas, podemos ter malhas estruturadas, que apresen-
tam uma estrutura ou regularidade entre os pontos na distribuicao espacial e malhas nao-
estruturadas, devido a ausencia de regularidade na distribui¢ao dos pontos.

Em malhas estruturadas, as fronteiras dos volumes de controle sao definidas pelas
mediatrizes dos segmentos que unem dois nds consecutivos, conforme Fig. 2.1.

Apesar dessa figura induzir tal raciocinio, uma malha estruturada nao tem necessaria-
mente que ter um espagamento uniforme. No caso da malha ser uniforme, o né que repre-
senta um determinado volume de controle se localizara no centro geométrico desse volume,
tal como se pode observar na Fig. 2.2, que representa um volume de controle interno, isto
é, que nao possui nenhuma face no contorno.

A notagao usada também é apresentada na Fig. 2.2. As interfaces dos volumes de controle

sao denotadas por e, w, n e s e suas dimensoes sao Ax na direcao do eixo x e Ay na direcao

16



T T T T T T A e N T
H H i | | H Dammniio
i sl :_ i | | I
- ot s e il i il - e e e e it s e
’ SREREEEEE .
: I 1 1 | 1 I
S I 1 i | | I A
daz interfaces dos ___._L_.__L_.....J..._._.{._...._..L_.__' . Volume qe
volume: de controle : : ; i I =1 i cairols
I 1 | | |
[ i - R e | e e
I 1 I | | I
¥ L] 1 t t t = et
0 0 Malha
. ;‘

Fig. 2.1: Malha em coordenadas cartesianas (linhas cheias) e volumes de controle

(linhas tracejadas).

do eixo y. As outras dimensoes como por exemplo Axgp ou Aypg, sao auto-explicativas.

Neste caso, em que a malha é uniforme, Axgp = Azpy = Ax e Aynp = Ayps = Ay. As

variaveis ¢e, qu, qn € qs representam os fluxos nas interfaces dos volumes de controle.

yj+l

,-"l.r.'m, ;ﬁ,:,gp
. Ar .
| LI\" |
| [ i
I J oo I
— - — — e — — - —|— — Ay
e E we
il P . %
- We t & T ®E— |Ay 7
_____J.___S"__%_l______ &3;
| ds | BS
1 1 o IF
| TS |
I I
Ti—1 I Ti41

Fig. 2.2: Volume de controle interno

No proximo capitulo utilizaremos o método dos volumes finitos na discretizagao
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equagao da conducao de calor bidimensional utilizando uma malha estruturada com espagamentos

uniformes.
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Capitulo 3

Uma aplicacao: conducao do calor

Consideremos a equacgao da conducao térmica bidimensional, transiente e com termo fonte,
deduzida no Capitulo 1. Assim sendo, procuramos a temperatura 7'(z,y,t) que é governada
por (1.17):

oT 0T 0T

+ 1, (3.1)
onde (z,y) € R, uma regiao do plano (x,y), t > 0, p(x,y,t) > 0 é a densidade do meio,
c(x,y,t) > 0 é o calor especifico do material pelo qual o calor é conduzido, k,(z,y,t) > 0
e ky(z,y,t) > 0 sao os coeficientes de condutividade térmica nas diregdes x e y, respectiva-
mente, e f(z,y,t) o termo fonte.

A equagao (3.1) pode ser rescrita usando o operador divergente:

0 —
En (cpT)=V.F +f, (3.2)

onde

- oT - oT -
S Nl TR Ml
F xaxl—'— y@y‘]

denota o fluxo que passa através das faces.

(3.3)
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No caso em que R é um retangulo
R={(z,y);0<z<l; e 0<y<l}, (3.4)

a malha usada na discretizacao espacial sera:

2t —1
xi:<l2 )Aa: i=0:my, onde (m3—1)Az=1

27 —1
yj:<jT> Ay j=0:my, onde (mg—1)Ay=Iy,

Na varidvel tempo, tomaremos ¢, = nAt, n = 0,1,... Denotaremos por T} a
aproximagao de T'(z,y,t) no ponto da malha (x;,y;) no tempo t,, isto é,

T =T (2, y;,tn). (3.5)

Z?]

A Fig. 2.1 ilustra os volumes de controle definidos pela malha.
Integrando (3.2) no volume de controle V' de referéncia, Fig. 2.2, e no intervalo de tempo

[tn , tny1], Obtemos:

/t"“/ 9 (cpT)
v Jv o Ot

tnt1 N
dvdt = / / V. FdVdt+
tn \%

/t H /V fdv. (3.6)

Considerando ¢ e p constantes e supondo suavidade de T podemos inverter a ordem de

integragao do lado esquerdo de (3.6):

1 9T et =
cp// —dtdV = / /V.Fdth—i—
vV Jt, ot tn 1%
tn+1
/ / fdvdt. (3.7)
tn 1%
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3.1 Desenvolvimento do termo transiente

Usando o teorema fundamental do calculo, teremos:

tn+1 6_T _ ntl .
cp dtdV cp (T T )dV
v Ji ot v

n

>~ cp (TET —TE) AV, (3.8)
onde na ultima passagem usamos a férmula de integragao dos retangulos(ponto médio).

3.2 Desenvolvimento do termo divergente

Aplicando o teorema da Divergéncia de Gauss, podemos transformar a integral no volume

em uma integral de linha:

tn+1 N t"+1 —
/ / V. Fdvt / ]4 i Fds, (3.9)
tn 1% tn S

sendo S o contorno fechado do volume V' e © um vetor unitario normal a S que aponta para

fora de S. Por outro lado:

fﬁ.ﬁdszz/ ii. F dS, (3.10)
s 7 /S

onde ¢ representa as interfaces e, w, n, s, Fig. 2.2. Como mostra esta figura, 7 = (1,0) na
interface e, n= (—1,0) na interface w, n= (0,1) na interface n e n= (0, —1) na interface s.

Assim, por (3.3):

— oT oT oT oT
n. FdS :/ kzx—dS—/ kx—d5+/ k —dS—/ k,—dS. 3.11
%@ se O Sw Ox Sn yay S yay ( )
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Utilizando a regra do ponto médio, aproximamos cada uma das integrais em (3.11) pelo

produto do integrando no ponto médio de cada interface por seu comprimento. Por exemplo:

aor oT
2lds = Ay (8,25 3.12
/Se ox Y ( 8x> ( )
oT ) - . .
onde (k18—> é o valor do fluxo no ponto médio da interface e. Assim,
x
7{ i, FdS =
S
oT oT oT oT
ky— — | k= A k,— — |k Ax. 3.13
[ 31’) ( (91‘) ’ (yay)| (y3y> e B

Considerando k, e k, constantes e aproximando os termos difusivos por diferencas cen-

oT
(’“%)

com erro de ordem (Az)?, teremos

trais, por exemplo,

~ Te—1Tp
>~ k. ( AL > , (3.14)

e

k, (TNA—_yTP) — k, (TPA_yTS)} Az, (3.15)

com erro de truncamento de ordem O [(AI)Z + (Ay)2] . Dessa forma, o lado direito de (3.15)

fica:
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F(T(t) = -2 (km% + k:yi—;j) Tp(t) + <kx%> Tg(t) +

(kxi—i) Ty (t) + (kyi—g T (t) + (kyi—‘;) Ts(t). (3.16)

Assim, obtemos a aproximagao para (3.9):

tny _ tnt1
/ / V. PVt = / F(T(#))dt, (3.17)
tn 1% tn

com erro de truncamento de ordem O [(Ax)Q + (Ay)Q].
O lado direito de (3.17) s6 pode ser integrado se fizermos alguma aproximacgao temporal
para F', utilizando as regras usuais de integracao numérica.

Vamos considerar as seguinte aproximacoes:

(1)

tna1
/ F(T(t))dt = F(T")At, (3.18)
tn
com erro de ordem At.
(ii)
tni1
/ F(T(t))dt = F(T")At, (3.19)
tn
com erro da ordem de At.
(iii)
tnt1 n+1 F(T™
/ F(T(t))dt = {F(T ); (TI] A, (3.20)
tn

com erro da ordem de (At)z, pois esta aproximagcao é a regra dos trapézios.|7]
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As trés formulagoes anteriores podem ser generalizadas pela expressao
tn+1
/ F(T(8))dt 2 [JP(T™) + (1 — 0) F(T™)] At, (3.21)
tn
em que ¢ é uma constante real que varia entre 0 e 1.

3.3 Equacao (3.1) discretizada

Inicialmente discretizamos o termo fonte, usando a metodologia da se¢ao anterior, isto é:

tn+1 tn+1
/ / fdvdt = / fpAVdt
tn 14 tn
= [Ofpt + (1—0) fp] AVAL, (3.22)

onde # varia entre 0 e 1 e fp é valor de f no centro do volume de controle V' de referéncia,
Fig. 2.2.

Reunindo todos os termos de (3.7), na forma discretizada, obtemos:

cp (TEH =TE)AV = [0F(T") + (1 —0) F(T™)] At +

(03t + (1 —0) fp] AVAL (3.23)

Dividindo por AV At, teremos:

TR —1m _ 1 OF (T ) + (1 —0) F(T™)
At cp AV

+ 0+ (1—-0) fr], (3.24)

que é a forma discretizada de (3.1), utilizando o método dos volumes finitos.
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3.4 Formulacoes Explicita, Implicita e de Crank-Nicolson

De acordo com os valores assumidos por 6 em (3.24), obteremos métodos numéricos explicito,

implicito e de Crank-Nicolson para (3.1). A seguir detalhamos estes métodos.

3.4.1 O Método Explicito

Fazendo 6 = 0 em (3.24), o método de discretizacao é o Método Explicito definido por

oo | AV

TR —1Tm _ 1R
At cp

+ f,’é] . (3.25)

Levando em conta as expressoes dos erros das discretizagoes no espago, (3.15), e no tempo,
(3.18), verificamos que o erro de truncamento da aproximagao definida por (3.25) é de ordem
O [At + (Az)? + (Ay)?].

Com este método, o valor de Tp no instante ¢, 1, TIZLH, pode ser encontrado explicita-
mente em funcao dos valores da temperatura em P e nos nés vizinhos no instante t,,.
Substituindo os pontos nodais de (3.25) pelos seus respectivos indices, definidos na Fig.

2.2, obtemos:

n+1 n n n n n n n
;" — T3 _ L 1 T ; = 219 + 17 Tk i = 210 + 17
At cp|” Az? Y Ay?

1 n
+ o fly (3.26)

l’] ’

onde 17" = T'(ws,yj,tn), i =2:(m1—1), j=2:(my—1)e n=0,1,....

Explicitando Ti";rl em funcao dos demais termos, teremos:

At

T =1 =2(a+ N T7 + o (T, + Ty ) + A (T7 0 + T ) + C—f." (3.27)

2,7
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Atk AR
cp Ax? Coep Ay?

com o =

Na Fig. 3.1, assinalamos os pontos envolvidos em cada passo do processo. Designamos
por “X” os pontos nos quais 17" é conhecida e usada para as aproximagoes nos pontos

assinalados por “O”.

tn frn1

i+1.d

i1

Fig. 3.1: Esquema para o Método Explicito.

A precisao da aproximagao obtida em (3.27) pode ser melhorada com o refinamento
da malha, isto é, pela diminuicao dos valores de Az, Ay e Atf, uma vez que o erro é
O [At + (Az)* + (Ay)z] . Neste caso, o niumero de pontos nodais aumenta com o decréscimo
de Az e Ay, e o numero de intervalos de tempo necessarios para calcular a aproximacao
até o tempo final também aumenta com a diminuicao de At. Logo, o tempo de computacao
aumenta com o refinamento da malha.

Uma vez escolhidos Ax e Ay, o valor de At nem sempre pode ser escolhido arbitraria-
mente. De fato ele é determinado pelas exigéncias da estabilidade.

Uma maneira de analisar a estabilidade é escrevendo os valores T}, = T'(7;,y;,t,) na
forma

T?’L

i?j

= Prel@iplRy; (3.28)

em que I =+/—1, " sua amplitude no instante n, () e R os nimeros de onda nas direcoes

T ey, respectivamente.
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Para que T; ; ndo aumente sem limites, nenhuma das amplitudes ® em (3.28) pode crescer
arbitrariamente. Esta técnica é conhecida como andlise de estabilidade de von Neumann.[16]
Como exemplo de aplicacao, vamos obter o critério de estabilidade para a discretizacao
(3.27), no caso particular em que f(z,y,t) = 0.
Dessa forma, devemos substituir cada termo de (3.27) usando (3.28), isto é, vamos
substituir
Tn+1 — (I)n—l—lewiieIRyj
27‘7
Z?ZI:L]‘ _ (I)nelQ(J:i:I:Aa:) eIRyj

Tvinjil — (I)neIin eIR(yjiAy).

em (3.27). Assim, obtemos:
(I)n+1elei61Ryj — [1 -9 (a + /\)] (I)nGIQmiGIRyj—}—
ad" |:€IQ(I¢+Ax)eIRyj + eIQ(xifo)elRyj} +

AP [efQiielR(yj"‘Ay) + efovielR(yj—Ay)} . (3.29)

Podemos dividir os dois lados dessa equacio pelo fator comun e!“%ie!¥i ¢ agrupar termos,

obtendo

O = 0" [1—2(a+A) +a (e e 1) 4 A (e 4 e )] (3.30)

Os termos que envolvem as exponenciais complexas podem ser simplificadas por meio das

identidades

!9 4 e71Q% — 2c0s (QAT)
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eMWi e — 2c0s (RAY)

que substituidas em (3.30), fatorando os termos comuns, fornece

" = ®"[1+ 2a(cos (QAT) — 1) + 2)\ (cos (RAY) — 1)]
— Go". (3.31)

O termo G,

G =14 2a(cos (QAx) — 1)+ 2\ (cos (RAy) — 1) (3.32)

é conhecido como fator de amplificacao, pois ele controla a amplificacao ou atenuacao de d".

Para que a amplitude & nao aumente a cada passo no tempo, a condicao

=|G[ <1 (3.33)

(I)n—l—l
=

deve ser satisfeita. Isso implica que o e A devem satisfazer a inequagao

—1 <1+ 2a(cos(QAx) —1)+2X(cos (RAy) —1) < 1. (3.34)

Em fungao dos valores méximos e minimos de cos (QAz) e cos (RAy), o lado direito de
(3.34) é satisfeito para quaisquer QAz, RAy, a e X. J& para o lado esquerdo, devemos ter,

para os valores minimos de cos (QAz) — 1= -2 e cos (RAy) — 1= —2:

1—d(a+))>-1 (3.35)

28



At ke A K,

Lembrando que a = a desigualdade (3.35) seré:

cp Aa? cp Ay’
At ky ALk L (3.36)
cp Ax? - cp Ay? — 2
ou seja, o passo no tempo deve satisfazer a condigao
At < i (3.37)

= 2[k (Az) P+ ky (Ay) 7]

Este é o critério de estabilidade para o método explicito (3.27).

Em resumo, (3.37) estabelece a relacao entre o passo na discretizacao do tempo, At, e os
espacamentos na discretizacao em z e y, Az e Ay respectivamente, de modo que o esquema
numérico associado a discretizagao (3.27) seja estével.

Quando a estabilidade de um método depende de uma relacao entre os tamanhos dos
passos utilizados na discretizacao das variaveis independentes da equagao, dizemos que ele é
condicionalmente estavel. Assim, a condicao (3.37) estd nos dizendo que o Método Explicito
para a equacao do calor (3.1) é condicionalmente estavel. Observe que esta condi¢do pode
ser restritiva. Por exemplo, se ¢cp =1, k, = k, =5 e Az = Ay = 1072, a estabilidade estard

garantida se At < %10*5.

3.4.2 O Método Implicito

Para 6 = 1 em (3.24), o método de discretizagao é o Método Implicito. Com este método,
o valor da temperatura em cada instante ¢, 1, T;‘“, pode ser calculado implicitamente em

funcao de alguns valores temperatura 7' no mesmo intervalo de tempo, conforme a equagao

TR —T18 1 [F(T™Y) T
A A i SR /o 2§ I 3.38
At cp AV L ( )

29



Como o erro de truncamento na discretizagao de (3.38) é a soma dos erros de trunca-
mento das discretizagoes (3.15) e (3.19) utilizadas, o erro do Método Implicito é de ordem
O [At + (Az)? + (Ay)?].

Substituindo os pontos nodais pelos seus indices, teremos a equacao que define o Método

Implicito:
n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n—+1 n+1
L =T 1 2 105, — 210 + I Sk 175 — 200 + 1050 _ 1 41 (3 30)
At cp | Az? v Ay? cp” T

comi=2:(m —1),7=2:(me—1)en=0,1,...

Separando as aproximacgoes conhecidas, as do nivel de tempo t,, das nao conhecidas, as

do nivel de tempo t,,1, obtemos:

)‘Ti,jtll + O‘Tz'j,lj +1-2(a+ )] Tz’,j“ + OéTiJ:i,lj + >‘Ti,j—:11 =T+ afuﬂy (3.40)

&kx e )\_gﬁ
cp Ax? T oep Ay?

com & =

Assim, teremos de resolver um sistema pentadiagonal a cada nivel de tempo. Esta desvan-
tagem de resolver o sistema é compensada pelo fato do Método Implicito ser incondicional-
mente estavel, como veremos a seguir.

Observe que, na discretizacao do Método Implicito, aparecem aproximagoes das solucoes
nos pontos da malha (z;,yj, tnt1), (i1, Ys, tnt1)s (@is Yjs tn) o (@ig1s Yjs 1)y (T, Yj—1, tng1) €
(@i, Yj41, tnt1), conforme Fig. 3.2, onde “X” representa os pontos nos quais 7' é conhecida
e usada para as aproximacoes nos pontos assinalados por “O”.

Com relagao a estabilidade do Método Implicito, procedendo de modo analogo a subsecao

anterior, isto é, utilizando a componente de Fourier dada por (3.28) e a andlise de von
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Fig. 3.2: Esquema para o Método Implicito.

Neumann, verificamos que o fator de amplificagao do Método Implicito, na auséncia de

termo fonte, aplicado a (3.40) é dado por

1
G= 3.41
1 —2a (cos(QAx) — 1) — 2\ (cos(RAy) — 1)’ (3:41)
At k, At k -
em que @ = — e A = ——2% Qe R os numeros de ondas nas direcoes z e v,
cp Ax? cp Ay?

respectivamente.

Em fungao dos valores méximos e minimos de cos(QAx) e cos(RAy), a inequagao |G| < 1
é sempre satisfeita. Assim, concluimos que o Método Implicito é incondicionalmente estavel,
ou seja, o método permanece estavel para qualquer escolha de Ax, Ay e At.

Dessa forma, uma vez que valores maiores de At podem ser usados com o Método
Implicito, os tempos de calculo podem ser reduzidos, com pouca perda de precisao. To-

davia, para poder maximizar a precisao, At devera ser suficientemente pequeno.

3.4.3 O Método de Crank-Nicolson

1

Fazendo 6 = 5 em (3.24) chega-se ao Método de Crank-Nicolson, no qual os valores da

temperatura sao definidos pela uma média entre os valores das temperaturas nos instantes

tn € tyy1. Assim sendo, (3.24) toma a forma:

T T 1 [F@Y LRI
_ nil o pn 42
Al 2ep AV e IR (342)
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com erro de truncamento de ordem O [(At)2 + (Az)® + (Ay)2], que é a soma dos erros das
discretizagoes (3.15) e (3.20).
Com a substituicao dos pontos nodais pelos seus indices, o Método de Crank-Nicolson

terd a forma

n+1 n
Ly =T 1

— |k TZTLIJ _ 2Ti7fj+1 + Tln—t,lj +k Titljtll — 27}7]’4_1 + Titljtll
At 2cp | Ax? Y Ay?
S I Ty — 2135 + 17y Tk T — 21305 + 17y _ L oy (3.43)
2ep | ° Ax? Y Ay? 2cp" " '
comi=2:(m —1),7=2:(me—1)en=0,1,....
Colocando T™*! em funcao dos demais termos, teremos:
AT+ oI 4+ 2[1 = (a+ N T + oT0Y + AT, = oI+
At iyl
AT+ 2 (1= (a+ N T7 + o} + AT + gf@-,f : (3.44)
At k, At k,
com o = — e = ——
cp Ax? cp Ay?

Na equagao do Método de Crank-Nicolson (3.44), aparecem valores das aproximagoes em
dez pontos da malha, como ilustrado na Fig. 3.3, onde “X” representa os pontos nos quais
T é conhecida e usada para as aproximacoes nos pontos assinalados por “O”. Cinco destes
pontos sao conhecidos, pois correspondem as aproximagoes no nivel de tempo t,. Os outros
cinco valores sao calculados ao se resolver um sistema pentadiagonal. Por isso, o Método de
Crank-Nicolson também é implicito. E possivel mostrar que o método de Crank-Nicolson é

incondicionalmente estével [16].
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Fig. 3.3: Esquema para o Método Crank-Nicolson.
3.5 Inclusao das Condicoes de Contorno na Discretizacao

A equagao (3.24) representa a equagao discretizada para um volume de controle interno. Para
se obter o sistema de equagoes algébricas completo, é também necessario obter as equacoes
para os volumes que estao na fronteira.

Para isso, existem varias alternativas de implementacao das condicoes de contorno do
problema; os mais comuns sao discretizagao com meio volume, volumes ficticios e balancos
para volume de fronteira [10].

Neste texto, apresentaremos apenas a técnica de balanco para volumes de fronteira. Este
¢ o procedimento considerado adequado por varios autores [Maliska (2004), por exemplo].

Esta técnica consiste em integrar, no espaco e no tempo a equagao diferencial também
nos volumes de fronteira, da mesma forma realizada para os volumes internos, respeitando
as condicoes de contorno impostas. Assim, as condi¢oes de contorno ficam embutidas nas
equacoes para os volumes de fronteira.

A seguir vamos detalhar o procedimento no caso do Método Explicito. De forma anéloga
podemos obter as equacoes discretizadas, referentes aos volumes na fronteira, nos Métodos
Implicitos e Crank-Nicolson.

Dessa forma, integrando (3.1) no volume de referéncia, na fronteira, Fig. 3.4, teremos:

TR —Tp 1 {F(T")

= n 4
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Fig. 3.4: Volume de fronteira-uma face na fronteira

Ay + Az, (3.46)

oT oT
(53 ‘ ~(3)

S
o fluxo no contorno w.

sendo (kwg—?;)

As derivadas que nao estao na fronteira sdo avaliadas como em (3.15), e as que estao na

cw

fronteira sao modificadas, ficando

oT
(’%a—x)

Substituindo em (3.45) os pontos nodais pelos seus indices, obtemos:

= k, (TP#/Z”) . (3.47)

cw

mn n n mn mn n At n
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comj:2:(m2—2),a:At i )\:At&

B C T Ay

Esta é a discretizagao de (3.1), utilizando volumes de fronteira, com uma face na fronteira,
no caso, face w.

Para volumes de fronteira com uma face em e, ou uma face em n, ou uma face em s,

considerando « e A como definidos em (3.48), as discretizagoes sdo respectivamente:

e Fronteira a Leste: face e

Tity, = (=3a—2) T, +a (2T +To o)) +

A (Tv?n—l,j+1 + T£1—1,j—1) + f_pt i1, (3.49)
com j=2:(mg—2).
e Fronteira ao Norte: face n
ﬂ?ntzl—l = (1-2a—-3)) ﬂ?m2—1 +o (Tﬁ-l,mg—l + Tin—l,mg—l) +
A2, s+ Ths) + f—pt O (3.50)

comi=2:(m;—2).

e [Fronteira ao Sul: face s

K3 (2

At
Tzn1+1 = (1 —-2a—3)) Tznl + (T'n+1,1 + Tiril,l) + A (Tznz + 2TiT,Lo) + af??p (3.51)
comi=2:(m3—2).
No caso do volume de controle ter duas faces na fronteira, por exemplo, como o da Fig.

oT

, de

Ccs

ox

oT
3.5, as condigoes de contorno sao inseridas pelos termos (k;x—)

cw
maneira analoga a dos casos anteriores.
Assim, as discretizagoes para (3.1) sdo as seguintes:

e Volume de fronteira nas faces w e s

Tl,l+1 =[1-3(a+ )] T1,1 + o (T2,1 + 2To,l) + A (T1,2 + 2Tl,o) + Efl,l' (3.52)
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Fig. 3.5: Volume de fronteira-duas faces na fronteira

e Volume de fronteira nas faces e e s

TTT);TELI = [1-3(a+ )] T i1+ (2Tnn11_%71 + T7?1172,1> +
/\ (Tm1—1,2 + 2Tm1—1,0) + 5 m1—1,1° (353)

e Volume de fronteira nas faces w e n

Tlrf::é—l = [1-3(a+ )] T{fmg—l +a (T2n,m2—1 + 2T07fm2—1> +
" n At .,
)\ <2T1,m2—% + Tl,m272> + aflmfm—l' (354)

e Volume de fronteira nas faces e e n

T = =3t N T+ (zTg;;l_%m_1 n T;;l_m_l) +
mn mn At n
A <2Tm1717m27% + Tml—l,m2—2> + a ml—l,mg—l‘ (355)

3.6 Experimento Computacional

Neste experimento vamos aplicar os métodos Explicito, Implicito e de Crank-Nicolson para

encontrar aproximagcoes para a equacao do calor
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orT o’T  0°T
( ):0, 0<y<l1l 0<z<1 e t>0, (3.56)

o\ T a2

a qual adicionamos as condigoes iniciais e de contorno:

T70,y,t) = T(1,y,t)=0
T(x,0,t) = T(z,1,t)=0

T(x,y,0) = sin(mz)sin(2ry)
Por derivacao nas variaveis t, x e y pode-se verificar diretamente que
To(z,y,t) = e " tsin(rxz)sin(2my) (3.57)

satisfaz a equacao diferencial e as condicoes adicionais do problema. Para encontrar solucoes
aproximadas com os métodos Explicito, Implicito e de Crank-Nicolson, aplicadas neste caso
em particular, utilizamos o software Matlab.

Na Tabela 3.1, apresentamos o erro correspondente ao método explicito no nivel de
tempo t = 0.1 para N pontos da malha nas direcoes x e y. Para obter este resultado usamos
Axr = Ay = % e At =0,8.107* para N = 51. A Tabela 3.2 indica os erros correspondentes
aos métodos implicitos e de Crank-Nicolson, considerando At = 0.005 também para N = 51
e no nivel de tempo ¢t = 0.1.

Usamos o erro

1
2

Erro(T) = (3.58)

> (T~ Ty

ij

com medida de erro nas tabelas.

As figuras Fig. 3.6, Fig. 3.7 e Fig. 3.8 representam os graficos das aproximacoes para
(3.56) correspondentes aos métodos Explicitos, Implicitos e de Crank-Nicolson, respectiva-
mente, para N = 51; para comparacao apresentamos também na Fig. 3.9, o gréfico da

solucao exata.
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N

N? de passos no tempo

Explicito

0.1

o1

1250

0,4.10~4

Tabela 3.1: Erro da aproximagao

N2 de passos no tempo

Implicito

Crank-Nicolson

0.1]51

20

0.2004

0.0461

e

Fig. 3.6: Aproximacao do método explicito

Tabela 3.2: Erros das aproximagoes

B e

Fig. 3.8: Aproximacao do método de Crank-

Nicolson
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Fig. 3.7: Aproximacao do método implicito

Fig. 3.9: Solugao exata




Consideracoes Finais

Como vimos, muitas situacoes do mundo real podem apresentar problemas que requeiram
solugoes e decisoes. Seja qual for o caso, a resolugao de um problema, em geral quando
quantificado, requer uma formulacao matematica detalhada. Nessa pespectiva, um conjunto
de simbolos e relagoes mateméticas que procura traduzir, de alguma forma, um fenomeno
em questao ou problema de situacao real, denomina-se modelo matematico e o processo que
envolve a obtencao do modelo chamamos de modelagem matemaética.

A utilizacao de modelos matematicos no ensino seja na forma de apresentacao, seja
no processo de criagao, ¢ um meio que propicia ao aluno atingir melhores desempenhos,
tornando-os um dos principais agentes de mudangas.[2]

Dessa forma, o ensino-aprendizagem da matematica serda mais gratificante, uma vez que
o aluno passa a aprender o que lhe despesta interesse, tornando-o entao co-responsavel pelo
seu aprendizado. E o professor sai ganhando no sentido de que cada tema escolhido por seus
alunos possibilita ampliar seu conhecimento.

Nesse sentido, utilizamos neste trabalho como modelo matemaético a equacao da conducao
do calor. Aproximagcoes de volumes finitos foram discutidas para esse modelo.

Deve ser notado que para o desenvolvimento do método dos volumes finitos usou-se uma
malha estruturada; a fronteira do dominio coincide com as linhas coordenadas, facilitando
o trabalho de discretizacao e de aplicagao das condicoes de contorno. Todavia, o método é
aplicavel em malhas nao-estruturadas e em dominios com contornos arbitrarios.[10]

Por fim, gostariamos de ressaltar que neste trabalho tentamos mostrar que a matematica
pode ser aplicada a varias situagoes reais, tornando possivel aproximacao da realidade de

nossos alunos que, por muitas vezes, véem a matematica de forma abstrata e sem interligagoes
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com as demais ciéncias e com problemas reais que surgem diariamente.
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%Explicito.m: Solugdo Numérica da Equagdo de Difus&o

%1 Entrada de Dados
tf=0.1; %tempo final
M=51; N=51; 7 nimero de pontos da malha diregdo x e y

1x=1; ly=1; ‘arestas nas diregoes x e y

%2 cédlculo preliminares

hx=1x/(M-1); hy=1ly/(N-1); 7% espagamento da malha
h=hx*hx; k=hy*hy ; % para simplificar
w=(hx*k/(2.5%(h+k))) % passo no tempo

alfa=w/h; lam=w/k; % dados da discretizagio

nt=floor(tf/w) Ynimero de passos no tempo

for i=1:M;
x(1)=((2%i-1)/2) *hx; ’%malha na diregdo x
end;
for j=1:N;
y(j)=((2%j-1)/2)*hy ;’%malha na diregdo y
end ;
for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
ue2(i, j)=exp(-5xpixpi*tf)*sin(pi*x(i)).*sin(2xpixy(j)); %Solugdo Exata
end

end
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for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
u(i,j,1)=sin(pi*x(i)) .*sin(2*pi*y(j)); %condigdo inicial
end
end;
for z=2:nt; %volumes de controle internos
for i=2:M-2 ;
for j=2:N-2;
u(i,j,z)=(1-2x(alfa+lam))*u(i, j,z-1)+alfa*x(u(i+l,j,z-1)+u(i-1,j,z-1))+
lam*(u(i,j+1,z-1)+u(i,j-1,z-1));
end
end;
%Volumes de fronteiras
% Face oeste
for i=1;
for j= 2:N-2;
u(i,j,z)=(1-3*alfa-2*lam)*u(i, j,z-1)+alfax(u(i+l,j,z-1)+2*0)+

lam* (u(i, j+1,z-1)+u(i, j-1,z-1));

end;
end;
WFace leste
for i=M;
for j= 2:N-2;

u(i-1,j,z)=(1-3*xalfa-2xlam)*u(i-1,j,z-1)+alfax(2x0+u(i-2,j,z-1))+
lam* (u(i-1,j+1,z-1)+u(i-1,j-1,z-1));
end
end;
%Face sul

for i=2:M-2;
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for j=1;
u(i,j,z)=(1-2*%alfa-3*lam)*u(i, j,z-1)+alfa*x(u(i+l,j,z-1)+u(i-1,j,z-1))+
lam*(u(i,j+1,z-1)+2%0);
end
end;
%Face norte
for i=2:M-2;
for j= N;
u(i,j-1,z)=(1-2xalfa-3*lam)*u(i, j-1,z-1)+alfax(u(i+1,j-1,z-1)+u(i-1,j-1,z-1))+
lam* (2x0+u(i, j-2,z-1));
end
end;
%Faces oeste\ sul
for i=1;
for j=1;
u(i,j,z)=(1-3*(alfa+tlam))*u(i, j,z-1)+ alfax(u(i+l,j,z-1)+2x0)+
lam* (u(i,j+1,z-1)+2%0);
end
end;
% Faces leste\sul
for i=M;
for j=1;
u(i-1,j,z)=(1-3x(alfa+lam))*u(i-1,j,z-1)+alfax(2x0+u(i-2,j,z-1))+
lam*(u(i-1,j+1,z-1)+2%0);
end
end;
% Faces norte\oeste
for i=1;

for j=N;
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u(i,j-1,z)=(1-3x(alfa+lam))*u(i, j-1,z-1)+alfax(u(i+1, j-1,z-1)+2*0)+
lam* (2%0+u(i, j-2,z-1));
end
end;
%Faces norte\leste
for i=M;
for j=N;
u(i-1,j-1,z)=(1-3*(alfa+lam))*u(i-1,j-1,z-1)+alfax(2x0+u(i-2,j-1,z-1))+
lam* (2%0+u(i-1,j-2,z-1));
end
end;
v=u(:,:,2);
end;
erro=norm(v-ue2)
%Construgdo dos graficos
[xx,yy]l=meshgrid(0:0.05:1,0:0.05:1);
zz = exp(-b*pi*pi*tf) .*sin(pi*xx).*sin(2*pi*yy);
subplot(2,2,1);
mesh (xx,yy,22) ;
title(’Solugdo Exata’)
subplot(2,2,2);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1), u(:,:,nt)’);
title(’Aproximacao do Método Explicito ’)
subplot (2,2,3);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1),(v - ue2)’);
title(’Aproximacao - Analitica’)
33K ok o oK KoK ok o KK oK ok ok K K ok ok K Kok ok K Kok ok oK Kok ok oK Kok ok o K Kok ok ok K ok ok ok ok Kok ok ok K
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% Implicito.m: Solugdo numérica da equagdo de difusédo

%1 Entrada de Dados

tf=0.1; %tempo final
M=51; N=51; 7 numero de pontos da malha diregdo x e y

1x=1; 1ly=1; ‘arestas nas diregoes x e y

%2 cadlculo preliminares

hx=1x/(M-1); hy=1ly/(N-1); % espagamento da malha
h=hx*hx; k=hy*hy ; 7’ para simplificar

w=0.005 7% passo no tempo

alfa=w/h; lam=w/k; % dados da discretizagio

nt=floor(tf/w) Ynumero de passos no tempo

for i=1:M;
x(1)=((2*i-1)/2)*hx; ‘malha na direcgdo x
end;
for j=1:N;
y(j)=((2xj-1)/2)*hy ; %malha na direg8o y
end ;
ue(i,j)=exp(-b*pi*pi*tf) .*sin(pi*x(i)) .*sin(2xpixy(j)); % solugdo analitica

for i=1:M-1;
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for j=1:N-1;
u(i,j)=sin(pi*x(i)) .*sin(2*pi*y(j)); ‘icondicdo inicial
end
end;
%Transforma a matriz de cond inicial em um vetor
for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
T(E-D*(N-1)+j,D=u(i,j);
end;
end;
% monta a matriz
dim=(M-1)*(N-1);
hdiagonal superior afastada
for i=1:(M-2)*(N-1);
A(i,i+N-1)=-1am;
end
hdiagonal inferior afastada
for i=N:dim;
A(i,i-N+1)=-lam;
end
hdiagonal principal
for i=1:1;
A(i,i)=1+3*(alfa+lam);
A(i+M-2,i+M-2)=1+3*(alfa+lam);
end
for i=M-1:M-1;
A(i*x(N-1),i*(N-1))=1+3*(alfa+lam);
AGi*(N-2)+1,i*x(N-2)+1)=1+3* (alfa+lam) ;

end
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for i=2:M-2;
A(i,i)=1+2*alfa+3*lam;
AGG+(M-1)*(N-2) ,i+(M-1)*(N-2) )=1+2*alfa+3*lam;
end
for i=2:M-2;
for j=1:(N-3);
A(i+j*(M-1),i+j*(M-1))=1+2*(alfa+lam) ;
end
end
for i=1:1;
for j=1:(N-3);
A(i+j*x(M-1) ,i+j*(M-1))=1+3*alfa+2+lam;
end
end
for i=1:(N-1)*(M-1)-1;
A(i,i+1)=-alfa;

A(i+1,i)=-alfa;

end
for i=1:N-2;
A(ix(M-1) ,i*x(M-1)+1)=0;
AGE*(M-1)+1,1i*(M-1))=0;
end

for i=M-1:M-1;
for j=1:(N-3);
A(ix(j+1),ix(j+1))=1+3*alfa+2*lam;
end
end
hfaz o loop no tempo

for i=1:nt;
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T(:,i+1)=A\T(:,i);
end
%Transforma o vetor solucao em uma matriz
for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
so0l(i,j)= T((i-1)*(N-1)+j,nt);
end
end
erro= norm(sol-ue2)
% tragando graficos
subplot(2,2,2);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1), sol’);
title(’Aproximacao do Método Implicito ’)
subplot (2,2,3);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1),(sol - ue2)’);
title(’Aproximacao - Analitica’)
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%Crank.m: Solugdo Numérica da Equagdo de Difusdo

%1 Entrada de Dados

tf=0.1; %tempo final
M=51; N=51; 7 nimero de pontos da malha diregdo x e y

1x=1; 1ly=1; ‘arestas nas diregoes x e y

%2 cédlculo preliminares

hx=1x/(M-1); hy=1ly/(N-1); 7 espagamento da malha
h=hx*hx; k=hy*hy ; 7 para simplificar

w=0.005 7, passo no tempo

alfa=w/h; lam=w/k; % dados da discretizacgédo

nt=floor(tf/w) Ynumero de passos no tempo

for i=1:M;

x(i)=((2%i-1)/2) *hx; %malha na diregdo x
end;
for j=1:N;

y(j)=((2%j-1)/2)*hy ; %malha na diregdo y
end ;
for i=1:M-1;

for j=1:N-1; Ysolugao analitica

ue2(i, j)=exp(-5xpixpi*tf)*sin(pi*x(i)) .*sin(2*xpix*y(j));

end
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end
for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
u(i,j)=sin(pi*x(i)) .*sin(2*pixy(j)); %condigdo inicial
end
end;
%Transforma a matriz de cond inicial em um vetor
for i=1:M-1;
for j=1:N-1;
T((i-1)*(N-1)+j, D=u(d, j);
end
end
% monta a matriz em T(n+1)
dim=(M-1)*(N-1);
%hdiagonal superior afastada
for i=1:(M-2)*(N-1);
A(i,i+N-1)=-1lam/2;
end
%hdiagonal inferior afastada
for i=N:dim;
A(i,i-N+1)=-lam/2;
end
hdiagonal principal
for i=1:1;
A(i,1)=1+(3/2)*(alfa+lam) ;A(i+M-2,i+M-2)=1+(3/2)*(alfa+lam) ;
end
for i=M-1:M-1;
A(i*(N-1),i*x(N-1))=1+(3/2) *(alfa+lam) ;
A(ix(N-2)+1,i*(N-2)+1)=1+(3/2) *(alfat+lam) ;
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end
for i=2:M-2;
A(i,i)=1+alfa+(3/2)*1lam;
AGi+(M-1)*(N-2) ,i+(M-1)*(N-2) )=1+alfa+(3/2) *1lam;
end
for i=2:M-2;
for j=1:(N-3);
A(i+j*(M-1) ,i+j*(M-1))=1+(alfa+lam);
end
end
for i=1:1;
for j=1:(N-3);
A(i+j*(M-1) ,i+j*(M-1))=1+(3/2) *alfat+lam;
end
end
for i=1:(N-1)*(M-1)-1;
A(i,i+1)=-alfa/2; (i+1,i)=-alfa/2;

end
for i=1:N-2;

AGA*(M-1),ix(M-1)+1)=0; A(ix(M-1)+1,i*x(M-1))=0;
end

for i=M-1:M-1;
for j=1:(N-3);
A(i*x(j+1),ix(j+1))=1+(3/2)*alfa+lam;
end
end
dim=(M-1)*(N-1); % monta a matriz em T(n)
for i=1:(M-2)*(N-1);

C(i,i+N-1)=lam/2; Y%diagonal superior afastada
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end
for i=N:dim;
C(i,i-N+1)=lam/2; %diagonal inferior afastada
end
hdiagonal principal
for i=1:1;
C(i,1)=1-(3/2)*(alfa+lam);
C(i+M-2,i+M-2)=1-(3/2)*(alfa+lam);
end
for i=M-1:M-1;
c(ix(N-1),ix(N-1))=1-(3/2)*(alfa+lam);
C(i*x(N-2)+1,i*(N-2)+1)=1-(3/2)*(alfa+lam) ;

end
for i=2:M-2;
C(i,i)=1-alfa-(3/2)*lam;
C(1i+(M-1)*(N-2) ,i+(M-1)*(N-2))=1-alfa-(3/2) *lam;
end
for i=2:M-2;
for j=1:(N-3);
C(i+j*(M-1),i+j*x(M-1))=1-(alfa+lam);
end
end
for i=1:1;
for j=1:(N-3);
C(i+j*(M-1),i+j*(M-1))=1-(3/2)*alfa-lam;
end
end

for i=1:(N-1)*(M-1)-1;
C(i,i+1)=alfa/2; C(i+1,i)=alfa/2;
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end
for i=1:N-2;
C(ix(M-1),i*(M-1)+1)=0; C(i*(M-1)+1,i*(M-1))=0;
end
for i=M-1:M-1;
for j=1:(N-3);
C(ix(j+1),i*(j+1))=1-(3/2)*alfa-lam;
end
end
for i=1:nt; %faz o loop no tempo
T(:,i+1)=A\(C*T(:,1));
end
for i=1:M-1;
for j=1:N-1; %Transforma o vetor solucao em uma matriz
sol(i,j)= T((i-1)*(N-1)+j,nt);
end
end
erro= norm(sol-ue2)
% tragando graficos
subplot(2,2,2);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1), sol’);
title(’Aproximacao do Método Crank-Nicolson ’)
subplot (2,2,3);
mesh(x(1:M-1),y(1:N-1),(sol - ue2)’);
title(’Aproximacao - Analitica’)
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