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Resumo

O objetivo desta dissertagao é estudar estimagao de méaxima verossimilhanga para processos de nasci-
mento puro espacial para dois diferentes tipos de amostragem: a) quando hé observac¢ao permanente
em um intervalo [0, T]; b) quando o processo é observado apés um tempo T fixo. No caso b) nao se
conhece o tempo de nascimento dos pontos, somente sua localizacao (dados faltantes). A fungao de
verossimilhanca pode ser escrita para o processo de nascimento puro nao homogéneo em um conjunto
compacto através do método da projegao descrito por Garcia and Kurtz (2008), como projecao da
funcao de verossimilhanca. A verossimilhanca projetada pode ser interpretada como uma esperanca
e métodos de Monte Carlo podem ser utilizados para estimar os parametros. Resultados sobre con-
vergéncia quase-certa e em distribuicao sao obtidos para a aproximacao do estimador de méaxima

verossimilhanca. Estudos de simulagao mostram que as aproximagoes sao adequadas.

vi



Abstract

The goal of this work is to study the maximum likelihood estimation of a spatial pure birth process
under two different sampling schemes: a) permanent observation in a fixed time interval [0,T7]; b)
observation of the process only after a fixed time 7. Under scheme b) we don’t know the birth
times, we have a problem of missing variables. We can write the likelihood function for the non-
homogeneous pure birth process on a compact set through the method of projection described by
Garcia and Kurtz (2008), as the projection of the likelihood function. The fact that the projected
likelihood can be interpreted as an expectation suggests that Monte Carlo methods can be used to
compute estimators. Results of convergence almost surely and in distribution are obtained for the
aproximants to the maximum likelihood estimator. Simulation studies show that the aproximants

are appropriate.
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Capitulo 1
Introducao

Estudos que envolvem processos pontuais espago-temporais de nascimento puro vém crescendo
devido ao interesse e a necessidade de compreender os eventos que ocorrem durante um intervalo
de tempo, numa determinada regido do espago. Diggle (2003) estudou processos pontuais espaciais
analisando estimativas da taxa de intensidade, Cox e Isham (1980) analisaram propriedades proba-
bilisticas destes processos, Ogata(1998) fez estudos nao paramétricos de processos pontuais espaciais,
Cressie(1993) estudou estatistica espacial usando dados geoestatisticos.

Pode-se citar aqui alguns exemplos de processos de nascimento puro que sao de grande interesse a
sociedade, como ocorréncia de terremotos, epidemia de uma determinada doenca na cidade, apareci-
mento de doenca na agricultura, estudo da evolugao de bactérias, etc. Ha o interesse pelos cientistas,
politicos e toda sociedade em se estimar a intensidade destes processos para entender como esta
ocorrendo o desenvolvimento do processo, por exemplo, entender como a ferrugem asidtica (doenga
que ocorre em plantacao de soja, veja www.cnpso . embrapa.br) contamina todo o plantio de soja em
uma determinada regido. Esta doenga tem taxa de contaminagdo, por exemplo, A(z,n) e uma vez
que a planta é contaminada, nao hé mais recuperagao, portanto o controle deve acontecer antes da
contaminagao. Assim, utilizando a estatistica espacial, é possivel criar uma estratégia de protecao no
plantio da soja, podendo implementar um sistema de alerta para detecgao de possiveis novos pontos
de contaminagao e a previsao do comportamento espacial da doenca.

Um processo pontual espaco-temporal é caracterizado como processo de nascimento puro quando
se observa apenas novas ocorréncias de determinado evento no espaco, que sao chamados de nasci-
mentos. Keinding (1974), Beyer, Keiding and Simonsen (1976), Moran (1951) estudaram estimagao
por maxima verossimilhanga para processos de nascimento puro no caso unidimensional. No caso
de processos pontuais espaciais os trabalhos sao frequentemente na area seismoldgica, Ecologia, Ge-
ografia, Epidemiologia, entre outros, veja por exemplo Stoyan e Stoyan (1998), Kerscher (2000),
Boots, Okabe and Thomas (2003), Geyer (1999), Geyer and Moller (1994). Alguns livros cléssicos



em processos pontuais espaciais sao Ripley (1981 e 1988), Diggle (1983), Stoyan, Kendal and Mecke
(1995), Moller and Waagepetersen(2003).

Infelizmente dados completos (conjunto de dados que contém toda a informagao da posicao e
do tempo de nascimento) sao raros. E muito comum conhecer apenas as posicoes das ocorréncias
dos eventos, mas nao os tempos de nascimentos destas ocorréncias. Por isso existe a necessidade
de se estudar processos de nascimento puro para dados parcialmente observados (Little e Rubin
(2002)). Para se trabalhar com este tipo de problema o algoritmo EM (Dempster, Laird and Rubin
(1977)) ¢ muito usado para encontrar o estimador de méxima verossimilhanga do modelo pois a
cada iteragao o algoritmo calcula a esperanca da log-verossimilhanca incluindo os dados que faltam
como se eles tivessem sido observados e, assim, calcula o estimador de méaxima verossimilhanca
maximizando a esperanca da log-verossimilhanca encontrada. Os passos sao repetidos até atingir
a convergéncia. Recentemente, com o avanco da tecnologia e com a disponibilidade de melhores
computadores, métodos de Monte Carlo também sao muito utilizados para trabalhar com problemas
de dados faltantes, principalmente quando a forma fechada da verossimilhanca completa nao é conhe-
cida. Neste caso, simulagoes utilizando o algotitmo Metropolis-Hastings podem ser implementados
para gerar as realizagoes da varidvel nao observada.

Um processo pontual espago-temporal é um modelo de pontos indistinguiveis, distribuidos aleato-
riamente em algum espago e em determinado intervalo de tempo. Este trabalho baseia-se na idéia
de que um processo pontual de nascimento puro em um compacto X C R? pode ser obtido como
projegao de um processo de Poisson em R? x [0,00). A idéia é construir um processo de Poisson
em R? x [0,00), construir um subconjunto aleatério em R? x [0, 00) e projetar em R? os pontos do
processo de Poisson que pertencem ao subconjunto. Desta forma pode-se facilmente obter a funcao
de verossimilhanca e alguns resultados assintéticos. O método da projecao obtém processos pontuais
nao triviais através de processos de Poisson de dimensao maiores e foi introduzido por Kurtz (1989)
e estudado por Garcia(1995a e 1995b).

O objetivo deste trabalho é obter estimagao paramétrica pelo método de maxima verossimilhanca

sob dois diferentes tipos de amostragem para o processo de nascimento puro espago-temporal:

(A) Observacao permanente em um intervalo de tempo fixo [0, T7;

(B) Observagao apés um periodo T fixado.

Note que no item (B) sdo conhecidos apenas as localizagdes dos pontos observados, mas desconhece-
se os tempos de nascimentos, havendo, desta forma, o problema de dados faltantes.

No Capitulo 2 sera explicado como ¢ feita a transformacao do processo de Poisson e como sao
obtidas projecoes através de conjuntos aleatérios que foi caracterizado por Garcia (1995a). Serao

descritos o método da projecao introduzido por Kurtz (1989), a fungao de verossimilhanga para



processos pontuais utilizando o conceito da derivada de Radon-Nikodym, dados faltantes e métodos
para trabalhar com este tipo de conjunto de dados.

No Capitulo 3 sera descrito o método da projecao para processo de nascimento puro espaco-
temporal e a funcao de verossimilhanga sob o tipo de amostragem descrito no item (A) serd obtida.
Na Segao 3.2 a funcao de verossimilhanga para o processo sob (B) serd introduzida, a qual serd
dada como projecao da verossimilhanga completa. O método Monte Carlo baseado em cadeias de
Markov (do inglés MCMC) sera descrito para obter uma aproximagao para o estimador de méxima
verossimilhanca para o parametro 3, parametro da funcao intensidade do processo de nascimento
puro.

No Capitulo 4 serao apresentados simulagoes para mostrar a adequacao dos métodos descritos.



Capitulo 2

Processos pontuais obtidos através de

transformacoes de processos de Poisson

Processos de Poisson sao os processos pontuais mais simples de se obter e mais interessantes.
Na pratica sao muito utilizados para modelarem varios fenomenos naturais e, também, sao os mais
populares para modelos de contagem e, além disto, os processos de Poisson sao a base para construgao

de processos mais complexos.

2.1 Processo de Poisson

Suponha deseja-se contar o nimero de eventos que ocorrem em determinada regiao do espaco em
um certo intervalo de tempo, seja a regiao espago-temporal A C R? x [0, 00). Seja N(A) o nimero de
pontos na regiao A, um processo pontual N : B(R? x [0,00)) — N ¢ dito ser um processo de Poisson

com medida média u se as suposigoes (Al) e (A2) sao satisfeitas:

(A1) O numero de eventos em regices distintas do espaco sao varidveis aleatérias independentes, ou

seja, se Ay, ..., A, sao disjuntos entdao N (A1), ..., N(A,,) s@o varidveis aleatérias independentes;

(A2) O ntmero de eventos em certa regiao A do espago tem distribuigdo de Poisson, ou seja, para
k>0,

iy (AP
PIN(A) = k] = e >%.

Definigao 2.1 A intensidade de um processo de Poisson N, com medida média, i absolutamente



continua com respeito a medida de Lebesgue, € a funcao \ que satisfaz a rela¢ao

u(A) = / /A Mz, y)dwdy. (2.1)

Definicao 2.2 A funcdo log-verossimilhanca do processo de Poisson Np na regigo A C R?, no

intervalo de tempo [0,T], € dada por

1(0) = /A /T log (s, £ 0) AN (s, t) — /A /T (s, t: 0)dsdt (2.2)

Veja Daley and Vere-Jones (1988) para mais detalhes.

2.2 Meétodo da projecao e transformacao de processos de

Poisson

O método da projegao foi introduzido por Kurtz (1989) com o objetivo de construir processos
pontuais nao triviais em RY, como por exemplo processo de Cox, classe de distribuicoes de Gibbs
através de projecoes de processos de Poisson de dimensoes maiores, através de subconjuntos aleatérios
no espago maior, projetando-se os pontos do processo de Poisson, que se localizam dentro destes
subconjuntos em subespacos de dimensao menores. Esta construcao pode ser utilizada para gerar
processos de Cox, estados de Gibbs e processos de nascimento e morte com taxas variaveis. Garcia
(1995a e 1995b) utilizou este método para construir processos de nascimento e morte com taxa
variavel de nascimento e morte e no comportamento assintético para modelos de uma epidemia.
Para uma revisao sobre o assunto veja Garcia e Kurtz (2008).

Seja o intervalo [0, 00), neste caso qualquer processo pontual simples N, tal que N([0,t]) — A(¢)
¢ um martingal, pode ser obtido como uma mudang¢a no tempo aleatério N([0,¢]) = Y (A(¢)) onde Y
¢ um processo de Poisson com taxa unitéria (Veja proposigao 13.4.111, Daley and Vere-Jones, 1988).

O método da projecgao, que foi introduzido por Kurtz (1989), pode ser visto como uma genera-
lizacao da representacao da mudanca no tempo aleatério. O processo constréi processos pontuais
através de projecoes do processo de Poisson. Estes processos projetados sao feitos cuidadosamente
de tal maneira a herdarem muitas das boas propriedades dos processos de Poisson. Este método da
um acoplamento natural entre os processos pontuais, o qual nos fornece uma maneira para comparar
resultados e teoremas limites. Leis dos grandes niimeros e teoremas central do limite para processos
de Poisson podem ser explorados para obter resultados correspondentes nos processos pontuais em

estudo. Ferrari e Garcia (1997) aplicaram o método da projegao para redes com perdas.



Figura 2.1: Projecao de um processo de Poisson.

2.2.1 Projecoes através de conjuntos aleatérios

Seja N um processo de Poisson em R%*! com medida média p. Seja I' um conjunto aleatério
de R4 (em geral nao independente de N). Um processo pontual Np pode ser definido em R? por
Nr(B)=N(I'Nn B xR).

Por exemplo, se o conjunto I' for independente de N condicionado em I', Ny é um processo de
Poisson com medida média u(I' N B x R) e a medida média ur(B) = E[Np(B)] para N é

ue(B) = E[u(T' N B x R)]. (2.3)

A igualdade em (2.3) nem sempre é verdadeira. Contudo hd uma classe de conjuntos para os

quais esta identidade é satisfeita, a classe de Conjuntos de Parada.

Definicao 2.1 Seja {Fa} uma familia crescente de o-dlgebras indexadas por Borelianos, A € B(E)
(se A C B entio Fa C Fg). Entao, um conjunto aleatério I' C E é conjunto de parada com
respeito a {Fa} se {I' C A} € F4 para todo A € C(E), onde C(E) € classe de conjuntos fechados.

Teorema 2.1 Seja N um processo de Poisson em R com medida média p com respeito a {Fa}
e Nr € um processo pontual em R? obtido projetando-se os pontos de N que estio em I' em R?. Se

' € um conjunto de parada, entao a medida média para Ny satisfaz
E[Nr(B)] = pr(B) = E(u(I'N B x R)). (2.4)

Garcia (1995a) estudou uma caracterizagao sobre quais processos podem ser obtidos pelo método
da projecao e verificou, em particular, que o processo de nascimento puro pode ser obtido através

deste método, como serd introduzido no préoximo capitulo.



2.3 Verossimilhanca para processos pontuais

A funcao de verossimilhanca para processos pontuais serd especificada nesta secao através da
densidade (derivada de Radon Nikodym) com respeito ao processo de Poisson unitério. Seja P a
lei de um processo pontual absolutamente continuo com respeito a (), a lei do processo de Poisson
unitario, entao a distribuicao do processo pontual é caracterizada pela derivada de Radon-Nikodym
(ou medida de Gibbs) e dada por:

dP(n) = L(n)dQ(n) (2.5)

onde L(n) é a funcdo verossimilhanga do processo da lei P com respeito a Q.

A Equagao (2.5) pode ser reescrita como:

dP
L = —(n). 2.6
(1) = 5 (2.
Se o processo observado for denotado por n = {(X1,Y1), (X2, Ys)..., (XN, YN)}, & verossimi-
lhanga do processo é L((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) e se as observagdes Yi,..., Yy sao faltantes, entao
define-se
L(X - Xn) = E9L((X), Y0), ... (Xn, Ya)) X, Xl .7

A Equagao (2.7) pode ser obtida através da derivada de Radon-Nikodym.
Derivadas de Radon-Nikodym

Considere um espago de probalidade (€2, F, Q) e as variaveis aleatérias X e Y com valores nos
espagos mensuraveis (51, By) e (Sz, Bs) respectivamente. Suponha que f seja uma fun¢do mensuravel
em S; x Sy satisfazendo EQ[f(X,Y)] = 1 e defina dP = f(X,Y)dQ, ou seja, P é absolutamente
continua com respeito a @ e f(X,Y) é a derivada de Radon-Nikodym. Entao

E”[h(X)] = E?[A(X) f(X,Y)] = E?[h(X)E°[f(X,Y)|X]]. (2.8)

Sejam P~ e Q¥ as restrigoes de P e Q em o(X). Entdo (2.8) implica que PX é absolutamente

continua com respeito a QX (notacao: P¥ << Q%) com a derivada de Radon-Nikodym dada por:

g(X) = EQ[f(X,Y)|X] = / FCX, y)v(dy, X) (2.9)

onde v(B,z) ¢ a distribui¢do condicional de Y dado X = z.



Para mais detalhes sobre verossimilhanca para processos pontuais obtida através da derivada de
Radon-Nikodym veja Cox e Isham (1980), Isham (1981) Ripley e Kelly (1977).

2.4 Dados faltantes

Em processos pontuais ha um problema muito comum que é a nao observagao de determinada
variavel. Por exemplo, suponha que deseja-se estudar a ocorréncia de determinada doenca, muitas
vezes se conhece a localizagao da contaminacao, mas nao se sabe quando foi contaminado. Diz-se
que o tempo do processo é um dado faltante.

Dados faltantes (Little and Rubin 2002) aparecem naturalmente (dados que deveriam ser observa-
dos mas nao foram) ou sao intecionalmente escolhidos (modelos que incluem varidveis aleatérias que
nao foram observadas, chamadas de varidveis latentes ou efeitos aleatérios). Nestes casos o modelo
é especificado pelo conjunto de dados completo, (z,y), e fo(x,y) é a funcao de verossimilhanga com-
pleta. Quando ha problema de dados faltantes, dizemos que, por exemplo, y falta e x foi observado.
O estimador de maxima verossimilhanga maximiza a densidade marginal fy(z) que é chamada de
verossimilhanga dos dados observados. Esta densidade marginal é especificada implicitamente pelo
modelo completo, fy(z) = [ fo(x,y)dy e muitas vezes nao se conhece sua forma fechada. Isto faz
com que a inferéncia com dados faltantes seja dificil.

Um dos métodos mais utilizados para se trabalhar com problemas de dados faltantes é o algoritmo
EM, introduzido por Dempster, Laird and Rubin (1977). E um método bastante utilizado, pois ele
garante que o estimador de méxima verossimilhanca sera encontrado, se existir.

Métodos de Monte Carlo também sao propostos para aproximar a verossimilhanga dos dados
observados em um modelo com dados faltantes, principalmente quando a forma fechada da verossi-

milhanga completa nao é conhecida.

2.4.1 Algoritmo EM

Um dos métodos mais utilizados para se trabalhar com dados faltantes é o algoritmo EM, in-
troduzido por Dempster, Laird and Rubin (1977). O algoritmo EM é um procedimento de méxima
verossimilhanca que trabalha com a relagao entre os parametros desconhecidos do modelo e com os
dados faltantes. Considere que a variavel X é observada e a variavel Y é faltante, entao o algoritmo

realiza os seguintes passos:

1. A esperanga Passo E Dado um conjunto de parametros estimados, o passo E calcula a es-

peranca condicional da log-verossimilhanca dos dados completos, dadas as variaveis observadas;



2. A maximizagao Passo M Dado o conjunto de dados completo, o passo M estima o parametro

maximizando a log-verossimilhanca completa do passo E.

E necessario entao conhecer a fungao verossimilhanga completa para poder calcular a seguinte

esperanca:

Q(0) = Ey[log f(z, y|0)]|x], (2.10)

e, assim, tem-se 6, = argmaxy@(f). Em outras palavras, 6,,1 é o valor que maximiza (M) a
esperanga condicional (E) da log-verossimilhanga completa, dado as varidveis observadas sob o valor
anterior do parametro.

Os dois passos acima sao executados até atingir a convergéncia.

2.4.2 Estimador de maxima verossimilhanca via método de Monte Carlo

Métodos de Monte Carlo também tem sido bastante usados para encontrar o estimador de maxima
verossimilhanca quando ha dados parcialmente observados, principalmente quando a forma fechada
da verossimilhanca nao é conhecida.

Sung and Geyer (2007) sugerem simular dados faltantes independentemente dos dados observados,
usando Monte Carlo ordindrio (amostra independente). Ott (1979), Kong, Liu, and Wong (1994)
propoem simular os dados faltantes dependendo dos dados observados também utilizando Monte
Carlo ordindrio, outros como Lange and Sobel (1991), Thompson and Guo (1991), Gelfand and
Carlin (1993), Geyer (1994), Thompson (2003) sugerem simular os dados faltantes dependendo dos
dados observados, utilizando Método de Monte Carlo baseados em cadeias de Markov (do ingleés,
MCMC).

Seja fp(x,y) a densidade conjunta com y faltante e x observado, entao a constante de normalizagao
para a distribui¢ao condicional de y dado x é a verossimilhanga fy(x). Por conveniéncia serd usado
a razao de verossimilhanca com respeito a funcao de verossimilhanca com o parametro fixo ¥, entao

a log-verossimilhanga é dada por

B fo(z)\ fo(X,Y) o
1(8) = log{ o) }— log |:E\Il{f\p(X, Y) | X = xH (2.11)
A aproximacao natural de Monte Carlo da log-verossimilhanga em (2.11)
f9 xz, }/;
1og{ Z oY) } (2.12)

onde Y7, Y5, ... sao realizacoes da distribuicao condicional de Y dado X = z, geralmente simulado

usando o algoritmo Metropolis-Hastings quando a constante de normalizacao é desconhecida.
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Capitulo 3

Processo de nascimento puro

Um processo de nascimento puro ¢ um processo de Markov a tempo continuo onde os estados
representam o tamanho e a localizacao da populacao em um determinado tempo e espaco, e as
transicoes de um estado para o outro sao chamadas de nascimentos. No caso do nascimento puro
h& apenas a transicao do estado [ para o estado [ + 1. Um processo de nascimento puro tem muitas
aplicagoes em demografia, epidemiologia, geologia, biologia.

A seguir serd apresentado um exemplo de processo de nascimento puro no caso nao espacial.

Considere células reproduzindo de acordo com as seguintes regras:
(i) Uma célula no tempo ¢ tem probabilidade de replicar Ah + o(h) no tempo (t,t + h);
(ii) Eventos em células diferentes sdo independentes.

Se [ transigoes sao feitas no intervalo (0,t), diz-se que o processo estd no estado E;. Em um
processo de nascimento puro nao espacial ocorrem as seguintes mudangas: E; — Ej 1 — Ejio. ..

Considere agora uma plantagao de soja onde foi detectada ocorréncia da ferrugem asiatica, pode-
se dizer que o processo de contaminacao para outras plantas é um processo de nascimento puro
espaco-temporal. Denote este processo por N, na regiao K C R%. Este processo é especificado em
termos da fungio nao-negativa A : R x N(K) — [0,00). A funcio \ significa que se a configuracao
de pontos no tempo t é n € N(K), entdao a probabilidade de que um ponto seja adicionado &
configuracao numa vizinhanca do ponto x, que tem area AA, no préximo intervalo de tamanho At,

¢ aproximadamente A(x,n)AAAL.

3.1 Método da projecao para processos de nascimento puro

Um processo de nascimento puro é facilmente obtido através do método da projecao que foi
introduzido por Kurtz (1989) e estudado por Garcia (1995a). Como descrito no Capitulo 2, a idéia

11



do método ¢ a construcao de processos pontuais em R? através de processo de Poisson de dimensao
maior, construindo um subconjunto aleatério de espago dimensional maior e projetando os pontos
do processo de Poisson num subconjunto de dimensao menor.

Seja N um processo de Poisson em K x [0,00) com medida média de Lebesgue. E necessario

construir uma familia de conjuntos aleatérios I'; e assim o processo pontual Ny, tal que:

T(t,z) = [
7(0,2) =0

Ny(B) = N(I'; N B x [0,00))

I, = {(x,y);x cER0O<y< T(t,x)},

&+

Az, N,)ds

=]

~—

(3.1)

onde T’y é um conjunto de parada com respeito a filtragem F4 = o{N(B); B C A}.

Garcia (1995a) mostra que o Sistema (3.1) é um procedimento simples para simular processos de
nascimento puro, se K é limitado este sistema contém um numero finito de equagoes diferenciais e
existe uma unica solucao para o sistema. O processo projetado N, é o processo de nascimento puro

espacial com intensidade espago-temporal dada por A(z, Nt), e mais,

N(B) — /0 t /B Az, Ng)dzds (3.2)

¢ um Fr,-martingal, ou seja, N, pode ser obtido como mudanca no tempo aleatério.

A Figura 3.1 mostra a projegao de um processo de Poisson num subespago menor.

Figura 3.1: Projecao de um processo de Poisson.

Seja N(B x [0,t]) = Ny(B). A distribuicio de N restrito a K x [0,7] é absolutamente continua
em relacao a distribuigdo do processo de Poisson em K X [0,7] com a medida média de Lebesgue.

A verossimilhanga foi obtida por Kurtz (1989) e é dada por
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Lyp(n) = exp{/KX[O . log A(x, ns_)n(dx x ds) — /kx[o T]()\(x,ns) - 1)d:1:ds}. (3.3)

Por exemplo, suponha que \(x,n;) = exp {— [ p(B,x— y)ns(dy)} com p'(f3, ) limitada inferior-
mente, seja completamente conhecida. Sejam (x;,%;), i = 1, ..., Np(K) os pontos observados de N

em K x [0,T]. Neste caso, Lt pode ser escrita como:

Lr(n) = exp{— Zp(ﬂ,xi /[OT]/ (exp{— Zp B, — x) iy} — )dxds} (3.4)

1<j

e encontrar o valor de § que maximiza Ly(n) é simples.

3.2 Verossimilhanca para um processo observado apés um

periodo de tempo fixo

Este capitulo sera dedicado a processos em que os nascimentos sao observados somente apds o
instante T fixo, observando-se, desta maneira, apenas as localizacoes dos pontos, mas nao os tempos
de nascimento. Para estimacao do parametro temos um problema de dados faltantes. O algoritmo
EM (Dempster et al. 1977) nao pode ser utilizado neste caso pois requer expressao fechada para a
esperanga condicional no passo E. Monte Carlo EM (Wei and Tanner, 1990; Guo and Thompson,
1991) pode ser utilizado, porém ele nao fornece uma estimativa para o erro. Como a verossimilhanca
para os dados completos é conhecida, maxima verossimilhanca por Monte Carlo pode ser usada
(Thompson and Guo, 1991) e o erro Monte Carlo pode ser estimado (Geyer, 1994).

A verossimilhanga completa com intensidade igual a A(x, ns) = exp {— [ p(B,z— y)ns(dy)} pode

ser escrita como:

Lr(n —exp{ Zp B, x; — /[()T/ (exp{— Zp Bx— ;) Iy,c} — )dxds}. (3.5)

i<j

Neste caso o processo de Poisson com medida média de Lebesgue em K x [0, T] tem a propriedade
de que sua projecao em K é um processo de Poisson com medida média Tm(K) (onde m(K) é
a medida de Lebesgue). Assim, seja N uma variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson com
parametro m(K) x T, entao dado N = n, (X1,Y7),...(X,,Y,) sdo independentes, identicamente
distribuidos (i.i.d.) U(K x [0,T1]), portanto, dados N = n e X, sob Q, as varidveis Y;,...,Y, sdo

i.i.d. U([0,T]), entao a verossimilhanca “projetada’baseada em (2.9) é dada por
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. 1
Lr(8,x) = T* /[()T]k Lr(n)dy, (3.6)

a qual, neste caso em particular, tem a forma:

A

(8,x) = . .
_ T—kz/o /0 exp{—zp(ﬁ,l,’i—xj)

i<j

_ AT} /K(exp{— ;P(ﬁ,x — 2y} — 1)dxds}dy1...dyk. (3.7)

A Equacao (3.7) é a fungao de verossimilhanga para distribuigdo do processo Np, fornecendo
assim a base para estimacao de maxima verossimilhanga para (3.

E possivel observar que (3.7) pode ser reescrita como

Lo =t [ L5y [ atssn] @9

onde g(y|x, ) ¢é a distribuicdo condicional de Y dados X =x e 3 = . Entdose YU j =1,...m
sao amostrados de uma cadeia de Markov ergddica com distribuigao estacionéria g(y|x, 3y), uma

aproximagao de Monte Carlo para (3.8) é

1 < L(B,x,YV)
L, (6,x)=1L ,X)— _— 3.9
(/B X) T(ﬁo X)m ; L(ﬁo,X,Y(])) ( )
Note que é necessario gerar uma amostra da distribuicao
L(ﬂ()? X, y(]))
y|x, By) X ——————= 3.10
g( ’ 0) L(ﬁ()a X) ( )

que é conhecido a menos de uma constante de normalizacao. O vetor Y pode ser simulado através
do algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970).

A log-verossimilhanga projetada é dada por:

[(B,x) = log L1(8,x) — log L1(8, X)

e sua aproximagao Monte Carlo é

I (B,x) =log L, (8, x) — log L1 (5o, x).
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Denote por 3, = arg max [,,(3) e = arg maxl(3), o estimador de maxima verossimilhanga para

B.

Teorema 3.1 Se o espaco paramétrico é compacto e 3 € unico, entao (3,, — [ quase certamente
quando m — oQ.

Teorema 3.2 Sob as condi¢oes do Teorema 3.1, existe uma constante positiva 02(5) dependendo de
B tal que

quando m — oQ.

As demonstragoes dos Teoremas 3.1 e 3.2 sdo baseadas nos resultados de Geyer(1994) e podem
ser encontradas em Garcia e Kurtz (1998).
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Capitulo 4
Simulacoes

Este capitulo foi dedicado para as simulacoes das amostragens descritas no Capitulo 3. Todas
as simulagoes foram feitas no software livre R (www.r-project.org). Para estimar o parametro do
modelo através do método da méaxima verossimilhanca utilizou-se a fungao optimize a qual exige o
pacote stats do R. Optimize encontra o maximo (ou o minimo) da fungao desejada. Para diagndstico
do MCMC é necessario o pacote CODA.

4.1 Dados Completos

Esta secao sera dedicada para simulagao de um processo de nascimento puro utilizando o método
da projecao como descrito na Secao 3.1 e o parametro serd estimado pelo método da maxima veros-
similhanca.

Suponha um processo de nascimento puro com intensidade espaco-temporal dada por

e =exp { [0 =l + € nta | (11)

com « > 0. A intensidade foi escolhida desta forma pois assim pode-se abranger casos atrativos
(repulsivo utilizando —[3), ou seja, esta intensidade funciona muito bem para casos de epidemia,
quando ha ocorréncia de uma doenga contagiosa na populagao ela se espalha com rapidez para
pessoas do mesmo convivio.

Neste caso, usando o método da projegao dado por (3.1), é muito facil a simula¢do do processo
de nascimento puro no conjunto compacto K. Primeiro gera-se ({1, 71), ..., ({m, Tm) realizagoes de um
processo de Poisson de taxa unitaria em K X [0, S]. As realizagdes do processo de nascimento puro
(Z1,91)5 ey (Tny Ym) em K x [0, T], com S > T, sdo obtidas resolvendo o Sistema (3.1), interpretando

cada ponto (£, 7) do processo de Poisson como uma localizac¢ao individual em £ que nasce no tempo
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y satisfazendo 7(&,y) = 7. Neste caso, seja

Co = {(glle)’ ey (gmva)}’ (42)

e defina

y1 = min{7;(,7) € Cp para algum £};
y; = min{7;({,7) € Cp para algum ¢&};
1 = & se (§y1) € Co;

C: = GCo\y;.

Para 2 < k < m define-se recursivamente

k—1
ye = min{(r —yi ) exp{=8" Y (1§ — 2|+ C)* + 1} (§,7) € Cin} (4.7)
j=1
k—1
Vi = (e —ye)exp{B°> (1€ — 2|+ C) ™} + i, (4.8)
j=1
= & se (&up) € Cros (4.9)
Cr = Cua\yi (4.10)

Este processo é repetido m vezes até obter Cp, = (). Se o tempo de nascimento do processo gerado
for maior que 7', ignora-se todos os nascimentos apos T', senao o programa é executado novamente
até obter tempo de nascimento menor ou igual a 7T'.

As Figuras (4.1) a (4.5) representam os pontos de um processo de nascimento puro divididos
em 5 tempos. Note que em cada grafico apenas nascem novos pontos e nao morre nenhum, desta
maneira, na Figura (4.5), hd todos os pontos que nasceram no intervalo de tempo de [0, 7]. Também
¢é possivel notar uma tendéncia dos pontos se aglomerarem nas posicoes 3,4 e 5. Este fato acontece
pela funcao intensidade escolhida.

Seja a fungao intensidade dada por (4.1), portanto a equagao da verossimilhanga completa dada
por (3.3) é da forma:
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Figura 4.1: Nascimentos até tempo 1.
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Figura 4.3: Nascimentos até tempo 3.
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Figura 4.2: Nascimentos até tempo 2.
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Figura 4.4: Nascimentos até tempo 4.
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Figura 4.5: Nascimentos até tempo 5.

i = el K-t .
i<
) /[O,T] et > = |+ O) iy} = Dids
- eXp{ﬁa >z =2l +O)~ (4.12)
nit
_ /K(;(y(w = ya-1) exp{° ;(hﬁ — 2| + C) " dz + /K/[QT] 1dsdz}

onde ya1) < y@2) < ... < Ym) sao os tempos de nascimentos ordenados e x(1), T(2), ..., T(m) SA0 as
respectivas posicoes.

Para a simulacao do processo de nascimento foi usado g =1,a=2e(C=5,T=5e K =5.

Na Figura 4.6 pode-se ver o histograma das estimativas do parametro e a Tabela 4.1 apresenta
as estatisticas descritivas de B para os dados completos. Foram estimados 340 valores de . Nota-se
que a cauda do histograma ¢é bastante pesada, no entanto a mediana é préxima do valor 3 =1 e as
estimativas estao em volta deste valor, concentrando 50% dos valores em torno de 0,84 e 1,06. O

teste de normalidade Shapiro-Wilk (shapiro.test do software R) evidencia a rejeigao da hipétese de
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normalidade da estimativa do parametro. De acordo com Rathbun (1994) o estimador de maxima
verossimilhancga para processos pontuais espaco-temporais tem distribuicao assintoticamente normal
se o0 processo atender algumas condigoes de regularidade e T" — oo. Neste projeto o valor de T é
igual a 5, entao nao necessariamente atende as condicoes necessarias para que o estimador de méxima

verossimilhanca convirga para a distribuicao normal.

25
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Figura 4.6: Histograma das estimativas de 3 para os dados completos.

Tabela 4.1: Analise descritiva da estimativa de (3.

Minimo 1° quartil Mediana Média 3° quartil Méximo Variancia
0,28 0,85 0,98 0,94 1,06 1,24 0,03

Uma amostra de nascimento puro com 34 pontos foi selecionada contendo a informagao da posicao
e do tempo de nascimento (dados completos), a estimativa do parametro deste conjunto de dados
completo é 0,81 e este valor serd considerado para comparacao com a aproximacao Monte Carlo
sugerida na Secao 3.2. As informagdes sobre o tempo foram retiradas e utilizou-se apenas as posigoes

para execugao da simulagoes da Segao 3.2(dados incompletos).
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4.2 Processo apés um tempo fixo T'

Para a simulacdo no caso em que observa-se o processo até um tempo fixo T, como descrito
na Secao 3.2 onde foi apresentado problema de dados faltantes, serd utilizado algoritmo de geracao
de amostra, pois o tempo de nascimento nao foi observado. Deseja-se gerar amostras do tempo de
nascimento o qual tem distribui¢do condicionada em x e 3 proporcional a (3.10) e neste trabalho a
densidade de interesse, (3.10), é conhecida a menos de uma constante, por esta razao utilizou-se o
algoritmo Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970).

4.2.1 Algoritmo Metropolis-Hastings

Para gerar amostras do tempo foi utilizado o algoritmo Metropolis-Hastings. O tempo de nasci-
mento nao foi observado, mas sabe-se que tem distribuicao condicionada em x e ( proporcional a
(3.10), que é conhecida a menos de uma constante. O algoritmo Metropolis-Hastings é bastante uti-
lizado neste caso e também quando a densidade é dificil, ou até mesmo, impossivel de ser amostrada.
A idéia é amostrar um valor de y da densidade ¢(x/y) (chamada de densidade proposta). A escolha
da proposta deve ser feita de maneira que a geragao dos valores é possivel ou mais facil. O valor
¢ aceito ou nao com uma dada probabilidade. Este método de correcao garante a convergéncia da

cadeia para a distribuicao de equilibrio. Os passos deste método de amostragem sao:
1. Inicialize o contador de iteragoes t=0 e especifique um valor inicial (neste projeto, um vetor
inicial) y(©,
2. Gere um novo valor, y’ da distribuigao proposta ¢(./y).

9(y')a(y/y')

3. Calcule a probabilidade de aceitacao, a(y,y’) = min {1, -
9(y)aly'/y)

}, onde g ¢ a distribuicao
de interesse dada por (3.10).

4. Gere u ~ U(0,1).
5. Se u < «a entdo aceite o novo valor e faca y**) =y’  caso contrario rejeite e faca y*+1) =y.

6. Incremente o contador de ¢ para t 4+ 1 e volte para o passo 2

E necessario implementar o algoritmo até que a cadeia atinja convergéncia e a teoria de MCMC
garante que a cadeia de Markov ird produzir uma amostra da distribuicao de interesse se a cadeia
rodar por um tempo suficientemente longo, o problema é determinar quao longo é suficiente para

garantir a convergencia das cadeias.
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Geweke (1992), Gelman e Rubin (1992), Brooks e Gelman (1998) sugerem procedimentos para
verificagcao da convergéncia, mas uma maneira simples e bastante eficiente é a anélise de séries tempo-
rais de estatisticas derivadas da cadeia de Markov, como somas, médias, medianas etc. Considera-se
que a cadeia convergiu quando a série das estatisticas estabiliza-se. Quando tem-se mais de uma
cadeia independente (iniciadas com valores diferentes) pode-se verificar se as estatisticas convergem

para o mesmo ponto de estabilidade.

4.2.2 Simulagao com Gy =0

Na Equagao (3.10) a escolha de fy é livre e em um processo de nascimento puro quando o
parametro ¢ igual a uma constante o processo pontual é um processo de Poisson, contudo optou-
se primeiramente por escolher (5 = 0, desta forma A(z,n) é igual a 1, assim os nascimentos sao
independentes e os tempos de nascimentos tém distribuigdo uniforme em [0, 7]. O parametro 3 foi
estimado usando a aproximagao Monte Carlo, como descrito em (3.11) e ﬂ;n — B quase certamente,
onde B ¢ o estimador de maxima verossimilhanca.

Pela Figura 4.7 nota-se que usando a aproximagao Monte Carlo obtem-se estimativas em torno
de B = 0,81 e pelo teste de normalidade Shapiro-Wilk nao ha evidéncias para rejeitar a hipétese de
normalidade (p-valor = 0,12). Note na Tabela (4.2) as estatisticas descritivas para as estimativas do

parametro.

Tabela 4.2: Andlise descritiva da estimativa de 3 para dados incompletos.

Minimo 1¢ quartil Mediana Média 3° quartil Méximo Variancia
0,40 0,60 0,80 0,78 0,90 1,1 0,03

4.2.3 Simulacao Metropolis-Hastings com (5, = 1 e proposta uniforme

Para gerar tempos de nascimento escolheu-se um novo valor de (3 na Equacao (3.10), Gy = 1.
Com esta mudanca o tempo de nascimento nao tem mais distribui¢ao uniforme, contudo utilizou-se o
algoritmo Metropolis-Hastings para a geracao dos tempos de nascimentos. Gerou-se 40 cadeias com
proposta uniforme em [0, 7] de tamanho 10 mil, eliminou-se os 5 mil dados iniciais, como sugerem os
graficos de diagndsticos, representada nesta se¢ao pela Figura 4.8 (para as outras cadeias os graficos
de dignésticos estao no Apéndice B).

Neste projeto ha 40 cadeias multivariadas, ou seja, em cada cadeia hd 10 mil vetores com 34
pontos em cada vetor, calculou-se a mediana de cada vetor, obtendo desta maneira 10 mil medianas

em cada cadeia e com esta estatistica foi feito o grafico cumuplot que constréi o grafico da evolugao
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Figura 4.7: Histograma da estimativa dos  para dados incompletos.

dos quantis amostrais como funcao da iteracao. A linha preta dos graficos é o quantil 0,50 e as linhas
tracejadas sao os quantis 0,025 e 0,975 (eixo x é o numero da iteragao e o eixo y ¢ o quantil amostral
acumulado). Nota-se que em todos os gréaficos o valor do quantil amostral como fungao da iteracao
vai para o mesmo valor trés e préximo a iteracao 5 mil o grafico apresenta tendéncia constante.
Apoés a analise de diagndstico das séries os dados das cadeias foram selecionados de 20 em 20 de tal
maneira a eliminar a dependéncia entre os elementos sorteados da cadeia, como pode ser notado nas
figuras da funcao de autocorrelagao, Figura 4.9 e Figura 4.10, ou seja, 250 dados foram utilizados
para estimar o parametro do modelo. (As figuras de todas as cadeias podem ser vistas no Apéndice
B.)

Foram obtidas 40 estimativas de (3, através do método de méaxima verossimilhanga utilizando
a aproximagao Monte Carlo, como descrito em (3.9). As estimativas podem ser vistas na Figura
4.11, nota-se a concentracao dos valores em torno do B = 0, 81 e pelo teste da normalidade Shapiro-
Wilk nao hé evidéncias para rejeitar a hipdtese de normalidade dos dados (p-valor 0,31), mostrando
desta forma a adequacao do método proposto. Na Tabela (4.3) estao as estatisticas descritivas das
estimativas, nota-se que a média e a mediana estao bem préximas ao valor 0,81 que é a estimativa

dos dados completos.
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Tabela 4.3: Andlise descritiva da estimativa de 3 para dados incompletos - proposta uniforme.

Minimo 1¢ quartil Mediana Média 3° quartil Méximo Variancia

0,75 0,79 0,80 0,80 0,81 0,83 0,0005

4.2.4 Simulacao Metropolis-Hastings com (5 =1 e proposta beta

Optou-se também por gerar amostras dos tempos de nascimento utilizando proposta beta(a, b)
assimétrica com a = 0,77 e b = 0,64 multiplicada por T. A assimetria da beta foi considerada
pois os dados gerados de tal forma a abranger casos atrativos, assim, com a proposta beta(a,b),
pode-se atribuir maiores probabilidades para tempos maiores e foi multiplicada por 1" pois os tempos
das ocorréncias estao dispostos entre 0 e 7" e nao entre 0 e 1. Do mesmo modo como feito com a
proposta uniforme, foram geradas 40 cadeias de tamanho 10 mil e eliminou-se os 5 mil dados iniciais,
como sugere a Figura 4.12. Os dados foram selecionados de 20 em 20 eliminando desta maneira a

dependeéncia da cadeia, como pode ser notado nas Figuras 4.13 e 4.14.
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Figura 4.12: Diagnéstico para as cadeias 1 a 4 - proposta beta.
Foram obtidas 40 estimativas de (3, através do método de maxima verossimilhanca utilizando
a aproximagao Monte Carlo, como descrito em (3.9). As estimativas podem ser vistas na Figura

4.15, nota-se a concentragao dos valores em torno do B = 0,81 e pelo teste da normalidade Shapiro-

Wilk nao hé evidéncias para rejeitar a hipétese de normalidade dos dados (p-valor 0,27), novamente
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Figura 4.13: Acf para as cadeias 1 a 4 - proposta beta.

Figura 4.14:
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Figura 4.15: Histograma da estimativa dos [ para dados incompletos - proposta beta.

mostrando a adequagao do modelo proposto na teoria. Na Tabela (4.4) estao as estatisticas descritivas
das estimativas, nota-se que a média e a mediana estao bem préximas ao valor 0, 81 que é a estimativa

dos dados completos.

Tabela 4.4: Analise descritiva da estimativa de (3 para dados incompletos - proposta beta.

Minimo 1° quartil Mediana Média 3° quartil Maximo Variancia
0,76 0,80 0,81 0,80 0,82 0,85 0,00036

29



30



Capitulo 5
Conclusao

A proposta desta dissertacao foi trabalhar com estimacao paramétrica de maxima verossimilhan-
¢a para processo de nascimento puro espacial com dados parcialmetes observados e a utilizacao do
método da projegao para encontrar a funcao de verossimilhanca. Mostrou-se como obter a funcao
de verossimilhanca quando nao sao conhecidos os tempos de nascimento, ou seja, quando ha proble-
ma de dados faltantes. Neste caso a funcao de verossimilhanca pode ser obtida como projecao da
verossimilhanga completa.

A possibilidade da escolha do valor de 3y = 0 na simulacao fornece maior facilidade na geracao
dos dados pois neste caso os tempos de nascimento tem distribuicao uniforme. A simulacao dos
tempos de nascimento para o caso em que fixa J; = 0 mostrou-se adequada pois as estimativas
utilizando a aproximacao de Monte Carlo convergem para o valor estimado com os dados completos
e tem distribuicao assintoticamente normal.

Ja no caso em que foi escolhido Gy = 1 o método de simulacao Metropolis-Hastings foi utilizado
para gerar os dados nao observados e este método mostrou-se muito eficiente para as duas propostas
utilizadas: uniforme e beta. A aproximacao Monte Carlo para encontrar o estimador de maxima
verossimilhanca é adequada para processo de nascimento puro espacial com dados parcialmente ob-
servados, pois as estimativas utilizando a aproximacao ficou em torno do valor estimado quando

tem-se os dados completos e verificou-se que estas estimativas sao assintoticamente normais.
Trabalhos Futuros
Ha& diversas generalizacoes possiveis deste trabalho. Por exemplo, se fizermos uma pequena mod-
ificacdo no esquema de amostragem, observando o processo apos um nimero k (fixo) de nascimentos,

a expressao da verossimilhanca projetada fica muito mais simples. Neste caso a verossimilhanga

completa do processo é da forma:
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Lux,y) = esp{ = 3 plBai =)~ [ i@m—y@n)(exp{— > p(Bia—w,)f—1)da} (5.1)

i<j 0i<j—1

onde o é a permutacao de {1,2,...,k} tal que (zo,,y1)); (Tos: Y(2))s s (Top» Yk)) Seja a amostra ob-
servada onde y(1), ..., Y(x) sdo estatisticas de ordem de yi, ..., yx. Sob o processo de Poisson unitdrio
(Q) sabemos que Y1y, Y(2) — Y1), ..., Y(r) — Yk—1) s@o varidveis aleatérias i.i.d. exp(m(K)) e esta

observacao simplifica a expressao da verossimilhanca projetada para:

A

Li(x1,...,x) = E9[Li(n)|x]

1 k m(K
= exp{— Zp(ﬁ, T; — x5)} %l Z H S5 (exp{— Zgigj(l P)(57 T — Zo,)})dx (5.2)

i<j o j=2

Também, neste trabalho nos concentramos somente em um parametro, a saber 3. Entretanto,
podemos também pensar na estimacao paramétrica dos parametros o e C' na expressao (3.8).

Além disso, seria muito interessante poder deixar que os dados nos deem a forma da taxa de
nascimento. Isto é, ndo fazer nenhuma hipé6tese sobre a forma da fungdo A e/ou p e estimé-las de

forma nao paramétrica utilizando expansao em func¢oes de base como splines ou wavelets.
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Apeéendice A

Processos pontuais univariados - Algumas

definicoes

Definicao A.1 Dado um espaco de probabilidade completo (2, ®, P), uma familia {®;, t > 0} de
sub-o-dlgebras de ® € dita ser uma filtragem se esta € crescente, isto €, ®; é o-dlgebra ®; C @,
para todot >0 e &, C &, para todo s < t.

Definicao A.2 Seja (Q, @, P) um espago de probabilidade completo e {®y, t > 0} uma filtragem.
Uma varidvel aleatoria T : Q — [0,00] € chamada Tempo de Markov (ou tempo de parada)
relativo a filtragem{®,, t > 0} se, para todo t > 0, tivermos

{w:T(w<0)} €. (A1)

Definicao A.3 Seja (2, P, P) um espaco de probabilidade completo e {®;, t > 0} uma filtragem
continua a direita (isto €, Qy = Ng>i0.) tal que Qo contém todos os conjuntos de probabilidade zero
de Q. Um processo pontual simples em [0,00) ¢ uma sequéncia T = {1,,n > 1} de tempos
de Markov com relagio a filtragem {®;, t > 0} que satisfaz, com probabilidade 1, as sequintes

propriedades:
1. 1 >0
2. Tn < Tpi1, S€ Ty < 00;

3. Tp = Tpy1, S€ Ty = OO
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Apendice B

Graficos

As Figuras B.1 a B.9 sao os graficos de diagnéstico de convergéncia das cadeias para proposta

uniforme e as Figuras B.10 a B.18 sao os gréaficos de diagnostico de convergéncia das cadeias para

proposta beta.
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Figura B.18: Diagnoéstico para as cadeias 37 a 40 - proposta beta.

Nas Figuras B.19 a B.27 podem ser vistas as funcoes de autorelacao das cadeias geradas através
do algoritmo de Metropolis-Hastings com proposta uniforme e nas Figuras B.28 a B.36 sao os graficos

das fungoes de autocorrelacao para cadeias com 250 (retirada da dependéncia).
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Figura B.23: Acf para as cadeias 21 a 24 - proposta uniforme.
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Figura B.24: Acf para as cadeias 25 a 28 - proposta uniforme.
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Figura B.25: Acf para as cadeias 29 a 32 - proposta uniforme.

ACF

ACF

Figura B.26: Acf para as cadeias 33 a 36 - proposta uniforme.
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Figura B.28: Acf para as cadeias 5 a 8 com 250 dados- proposta uniforme.

Nas Figuras B.37 a B.45 podem ser vistas as funcoes de autorelacao das cadeias geradas através
do algoritmo de Metropolis-Hastings com proposta beta e nas Figuras B.46 a B.54 sao os graficos

das fungoes de autocorrelacao para cadeias com 250 (retirada da dependéncia).
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Figura B.31: Acf para as cadeias 17 a 20 com 250 dados- proposta uniforme.
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Figura B.32: Acf para as cadeias 21 a 24 com 250 dados- proposta uniforme.
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Figura B.33: Acf para as cadeias 25 a 28 com 250 dados- proposta uniforme.
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Figura B.34: Acf para as cadeias 29 a 32 com 250 dados- proposta uniforme.
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Figura B.39: Acf para as cadeias 13 a 16 - proposta beta.
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Figura B.40: Acf para as cadeias 17 a 20 - proposta beta.
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Figura B.41: Acf para as cadeias 21 a 24 - proposta beta.
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Figura B.42: Acf para as cadeias 25 a 28 - proposta beta.
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Figura B.43: Acf para as cadeias 29 a 32 - proposta beta.
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Figura B.44: Acf para as cadeias 33 a 36 - proposta beta.
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Figura B.45: Acf para as cadeias 37 a 40 - proposta beta.
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Figura B.49: Acf para as cadeias 17 a 20 com 250 dados - proposta beta.
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Figura B.50: Acf para as cadeias 21 a 24 com 250 dados - proposta beta.
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Figura B.51: Acf para as cadeias 25 a 28 com 250 dados - proposta beta.
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Figura B.52: Acf para as cadeias 29 a 32 com 250 dados - proposta beta.

0.8

0.4

0.0

0.8

0.4

0.0

0.8

0.4

0.0

0.8

0.4

0.0

Cadeia25

Cadeia27

Cadeia29

Cadeia31

ACF

ACF

ACF

ACF

60

0.8

0.4

0.0

0.4 0.8

0.0

1.0

0.6

-0.2

0.4 0.8

0.0

Cadeia26

Cadeia28

Cadeia30

Cadeia32




ACF

ACF

Figura B.53: Acf para as cadeias 33 a 36 com 250 dados - proposta beta.
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Figura B.54: Acf para as cadeias 37 a 40 com 250 dados - proposta beta.
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Apéndice C
Programas

H#HH#H#H#H#H# Geracao do processo de nascimento puro através do método da projecao HHHHHHH
cte =5

alfa = 2

beta = 1

lambda = 1

K=5

S =10

# Gerar v.a. X ~ Poisson (lambda  |K| * S)
set.seed(])
X = rpois(1, lambda*K*S )

#+# Simulando um processo de Poisson com intensidade constante
tau = runif(X, 0, S)
eps = runif(X, 0, K)

#gera CO

CO = cbind(eps,tau)

PP = CO

geraxy = function(){

m = dim(CO0)[1]

y = vector(length=m, mode="numeric’)
ystar = vector(length=m, mode="numeric’)

xstar = vector(length=m, mode="numeric’)
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#+4# Funcoes

# Remove linhas da matriz de candidatos

remove = function(vector, element) {

result = matrix(NA, dim(vector)[1] - 1, dim(vector)[2])
j=1

for (i in 1:dim(vector)[1]){

if (vector[i,1] = element[1] || vector][i, 2] != element[2]) {
result[j,| = vector|i,]

j=j+1

¥

}

result

# Calcula dentro do minimo

f = function(element, k, xstar, ystar, y) {
soma = 0

for (iin 1:(k-1)) {

soma = soma + (abs(element[1] - xstar|i]) + cte)(-alfa)

} ~

valor = (element[2] - ystar[k - 1])*exp((-1)*beta(alfa)*soma) + y[k - 1]
return(valor)

}

~

# Calcula f para todos elementos

g = function(C, k, xstar, ystar, y){

m = dim(C)[1]

aux = matrix(0, m, 1)

for (iin 1:m){

aux|i] = f(C[i, ], k, xstar, ystar, y)

} return(cbind(min(aux), which.min(aux)))

}

# base do algoritmo recursivo
# para k=1
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y[1] = min(CO, 2])

ystar[l] = CO[which.min(C0][, 2]), 2]
xstar[1] = CO[which.min(CO[, 2]), 1]
par = cbind(xstar[1],ystar[1])

CO = remove(CO0, par)

#para2< =k <=m

# Gera 0 NOVo Processo

for(k in 2:m){

minimo = g(CO0, k, xstar, ystar, y)
y[k] = minimol[1]

xstar[k] = CO[minimo|[2],1]
ystar[k] = CO[minimo|[2],2]

C0 = remove(C0, CO[minimo[2],])
¥

Xy = cbind(xstar, y)

return(xy)

¥

xy = geraxy/()

xyold = xy

m = length(xy[,2])

y = sort(xyl[,2]) while (y[m];5) { set.seed(1)
X = rpois(1, lambda*K*(S+10))

tau2 = runif(X, S, S+10)

eps2 = runif(X, 0, K)

CO = cbind(c(eps, eps2) ,c(tau, tau2))
PP = CO

xy = geraxy() y = sort(xyl[,2])

m = length(xyl[,2])

}

1=1

for (iin 1:m) {

if (y[i]J; =b) break

}

xynew = matrix(0, ncol = 2, nrow=(i-1))
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xynew[,1] = xy[1:(i-1),1]
xynew|,2] = xy[1:(i-1),2]
Xy = Xynew

m = length(xynew[,2])

H#HH#H#H#H#H## Calcula Verossimilhanca do Processo ###H#H#HF#
#H#H#H#H#H# Ordena os Y F##HH#4#

ordena = function(vec) {

ordered = matrix(0, dim(vec)[1], dim(vec)[2])

result = sort(vec[, 2], method = “quick”, index = TRUE)
for(i in 1:length(result$ix)){

ordered[i,] = vec[result$ix]i],]
}
return(ordered)

}

H#H#HHH#H#FH#Funcao para a primeira parte da verossimilhanca #HHHHHHH
partel = function(xy, b) {

soma = 0

for iin 1:(m - 1)) {

for (j in (i4+1):m) {

soma = soma + (abs(xy[i,1] - xy[j,1]) + cte)(-alfa)
}

oo

return(b(alfa)*soma)

}

~

H#HH#HHH#H#4# Funcao para a segunda parte da verossimilhanca #HH#HHHHH
parte2 = function(x, xy, b) {
result = 0
for (1 in 2:m){
somay = xy|[l,2]- xy[(l-1),2]
somaxl = 0
for (iin 1:(1-1)){
somax] = somax1 + (abs(x - xy[i,1])-+cte)(-alfa)

}
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~

valorl = exp(b(alfa)*somax1)

result = result 4+ somay*valorl

}

somax = 0

for (iin 1:m) {

somax = somax + (abs(x - xy[i,1])+cte)(-alfa)
} ~

valor = exp(b(alfa)*somax)

result = result + xy[1,2] + (T-xy[m,2])*valor
return(result)

}

HH#HHHH#H# Calcula a menos log-verossimilhanca #H#HHHHH

vero = function(b) {

a = ordena(xy)

N = 5000

x = seq(length=N, 0, 5)

int = (K-0)/(2*N)*(sum(2*parte2(x, a,b)) - parte2(x[1], a, b) - parte2(x[N], a, b)) #regra do trapezio
result = - (partel(a, b) - int + K*T) ## menos log-verossimilhanca

return(result)

}
## At #+ Metropolis-Hastings#+£# ##F #

dados = read.table(“dados.txt”) ### conj. de dados do processo de nascimento puro gerado pelo
metodo da projecao
m = length(dados],1])

HH#H#H#H#H#H Calcula a verossimilhanca #HHHHHH

vero = function(xy) {

N = 5000

x = seq(length=N, 0, 5)

int = (K-0)/(2*N)*(sum(2*parte2(x, xy)) - parte2(x[1], xy) - parte2(x[N], xy)) ## regra do trapezio
result = exp(partel - int + K*T)

return(result)
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A A7+ ordena xy

ordena = function(vec){ ordered = matrix(0, dim(vec)[1], dim(vec)[2])
result = sort(vec[, 2], method = “quick”, index = TRUE)
for(i in 1:length(result$ix)) {

ordered[i,] = vec[result$ix]i],]
}
return(ordered)

}

H A HHHAHE algoritmo M-H

n = 10000 ## numero de iteragoes
Y = matrix(NA,(n+1),m)

Y[1,] = runif( m, 0, 5)

xyl = matrix(0,ncol = 2, nrow = m)

z = matrix(0,ncol=2, nrow=m)

xyl1[,1] = dados[,1]
z[,1] = dados],1]
for(i in 2:(n+1)){
xyl[,2] = Y[i-1]

ystar = ordena(xy1)
z[,2] = runif(m,0,5)
zstar = ordena(z)
A = vero(zstar) /vero(ystar)
prob = min(1,A)
u = runif(1)
if(u < prob){
y = 2[,2]
}else {
y = Y[i-1]
}
Y] =y
}
#H A7+ Monte Carlo #7447
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dados = matrix(scan(“dados.txt”), ncol=2, byrow=T)
m = length(dados],1})
beta) = 1 #### definir betal
mc = 250 ### valor utilizado na aproximacao Monte Carlo
montecarlo = function(b){
L=0
for(j in 1:mc){
xy = cbind(dados[,1], mh[j,])
L = L + vero(xy, b)/vero(xy,beta0)
¥
dm = log(mc) - log(L) ### menos log-verossimilhanga
return(dm)
} ’
mh = matrix(scan(paste( “MH” s, “_250.txt”, sep=*")), ncol=34, byrow=T)

min = optimize(montecarlo, ¢(0,2))
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