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Resumo

Condigoes de qualificagao sao ferramentas tteis na analise de convergéncia de métodos de
otimizacao. Neste trabalho provamos que a nova condicao de dependéncia linear positiva
constante (CPLD) é uma condigao de qualificacdo e mostramos que ela é mais fraca que
condigoes clédssicas, como regularidade, Mangasarian-Fromovitz e posto constante. Além
disso, apresentamos um algoritmo de Lagrangiano aumentado para resolver problemas
gerais de programagcao matematica com convergéncia utilizando a CPLD. O algoritmo
proposto é definido para resolver problemas com dois conjuntos de restri¢oes: um, mais
complexo, formado pelas restricoes que sao penalizadas e, outro, mais simples, pelas res-
tricoes que sao satisfeitas por todos os iterados gerados no processo. O resultado de
convergéncia global estabelece que se um ponto limite da seqiiéncia gerada pelo algoritmo
satisfaz a condicao CPLD entao esse ponto é um ponto estacionario do problema original.
O resultado de convergeéncia global obtido é mais forte que resultados de convergéncia
para problemas mais especificos obtidos utilizando condigoes de qualificacao mais fortes,
como a regularidade. Indicamos também as hipdteses adequadas sob as quais obtemos
limitacao do parametro de penalidade. A confiabilidade do algoritmo foi testada mediante
uma exaustiva compara¢ao com o algoritmo LANCELOT, mostrando que nosso método é
mais robusto e eficiente. Além disso, e como aplicagao do nosso algoritmo no caso em que
restrigoes diferentes sao incorporadas no problema, apresentamos a resolucao de problemas
de alocagao nos quais existem muitas restricoes nao-lineares no conjunto complexo. Uti-
lizando o método de Gradiente Projetado Espectral mostramos que problemas desse tipo
com muitas variaveis e restri¢coes sao resolvidos de maneira eficiente num tempo razoavel.

Palavras chave. Condigoes de qualificacao, programacao nao-linear, métodos de
Lagrangiano aumentado, convergéncia global, experimentos numéricos.
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Abstract

Contraint qualifications are useful tools in the convergence analysis of optimization methods.
In this work we prove that the new constant positive linear dependence condition (CPLD)
is a constraint qualification and we show that it is weaker than classic constraint qualifi-
cations, like the regularity, the Mangasarian-Fromovitz and the constant rank conditions.
Moreover, we introduce an augmented Lagrangian algorithm for solving general nonlinear
programming problems whose convergence result uses the CPLD condition. The proposed
algorithm is developed for problems with two sets of constraints: a complex one, formed
by the penalized constraints and a simple one, formed by the constraints that are verified
for all the iterates generated along the process. The global convergence result establishes
that if a limit point of the sequence generated by the algorithm satisfies the CPLD con-
dition then this point is a stationary point of the original problem. Thus, the global
convergence result is stronger than the previous results for more specific problems obtai-
ned using stronger constraint qualification, as the regularity. We also indicate suitable
conditions under which we prove boundedness of the penalty parameter. The reliability
of the approach was tested by means of an exhaustive comparison against LANCELOT,
demonstrating that our method is more robust and efficient. Moreover, as an application
of our algorithm when different constraints are incorporated, we introduce the resolution
of Location Problems in which there exist many nonlinear constraints in the complex set.
We show that, employing the Spectral Projected Gradient method for solving the subpro-
blems, this class of problems with many variables and constraints is efficiently solved with
moderate computational effort.

Key words. Constraint qualification, nonlinear programming, augmented Lagrangian
methods, global convergence, numerical experiments.
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Introducao

Muitos problemas praticos de otimizacao podem ser formulados da seguinte maneira geral:

Minimizar f(x)
sujeito a z € Q ={z € R" | h(z) =0, g(x) < 0},

(1)

sendo f : R" — IR,h : IR”" — IR™ e g : IR — IRP funcoes com derivadas primeiras
continuas sobre um conjunto aberto que contém ).

A solugao global do problema (1) é um ponto z, € € tal que f(x,) < f(z) para todo
x € ). Entretanto, calcular solucoes globais é, freqiientemente, muito dificil e, mesmo
reconhecer se um ponto x € 2 é um minimizador global ou nao é, em muitos casos,
impossivel. A maioria dos algoritmos populares de otimizac¢ao nao garantem a descoberta
de minimizadores globais, eles se contentam em procurar candidatos a minimizadores,
como pontos estaciondrios. Um ponto estaciondrio do problema (1) é um ponto z, € 2

para o qual existem escalares A\, € IR™, u, € IRY tais que

m p

Vf(x*)—i-Z[)\ 1:Vhi (2. +Z,u* Vg,(z,) =0,
7=1

i=1

[1i95(z) = 0,5 =1,...,p.

Estas condigoes sao conhecidas como condigdes de Karush-Kuhn-Tucker (condigoes
KKT) e os escalares [A.;, [1]j, como multiplicadores de Lagrange. Assim, quando um
ponto viavel satisfaz as condigoes KKT existe uma relagao algébrica entre o gradiente da
funcao objetivo e os gradientes das restrigoes.

A tnica dificuldade em relacao as condigoes KKT é que nem todos os minimizadores
locais as satisfazem. Para que isto aconteca ¢é necessario que o ponto cumpra alguma
condicao de qualificacao nas restricoes. Assim, uma condicao de qualificacdo é uma pro-
priedade sobre os pontos viaveis de problemas de otimizacao que, quando satisfeita pelo
minimizador global, garante que se satisfazem as condicoes KKT. Neste caso se garante a
existéncia dos multiplicadores de Lagrange e algoritmos eficientes baseados em idéias de

dualidade podem ser definidos.



Consideramos que boas condigoes de qualificacao devem ser:

e nao muito exigentes, ou seja, fracas;

e facilmente computéaveis, preferencialmente mediante um calculo algébrico;

e condicoes associadas com algum método ou algoritmo de programacao matematica.

Existem vérias condigoes de qualificacao conhecidas na literatura: regularidade ou
independéncia linear dos gradientes das restri¢oes ativas, Mangasarian-Fromovitz [27],
posto constante [24], quase-normalidade [23], pseudo-normalidade [6], entre outras.

Recentemente, em [32] Qi e Wei introduziram a condi¢do de dependéncia linear po-
sitiva constante (CPLD) que demonstrou ser 1til na anélise de convergéncia de métodos
de programacao quadratica seqiiencial. Um ponto viavel satisfaz a condicao CPLD se a
dependéncia linear positiva de qualquer subconjunto dos gradientes das restricoes ativas
implica que esses gradientes continuam sendo positivo-linearmente dependentes na vizi-
nhanga do ponto. Logo, a verificagao da condicao CPLD requer somente o célculo dos
gradientes na vizinhanca do ponto. Por outro lado, ela é mais fraca que a regularidade
e que as condigoes de posto constante e de Mangasarian-Fromovitz. No trabalho onde a
CPLD foi introduzida os autores conjecturaram que ela podia ser uma condicao de qua-
lificacdo. Esta questao foi apresentada como um problema em aberto na Segao 2 de [32].
Nesta tese provamos que a CPLD é de fato uma condicao de qualificacao e mostramos
sua relagao com algumas das condigoes de qualificacao conhecidas na literatura associadas
com problemas de otimizagao nao convexa (ver [3]). Mostramos também como a condi¢ao
de qualificacao CPLD ¢é utilizada na convergéncia global de um método de Lagrangiano
aumentado.

O problema (1) pode ser definido de maneira mais genérica considerando dois conjuntos
de restrigoes:

Minimizar f(x)
sujeito a z € Q) ={z € R" | hy(x) =0,¢9:(z) <0} (2)
x € Qy={x € R"| hy(x) =0,g2(x) <0},
sendo todas as funcgoes f : IR" — IR,h; : IR" — IR™ hy : IR" — IR™,¢, : IR" —
IRPY gy : IR™ — IRP> com derivadas primeiras continuas sobre um conjunto aberto que
contém € N Qy.
Para um problema de otimizacao especifico, a definicao dos conjuntos viaveis €21, €2y

pode ser feita de modo que o problema

Minimizar F'(x) sujeita a x € (3)



seja consideravelmente mais facil de ser resolvido que o problema (2) ou existe algum
algoritmo eficiente para resolver esse problema que nao pode ser aplicado ou deixa de ser
eficiente quando restrigoes das do tipo do conjunto €2; sao adicionadas. Nesses casos, €
natural resolver o problema original (2) mediante uma seqiiéncia de problemas da forma
(3) para alguma funcao adequada F', como sugere a idéia do método de Lagrangiano
aumentado.

No algoritmo de Lagrangiano aumentado proposto nesta tese sao penalizadas, utili-
zando a funcao de Powell-Hestenes-Rockafellar [22, 31, 33], todas as restri¢oes do conjunto
21 sendo que o processo garante que as restricoes do conjunto {25 sao satisfeitas por todos
os iterados gerados no processo. Assim, os conjuntos admissiveis €2, e {25 podem ser defi-
nidos de modo que as restricoes mais faceis de ser manipuladas, por exemplo restrigoes de
canalizacao ou lineares, formem parte do conjunto 25, deixando as restri¢oes mais dificeis
de ser tratadas eficientemente, por exemplo as nao-lineares, formando parte do conjunto
Ql'

O método de Lagrangiano aumentado consiste em uma seqiiéncia de iteragoes externas.

Em cada iteracao externa, se F' é a fungao Lagrangiano aumentado:

Lo dpp) = £lo) + 5 > (ol + A—} + Z e (0l + )| }

=1 P

um problema de minimizagao com restri¢oes simples, da forma (3) é resolvido aproxima-

damente para obter o iterado atual:

Minimizar (aproximadamente) L(x, A, i, p)

sujeita a x € ()s.

Uma vez obtido este iterado, sao atualizados os multiplicadores de Lagrange e os parametros
de penalidade para logo repetir o processo. No algoritmo proposto utilizamos a projecao
do estimado de primeira ordem como estimativa do multiplicador de Lagrange e aumenta-
mos o parametro de penalidade quando a norma das restri¢goes do conjunto €25 nao diminui
com respeito a essa medida de inviabilidade no iterado anterior ([2]).

A maior contribuigao tedrica do método proposto é o uso da condicao CPLD tanto na

prova da viabilidade como na prova da convergéncia global:

1. Se x, é um ponto limite da seqiiéncia gerada pelo algoritmo introduzido entao uma

das seguintes possibilidades se verifica:

e O ponto z, é viavel.

e 1, ¢ um ponto estacionario da soma dos quadrados das restrigoes hy, g; do conjunto



1, sujeita ao conjunto €2s.

e 1, nao verifica a condicao CPLD associada ao conjunto €2s.
2. Se x, é um ponto limite vidvel entao uma das seguintes propriedades se verifica:

e 1z, é um ponto estacionario (KKT) do problema (2).

e 1, nao verifica a condicao CPLD associada ao conjunto viavel original.

Observar que resultados de convergéencia global que utilizam a condicao CPLD sao
mais fortes que resultados de convergéncia obtidos utilizando condicoes de qualificagao
mais fracas, como a regularidade.

Analisamos duas versoes do algoritmo principal: com um tnico parametro para pena-
lizar todas as restricoes do conjunto €2; ao mesmo tempo e com um parametro diferente
para cada restricao. No primeiro caso provamos limitacao da seqiiéncia de parametros de
penalidade utilizando a redugao ao caso com restri¢oes de igualdade introduzida em [4]. As
hipdteses utilizadas incluem, entre outras, a regularidade, a condigao suficiente de segunda
ordem e a condi¢ao de complementaridade estrita na solugao, ver por exemplo [2]. No caso
em que utilizamos um parametro diferente por restricao, se o conjunto €2; é formado so-
mente por restricoes de igualdade e €2, por restrigoes de canalizagao, provamos limitacao
da seqiiéncia de parametros de penalidade sem utilizar a condi¢ao de complementaridade
estrita na solucao (ver [1]).

Do ponto de vista pratico e para analisar a confiabilidade do algoritmo proposto com-
paramos o desempenho do algoritmo com o LANCELOT [15] utilizando todos os problemas
da colegao CUTE [13]. Neste caso utilizamos o algoritmo robusto GENCAN [9] na resolugao
dos subproblemas. Além disso, as aplicacoes mais interessantes do algoritmo proposto sur-
gem quando o conjunto de restricoes {25 € arbitrario, possivelmente nao convexo ou definido
por restricoes nao-lineares. A familia de problemas de alocagao se apresenta como uma
situac@o deste tipo. Utilizando o método de Gradiente Projetado Espectral [11] mostra-
mos que problemas desse tipo com muitas variaveis e restrigoes sao resolvidos de maneira
eficiente num tempo razoavel.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1, definimos algumas
das condigoes de qualificacao mais conhecidas na literatura e provamos que a condigao
de dependéncia linear positiva constante CPLD é uma condi¢ao de qualificagdo. Apre-
sentamos também relacoes entre as diferentes condigoes de qualificacao e com algumas
condigoes de otimalidade.

No Capitulo 2, apresentamos o método de Lagrangiano aumentado proposto para re-

solver o problema (2) e provamos os resultados de convergéncia para pontos vidveis e



otimos. Indicamos também as hipdteses adequadas sob as quais provamos limitacao dos
parametros de penalidade.

Finalmente, experimentos numéricos sao apresentados no Capitulo 3.

Notacoes.

B(z,€), vizinhanga com centro em z e raio e.

[v];, i-ésima componente do vetor v. Se nao ha possibilidade de confusdo utilizamos a
notagao v;.

Para v € IR" e a € IR, dizemos que v > a (respectivamente v > a) se [v]; > a
(respectivamente [v]; > a) para todoi=1,...,m.

r = (x1,...,2,) # 0 se existe ao menos um indice i € {1,...,n} para o qual z; # 0.

A, ={te ACR : t>0}.

Ay ={te ACRR : t>0}.

Pq denota o operador projecao euclidiana sobre €.

-1 =1

Seh:R"— IR™ h=(hy,...,hy), denotamos Vh(x) = [Vhi(z)...Vh,(x)] € R"™™.



Capitulo 1
Condicoes de qualificacao

Um problema geral de programagao nao-linear consiste em

Minimizar f(z)

sujeita a que se satisfagam um conjunto de restrigoes de igualdade h;(z) = 0,1 =1,...,m,
e de desigualdade g;(z) < 0,5 = 1,...,p, sendo todas as fungdes continuas, e em geral,
derivaveis.

Gostarfamos de ter algoritmos de programacao matematica que em todas as situacoes
convergissem para a solucao global do problema, mas calcular solucoes globais é, freqiien-
temente, muito dificil e, mesmo reconhecer se um ponto é minimizador global ou nao, é,
em muitos casos, impossivel. Por isso, a grande maioria dos algoritmos que existem na lite-
ratura se contentam em procurar pontos estacionarios (pontos que satisfazem as condigoes
KKT) do problema geral de otimizagao. Os pontos estaciondrios sdo pontos candidatos
a ser minimizadores do problema mas nem todos os minimizadores locais de problemas
de otimizacgao verificam as condi¢oes KKT. Para isto é necessario que o ponto satisfaca
alguma condicao de qualificacao nas restrigoes. Logo, uma condicao de qualificagao é
uma propriedade dos pontos viaveis de problemas de programacao nao-linear que, quando
satisfeita por um minimizador local, garante que as condigoes KKT se verificam.

A condicao de qualificagdo mais conhecida na literatura é a regularidade ou inde-
pendéncia linear dos gradientes das restri¢coes ativas. A regularidade joga um papel muito
importante nao somente em relacao a obtencao de condig¢oes necesséarias de otimalidade de
problemas de programacao nao-linear mas também em relagao a andlise de convergéncia
de algoritmos de otimizacao. Mas, a regularidade é uma condi¢ao muito restritiva: pode
nao ser satisfeita para alguns problemas simples. Por esta razao, continua-se procurando
condicoes de qualificacao mais fracas que a regularidade, que ao mesmo tempo tenham

um papel relevante em relagao a convergéncia de algoritmos de programagao nao-linear,



ja que, certamente, se a condicao de qualificacao mais fraca é utilizada em um teorema de
convergéncia, mais forte serd o teorema. Assim, uma boa condicao de qualificacao deve
ser fraca, ou seja, nao exigir muito das restricoes, deve ser simples de ser verificada e
finalmente, é desejavel que ela esteja associada a algum método eficiente de programacao
matematica. A investigacao de novas condicoes de qualificacao abre diferentes questoes

teodricas e praticas associadas com métodos de minimizagao.

1.1 Definicoes

Sejam h : IR" — IR™,g : IR" — IRP fungdes continuamente diferencidveis, h(x) =

(hi(x), ..., hp(2)),9(x) = (91(2), ..., gp(x)). Definimos o conjunto vidvel X como:
X ={zeR" | h(z) =0, g(x) <0}.

Para cada ponto viavel x, o conjunto de restricoes de desigualdade ativas em z sera

denotado por
I(w)={i € {1,...,p} | gs(w) = O}.

Se j ¢ I(x), dizemos que a j-ésima restrigao de desigualdade é inativa no ponto .

Consideramos o problema geral de programacao nao-linear com conjunto vidavel X:

Minimizar f(x)

(1.1)

sujeita a r € X

para f : IR" — IR continuamente diferenciavel num conjunto aberto que contém X. A

funcao f sera chamada funcao objetivo.

Lembremos que um ponto z, é um minimizador global do problema (1.1) se f(z,) <
f(z) para todo x € X. Dizemos que o ponto z, ¢ um minimizador local de (1.1) se existe
e > 0 tal que f(z.) < f(z) para todo z € X N B(x.,¢€), onde B(z,,€) denota uma vizi-

nhanca de z, de raio e.

Condicoes de otimalidade para problemas de programagao matematica sao condicoes
necessarias para minimizador global, ou seja, sao condicoes satisfeitas por todos os mini-
mizadores globais do problema. Naturalmente, uma boa condicao de otimalidade deve ser
razoavelmente forte, assim ela fica mais préxima da condi¢ao 6tima: a de ser minimizador
global. Condicoes de otimalidade titeis devem ser de verificacao simples, preferencialmente

um célculo mecanico. A condicao de ser minimizador local é mais fraca que a condicao de



ser minimizador global e, portanto, ela é uma condicao de otimalidade, mas, é tao com-
plicado verificar que um ponto é minimizador local quanto verificar se ele ¢ minimizador
global.

No caso de otimizacao sem restricoes, se as derivadas parciais de f existem no mi-
nimizador local z,, sabemos que V f(z,) = 0 é uma condigao de otimalidade. No caso
de otimizagao com restricoes é necessario introduzir os denominados Multiplicadores de

Lagrange para obter uma condicao analoga aquela do caso de minimizagao sem restrigoes.

Definigao 1.1.1. Dizemos que x, € um ponto estaciondrio (ou KKT) do problema (1.1)

se existem escalares A\, € IR™, i, € IRY. tais que

m

Vi) + STk + Y (] Ver.) =0

i=1 JEI(xx)
h(z,) =0,9(z,) <0,
[digi(x) =0, =1,....p.

Os escalares [\.];, [1u]; da Definicao 1.1.1 sao denominados Multiplicadores de Lagrange.

Nem todo minimizador local de um problema de programacao nao-linear ¢ um ponto
estaciondrio, basta considerar, por exemplo, o problema: minimizar x sujeito a 2 = 0, na
solucao =, = 0.

Agora, quando um minimizador local satisfaz uma condicao sobre as restricoes podemos

afirmar que as condi¢oes KKT verificam-se nesse ponto:

Definicao 1.1.2. Uma condi¢cao de qualificacio é uma propriedade sobre os pontos do
congunto vidvel X que, quando satisfeita por um minimizador local do problema, implica

que se satisfazem as condicoes KK'T neste ponto.

Cada Condigao de Qualificacao (CQ) esta diretamente relacionada com uma condigao
de otimalidade: se z, é um minimizador local de (1.1) entao, ou ele é um ponto estaciondrio
do problema ou ele nao satisfaz a condigao de qualificagao CQ. Logo, a condi¢ao “z, é um
ponto estacionario do problema ou z, nao satisfaz CQ” é uma condicao de otimalidade.
Conseqiientemente, como boas condic¢oes de otimalidade devem ser fortes, boas condig¢oes
de qualificacao devem ser fracas.

A condigao de qualificagdo mais conhecida na literatura é a regularidade ou inde-

pendéncia linear dos gradientes das restrigoes de igualdade e das restri¢oes ativas no ponto:

Defini¢ao 1.1.3. [}/ (LICQ) Dizemos que x, € X €é um ponto regular se os vetores
{Vhi(z.) bieq,...my U{VGi(2s) bicr(@,) sdo linearmente independentes.



Quando um minimizador local é regular, além da existéncia, pode se garantir a unici-
dade dos multiplicadores de Lagrange na solucao.

Existem casos nos quais as solugoes nao sao pontos regulares mas eles satisfazem as
condigoes KKT. Considerar, por exemplo, o problema: minimizar (x—1)?+ (y—1)? sujeito
ahi(z,y) =x+y, ho(z,y) = —x — y, na solugdo z, = (0,0).

Problemas com restrigoes lineares de igualdade, como o do exemplo anterior, possuem
uma propriedade notavel: é sempre possivel provar a existéncia dos multiplicadores de
Lagrange na solugao, mesmo para minimizadores locais que sao nao-regulares. Ver, por
exemplo, [4]. Logo, o fato do conjunto admissivel ser formado por restrigoes lineares de
igualdade é uma condicao de qualificacao.

A seguinte condicao de qualificacao, introduzida por Mangasarian-Fromovitz em 1967,

¢ mais fraca que a regularidade.

Definigao 1.1.4. [27] (MFCQ) Dizemos que x, € X satisfaz a condi¢ao de qualifica¢do
de Mangasarian-Fromovitz se os vetores {Vh;(x.)}icq1,..m} sGo linearmente independentes

e existe uma dire¢ao d € IR™ tal que
Vhi(x)Td=0, Vi=1,...,m, Vg;j(x)Td <0, Vje€ I(x,).

Quando um minimizador local satisfaz a condicao MFCQ, nao se pode garantir a
unicidade dos multiplicadores de Lagrange na solucao, mas pode se garantir que o con-
junto formado por todos os multiplicadores de Lagrange é um conjunto compacto, ver [4],
Exercicio 3.3.19, pag. 354.

Observar que a condicao MFCQ nao se verifica quando as restricoes de igualdade
h;(z) = 0 sdo substituidas por duas restrigdes de desigualdade (h;(x) < 0 e —h;(z) < 0),
truque que é habitual fazer quando se quer considerar somente restrigoes de desigualdade.
A seguinte condicao de qualificacao, introduzida por Janin em 1984, continua se verificando

quando isto acontece.

Definigao 1.1.5. [24] (CRCQ) Dizemos que x. € X satisfaz a condi¢ao de qualificacdo de
posto constante se existe uma vizinhanga B(x.,€) de . tal que para todo Iy C {1,...,m},

Jo C I(x,), o conjunto de vetores gradientes

{Vhi(x) e, U{Vg;(@) e
tem posto constante em B(x,,€).

Em outras palavras, z, satisfaz a condicao de posto constante se o posto de qualquer

subconjunto dos gradientes das restricoes que se satisfazem na igualdade nao muda numa
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vizinhanca de x,. E interessante observar que a pesar da regularidade ser mais forte que
ambas condigoes de qualificagago MFCQ e CRCQ), elas nao se implicam mutuamente.

Ja vimos que a MFCQ nao ¢é satisfeita quando existem restri¢goes do tipo h(z) <
0,—h(zr) < 0 mas sim se verifica posto constante. Para mostrar que Mangasarian-
Fromovitz também nao implica posto constante consideremos o seguinte conjunto de
restrigoes de desigualdade em IR?: ¢i(z,y) = =z + y?> < 0,¢2(x,y) = z < 0 na origem
z, = (0,0). Qualquer direcao d = (dy,0) com d; < 0 satisfaz a Defini¢ao 1.1.4, mas os
gradientes sao linearmente dependentes em x,, e em toda vizinhanca de x, existe pelo
menos um ponto onde os gradientes sao linearmente independentes.

A condicao de dependéncia linear positiva constante (CPLD) foi introduzida por Qi
e Wei em [32] e utilizada para analisar algoritmos de programagao quadrética seqiiencial
(SQP). O Teorema 4.2 de [32] estabelece que se um ponto limite de um método SQP geral
satisfaz algumas condicoes que incluem a CPLD, entao esse ponto é estacionario. Mas,
os autores nao provaram que a CPLD é uma condi¢ao de qualificacao. Esta questao foi
apresentada como um problema aberto na Segao 2 de [32]. Observa-se que se um problema
de programacao nao-linear possui solucao satisfazendo a CPLD (e as outras hipéteses do
Teorema 4.2 de [32]) mas nao satisfazendo KKT, essa solu¢ao nao pode ser encontrada pelo
algoritmo analisado. Portanto, é importante provar que a CPLD é de fato uma condicao
de qualificacao, e eliminar a existéncia de tais minimizadores.

Primeiro definiremos o conceito de independéncia linear positiva.

Definicao 1.1.6. [32] (PLD) Sejam A = {ay,...,an}, B = {b1,...,b,} dois conjuntos
finitos de vetores em IR". Dizemos que AU B € positivo-linearmente dependente (PLD)
se ezistem escalares a € IR™, 3 € IRP tais que 3 >0, (o, 5) #0 e

m p
Z o;a; + Z ﬂjbj =0.
i=1 j=1

Caso contrdrio dizemos que AU B € positivo-linearmente independente (PLI).

Claramente, como na dependéncia e independéncia linear de vetores, qualquer subcon-
junto de um conjunto PLI é sempre PLI e um conjunto que contém um subconjunto PLD
é sempre PLD.

Assim, originalmente, a CPLD foi definida da seguinte maneira em [32]:

Definicao 1.1.7. [32] (CPLD-original) Dizemos que x. € X satisfaz a condicao CPLD-
original se para todo Iy C {1,...,m}, Jo C I(x,), quando os gradientes {Vh;(x.)}ics, U

{Vg;(x.)}jer, sao positivo-linearmente dependentes entao, existe B(x., €) vizinhanc¢a de x.,
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tal que os gradientes {Vh;(y)}ics, U{Vg;(y)}jer, sdo linearmente dependentes para todo
y € B(z,,¢€).

Observar que os autores requerem somente a dependéncia linear na vizinhanca de x,
0 que, em principio, e como observam Qi e Wei em [32], é mais forte que o requerimento

de dependéncia linear positiva na vizinhanca de z,:

Definicao 1.1.8. Dizemos que x, € X satisfaz a condicio CPLD se para todo Iy C
{1,....,m}, Jo C I(x,), quando os gradientes {Vh;(x,)}ics, U{Vyg,(xs)}jer, sdo positivo-
linearmente dependentes entao, existe B(x,,€) vizinhan¢a de x, tal que os gradientes

{Vhi(y)}iesy U{Vg;(y)}jer, sao positivo-linearmente dependentes para todo y € B(x,,€).

Claramente, como PLD implica dependéncia linear, CPLD implica CPLD-original.

Mostraremos que, na verdade, ambas defini¢oes sao equivalentes.

Podemos ver que as condigcoes sobre as restrigoes definidas até aqui seguem uma linha:
elas consideram somente os gradientes das restricoes na andlise. Existe porém outra linha
de condigoes de qualificacao fortemente mais tedrica e que, além de analisar os gradientes,
observa o valor numérico das fung¢oes na vizinhanca do ponto.

Nosso aporte em relacao as condigoes de qualificagao surge da necessidade de provar
nao somente que a CPLD é uma condic¢ao de qualificagao como também de mostrar o lugar
que ela ocupa em relacao as outras condigoes. Para isso precisamos definir a outra linha
de condicoes de qualificacao.

Com o proposito de estabelecer uma regra de multiplicador de Lagrange de primeira
ordem para o problema (1.1) sem hipdtese de qualificagao sob as restrigoes, Hestenes [23]
apresentou um resultado denominado Regra estendida do Multiplicador de Lagrange, no
qual é introduzido um multiplicador adicional Ay associado com o gradiente da funcao

objetivo:

Teorema 1.1.9. Regra estendida do Multiplicador de Lagrange:
Se x, € um minimizador de f restrita ao conjunto X entdo existem multiplicadores

A0, ALy ooy Ay [, - -y Py tais que

(1) Moy A1y oo Ay Ha, - -+, [ SGO mdo todos nulos,

(11) o, po1, - - -5 ftp SGO NGO negativos,

(ii1) AoV f(2.) + 3270 AiVhi(z.) + 327 1,V g;(2.) = 0,

() Se A, ..., Ay 415 - -, [y SGO ndo todos nulos, entio em toda vizinhanga de .,

existe um ponto x tal que \;h;(x) > 0, u;g;(x) > 0 para os multiplicadores \;, p; tais que

A # 0,15 # 0.
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Observacoes.

1. A tese do Teorema 1.1.9 é, na verdade, uma condicao de otimalidade. CondicGes
necessarias que envolvem um multiplicador nao negativo associado ao gradiente da
fungao objetivo sao conhecidas como condigoes de Fritz-John, propostas inicialmente
por John no artigo [25]. Na sua forma classica, as condigoes foram estabelecidas

considerando somente os pontos (i) — (i7i) do Teorema 1.1.9. Ver [4], [30].

2. A condigao (iv) do Teorema 1.1.9 diz que as restrigdes com multiplicador ndo nulo
podem ser violadas arbitrariamente na vizinhanca de x, de maneira que o sinal da vi-
olagao coincida com o sinal do correspondente multiplicador (\;h;(z) > 0, p;g,(x) >
0). Além disso, se g;(z) < 0 para todo x numa vizinhanca de x, entdo p; = 0. Logo,

em particular, se verifica a condi¢ao de complementaridade no minimizador local x,:
se g;(z.) <0 entdo p; =0.

Portanto, a condigao (iv) implica a condi¢ao de complementaridade e temos que, no
caso em que Ao # 0, a Regra estendida do Multiplicador implica as condi¢oes KKT

para o minimizador local x,.

3. Os multiplicadores Ao, A1, ..., A, i1, - . ., it podem ser escolhidos tais que Ay = 1 se
as condigoes (i) — (iv) ndo se verificam quando Ag = 0. Isto nos apresenta uma nova

condicao de qualificacao:

Definicao 1.1.10. /23] Dizemos que z. € X € quase-normal se nao existem escalares
ALy ooy Ay U, - - 5 [y tais que:
() )
> ANVhi(z)+ Y pVg(a.) =0.
i=1 JEI ()
(ii) 1, > 0, j € I(x).
(1it) A1, ... A, 15, 7 € I(,) sdo ndo todos nulos.
(iv) Em toda vizinhanca B(x,, €) de x, existe um ponto x € B(x,, €) tal que \;h;(z) > 0
para todo i com A\; # 0 e pjg;(x) > 0 para todo j com pij # 0.

Evidentemente, se x, é um minimizador local que é quase-normal, as condig¢oes do
Teorema 1.1.9 nao podem ser satisfeitas com Ay = 0, portanto, x, satisfaz as condicoes

KKT. Isto mostra que a quase-normalidade é uma condicao de qualificacao.
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A Regra do Multiplicador de Lagrange foi estendida para problemas com o seguinte

conjunto de viabilidade:
X=Cn{h(z)=0,...,hpn(x) =0}N{g(z) <0,...,g,(x) <0}

sendo C' um conjunto abstrato de restricoes. A extensao no caso em que o conjunto C'
é convexo fechado pode ser encontrada em [4] enquanto a extensdao para o caso em que
C' ¢é fechado mas nao necessariamente convexo pode ser encontrada em [6]. A defini¢ao
de quase-normalidade foi estendida para problemas com conjunto de restrigoes abstrato
por Bertsekas e Ozdaglar [6, 7]. Os autores introduziram também uma outra condi¢ao de
qualificacao relacionada com a quase-normalidade e denominada pseudo-normalidade que
¢ mais facil de ser manipulada. Esta condicao de qualificacao é utilizada para analisar
a relacao entre a existéncia de multiplicadores de Lagrange e a admissao de funcao de
penalidade exata para problemas de programacao matematica com conjunto abstrato de
restrigoes. Ver [6, 7] e [4, p. 337].

Definicao 1.1.11. [6] Dizemos que x. € X ¢é pseudo-normal se ndo existem escalares
ALy ooy Ay U, - - 5 [y tais que:
(i) )
Z NiVhi(z,) + Z w1;iVg,(z,) =0.
i=1 JEI(xx)

(i) 1> 0, j € 1(x.).
(i1i) Em toda vizinhanga B(x.,€) de x, existe um ponto v € B(x,,€) tal que

D i@ + D pgi(e) >0,
i=1 JEI(xx)

Em [6] se demonstra que a pseudo-normalidade implica a quase-normalidade e se mos-
tra um exemplo no qual a reciproca nao ¢é verdadeira.
Reescreveremos as Definicoes 1.1.4, 1.1.8, 1.1.10 e 1.1.11 en forma seqiiencial. Para

isto introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.12. /3] Seja x. € X com conjunto de restri¢oes ativas I(x.).

1. Dizemos que x, é um ponto MF-nao-regqular se existem escalares \i,..., \p € IR,
frj > 05 € I(@.), Y200 [N+ 22 jeseny 5 > 0 tais que

Z NiVhi(x.) + Z wiVg,(z,) =0.
i=1

jEI(:c*)
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Em caso contrdario dizemos que x, € MF-regular.

2. Propriedade sequiencial 1. Dizemos que x, satisfaz a propriedade seqiiencial 1 asso-
ciada aos escalares My, ..., A, fij,7 € I(x,) se existe uma seqiiéncia de pontos (ndo
necessariamente vidveis) y, € IR"™ tal que limy_, o yx = Z« €, para todoi € {1,...,m}
tal que \; # 0 e todo j € I(x,) tal que fi; # 0,

Aihi(ye) >0 e f;9;(ye) > 0
para todo k € IN.

3. Propriedade seqiiencial 2. Dizemos que x, satisfaz a propriedade sequencial 2 asso-
ciada aos escalares M, . .., A, fj,j € I(x.) se existe uma seqiéncia de pontos (ndo

necessariamente vidveis) yp € IR"™ tal que limy_o Y = T4 €,

Zj‘ihi(yk) + > igi(yk) > 0. (1.2)

jEI(:c*)

Utilizando estas defini¢coes podemos reescrever as condicoes MFCQ, CPLD, quase-

normalidade e pseudo-normalidade da seguinte forma.
Proposicao 1.1.13. Seja x € X.

(a) x satisfaz a condi¢ao de qualifica¢ao de Mangasarian-Fromovitz se e somente se x é
MF-reqular.

(b) x satisfaz a condi¢ao CPLD se e somente se x é MF-reqular ou, sendo MF-ndo-

reqular com escalares \;, jt; o conjunto de vetores

{Vhi(y) | X #0,i=1,....m}U{Vg;(y) | p; > 0,5 € I(x)}

é positivo-linearmente dependente para todo y em alguma vizinhanga de x (de pontos

ndo necessariamente vidveis).

(c) x é quase-normal se e somente se x é MF-reqular ou, sendo MF-ndao-regular com
escalares M1, ..., Am, iy, j € I(x), x nao satisfaz a propriedade seqiiencial 1 associada

aos escalares A\, ..., A\m, itj, 7 € I(z).

(d) x € pseudo-normal se e somente se x é MF-reqular ou, sendo MF-nao-regular com
escalares Ay, ..., Am, 145, € 1(), x ndo satisfaz a propriedade seqiiencial 2 associada

aos escalares A1, ..., Am, i1y, 7 € I(x).
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Prova. (a) Suponhamos que x € X satisfaz a condigago MFCQ da Definigao 1.1.4. Sejam
A€ R™ ;> 0,5 € I(z) tais que

Z)\ Vhi(x) + Y p1;Vgi(x) =0.

JEI(z)

Multiplicando pela dire¢do d da Definicao 1.1.4 obtemos p; = 0,5 € I(x) e \; = 0,0 =
1,...,m o que prova que os gradientes {Vh;(x)}i=1,..m U{Vg;(®)}icr@) sao PLL Logo, x
¢ um ponto MF-regular.

Suponhamos agora que os gradientes {Vh;(z)}i=1,.m U {Vg;(2)}icr@) sao PLI. Em
particular, temos que os gradientes {Vh;(x)}i=1, . s@o linearmente independentes. Além
disso temos que provar que existe uma direcao d como na Definicao 1.1.4. Consideremos

o seguinte problema de programagao linear nas varidveis (z, d):

Minimizar z
sujeita a Vh(z)Td=0,i=1,...,m (1.3)
Vyi(x)Td < z,j € I(x).

Mostraremos que o problema é ilimitado, ou seja que nao tem solucao finita. Observar
que este problema tem solucao ja que (z,d) = (0,0) é um ponto vidvel.
Suponhamos que exista uma solugao (z,d). Logo, pelas condigdbes KKT para o pro-

blema de programacao linear sabemos que existem escalares A;, ; tais que p; > 0 para

Logo, pela segunda equacao temos que

Zluj:L

jel(z)
e portanto, existem A € IR™, u; > 0,7 € I(z) ndo todos nulos tais que
D AiVhi(x) + D 4 Vgi(w) =0
i=1 jel(z)

o que implica que os gradientes sao PLD contradizendo a hipdtese. Portanto o problema
(1.3) ¢ ilimitado e existe uma dire¢do d que satisfaz a Definigao 1.1.4.

As implicacoes (b), (c) e (d) sdo imediatas das definigoes. O
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1.2 Condicoes de otimalidade

1.2.1 O ponto de vista da penalidade externa

A teoria dos multiplicadores de Lagrange pode ser desenvolvida de varias formas; nesta
subsecao seguiremos as idéias basicas do ponto de vista da penalidade.

O método de penalidade externa se baseia em obter uma solugao do problema original
como limite de solugoes de problemas irrestritos. Nesses subproblemas a fungao a ser
minimizada é a soma da fungao objetivo com alguma penalidade da violacao das restrigoes.

Seja C C IR™ um conjunto fechadoe f:C — IR",h : IR" — IR™, g : IR — IR? todas

fungdes continuas. Consideramos o seguinte problema de programacao nao-linear:

Minimizar f(x)

. (1.4)
sujeita a h(x) =0, g(z) <0,z € C.

Para cada j = 1,...,p,z € IR" definimos

9(x)+ = max{0, g(z)}.
Seja {pr} uma seqiiéncia de nimeros positivos tal que

lim p, = oo.

k—o0

Para cada k£ € IN definimos
P
Fy(z) = f(z) + Ek 1R (@)))* 4 g+ (2)[1? |-

O método de penalidade externa associado com a seqiiéncia {py} se define da seguinte
maneira:

Para cada k € K, calcular x; como sendo a solucao 6tima do problema

Minimizar Fy(x)

sujeita a x € C.

O seguinte teorema garante a convergéncia para minimizadores globais do método de

penalidade externa. Ver [28].

Teorema 1.2.1. Suponhamos que o problema (1.4) tem pelo menos um ponto vidvel.
Suponhamos também que a seqiiéncia {xy} gerada pelo método de penalidade externa estd

bem definida para todo k € IN e que ela admite um ponto limite x,. Entdo, x, € um
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minimizador global de (1.4).

Prova. Seja K C IN um subconjunto infinito tal que

lim z;, = ..
keK

Mostraremos primeiro que o ponto limite z, é vidvel, ou seja, que x, € C, h(z,) =0 e
g(z,) <0.
Como zp — z,, xp € C para todo k e C é fechado temos que z, € C.

Suponhamos que
1Az )P+ [lg(z.)+ [ > 0.

Logo,
. . P
lim Fy(ay) = lim f(ae) + 1) + llg(20)+]%] = o

Seja z um ponto vidvel de (1.4). Logo,
Pk 2 2] _
F2) + AR+ llg(2)+ 7] = f2) ¥ &k € IV,
e, para k € K suficientemente grande, temos que

Fan) + SUR@OIP + g+ 7 > £(2)+ S HRE + lg()4 ).

Isto nao pode acontecer, pois o ponto xj, foi definido como um minimizador global do
subproblema.

Portanto, x, é um ponto viavel.

Provaremos agora que z, é um minimizador global de (1.4).

Seja y um ponto vidvel arbitrario de (1.4). Pela definicao do método,

fe) + %[Ilfl(fm:)ll2 +llg@)+ 7] < fy) + %th(y)ll2 +llg@)+ 7] = f(y).

para todo k € K.
Logo,
flae) < fly) VE € K.

Tomando limite nesta tltima desigualdade, obtemos que f(z.) < f(y). Como y é um
ponto vidvel arbitrario, temos que z, é um minimizador global de (1.4) como queriamos

provar. O

Observar que no teorema anterior nao é requerida nenhuma hipotese sobre diferencia-
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bilidade da funcao objetivo nem das restri¢oes.

Teorema 1.2.2. Consideremos o problema (1.4) e suponhamos que além de continuas, as
fungoes f,h e g sdo diferencidveis. Seja x, um minimizador global do problema (1.4) e
suponhamos que x, € um ponto interior de C. Entao, existem seqiéncias {xy}, {\} C IR™,

{pe} € RY, tais que:
1. limy_ o T = T4,
2. limy oo Vf(xr) + Vh(z) M\ + Vg(zp) e =0,
3. limyoo [|2(2p) || = limg—oo [|g(zk)+ ]| = 0,

4. FExiste kg € IN tal que, para todo k > ky,

l9(x.)]i <0 = [ux)i = 0.

Prova. Como x, é um ponto interior de C e ele é um minimizador local de (1.4), existe

0 > 0 tal que x, é uma solugao global do problema

Minimizar f(x)
sujeita a h(z) =0, g(z) <0, ||z — .| < 0.

Portanto, x, ¢ a tnica solucao global de:

Minimizar f(z) 4 3|l — .|

. (1.5)
sujeita a h(x) =0, g(x) <0, ||z — x| < 0.

Consideremos a aplicagdo do método de penalidade externa ao problema (1.5). Cada

subproblema consistira em:

Minimizar f(z) + 3llz — z.|* + & [[(2)]* + [lg(2)+ ]

C (1.6)
sujeita a ||z — x| < 4.

Estes subproblemas consistem em minimizar uma fungao continua em um conjunto
compacto, portanto para cada k € IN existe uma solucao global x;. Como x, é a tnica
solugao global de (1.5), o Teorema 1.2.1 de convergéncia do método de penalidade externa
garante que

lim z;, = z,,
k—oo

0 que prova que existe uma seqiiéncia {z;} satisfazendo a condi¢do 1. Além disso, por

ser z, um minimizador local de (1.4) temos que se verifica a condi¢ao 3. Claramente,
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|xr — 24| < 0 para todo k suficientemente grande. Logo, pelas condi¢oes de otimalidade
de primeira ordem para o problema (1.6), que pode ser considerado irrestrito, sabemos

que existe ky € IN tal que para todo k > kq,

V() + Vh(zy) peh(ze)] + Vo (or)lprg(er) 4] + (2 — 2.) = 0. (1.7)

Definimos Ay = prh(zg) e ux = prg(xr)+ > 0. Tomando limites na igualdade (1.7),
obtemos que
klim Vf(ZL’k) + Vh(l‘k))\k + Vg(xk),uk =0

o que prova a condicao 2.
Finalmente, se [g(x,)]; < 0 entdo existe kg tal que, para todo k > kq deve ser [g(zx)]; <

0 e por definigao de [ug); temos que

[kli = prlg(@i)+]i = pr max{0, g; ()} = 0.

Assim, se verifica a condicao 4, o que prova a tese do teorema. O

Observar que este teorema nos proporciona uma condi¢ao de otimalidade seqiiencial

para o problema (1.1), no qual C = IR™:

Definigao 1.2.3. Um ponto x, € IR" satisfaz a condi¢do de otimalidade AKKT-1 se

existem sequéncias (Tx, A, fig, €x) € IR™ X IR™ x IRP X IR tais que

T — Ts
IV f () + Vh(zr) e + Vg(or) el < e
k), >0, i=1,....p
se gi(x) <0 entao [ug); =0, i=1,...,p
[Pzl < € llg(@r) ]| < ex,

e e, — 0.

Entretanto, a condi¢ao associada com a complementaridade na defini¢ao acima (quarta

condigao) ¢ muito exigente. Considerar por exemplo o problema

Minimizar x

sujeita a —x <0,

na solugao z, = 0. Suponhamos que um algoritmo gera uma seqiiéncia {xy} que converge
para x, com x, > 0 para todo k. Logo, se a condi¢ao de complementaridade da Definicao

1.2.3 ¢é satisfeita em cada xp, o multiplicador u; associado deveria ser nulo. Mas nesse
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caso Vf(zr) = 1 e portanto a desigualdade ||V f(xy) + VA(xp) A\ + Vg(xr)pr|| < € nao
se cumpriria para nenhum ¢, < 1.
Seria interessante entao relaxar essa condi¢ao por uma menos exigente. Consideramos

assim a seguinte condicao de otimalidade mais fraca que a condigao AKKT-1:
Definigao 1.2.4. Um ponto x, € IR" satisfaz a condi¢cdo de otimalidade AKKT-2 se

existem seqiiéncias (Tg, Ag, fix, €x) € IR™ x IR™ X IRP x IR tais que

Tp — Ty
IV () + Vh(ze) e + V(@) el < e
), >0, i=1,...,p
se gi(x) < —€ entdo [ugl; =0, i=1,....p
[7(z)]| < € l9(@)+]] < €k,

e e, — 0.

Claramente a condicao AKKT-2 implica a condigago AKKT-1. Resta perguntar se essas
sao condigoes de otimalidade razoavelmente fortes. Para isto analisaremos a relagao com

outra conhecida condigao de otimalidade seqiiencial.

1.2.2 A condicao AGP e relagoes

A condigao AGP (“Approximate Gradient Projection”) introduzida por Svaiter-Martinez
em [29] é uma condicao de otimalidade seqiiencial estritamente mais forte que a conhecida
condicao de Fritz-John [27].

Definigao 1.2.5. [29] Dizemos que um ponto x. € IR" satisfaz a condi¢cio AGP(~y) (para

v € [—00,0]) se existe uma seqiéncia {xy} tal que x), — .
d(zr,Y) = Pa@,qy) (@e — Vf(xg)) — 2 — 0
sendo Q(x,7y) o poliedro definido pelos pontos z € IR™ tais que:
9:i(x) + Vgi(2)' (2 —2) <0 se v <gi(x) <0, (sey #0)

Vgi(x)'(z —2) <0 se gi(x)>0
hi(x) + Vhi(z) (z —2) =0, i=1,...,m.

No Teorema 1 de [29] os autores provaram que se z, ¢ um minimizador local de (1.1)
entao se satisfaz a condi¢do AGP(7), o que mostra que a condigao AGP(y) é uma condigao

de otimalidade para o problema (1.1).
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E interessante observar que a prova do Teorema 1 de [29] baseia-se na técnica de
penalidade externa utilizada na prova do Teorema 1.2.2 (ver também a Proposigao 3.3.5
de [4]).

Observar que, geometricamente, a condigdo AGP(y) diz que, se x, é um minimizador
local entao existe uma seqiiéncia convergindo para z, para a qual o gradiente projetado
sobre as aproximagcoes lineares das restrigoes ativas e nao ativas converge para zero.

O seguinte teorema mostra as relacoes entre as condigoes de otimalidade 1.2.3, 1.2.4 e
1.2.5.

Teorema 1.2.6. Seja x, € X. Suponhamos que as funcgoes f,h e g sao continuamente

diferencidveis.
(a) Se x,. satisfaz a condicao AGP(vy) entao x. satisfaz a condi¢ao AKKT-2.
(b) Se x. satisfaz a condi¢io AKKT-1 entdo x. satisfaz a condi¢io AGP(v).
(¢) AGP(0) ¢ equivalente a AKKT-1.

Prova.
(a) Seja {x}} uma seqiiéncia convergindo para ., que satisfaz a condigdo AGP(7). Seja

Yk = Pae,y) (@r — V f(zr)). Logo, yi é solugao do seguinte problema de otimizagao:

Minimizar ||y — (z — V f(zx))])?
sujeita a y € Q(xg, 7).

Pelas condigoes KKT deste problema sabemos que existem vy, € IR™, uy, € IR" tais que

V() +yr — o+ 20 o] V(o) + 220 [uk]i Vgi(ag) = 0
[ur]; (9i(@r) + Vgi(xe)" (ye — 2)) =0 se v < gi(xx) <0
[ur];(Vgi(ze) " (yr — 1)) =0 se gi(xx) >0
[ug], =0 em outro caso.

(1.8)

Definimos
Vgi(ze)" (zr — yr) sey < gi(zy) <0 (sey #0)
Okl = q gi(@n) + Vailze) " (26 — yr) se gi(xy) = 0
0 em outro caso,
e

e = max{lze — yill, 1Az, [lg(zw) 1], 10k}

Mostraremos que a seqiiéncia (xy, vk, uy, €) satisfaz a Defini¢ao 1.2.4.

22



Por (1.8) e defini¢ao de ¢ temos que

m p

IV £ ) + Y ol Vhi(ze) + > [uliVai(wn)ll = lox — vell < e

i=1 i=1

[A(zi)ll < €x, Nlg(zn) 4]l < e

Além disso, se g;(xx) < —ep < —[d]; temos que g;(zx) + [0x]; < 0 e pela definicao de [d;];,
gi(zx) + [0k)i = gi(xr) + Vgi(zx)T (xx — yr) < 0 0 que, pelas condigoes KKT (1.8), implica
em [ug); = 0.

Assim, somente resta provar que €, — 0.

Pela condigao AGP(7) sabemos que ||z — yx|| — 0, e pela viabilidade de z, temos que
|h(zk)]] — 0 e ||g(xk)+|| — 0. Vejamos que [dx]; — 0 para todo i =1,...,p.

Como a funcao g; é continuamente diferencidvel existem ky e uma constante C' tais
que, para todo k > kg

IVgi(zw)ll < C. (1.9)

Se g;(x,) < 0 temos que existe k; > ko tal que g;(zx) < 0,Vk > k; e entdo, por definigao
temos que |[0x)i| < [Vgi(x)" (zr—yi)| < IVgi(ze) [ I1(ze—yu) || < Cll(xx—yi) || — 0 quando
k — oo.

Suponhamos que g;(z,) = 0. Se existem infinitos indices k para os quais g;(x;) > 0, por
definigao de [d;]; e pela continuidade de Vg;, temos que |[0x);| < |gi(zx) + Vgi(zp)T (zx —
ye)l < Ngi(@)ll + Vgl (ze — )l < llgi(z)ll + Cll(zr =yl Logo, [[dk]il <
min{C|(zr — y)ll, [lgi(zx) | + Cll(zr — y&)[[} — 0, quando k — oo.

Portanto temos que ¢ — 0 e a seqiiéncia (xy, vy, u, €) satisfaz a Defini¢ao 1.2.4, o

que prova que z, ¢ um ponto AKKT-2.

(b) Seja {zx} uma seqiiéncia convergindo para z, ¢ que satisfaz a condigao AKKT-1.
Logo, pela Definigao 1.2.3 temos que existem v, € R™, uy € IR, ¢, € IR, tais que ¢, — 0

e

o — Vf(zg) — {xk + é[vk]ivm(m) + > [uk]Z-Vgi(xk)} H < &.

1:9; (1) >0

Entao,

(1.10)
Vejamos que x = Paa, ) (T + D50, [Vkli VRi(Tr) + 320 o s0lur)i Vgi(2x)). Consideremos

Patex — V1 (01)) ~ Py 0+ g[vwhxm b Y Ve <.

i:gi(x1)>0
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o seguinte problema de programagao nao-linear

Minimizar ||y — (@ + > oy (k)i V(1) + Zi:gi(xk)z()[uk]ivgi(xk))||2

sujeito a y € Q(zx,y)-

Observemos que y, = 1z satisfaz as condigcoes KKT deste problema para os multi-

plicadores escolhidos como A\; = vy para as restri¢oes de igualdade e [ux]; = [ug; se

9i(zr) > 0, [ux]; = 0 no outro caso, para as restantes restri¢oes de desigualdade. Logo, por

(1.10) temos que || Po(z,,)(2x — Vf(2k)) — 2x|| < ex — 0, como querfamos provar.

(c¢) Por (b) temos que, se z, satisfaz a condigago AKKT-1 entao, em particular, z,

satisfaz AGP(0).

Resta-nos somente provar a reciproca. Como em (a), definimos yr = Po, 1) (Tr —

V f(xx)) solugao do seguinte problema de otimizagao:

Minimizar ||y — (z — V f(zx))])?
sujeito a y € Q(zk,y)-

Pelas condigoes KKT deste problema sabemos que existem vy, € IR™, uy, € IR tais que

Vf(xr) +yr — xn + 200 k)i V(o) + 300 [ua]iVgi(zr) =0
[ur];(Vgi(zr)" (Y — 21)) =0 se gi(ax) >0
[ug], =0 em outro caso.

Definimos entao

[5k]z‘

Il
—N
N
=
8
=
S~—
+
<
e
=
8
=
S~—
~
8
S
|
<
N
0
@
e
=
z
v
=

e = max{lzy — ykll, 1Az, [lg(en)+[], 10k }-

Logo, por (1.11) temos que

IV f () + D el Vha(ee) + > fusliVai(ze) | = o — yill < e,

e pela definicao de €, temos que

1P(i)ll < exs Nlg(wn) 4]l < e

24

(1.11)



Como em (a), para provar que €; — 0 temos que mostrar que [0x]; — 0 para todo
1=1,...,p.

Se gi(z4) < 0 temos que existe ko tal que g;(xx) < 0,Vk > ko e entdo, pela definigao
temos que [0x]; = 0.

Suponhamos que g;(z,) = 0. Se existem infinitos indices para os quais g;(xx) > 0, pela
definigao de [d;]; e pela continuidade de Vg;, temos que |[0x];| < |gi(zx) + Vgi(zp)T (zx —
vl < gl + 19l — )l < llgi(oll + Cll(zx — gl para € definida em
(1.9). Logo, [[8¢li < lg:(zx)l + Cll (@ — )l — 0 quando k — oo

Portanto temos que €, — 0. Logo, a seqiiéncia (zy, vk, g, €;) satisfaz a Definigao 1.2.3
e x, ¢ um ponto AKKT-1. O

Apresentamos a seguir os contra-exemplos que mostram que as reciprocas das im-
plicagoes (a) e (b) do teorema anterior nao se cumprem.
Consideremos o seguinte problema de otimizacao com restri¢oes de complementaridade
em IR?:
Minimizar — x —y

sujeito a zy = 0.

Consideremos a seqiiéncia (zx,yx) = (1/k,1/k) convergindo para o ponto z, = (0,0)
(que nao ¢ a solugao do problema). Para Ay = k e ¢ = 1/k* temos que a seqiiéncia
(g, Yk), Ak, €) satisfaz a condicao AKKT-2.

Vejamos que nenhuma seqiiéncia satisfaz a condi¢ao AGP(y). Como temos s6 uma res-
trigao de igualdade, para qualquer seqiiéncia {(zy,yx)} C IR?, temos que Q((zx,yx),y) =
{z=(21,2) € R? : xy, + yr(z1 — xr) + op(22 — yi) = 0}. Logo,

1— TrYe+TE+Yk
a%w:< (s m)

1— Ikyk;l‘xk;‘yk T
ey

que nao converge para 0 quando (zy,yx) — (0,0). Portanto, o ponto z, = (0,0) nao

satisfaz a condigao AGP(7), o que mostra que nao se cumpre a reciproca de (a).

Consideremos agora o problema:

Minimizar x

sujeito a — 2% < 0.

Para a seqiiéncia xy = 1/k temos que, para todo v € [—00,0), Q(xg,y) = {z: 2z > 1/2k}.
Logo, para k suficientemente grande, ||d(xg, )| < 1/k — 0 e portanto z. = 0 satisfaz a
condigao AGP (7).
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Vejamos que nao existe nenhuma seqiiéncia satisfazendo a condicao AKKT-1. Seja
{zx} é uma seqiiéncia tal que zy — 0 (que nao é a solugdo do problema) e x, # 0 para
todo k sufientemente grande. Pela condigao de complementaridade temos p; = 0 e nesse
caso, como Vf = 1, nunca acontece |V f(xy) + Vg(xp)ukl] < € para ¢, < 1. Logo,
nenhuma seqiiéncia satisfaz a Definicao 1.2.3 e x, nao satisfaz a condicao AKKT-1. Isto

mostra que nao se cumpre a reciproca de (b).

1.3 Penalidade externa e condicoes de qualificacao

Mostraremos agora como o Teorema 1.2.2, e em particular a técnica de penalidade ex-
terna, podem ser utilizadas para provar que as condigoes definidas na Subsecao 1.1 sao
efetivamente condigoes de qualificacao. Em particular mostraremos que a condicao CPLD
¢ uma condicao de qualificacao, o resultado mais importante desta subsecao.

O seguinte lema pode ser encontrado em [4], (pag. 689, Exercicio B.1.7) e sera utilizado

na prova de que CRCQ e CPLD sao condigoes de qualificacao.

Lema 1.3.1. Lema de Caratheodory. Sejam wy,. .., Up,V1,. .., U, vetores em IR™. Sejam

x€IR" e \i,..., A, 1, - -, [y eScalares tais que p1; > 0,V5=1,...,pe

m p
i=1 j=1
Entio, existem subconjuntos I C {1,...,m},J C {1,...,p} e escalares {\;}icr, {M;}jej, ,u;- >

T = Z)‘;UZ + Zu;vj

iel jed

0,Vy € J, tais que

e os vetores {u;}ier U{v;}jes sao linearmente independentes.

Prova. Sem perda de generalidade suponhamos que A\; # 0,p; > 0 para todo i =
1,....m3=1,...,p.
Suponhamos também que os vetores w1, . .., Uy, V1, . . ., Up 30 linearmente dependentes.

Logo, existem escalares o;,¢ =1,...,m,3;,7 = 1,...,p nao todos nulos tais que

m p
0= Zaiui—l—Zﬂjvj. (113)
i=1 j=1
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Subtraindo (1.13) da igualdade (1.12) temos que, para todo v > 0,

= (N —yai)ui + Z — B;)v;

=1

Seja 4 o menor valor de v que faz com que um dos coeficientes \; — yay, p1; —v3; seja nulo

com f; —y3; > 0 para todo j = 1,...,p. Entao:

Z()‘ _’YOZZ uz"‘Z /76]

com p; —B; > 0 para todo j = 1,...,p. Logo, conseguimos escrever  como combinagao
linear de um subconjunto de vetores estritamente menor que o conjunto original. Este
processo pode ser repetido até que todos os vetores da combinacao linear sejam linear-

mente independentes. [l

Teorema 1.3.2. Consideremos o problema (1.4) onde, além da continuidade, temos que
as funcgoes f,h,g sao diferenciaveis. Seja x, um minimizador local do problema (1.4).
Suponhamos que as derivadas de f,h,qg sao continuas em ., que x, € um ponto interior

de C e que satisfaz alguma das sequintes condi¢oes:
(a) regularidade, (Defini¢ao 1.1.3);
(b) Mangasarian-Fromovitz, (Definicao 1.1.4);
(c) Posto constante, (Defini¢ao 1.1.5);
(d) Dependéncia linear positiva constante (CPLD), (Defini¢cdo 1.1.8);
(e) Quase-normalidade, (Defini¢do 1.1.10).
Entao, existem A € R™, p € IR, tais que:
o Vf(z.)+ Vh(r )N+ Vg(z,)p =0,
o lg@)) < 0= 1 =0,

Prova. Pelo Teorema 1.2.2 sabemos que existem seqiiéncias {\;} € R™, {ux} € RY tais

que
khm Vf(zk) + Vh(ze) M + Vg(zg) e = 0, (1.14)
i [lh(e) | = Jim (@) =0, (1.15)
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e existe kg € IN tal que, para todo k > kg,

[9(x.)]i <0 = [ug); = 0. (1.16)

Por (1.14) e (1.16) temos que

lim Vf(zy) + Z[Ak]zvm(%) + Z 1w}V gi(zr) = 0, (1.17)

k—o0
’iEI(CC*)

(a) A regularidade é uma condigao de qualificagao:

Suponhamos primeiro que as seqiiéncias de escalares {[Ag];}, i =1,...,m, {[u];},7 €
I(z,) que aparecem na expressao (1.17) estdo contidas num conjunto compacto. Neste
caso, existem K C IN,A € R™, ju; > 0,5 € I(x,) tais que

My = A limfpg]; = gy, Wi =1, om, j € I(x.).

Passando ao limite em (1.15)-(1.17) para k € K obtemos o resultado desejado.
Consideremos agora o caso em que as sequéncias {[Ag];}, i = 1,....,m e {[u];},7 €
I(z,) nao estao contidas em um conjunto compacto.

Definimos, para todo k,
My, = max{|[M\eil, [x]s, 0 =1,...,m,j € I(x,)}.

Neste caso, limy_,o My = co. Entao, por (1.17), temos que

lim V /(@) + Xm: [)\k]thi(xk) i Z (1] Vg;(zx) = 0.

k—oo Mk i1 Mk jel(m) Mk
Logo,
lim Puli ] )+ E ]Vg () =0.
k—o00 £ M J
=1 JEI(zx)

Como o numero de restrigoes ativas é finito (< m + p), existe um indice que realiza o
maximo Mj, infinitas vezes, digamos, para todo k € K C IN. Além do mais, existe um
}kEKNZ_l me{ J}kGKUJEI(x*)
convergem, e convergem para um conjunto de coeﬁmentes nao todos nulos, pois ao menos

k]z

subconjunto K; C K tal que as seqiiéncias {

um dos coeficientes tem modulo sempre igual a 1. Logo temos que existem A e R™,
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ftj > 0,j € I(z,) ndo todos nulos tais que

[l 3 . [,Uk]j - - )
I}ét}lf(ll i, =\, klér]l;llm—luj, Vi=1,...,m,j € I(x,)
€ m
Z AiVhi(z,) + Z f;Vg,(z,) = 0. (1.18)
i=1 jel(zs)

Logo os gradientes {Vh;(x.)}icqi,..m} U {Vg;(24)}jer(z.) sa0 linearmente dependentes o

que contradiz a hipotese de regularidade.

(b) Mangasarian-Fromovitz é uma condigao de qualificacao:

Esta prova é trivial a partir da prova da parte (a).

Observar que no caso em que as seqiiéncias {[Ag]:}, {[exl;}, ¢ = 1,...,m,j € I(xz,)
sdo nao limitadas, como [pg]; > 0 Vk € IN, entdo o limite fi; > 0 para todo j € I(x,).
Logo, por (1.18), obtemos a dependéncia linear positiva dos vetores o que, por (a) da

Proposicao 1.1.13 contradiz a hipdtese.

(c) Posto constante é uma condigao de qualificagao:

Por (1.17) temos que existe uma seqiiéncia de escalares {¢;} tal que ¢, — 0 e

m

Vi (e) + > liVhi(ee) + > [kl Vgila) = e

i=1 il ()

Assim, pelo Lema de Caratheodory sabemos que, para cada k € IN, existem [, C
{1,...,m}, Ji, C I(x,) e seqiiéncias de vetores {ay}, {0} tais que [Bx]; > 0 para todo
k,

Vi (xe) + ) ol Vhi(ze) + > (B, Vgi(xe) = ex,

i€l Jj€Jk
e os vetores

{Vhi(xi) bier, U{Vg;(xk) }je

sao linearmente independentes.
Como o numero possivel de subconjuntos I, J;, ¢é finito, existe K C IN tal que, para
todo ke K, I, =1 C{l,....m}, Jy =J C I(x,),

Vi(ak) + > lowiVhi(ze) + > [Bi]; Vi (ax) = ex, (1.19)

iel jed
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e os vetores
{Vhi(zy)}ier U{Vgj(xk)}jes sdo linearmente independentes. (1.20)

Se as seqiiéncias {ay}, {fx} estao contidas num conjunto compacto, entao existe K; C
K tal que

kléIII(llO(k—Oé e hmﬁk—ﬁ>0

Logo, passando ao limite em (1.19) obtemos que

f(x) + ) aiVhi(x.) + ) 5;Vg,(x.)

il jed

o que prova o resultado desejado.
Agora consideremos o caso em que as seqiiéncias {ag}, {8} ndo estdo contidas em um

conjunto compacto. Definimos, para todo k,
M, = max{|[ozk]i\, [ﬂk]],l el,je J}

Neste caso, limy_, My = 0o. Logo, por (1.19) temos que

Vf(x ols Bl €
V) 5 g )+ > B an) = &,

iel

e entao,

: [ow)i ks
]}1_)1{)10 ' Mk ) + Z ng xy) = 0.
i€l jeJ

Como o ntmero de restrigoes € finito (< m + p), existe um indice que realiza o maximo
M, infinitas vezes, digamos, para todo k£ € K C IN. Além do mais, existe um subconjunto

[ﬁii}kg{l,i €le {[ﬁ’c I ek, J € J convergem, e convergem

K, C K tal que as seqiiéncias {
para um conjunto de coeficientes nao todos nulos, pois ao menos um dos coeficientes
tem modulo sempre igual a 1. Logo, tomando limites para £ € K, temos que existem

a e R™, B € IR" com componentes nao todas nulas tais que

Z &; Vhi(z,) + Z B,;Vg;(z.) =0

iel jed

Logo, temos que os gradientes {Vh;(x.)}bier U{Vg;(2.)};es s@o linearmente dependentes,
e existem pontos de uma vizinhanca de x, nos quais esses gradientes sao linearmente in-

dependentes, o que contradiz a hipotese.
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(d) A condigao de dependéncia linear positiva constante é uma condigao de qualificagao:
Esta prova segue da prova de (c).
No caso em que as seqiiéncias {ay}, {5k} ndo estao contidas em um conjunto compacto

sabemos que existem & € IR™, 3 € IR". nao todos nulos tais que

Z &; Vhi(z,) + Z 3,Vg;(z,) = 0.

iel jed
Logo, como (3 € IRY temos que os gradientes

{Vhi(z.) Yier U{Vg;(z.)}jes

sao positivo-linearmente dependentes.

Mas, por (1.20) os gradientes {Vh;(xy) }ier U{Vg;(zk)}jes ndo sao linearmente depen-
dentes e portanto também nao sao positivo-linearmente dependentes. Assim, temos que os
gradientes {Vh;(z)}ier U{Vg;(x)};es sdo PLD em z, e em toda vizinhanca de x, existem
pontos nos quais esses gradientes nao sao PLD. Isto implica que z, nao satisfaz a condicao

CPLD, o que é uma contradigao.

(e) A quase-normalidade é uma condigao de qualificagao:

Pela demonstracao do Teorema 1.2.2 sabemos que os vetores A\, e i que aparecem
na expressao (1.17) estdo definidos como Ay = pph(zk), pr = prg(zx)+ para {pr} uma
seqiiéncia de nimeros positivos tal que pyy1 > pr > 0 e limg_oo pr = 0. Ver também [4].

Definimos

m

O = | T+ D (2 + > (wly)*

=1 ]El(x*)

Logo, por (1.17) temos que existe €5 tal que €, — 0 e

Vi) | = i [k €k
Vh; Vg; = —. 1.21
=1 ]EI(CC*)
A seqiiéncia {(i, 3\—:, 5&)} ¢ limitada, logo, existem K C IN e (ug, AT, ..o, Aps i1, -+ 1),
nao todos nulos tais que pj > 0,7 =0,...,pe

. L A p x y% o x x
kefl(l,%laoo($75_k’$ _(:u0> 17"")‘m>:u1>"'hup)'
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Tomando limite quando k € K cresce em (1.21) obtemos que
woV f(zy) + Z AN Vhi(z,) + Z w;Vg;(w.) = 0. (1.22)
i=1 j€I(zs)

Definimos os conjuntos Iy = {i € {1,...,m}|\; # 0}, Jo = {j € I(x.)|u; # 0}. Logo,

para todo k € K suficientemente grande temos que

ANwli > 0,Viely, e pjlpel; >0,Vj € Jo.
Pela definicao de Ay, i € por ser p, > 0 obtemos que

A hi(zg) > 0,Vi € I, Nigj(wr) > 0,V5 € Jo

para todo k € K suficientemente grande.
Logo, se ug = 0, por (1.22) terfamos que z, nao serfa quase-normal. Entao, deve-se ter

uy # 0, o que mostra que z* é um ponto KKT. Ul

Observagoes.

1. A prova de que a condicao CPLD-original é uma condicao de qualificacao foi feita

na prova do item (d) do Teorema 1.3.2 .
2. Na verdade, no Teorema 1.3.2 provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.3. Seja x. € IR" um ponto limite de uma seqiiéncia {z} C IR" para

a qual existem sequéncias {\,} C IR™, {px} C IR, tais que:

o limyoo [[A(wy)]| = limp—co [|g(zk)+ ]| = 0,

o Fuiste kg € IN tal que, para todo k > kg,
[9(z4)]i < 0= [m]; = 0.

Suponhamos que x, satisfaz alguma das sequintes condicoes de qualificacdo:

o LIAC,
o MFCQ,
e CRCQ,
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e CPLD,

e quase-normalidade.

Entao x. € um ponto estaciondrio de (1.4).

1.4 A condicao CPLD implica a quase-normalidade

Na secao anterior provamos que, como conjecturaram Qi e Wei em [32], a condigao CPLD
¢ uma condicao de qualificacao. Do ponto de vista préatico é interessante analisar qual é
o status de uma condicao de qualificacao em relacao as outras condigoes conhecidas na
literatura.

Nesta secao provaremos que a CPLD implica a quase-normalidade, mostrando assim
que a quase-normalidade é mais fraca que a condicao CPLD. Nossa estratégia consiste
em provar que a dependéncia linear positiva de qualquer subconjunto dos gradientes das
restricoes de igualdade e de desigualdade ativas implica que nao se verifica a propriedade

sequiencial 1. Para isso precisamos de dois lemas preparatorios.

Lema 1.4.1. Seja D C IR™ um conjunto aberto, v € D, F: D — IR", F = (f1,...,fan) €
CY(D), F'(z) ndo-singular. (Pelo Teorema da Funcgdo Inversa F é um homeomorfismo
entre uma vizinhanga aberta Dy de x e F(Dy), e F~' : F(Dy) — Dy estd bem definida,

ver [4].)

Assumimos que g € {1,....n—1}, f: D — IR, f € CY(D) € tal que Vf(y) é uma
combinagao linear de V f1(y), ...,V f,(y) para todo y € D.

Definimos, para todo u € F (D),

p(u) = fIF~(u)]. (1.23)

Entao, para todo uw € F(D1),j =q+1,...,n,

g
—(u) =0. 1.24
e (124
Prova. Pelo Teorema da Funcao Implicita sabemos que existem D; C D vizinhanca de x
e uma fungao continua F~!: F(D;) — D; tal que, se F~*(u) = (g1(u),. .., g,(u)) temos
que
fr(gi(u), ... gn(u)) =ur Ye=1,...,n. (1.25)
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Seja u € F~1(D;). Usando a regra da cadeia em (1.23) obtemos que

— = =1,...,n. 1.2
()= (fm( ) Gt ) i =1 (1.2
Por hipétese sabemos que existem escalares Aq, ..., A, tais que
q
y) = Z AV fiely) Yy € D. (1.27)

Substituindo (1.27) em (1.26) temos que

) :Z<ZM ) ) i) ZAkZZa% ()52

=1

e usando (1.25) obtemos que

9y

—(u)=0 Vj=q+1,...,n,

auj( ) j=4q
como queriamos provar. O
Lema 1.4.2. Sejam f, f1,...,f, : D C IR" — IR fungoes continuamente diferencidveis,

x €D e D um conjunto aberto.
Assumimos que V f1(x), ...,V f,(x) sdo linearmente independentes e que V f(y) € uma

combinagdo linear de V f1(y), ...,V f,(y) para todo y € D. Em particular,

Entao, existem Dy C IR?, uma vizinhanga aberta de (fi(z),..., fy(x)), e uma fungao
¢©: Dy — IR, ¢ € CY(Dy), tais que, para todo y € Dy, temos que (f1(y),. .., f,(y)) € Dy e

f) =e(f), - fo))-
Além disso, para todoi=1,...,q,

= 22 (Bl Syfa) (1.29)

Prova. Definimos n — ¢ funcoes fyi1,..., f, de tal forma que se verifiquem as hipdteses
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do Lema 1.4.1. Entao, aplicando (1.24) temos que a funcao ¢ definida em (1.23) nao de-
pende das varidveis g1, . .., u,. Pela continuidade de fi, ..., f, existem f)l C Dy, By, By

vizinhancas de x, (fi(2),..., fo(x)), (f41, - - -, fu(x)) respectivamente tais que
(i) By x By C F(Dy),
(ii) Yy € Di, (f1(y), -, fuly)) € By,
(iii) Yu € By X By, existe ¢ : By — IR, € C'(By) tal que ¢(u) = @(uq, ..., u,).

Definimos Dy = By. Entéo, Yy € D; temos, por (ii), (iii) e (1.23), que
(fr®)s-- - fo(y) € D2 e B(fily),--- foly)) = e(F(y)) = [(y).

Logo, f(y) = ¢(fi(y),.-. f,(y)), Vy € Dy.

Além disso, pela defini¢do de ¢, obtemos que
0p op ‘
a—uj(fl(x)>7fn(x)):a—uj(fl(x)v7fq( )): v]:177Q7
o que prova (1.29). d

Provaremos agora o resultado principal desta secao.
Teorema 1.4.3. Se x € X satisfaz a condicao CPLD entdo x é um ponto quase-normal.

Prova. Assumimos que x € X satisfaz a condicao CPLD. Se x é MF-regular, pela Pro-
posicao 1.1.13 a prova estd feita. Suponhamos que x é MF-nao-regular. Entao, existem
escalares A1,..., A, € R, pu; > 0Vj € I(x) tais que

Z|)\|+ > >0 (1.30)

JjeI(x)

Z AiVhi(z Z 1;Vg;(z) = 0. (1.31)

jel(z

Definimos
I.(x)={ie{l,...,m} |\ >0},

[(x)={ie{l,....,m}| N <Ol

Io(z) ={j € I(z) [ p; > O}.
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Entao, por (1.31),

DO ONVhi(z)+ Y AVhi(@) + Y V(e (1.32)
i€l (x) iel_(x) j€lo(x)
Por (1.30), I (z) UI_(z)U Iy(x) # 0.
Assumimos, primeiro, que I, (x) # (). Seja iy € I, (x). Entao, por (1.32),

ANy Vhi (z) == > NVhi(z)— Y ANVhi(z)— > pVg(x

i€ly(x)—{i1} iel_(x) j€lo(x)

Consideremos as duas possibilidades:

(a) Vh (z) =0;

(b) Vhi, (z) # 0.

Se (a) se verifica, o conjunto unitario {Vh;, ()} é positivo-linearmente dependente.
Entao, pela condicado CPLD, {Vh;,(y)} é positivo-linearmente dependente para todo y
numa vizinhanca de x. Logo, Vh;, (y) = 0 para todo y nessa vizinhanga. Como h;, () =0
temos que h;, (y) = 0 para todo y perto de x. Portanto, uma seqiiéncia y, — z tal que
hi,(yx) > 0 para todo k nao pode existir. Logo, a propriedade seqiiencial 1 associada
aos escalares Ai,..., Ay, 1,7 € I(z) ndo se verifica, cumprindo-se, portanto, a quase-
normalidade.

Assumimos agora que (b) se verifica. Entao, pelo Lema 1.3.1 , existem

[-H- C I+(.T) — {il}, I__C I_(x), Iy C Io(x)

tais que os vetores

{Vhi(x)}ie-ﬁ-w {Vhi(x)}iEI—— ) {ng (x)}jEIoo (1'33)

sao linearmente independentes e

Ay Vhi, (z) = = > NVhi(z) = Y MVhi(z) = > 1;Vgs(x (1.34)

1€l el _ j€loo

com
N >0, Viel,,

N\ <0, Viel _
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fi; >0, V5 € .

Pela independéncia linear dos vetores (1.33) e por argumentos de continuidade, os

vetores

{Vhi(y) bier, s AVhi(y) Yier_— {V95(Y) }ieno (1.35)

sao linearmente independentes para todo y numa vizinhanca de x. Mas, pela condigao
CPLD, os vetores

iy Vi (9),AVRi(Y) Yier, o, AVRi(Y) Yier__ AV 95(¥) }ietn

sdo positivo-linearmente dependentes numa vizinhanga de x. Portanto, A;, Vh;, (y) deve
ser uma combinacao linear dos vetores (1.35) para todo y numa vizinhanca de x.

Para simplificar, e sem perda de generalidade, escrevemos:

Loy ={1,...,m},
I__ = {m1+1,...,m2},
[OO = {17"'7p1}7
mz +p1=q.

Pelo Lema 1.4.2, existe uma fungao suave ¢ definida numa vizinhanca de (0,...,0) €

IR? tal que, para todo y numa vizinhanca de z,

Airhiy (¥) = @(ha(Y), -+ hony (), 1Y) - -+, G (9))- (1.36)

Agora, suponhamos que {y;} é uma seqiiéncia que converge a x tal que
hz(Qk) > O,Z = 1, .o, My,

hz(yk) <O,i:m1+1,...,m2,

g](yk) > 07] = 17 <oy D1-

Entao, por (1.29), (1.34) e (1.36), para k suficientemente grande devemos ter que
iy hiy (yr) < 0. Isto implica que a propriedade seqiiencial 1 nao se verifica.
As provas para os casos I_(x) # () e In(xz) # 0 sdo inteiramente andlogas a este caso.

Portanto, CPLD implica quase-normalidade, como queriamos provar. Il
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1.5 Relacoes entre as diferentes condicoes de quali-
ficacao

Nesta segao provamos algumas relagoes entre a CPLD e outras condigoes de qualificagao

definidas na Secao 1.1.

Proposicao 1.5.1. As sequintes implicagoes sao verdadeiras:
(a) Regularidade = MFCQ;
(b) Regularidade = CRCQ);
(¢c) MFCQQ = CPLD;
(d) CRCQ)Q = CPLD;
(e) Pseudo-normalidade —> Quase-normalidade;
(f) CPLD-original <= CPLD.

Prova. As implicagdes (a) e (b) sdo imediatas a partir das defini¢oes.

(¢) Se z, satisfaz a condigao MFCQ entao o conjunto de gradientes

{Vhi(z) bieqr,..my U{V;(2:) }jera.)

é PLI. Logo qualquer subconjunto dele é PLI e é satisfeita a condicao CPLD.
(d) Trivial devido ao fato de que dependéncia linear positiva implica dependéncia linear.

(e) Trivial devido ao fato de que se x, satisfaz a propriedade seqiiencial 1 entdao w,

satisfaz a propriedade seqiiencial 2.

(f) Assumimos que z, € X satisfaz a condigao CPLD-original.

Suponhamos que z, nao satisfaz a condi¢do CPLD. Entao, existem Iy C {1,...,m}, Jy C
I(z,) tais que os gradientes {Vh;(x,) }ier, U{Vg,(x4)}jes, s80 positivo-linearmente depen-
dentes e existe uma seqiiéncia {yx}, yx — 2. para a qual os gradientes {Vh;(yx) }ier, U
{Vg;(yx)}jecs, sdo positivo-linearmente independentes. (E além do mais, sabemos que
qualquer subconjunto desses gradientes é positivo-linearmente independente em yy.)

Como os gradientes {Vh;(z,) bier,U{ Vg, (2x) } je, s@0 positivo-linearmente dependentes

sabemos que existem escalares \; € IR, € Iy, ;n; > 0 Vj € Jy, nao todos nulos, tais que

D NVhi(w) + Y piVgj(a.) =0, (1.37)

i€lp Jj€Jo
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Definimos
I (x,)={iely|\ >0}

[(w)={iel| <0},
[Q(ZE*) = {] e Jy | Wi > 0}

Temos que I (z,) UT_(z.) U Io(x,) # 0, e, por (1.37),

> AVhi(x)+ D> AVhi()+ > pVgi(z.) =0. (1.38)

i€l (a.) iel_(a.) j€lo(a.)

Assumimos, primeiro, que I, (x,) # (). Seja i; € I, (z,). Entao, por (1.38),

ANy Vhi (z) == Y ANVhi()— Y ANVhi(w) — > uVgi(w). (1.39)

i€l (ze)—{ir} i€l_(z4) J€lo(z+)

Consideremos as duas possibilidades:

(a) Vhi, (z.) = 0;

(b) Vhi, (z.) # 0.

Se (a) se verifica, o conjunto unitario {Vh;, (x,)} é positivo-linearmente dependente.

Entao, pela condigdo CPLD-original, {Vh;, (y)} ¢ linearmente dependente para todo y

numa vizinhanga de z,. Logo, Vh; (y) = 0 para todo y nessa vizinhanca e entao, para
k > ko temos que {Vh;, (yx)} ¢ PLD, contradigao.

Assumimos agora que (b) se verifica. Entao, pelo Lema de Caratheodory, existem

Liy CLi(w) = {ia}, I-— CI-(2.), loo C Io(.)

e escalares

N >0, Viel,y,
N <0, Viel _,

pg >0,V j € Iy,

tais que os vetores

{Vhi(z.)}ier,,» {Vhi(z.)} ier, {Vg(2.)}jer, s@o linearmente independentes (1.40)

Ay Vhi (2) = = > NVhi(z) = Y AVhi(z,) — > [i1;Vg;(z) (1.41)

1<y el _ j€lpo
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Pela independéncia linear dos vetores (1.40) e por argumentos de continuidade, os

vetores

{Vhi(y) bier, s AVhi(y) Yier_— {V95(Y) }ieno (1.42)

sao linearmente independentes para todo y numa vizinhanga de z,. Mas, pela condicao

CPLD-original, os vetores

iy Vi (9),AVRi(Y) Yier, o AVRi(Y) Yier__ AV 9:(¥) }ietn

sao linearmente dependentes numa vizinhanga de x,. Portanto, A;, Vh;, (y) deve ser uma
combinacao linear dos vetores (1.42) para todo y numa vizinhanca de x..
Em particular, para cada y;, sabemos que existem escalares [ay];, [Gx]; nao todos nulos

tais que

Ny Vhi (i) = = Y faaliVhi(y) = Y [ealiVhi(ye) = > [B);Vai(we)- (1.43)

i€l i€l _ j€loo

Se a seqiiéncia {(ay, Ok)} ¢é nao limitada, dividindo a igualdade (1.43) por ||(ax, B)|l,
considerando uma subseqiiéncia adequada e fazendo k tender a infinito para essa sub-

seqiiéncia obtemos:

Z a;Vh(z,) + Z a;Vhi(x,) + Z BiVgi(r.) =0

1€l el _ j€lpo

com «;, 3; nao todos nulos. Logo, os gradientes

{Vhi(z)}ier,s, {Vhi(z)}ier_, {Vg;(z:)}jeno

sao linearmente dependentes, o que contradiz (1.40).
Assim, a seqiiéncia {(oy, Ox)} ¢ limitada e existem oy, ; nao todos nulos tais que
lagli — a4, [Bk]l; — B;. (Se fosse @ = [ = 0 entdo Vh;, (z,) = 0 e esse caso ja foi

analisado). Tomando o limite quando k cresce em (1.43) temos que

Ny Vhi (1) = = > oVhi(z) — Y a;Vhi(xz.) = Y B Vg;(,) (1.44)

1€l 4 el _ j€lpo

e subtraindo (1.44) de (1.41) obtemos que

> = a)Vhi(e) + > (N —a)Vhi(z.) + Y (5 — 5;)Vg(w.) =0

1€l el _ j€lpo
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o que, pela independéncia linear dos gradientes envolvidos, implica que
A=, Vie Ly Ul jij= 3,V € Iy.
Logo, como fi; > 0,Vj € Iy, temos que existem K C IN e kg tal que Vk € K,k > ko,

o que, por (1.43), implica que os gradientes

Vhiy (Ye), AV hi(yr) Yiero s AV Ri(yr) Yier- s {V 95(Yk) Yiero

sao PLD. Contradicao.
As provas para os casos I_(x,) # () e Ip(z,) # () sdo inteiramente anédlogas a este caso.

Portanto, CPLD-original implica CPLD, como queriamos provar. O

Provamos que a condicdo CPLD é mais fraca que as condicoes MFCQ e CRCQ. E
interessante investigar se a condigao CPLD ¢ estritamente mais fraca que ambas MFCQ e
CRCQ juntas. O seguinte contra-exemplo mostra que, de fato, ha pontos que satisfazem
a CPLD mas nao satisfazem nem MFCQ nem CRCQ.

Contra-exemplo 1. CPLD ndao implica nem MFCQ) nem CRCQ.

Consideremos n =2, m = 0,p = 4, o ponto x, = (0,0) e as restrigoes de desigualdade

g1(w1,2) = 21
go(T1,m2) = 11 + 23
g3(w1,2) = 21 + 29
9a(1,T9) = —1 — T2

Como Vg3(x4)+Vgs(z,) = 0, z, ndo satisfaz a condigao de qualificacdo de Mangasarian-
Fromovitz.

Os gradientes Vg1 (), Vga(x,) sao linearmente dependentes mas em cada vizinhanga
de x, hé pontos nos quais Vgi(x), Vga(z) sdo linearmente independentes. Portanto, x.
nao satisfaz CRCQ.

Mostramos que =z, satisfaz a condicao CPLD-original. Assumimos que p; > 0,
. 4
J=1 4,3 >0,

1V g1(zs) + p2Vga(z.) + uzVgs(r.) + 1aVga(r.) = 0. (1.45)
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Se po = 0, (1.45) implica que Vgi(x,), Vgs(z.), Vga(x,) sdo linearmente dependentes.
Logo, como g1, g3, g4 sao lineares, Vgi(z), Vgs(z), Vgs(x) sao linearmente dependentes
para todo x € IR.

Suponhamos que po > 0. E simples ver que isto é impossivel a menos que no minimo
dois dos multiplicadores ji1, i3, jt4 Sejam positivos. Mas, como trés vetores em IR? sao sem-
pre linearmente dependentes, temos que se verifica a condicao CPLD-original e, portanto,

também a condicao CPLD.

A pergunta mais 6bvia é se a quase-normalidade implica CPLD. O seguinte contra-

exemplo mostra que isto nao é verdadeiro.

Contra-exemplo 2. Quase-normalidade nao implica CPLD.

Consideremos n = 2,m = 2,p =0, z, = (0,0) e as restrigoes de igualdade

hy(x1, z2) = x0€™,

hQ(]}l, ,IQ) = XT9.

Temos que Vhy(x,) = Vho(x,). Entdo, \yVhy(z.)+A2Vha(x,) = 0 implica que A\; = — .
A propriedade seqiiencial 1 nao se verifica, ja que o sinal de hi(x) é o mesmo que o sinal
de ho(x) para todo x. Portanto, z, é quase-normal. Mas, em todo ponto de qualquer
vizinhanga de x, ha pontos nos quais Vh; e Vhs sao linearmente independentes. Logo, a

condicao CPLD nao é satisfeita em z,.
No seguinte contra-exemplo provamos que CPLD nao implica a pseudo-normalidade.

Contra-exemplo 3. CPLD nao implica pseudo-normalidade.

Consideremos n =1,m = 0,p = 2, x, = 0 e as restricoes de desigualdade

gl(xl) = -1

QQ(IL’l) = T + l’%

O ponto z, nao é MF-regular j& que Vg;(z.) + Vga(x.) = 0. Mas g1(x1) + go(z1) =
2? > 0 para todo x; # x,, portanto verifica-se a propriedade seqiiencial 2. Logo, z, nio é
pseudo-normal.

Agora, Vgi(z.) # 0 # Vgo(z.) e Vgi(x), Vga(z) sao linearmente dependentes para
todo x € IR. Portanto, x, satisfaz a condicao de qualificagao de posto constante. Logo,

x, também satisfaz a condicao CPLD.
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O contra-exemplo 2 mostra uma situagao na qual a quase-normalidade se verifica mas a
CPLD nio. E simples provar que, nesse exemplo, o ponto z, nao é pseudo-normal: tome-
mos A\; = 1, Ay = —1 e consideremos a seqiiéncia y = (1/k, 1/k), para a qual é trivial ver
que (1.2) se cumpre. Mas, o seguinte contra-exemplo mostra que a pseudo-normalidade

nao implica a CPLD.

Contra-exemplo 4. Pseudo-normalidade nao implica CPLD.

Consideremos n = 2,m = 0,p = 2, z, = (0,0), e as restri¢oes de desigualdade

91($17$2) = —I

go(xy, 13) = @1 — 2323,

Entao,

—1 1 — 2222
Vgl(l’l,l’g) = ( ) € Vgg(xl,x2) = < 21 2 ) .
0 —2x7T

Logo, para todo p; = us > 0, temos que:

-1 1
N1V91(070) +N2V92(0,0) = 1 ( 0 ) + Lo < 0 ) = 0.
Mas, se p1 = po > 0,

191 (21, T2) + pago(21, 22) = —patas <0 V(x1,x2) # (0,0).

Logo, x, é pseudo-normal.
Por outro lado, os gradientes Vg;(z), Vga(z) sao linearmente independentes se x; #
0 # x5. Isto implica que a condigao CPLD-original nao se verifica e portanto, também

nao se verifica a condigao CPLD.

Na Figura 1.1 ilustramos as relacoes entre as diferentes condigoes de qualificacao que

foram mencionadas neste trabalho.
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Regularidade

Igualdades lineares

CRCQ MFCQ

NN

CPLD Pseudo—normalidade

N/

Quase—normalidade

Figura 1.1: Relagoes entre as diferentes condicoes de qualificacao.
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Capitulo 2

O método de Lagrangiano aumentado

para resolver problemas gerais

Neste capitulo consideramos o seguinte problema geral de programacao nao-linear:

Minimizar f(x)
sujeito a x € 0y N o,

para os conjuntos admissiveis €21, {2 definidos da seguinte forma:
Oy ={zx e R"| hi(x)=0,g1(z) <0},

Q= {2z € R" | hy(x) = 0, go(x) < 0},

sendo todas as fungoes f : IR" — IR, hy : R — IR™ hy : IR" — IR™, g, : R" — IR", g, :
IR™ — IRP? continuas com derivadas primeiras continuas sobre um conjunto aberto que
contém Ql N Qg.

Os conjuntos admissiveis 2, e {25 podem ser definidos de modo que as restri¢oes mais
faceis de ser manipuladas, por exemplo restricoes de canalizacao ou lineares, formem parte
do conjunto €2, deixando as restricoes mais dificeis de ser tratadas eficientemente, por
exemplo as nao-lineares, para formarem parte do conjunto ;. Assim, o conjunto de
restrigoes {25 sera chamado de conjunto simples e o conjunto €2y serd chamado de complexo.

Para um problema de otimizacao especifico, a definicao dos conjuntos viaveis €21, €2y

pode ser feita de modo que o problema
Minimizar F(x) sujeita a = € Qy (2.2)

seja consideravelmente mais facil de ser resolvido que o problema (2.1), ou que exista

algum algoritmo eficiente para resolver esse problema que nao pode ser aplicado, ou deixa
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de ser eficiente, quando restricoes do tipo das do conjunto §2; sao adicionadas. Nesses
casos, é natural resolver o problema original (2.1) mediante uma seqiiéncia de problemas
da forma (2.2) para alguma fungao adequada F'.

Levando em conta estas consideracoes proporemos um algoritmo de Lagrangiano au-
mentado para resolver o problema (2.1). O método de Lagrangiano aumentado, ver
[4, 5, 20, 22, 31], consiste em uma seqiiéncia de iteragoes externas. Em cada iteracao
externa um problema de minimizagdo com restrigdes simples, da forma (2.2), é resolvido
aproximadamente para obter o iterado atual e uma vez obtido este iterado sao atualizados

os multiplicadores de Lagrange e os parametros de penalidade, repetindo-se o processo.

2.1 O método de Lagrangiano Aumentado
Para fixar idéias consideremos o seguinte problema simples de programacao nao-linear:

Minimizar f(x) (2.3)
sujeito a h(z) =0, '

para as funcoes f: IR" — R e h: IR* — IR™ h(z) = (h1(x), ..., hn(x)) ¢ assumimos que
as fungoes admitem derivadas primeiras continuas.

Este tipo de problema é capaz de representar qualquer problema de otimizacao com
restrigoes, pois restri¢oes de desigualdade do tipo g;(z) < 0 podem ser substituidas por
gi(z) + 22 =0.

A funcao de Lagrangiano aumentado mais utilizada na literatura associada ao problema
(2.3) ¢ definida por:

m

m
P 2
L(z, X, p) = f(z) + ; Nhi(x) + 5 ; hi(x)®.
Observemos que L é a soma da funcao Lagrangiano com a penalidade quadratica das
restrigoes de igualdade. Poderiam utilizar-se outras fungoes de penalizacao [5, 8, 20] mas
neste trabalho consideramos somente a funcao de penalidade quadratica. As componentes
A; de A sao conhecidas como estimativas dos multiplicadores de Lagrange e p é conhecido
como parametro de penalidade e é o parametro que determina a severidade da penalidade.

No caso em que as funcoes sao mal escaladas podem ser considerados varios parametros
de penalidade, um parametro diferente para cada restricao ou por grupo de restricoes que
satisfacam alguma regra e que sera atualizado dependendo do progresso individual ou,
respectivamente, grupal.

No caso em que existem restrigoes simples, como restri¢oes lineares ou de canalizacao,
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estas podem nao ser penalizadas pois é possivel trabalhar com elas eficientemente e, em
geral, existem bons algoritmos para resolver problemas diretamente com este tipo de res-
tricoes. Logo sao penalizadas somente as restrigoes nao-lineares.

Um método de Lagrangiano aumentado para resolver o problema (2.3) utilizando a

funcao L pode ser definido da seguinte forma:
Método de Lagrangiano aumentado

Sejam xy € IR™ um ponto inicial arbitrario, 7 € (0,1],v > 1, p; > 0, A\; € IR™. Inicia-

lizar k < 1.

Passo 1. Resolver o subproblema

Usando xp_; como aproximacao inicial,
Minimizar (aproximadamente) L(z, A, pr), (2.4)

obtendo z; como solugao.
Passo 2. Estimar os multiplicadores
Definir uma nova estimativa do multiplicador de Lagrange Ax.1, por exemplo, utilizar

o estimado de primeira ordem:
Aol = A + prh(xy).

Passo 3. Atualizar o parametro de penalidade
Considerar alguma medida de inviabilidade para analisar o progresso das restrigdes que

foram penalizadas, por exemplo:

se
[P(zp) oo < TlA(2E-1)lloe
definir
Pk+1 = Pk;
sendo, definir
Pk+1 = VPk-

Passo 4. Comecar uma nova iteragao
Atualizar k < k + 1. Ir ao Passo 1.

Logo, um método de Lagrangiano aumentado é definido em, basicamente, trés passos:
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no primeiro, o método procura uma solucao aproximada da funcao Lagrangiano aumen-
tado; no segundo, atualiza a estimativa do multiplicador de Lagrange utilizando alguma
regra de atualizacao e finalmente, no terceiro, define alguma medida de inviabilidade para
incrementar ou nao o parametro de penalidade.

Observar que, no caso em que nem todas as restricoes sao penalizadas, o subproblema

(2.4) deixa de ser irrestrito.

2.1.1 A funcao Lagrangiano aumentado

Nossa proposta para resolver o problema (2.1) é utilizar um método de Lagrangiano au-
mentado no qual sao penalizadas somente as restricoes do conjunto complexo 2;. Neste
conjunto ha restrigoes de desigualdade, logo precisamos definir uma funcao de Lagrangiano
aumentado para restrigoes de desigualdade. Neste caso utilizaremos a conhecida funcgao
de Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) [22, 31, 33] que no trabalho [8] demonstrou ter o
melhor desempenho ao ser comparada com mais de 60 fungoes de Lagrangiano aumentado.

Faremos a seguir a deducao da funcao PHR ja que é interessante observar como ela se
deduz da aplicacao da funcao de penalidade quadratica em um problema equivalente que
tem somente restrigoes de igualdade. Para fixar idéias, consideremos o seguinte problema

de programacao nao-linear incluindo ambas restri¢oes, de igualdade e de desigualdade:

Minimizar f(x)
sujeito a hy(x) =0, i=1,....,m (2.5)
9i(x) <0, j=1,....p

Mediante a introdugao de uma varidvel adicional z; associada com cada restri¢ao de desi-
gualdade, ¢é possivel converter o problema (2.5) em um problema com restrigdes de igual-

dade:
Minimizar f(z)

sujeito a h;(x) =0, i =1,...,m, (2.6)
gi@)+2=0,7=1,....p
Logo, o problema (2.6) é um problema apenas com restrigoes de igualdade e sabemos

como ¢ definida a funcao de Lagrangiano aumentado que utiliza a fungao de penalidade

quadratica para penalizar as restrigcoes:

m

L(z, 2 A p) = f()+ Y N gz )+ nilgy (@) + gzg] +2]]

=1

Claramente, a funcdo L depende da varidvel = € IR™ e da varidvel adicional z € IRP.
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No primeiro passo do método de Lagrangiano aumentado é resolvido o subproblema

de achar um minimizador da fun¢ao Lagrangiano aumentado:
Minimizar L(x, z, Mg, [k, pr)- (2.7)

Observando a funcao L vemos que ela é quadratica na variavel 232 para cada j =1,...,p,
logo a minimizagao (2.7) pode ser feita em cada z; independentemente de z. A minimizacao

com respeito a z; ¢ equivalente a

L p
Minimizar;[g;(x) + 27] + §[gj(x) + 271, (2.8)

A funcao a ser minimizada é uma quadratica na variavel 2]2- e o candidato a minimizador

global ¢ o escalar Z; que anula a derivada:
202 + plg;(2) + 25122 = 0.

Logo,

;=0 ou 2 =—pu;/p—g;x).

Assim, podemos escrever a solucao do problema da seguinte maneira

22 = max{0, —p;/p — g;(x)}

e entao o z; 6timo ¢é:

2 = Jmax{0, —p1;/p — g;(2)}. (2.9)

Logo,
() + (23)? = mas{g;(2), 5/},
play )+ 1)+ Blata) + (57 = 5 (a0, 1+ pgs ()} = ).

Assim, quando penalizamos as restrigoes do conjunto §2; utilizando um parametro diferente

para cada restricao obtemos a seguinte funcao de Lagrangiano aumentado:

mi

D Ao p) = F@) + SN @)+ Y D (@) (210)

2

i=1

+ Zz_; m([max{o, i+ [Pl 1ilor ()]} = pif),
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+
paraz € R",p € R"™ e R™,pe IR

Observar que em (2.10) colocamos parametros de penalizagao diferentes para cada
restricao mas na definicao dos algoritmos consideraremos também o caso em que todas as

restri¢oes do conjunto complexo sao penalizadas utilizando um tnico parametro.

2.1.2 O método proposto

A seguir apresentamos o algoritmo de Lagrangiano aumentado proposto para resolver o
problema (2.1), [2]:

Algoritmo 2.1.1. Seja xg € IR™ um ponto inicial arbitrario.

Os parametros utilizados pelo algoritmo sdo os sequintes:

T€[0,1),y>1,

—00 < [Amin)i < [Amax)i < oo Vi=1,...,m,

0 S [ﬂmin]i < [,amax]i <ooVi= 17 <.y D1,

m1+pi1

Pos P1 € BJ,—-}- )

i € [Puin)is Pamas] Vi = 1, .., my,

[No]iv [Nl]i € [07 [ﬂmaX]i] Vi=1,...,p1.

Finalmente, {1} C IRy é uma seqiiéncia de escalares positivos tal que

klim e = 0. (2.11)
Passo 1. Inicializacao
Fazer k< 1. Para j =1,...,p1, calcular
flo] ;
oy = s {f )l ~ A0 (2.12)
po]m1+]

Passo 2. Resolver o subproblema
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Calcular (se for possivel) xy, € IR" tal que existem vy, € IR™, uy, € IRP* satisfazendo

IV L(zy, S\k, [iks Pr) + ZZ’Z [0ili V]ha (k)i + Z?iﬂuk]iv[%(xk)]inoo < €k,

[gQ(xk)]J < ek bara todo j = ]-7 -y P2,
Uk 2 07

se [ga(z)]; < —ek entdo [ug]; = 0 para todo j =1,. ..

P2 (k) |loo < &k

Se nao for possivel calcular xy satisfazendo (2.13)-(2.17), parar a execucao do algoritmo.

Passo 3. Estimar os multiplicadores de Lagrange

Para todo i =1,...,mq, calcular

Nesli = Mli + [ow)ilha (2]

Mkl € [Pminlis Pmandil-
Para todo j =1,...,p1, calcular
k1] = max{0, [fwl; + [pr)mi+5l91 (k)]s
;= max E)|; _7[,%]]'
[ok]; = {[91( 1)l [pk]ml—i-j}’

[fik11]5 € [0, [Fimax];]-

Passo 4. Adaptar os parametros de penalidade

Utilizar uma das sequintes regras para adaptar os parametros de penalidade:

Regra 1. Se

max{|[hy (2x)[loos l|ok[loo } < 7 max{{|hs (zx-1)lloos [|ok-1lloo},

definir
[Prg1li = [p)is ©=1,...,m1 + p1.

Senao, definir

[pk’-i-l]i = V[pk]la 1= 17 cee, My +pl
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Regra 2. Para cadai=1,...,mq, se

(TR (@x))i] < 7][hy(Tr-1)lil,

definir
[pr+1li = [pr)i-
Sendao, definir

[pk-i-l]i = V[Pk]i-

Para cada 3 =1,...,pq, se
|ow];] < Tllow-1l;l, (2.23)
definir
[rt1)my+5 = [PrJm+5-
Senao, definir

[pk+l]m1+j = V[pk’]ml-i-]"

Passo 5. Comecar uma nova iteracdao externa
Fazer k — k+ 1. Ir ao Passo 2.

Observacoes

1. A maior contribuicao tedrica do Algoritmo 2.1.1 é a resolucao inexata dos suproble-

mas do Passo 2:
Minimizar L(x, A, fix, pr) sujeito a o € Q. (2.24)

Em [5] foram analisados métodos de Lagrangiano aumentado considerando a re-

solugao exata dos subproblemas.

Resolugao inexata dos subproblemas a serem resolvidos em métodos de Lagrangiano
aumentado foram considerados em [1] e em [16] (com diferentes resultados de con-
vergéncia global) para resolver problemas com restri¢oes de igualdade no conjunto
complexo e de canaliza¢do no conjunto simples, e em [14] para resolver problemas

com restrigoes de igualdade no conjunto complexo e lineares no conjunto simples.

2. Observar que as condigoes (2.13)—(2.17) aproximam as condi¢oes KKT do problema
(2.24) no sentido da condicao de otimalidade definida em 1.2.4. Logo, se a seqiiéncia
{z}} tem um ponto limite, esse ponto satisfaz a condigdo de otimalidade AKKT-2
da Definicao 1.2.4.
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Na prova de convergéncia assumimos que somos capazes de calcular as seqiiéncias
Tk, Uk, ug, satisfazendo (2.13)—(2.17). A existéncia destas seqiiéncias depende das
caracteristicas do conjunto €y e da fun¢ao objetivo de (2.24). A primeira pergunta
que nos fazemos é se é possivel encontrar uma seqiiéncia {z;} satisfazendo todas
as condi¢oes a0 mesmo tempo. Se o problema (2.24) tem solugao, é natural pensar
que existem algoritmos de otimizacao que conseguem aproximar tanto a solucao
quanto os multiplicadores de Lagrange correspondentes de modo a satisfazer todas

as condigoes (2.13)—(2.17) com excecdo, talvez, da condigao (2.16).

Suponhamos que existe T ponto estacionéario do problema (2.24). Logo, existem os
multiplicadores de Lagrange v € IR™,u € IR"?. Suponhamos também que ¢é possivel

aproximar (T, v, u) por uma seqiiéncia convergente
(ffg,@g,ﬂg) € R" x IR™ x ]Rf_l,f e IV,
gerada por algum algoritmo numérico. Logo, temos que
ellrgo(ﬁs\g,@g,ﬂg) = (z,v,u). (2.25)

Em principio, é possivel que nenhum elemento da seqiiéncia (7, vy, uy) satisfaga a

condigao (2.16). Isto poderia acontecer no caso em que, para algum indice j,
l9(@)]; < —er <0,

e portanto [u]; = 0, mas [uy]; > 0 para todo ¢ € IN. Ou seja, embora lim, .. [u]; =

[u]; = 0, os elementos da seqiiéncia [uy]; sdo estritamente positivos para todo ¢ € IN.

Afortunadamente, esta situacdao pode ser superada da seguinte forma: para cada

¢ € IN, definimos [@)]; como sendo:

[A,]j _ { [ 0 s€ [g(/x\f)]] < €k

Uy ~ L.
Ug); em caso contrario.
Claramente, substituindo u, por uj satisfaz-se a condicao (2.16) e tem-se que:

lim (2, 5y, @) = (7,0, 7).

f— 00

Conseqiientemente, a seqiiéncia (Zy, Up, uj) satisfaz as condigoes (2.13), (2.14) e (2.17)

para ¢ suficientemente grande.

3. As férmulas (2.18) e (2.20) definem estimativas de primeira ordem do multiplicador
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de Lagrange. Essa é uma maneira, entre varias, de predizer o multiplicador de
Lagrange correto na solugao e talvez nao seja a mais precisa. Predicoes de ordem
superior podem ser definidas (ver [4, 20]) mas usualmente elas requerem célculos

adicionais mais custosos.

4. A férmula (2.21) nada mais é que o valor numérico da restrigao de desigualdade
[g1(2)]; quando ela é convertida para restri¢ao de igualdade mediante a introdugao

da variavel adicional z; utilizando o valor étimo de z; obtido em (2.9):

g1 (zx)]; + (2))° = [owl;-

Logo, a medida de inviabilidade considerada em (2.23) é andloga a medida de in-
viabilidade [|h(x)|« utilizada para restrigdes de igualdade, s6 que adequada para

restri¢oes de desigualdade.

2.2 Convergéncia para pontos viaveis

Gostariamos de definir algoritmos que em todas as situagoes encontram pontos viaveis,
mas isto é impossivel, pois em casos extremos poderiam nao existir pontos viaveis. Con-
seqilentemente, é importante estudar o comportamento dos algoritmos com respeito a
viabilidade. Assim, gostariamos de saber quais sao os possiveis pontos que podem ser
pontos limites do algoritmo.

Para obter os resultados de convergeéncia do algoritmo proposto precisamos assumir que
para todo k € IN é sempre possivel encontrar um ponto xj satisfazendo (2.13)-(2.17), ou
seja, precisamos supor que o algoritmo nao para no Passo 2. E possivel, em muitos casos,
encontrar condicgoes suficientes que garantam esta hipétese, mas, temos que advertir que
em algumas situagoes o algoritmo necessariamente pode parar no Passo 2, por exemplo,
no caso em que o conjunto simples é vazio.

Precisamos assumir também que existe pelo menos um ponto limite da seqiiéncia gerada
pelo algoritmo. Uma condicao suficiente para isto é a existéncia de um escalar € > 0 para
o qual o conjunto

{z € R"[ g2(x) <, [[ha(x)]| < e}

¢ limitado. Podemos assegurar o cumprimento desta condicao mediante a adi¢ao de res-
trigoes artificiais no conjunto 25. Entretanto, ao fazer isso devemos ter a precaucao de
nao destruir a estrutura do conjunto 2s.

Provamos que ou um ponto limite da seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1 é vidvel,

ou, se a condicao CPLD associada ao conjunto simples {25 se verifica entdao o ponto limite
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é um ponto estacionario de um problema de quadrados minimos com pesos envolvendo as

restri¢oes do conjunto complexo, sujeito ao conjunto simples.

Teorema 2.2.1. Seja {x;} a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1. Seja x. um ponto
limite de {xy}. Entdo, se a seqiiéncia de parametros de penalidade {py} € limitada, o

ponto limite x, € vidvel. Sendo, uma das sequintes possibilidades se verifica:

(i) Eziste w € [0,1]™ P w #£ 0, tal que x, € um ponto KKT do problema

Minimizar 5 | 32370 [wlilha (2)]F + 327 [w]m, 4 max{0, [g1(2)];}? (2.26)

sugeito a x € €.

Além disso, se em todas as iteragoes do Algoritmo 2.1.1 € utilizada a Regra 1 e
[poli = [pol1 para todo i = 1,...,my + p1, vale a propriedade descrita acima com
[’UJ]Z: ]_,’L: 1,...,m1 + p1-

(ii) x. ndo verifica a condicao CPLD associada ao conjunto Q.

Prova. Seja K um subconjunto infinito de IV tal que

lim 23, = ..
keEK

Por (2.11), (2.14) e (2.17) temos que ga(z.) < 0 e ho(x,) = 0. Logo,
z. € Q. (2.27)
Consideramos duas possibilidades:
(a) A seqiiéncia {py} ¢ limitada.
(b) A seqiiéncia {px} é nao limitada.

Consideremos primeiro (a). Neste caso, a partir de alguma iteragao, os paradmetros
de penalidade nao sao mais atualizados. Conseqiientemente, ambas regras de adaptacao

implicam que
klim [h1(zr)]; = klim lopl; =0, Vi=1,....mq, j=1,...,p1.
Logo,

hi(z.) = 0. (2.28)

95



Além disso, se [g1(z,)]; > 0 entdo [g1(xx)]; > 0 para todo k € K suficientemente grande e
isto contradiz o fato de que [o%]; — 0.
Portanto,
[g1(2:)); <0 Vi=1,...,p1. (2.29)

Por (2.27), (2.28) e (2.29) temos que x, € £; N Qy. Entdo, a funcdo objetivo de (2.26) se
anula em x, e obtemos que z, é um ponto estacionario de (2.26).
Consideremos agora o caso (b), no qual a seqiiéncia de parametros de penalidade

{pr}rer ¢é nado limitada. Por (2.10) e (2.13) temos que existe {0y} tal que ||0glloo < €k,

f(xg +Z Jilha (zr)] )V[/m(mk)]z‘—i-z max{0, [fix)i+[or]m, i[9 (k)] } Vg (21)]s
T Z ki VIha(zy)]i + Z[Uk]jv[g2(mk)]j = O, (2.30)

e, por (2.11),
lim [|d|e = 0. (2.31)

Se [g2(z4)]; < 0, existe ky € IN tal que [g2(zx)]; < —e para todo k > ki, k € K. Logo,
por (2.16), [ux]; = 0 para todo k € K,k > ky. Assim, por (2.30), temos que, para todo
ke K.k>k

p1

S (@ +Z Jilha (@)]0) VTR ()i > max{0, [flit [pelms 491 (@)} Vg (20))s

=1

+ka a(ze)li+ > [l Viga(zi)]; = 6.

[92(z+)];=0

Dividindo por ||pg||e 0btemos que:

M"‘Z( [Ak]i + [x]i [hl(xk)]z)v[hl(xk>]l+

lx oo okl Nlklloo

k)i i [Pk]my +i g1 (xk)]z}v[gl (xp)]i+

Zmax{ Torllo © Toelloe
Vha(xi)); + Z

[92(z+)

O
oo

Z [g2(1)]; =

IkaHoo kaHoo
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Pelo Lema de Caratheodory, (Lema 1.3.1), sabemos que existem conjuntos

I {1, omo}, Ty € 47 | [ga(@.)]; = 0},

e escalares
[On)i, i€l e [Ui]; 20, j€

tais que os vetores
{Vlha(zi)li}ier, UAVIg2(2i)li} e,

sao linearmente independentes e

M+i( [Ak)i i [Pk [hl(xk)]z)v[hl(xk)]’+

2%l lorlloo  Mlonlloo

k)i X [Pk]my +i g1 (xk)]z}v[gl (xp)]i+

Zmax{

Hloklloo llorlloo
Ok
Z[ Viha(zr)]; + Z i) V(g2 ()] W
iEIk ]EJk pk o

(2.32)

Como existe um numero finito de possiveis subconjuntos I, J, existe um subconjunto

infinito de indices K; tal que
KyC{keK|k>k}
I=T,

Je =T C{j|[g(a.)]; = 0}

para todo k € K;. Entéao, por (2.32), para todo k € K; temos que:

V[ () +Z( [Ar)i n [Pk [hl(l’k)]i)v[hl(xk)]i+

lorlloo 4= \llorlloo  llonllo

Zmax{o, (i) +[pk]ml-i-i[gl(l’k)]i}V[gl(xk)]i—|—

— okl okl
Ok
Z[ Viha(zk)]; + Z uk); Viga ()] H H )
iel ]EJ Pklloo

o7
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e os gradientes
{Viha(zi)liticr U{VIg2(z1)];} ;o7 sdo linearmente independentes. (2.35)

Consideramos dois casos:
1. A seqiiéncia {||(Ug, Ux)|| o, & € K1} ¢ limitada.

2. A seqiiéncia {||(Vg, Ug)|loo, & € K1} é ndo limitada.

A~ A~

Se a seqiiéncia {||(Vr, Uk ) ||oo frex, € limitada, existem w € [0, 1]™+P w £ 0, (0, u),u >
0 e um subconjunto infinito de indices Ky C K7 tais que

,}g}é (Vk, ur) = (v, u)

[Pk]z’
ReK2 || pr][ oo

Por (2.19), (2.22) e (2.31), tomando limites para k € K5 em (2.34), obtemos que:

= w;, izl,...,m1+p1.

Z[w]z[hl(x*)]iv[hl(x*)]i + Z[w]mm max{0, [g1(z.)]:} Vg1 (z.) i+

> 0iVha(z))i + > 1 V[ga(x.)]; = 0.

iel jeb
Portanto, por (2.27) e (2.33), x. é um ponto estaciondrio de (2.26) como queriamos provar.
Observar que se a Regra 1 é utilizada para todo k e todos os parametros sao iguais na
primeira iteragao, eles permanecem iguais para todo k. Logo, todas as componentes de w
devem ser iguais e se verifica a tese para a Regra 1.

Assumimos agora que {||(Vk, Uk)||co trek, € nao limitada. Seja K3 C K; tal que

limk€K3 ||(ﬁk,ﬂk)|| = e (@\7 ﬂ) 7é 0,@ > 0 tais que
lim k08 (©,7)

keks || (O, )l

Dividindo ambos lados de (2.34) por ||(Uk,Uk)||co € tomando limites para k € Kj,

obtemos que:
> UVIha(z)]i+ D Vgs(w.)]; = 0.
iel jeT

Entao, os gradientes

{Viha(z)]iticr U AVIga(2)]itic 7
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sdo positivo-linearmente dependentes. Logo, por (2.35), z, nao satisfaz a condigao CPLD

associada ao conjunto §2,. Assim, a prova esta completa. O

Observar que, no caso em que as restrigoes sao divididas nos conjuntos £2; e {25 de modo
que todo ponto viavel do conjunto {2, satisfaz a condicao CPLD, o Teorema 2.2.1 diz que
um ponto limite ou é viavel ou é um ponto estacionario do problema de achar o minimo das
inviabilidades do conjunto complexo sujeita a viabilidade do conjunto simples. Logo, se
os Unicos pontos estacionarios dessa classe sao os pontos viaveis, garantimos convergéncia

para pontos viaveis.

2.3 Convergéncia para pontos 6timos

Uma vez caracterizados os possiveis pontos limites do algoritmo, estamos interessados
em pesquisar sob quais condi¢oes um ponto limite vidvel da seqiiéncia gerada pelo Algo-
ritmo 2.1.1 é um ponto estacionario do problema original. O resultado principal estabelece
que um ponto limite viavel é um ponto KKT se ele satisfaz a condicao de qualificacao de

dependéncia linear positiva constante CPLD.

Teorema 2.3.1. Seja {zy}ren uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1. Assumimos
que x, € Q1N € um ponto limite que satisfaz a condicao de qualificacao CPLD associada

ao conjunto vidvel 1 N Qy. Entdo, x, € um ponto KKT do problema original (2.1).

Prova. Para todo k € IN, pela definigao de L e por (2.11), (2.13), (2.15), (2.18) e (2.20),

existem v, € IR™ e uy, € RY?, tais que

|90+ 3Dl Vel + 3w V() (2:36)

=1

P2

+ Z[Uk]zv[lh(xk)]z + 2_[udiV1ga(i)];

j=1

— 0.

o0

Por (2.20), temos que g1 € IRY para todo k € IN.
Seja K C IN tal que

lim z;, = ..
keEK

Suponhamos que [go(z4)]; < 0. Entao, existe ky € IN tal que Vk € K,k > k,
[g2(zk)]; < —ek. Entao, por (2.16), temos que

[up); =0 Yk € K k> k.

99



Provemos que uma propriedade similar se verifica quando [g;(z.)]; < 0. Neste caso,
existe ko > kq tal que
[g1(zx)]; <0 Vk € K, k > ko. (2.37)

Consideramos duas possibilidades:
1. A seqiiéncia {[pk]m,+i} é ndo limitada.
2. A seqiiéncia {[pg|m,+:} € limitada.

No primeiro caso temos que limgeg[pr]m,+: = 00. Como {[ig];} ¢ limitada, existe
ks > ko tal que, para todo k € K, k > k3,

k)i + [Pr]myvilgr (wx)]s < 0.

Pela definicao de px11 temos que

[t+1]i = max{0, [fin]i + [plmivilor(zi)li} =0 Vk € K,k > ks.

Consideremos agora o caso em que {[px|m,+i} é limitada. Neste caso,

0= lim [ox]; = lim max{[gl(xk)]i,— e }

k—oo [pk]ml +i

Logo, por (2.37), temos que deve ser

lim|72); = 0.

Entao, para k € K suficientemente grande,

(k)i + [Pr]my+ilg1 (k)] < O

e pela definigdo de p41 temos que existe ky € IN tal que [pugi1); = 0 for k € K, k > ky.
Portanto, existe ks > max{ks, k4} tal que, para todo k € K, k > ks,

[91(z4)]; <0 = [pera]i = 0 e [ga(z.)]i <0 = [w]; = 0. (2.38)

Observar que, até aqui, nao utilizamos a condigdo CPLD, logo a condigao (2.38) se
verifica sem hipotese de qualificagao sobre as restri¢oes.

Como o ponto limite z, é viavel temos que

lim  [|h1(2g)]|ec = lim  [Jha(2k)]|eo =0, (2.39)

keK,k—oo keK,k—oo
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im gl = _limlga(an) o = 0. (2.40)

Logo, provamos que existem seqiiéncias {(zg, (Agi1, V), (rr1, ur))} € R™ x IR™¥™M2 x
IREMP? satisfazendo (2.36), (2.38), (2.39) e (2.40). Assim, temos que x, satisfaz a hipétese

do Teorema 1.3.3 o que prova o resultado desejado. 0

Resultados de convergéncia global que utilizam a condi¢ao de qualificacao CPLD sao
mais fortes que resultados de convergeéncia global de métodos de Lagrangiano aumentado
para resolver problemas mas especificos que utilizam condi¢oes de qualificacao mais fortes
como, por exemplo, a regularidade. Em particular, a hipotese AS3 utilizada no método de
Lagrangiano aumentado proposto em [16] para resolver problemas com restri¢oes de igual-
dade como conjunto complexo, e de canalizacao como conjunto simples, quando aplicada
somente para pontos viaveis, ¢ a cldssica hipétese de regularidade. Da mesma maneira,

m [14], Conn, Gould, Sartenaer e Toint provam convergéncia global de um método de
Lagrangiano aumentado para resolver problemas com restricoes de igualdade e lineares
utilizando a regularidade. O Teorema 2.3.1 mostra que uma condigao de qualificagdo bem

menos restritiva que LICQ pode ser utilizada para obter o mesmo resultado.

Corolario 2.3.2. Sejam {xj}ren uma seqiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1 e x, €
Q1N um ponto limite que satisfaz a condicao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz.

Entao, se {xy}rex € uma subseqiiéncia que converge a x., o conjunto
{Ak+1llo0s l[pes1lloos 10k lloo, [k lloo brex € limitado. (2.41)
Prova. A prova segue da prova do teorema anterior. Definimos

By = max{[|Axsilloo, l15-41llsc, 10k]lso, 1t lloc hesc-

Se (2.41) nao se cumpre, temos que limge By, = 00. Por (2.36) e (2.38) temos que existe
0x € IR™ tal que ||0k]|c0 < €k €

Vi (xe) + Y PerliViha ()i + [t+1]i Vg1 ()]st
=1 [g91(z+)]:=0
D [oiViha(z)li+ Y [ul;Viga(wn)]; = b,
=1 [92($*)]]:0

Dividindo ambos lados desta igualdade por By e tomando limites para uma subseqiiéncia
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apropriada, obtemos que os gradientes

{VI[hi (2] 12 ULV g1(2)]i} g eayi=0 U { V]h2(2:)]i 12 U {V[g2(24)]i }ga(a)i=0

sao positivo-linearmente dependentes. Logo, x, nao satisfaz a condicao de qualificacao de

Mangasarian-Fromovitz. [

2.4 Limitacao do parametro de penalidade

Quando os parametros de penalidade de métodos de Lagrangiano aumentado sao muito
grandes os subproblemas tornam-se mal condicionados e dificeis de serem resolvidos efi-
cientemente. Além disso, nosso método é um método de Lagrangiano aumentado e nao
de penalidade externa no qual é necessario que o parametro cresca ilimitadamente para
obter a convergencia. Nesta secao vamos obter condicoes apropriadas sob as quais garan-
timos que o parametro de penalidade do Algoritmo 2.1.1, utilizando a Regra 1, mantém-se

limitado. A técnica serd a redugao ao caso com restrigoes somente de igualdade, [2].

2.4.1 Problema equivalente

O seguinte problema de programacao com restricoes de igualdade é equivalente ao pro-
blema (2.1):

Minimizar F(y) sujeito a Hy(y) = 0,G1(y) =0, Ha(y) = 0,G2(y) = 0, (2.42)

sendo

[Go(y)]i = [g2(@)]s + 27,0 =1,... . pa.

Consideraremos a aplicagdo do Algoritmo 2.1.1 ao problema (2.42). Neste caso as

restri¢oes do conjunto complexo sao:

Hi(y) =0, Gi(y) =0,
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enquanto as do conjunto simples sao:

H,y(y) =0, Ga(y) = 0.

Consideramos também que, quando o Algoritmo 2.1.1 é aplicado ao problema (2.42), os
parametros 7,7, pg, p1 Sa0 os mesmos que foram utilizados na aplicacao do algoritmo ao
problema original (2.1). A estimativa inicial do vetor de multiplicadores de Lagrange para
as restricoes do conjunto Q; no problema (2.42) é (A, fi1) € IR™*P1. A cota inferior do
intervalo no qual é projetada a estimativa do multiplicador de Lagrange é (Xmin, finin) €
IR™*P1 ¢ a cota superior é (Amax, fimax) € IR™ 7?1, Finalmente, na aplicacdo do Algoritmo
ao problema (2.42), usamos o mesmo ponto inicial z( utilizado na aplica¢do ao problema

(2.1) e completamos o vetor yo = (g, wo, 29) definindo

[wo]i:\/maX{O,—[gl(xo)]i— o },@':1,...,;91,

[po]ml 4+

[20]; = \/maX{O, —lg2(x0)]it, i =1,...,po.

Teorema 2.4.1. Assumimos que {z}ren € a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1
quando aplicado ao problema (2.1). Suponhamos que limg_.o, x = x. € Q1 N Qs € que ao

menos uma das sequintes condigoes se verifica:
1. Nao ha restri¢oes de desigualdade na definicdo do congunto 2y (ou seja py = 0).

2. O ponto x, satisfaz a condi¢cao de qualificagao de Mangasarian-Fromovitz. Neste

caso, seja C' > 0 tal que
[ug]; < C para todoi =1,...,ps, k € IN. (2.43)

(A constante C eziste pelo Coroldrio 2.3.2)

Para cada k € IN definimos:

(W] = \/max {0, —[g1(zx)]i — i) },2’ =1,...,p1, (2.44)

[pk]ml-i-i

(2] = \/maX{O, —[g2(zp))i}, i =1,..., pa, (2.45)
Yr = (Tg, W, 2k)-

Entao, a seqiéncia {yy} pode ser gerada quando o Algoritmo 2.1.1 é aplicado ao pro-

blema (2.42) com a mesma seqiéncia de parametros de penalidade e a tolerancia {&}
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definida por
€ = max{ey, 2C /g, }.

Prova. Penalizando as restrigoes do conjunto complexo para o problema (2.42) temos que
a funcao Lagrangiano aumentado é definida por:

o [ 4 2
Le(y, A, . p) +ZA [H, (y Z +Z G+ Tl[Gl(y)]i'

=1

Usando que zy, satisfaz (2.13)-(2.17), temos que provar que yj, satisfaz:

(i)

ma2 D2
HVLE(yk> Mo Fies i) + > _[0eiV[Ha ()i + > [uiVIG2(ue)li|| - < &k,
=1 =1 S
(i)
[ Ha(yr)loo < &k,
(i)
1G2(yr)lloc < -
Definimos a funcao ¢ : IR™ x IRP* x IRP? — IR"P11P2 por
B m2 D2
Ok, Wiy 21) = V L (Yks e ik o) + Y [0sli VIH2 ()i + D [usliV[Galye)li (2.46)
=1 =1

Considerando as primeiras n componentes de ¢ (aquelas correspondentes a variavel x)

temos que

[O(xn, wi, 2i)]e = V f(2) + i[ﬂk]N[hl(xk)]i + i[ﬂk]z‘[hl (@)} Vb (k) ]i+

=1

+Z )i Vg1 () +Zpk i[9 (@)]s + [wi?)Vgn (20) i+

Z[vkmhg(u)}i + Z[ukw[wmi.

Utilizando (2.44), (2.18) e (2.20) temos que

[O(xn, wi, 2i)]e = V f(2) + Z Nertli VI (@)l + Y Tl Vg ()]t

i=1
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ma2

> [0V [ha ()] +Zuk [92 ()]

i=1
Logo, por (2.13),

p1

o€, un, 0l = |77 Gan) + Pl Pl + Y hon) Vool

i=1

m2
+ Z[Ukz]z [ho()]i + Z ug)i V{ga ()] < e < &
=1 [e¢)
Considerando a componente n + 7,2 = 1,...,p; de ¢ e utilizando a definicao de wy
temos que
[0 (s Wiy 2) |y = 2n]s[wrli + 2[ox)mo+ilwnli([g1 (z1)]s + [wi]?) = 0 < & (2.47)
Considerando a componente n+p; +14,7 = 1,...,ps de ¢ e utilizando a definicao de z;
temos que
[P(zr, Wi, 21)]2; = 2zi]i[urls. (2.48)
Temos que provar que 2[zg;[ugl; < ék,Vi=1,..., po.

Se [g2(zx)]i < —eg, por (2.16), temos que [ug); = 0.
Se [ga(xk)]; > 0, por defini¢ao de [zx;, temos que [zx]; = 0.
Consideremos o caso em que —¢j, < [ga(xg)]; < 0. Como [ugl;, [2x]; > 0, por (2.43) e

(2.45), temos que:

0 < 2[zi)ilur)i = 2/ —[g2(r)]i[ur)i < 2v/eEr[ur)i < 24/6xC < €.

Logo, ||¢(xk, Yk, 2k)|lee < max{ey,2C/ex} = € 0 que mostra que se verifica (i).
A condigao (ii) ¢ imediata de (2.17) e da definicao de é; e a condigao (iii) segue de
(2.14), da definigao de &j e de [zx);. O

2.4.2 Limitacao para problemas com restricoes de igualdade

Devido a identificacao da seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.1.1 quando aplicado ao pro-
blema (2.1) com uma seqiiéncia gerada pelo mesmo algoritmo aplicado a um problema
com restrigoes somente de igualdade, a prova de limitagao do parametro se reduz a essa
prova considerando restrigcoes somente de igualdade.

Sejam f : IR" — IR,cq : IR®™ — IR™,cy : IR" — IR™. Consideremos o seguinte
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problema de otimizacao com restricoes de igualdade

Minimizar f(x)

. (2.49)
sujeito a ¢p(x) =0, ca(x) = 0.

Definimos a fungao Lagrangiano do problema (2.49)

Lo(z, A\, v) —i—Z)\ ci(z ]H‘Zvi[@(x)]

a funcao de Lagrangiano aumentado penalizando todas as restrigoes com um tnico parametro

de penalidade

L(z,\, v, p) )+ Z Niler(z Z’UZ[CQ(Q?)]Z‘ + g (Z[cl(a:)]? + 2[02(27)]?)

i=1 i=1
e a funcao
my
Li(z, N\, p) —i—Z)\ az)i+ 3 Z[cl(m)]f
=1

considerando somente as restri¢oes ¢;(z) = 0.

Hipdétese 2.4.2. Assumimos que
1. As funcoes f,cy e co admitem derivadas sequndas continuas numa vizinhanga de ..
2. x, é um minimizador local de (2.49).

3. Os gradientes V{cy(zy )1, ..., V[cr(2:)]my, Vea(z)]1, - . ., V]ea(24)|my sdo linearmente

independentes.

4. Verifica-se a condi¢do suficiente de sequnda ordem para minimizadores locais: se

As, Uy 8G0 08 multiplicadores de Lagrange associados com x., entao:
T2
2' Ve Lo(ze, A\, v0)2 > 0

para todo z # 0 tal que Vey(z,)'2 =0 e Veg(z,)T2 = 0.

Para obter limitacao do parametro, seguiremos as idéias da Proposigao 2.4 de [5]. Para

isso precisamos de alguns lemas preparatoérios.
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Lema 2.4.3. [5] Assumimos que se verifica a Hipdtese 2.4.2. Entao existe um escalar
p >0 tal que
V2 L(z, M\, v, p)2 >0 V2 #£0,Vey(x,)T2=0

para todo p > p.

Prova. Suponhamos, pelo contrdrio, que para todo k existe z; tal que |z| = 1,
Veg(x )T, =0e
21 V2 L(4, M\, s, b)) < 0. (2.50)

A seqiiéncia {xy} é limitada e portanto tem uma subseqiiéncia convergente. Logo, existem

um subconjunto infinito K C IN e um ponto Z tais que

lim z;, = .
kEK
Como ||zx|| =1 e Veg(zs) Tz = 0 temos que T # 0 e Veo(z,)'Z = 0.

Pela definicao de L temos que

V2 Lz, \, v, p) = +Z)\V2cl )]H—Zviv co(x

p{i[cl( +Zc2 (=)]i+

i=1

Z Vie(@)iVie(@)li + Z V[Cz(x)]iv[@(x)]?} :

Logo, usando a viabilidade de x,, por (2.50) temos que

hm kamL(:E*,)\*,v*,k):Ek =T <V2 Ty +Z ey () —i—Z v.]i V(o () )x—l—
=1

(2.51)
lim sup ki (Z Ve ()] Ve (zp)]E + Z Viea ()] CQ(xk)];T) 1 < 0.

keK

Mas,
x{(ZV[cl(xk)]l [ (zp)]T + ZV ca(x)]iViea(zr)]; )xk > 0,Vk,
i=1

logo (2.51) implica que a seqiiéncia
mi
{ak ( > Vi@ )liVie(@)]] + Z Viea ()] Cz(xk)]?) Tk fhek
i=1
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converge para zero e entao

Assim, temos que Ve (2,)7Z = Ve (2,)T7 = 0 e pela hipdtese deve ocorrer

TIV2 Lo(n,, M\, 0,)T = <V2 T) + Z ler(z4))i + Z v, )i V3 [ca(,) )f >0

o que contradiz (2.51). O

Lema 2.4.4. [5] Assumimos que se verifica a Hipdtese 2.4.2. Seja p o escalar obtido no

Lema 2.4.3. Entao, para todo «y € |0, 713] a matriz

V2 Lo(xe, M\, vi) Vei(z,) Veo(w,)
J = Ve (x)T —~I 0
Veg(z,)T 0 0

€ nao-singular.

Prova. Seja v = 0. Se J é singular entao existe um vetor & = (y, z,w) € R +m2,
(y, z,w) # 0 tal que Jz = 0. Logo:

V2, Lo(2y, Ay, 0,)y + Ver(2,)z + Veg(x,)w = 0, (2.52)
Ve (z)Ty =0, (2.53)
Veo(z,) Ty = 0. (2.54)

Pré-multiplicando (2.52) por y” e usando (2.53) e (2.54) obtemos que
y'V2 Lo(z., Ay, v.)y = 0.

Logo, pelo item 4 da hip6tese deve ocorrer y = 0. Assim, por (2.52) e o item 3 da hipétese

obtemos que z = w = 0, o que contradiz o fato de que (y, z,w) # 0. Logo J é ndo-singular.

Suponhamos que 7y € (0, %] Como antes, suponhamos que existe Z = (y,z,w) €

Rtmtm2 (y 2 w) # 0 tal que JZ = 0. Logo:
V2, Lo(Ts, Ay, v.)y + Ve (2.)2 + Ve (z,)w = 0, (2.55)

Ve () Ty — vz =0, (2.56)

68



Ve (z, )Ty = 0. (2.57)

Por (2.56) temos que z = %Vcl (z.)Ty. Substituindo este valor em (2.55), pré-multiplicando

por y” e usando (2.57) obtemos que
1
y' V2, Lo(zs, Ay, vy) + S (V01 (z.)Very (z)T + ch(m*)VCQ(x*)T)] y=0.

Logo, para todo v = % com p > p, por (2.57) e pelo Lema 2.4.3 temos que deve ocorrer
y = 0. Assim, da definicao de z temos que z = 0 e pelo item 3 da hipdtese temos w = 0, o

que contradiz o fato de que (y, z,w) # 0. Logo, J é nao-singular, como queriamos provar.
O

Utilizaremos na prova do proximo teorema o Segundo Teorema da Funcao Implicita
(ver [5, p. 12]) enunciado abaixo para completeza do texto.

Para um subconjunto A C IR" e um escalar r > 0 definimos o conjunto
S(Ar)={zx e R" : |z —al <rac A}

Se h: IR™*" — IR ¢ uma funcao definida nas varidveis (x,y) sendo = = (z1,...,z,) €
R™ y = (y1,...,yn) € IR" denotamos
Oh(z,y)
Oy
Vyh(x7 y) =
Oh(z,y)

Oyn

Segundo Teorema da Funcao Implicita, [5/. Seja B um subconjunto aberto de
R™™ X um subconjunto compacto de IR™, e h : B — IR" uma funcdo tal que para
algum indice p > 1,h € CP(B). Assumimos que existe V,h(x,y) e € continua sobre B.
Assumimos que o vetor § € IR™ € tal que (Z,y) € B,h(Z,y) =0, e que a matriz V ,h(Z, )
¢ ndo-singular para todo T € X. Entdo, existem escalares € > 0,6 > 0 e uma funcdo
¢ S(X;e) — S(y;6) tal que ¢ € CP(S(X;¢)),§ = () para todo & € X e h(z,d(x)) =0
para todo v € S(X;¢). A funcdo ¢ € tnica no sentido de que se v € S(X;¢),y € S(y;9)
e h(z,y) =0, entao y = ¢(x).

Teorema 2.4.5. Assumimos que se verifica a Hipdtese 2.4.2. Seja p > 0 o escalar obtido

no Lema 2.4.3. Entao, existem escalares positivos 0,e, M tais que para todo (X, p,a) €
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D c IR™ntme definido por

A — |2 _
D:{QMM@|¢K—?—E+WM@<&PZP}

(a) eziste um tdnico vetor xo(X, p) € B(xy, €) para o qual eziste v, (A, p) tal que

VLl (xa()V p)7 )‘7 P) + VCQ(Q?Q()\, p))va()‘> p) = Q3
62(3304()" P)) = g,

sendo o = (aq, ap) € IR™T™2.

(b) A fungao x, € continuamente diferencidvel no interior de B(x,,€) e

PN
H%%M—ah§M¢—?rb+M% (258)

Se definimos
>\a(>\7 p) =A + P (l’a(>\, p))

entao

(N —\ <M M 2 92 59
[Aa(As p) = All2 < p + [|e[]3. (2.59)

(¢) Se definimos Ly(x,\,v) = f(x) + 3300 Niler(@)]i + §llea(@)I* + 220 vilea ()] =
Li(z, A, p) + D07 vilea(2)]; entao

V2 Ly(za(N ), A va(X, p))2 > 0, (2.60)

para todo z # 0 tal que Vco(zo(, p)) 2z = 0.

Prova. Para p > 0 consideremos o seguinte sistema nas variaveis (x, A\, A, v, p, ):

Vf(z )+Vcl(x)5\ Ve (x)v — oy
3 _ A _
T(z, A\, A\ v, p,a0) = (a:)+7 =0.
ca(x) — g
Definindo as novas variaveis:

A— A\ 1

t = 5 Y=,

p p
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obtemos o seguinte sistema nas varidveis (x, A\, v, t,7y, @):

Vf(z) 4+ Ve (2)A + Ve (z)v — ay
T(Z’, 5\7U7t777a> - Cl(l') +t+’7/\* —’}/5\ = O (261)

co(T) —

Para t = 0,v € [0, %] e o = 0, o sistema (2.61) tem solucio = = z,, A = \,,v = v,. O

Jacobiano do sistema com relagao a (z, A, v), avaliado nesse ponto é

V2, Lo(Te, My vi) Ve (x) V()
Ve (o) -1 0 : (2.62)
Veg(z)T 0 0

Pelo Lema 2.4.4 sabemos que este Jacobiano é invertivel para todo v € [0, %] e podemos

aplicar o Segundo Teorema da Fungao Implicita: existem ¢ > 0,0 > 0 e Unicas fungoes

continuamente diferencidveis

~

Za(t,7), Aalt, 7), Vall, )
definidas sobre
S(K,0) ={(t, v, )| [(t,7, ) = 2]2 <6, Vz€ K}
sendo K = {(0,v,0) | v € [0, %]} tais que
(1a(t; ) = 2all3 + [Xalt, ) = All3 + [[2a(t, 7) = 0a]3)7 < €
para todo (¢,7v,«) € S(K,J) e
Vf(#alt,7)) + Ver(Falt, 1) Aa(t,7) + Vea(#alt, 7))0a(t,7) = a1,
e1(Ealt, 7))+t +7A = YAa(t,7) =0, (2.63)
2(Za(t, 7)) = as.

Além disso, ¢ e € podem ser escolhidos tais que, Vz # 0 tal que Veo(24(t,7)) 2 = 0

temos
zTVirEp(ia(t,y), Aalt,7), Va(t, 7))z >0

sendo L,(x, \,v) a funcio definida no item (c).
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Derivando (2.63) com relacdo a t,7, aj, as temos que

Vita(t, )" Viia(t,7)" VaZa(t,7)" Vay@alt,y)"
Vot Vodat,NT Vada(t,7)T Ve da(t, )T | =
Vita(t, )T Vo0u(t, )T Ve Oa(t, )T Ve, Oalt,y)"
0
Alt,v,a) | —1 j\a(t,’)/)—)\* ,
0 0
onde
~ —1
V2. Lo(Za(t,7), Aa(t,7), 0a(t,7)) Ve (Za(t,y)) Vea(Za(t,v))
A(tv/% Oé) = Vcl(ia(t77))T —’}/I 0
VC2(*%a(t>’Y>>T 0 0

Logo, para todo (¢, 7, ) tais que +/||t]|3 + ||a]|3 < d e v € [0,1/p] obtemos que

To(t,y) — x4 L 0 0 I 0
Aa(t, ) = A, :/ At €v,€a) | =1 Aea(€t,67) =X 0 0 7 d¢.
Dal(t, ) — v 0 0 0 o7 ||™
&%)
Como a matriz (2.62) é ndo-singular Vv € [0, %] temos que, para todo J suficientemente
pequeno a matriz A(t, v, a) é uniformemente limitada sobre

{7, ) VI + lell3 < 6,7 € [0,1/p]}. Seja entao p tal que [[A(Z,y,a)ll2 < p, para
todo (t,7, ) tal que /||¢||3 + [|al|3 < d,7 € [0,1/p], e ser for necessdrio, consideramos &

suficientemente pequeno tal que pd < 1. Entao
(a(t:7) = 2l + Da(t,) = AIBE < (I )l + o Ica(€t,€9) = Auln). (264
Logo, temos que, Y(t, v, a) tal que (||t]|2 + [|a]|2)2 < 8, € [0, %],
I3alt7) = Al < 218 + )3 + ey goae IcalEts €0) = Acla
Utilizando essa desigualdade com &t, v, £a, € € [0, 1] em lugar de ¢, 7, @ obtemos que

3 K 2 2\1
— <
OISH?SXI [Aea (8t €7) — Aull2 < 1— [W(Ht”z + [[all2)z. (2.65)
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Combinando as desigualdades (2.64) e (2.65) temos que, se 7 < §:

2
) : 1 1y 1 1
(N2a(t, V)=l Aa(t, ) =A]3)2 < <u+1 _m)(llt||3+||0&|!§)2 <

Seja 0 suficientemente pequeno tal que

(I2a(t,7) = zlI5 + [ Aalt, ) = MlI3)2 < 200183 + lll3)>.
Utilizando uma mudanca de varidveis e escrevendo

oA p) = Ealt,7), Aal(A, ) = Aalt,7), va(A, p) = 2alt, )

temos que V(A p,«) € D tal que

1A = A3 _
\/TQ+||QH§<5> p=p

se verificam as igualdades

Vf(l’a(A, p)) + V01($a(>\, p))j\a()\, p) + VCQ(JIQ()\, p))UQ()\, p) =

VI, (ifa()\, p)7 A, P) + VCQ(Qfa()\, p))va()‘> p) = o,
ex(a(0p)) = 0
Além disso, por (2.66)

A= A3
H%um—mm§M¢—7ri+Mﬁ

e, para

Aa(Asp) = A+ per(za(A, p))

temos que, por (2.63),

. A= A3
HMﬁm—&M§M¢—7rl+M%

sendo M = 2pu.

1—pud

1
(fEll3+lled3)z.

(2.66)

Hipétese 2.4.6. Assumimos que {xy} € a seqiéncia gerada quando o Algoritmo 2.1.1
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utilizando a Regra 1 de adaptagdo € aplicado ao problema (2.49) considerando os conjuntos

de restricoes

O ={z € R"[c;(z) =0}, e Qy ={x € R"|ca(x) = 0},

e que

fim o= .
Assumimos que em todas as iteragoes do algoritmo [pol; = [po]1 para todo i =1,...,m; e
definimos py, = |px)i para todo i =1,...,m;.

Hipétese 2.4.7. Assumimos que para todo k € IN, i =1,...,m1, [Aey1]i € a projecao de

[Akt1]i no intervalo [[Aminlis [Amax)i)-

Corolario 2.4.8. Suponhamos que se verificam as Hipoteses 2.4.2, 2.4.6 ¢ 2.4.7, e seja
p como no Lema 2.4.3. Suponhamos que existe kg € IN tal que pr > p para todo k > k.
Definimos arbitrariamente oy, de modo que ||ag|ls < € Entao, existe M > 0 tal que, para
todo k € IN,

M — A3
e .l < M\/ Pzl 4o (2.67)
k

e, 8¢ g1 = A\ + prci(zy) entdo

A — A2
s = Alle < M\/ P2l s oty (2.68)
k

Prova. Como a seqiiéncia {\;} é limitada e ||ag||s — 0 temos que existe k1 > ko tal que

Ae — A3
P <5 vz
k

Assim, pela parte (a) do Teorema 2.4.5 existe um unico xp na vizinhanga de x, para o

. . 1 2 ~
qual existe v tal que, se ay = (ay, ;) entdo

V (k) + Ve (@) M+ pr 2o [en(z)]i Ve (an)]i + Vea(@r)ve = o

ca(xr) = ai,

A — A2
|z — 2|2 < ]\4\/Hkp72||2 + [l I3
k

€ se

A= A+ prc1(Tr) = Apg1.
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entao

~ 5\ - )\* 2
I3 = Al < M\/ P2l o (2.69)
k

como queriamos provar. l

Lema 2.4.9. Suponhamos que se verificam as Hipoteses 2.4.2, 2.4.6 e 2.4.7. Entao,

lm Ay = A.. (2.70)

k—o0

Prova. Como ||aglls <ep —0e {S\k} ¢ limitada, temos que o lado direito da desigualdade

(2.68) do Corolério 2.4.8 tende para zero. Isto implica que (2.70) se cumpre. O

Hipétese 2.4.10. Para todo i =1,...,mq,

[)\*]Z‘ S (P\min]z’, [S\mw]2>

Lema 2.4.11. Suponhamos que se verificam as Hipoteses 2.4.2, 2.4.6, 2.4.7 e 2.4.10.
Entao
j\k = >\k

para k suficientemente grande.

Prova. Seja € = 2 mini—;___m, {[M]i = [Mmin)i> [Amax)i — [Ae)i}. Pela Hipétese 2.4.10 temos

2
que € > 0.

Pelo Lema 2.4.9, temos que A\xy1 — A, e portanto, existe k; tal que, Vk > k;
A1 — Al S €.

Logo, como |[Akt1]i — [M)i| <€, Vi=1,...,my, pela definigdo de € temos que

[Akt1)i € [Mmin)i [Amaxi]

o que, pela Hipétese 2.4.7 implica que M\p11 = A\py1 para todo k suficientemente grande.
O

Teorema 2.4.12. Suponhamos que as Hipoteses 2.4.2, 2.4.6, 2.4.7 e 2.4.10 sao satis-
feitas pela seqiiéncia gerada quando o Algoritmo 2.1.1 é aplicado ao problema (2.49).

Assumimos também que existe uma seqiiéncia n, — 0 tal que

ex < Mellcr(Tr) oo (2.71)
para todo k € IN.
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Entao, a seqiiéncia de parametros de penalidade {py} € limitada.

Prova. Assumimos, por contradicao, que

klim pr = 00. (2.72)
Seja k suficientemente grande tal que py_; > max{2M, p} para todo k > k.
Como ¢;(z,) = 0, pela continuidade das derivadas primeiras de ¢; existe L > 0 tal que,
para todo k € IN,

les(@i)llz < Ll — 2.

Conseqiientemente, por (2.67), temos que

M — A3 M — A
Jer(rlle < LM\/ Bl oty < ar (122 4 oy,
k k

para k suficientemente grande. Logo, como ||ag|l2 < ek, por (2.71) e pelo Lema 2.4.11,

temos que
LM Ak = Al

2 <
L—mLM  py
para k suficientemente grande de modo que 1 — n LM > 0.

le1 (@) (2.73)

Por (2.19) e pelo Lema 2.4.11, temos que A\, = Ap_1 + pr—1¢1(2x—1) para k suficiente-
mente grande. Logo,
A = Aealle o [ = Al AR = Al

o _ 2.74
el = T2 > B o =

para k suficientemente grande.
Assim, por (2.68), Lema 2.4.11 e (2.71),

[ Ae—1 — Al
p

1A — A2 < M( + Uk—1||01($k—1)||2)

para k suficientemente grande. Entao,

e = Adlloo o [ = Adloo
Pk—1 - M

—771<:—1||Cl(517k—1)||oo

para k suficientemente grande. Conseqiientemente, por (2.74),

1 1 1
(U mlleaonle = =Ml (7 = =) 2 gl = Al
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para k suficientemente grande. Assim, isolando || Ay — A||2 obtemos que
1Ak = Adllz < 2M (1 + 1) ller (1) 2

para k suficientemente grande. Por (2.73), isto implica que

2LM2(1 + nk—l)
1-— LM?]k

1
e () ||z < - —ller(zr-1)]l2-
Pk

Por equivaléncia entre normas temos que existe uma constante 5 > 0 tal que

2LM2(1 + 77k_1)

<

1
c—|ler (p—1) || co-
pkll 1(@e-1) |

Logo, como p, — 00 e 1, — 0, temos que existe ky € IV, ky > k tal que

2LM?(1 ) 1
3 (L4 7k 1)_<T
L—LMne  pe

para todo k > k1 o que mostra que
||Cl('rk>||00 < T”CI('rk—l)Hoo; Vk >k

Isto implica que pgi1 = px para todo k > ky. Assim, (2.72) é falso.

2.4.3 Limitacao no caso geral

Nesta subsecao apresentamos o resultado final de limitagao do parametro de penalidade

associado ao Algoritmo 2.1.1 - Regra 1. Como no Teorema 2.4.12, a hip6tese mais im-

portante é que a precisao utilizada para resolver os subproblemas deve tender a zero mais

rapido que a medida de inviabilidade das restricoes do conjunto complexo. Este tipo de

requerimento é usual em métodos de Lagrangiano aumentado [4, 5, 14, 16, 18, 19, 21].

Hipoétese 2.4.13. Assumimos que

1. As funcoes f,hi, g1, ha € go admitem derivadas sequndas continuas numa vizinhanca

de x,.

2. A seqiiéncia {xy} € a gerada pela aplica¢ao do Algoritmo 2.1.1 ao problema origi-

nal (2.1) e

lim 2, = z..
k—oo
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3. O ponto x, € vidvel (hy(z.) = 0,g1(xx) <0, ho(x,) =0, g2(zs) <0.)

4. Os gradientes

(VI (eIl {VIg1(@)]i} g @ti=o, {V 2 (@) 12 {VIg2(2)]i oo (@120

sao linearmente independentes.

5. Verifica-se a condi¢ao de complementaridade estrita em x,: se i, € Rﬁl e U, € sz
sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes gi(x) < 0 e go(z) < 0,
respectivamente, entao:

[91(z:))i = 0= [p]i > 0

[92(z,)]i = 0 = [us]; > 0.

6. Verifica-se a condi¢ao suficiente de sequnda ordem em x,: se definimos o subespago

tangente T' como o conjunto de pontos z € IR™ tais que
Vhi(z,)'2 = Vhy(2,)" 2 =0,

Vigi(z,)]iz=0

para todo i tal que [g1(x.)]; =0 e
Viga(z.)fi 2 =10

para todo i tal que [ga(x4)]; = 0.
Entao, para todo 0 # z € T,

{VQ xy) + Z V2 [P ()] + Z Ll 91(33*)]

=1

+Zv* 2[hy(z.)] +Zu* 2[ga(z,)]

Proposigao 2.4.14. Assumimos que se verifica a Hipotese 2.4.13. Definimos

\/ 91 93* 91 93*)] )
\/ 92 if* 92 93*)] 2)
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Ys = (Tu, Wy, 24 ).

Consideremos o problema (2.42) com

a(y) = (Hi(y), G1(y)), cay) = (Ha(y), Ga(y))-

Entao, o problema (2.42) satisfaz a Hipdtese 2.4.2.

Prova. Provaremos primeiro que os gradientes sao linearmente independentes. Para isso,
lembremos que

[Hi(y)]i = [h(2)]i,1 =1, , M
[G1(y)]; = [g91(2)]s + wii=1,...,;m
[Ha(y)]; = [ha(z))ii = 1,...,my
[Go(v)]; = [g2(2)]i + 27,0 =1,..., pa.
Logo, temos que
Vihi(z:)]i
0
VIH:(y.))i = : a=1,...,m
0
Vigi(z.)li
0
R
VIGi(y))i = : i=1,...,p
0
0
Viha(z)]i
0
VI[Hs(y.)]s = : i=1,...,ms
0
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V[GQ(y*)]Z = 77:: 17"'7p2'

Sejam A\ € IR™ g € IRP*, Ny € IR™, uy € IRP? tais que

mi p1 ma2 p2

Z[M]N[Hl(y*)]i + Z[M]N[Gl(y*)]z‘ + Z[Mz‘v[f&(%)]i + Z[Mz]iV[Gz(y*)]z‘ =0.
Entao
i[)\l]N[hl(x*)]i + Z[,Ul g1 ()i + Z [A2]iV[ha ()] Z[Mz]iv[gz(if*)]i =0,

[lilwe]; =0, =1,...,py,
[/J“2:|Z[Z*]’L - 07Z = 17 <.y P2

Pela defini¢ao de w, e z, temos que se [u1]; = 0 para todo ¢ tal que [w.]; = [g1(xs)]; #
0,i=1,...,p1 e [u2); = 0 para todo ¢ tal que [z.]; = [ga(z4)]; # 0,i =1,..., s, entdo

D NVI@)l+ Y [mliVin(e.) +Z MoliViha(z )it Y [12)iVIga(.)]i =0
=1 [91(z+)]:=0 [g2(z)]:=0

e, pelo item 4 da Hipdtese 2.4.13 temos que [\]; = 0,Vi = 1,...,my, [i]; = 0,Vi tal
que [g1(x.)]i = 0,[Ao); = 0,Vi = 1,...,mg, e [u2]; = 0,Vi tal que [go(z4)]; = 0. Logo,
os gradientes V{c1(y)]1s - - -, VIe1(y)lmytprs VIe2(y)l1, - - -, VIe2(Ys)lmotps S80 linearmente
independentes. Assim, se satisfaz o item 3 da Hipdtese 2.4.2.

Mostraremos a seguir que ¥, é um ponto estacionario do problema (2.42). Pelo Teorema
de convergeéncia global do algoritmo sabemos que x, é um ponto estacionario de primeira
ordem do problema (2.1): existem multiplicadores A, s, Uy, u, satisfazendo o item 5 da

hipdtese tais que
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ma
i=1
(2.75)
Logo, por definicao de w, e z, e a condicao de complementaridade temos que
[t+]i[ws]; = 0 para todo ¢« = 1,...,p1,[usls[2]; = 0 para todo ¢ = 1,...,py e assim,
por (2.75):

=1

m2

Z[ H2 y* +ZU* G2 y* _07

i=1

onde F(y) = f(z). Assim, provamos que y, ¢ um ponto estacionario do problema (2.42).

Provaremos agora que se satisfaz o item 4 da Hipétese 2.4.2. Seja 6 = (61,0s,603) €
IR™P1tp2 g =£ () tal que Ve (y.)'0 = Vea(y.)T0 = 0. Temos que provar que

012 Lo (4, Avy o, Vs, )0 > 0. (2.76)

Definimos D(«) como a matriz diagonal com elementos «; na diagonal.

Pela definicao de Ly temos que, se definimos

H (20, A, oy U 10) = Vf:c*JrZ [:V2[hy () +Zu* ?lga(z)]i

m2

Z[] *[ha(z)] +Zu* *[g2(z)]

=1

entao
H(x*7A*7/J/*7,U*7u*) 0
V2L0(y*, Ay Ly Vs Uy ) = 0 2D (f1s)
0 0 2D (u.)
Assim,
p1 p2
9TV2L0(y*a Ay Hoxs Use, u*)Q = Q{H(x*, Ass Hoy Vs, U*)Ql +2 Z[M*]Zw?]? +2 Z[u*]l[93]?

i=1 =1

(2.77)
Logo, se [g1(z.)]; = 0 para algum ¢ € {1,...,p;} entdo [w.]; = 0 e, pela definigdo de
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[G1(ys)]; temos que
V(Gi(y.)]i 0 = Vigi(.)]] 61 = 0.

Da mesma maneira, se [g2(x,)]; = 0 para algum ¢ € {1,...,ps} entdo [z]; = 0 e, pela
defini¢ao de [G2(y.)]i, temos que

VIGa(y.)]i 0 = Viga(a)]; 61 = 0.
Logo, se #; # 0, pelo item 6 da Hipdtese 2.4.13 obtemos que

O H (2, Msy s, Vs, )0 > 0,

e pela nao negatividade dos multiplicadores fi., u, e (2.77) temos que se verifica (2.76).
Consideremos agora o caso em que 6; = 0. Como € # 0 suponhamos que existe 7

tal que [63]; # 0. Como Vei(y.)'0 = 0 deve ocorrer 2[w,];[62]); = 0 o que implica que

[wy]i = [g1(24)]; = 0. Logo, pela hipétese de complementaridade estrita na solugao temos

que [p.]; > 0 e assim

p1 P2
0" Lo (Yo Ao oy V)0 = 2 [11i[62]7 +2 ) [uaLif0s]7 > 0.
=1 =1

como querfamos provar. A prova é andloga no caso em que [f3]; # 0 para algum indice i.
Assim verifica-se a condicao do item 4 que, junto com a condicao de ser y, um ponto

estaciondrio, mostra que ele é um minimizador local de (2.42). O
Teorema 2.4.15. Assumimos que se verifica a Hipdtese 2.4.18 e que:

1. A Regra 1 € utilizada em todas as iteragoes do algoritmo e que [pol; = [pol1 para todo

izl,...,m1+p1.

2. Ezxiste uma seqiéncia ni, — 0 tal que

ex < np max|hy (zx)|[oo, lowlloc} ¥ & € V.

3. P‘*]Z € (P‘min]i; P‘max]i) Vi= 17 <o,y € [:u*]z € ([ﬂmin]ia [Iamax]i) Vi= 17 <oy D1

4. [Xkﬂ]i ¢ a projecao de [Apy1]; no conjunto [[Xmin]i, [S\max]i] e [fik+1]; € a projecio de

[Wrt1]; mo conjunto [[fimin)j, [fimax);] para todo i =1,...,my,j7=1,....p1,k € IN.

Entao, a seqiiéncia de parametros de penalidade {py} € limitada.
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Prova. Consideremos o problema equivalente (2.42). Pela hipétese do teorema e pela
Proposicao 2.4.14 sabemos que se verificam as hipéteses do Teorema 2.4.12.
Pelo Teorema 2.4.1 temos que a seqiiéncia {y;} pode ser gerada quando o Algoritmo

2.1.1 é aplicado ao problema (2.42). Assim, por defini¢do de [wg]; (2.44) temos que

g1 (@) + willoo = llowlloo

e portanto

ller(Wi)lloe = [1(H1(yk), G1(yi))lloo = max{|[hn (zk)[oc, lok[loc}-

Como ¢ — 0 temos que existe 7, — 0 tal que

Ex < Meller(r) oo

para todo k suficientemente grande e para £j definido no Teorema 2.4.1. Assim, podemos
aplicar o Teorema 2.4.12 e a limitacao da seqiiéncia de parametros de penalidade se segue

desse teorema. O

Observar que para obter a limitacao do parametro de penalidade necessitamos que a
precisao utilizada para resolver cada subproblema dependa do nivel de inviabilidade na
solugao aproximada.

Assim, sob hipoteses habituais podemos garantir que os parametros de penalidade sao
limitados quando ¢ utilizada a Regra 1 no Algoritmo 2.1.1. A pergunta sobre ser possivel
obter um resultado semelhante no caso em que se utiliza a Regra 2 é ainda aberta. A esse
respeito, podemos provar limitacao dos parametros para um algoritmo mais especifico que

mostraremos a seguir.

2.5 Lagrangiano aumentado para problemas com res-

tricoes de canalizacao
Nesta secao consideramos o seguinte problema geral de programacao nao-linear:

Minimizar f(x)

. (2.78)
sujeito a h(x) =0, z € Q,

para as fungbes f : IR" — IR, h : R* — R™, h(x) = (hi(x),...,hn(x) e

Q={r e R"|{<x < u}e assumimos que as fungdes f e h admitem derivadas
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primeiras continuas sobre um conjunto aberto que contém 2.

Este tipo de problema é capaz de representar qualquer problema de otimizacao com
restrigoes, pois restri¢oes de desigualdade do tipo g;(z) < 0 podem ser substituidas por
gi(x)+2z =0,z > 0. Porém temos que advertir que isto pode nao ser muito apropriado no
caso em que ha varias restricoes de desigualdade ja que a dimensao do problema aumenta
consideravelmente.

Problemas com restricoes de canalizagao sao interessantes de ser tratados separada-
mente porque, do ponto de vista tedrico, possuem condigoes KKT mais simples, o que
facilita as provas de convergéncia e, do ponto de vista pratico, existem algoritmos eficien-
tes que aproveitam a estrutura das restrigoes.

A contribuicao tedrica mais importante associada ao algoritmo que propomos para
resolver o problema (2.78) é que os resultados de limitagao dos parametros de penalidade
podem ser obtidos sem a hipotese de complementaridade estrita na solugao tanto para

varios parametros quanto para um unico parametro.

2.5.1 O método de Lagrangiano aumentado para restricoes de

canalizacao e a convergéncia global

Seguindo a notacao utilizada neste capitulo, definimos:

e a funcao Lagrangiano aumentado
m 1 m
L(w A p) = f() + D2 Nhila) + 5 3 pila()?
i=1 i=1

para todo x € ), A\ € IR™ e p € IR, .
Assim, o algoritmo de Lagrangiano aumentado proposto para resolver o problema (2.78)

¢ definido por:

Algoritmo 2.5.1. Sejam zg € Qp, 7 € [0,1), 7 > 1, —00 < Amin < Amax < 00, p1 € R,
Al € [Mmin, Amax]™ dados. Seja {ep rew C IRy uma segiiéncia de mimeros positivos que

CONVETrge para z€ero.

Passo 1. Inicializacao
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Seja k «— 1.

Passo 2. Resolver o subproblema

Usando xy_1 como aprorimacao inicial,
Minimizar (aprozimadamente) L(x, Ay, pr) sujeito a x € Q.
O minimizador aproximado x; € (o deve ser tal que
1Py 2k — VL(2, Ay pi)] — Tk lloo < € (2.79)

Passo 3. Estimar os multiplicadores

Para cada v =1,...,m definir

Aet1li = [Meli + [px)ihi(xr) (2.80)

Se h(xy) = 0 e Pa,[xr — VL(xk, Ak, pr)] — 2 = 0 terminar o processo (nesse caso, xy,
¢ um ponto KKT e A1 € o vetor de multiplicadores de Lagrange).

Calcular

S\k-l—l S [S\mina )\max]m- (281>

Passo 4. Atualizar os parametros de penalidade

Utilizar uma das sequintes regras:

Regra 1. Se
1(ze)]loo < TlA(21-1)]]0c,
definir
okl = lowli, i=1,...,m.
Senao, definir
[orali = lpouli 1=1,...,m.
Regra 2. Para cadai=1,...,m, se

|hi(x)| < 7llA(2k) [l oos

definir
[orr1)i = [prli-
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Sendao, definir

[Pr+1li = V[pxli-
Passo 5. Comecar uma nova iteracao
Atualizar k «— k+ 1 e ir ao Passo 2.
Observagoes.
1. Suponhamos que [pg]; = po para todo i = 1,...,m no caso em que é utilizada a

Regra 1. Assim, se para algum 14

ik )| > Tl A(ee-1) ]l

entao

[P(zr) oo > TlA(2R-1) |-

Logo, quando o algoritmo adapta pelo menos um parametro de penalidade utili-
zando a Regra 2, ele adapta o inico parametro utilizando a Regra 1. Nesta situacao,
outros parametros podem se manter sem cambiar quando se utiliza a Regra 2. Con-
seqilentemente, os parametros de penalidade para um algoritmo que utiliza a Regra
2 tendem a ser menores que o Unico parametro de um algoritmo que utiliza a Regra
1.

2. Como no caso geral, os resultados de convergéncia global nao dependem da eleigao do
multiplicador de Lagrange A\z41 em (2.81). Aqui calculamos a estimativa de primeira
ordem do multiplicador de Lagrange e a projetamos num intervalo fechado prefixado
desde o inicio do processo. Logo, utilizamos a estimativa natural do multiplicador

de Lagrange no caso em que ele esteja dentro desse intervalo.

3. O algoritmo estd baseado na resolucdo do subproblema (2.79). Como 2y ¢é um
conjunto compacto, existem minimizadores e pontos estacionarios e eles podem ser
obtidos com qualquer precisao arbitraria utilizando algoritmos razoaveis. Logo, o

algoritmo estd bem definido.

Com relacao a andlise de viabilidade, provamos que utilizando a Regra 1 o algoritmo
sempre converge para pontos estaciondrios do problema de minimizar ||k(x)||,> sujeito a
[ < x < u que é o resultado analogo ao obtido no Teorema 2.2.1. No caso em que a
Regra 2 ¢é utilizada provamos que um ponto limite pode ser a solu¢ao de um problema

de quadrados minimos com pesos envolvendo as restricoes. Nessa prova utilizaremos a
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seguinte propriedade,[4]:
|1 Pa, (u + tv) — ulls < |[Pa,(u+v) —ulls YueQy,ve R tel0,1]. (2.82)

Teorema 2.5.1. Seja {zy}renv @ seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.5.1.

e Suponhamos que a Regra 1 € utilizada e que [pol; = po para todo i =1,...,m. Se x,

¢ um ponto limite de {xy} entdo x. é um ponto estaciondrio do problema

Minimizar 5 hi(z)*

o (2.83)
sujeito a x € €1y.

e Se a Regra 2 é utilizada, uma das sequintes possibilidades se verifica:

1. A seqiiéncia admite um ponto limite vidvel.

2. A seqiiéncia admite um ponto limite x, invidvel para o qual existe w € IR"' tal

que x, € um ponto estaciondrio do problema:

Minimizar > wihi(x)?

- (2.84)
sugeito a x € (g,

m

> wihi(x.)? > 0. (2.85)

=1

Prova. Se a Regra 1 ¢é utilizada a prova é a mesma do Teorema 2.2.1 j& que todos os
pontos da caixa satisfazem a condicao CPLD.
Suponhamos entao que é utilizada a Regra 2. Assumimos que todos os pontos da

seqiiéncia {x} sado invidveis. Conseqiientemente, existe € > 0 tal que
[h(@i)|loc = € (2.86)
para todo k € IN. Isto implica que
lim |[pg[oo = o0.
k—o00
Seja K um subconjunto infinito de IV tal que
Ioiloe > okl ¥ b € K. (2.87)

Seja K7 um subconjunto infinito de K e j € {1,...,m} tais que
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[kl = [pr]; VK € K. (2.88)

Entao, por (2.87),
[okl; = Vlpr—1l; Yk € K.

Pela definicao do algoritmo, temos que, para todo k € K7,
|hj(zr—1)] > Tl|h(2k—2) | oo-

Logo, por (2.86),
‘hj(.ffk_l” >7e V k€ K. (289)

Além disso, pela defini¢ao do algoritmo, por (2.87) e (2.88), obtemos:
[op_1]; > ”p’“;”“’ Y kekK. (2.90)

Seja K5 um subconjunto infinito de indices de {k — 1}rek, tal que
lim z;, = x,.

keKo

Por (2.89) temos que
hy(z,) # 0. (2.91)

Por (2.79) e pela equivaléncia entre normas em IR"™, obtemos:
Jim [[Po, [, — Vf (i) = (i + [oeliha () Vhi(ae)] = 2|2 = 0. (2.92)
i=1

Como ||pk|lec — 00 temos que ||pk|lco > 1 para k € K, suficientemente grande. Logo,

usando (2.82) com
u=wxy, v=—Vf(zy) - Z([S\k]i + [pr]ihi(@i)) Vhi(zr), t = 1/]|pkllco,

temos, por (2.92), que

. V f(xk) - [pk]z
lim {|Pq, {x ( hi(zy) | Vhi(xg)| — x| =0. (2.93
b " Monlle Z Hpknm loelles " (o) | = ] )
Mas
iy i m
1ok |l
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Conseqiientemente, existem K3 C Ky e w € IRT tais que

lim [P =w; Vi=1,....,m.
hek || pr|oo

Além disso, por (2.90),

Como {\}rek, ¢ limitada, tomando limite para k € K; em (2.93), obtemos:
1Poylae = wihi(a.)Vhi(a,)] — 2.2 = 0.
i=1

Logo, =, é um ponto estaciondrio de (2.84). Por (2.91) e (2.94), verifica-se a condigao

(2.85). Como conseqiiéncia, x, satisfaz a condicao 2. O

Observagao. Denominemos ponto degenerado a um ponto x para o qual existe w € IRT
satisfazendo (2.85) tal que x é um ponto estacionario do problema (2.84). Assim, qualquer
ponto estacionério invidvel que é solugao do problema (2.83) é degenerado. Além disso, se
x é invidvel, por (2.85) e pelas condigoes KKT do problema (2.84), temos que os gradientes
das restricoes de igualdade e de canalizacao ativas em x sao linearmente dependentes. A

reciproca nao ¢ verdadeira: consideremos o seguinte conjunto de restrigoes
h(z) =r=0€ R', -1<z<1. (2.95)

Nos pontos z = —1 e z = 1 os gradientes das restrigoes de igualdade e de canalizacao ativas
em x sao linearmente dependentes mas esses pontos nao sao degenerados. Em [16] os au-
tores assumem que, em todos os pontos da seqiiéncia gerada pelo algoritmo, os gradientes
das restricoes de igualdade e de canalizacao ativas em x sao linearmente independentes
(Hipdtese AS3 de [16], ver também [14]). Utilizando esta hipdtese os autores provam que
os pontos limites sao vidveis. Pelas consideragoes acima, vemos que a Hipdtese AS3 é mais
forte que a hipotese sobre nao existéncia de pontos invidveis degenerados. Em outras pa-
lavras, a hipotese sobre o problema que garante que AS3 se verifica é que os gradientes das
restri¢oes de igualdade e de canalizagao ativas sao linearmente independentes em todos os
pontos da caixa (nao necessariamente nos pontos viaveis). Esta hipdtese nao se verifica no
exemplo (2.95) e é mais forte que a hipdtese sobre a nao existéncia de pontos degenerados

no conjunto viavel.

A prova de convergéncia para pontos 6timos se segue das idéias apresentadas na prova
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do Teorema 2.3.1.

Teorema 2.5.2. Seja {xy}ren uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.5.1. Assumimos
que z, € Q1N € um ponto limite que satisfaz a condicao de qualificacao CPLD associada

ao conjunto vidvel Q1 N Qy. Entdo, x, € um ponto KKT do problema original (2.78).

2.5.2 Limitacao dos parametros de penalidade

Por simplicidade e sem perda de generalidade consideramos o problema

Minimizar f(x)
sujeito a h(z) = 0, (2.96)
z1>0,...,2, > 0.

As seguintes defini¢oes e notagoes podem ser encontradas em [16].
* Definimos N ={1,...,n}eQ,={r € R":2,>0,...,2, > 0} e denotamos

P, = operador projecao euclidiana sobre €2,,.

* Denotamos g(z) = Vf(z), H(x) = V?f(x) gradiente e Hessiana, respectivamente,
da fungao f(z); A(x) = Vh(z)T Jacobiano de h(x) e H;(x) = V?h;(z) Hessiana de h;(x).
Definimos a funcao de Lagrange I(z, \) = f(z) + >, \ihi(x) e denotamos g;(z, \) =
Vil(z, ), Hz,\) = V2 I(x,\) gradiente e matriz Hessiana respectivamente, tomados

com relacao ao primeiro argumento da funcao I.

* Suponhamos que {x;} C Q, e {\} sdo seqiiéncias infinitas de vetores em IR™ e IR™
respectivamente, e que {px} é uma seqiiéncia infinita de vetores em IR™ tal que [pg]; > 0
para todo k e todo 1.

Para cada ponto zy, temos duas possibilidades para cada componente [xy];, se i € N:
(i) 0 < [zxli < [VL(xg, Ak, pi)];, o

(i) [VL(zk, Aes pi)]; <[]
Denominamos variavel dominada em x;, aquela variavel que satisfaz (i) e variavel flu-
tuante em xy, aquela varidvel que satisfaz (ii).
No caso (i) temos que

[Pulzr — VL(x, Ak, pi)] — @), = —[an);

77
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enquanto no caso (ii) temos que
[Puler = VL(wg, Ao )] — 2]y = = [V L (g, A, o) (2.98)

Mais ainda, se z, ¢ um ponto limite da seqiiéncia {xy}, definimos os seguintes subcon-

juntos de N:
I, = {i € N : [zg]; é flutuante Vk suficientemente grande e [z.]; > 0 }, (2.99)

I, ={i € N :[x}]; ¢ dominada Vk suficientemente grande} (2.100)

I;=N—-(LUL). (2.101)

x Denotamos por g ao vetor formado pelas componentes ¢ de y tais que ¢ € I e Aa

matriz formada de A tomando as colunas 7 tais que i € I;.

* Se J; e Jo sdo subconjuntos de {1,...,n}, By 5 ¢ a submatriz da matriz B for-
mada pelas linhas e colunas indexadas pelos conjuntos J; e J; respectivamente. Cjj,) é a
submatriz da matriz C formada pelas colunas indexadas por J; e y(z) é o vetor formado

tomando do vetor y as componentes ¢ tais que ¢ € J;.

* Definimos
T

M) = —(A(2)) g(x) (2.102)

. . R AU -1
para todos os pontos onde a pseudo-inversa de A(x), dada por A(x)T = A(x)T(A(x)A(x)T)

)

estd bem definida.

A funcao A(x) é diferencidvel. No seguinte lema (Lema 2.2 de [16]) calcula-se a derivada
de A\(x).

Lema 2.5.3. Suponhamos que as funcoes f(x) e hy(x) sio duas vezes continuamente
ST
diferencidveis em Q,. Se A(x)A(x) € nao-singular, entio \(x) € diferencidvel e sua

deriwada estd dada por
N(z) = —(A(2)")" Hy(w, \x)) — (A(x)A(2)") " R(x) (2.103)

sendo a i-ésima linha de R(x) dada por (§(z) + A(x)TA(z))T H,(x).

91



Prova. Definimos

Por (2.102) temos que

obtemos que
(@) = A@)TX () = Sy Hi(w) () = H (x)
) (2.104)
R(x) + A(x)r'(z) = 0.
Pre-multiplicando a primeira equacao de (2.104) por A(z) e substituindo A(x)r'(z) =

—R(x) da segunda equagao obtemos

Pre-multiplicando por (fl(x)fl(x)T)_l, usando que A(x)T = A(z)
isolando A'(z) de (2.105) temos que

m

como queriamos provar. 0

Hipétese 2.5.4. Assumimos que as fungéoes f(x) e h;i(x) sao duas vezes continuamente

diferencidveis e as derivadas sequndas sao Lipschitz continuas em todo ponto do conjunto

Q.

Hipdtese 2.5.5. Suponhamos que (x., \s) € um ponto estaciondrio do problema (2.96) e
que
J = { 1€N | [gl((L’*,)\*)]Z =0e [JI*]Z > O}

Jy={i € N|[g(ze, \)]i =0e [z,]; =0}
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Entao, assumimos que a matriz

( Hl(x*pA*>[J,J] (A(x*)[JDT )
Az ) 0

¢ nao-singular para qualquer conjunto J, sendo J = J; U K para K C Js.

Lembremos que um ponto x que satisfaz o conjunto de restri¢oes
h(x) =0, 2y >0,...,2, >0 (2.106)

é regular, Definigao 1.1.3, se os gradientes {Vh;(z)} das restrigoes de igualdade junto com
os gradientes {ei}{ie N:a;—0} das restricoes de desigualdade que sao ativas no ponto sao
linearmente independentes. Observar que a Hipotese 2.5.5 implica a regularidade.

Além disso e como observam os autores em [16], se J, = ) entdo a conhecida condigao
suficiente de segunda ordem para um minimizador de (2.96), (ver por exemplo o livro de
Fletcher, [20]) implica a condi¢ao definida na Hipdtese 2.5.5. Quando Jy é nao vazio, a
conexao entre a Hipdtese 2.5.5 e a condicao definida no livro do Fletcher é menos evidente,
mais certamente a condicao suficiente de segunda ordem forte definida em Luenberguer
[26, p. 234-235] implica a Hipétese 2.5.5.

O seguinte lema estabelece uma equivaléncia com a regularidade definida acima.

Lema 2.5.6. Seja z, ponto limite de uma seqiéncia {x;} C Q, que satisfaz as restrigoes

(2.106). Sejam {\} e {pr} seqiiéncias de vetores em IR™ tais que [pr)i > [pr_1]i > 0 para

todo k e todoi=1,...,m e suponhamos que

As sequintes condicdes sao equivalentes:
(i) x, € regular,

(ii) a matriz A(x,) tem posto nio menor a m.

Prova.

(1) = (ii): Por definicao de I temos que, se i € N — I e [zg]; ndo é uma varidvel
flutuante para k suficientemente grande, existe uma subseqiiéncia tal que se cumpre (2.97).
Logo, por (2.107),

[z,]; = lim [z); = 0. (2.108)

k—o0
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Seja p = |I;|. Suponhamos que o posto da matriz A(x,) € R™? é s < m.
Entao, o sistema linear

A(z)Ta=0

¢ um sistema de p equacgoes, m variaveis e matriz do sistema com posto s < m e, portanto,

existe uma solugao ag nao nula tal que
A(z,) oy = 0.
Denotamos por [B];. a linha i da matriz B e definimos

Bi = —[A(@.) li.a0 se [w.]i = 0.

Logo, por (2.108), temos que existem «y, # nao todos nulos tais que

Z[ao]Zth(x*) + Z ﬁiei = A(.CE*)TOKO + Z ﬁiei =0
=1 i [24];=0 i [x«]3=0

o que contradiz a hipdtese de regularidade no ponto z,.

(i1) = (i): Suponhamos que A(z,) tem posto ndo menor a m.

Se «;, (; sao escalares tais que

=1

i [24];=0

entao,

A@) o+ Y Bei=0. (2.109)

i [x4]i=0

Como [z,]; > 0 se i € I, por (2.109), temos que

~

A(z) a=0

e portanto, como posto(A(x,)T) > m deve ocorrer v = 0. Logo, por (2.109) temos 3; = 0

para todo i tal que [z.]; = 0, o que prova a regularidade de x,. 0

Os Lemas 2.5.7 e 2.5.8 provados a seguir sao os Lemas 4.3 e 5.1 respectivamente, da

referéncia [16].

Lema 2.5.7. Suponhamos que se verifica a Hipdtese 2.5.4. Seja {xy} C Q, uma seqiiéncia
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que converge ao ponto x., ponto regular do problema (2.96). Seja M. = A(x.), para
A(+) definida em (2.102). Sejam {\.} uwma seqiiéncia de vetores em IR™ e {p.} uma
seqiiéncia nao-decrescente de escalares positivos. Suponhamos que [pgl; = pr para todo

1=1,....m,k € IN e que
[Pulee — VL(zk, Ak, pr)] — 2]l < ex (2.110)

para {ex} uma seqiiéncia de escalares positivos que converge para 0.
Entao, se
)\k+1 = S\k + pkh(xk), (2111)

existem constantes positivas a; e as e um inteiro ko tais que

| A1 — Al < areg + asl|ze — x| (2.112)

A — A\, —
I < an 2t o W= Al llaw = 2] (2.113)
Pk Pk Pk

para todo k > ky.

Prova. Pela regularidade de x, e por continuidade existe k; tal que para todo k > ki,
existe (A(xy))!, é limitada e converge para (A(z,))!. Portanto, existe a; > 0 tal que
RN
1(A(z)) )] < as.
Pela definigdo de A\x41 e de A(xy) temos que

VL(xk, Ak, pr) = V f(21) + VA(2e)Asr = Vi (2r) + A(zr) Megr (2.114)
Usando (2.98) e (2.114) temos que, se i € I;, entdo
[Pulze — VL(@y, 5%/%)] — zy); = —[VL(zy, 5%/%)]@' =

—[Vf(-fk) + A(f’?k)T)\kH]i = —(gi(xk) + [A(xk’)T]i,-[)‘k—i-l]i)

onde, como antes, [A(zy)"];. indica a linha i da matriz A(xy)?.

Logo, pela definicao de fl(a:k), temos que
[Pulzr — V L(zy, j‘kv pr)] — xk][m = g(wk) + A(xk)T)\k—H'

Entao, por (2.110)
. - \T
19(zk) + Azr) Apiall < e
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Logo, pela definicao de A\(z) dada em (2.102) e por propriedades da pseudo-inversa

P = M) = Do + (Al gl =

T

I(A0)") (Ae) Aper + d@)] < mie. (2.115)

Pelo Lema 2.5.3 e pelo Teorema do Valor Médio da Integral

Azx) — A@) :/0 N (2(s))ds(zx — 7.)

para X (x) dada pela equacao (2.103) e z(s) = zy + s(xx — ).
Pela diferenciabilidade de A(z) temos que, para zj, suficientemente perto de x,, existe
as > 0 tal que
[A(zk) = Azl < azl|z, — 2] (2.116)

Entao, combinando (2.115) e (2.116) obtemos
Akrr = Al < fAkn = M) |+ IA(zr) = Al < areg + aslzy — 2]

que é a desigualdade (2.112).
Usando (2.111) temos
Mr1 — A Mot — As A — A
h(zy) = 2 =M (Ak+1 )+ ( k) (2.117)
Pk Pk
Tomando norma em (2.117), usando a desigualdade triangular e (2.112) obtemos (2.113).
0

Lema 2.5.8. Suponhamos que se verifica a Hipdtese 2.5.4. Seja {xy} C Q, uma seqiiéncia
que converge ao ponto KKT x, para o qual verifica-se a Hipotese 2.5.5. Seja N\, o mul-
tiplicador de Lagrange associado. Sejam {\.} uma seqiiéncia de vetores em IR™ e {py}
uma seqiiéncia nao-decrescente de escalares positivos. Suponhamos que [pyl; = pr para

todoi=1,...,m,k € IN e que
[Pulee — VL(zk, Ak, pr)] — 2]l < ex (2.118)

para {ex} uma seqiiéncia de escalares positivos que converge para 0.
Entao, se
)\k+1 = S\k + pkh(xk), (2119)
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existem constantes positivas p, as, aq, as, ag e um inteiro ko tais que, se pg, > p tem-se que

e — A\

|z — x| < ager + a;;w (2.120)

A — s
||)\k:+1 — )\*H S a5k + GGM (2121)

Pk
1 M — As

17 (k)| < asee— + (1 + %) 12 = Al (2.122)

Pk Pk Pk

para todo k > k.

Prova. Seja k suficientemente grande tal que se tem as desigualdades (2.112) e (2.113) do
Lema 2.5.7:

st — All < aren + sl — 2. (2.123)
e — A, —a,
W) < a2+ W= Al e =@l (2.124)
Pk Pk Pk

Seja k suficientemente grande tal que os conjuntos Iy, I definidos em (2.99) e (2.100)
estao bem determinados.

Seja I3 o conjunto definido em (2.101), formado pelos indices do conjunto N que oscilam
entre dominados e flutuantes, e seja K C IV um subconjunto infinito tal que

(i) I3 = [, U I5 com I, N I5 = .

(ii) As varidveis no conjunto I sdo flutuantes para todo k € K.

(iii) As varidveis no conjunto I5 sdo dominadas para todo k € K.

Notar que ha s6 um niimero finito de tais subconjuntos K (< 2/31) e que para todo
k suficientemente grande, cada k € IN estd num desses subconjuntos. E assim suficiente
provar o lema para k € K.

Agora, para k € K definimos
[F211U[4 [§ [DZIQUIg,.

Entao, as varidveis em I sao flutuantes enquanto as variaveis em Ip sao dominadas.

Por (2.123) temos que A1 — A, e portanto, por continuidade,

Logo, por (2.118) e (2.97),
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e, por (2.118) e (2.98) obtemos
g1(z, A\, = [Vf(xe) + VR(z)AN], =0 Vie Ip. (2.126)
Usando a expansao de Taylor temos que

glex) = g(we) + H(w.) (2 — ) + T (2, 2.)

Arr) Merr = A() " Mer + 2000 P By () (2 — 24) + Ta(r, 2o, Apy) =
Az)" M+ A()T (Mg — X))+ 2000 [N H () (2, — )+
> i (Pl — Ny Hy () (zr — ) + To(@k, Ty Apg)
para 1
P (3 = /0 (H (2 + (20 — 22)) — H(2.)] (@5 — 2.)ds
P 20, Aps1) / Z Nt [ (26 + (s — 20)) — Hy ()] (2 — 22)ds.
Entao,
VL(x, My o) = 9(@r) + Alz) T Ayr = g(as) + Alz) T A+
[H (x.) + 3200 N Hy ()] (2 — 24) + A(2.)"T (Mg — M)+ (2.127)
Do (Meraly = NI Hy () (o — @2) + To@g, ) + Ta(@k, Ty Apyr) =
Gl (e, M) + Hi(mo, A (2 — ) + A(z) T (Mg — )+
71 (T, Ty Aog1) + 72Tk, Ty A1, Ai),
para
Tl(l’k, Ty, >\k+1) = fl((L’k, x*) + fg((L’k, L, >\k+1> =
/0 [Hi(zy, + 8(24 — @), Aiy1) — Hi(@a, Aey) | (zn — 24)ds

ok, Ty Ap1s As Z (Al i) Hj () () — 4.
7=1
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Pela limitagao e continuidade Lispchitz das matrizes Hessianas de f e h; numa vizi-

nhanca de z,, e pela convergéncia de A\pq a \,, obtemos que

171 (25, Ty A1) || < @zl — 2|

(2.128)
I72(@k, 2, Ak, A | < asllae — 2[[[Aera = A
para constantes positivas ar, as.
Usando outra vez a expansao de Taylor e o fato de que h(x,) =0,
hzg) = Az ) (xg — x4) + 732k, T4 ), (2.129)

para

3(xg, Ty) / / Ty — 2.) T Hi(ws + ts(xyp — x.)) (v) — . )dtds.

Pela limitacao das matrizes Hessianas de h; numa vizinhanca de x, obtemos que

s (g, )| < aglla, — a.|* (2.130)
para alguma constante ag > 0.
Combinando (2.127) e (2.129) obtemos que
Hl(]f*, >\*) A(x*)T T — Tk o
A(ZL'*) 0 )\k-i-l - )\*
(2.131)

VL(xk, Ak, pr) = 9i(T, As) o T
h(xk) T3
Introduzindo a notagao y; e usando que [z,]; = 0se i € Ip, [gi(z., \)]; =0sei € Ip,

podemos reescrever (2.131) como

Hl(m*v A*)UFJF} Hl(x*a A )[IF Ip] A( )E‘GF} (xk - x*)[IF}
Hl(x*>)‘*)[1DJF} Hl(x*>)‘ )[ID Ip] A( )[ID} (xk)[ID} -
A ) 1) A(z.) 1) 0 Met1 — As
(2.132)
YV L(Z, Moy 1) 1] (r1 + 72)(1g]
(VL (g, Moy pr) — 91(Ty M) 1) (11 4 72) 1]
h(xk) T3
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Removendo a segunda coluna em (2.132) obtemos

Hy(Zw, M) 1, 10] A(x*)[TJF}
i (Tr — &)1y
Hl(x*, )\*)[ID,IF} A(x*) -

o] Akl — As
A(x*)[IF] 0
VL(xk75\k7pk)[1F} (Tl +T2)[1F}
(VL(zk, A o) = 9@, A i) | = | (ritr2)up) | — (2.133)
h(xy) r3

Hi(2, A (1,10] () 1]
Hy(%4, M) 1p,10) (Tr) 1]
A2 ) 11p) (k) 1]

Eliminando a segunda equagao em (2.133) obtemos o sistema

Hi(z., A*)[IF,IF] A(x*)aF] (% — x*>[1F} _
A2 (1] 0 A1 — Ax
< YV L(2k, Moy 1) (18] — Hi(Tooy M) (1 10) (T8 7] ) B ( (11 + 72) 15 )
h(wr) = A(@.) 1) (20) 1) |

U]
que pOdemOS reescrever como
Hl(.T*, )\*)[IF,IF} A(x*)[j}p} (Ik - x*)[[}:‘] _
A(x*)[lp] 0 )\k-i-l - )\*

_ (2.134)
( VL(&k, Ay pr) 1] — Hi(@e, A 1,10 () 1) ) B ( (r1 4 72)1) )

h(xr) — A2 1) (Tr) 1) T3

Observemos que por (2.97) e (2.118)

(@)l < e, (2.135)
e, por (2.98) e (2.118)
IV L(, M, o) 1| < € (2.136)
Usando (2.125) e (2.135)
ok — .|| < [[(xr — @) g | + - (2.137)
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Seja Axy = ||(£L'k - x*)[IF]’|'

Combinando (2.123) e (2.137) obtemos
H>‘k+l — )\*H S a10€k + CLQA.Tk (2138)

para ajg = aj + as. Além disso, por (2.128), (2.130), (2.137) e (2.138)

r+r
H ( ( 1 Q)UF] > H < all(Axk)Q —|—a12A$k5k+afl3€k2
3

para a;; = ay + ag + agas, a1z = 2(ar + ag) + asg(aip + az) e a1z = ay + ag + agaqo.
Mais ainda, por (2.135)-(2.136)

H ( VL(xkn j\kapk)[lp} - Hl(h; )\*)[IF,ID] (ifk)[ID]

ar4€k + ||h(@k 2.139
h(xk) — A2 1) (T8 1) )HS + [|A(z)| (2.139)

H(ze, A
paraa14—1+H< iz IFID] >H
ID]

Pela Hipétese 2.5.5, a matriz da esquerda de (2.134) é nao-singular. Seja M a norma
da sua inversa. Multiplicando ambos lados da equacao por esta inversa e tomando normas

obtemos

l’*
H ( \ [IF ) H < M a145k+ |’h(l’k)|| +a11(Aa:k) +&12A$k€k+&13€k ) (2 140)
k+1 —

Usando (2.124) e (2.137)

— ) A — A\, € A
)\k+1 — Pk Pk Pk

all(Axk)2 + ajpAzTKER + &13€k2) . (2.141)

Agora, suponhamos que k é suficientemente grande e tal que

1
< mi 1 . 2.142
6k_m1n{ ’4Ma12} ( )
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Seja
ﬁ:max{1,4Ma2}. (2.143)

Entao, se pr > p, por (2.141)-(2.143) obtem-se

Azx A — A,
k
para a5 = aig + a1z + ai4.
Como Axj, converge para zero, temos que
A < 2.145
T (2145)

para todo k suficientemente grande. Portanto, das desigualdades (2.144) e (2.145) obtemos

que

Pk
Como Axy, = ||(zx — @)1, substituindo (2.146) em (2.137) obtemos que

e — A
Axy, < 4M (a155k + M) (2.146)

1A = Al

2.147
Pk ( )

ek — x| < Ay + e < ager, + ay
para as constantes ag = 1 +4Mays e ay = 4M, o que prova a desigualdade (2.120).
Usando (2.147) e (2.123) obtemos que

1Ak = Al

A1 — Al < aser + ag
Pk

(2.148)
para as constantes as = a; + asa3 € ag = asa4, 0 que prova a férmula (2.121).

Finalmente, para obter (2.122), por (2.119), temos que

_ >\k+1 - j\k _ (>\k+1 - )\*) + (>\* - j\k)

h(x
(@) Pk Pk Pk

Tomando norma, e usando a desigualdade triangular e (2.148) obtemos que

IIXk—A*H) L= A

1
Il < —( tag
Pk Pk Pk

€ a A — s
it (24 1) Pl
Pk Pk Pk

que ¢é a desigualdade (2.122).
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Assim, a demonstracao estd completa. 0

Hipétese 2.5.9. Assumimos que, para todo k € IN, )\, é a projecio de A\, no conjunto
[S\mina 5‘max]m

Lema 2.5.10. Seja {xx} C Q, uma seqiéncia que converge ao ponto x., ponto esta-
ciondrio e reqular do problema (2.96). Seja \. o multiplicador de Lagrange associado e
suponhamos que

[)‘*]Z € ()‘mim )\max) (2149)

para todo 1 € {1,...,m}.
Sejam {\.}, 1o}, {ex}, { M} seqiiéncias como no Lema 2.5.7.
Se a Hipdtese 2.5.9 se verifica entdo existe ko tal que para todo k > kg

Prova. Seja ki tal que para todo k > k; tem-se a desigualdade (2.112) do Lema 2.5.7:

IAer1 — Al < areg + asl|zr — x| (2.150)

Seja € = %mlnz{[A*]z - j\min, S\max - [)\*]Z} > 0.

Como ||z — z.]| — 0 e g — 0 existe ko tal que para todo k > ko

€
Call< & 2.151
o — 2l < 5 - (2.151)
€
< € (2.152)
£ —. .
k= 2@1

Seja kg tal que kg > k1, ko > ko. Seja k > k.
Entao, por (2.150)-(2.152) obtemos que

Ak = Al < e
Logo, como |[Ars1]i — [M]i| < €, por definigao de € deve ser

[)‘k-i-l]i S [)\mina )\max]-

Portanto, por (2.5.9) deve ocorrer A\j; = Agy1, COMO querfamos provar. O
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Na demonstracao de limitacao dos parametros de penalidade necessitaremos utilizar
a propriedade de equivaléncia entre normas em IRP, [4]: existem «, 3 > 0 tais que, para
todo y € IRP

allylle < [lyll < Bllylloo- (2.153)

O seguinte resultado é o teorema de limitacao do parametro de penalidade para o

Algoritmo 2.5.1 utilizando a Regra 1 de adaptacao.

Teorema 2.5.11. Seja {x}} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.5.1 quando aplicado ao
problema (2.96) utilizando a Regra 1. Suponhamos que {xy} converge a um ponto limite
Ty, que as Hipoteses 2.5.4, 2.5.5, 2.5.9 verificam-se e que o multiplicador de Lagrange A,

satisfaz (2.149). Suponhamos também que €y € escolhido como
er, = min{e), [|h(zg) |00 } (2.154)

para uma seqiiéncia decrescente {€}.} que converge para 0. Entao a seqiiéncia de pardmetros

de penalidade {py} € limitada.

Prova. A seqiiéncia {xy} é gerada satisfazendo a condicao (2.79), logo, por (2.153) temos

que

1Po, [k = Vf () = Y [Nera)i Vhi(a)] — 2l < Bex
i=1

e podemos utilizar os lemas provados anteriormente.
Seja kg o inteiro obtido do Lema 2.5.10. Entéo, para todo k > ky temos que A\, = \j.
Por Lema 2.5.8 temos que existem constantes positivas p, as,ag € um inteiro k; tais

que, se pg, > p tem-se as desigualdades (2.120)-(2.122):

1A: = Al

A k1 — Al < aser + ag
Pk

(2.155)

1 A — A
RG] < asee— + (1 ; %) I = Al (2.156)
Pk Pk Pk

para todo k > k.

Suponhamos, pelo contrério, que p, — 00. Seja ko > max{ko, k1 } tal que a‘% < 1 para
todo k > ko.

Por (2.153) e (2.154) temos que e < [[h(2x)]|oe < Z[|(24)]]. Logo, por (2.156) obtemos

que

|| < = {l()]| + (1 + %) 1A = Al
APk Ok on
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Logo,

(16 1 H)\k—)\*H
h(x < (14— 2 .
H ( k)” < Pk)(l"_5 ) Pk

apg

Por outro lado, como A\, = A\g_1 + pr_1h(x)_1) temos

)\ - )\ _ )\ _ J— )\* )\ _ )\*
Ih(zr_1)| = | Ak f—1]| > | Ak—1 I B | \x H
pk—l pk—l pk—l

Usando a desigualdade (2.155) para k — 1 no lugar de k obtemos que

H)\k—l —>\*H > H)‘k_)‘*H _Eg

Pk—1 Qg Qg

e substituindo em (2.158) temos

1 1 a
nm%qmznm—xm(—— )——%my
ag  Pr-1

(2.157)

(2.158)

Logo, isolando ||\ — A || desta ultima desigualdade e usando que, por (2.154) e (2.153),

er—1 < =||h(zk-1)|| obtemos

1 as
Me = M| < —————( 14+ —= ) ||h(zr-1)]|-
N e ] (R L]

Substituindo (2.159) em (2.157) obtemos

[P ()| < ml| A1)l

1 Qg as 1
my = ———— (14+ =) 1+ . -
pr(1— a—pk) Pk aag ) ag”" — Pr—1”

Logo, por (2.153) temos que

para

)l < 27 o)l

(2.159)

Como limy,_, ﬁ’;“f = 0, existe k3 > ko tal que % < 1 eentdo |h(zg)]|co < T h(25-1)|| 00,

Vk > k3. Logo, temos que pxy1 = pr para todo & > k3 o que produz uma contradicao.

O

Observagao. Observar que como ¢}, tende para 0, £, também o faz, como é requerido pelo

algoritmo. Porém, quando a regra (2.154) é adotada, e nao é definido antes da resolugao
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dos subproblemas. Ou seja, o algoritmo interno utilizado para resolver cada subproblema

para (com uma solucao aproximada x;) somente quando se satisfaz a condigao

1Py [k = VL(x, Ak, pr)] — Tklloo < min{el, [[h(zx)]|oo}-

Para obter o resultado de limitacao do parametro de penalidade para o Algoritmo 2.5.1

utilizando a Regra 2 precisamos de novas defini¢goes e resultados.

Lema 2.5.12. Suponhamos que se verifica a Hipotese 2.5.4. Seja {xy} C Q, uma
seqiiéncia que converge ao ponto x., ponto reqular do problema (2.96). Seja A\, = N x.),
para \(-) definida em (2.102). Sejam {\.} e {px} seqiiéncias de vetores em IR™ tais que
{[prli} € uma seqiiéncia nao-decrescente de escalares positivos para cada i € {1,...,m}.
Suponhamos que

| Pplzr — VL(2g, M, pr)] — 2| < ex (2.160)

para {ex} uma seqiiéncia de escalares positivos que converge para 0.

Entao, se

Aes1li = [Meli + [pe]ihi(a) 1=1,...,m,
existem constantes positivas by e by e um inteiro kqy tais que

H)\]H_l - )\*H S blgk -+ bg”l’k — .CL’*H (2161)

para todo k > kg.

Prova. Pela definicao de A\, temos que
VL(xr, My pr) = V f (21) + A(zr) T M

e portanto a demonstracao da desigualdade (2.161) é como a demonstragao da desigual-
dade (2.112) feita no Lema 2.5.7. O

Dadas as seqiiéncias {x;}, {\x} e {pr} geradas pelo Algoritmo 2.5.1 utilizando a Regra

2, definimos os conjuntos
Io={ie{l,...,m}:[px]li = o0}, e
I,={ie{l,...,m} : [px]; é limitada}.
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Definimos também
pi = min{[pyJi} (2.162)

me= Y |hi(ze)]. (2.163)

i€l

O seguinte lema ¢é analogo ao Lema 2.5.8 deste trabalho e portanto, ao Lema 5.1 de

[16], adequado para o caso em que ha vérios parametros de penalidade.

Lema 2.5.13. Suponhamos que se verifica a Hipdtese 2.5.4. Seja {xy} C Q, uma
sequéncia que converge a um ponto x, para o qual verifica-se a Hipotese 2.5.5, e seja Ay 0
multiplicador de Lagrange associado. Sejam {\i} e {pr} seqiiéncias de vetores em IR™ tais
que {[pr)i} € uma seqiiéncia nao-decrescente de escalares positivos para todoi € {1,...,m}.

Suponhamos também que
|Pulze — VL(zg, Ak, pi)] — @] < e

para {ex} uma seqiiéncia de escalares positivos que converge para 0.
Entao, se
Ne1)i = [Meli + [owlihi(@e) i=1,...,m, (2.164)
existem constantes positivas p, oy, Qg, a3, ay, s e um inteiro ko tais que, se [pr,li > P

para todo i € I, entao

|zr — zi|| < a1k + o + a3 Z w, (2.165)
i€l [oxls
[ A1 = Aull < ek + as|h(z)|| (2.166)

para todo k > k.

Prova. Seja k suficientemente grande tal que se tem a desigualdade (2.161) do Lema 2.5.12:

st — Al < breg + bo|zy — ], (2.167)

com o qual vemos que A\p11 — A, quando k cresce.

Como no Lema 2.5.12, temos que

V L(xy, Ay pr) = (@) + Vh(g) Aps
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e, podemos entdo obter a desigualdade (2.140) do Lema 2.5.8:

H ( \ IF] > H < M(buey, + |h(zp)|| + bin (Azy)® + bioAzgey, + biser?)  (2.168)
k+1 —

para bll = ay + Qg + agbg, blg = 2((17 + CLg) + ag(blo + bg), blg = ary + Qg + agblo, blO = bl + bg
e para as constantes ar, ag ¢ ag obtidas por (2.128) e (2.130).

Usando (2.164) e a desigualdade (2.167) obtemos o seguinte:

[Aeya)i = il o [Pen)i = ] + [[A&]i = Al

\ k ‘ [pk]z [pk]z
_ et boflan = o) + Dl = WL (2.169)
[0k
Logo, como
1€ i€ly

usando que (a + b)? < 2(a® + b?), /(a2 + b?) < a + b para a e b constantes nao negativas
e (2.169) para os indices i € I, das defini¢oes (2.162) e (2.163) obtemos

(biex +b .
bl < m+ V2 # T oyt i'x’“ 2D (2.170)
k

ZEIOO ]

Lembremos que
ek — z.|| < Az + € (2.171)

para
Axy, = |[(2p — )1

Substituindo (2.170) em (2.168) e usando (2.171) obtemos

T | B (e e

A1 — el (0]

b b — T
2y Uoo|( 1ok F szxk z-1) + b1 Azy® + baAzyey + 513€k2) <
k

~ € A
(bl4gkz + Nk + f Z w + blOp_k + bg\/ ‘[oo|%+
i€l k k

(o]
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bllekz + b12A$k€k + b13€k2) (2172)

para 610 = 2\/ uoo|(b1 + bg)

Seja k suficientemente grande tal que

£ < min {1, (2.173)

AMby, }

Azy <

. 2.174
AMby4 (2.174)

Seja p = max{1,84/|I|Mby}. Se k ¢é suficientemente grande tal que [pg]; > p para
todo i € I, de (2.172)-(2.174) obtemos que

Ay = [[(zx — 2)uall < 4M((bl4 + b+ biz)er + M + V2 Z W)

1€1

e, substituindo em (2.171) temos que

[Meli = A3l

|zp — 2| < igp + ami + as Z |
& ol
para as constantes oy = 1+4M(b14+510 +b13), s =4M e az = AMA/2 que ¢ a desigualdade
(2.165).

Agora, para obter a desigualdade (2.166), usando (2.173) e (2.174) na desigualdade
(2.168) obtemos

A.Q?k

T )17 < M(bisey, + |h(z)|| + == + bige
(50 Yt v

para bys = biz + bis.
Logo
Ax
Ay = (2 = 2 )| € =5+ M(biser + ||z

e portanto
Axy, < 2M (byser, + ||h(zk)]])- (2.175)

Por (2.175) e (2.171) obtemos que

|z — 2| < ager + arl| (@) (2.176)
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para as constantes ag = 1 + 2b15M e ay = 2M.
Substituindo (2.176) em (2.167) obtemos a desigualdade

A1 = Aull < auei + as|[h(z) |

para ay = by + byag € a5 = by que é a desigualdade (2.166). O

Lema 2.5.14. Seja {x} C Q, uma seqiéncia que converge ao ponto x., ponto esta-
ciondrio e reqular do problema (2.96). Seja \. o multiplicador de Lagrange associado e
suponhamos que satisfaz a condi¢ao (2.149) do Lema 2.5.10.

Sejam {\.}, {px}, {ex}, { e} seqiiéncias como no Lema 2.5.12 que satisfazem a desi-
gualdade (2.160).

Entéo, se {\;} ¢ calculado como na Hipédtese 2.5.9, existe ko tal que para todo k > ko

Prova. Como as seqiiéncias {z}, {\r} satisfazem a desigualdade (2.161) do Lema 2.5.12:
[ A1 = Al < brew + baflze — 2]

a demonstragao é a mesma do Lema 2.5.10. O

Teorema 2.5.15. Seja {xy} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.5.1 utilizando a Regra
2 de adaptagao do parametro de penalidade quando aplicado ao problema (2.96). Supo-
nhamos que {x;} € uma seqiiéncia infinita e que converge a um ponto limite x., que as
Hipoteses 2.5.4, 2.5.5, 2.5.9 verificam-se e que o multiplicador de Lagrange \, satisfaz

(2.149). Suponhamos também que €, é escolhido como
er = min{eg_1, ||h(x)] oo €% } (2.177)

para {€}.} uma seqiiéncia decrescente que converge para 0, para €y > 0. Entdo a seqiéncia

de parametros de penalidade {py} € limitada.

Prova. A seqiiéncia {z} é gerada satisfazendo a condicdo (2.79), logo, por (2.153) temos

que

m
1P, [xx — V f (k) Z A1) Vhi(zy)] — 2k || < Bey
=1
e podemos utilizar os lemas provados anteriormente.
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Seja kg o inteiro obtido do Lema 2.5.14. Entéo, para todo k > k¢ temos que Ay = .
Pelos Lemas 2.5.12 e 2.5.13 temos que existem constantes positivas by, by, p, a1, o,

as, ay, (5 € um inteiro ky tais que se verifica a desigualdade (2.161) do Lema 2.5.12:
| A1 — Ail| < bieg + bal|zr — .|, (2.178)

e, se [pr,]: > p paratodoi € I, tem-se as desigualdades (2.165) e (2.166) do Lema 2.5.13:

X T A* )
ok — 2| < re + aamp +as Y [Pwli = (AL (2.179)
el [ok)i
[ A1 = Al < auey + as||h(z) | (2.180)

para todo k > k.

Suponhamos que I, # 0. Seja ig € I.

Para cada i € I, existe k(i) tal que Vk > ky(4), [pr+1)i = [px)i- Seja k suficientemente
grande tal que para todo ¢ € I,

i ()| < Tl A1)l oo-

Entao,
e =Y |hi(x)| < [Lal7 | h(21-1) [ - (2.181)

i€lq

Seja k > k = maxey, {ko, k1, k1(7)}.

Usando a férmula de adaptagao do multiplicador (2.80) temos que

[Metlic = Mol < [Peralio = Mol + [[Awig = [Aidio
[Pk]io N [P]io

[Prio ()| =

e, usando a desigualdade (2.178) obtemos

biek + bl — ol + [[Arlio = Puio

Logo, por (2.179) obtemos
1
| hig ()] < ol [(bl + baory )y, + baaami+ (2.182)
oy Y IRl ]
el [Pkl
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Agora, usando (2.180) para Ay no lugar de Agy1, (2.177) e (2.153) obtemos que
el = ISl < DAk = Al < (ea + as ) [ Alee-1)llo i =1, m. (2.183)
Como ¢, < g1 < ||h(2-1)]|0, combinando (2.181)-(2.183) temos que
[rig (k)| < 1 (i) |k —1) [l oo

para

oy + asf)

my(lo) = b1 + by + bacwo|1,|T + bocrs Z ( +ay + as3].
[pk’]io el [,Ok]z
Como my(ig) — 0 quando k cresce, existe k(ig) > k tal que
i ()| < Tl P(28-1) [l
para todo k > k(ig) e portanto [pri1]i, = [pr)iys © que produz uma contradicio. O

Observacao. Como no Teorema 2.5.11, a eleicao de €, é adaptativa. Em outras palavras,
a precisao necessaria para resolver cada subproblema depende do nivel de inviabilidade na

solugao aproximada. Assim, o critério de parada de cada subproblema é

1Pa, [k — VL(zk, A, pie)] — Tilloe < min{eg_1, [|h(@)]c0, €1}

para €;_; definido em (2.177).
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Capitulo 3
Experimentos numeéricos

No capitulo anterior definimos um algoritmo de Lagrangiano aumentado para resolver
problemas gerais de otimizacao nao-linear que ¢é globalmente convergente utilizando a
condicao de qualificacao CPLD recentemente introduzida na literatura. Assim, do ponto
de vista tedrico conseguimos definir um algoritmo que elimina o uso de condigoes de
qualificacao fortes. Neste capitulo analisaremos o desempenho do algoritmo do ponto de
vista prético. Ver [2].

Nesse respeito apresentaremos dois conjuntos de experimentos numéricos. Por um lado
avaliamos a confiabilidade do nosso Algoritmo 2.1.1 comparando-o com LANCELOT [15]
para o caso em que o conjunto simples é uma caixa (restri¢oes de canalizacao) e utilizamos
todos os problemas da cole¢do CUTE [13] como base da comparagcao.

Por outro lado, as aplicagdes mais interessantes do Algoritmo 2.1.1 surgem quando o
conjunto simples é arbitréario, talvez nao convexo ou definido por restricoes nao lineares.
A familia de problemas de alocagao se apresenta como uma situacao deste tipo. Existe
um algoritmo especifico (SPG) que resulta ser muito eficiente para resolver esta classe
de problemas mas que nao pode ser utilizado quando restricoes adicionais sao incorpora-
das. Afortunadamente, o método de Lagrangiano aumentado proposto é capaz de tratar
com restrigoes adicionais e diferentes, aproveitando a eficiéncia de SPG para resolver os
subproblemas.

Todos os experimentos numéricos apresentados nesta secao foram realizados pelo Prof.

Dr. Ernesto Birgin da Universidade de Sao Paulo e podem ser encontrados no artigo [2].

3.1 Restricoes de canalizagcao no conjunto simples

Para analisar o desempenho do Algoritmo 2.1.1 para o caso em que o conjunto simples (29
¢ uma caixa comparamos nosso método com LANCELOT [15].

Suponhamos que Qy = [l,u],l < u. Assim, em cada iteragdo do método ¢ resolvido um
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problema com restricoes de canalizacao. Nossa implementacao utiliza o método GENCAN
[9] para resolver estes subproblemas. GENCAN é um algoritmo de restrigdes ativas para
resolver problemas de otimizacao de grande porte com restri¢oes de canalizacao que, dentro
das faces utiliza um método de Newton truncado com busca linear e, para abandonar as
faces, utiliza itera¢oes do tipo gradiente projetado espectral como as definidas em [10,
11]. Assim, o método que resulta serd denominado ALGENCAN (Augmented Lagrangian
utilizando GENCAN).

Nos experimentos testamos duas versdes de ALGENCAN:

e um Unico parametro para penalizar todas as restrigoes ao mesmo tempo como suge-

rido na Regra 1;

e um parametro diferente para penalizar cada restricao do conjunto complexo como

sugerido na Regra 2.
Consideramos também duas versoes de LANCELOT:
e a versao original com todas as opcoes default,
e uma versao utilizando Hessianos verdadeiros e Gradientes Conjugados.

Esta dltima versao do LANCELOT é mais adequada ja que a versao de GENCAN utilizada
na comparagao nao utiliza nenhum tipo de precondicionador.

Para analisar os resultados numéricos consideramos todos os problemas da colecao
CuTE [13]; assim testamos um total de 873 problemas.

Em cada passo do algoritmo de Lagrangiano aumentado, GENCAN ¢é utilizado para

encontrar um ponto satisfazendo

| P, [wr — VL(ky My ity )] — T loo < €k

Para ambas versoes de ALGENCAN e baseados nos experimentos numéricos apresenta-
dos em [1, 8], consideramos 7 = 0.5, ¥ = 10, fimin = Amin = —10%°, fimax = Amax = 10%,
er = 107 para todo k, e py e p; com todas as componentes iguais a 10. Tanto no calculo
de fig = f11 e de 5\1, como no célculo de iy, e de A\x 10 Passo 3 de ALGENCAN , considera-
mos as projecoes de iy € A\ N0S CONjuUNtos [fmin, fmax|”* € [Amins Amax]™, Tespectivamente.
Para ALGENCAN e LANCELOT utilizamos o iterado inicial xq proporcionado por CUTE e
o vetor nulo como estimativa inicial dos multiplicadores de Lagrange.

Como critério de parada utilizamos

| Pa, [z — VL(2g, My ik, 1)) — koo < 1074
max (||~ (z) oo, [|0k[loe) < 1077
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Observar que a condigao ||ox||ec < 107* garante que, para todo i = 1,...,py, [g1(71)]; <
10~* e que, quando [g;(z1,)]; < —107* temos que |[o}];| = % < 107* o que implica que
[ter1)i = max{0, [fr); + [pr)m,rilg1(zx)]i} = 0. Logo, a condi¢do ||op]le < 107 diz que
se verificam, aproximadamente, a viabilidade e a complementaridade no ponto final. Ou
seja a condigao (3.1) estabelece que paramos a execugao do algoritmo quando um iterado

satisfaz aproximadamente as condi¢oes KKT para o problema original:

Minimizar f(x)
sujeito a hy(x) =0, g1(z) <0,
x €[l u].

Paramos também a execugao do algoritmo quando o tempo de CPU excede 10 minutos.

Todos os experimentos foram feitos num Processador Sun Fire 830 com 8 900 Mhz
UltraSPARC III, 32 Gb de memoria RAM, running SunOS 5.8. Os cédigos foram pro-
gramados em Fortran 77 e compilados com Forte Developer 7 Fortran 95 7.0 2002/03/09.
Utilizamos a opgao -O3 para otimizar os codigos.

Comparamos quatro métodos: duas versoes de LANCELOT e duas versoes de ALGEN-
CAN . Dado um problema fixo, para cada método M, denotamos por 22 , ao ponto final
obtido quando o método M ¢ aplicado para resolver o problema dado. Dizemos que x|
¢ vidvel se

max{ || (2fina) lloo, 191 (Tgma) + e} < 1072

Observar que, pela estrutura do conjunto simples e a forma pela qual os subproblemas sao
resolvidos, as restrigoes de canalizagcao sao sempre satisfeitas.

Definimos

fbest - m]vi[n{f(xé/r[lal) | Jfé\ial € Viével}'

Dizemos que o método M encontrou a solugdo do problema se x| é vidvel e

f(xf]’:{lal) < fbest + 10_3‘fbest‘ + ].0_6.

Finalmente, seja t¥ o tempo de CPU que o método M utiliza para encontrar z! ;. Defi-
nimos

thest = m]\/i[n{tM | o método M encontra a solugao}

e dizemos que o método M é um dos métodos mais rapidos para o problema se
tM S tbest + 0~01tbest-

Estas defini¢bes sao as mesmas utilizadas em [8] para comparar diferentes fungoes
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de Lagrangiano aumentado. Estamos interessados em comprar os diferentes algoritmos de
Lagrangiano aumentados com respeito a Robustez e Eficiencia. Dizemos que um algoritmo
particular é robusto para resolver um problema se encontra a solucao de acordo com o
critério definido anteriormente. Dizemos que o algoritmo é eficiente se é um dos métodos
mais rapidos que resolve o problema.

Os perfis de desempenho para comparar ALGENCAN e LANCELOT utilizam o tempo r
como medida de desempenho, [17]. Ver Figura 3.1. Em termos de perfis de desempenho
[17] eficiéncia e robustez s@o, essencialmente, os valores da fungao do perfil em 1 e oo,
respectivamente. Da figura observamos que ALGENCAN com um unico parametro de
penalidade é mais eficiente que os outros trés algoritmos de Lagrangiano aumentado.
Com respeito a robustez (lado direito da funcao do perfil de desempenho), vemos que
esta versao de ALGENCAN encontrou a solugdo em 731 (83.73%) problemas, enquanto a
versao ALGENCAN que considera vérios parametros de penalidade o fez em 707 (80.99%)
problemas, a versao original de LANCELOT resolveu 712 (81.56%) problemas e a versao

de LANCELOT que utiliza Hessianos verdadeiros e Gradientes Conjugados resolveu 669
(76.63%) problemas.

- i
i"ﬂ
0.4f i -
,.{15 —— ALGENCAN (um parametro de penalidade)

‘_,.f == LANCELQOT (verséo default)
o ALGENCAN (vérios parametros de penalidade)
A IRPRIOY LANCELOT (Hessianos verdadeiros e GC)

0.2 e e

10° 10’ 107
log(t)

Figura 3.1: Comparacao entre ALGENCAN e LANCELOT utilizando perfil de desempenho.
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3.2 Restricoes gerais no conjunto simples: o problema

de alocacao

Consideramos agora uma variante da familia de problemas de aloca¢do introduzidos em
[11]. Sejam fixos n, poligonos disjuntos em R?, Py, P,,..., P, . O problema de alocacao
consiste em encontrar um ponto z! € P; que minimize a soma das distancias aos outros

poligonos. Assim, uma formulacao matematica do problema é:

p
min Z||Zi—21’|2
Poi=2

z' 1=1,...,n

sujeitoa '€ B, i=1,...,n,.

Este problema é resolvido eficientemente utilizando o método do gradiente projetado es-
pectral, SPG, conforme [11]. SPG é um algoritmo de gradiente projetado espectral nao-
mondtono para resolver problemas de otimizacao convexa de grande porte. SPG somente
pode ser aplicado para resolver problemas com restricoes convexas.

Neste trabalho consideramos uma variante do problema de alocagao descrito acima que
torna o método SPG inaplicdvel. Além dos n, poligonos, consideramos n. circulos e uma
elipse com interseccao nao vazia com o primeiro poligono P;. Assim, o problema consiste
em encontrar z' € P, que minimize a soma das distdncias para os outros poligonos e

! seja o tinico ponto que se encontra no interior ou na borda da

circulos de modo que z
elipse. Logo, se a,b,c € IR sao constantes positivas e g(z) = (z1/a)? + (v9/b)* —c é a

elipse, o problema que desejamos resolver pode ser formulado da seguinte maneira:

np Ne
min ZHzi—zl||2+Z||z”p+i—z1H2
i—2 i=1

2%, i=1,...,np+nc

sujeito a  g(z') < 0,
g(z")y > 0, i=2,...,n,+n,,
2 € P, i=1,...,n,
vt o O i=1,...,n,.
Observar que devido & introdugao da restrigao nao convexa g(z*) > 0,4 =2,...,n, + n. é

impossivel utilizar o método SPG.

Para resolver os problemas, consideramos como conjunto complexo:

Q) = {g(zl) < O,g(zi) >0,0=2,...,n,+ N},
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e como conjunto simples:
W={epl,i=1,...,ny e €Ci=1,...,n.}.

Assim, sao penalizadas aquelas restrigoes adicionais que fazem que o método SPG nao
possa ser aplicado. Desta maneira implementamos um método de Lagrangiano aumentado
que utiliza SPG [10, 11] para resolver os subproblemas eficientemente e aproveitando a
estrutura do conjunto simples. Esta implementacao é denominada ALSPG. Em geral,
seria interessante aplicar ALSPG a qualquer problema no qual o conjunto escolhido como
simples seja um conjunto convexo para o qual é facil (ndo muito caro) calcular a projegao
de pontos arbitrarios.

Foram gerados 18 problemas variando o numero de circulos n. e de poligonos n, e
escolhendo aleatoriamente a localizacao dos circulos e dos poligonos e o niimero de vértices
de cada poligono. Na tabela 3.1 exibimos as principais caracteristicas de cada problema

sendo:

e n. o numero de circulos,

e 1, o numero de poligonos,

totnvs o nuimero total de vértices de todos os poligonos,
e n a dimensao do problema,
e p; o numero de restricoes de desigualdade do conjunto complexo,

e P, o0 numero de restrigoes de desigualdade do conjunto simples.

Na figura 3.2 ilustramos a solucao de um problema pequeno: 24 variaveis, 81 restri¢oes
no nivel simples e 12 restrigoes no nivel complexo.

Na tabela 3.2 apresentamos os resultados obtidos na aplicacao de ALSPG aos problemas
da tabela 3.1. Utilizamos ¢ = 10~* como tolerancia tanto para viabilidade quanto para
otimalidade. Na tabela 3.2, Oult indica o nimero de iteragoes externas (de ALSPG) e Inlt
o ntimero de iteragoes internas (de SPG); Fent e Gent indicam o ntmero de evaluagoes
da funcao Lagrangiano aumentado e do gradiente, respectivamente; T7me indica o tempo
(em segundos) e finalmente f o valor da funcao objetivo do problema original. ALSPG

satisfez o critério de convergéncia em todos os problemas.
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Figura 3.2: Tlustracao para um problema de alocagao de 12 conjuntos.
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Problema N, Ny totnus n P1 D2

1 2.929 4.935 61.755 15.728 7.864 64.684
2 4.403 7.346 91.896 23.498 11.749 96.299
3 6.370  10.732 13.165 34.204 17.102 140.535
4 13.344  22.158 27.927 71.004 35.502 290.271
5 19.924  33.265 415.691 106.378 53.189 435.615
6 29.998  49.754 621.824 159.504 79.752 651.822
7 26.288  43.775 546.943 140.126 70.063 5973.231
8 39.459  65.891 823.823  210.700 105.350 863.282
9 59.494  98.875  1.236.031 316.738 158.369  1.295.525
10 65.146 109.360  1.367.104  349.012 174.506  1.432.250
11 98.138 163.854  2.048.239  523.984  261.992  2.146.377

12 147.511 245983  3.074.109  786.988  393.494  3.221.620
13 130.344 218.296  2.729.187  697.280  348.640  2.859.531
14 195.725 327418  4.093.497 1.046.286  523.143  4.289.222
15 293.913 490.522  6.130.282 1.568.870  784.435  6.424.195
16 260.705 436.037  5.449.661 1.393.484  696.742  5.710.366
17 391.023 653.802  8.172.819 2.089.650 1.044.825  8.563.842
18 587.182  980.615 12.257.368 3.135.594 1.567.797 12.844.550

Tabela 3.1: Problemas de alocagao e suas principais caracteristicas. A geragao do problema
se basela numa parti¢io. O ndmero de circulos (n.) e de poligonos (n,) dependem do
nimero de pontos na malha. O ntmero de vértices dos poligonos é um ntimero aleatério
e o numero total de vértices de todos os poligonos é totnvs. Finalmente, o niimero de
variaveis do problema é n = 2(n.+n,), o nimero de restri¢oes de desigualdade do conjunto
complexo é p; = n. + n, e o numero de restricoes de desigualdade do conjunto simples ¢é
P = n. + totnvs.
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Problema Oult Inlt Fent Gent Time (seg) f
1 9 334 488 343 12,28  4,5601D+02
2 9 677 949 686 41,30  5,6228D+02
3 11 245 390 256 23,63 6,8965D+02
4 769 120 76 18,11  4,6149D+02
D 9 283 476 292 111,45 5,6461D+-02
6 10 88 170 98 58,68 6,9408D+-02
7 T 71 122 78 40,29 4,6326D+02
8 7T 65 121 72 58,09  5,6419D+02
9 8§ 105 165 113 136,42 6,9382D+-02
10 8§ 71 135 79 111,41  4,6272D4-02
11 7T 66 121 73 158,23  5,6425D4-02
12 9 87 163 96 308,75 6,9381D+02
13 7 55 98 62 185,13 4,6280D+-02
14 7 91 151 98 421,58 5,6440D+-02
15 10 83 166 93 602,97 6,9384D+02
16 8§ 68 138 76 458,96 4,6271D+02
17 7 80 140 87 765,60 5,6433D+02
18 10 8 171 95 1234,53  6,9408D+02

Tabela 3.2: Desempenho de ALSPG na resolugao do problemas de alocacao. O principal
inconveniente na aplicacao de ALSPG na resolucao de problemas de dimensao maior a
do problema 18 (aproximadamente 3 x 10® varidveis, 1.5 x 10° restrigoes de desigualdade
do conjunto complexo, e 1.2 x 107 restrigoes de desigualdade do conjunto simples ) é a

limitacao de memoria.
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Conclusoes

Nesta tese apresentamos um método de Lagrangiano aumentado para resolver problemas
gerais de otimizacao com convergéncia utilizando a condicao de dependéncia linear positiva
constante.

Muitas vezes acontece que um algoritmo particular é extremamente eficiente para tra-
tar com um tipo de restricao, mas falha quando uma classe diferente de restrigoes é in-
corporada. No método de Lagrangiano aumentado, restrigoes adicionais sao naturalmente
incorporadas a fungao objetivo do subproblema, o que preserva a estrutura das restricoes
que nao sao penalizadas. Por este motivo acreditamos que a técnica de Lagrangiano au-
mentado continuara sendo muito utilizada.

Este fato nos motivou a analisar métodos de Lagrangiano aumentado para resolver pro-
blemas com restrigoes gerais, especificamente com dois conjuntos de restricoes, um deles
simples e o outro complexo. Do ponto de vista tedrico, nosso maior objetivo foi elimi-
nar, tanto quanto possivel, condi¢oes de qualificacao restritivas. Com isto como objetivo
utilizamos, tanto na prova de viabilidade quanto na prova de otimalidade, a condicao de
qualificacdo de dependéncia linear positiva constante (CPLD) introduzida por Qi e Wei
em [32]. A condicdo CPLD foi definida e utilizada em [32] para analisar a convergéncia
de métodos de programacao quadratica seqiiencial. Esta condicao é razoavelmente geral
no sentido de que ela é mais fraca que as classicas condi¢oes de Mangasarian-Fromovitz
[27], posto constante [24] e regularidade [4], além de ser satisfeita por restri¢es lineares e
restrigoes repetidas. No trabalho onde a CPLD foi introduzida, os autores conjecturaram
que ela podia ser uma condic¢ao de qualificacao. Nesta tese provamos que ela é, com efeito,
uma condicao de qualificacao, e mostramos suas relacoes com outras conhecidas condi¢oes
de qualificacao associadas com problemas de programacao nao convexos.

O resultado de convergéncia global do método proposto estabelece que se um ponto
limite vidavel satisfaz a condicao CPLD entao ele é um ponto estacionario do problema
original. Este resultado é mais forte que resultados prévios obtidos para problemas mais
especificos. Em particular, Conn, Gould, Sartenaer e Toint provam em [14] convergéncia
global de um método de Lagrangiano aumentado para resolver problemas com restri¢oes de

igualdade e lineares utilizando a regularidade, condi¢cao mais forte que a CPLD. Provamos
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aqui que uma condicao de qualificacao melhor pode ser utilizada com o mesmo propdsito.
O problema de descobrir condi¢oes de qualificacao ainda mais fracas que sejam tteis nas
provas de convergéncia global de métodos de otimizagao estd ainda em aberto.

Como o método proposto é um método de Lagrangiano aumentado e nao um de pena-
lidade quadratica, é interessante observar o comportamento da seqiiéncia de parametros
de penalidade. Analisamos duas versoes do algoritmo principal: com um tnico parametro
para penalizar todas as restri¢oes do conjunto §2; a0 mesmo tempo e com um parametro di-
ferente para cada restricao. No primeiro caso provamos, sob hipéteses razoaveis, limitacao
da seqiiéncia de parametros de penalidade. Utilizamos na prova a redugao ao caso com
restrigoes de igualdade introduzida em [4]. As hipdteses utilizadas incluem, entre outras,
a regularidade, a condicao suficiente de segunda ordem e a condicao de complementari-
dade estrita na solucdo, [2]. Apesar de serem estas as condigdes habituais consideradas na
literatura, acreditamos que o mesmo resultado pode ser obtido utilizando condi¢oes mais
fracas, ou que nos permitam eliminar a hipdtese restritiva de complementaridade estrita
na solucao.

No caso em que utilizamos um parametro diferente por restricao, se o conjunto 2y é
formado somente por restri¢coes de igualdade e €25 por restrigdes de canalizacao, provamos
limitacao da seqiiéncia de parametros de penalidade sem utilizar a condi¢ao de complemen-
taridade estrita na solucao, [1]. A questao de se é possivel obter limitagdo dos parametros
de penalidade quando ha varios deles esta ainda em aberto para o caso de €21, {2, mais
gerais.

Do ponto de vista pratico testamos a confiabilidade do método de duas maneiras dife-
rentes: por um lado e no caso em que o conjunto 25 é uma caixa, mediante uma exaustiva
comparagao com o algoritmo LANCELOT [15] utilizando todos os problemas da colegao
CUTE [13]; e por outro lado mediante a resolugdo dos problemas de alocagao.

No primeiro caso, nossa implementacao foi baseada no algoritmo robusto GENCAN
para minimizacao com restri¢oes de canalizacao, [9]. Mostramos que nosso algoritmo é tao
robusto e eficiente quanto o LANCELOT para este conjunto de problemas.

No segundo caso, as aplicagoes mais interessantes do nosso algoritmo surgem quando
o conjunto )y é arbitrario, talvez nao convexo ou definido por restrigbes nao-lineares. A
familia de problemas de alocacao se apresenta como una situacao deste tipo. Existe um
algoritmo especifico (SPG) [11] que resulta ser muito eficiente para resolver esta classe
de problemas mas que nao pode ser utilizado quando restricoes adicionais sao incorpora-
das. Felizmente, o algoritmo de Lagrangiano aumentado proposto é capaz de tratar com
restricoes adicionais e diferentes aproveitando a eficiéncia de SPG para resolver os sub-
problemas. Assim, foi possivel resolver problemas de programacao nao-linear com mais de

3.000.000 variaveis e 14.000.000 restricoes em menos de meia hora de tempo CPU.
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