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Resumo

Um sistema dinamico p-fuzzy é um sistema cuja dinamica é obtida através de um
sistema baseado em regras fuzzy. Neste trabalho, realizamos um estudo analitico da esta-
bilidade dos sistemas dinamicos p-fuzzy. Estabelecemos condigoes necessarias e suficientes
para existéncia de ponto de equilibrio para sistemas p-fuzzy unidimensionais e bidimen-
sionais e derivamos condigoes para estabilidade deste ponto. Vimos que, uma condicao
suficiente para existéncia de ponto de equilibrio ¢ uma mudancga de sinal na saida do
controlador.

Este trabalho mostra ainda, que a estabilidade de um ponto de equilibrio depende,
principalmente, das varidveis de entradas e saidas do sistema baseado em regras fuzzy
associado ao sistema p-fuzzy.

Além dos diversos resultados matematicos encontrados, com demonstragoes rigorosas,
realizamos intimeros experimentos computacionais e obtivemos resultados que atestam a
veracidade de da teoria aqui proposta.

Apresentamos ainda, algumas aplicagoes em Biomatematica onde podemos comprovar,
em situacoes concretas, a eficacia, versatilidade e robustez da teoria desenvolvida.

v



Abstract

A p-fuzzy dynamic system is a system whose dynamics is obtained through a fuzzy
rule-based systems. In this work we present an analytical study of the stability of p-
fuzzy dynamic systems. We establish necessary and sufficient conditions to existence
of equilibrium point for one variable and two variable p-fuzzy systems and, we derive
conditions for stability of this point. We saw that, a sufficient condition for existence of
equilibrium point is a change of signal in the output of the controller

This work still shows, that the stability of an equilibrium point depends, mainly, fuzzy
rule-based systems’s input-output.

Many mathematical results has been found and demonstrated rigorously. We still made
many computational experiments and its results show that all developed mathematical
theory is efficient.

We still present, some applications in Biomathematics where we can prove, in real
situations, the efficiency, versatility and robustness of the developed theory in this work.
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Introducao

A teoria dos conjuntos fuzzy, introduzida em 1965 por Zadeh [38], vem sendo usada
com éxito em varias areas do conhecimento humano. A primeira aplicacdo desta teoria
que se tornou famosa foi o trabalho de Mamdani em 1974 [15]. Mamdani usou a teoria
dos conjuntos fuzzy para automatizar uma maquina a vapor. O trabalho publicado por
Mamdani ainda descrevia as intimeras tentativas frustradas de controle desta maquina por
meio de outros tipos de controladores.

O trabalho de Mamdani impulsionou as pesquisas na area de teoria de conjuntos fuzzy,
e a partir de entao, muitas outras aplicagoes surgiram. Em 1983, Takagi e Sugeno, publi-
caram um trabalho onde descrevem como criar uma metodologia para derivacao de regras
de sistemas funcionais fuzzy [32].

Os sistemas do tipo Mamdani (lingiiisticos) e do tipo Takagi-Sugeno (funcionais) dife-
rem basicamente na forma de como é construida a varidvel de saida do controlador. No
caso do controlador de Mamdani, a saida é construida por varidveis lingiiisticas, assim
como é a entrada deste controlador. Ja, no controlador de Takagi-Sugeno a saida do
controlador é uma funcao da entrada.

Os sistemas do tipo Takagi-Sugeno sao muito menos intuitivos do que os sistemas de
Mamdani. Entretanto, devido a existéncia de métodos tedricos para a analise de estabi-
lidade do sistema fuzzy do tipo Takagi-Sugeno [11], [16], [18], [25],[33], [35], esse método,
tornou-se muito utilizado. Os sistemas de Mamdani sao utilizados como uma “caixa pre-
ta” [37] e sofrem criticas devido a inexisténcia de um estudo analitico de sua estabilidade.
Neste trabalho enfocaremos exatamente o tema estabilidade de sistemas dinamicos obtidos
por meio de sistemas do tipo Mamdani.

As equacoes variacionais fuzzy tém sido usadas por distintos métodos. Algumas ten-
tativas de se contemplar subjetividade do tipo nao aleatdria jé foram propostas tais como
a derivada de Hokuhara, Inclusoes diferenciais e Extensao de Zadeh [26]. Nestes trés
métodos, o processo adotado para se estudar os sistemas variacionais é sempre derivado
de sistemas classicos deterministicos.

Os sistemas dinamicos p-fuzzy sao sistemas onde a dinamica nao se baseia em conceitos

formais de variacoes provenientes das derivadas ou de diferencas explicitas ou de inclusoes



diferenciais. Nos sistemas p-fuzzy a dinamica (processo iterativo) é obtida por meio de
um sistema baseado em regras fuzzy do tipo Mamdani.

Os sistemas dinamicos p-fuzzy tém sido utilizado por vérios autores, por exemplo: [7],
[13], [24], [28] e [39] com eficiéncia comprovada. Entretanto, mesmo tendo sua eficacia
comprovada, os sistemas p-fuzzy foram usados de modo empirico, devido a inexisténcia de
um estudo analitico de estabilidade deste tipo de sistema.

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo analitico da estabilidade local dos sis-
temas dinamicos p-fuzzy. Neste estudo, estabelecemos condigoes necessérias e suficientes
para existéncia de ponto de equilibrio para sistemas p-fuzzy unidimensionais e bidimensi-
onais e, formulamos condi¢oes para estabilidade deste ponto. Vimos que, para que haja
ponto de equilibrio é suficiente que ocorra uma mudanca de sinais na saida do controlador.

Este trabalho mostra ainda que para um sistema p-fuzzy, com uma base de regras fixa,
a estabilidade de um ponto de equilibrio esta ligada as fungoes de pertinéncia associa-
das a entrada e a saida do sistema baseado em regras fuzzy. Usamos como método de
defuzificagao da saida do sistema baseado em regras - o centro de massa.

Além dos diversos resultados matematicos encontrados, com demonstragoes rigorosas,
realizamos intimeros experimentos computacionais e obtivemos resultados que atestam a
veracidade de toda teoria matematica desenvolvida.

Acreditamos que os diversos exemplos com figuras que ilustram os resultados ma-
tematicos obtidos deixem o texto claro e sua leitura mais motivante. Apresentamos ainda,
algumas aplicagoes em Biomatematica onde podemos comprovar, em situagoes concretas,
a eficacia, versatilidade e robustez da teoria desenvolvida.

Este trabalho esta organizado como se segue.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos basicos da teoria de conjuntos fuzzy, légica
fuzzy, sistemas baseados em regras fuzzy do tipo Mamdani, definimos também sistemas p-
fuzzy de ordem n e comparamos o uso dos sistemas p-fuzzy ao uso das equacoes diferenciais
ordinarias.

No Capitulo 2, introduzimos os sistemas p-fuzzy unidimensionais, onde definimos, con-
junto viavel de equilibrio e ponto de equilibrio deste sistema. Estabelecemos condigoes
para existéncia e unicidade de ponto de equilibrio. Derivamos alguns resultados que serao
usados para extender esta teoria & sistemas p-fuzzy bidimensionais. Damos exemplos e
contra-exemplos dos resultados matematicos obtidos.

No Capitulo 3, apresentamos os sistemas p-fuzzy bidimensionais. Definimos regiao
viavel de equilibrio e ponto de equilibrio. Estabelecemos condigoes necessarias e suficien-
tes para existéncia de ponto de equilibrio. Demonstramos que é possivel separar sistemas
p-fuzzy bidimensionais em sistemas p-fuzzy unidimensionais, a fim de estudar a sua esta-

bilidade.



No Capitulo 4, fazemos a andlise de estabilidade de sistemas p-fuzzy unidimensionais
e bidimensionais. Obtivemos varios resultados matematicos para a estabilidade destes
sistemas e fizemos diversos experimentos computacionais que confirmam estes resultados.

No Capitulo 5, apresentamos algumas aplicagoes em Biomatematica - dinamica de
populacoes e epidemiologia.

Por fim, apresentamos as conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 1
Teoria de conjuntos fuzzy

Neste Capitulo vamos apresentar a teoria que julgamos necessaria para um bom en-

tendimento do nosso trabalho.

1.1 Conjuntos fuzzy

Na teoria classica de conjuntos, um subconjunto A de X é caracterizado por sua funcao

Ko — 1, se z€A
Aw = 0, se v¢ A

caracteristica,

isto é, um elemento x € X pertence ou nao pertence a A. Neste caso, podemos dizer que
a fronteira de A estd bem definida. Entretanto, em muitos casos nao é claro quando um
elemento = pertence ou nao ao conjunto A. Por exemplo, se A representa o conjunto dos
individuos altos. Podemos dizer que uma pessoa com 2,00m é alta, mas o que dizer sobre
uma pessoa com 1,80m ou 1,72m? Sao elas altas ou nao? Neste caso, dizemos que a

fronteira de A é subjetival[2].

Pensando em resolver questoes como estas, Em 1965 Lotfi A. Zadeh desenvolveu a
teoria dos conjuntos fuzzy [38]. Nesta teoria, um elemento pertence a um dado conjunto
com um grau de pertinéncia. Isto é, um conjunto A é caracterizado por uma funcao de
pertinéncia com valores em [0, 1]. No caso do exemplo acima, podemos usar a seguinte

funcao de pertinéncia para A (Figura 1.1),

0, se 0<x<15b
palx) = xaé“r’, se 1.5 <xr<2

1, se x> 2




e, neste caso, uma pessoa com 1, 8m, por exemplo, seria alta com grau 0,6 (Figura 1.1).

A4

06F——~—~—~——=—=-—=-=--7 Alto

= x(m)

NG Y

0 1,5 1.8

Figura 1.1: Funcao de pertinéncia do conjunto das pessoas altas.

Definicao 1.1. Seja X um subconjunto nao vazio. Um conjunto fuzzy A C X € caracte-
rizado por sua fungdo de pertinéncia pa : X — [0,1], onde pa(z) é interpretado como o

grau com que x pertence a A.

Definigao 1.2. Dizemos que um subconjunto fuzzy A C X € normal se existe x, € X tal

que pia(x,) = 1.

Observagao 1.1. Em nosso trabalho, usaremos indistintamente A ou p4 para indicarmos

a funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy A.

1.1.1 Operacoes com conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy, matematicamente estende a definicao de subconjunto classico,
pois basta tomar para funcao de pertinéncia de um subconjunto classico sua fungao carac-
teristica. A seguir vamos extender as principais operagoes sobre conjuntos classicos para

conjuntos fuzzy.

Definicao 1.3. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A funcao de pertinéncia da

intercessao de A e B € definida por:

pans () = min{pa(z), ()}, VeeX

Definicao 1.4. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A funcao de pertinéncia da unido
de A e B ¢ definida por:

pavs(x) = max{pa(z), pp()}, VeeX
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Figura 1.2: Fungao de pertinéncia do subconjunto AN B
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Figura 1.3: Fungao de pertinéncia do subconjunto A U B

1.1.2 Numero fuzzy

Defini¢ao 1.5. Dado a € [0,1] e U um subconjunto fuzzy de X, denominamos de a-nivel

do subcongunto fuzzy U, o subconjunto [U]* C X definido por:

i) [U°={z€ X;U(z) >0}, (a=0);
ii) [U]*={x € X;U(x) > a}, se a € (0,1].

Definicao 1.6. Seja U um subconjunto fuzzy de X, o suporte de U, o qual denota-se, por
supp(U), € o subconjunto de X cujos elementos tém grau de pertinéncia nao nulos em U,
isto €,

supp(U) = {x € X;U(z) > 0}.

Definigao 1.7. Um subconjunto fuzzy A C R é chamado de niumero fuzzy se satisfaz as

condicoes:
(1) [A]* # @, Va € [0,1];
(11) [A]* € um intervalo fechado, VYo € [0, 1];

(11i) O suporte de A é limitado.



O teorema seguinte mostra uma caracterizacao de numero fuzzy através de fungoes

mondtonas e continuas.

Teorema 1.1. A € um numero fuzzy se, somente se, existe um intervalo fechado [b,c| # &
ea,d € R tal que,
1, se x € [b, (]
Alx) =< f(x), sex € (—o0,b) ,
g(x), sex € (c,00)

onde f: (—o0,b] — [0,1] € continua a direita, crescente em |a,b] e tal que f(x) =0, para
r € (—00,a); g : [c,00) :— [0,1] € continua a esquerda, decrescente em [c,d] e g(x) = 0

para x € [d,00].

Demonstracao. Consultar [20].

A interpretacao geométrica de niimero fuzzy geral é dada na Figura 1.4.
JA)
] + f—I
/ |
|

g
AN

-»x

Figura 1.4: Interpretacao geométrica de nimero fuzzy

Em nosso trabalho suporemos que as funcoes f e g, no Teorema 1.1, sao continuas

como ¢ o caso dos numeros fuzzy triangulares e trapezoidais definidos a seguir.

Defini¢ao 1.8. Um nimero fuzzy A € dito triangular (Figura 1.5) quando sua funcgdo de

pertinéncia tem a forma,

0, sex<a
=2 sea<xz<b
Alz) = @ - coma<b<c.
2=¢  gobh<z<c
b—c’ —
0, sex>c

Defini¢ao 1.9. Um nimero fuzzy A € dito trapezoidal (Figura 1.6) quando sua fun¢do de



pertinéncia tem a forma,

0, sex <a

2 osea<x<b

Alz) = I, seb<z<c, coma<b<c<d.
i:j, seb<z<d
0, sex>d

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
l l l
| Il Il
a b c a b c d

Figura 1.5: Nimero fuzzy triangular Figura 1.6: Nimero fuzzy trapezoidal

1.2 Loégica fuzzy

Légica se refere ao estudo de métodos e principios do pensamento humano. A légica
classica trabalha com proposi¢oes que sao ou verdadeiras ou falsas e se baseia na teoria
classica de conjuntos. A légica fuzzy tem como base a teoria de conjuntos fuzzy e uma
proposicao fuzzy do tipo “Sex € A e y € B, Entao z ¢ C ou z é D” é falsa ou verdadeira
com um certo grau. No mundo real existem situacoes onde a dicotomia verdadeiro falso
nao é suficiente para representar a realidade. Nestes casos, a logica fuzzy é til, pois é
capaz de traduzir em termos matematicos as informagoes contidas em frases expressas em

linguagem natural.

1.2.1 Variaveis lingiiisticas

Variaveis lingliisticas sao variaveis cujos valores ao invés de nimeros sao palavras, cha-
madas de termos lingiiisticos. Cada termo lingiiistico corresponde a um conjunto fuzzy.
Por exemplo, se considerarmos a temperatura como uma variavel lingiiistica seus termos
poderiam ser: Muito baiza, Baiza, Média, Alta e Muito alta (Figura 1.7).

Formalmente, uma variavel lingiiistica é caracterizada pela quintupla (x, T'(z), U, G, M),

onde:

e U é o0 universo de discurso (dominio da varidvel lingiiistica);



\ M
; M. baixa Baixa Média Alta M. alta
0_5 70 75 30 50 > Temperatura

Figura 1.7: Variavel lingiiistica temperatura

e 1 é 0 nome da variavel;

e T é o conjunto dos termos lingiiisticos, onde cada termo é um ntumero fuzzy em U,
e (7 é uma regra semantica para gerar os nomes dos valores de ;

e )M ¢é uma regra semantica para associar cada valor ao seu significado.

No caso do exemplo dado acima para a variavel temperatura temos T={ Muito baiza,

Baiza, Média, Alta, Muito alta } , U = [-5,50].

1.2.2 Proposicao fuzzy e operadores max - V € min - A

Uma preposicao fuzzy é uma declaracao do tipo “Se z é A e y € B, Entao z ¢ C ou
z ¢ D”. Para traduzir matematicamente uma proposicao fuzzy é necessario traduzir os
conectivos e e ou. Para isso usamos os operadores t-norma e t-conorma os quais indicamos

por A e V e passamos a definir.

Definicao 1.10. Dizemos que o operador bindrio A : [0,1] x [0,1] — [0,1] € uma t-norma

se satisfaz:
i) Comutatividade: © Ny =y A x;
ii) Associatividade: x N (y A\ z) = (x ANy) A z;
iii) Monotonicidade: Se x <y ew < z entao x ANw < y A z;
iv) Condigoes de fronteira: ONx =0 e 1 ANz =x;

Definicao 1.11. Dizemos que o operador bindrio V : [0, 1]x[0,1] — [0, 1] é uma t-conorma

se satisfaz:

i) Comutatividade: xV y=yV x;



it) Associatividade: xV (yV z) = (x Vy)V z;
iii) Monotonicidade: Se x <y ew < z entao xVw <yV z;
iv) Condigoes de fronteira: 0OV =x elVa=1;

Proposigao 1.1. Se A, B e C sao subconjuntos fuzzy entao os operadores maz e min sao

associativos e comutativos, isto €:
i) min{max{A, B},max{A,C}} = max{A,min{B,C}};
ii) max{min{A, B}, min{A,C}} = min{A, mazx{B,C}};
Demonstracao. Para demonstragao desta Proposi¢ao consultar [38].

Proposicao 1.2. Seja f(z,y) = min{C(y), D(x)} e suponhamos que C' seja derivdvel em

Y, e D derivdvel em x, entdo:
i) G (@0, 90) = C'(o), s Clyo) < D(x,);
it) g—i(xo,yo) =0, se C(y,) > D(x,).
i) L(20,40) = D' (20), s¢ Clyo) > D(w,);
iv) g—i(ajo,yo) =0, se C(y,) < D(x,).

Demonstracao Temos que,

h—0 h

= g_:q];(xo, yo) _ }lllf(l) min{c(yo + h)v D($o)f}L B min{c(?/o)v D(xo)} (11>

Se tivermos C(y,) > D(z,) entao C(y, + h) > D(x,) para h suficientemente préximo de 0

(pois a fungao C' é continua). Dai por (1.1) tem-se,

8_f($07 yo) — lim D(mO) — D(xO)

Jy h—0 h =0

Se, por outro lado, tivermos C(y,) < D(z,) entao por (1.1) tem-se,

of o
a_y(xoa yo) - }ILE%

C(yo + h}z _ C(yo) _ C’(yo)

Os items iii) e iv) demonstram-se de modo andlogo.

Observacao 1.2. Quando (x,,y,) € tal que C(y,) = D(z,) possivelmente nao existem as

derivadas parciais neste ponto.
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1.3 Sistemas baseados em regras fuzzy

Sistemas baseados em regras fuzzy sao conceitualmente simples [17]. Tais sistemas
consistem basicamente de trés estdgios (Figura 1.8) : um estdgio de entrada-fuzificador,
um estagio de processamento, composto por uma base de regras fuzzy e um método de
inferéncia e um estagio de saida - defuzificador.

Supondo que R™ é o universo de discurso, entao dado xz, € R™ o fuzificador

v
( Fuzificador )

Xo

Base de Meétodo
regras de

fuzzy inferéncia

(Defuzificador )
Yy

Figura 1.8: Esquema de um sistema baseado em regras fuzzy.

transforma x, em um conjunto fuzzy, z, € F(R"). Normalmente isto pode ser feito
simplesmente tomando Z, como a imagem da funcao caracteristica de z,, isto é, a imagem

de:
1, se a=ux,

:i"o(a):{(), se a# x,

O estagio de processamento é o nicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base de

regras ¢ uma sentenca do tipo:
Se “Condicao” Entao “Acao”

Normalmente estas sentencas sao ligadas por conectivos: E, OU e NAO. O método
de inferéncia traduz estas regras matematicamente, por meio de t-norma e t-conormas,
gerando para cada regra uma saida. A combinacao destas saidas gera uma saida fuzzy do
sistema, y € F(R").
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Figura 1.9: Sistema baseado em regras fuzzy com duas entradas e uma saida.

O método de inferéncia mais utilizado é o MAX-MIN, onde adota-se a t-norma A
(minimo) para modelar o conectivo F e a t-conorma V (maximo) para agregar as regras
fuzzy da base de regras. Normalmente sistemas do tipo Mamdani usam o MAX-MIN como
t-normas e t-conormas [2].

A defuzificagdo é um processo de escolha de um elemento y € supp(y) tal que y seja
capaz de representar o conjunto fuzzy y. Existem vérios métodos de defuzificacao descritos
na literatura, o mais utilizado é o centro de gravidade [17].

A Figura 1.9 ilustra um controlador fuzzy com duas variaveis de entrada e uma varidvel
de saida, usando o método de inferéncia MAX-MIN e como defuzificador o método do
centro de massa.

Na Figura 1.9 pode-se observar que dado x, € supp(A;) N supp(As) e y, € supp(Bi) N
supp(Bs) para cada regra i = 1,2 é obtida uma saida, C;'(z) = (Ai(z,) A Bi(yo) A Ci(2)).
Dai, obtém-se o subconjunto fuzzy § = C;' V C5'. E, com a defuzificacao de ¢ obtém-se
o numero ¥y, o qual é a abscissa do centro de massa da regiao limitada pela funcao de

pertinéncia de 7.
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1.4 Sistemas p-fuzzy

Um sistema p-fuzzy em R™ é um sistema dinamico discreto,

Tp1 = F(zy)

onde a fungao F' é dada por F(zy) = zx + A(zy), a condigao inicial x, € R, é dada, e a
variacdo A(zy) € R™ é obtida por meio de um sistema baseado em regras fuzzy. Em nosso
estudo usamos o método de inferéncia de Mamdani, ou seja, trabalhamos com sistemas
baseados em regras fuzzy do tipo Mamdani.

A arquitetura de um sistema p — fuzzy pode ser visualizada na Figura 1.10.

Sistema baseado
X, Ax

1

k
em regras fuzzy

Modelo Matemdtico
X, =X, LA
T e

Figura 1.10: Arquitetura de um sistema p-fuzzy.

1.4.1 Sistemas p-fuzzy e as equacoes diferenciais

Motivados pelo grande sucesso de Newton com suas:  “Fquacoes do movimento”,
varios cientistas passaram a acreditar que tudo no universo poderia ser descrito por sis-
temas deterministicos e, qualquer parte do sistema poderia - em principio - ser previsto a
partir do conhecimento exato do seu estado inicial [9]. Com este pensamento, as equagoes
diferenciais tornaram-se a ferramenta mais utilizada para modelagem de problemas reais
no século XV III e comeco do século X7X.

No entanto, mesmo quando é possivel modelar, depois de formulado um modelo, re-
solve-lo é algo quase sempre impossivel do ponto de vista analitico, como assinalou Ian
Stewart: “Montar as equagoes € uma coisa, resolvé-las € totalmente outra” [9]. Dali, os
métodos numéricos passam a ser a Unica esperanca de uma solucao, aproximada, para o
modelo.

Modelar é uma tarefa dificil, pois depende de conhecimento prévio do problema [4], e
normalmente o que se tem sao informagoes imprecisas. Nestes casos achamos improvavel,
se nao impossivel, dizer que uma funcao definida por uma determinada lei matematica,
seja capaz de modelar o problema em questao. Nestes casos, ao invés de equacoes diferen-

ciais, sugerimos uma funcao dada por uma base de regras, isto é um sistema p-fuzzy.
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Para fazer uma analise comparativa entre as equacoes diferenciais e os sistemas p-fuzzy

vamos considerar, em detalhes, o modelo logistico classico,
de _
{ a = orl=5) (1.2)

o qual tem por solucao tunica, a curva

T, K
T, + (K —x,)e ot

z(t) =

Para obter o sistema p-fuzzy utilizaremos as variaveis lingiiisticas: populacao e variagao.
A varidvel populacao serd a varidvel de entrada (Figura 1.11), definida pelos termos
lingiiisticos: Baiza(B), Média Baiza(MB), Média(M), Média Alta(MA), Alta(A) e Altissi-
ma(AL) e a varidvel de saida, variagao (Figura 1.12) serd definida pelos termos lingiiisticos:
Baiza Negativa(BN), Baiza Positiva(BP), Média Positiva(MP) e Alta Positiva(AP).

MA

Pertinéncia

(o] 50 100 150 200 250 300
Populagcao

Figura 1.11: Variavel de entrada: Populacao.

Pertinéncia

—1 —Of5 6 0i5 ‘; 1f5 é 2.5
Variacao
Figura 1.12: Variavel de saida: Variacao.

A base de regras depende do fendmeno estudado. Para este caso propomos a seguinte
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base de regras:

—_

. Se populacao é baira entao variacao é baiza positiva;

\)

. Se populacao é média baira entao variagao é média positiva;
3. Se populacao é média entao variacao € alta positiva;

4. Se populacao é média alta entao variacao é média positiva;
5. Se populacao é alta entao variagao é baira positiva;

6. Se populacao é altissima entao variacao é baiza negativa;

As solucoes: classica e p-fuzzy podem ser vistas na Figura 1.13. Para solucao classica
utilizamos K = 234.714951, zo = 12.7945 e a = 0.02232, em (1.2). Observe que as
solucoes sao muito “parecidas”. Isto é, com um sistema p-fuzzy simples podemos simular
algo que na literatura é descrito por um modelo determinitico de equacoes diferenciais.

Uma observacao interessante é que o método p-fuzzy pode auxiliar no célculo dos
parametros de um modelo classico associado. Podemos utilizar o método p-fuzzy para
obter os parametros para o modelo classico, por exemplo, através de um ajuste de curva
(30].

250

:
— p-fuzzy
classico

200

Populagédo
@
o

—_
o
o

50

0 100 200 300 400 500 600
Tempo

Figura 1.13: Graficos: modelo logistico com K = 234.71 e a = 0.022 e modelo p-fuzzy.

De qualquer forma, a importancia maior do modelo p-fuzzy ¢ quando nao se tém
possibilidade de avaliar certos parametros ou quando as varidveis estao carregadas de

subjetividades.
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Capitulo 2
Sistema p-fuzzy unidimensional

Neste capitulo, vamos abordar os sistemas p-fuzzy unidimensionais. Inicialmente apre-
sentaremos as defini¢oes e os resultados matematicos que julgamos necessarios para o
bom entendimento deste capitulo. Em seguida apresentaremos teoremas que garantem a
existéncia e dao condigoes para unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy.

Também apresentaremos exemplos e contra-exemplos que ilustram a teoria desenvolvida.

2.1 Definicoes preliminares

Definicao 2.1. Dado um sistema p-fuzzy unidimensional,

{ Try1 = F(xy) (2.1)

z, dado e xj, € R

F(xp) = zp + A(zy), dizemos que x* é um ponto de equilibrio de (2.1) se F(z*) = z* <~
A(z*) = 0.

Definicao 2.2. Seja {A;}1<i<k uma familia finita de subconjuntos fuzzy normais associ-
ados a uma varidvel lingiistica x. Dizemos que {A;}1<i<k € uma familia de subconjuntos

fuzzy sucessivos (Figura 2.1) se,
i) supp(A;) N supp(Aiv1) # D, para cada 1 < i < k;
i) ﬂj:m.” supp(A;) possui no mdzimo um elemento para cada 1 < i <k —1;
i) Uy, supp(Ai) = U, onde U € o dominio da varidvel lingiiistica x;

i) dados z1 € supp(A;) € z3 € supp(Aii1), se Ai(z1) =1 e Aip1(22) =1 tem-se z1 < 2
para cada 1 <1 < k.
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Figura 2.1: Familia de subconjuntos fuzzy sucessivos.

Definigao 2.3. Consideremos o sistema p-fuzzy (2.1) e uma familia de subconjuntos fuzzy
sucessivos {A;<i<k. Se para algum 1 < i < k, 21,20 € supp(A; U Aj1), Az e Az
possuem sinais contrdrios, entio o subconjunto dado por: supp(A*), A* = A; N Ajyq, €

denominado conjunto vidvel de equilibrio do sistema p — fuzzy (2.1) (Figura 2.2).

G X % G

Figura 2.2: Conjunto viavel de equilibrio.

Um sistema p-fuzzy depende do tipo de sistema fuzzy associado a ele. Isto é, da base
de regras, do método de inferéncia e do método de defuzificacao utilizado. Na Definicao
2.3, variagoes com sinais contrarios significa que o sistema p-fuzzy estd associado a um

sistema fuzzy cuja a base de regras é do tipo:
Ry: Se x é A; Entao A(z) é C
Ry: Se x é A,y Entao A(zx) é D.

onde supp(C) C R~ e supp(D) C Rt ou vice e versa.

Definigao 2.4. Seja A uma regiao limitada pela fungao continua y = f(x), as retas x = a

ex =b e pelo eixo v (Figura 2.3). O centro de gravidade ou centrdide de A é o ponto
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(7,5) onde,

Figura 2.3: Interpretagao geométrica do centro de gravidade.

Na teoria de sistemas fuzzy, usualmente centréide se refere apenas a abscissa do ponto

(Z,7y). Portanto estaremos particularmente interessado em 7.

2.2 Defuzificacao da saida do sistema fuzzy

Consideremos agora o sistema p-fuzzy associado ao sistema fuzzy de Mamdani (Figu-
ra 2.4). Seja supp(A*) = [c1, o], A* = A; N Aiq, um subconjunto vidvel de equilibrio do
sistema p-fuzzy. Para facilitar a notacao indicaremos por r a funcao de pertinéncia de A;,

por s a funcao de pertinéncia de A; 1,

2 = xesr%prgAi){r(:v) =1} e 29 = Iesgpa(wjiﬂ){s(x) =1},
e por f e g as respectivas fungoes de pertinéncias das saidas associadas a A; e A;,1.
Nestas condigoes, indicaremos este sistema p-fuzzy por (r,s) — (g, f), afim de expli-
citar qual sistema fuzzy esta associado ao sistema p-fuzzy.
Dado z € supp(A*), Az é a curva que limita a regiao R (Figura 2.4). Ao valor defuzi-
ficado de Az (veja Figura 2.4), pelo método de defuzificagao centro de gravidade (usando

a Definigao 2.4), indicaremos por A(x) e definimos:

fbf_l(m) tf(t)dt + ffﬂ(m) mitdt + fog_l(n) ntdt + fgafl(n) tg(t)dt
Jo g7t )dt — [ f1(t)dt

Az) = (2.2)
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‘ ‘
' Ri: Se x ér Entio A(x)¢ 8, fi

|
i Ry: Se x és Entio Mx)é [

Ax

PRl

S ) 0 gl(n) a

Figura 2.4: Processo de inferéncia de Mamdani de um sistema (7, s) — (g, f).

onde (n,m) = (r(z),s(x)). A Equagao (2.2) ainda pode ser reescrita por:

onde,

hi(n) = /Ogl(n) ntdt + /a tg(t)dt (2.3)

~1(n)

ho(m) = /b T e+ /f R (2.4)

~1(m)

A(m,n) = /0 "Bt — /O R (2.5)

Observe que A(m,n) é a area da regiao R, onde optamos por escrevé-la em func¢ao das

funcoes inversas de f e de g.

2.3 Preliminares matematicos

Nesta secao vamos apresentar os resultados matematicos necessarios para o bom en-
tendimento do restante do capitulo. Os resultados que seguem se referem ao sistema do
tipo (r,s) — (g, f) da Figura 2.4. Para todos os resultados do restante deste Capitulo

suporemos que as funcao r, s, f e g sao continuas.

Lema 2.1. A fungao hy (2.3) € crescente e sua imagem € dada por, Im(hy) = [0, ["tg(t)dt].
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Demonstragao. Como g é continua em [0, a] (portanto, limitada, o que implica que

g~! é limitada) entao a funcao h; é derivavel, e,

) ( /Og—l(n> ntdt)/+ < /g al(n) tg(t)dt>’

usando as propriedades de derivadas,

g1 (n) 971(n) ! g=(n)
B (n) = / tdi +n / wt | — / tg(t)dt
0 0 a

usando a Regra da Cadeia e o Teorema Fundamental do Célculo obtém-se

!/

g t(n)
hi(n) = /0 tdt +ng~'(n)(g~")'(n) —ng~"(n)(g~")'(n)

donde,
g1 (n) -1 2
h’l(n):/ tdt:WMJ.
0

e, portanto h; é crescente.

g~ 1(0) a a
7 (0) = /O Otdt + / tg(t)dt — / tg(t)dt = 0
g a

~1(0)

g (1) a a
ha(1) = /0 bt + / tg(t)dt — /0 to(t)dt.
g

(1)

Agora,

Logo Im(hy) = [0, [, tg(t)dt].
Lema 2.2. A fungdo hy é decrescente e sua imagem é dada por, Im(hy) = [fbo tf(t)dt,0].

Demonstragao. Basta verificar que hh(m) = — (f_lém))2 < 0.

Lema 2.3. Seja ¢ : [ = [dy,ds] — R uma funcao de classe C?. Se ¢'(z) > 0,V z € (dy,dy)
e ¢(dy) <0, entdo ¢ possui no mdximo uma raiz em I.

Demonstracgao. Suponhamos que existam 21, 25 € I (21 < 29) tal que ¢(z1) = @(2z2) =
0. De ¢"(z) > 0, temos que ¢ nao é constante. Dai, pelo Teorema de Rolle, 3 ¢ € (21, 22)
tal que ¢'(¢c) = 0 = ¢ é ponto de minimo, pois ¢”(c) > 0. Mas, ¢(d;) < 0 = ¢(c) > 0.
Como ¢ é continua 3 z, € (z1, 22) tal que ¢(c) > ¢(z,) > 0, Absurdo! Logo ¢ tem no

MAaximo uma raiz.

Lema 2.4. Seja ¢ : I = [dy,dy] — R uma fungao de classe C*. Se ¢"(z) <0,V ze I e

o(dy) > 0, entdao ¢ possui no mdrimo uma raiz em I.
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Demonstragao. Analoga a demonstracao anterior.

Considerando ainda o sistema p — fuzzy (r,s) — (g, f) da Figura 2.4, suponhamos
que g(t) > f(-t), YVt € D, = [0,a] ¢ —t € Dy = [b,0], entdo @ > —b. De fato: se
a<—-b = —a& Dyecomo g(t) > f(—t),Vt € Dye —t € Dy entao 0 = g(a) > f(—a) >0

o que é um absurdo!

Observacao 2.1. Usamos Dy, e Dy para representar respectivamente: supp(ﬁ) NRT e

-~

supp(A) NR™.

Lema 2.5. Se g(t) > f(—t), V t € [0, —b] entdo g~ *(k) > —f~1 (k) V k € [0,1].
Demonstragao. Trivial (ver Figura 2.5) .

Lema 2.6. Se g(t) > f(—t), Vt € [0, —b] entdo para m,n € [0,1] com m < n tem-se,

NPECESHE N

Demonstracao. Seja H(m,n) = hi(n)+he(m), é suficiente mostrarmos que H(m, n) >
0, pois A(m,n) > 0. Vamos mostrar inicialmente que dado k € [0, 1] tem-se H(k, k) > 0,
para isto consideraremos dois casos.

Suponhamos primeiro que k € [0,1] é tal que g~ (k) < —b. Temos que,

/
1

b k) 0 —f‘f(k)> -b a

g (k)

Figura 2.5: Saida do sistema p-fuzzy com g(t) > f(—t).

g (k) a 1K) 0
H(k, k) = hi(k) + hao(k) = / ktdt +/ tg(t)dt + / tf(t)dt + / ktdt
0 g~ 1(k) b f=1(k)
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Usando o Lema 2.5 tem-se fo ') ktdt = fo ktdt + fg k) ktdt entao,

—f7H (k) g (k) a F71 (k) 0
H(k, k) :/ ktdt+/ ktdt+/ tg(t)dt+/ tf(t)dt+/ ktdt
0 —f71(k) g7 (k) b F=1(k)

(2.6)
Como foff_l(k) ktdt = — f)?,l(k) ktdt entao de (2.6),
g~ (k) a I k)
H(k, k) = / ktdt + / Lg(t)dt + / L (t)dt (2.7)
—F1(k) g~ k) b
Temos que fbf tF(t) — [ g EF (= fg (k g Lf(=t)dt — fgj(k) tf(—t)dt,

pois g71(k) < —b. Substituindo este resultado em (2.7) tem se,

9= (k) a g1 (k) b
H(k, k)—/ ktdt+/ tg(t)dt—/ tf(—t)dt—/ tf(=t)dt  (2.8)
—f1(k) g1 (k) —f1 (k) 9~ (k)

Podemos reescrever (2.8) da forma,

—b

dt — —t)d 2.9
o [ e e

~H(k)

a

H(k,k:):/g_ " [k;t—tf(—t)]dt+/

—f1(k) -
Como a > —b de (2.9) tem-se,
H(k, k) = /gl(k) [kt —tf(—t)]dt + /_b [tg(t) —tf(—t)]dt + /a tg(t)dt (2.10)

—f1(k) g7 (k) b
Como Vt € [0,—b] tem-se k > f(t) = f(—t) & kt —tf(—t) > 0 e do Lema 2.5 tem-se
tg(t) — tf(—t) > 0 entao todos os termos de (2.10) sao positivos, portanto: H(k, k) > 0.
Se dado k € [0, 1] tivermos g~!(k) > —b a demonstragao é andloga. Entao, em qualquer
caso, tem-se:
H(k,k)>0 (2.11)

Dados m,n € [0,1], m < n temos de (2.11) que hi(m) + ha(m) > 0 < —ha(m) < hy(m).
Como h; é crescente tem-se —ha(m) < hy(m) < hy(n). Logo H(n,m) >0 = A(x) > 0.

Lema 2.7. Se g(t) < f(—t), Vt € [0,a], e m,n € [0,1] m > n entao H(n,m) < 0.
Demonstragao. De modo analogo a demonstracao do Lema 2.6.

Observagao 2.2. Observe que o Lema 2.6 mostra que se g(t) > f(—t) entdo x* & [c1, 2o,
pois x* € [c1,2,] & m < n. Jd o Lema 2.7 mostra que se g(t) < f(—t) entdo * & [2,, 2],
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Pois T* € (24, 2] & m > n.

2.4 Existéncia de ponto de equilibrio

Agora enunciaremos e demonstraremos um teorema que garante a existéncia de ao
menos um ponto de equilibrio para cada regiao de equilibrio de um sistema p-fuzzy. Para

isso, ainda usaremos a Figura 2.4 para motivar os resultados apresentados nesta secao.

Teorema 2.1. (Eristéncia) Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e supp(A*) # @
um conjunto vidvel de equilibrio de S. FEntao, supp(A*) possui ao menos um ponto de
equilibrio. Isto é, Ix* € supp(A*) tal que A(z*) = 0.

Demonstracao. Dado x € supp(A*), pela Definigao 2.1 = é ponto de equilibrio se, e
somente se,

Se r(c1) = 0 entao
A(cr) = hi(r(c1)) + ha(s(er)) = ha(0) + ha(0) = 0,

e, portanto ¢; é ponto de equilibrio. Se s(c2) = 0 tem-se A(cg) = 0 donde ¢y é ponto de
equilibrio. Suponhamos que r(¢;) > 0 e s(cz2) > 0. Como s(c1) = 0, entao, do Lema 2.1 e
Lema 2.2 hy(r(c1)) > 0 e ha(s(c1)) = 0. Dali,

A(Cl) = hl(T(Cl)) + h2<8(01>> = hl(T(Cl)) > 0.

Analogamente,

ACQ) = hl(T(CQ)) + hg(S(Cg)) = hg(S(Cg)) < 0.

Como A é continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio 3z* € [c1, ¢o] tal que A(z*) =

0 = x* é ponto de equilibrio.

Observacao 2.3. Se considerarmos no Teorema 2.1, ao invés de S do tipo (r,s) — (g, f),
um sistema do tipo (r,s) — (f,q), o resultado seria andlogo. Isto €, dado wm conjunto

vidvel de equilibrio supp(A*), existe um ponto de equilibrio * € supp(A*).

2.4.1 Determinagao do ponto de equilibrio - saida simétrica

Quando a variavel de saida do sistema fuzzy esta associada a fungoes simétricas, o

ponto de equilibrio de um conjunto viavel de equilibrio é tinico. Exceto em casos extremos
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(veja Observagao 2.4). Senao vejamos,

Proposicao 2.1. Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e supp(A*) # & um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se f e g sao fung¢des mondtonas e simétricas, isto é f(t) = g(—t),

entdo um ponto de equilibrio de S é:

r*=rNs= max [min(r(x),s(x))].
zE€supp(A*)

Demonstracao. Como f(t) = g(—t) entdo f(—a) = g(a) =0 = f(b) = b = —a,
pois f é mondtona. Temos ainda que, f(t) = g(—t) = g ' (f(t)) = -t = —f 7}

7 y) =—97'(v).
Entao, A(z,) = 0 se, somente se, hy(n) = —hg(m). Como b = —a, da Equacao (2.4),

f=t(m) 0
ha(m) = / LF(E)dt + / mtdt
—a f=1(m)
fazendo a mudanca de variavel u = —t tem-se,

—f~t(m)
ho(m) = / uf(—u)du + /0 mudu =

—f=t(m)
g1 (m) 0
= hay(m) = / ug(u)du —i—/ mudu = —hy(m).
a g~ (m)
Isto é, hy = —hy. Daf, hl(n) = —hg(m> s hl(n) = hl(m) S m=n (pOiS hy é

crescente - Lema 2.1 ), portanto z* = r N s.

Observagao 2.4. Observemos que se tivermos r(cy) # 0 e s(c2) # 0 entdo z* =rNs é
0 unico ponto de equilibrio do sistema. Além disso, se o sistema S for (r,s) — (f,g) o

resultado da Proposicao 2.1 é o mesmo.

2.4.2 Exemplo - saida simétrica

Consideremos um sistema p-fuzzy onde x é a variavel de entrada definida pela familia
de numeros fuzzy sucessivos (Figura 2.6): B, MB, M, MA, A e AL. A variavel de saida,
Dz (Figura 2.7) é definida pelos nimeros fuzzy: BN, BP, MP e AP.

Para base de regras consideremos:
1. Se x é Bentao Dx é BP,

2. Se x é MB entao Dx é MP;
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M MA A AL BN BP MP AP

Pertinéncia
Pertinéncia

o 50 100 150 200 250 300 -1 —0.5 o 0.5 1 1.5 2 2.5
x

Figura 2.6: Variavel de entrada: z . Figura 2.7: Variavel de saida: Dx.

3. Se x é M entao Dx é AP,
4. Se v é MA entao Dx é MP;
5. Se x é A entao Dz é BP;
6. Se x é AL entao Dz é BN;

Como BP e BN sao tais que supp(BP) C RT e supp(BN) C R~ observe, pelas regras
5 e 6, que supp(A*), A* = AN AL, é um conjunto viavel de equilibrio. Os numeros fuzzy
BP e BN sao simétricos (Figura 2.7), entao pela Proposi¢ao 2.1 o ponto de equilibrio é a
interseccao entre as funcoes de pertinéncias de A e AL. De fato, indiquemos as funcoes de

pertinéncias de A e AL respectivamente por r e s. Entao, na regiao de interesse tem-se,

35

2 (200-2)?  se 242.5 <z < 260

{ 1 -2 (2200)% e 225 < o < 2425
r(z) =

35

— 2 (220)? e 2425 < 1 <260

9 (2=225)2 295 < ¢ < 242.5
s<x>:{1( ), s 25<as

Resolvendo a equagao r(x) = s(x) tem-se o ponto de equilibrio z* = 245.5882, o que
confere com os experimentos numéricos dado na Figura 2.8. Pode-se observar a solucao

do sistema p-fuzzy com z, = 200 convergindo para z*.

2.5 Unicidade do ponto de equilibrio

De posse da teoria matematica apresentada anteriormente podemos agora tratar da
unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional. Vamos enunciar
e demonstrar teoremas que estabelecem condigoes suficientes para unicidade do ponto de
equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional.

Nesta secao vamos supor que as regioes de equilibrios sao tais que r(c1) # 0 e s(cg) # 0,
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lteracéo
Figura 2.8: Solucao do modelo p-fuzzy - saida simétrica, x, = 200.

para facilitar a notagao. Além disso, quando temos 7(c¢;) = 0 ou s(cz) = 0 pode nao haver

unicidade de ponto de equilibrio. Vamos dividir este problema em dois casos. Sejam

z1= min {r(z)=1 e 2o = max s(x) =11}
1 Iesupp(Ai){ (z) =1} 2 wewpp(AM){ (z) =1}

Suponhamos inicialmente que o conjunto vidvel de equilibrio é tal que ¢; > 21 e ¢co < 2y

(Figura 2.9), isto é, temos supp(A*) C [z1, z2]. Neste caso,

A

Figura 2.9: Conjunto viavel de equilibrio.

Teorema 2.2. Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e supp(A*) # & um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se as funcoes r e s sao mondtonas por partes e A* € tal que

c1 > 21 e cy < zo entdo, existe um unico ponto de equilibrio em supp(A*).
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- = A
by b, 0 q a4 *

Figura 2.10: Saida onde f e g sao mondtonas por partes

Demonstracao. Dado um = € supp(A*) temos que,
A(z) = hi(n) 4+ ha(m) = hu(r(x)) + ha(s(z)).
Usando os Lemas 2.1 e 2.2 e a regra da cadeia temos que a derivada de A é dada por,

P ) ) o.12)

Como, em [cy, o], 7 é ndo crescente e s é nao decrescente entao r'(x) < 0 e s'(x) > 0 e,
além disso, se ’(x) = 0 tem-se s'(x) # 0 e se s'(x) = 0 tem-se 7’(x) # 0. Entao, de (2.12),
A'(z) < 0 o que mostra que A é decrescente. Como, pelo Teorema 2.1, existe um ponto

de equilibrio em supp(A*), ele ¢é tnico.

Observagao 2.5. Se no Teorema 2.2 tivéssemos f e g mondtonas por parte (Figura 2.10)

ainda assim teriamos um unico ponto de equilibrio. Basta observar que neste caso teriamos

91 ' (n) g5 ' (n) az
hi(n) :/ tgl(t)dt+/ ntdt+/ tgo(t)dt (2.13)

a1 97 ' (n) 95" (n)

fitm) f5 1 (m) ba
f

by fiH(m) 5 (m)

donde obtém-se,

Mi(n) = 2 {13 ) o7 ()]} > 0, pois g7 (n) < g5 (n)

Tz _ o _
hy(m) = 5 {Lfs"(m)]" = [fT ()]} <0, pois fi7(m) < fy(m)
Observacao 2.6. Em sistemas p-fuzzy unidimensionais, relacionados a fenomenos bi-
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ologicos, nao acreditamos ser necessdrio usar varidvel lingtistica de saida associada a
fungoes mondtonas por partes. No entanto, vamos utilizd-las em sistemas bidimensionais

no capitulo sequinte

Observacgao 2.7. Pelo Teorema 1.1 temos que, ser e s sao numeros fuzzy, r e s satisfazem

o Teorema 2.2.

2.5.1 Exemplos - unicidade de ponto de equilibrio para saidas
nao simétricas

Vamos apresentar dois exemplos, sendo que ambos possuem a mesma variavel lingtiistica
de entrada (Figura 2.11) e varidveis lingiiisticas de saidas diferentes (Figuras 2.12 e 2.13).
Consideremos também a mesma base de regras, dada no exemplo 2.4.2. No exemplo 1
(Figura 2.12) a fungao de pertinéncia de BN, f é tal que f(t) < g(—t), onde g é a fungao
de pertinéncia do conjunto fuzzy BP. No exemplo 2 (Figura 2.13) temos f(t) > g(—t).

A AL

o
]

Pertinéncia
o
()

o
IS

0.2

o 50 100 150 200 250 300

Figura 2.11: Variavel lingiiistica de entrada do sistema p-fuzzy.

A intercessao entre as fungoes de pertinéncias dos conjuntos fuzzy associados a va-
ridvel de entrada, A e AL é x, = 243,076. Observe que no exemplo 1 o ponto de
equilibrio (Figura 2.14) é dado por 2} = 259,551 > z, e no exemplo 2 (Figura 2.15)
tem-se x5 = 215,702 < z,. Ou seja, temos z] > z, € 2, > x5. O que esta em conformidade
com os Lemas 2.6 e 2.7.

Vamos mostrar a seguir alguns resultados que permitem estabelecer condigoes sufici-
entes para a unicidade de ponto de equilibrio. Consideraremos o caso em que o conjunto
vidvel de equilibrio, supp(A*), pode nao ter o comportamento descrito anteriormente, isto
é, pode-se ter ¢; > 21 ou ¢y < 2o.

Subdividimos este caso em duas secoes. Inicialmente consideremos o caso em que

g(t) > f(=1).
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Figura 2.12: Exemplo 1: f(t) < g(—t).

280

‘__‘ X* = 259,551 __‘ X* :‘215,702
270 b 270 1
260 - 260
250 250
x 2401 < 2401
230 230
220 220
210 210
2000 56 1 E)O 1 éO 260 250 360 350 460 45( 2000 5‘0 1 60 1 E‘SO 260 250 360 350

lteracao

Pertinéncia

BN BP mMP AP

Figura 2.13: Exemplo 2: f(t) > g(—t).

280

lteracao

Figura 2.14: Exemplo 1: solugoes do modelo Figura 2.15: Exemplo 2: solucoes do modelo
p-fuzzy com x, = 200 e z, = 280. p-fuzzy com x, = 200 e z, = 280.

2.5.2 Caso 1: g(t) > f(—t)

Teorema 2.3. (Unicidade) Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e supp(A*) # & um
conjunto vidvel de equilibrio de S. Se as funcoes r, s, f, g € C*; r e s sdGo mondtonas por

partes, [ e g estritamente mondtonas, tais que:
(1) g(t) > f(=t), ¥t € (0,-b);
(ii) 55

(111) [iigi”/ <0,V z € (2,02), r() # s(z).

Entao S possui um unico ponto de equilibrio, x* em supp(A*), e x* € (z,, ca].

3 o o
<%, VpeDys qeDy e f(p) > g(q);

Demonstracao. Inicialmente, observemos que dado x € (z,, 2] (Figura 2.4), x de-
termina um tnico par (n,m) € [0,1]? tal que n = r(x) e m = s(x). Pela monotonicidade

de r, temos que para cada n € [0,7(z,)) existe um unico m € [0,1] tal que n = r(z) e
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Figura 2.16: Funcao h; e hs. Figura 2.17: Funcao &, 01 e 0s.

m = s(z). Ou seja, cada par (n,m) nestas condi¢oes, determina um dnico x € (z,, ca].
Pelo Teorema 2.1 existe um ponto de equilibrio z* € [c1, ¢a2] = [c1, 20] U (20, c2]. Dado
x € [c1,2,) = m = s(x) < n=r(z). Entdo, pelo Lema 2.6 * & [c1, 2,] = = € (2,, Ca).
Ou equivalentemente, existe um tnico (n*, m*) com n* € [0,7(z2,)) tal que H(n*,m*) = 0.
Como para cada n € [0,7(z,)), existe um tinico m € [0, 1] tal que n = r(x) e m = s(x),
entdo podemos definir uma funcao ds : [0,7(z,)) — [0, 1] tal que m = ds(n) (Figura 2.17).
Observe também que dy é continua, pois r e s sao continuas [23]. Utilizando a regra da

cadeia, a derivada de d, é dada por:

8y (n) = igg W §1(n) <0, Vn € D, (2.15)

Pelo Lema 2.1 e Lema 2.2, h; e —hy s@o crescentes e pela condigao (i), segue que (Figu-
ra 2.16):

/a tg(t)dt > — /0 L)t < h(1) > —hs(1)

Entdo, dado n € [0, hy'(—hy(1))], existe um tnico m € [0,1] tal que hy(n) = —hy(m) <
hi(n) + ha(m) = 0. Dai, pode-se definir uma fungao injetiva &, m = £(n) (Figura 2.17) tal
que,

H=(0) = {(n,m);m = &(n)},
onde H : [0,k (—ha(1))] x [0,1] — R é dada por H(n,m) = hi(n) + ha(m).

Como j& vimos (Lema 2.1) que Z£ = pj(n) = M > 0 e (Lema 2.2) 2% =
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hiy(m) = —w < 0 entao, pelo Teorema da Fungao Implicita ([23], pg.160), £ é k

vezes diferenciavel e, além disso:

dhy ~1(n) 12
&(n)= -2 = L?_l((m))} >0, ¥n € (0,h;'(—ha(1)),m € (0,1) e m = &(n)  (2.16)

Logo, £ é uma fungdo estritamente crescente e como H(0,0) = 0 e H(hy'(—hy(1)),1) =0
entdo D¢ = [0, hy " (he(1))] e Ime = [0,1].
Dado m,n € (0,1) existe um tnico p € (b,0) tal que p = f~!'(m) e existe um tnico
q € (0,a) tal que ¢ = g~*(n), pois f e g sao estritamente mondtonas, por hipétese.

Do Lema 2.6 temos que m < n = H(m,n) > 0. Dai H(m,n) = 0 = m > n. Portanto,

estamos interessados nos pares (m,n) tais que, m > n. Temos que,

m >n < f(p) > g(q) (2.17)

Como f e g sdo mondtonas, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange ([22], pg.213-216),

tem-se:
-1 1y 1
) 1 —1y/ 1
¢=y9 (n)= (g ) ()= 7@ (2.19)
Entao,
(2.17) (@) 4'(q) p_3 @218) e 219) (f71)(m)  [f~Y(m)]3
men S SR =00 F ey < Gym) = TP
Portanto,
m>n= (f)m)g" () — (g7 ()[f (M) > 0. (2.20)
Derivando &', de (2.16), tem-se
w207 ) ooy 1\ (—1y 1/, V13
'(n) = T 0m)s {FY g™ )] = () () [ (m)°}
e como &2_%;&2 > 0,Vm,n € (0,1), de (2.20) tem-se,
¢"(n) > 0,¥n €Dy (2.21)

Tomemos agora I = D¢ N Ds, = De N [0,7(%,)) e definamos a funcao ¢ : I — [0, 1] tal que,
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6(n) = £(n) — bs(n) (2.22)

Entao, de (2.15) e (2.21) tem-se ¢"(n) > 0,Vn 7. Como €(0) = 0 e a condicao (iv) =
92(0) > 0, entdo tem-se ¢p(0) < 0. Dai, em virtude do Lema 2.3 temos que existe um tinico

n* € I tal que,
(2.22)

¢(n*) =0 &7 §(n") = d2(n”) (2.23)

Como & = H'(0) entao, temos que

Logo, existe um unico * € (z,, ca], n* = r(z*) e m* = §y(n*) = s(z*) tal que,

o que conclui a demonstracao do teorema.

2.5.3 Caso 2: ¢g(t) < f(—t)

Teorema 2.4. (Unicidade) Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e A* um conjunto
vidvel de equilibrio de S com supp(A*) # @. Se as fungdes r, s, f, g € C*; r e s mondtonas

por partes, f e g estritamente mondtonas, tais que:
(1) g(t) < f(=1), Vt € (0,a);

(ZZ) f(p) >p37vP€Df7q€D €f( ) (CI);'

(1i1) [s/(z)} <0,V ze€(c,2) r(r) #sz).

Entao S possui um unico ponto de equilibrio, x* em A*, e x* € [c1, 2,).

Observagao 2.8. A demonstracao deste teorema € andloga a demonstragio do Teore-
ma 2.3, simplesmente a reproduzimos devido aos pequenos detalhes técnicos.

Demonstracao. Dado m € [0, s(z,)], existe um tnico n € [0,1] tal que n = r(z) e
m = s(zx), entdo podemos definir uma fungao 0 : [0, s(z,)] — [0,1] tal que n = §;(m

(Figura 2.19). A funcado d; é continua e, pela Regra da cadeia tem-se,

5, (m) = i W §7m) < 0, Vm € Dy, = [0, 5(2,)] (2.24)
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Figura 2.18: Fungao h; e hs. Figura 2.19: Funcao &, 07 e ds.

Pelo Lema 2.1 e Lema 2.2 hy e —hy sado crescentes e pela condigao (i), segue que (Figu-
ra 2.18):

hi(1) = /0 tg(t)dt < —/bo tF(£)dt = —ha(1)

Entdo, dado m € [0, —h5 ' (h1(1))], existe um tinico n € [0,1] tal que —hy(m) = hy(n) <
hi(n) 4+ ho(m) = 0. Dai, pode-se definir uma fungao injetiva &, n = {(m) (Figura 2.17) tal
que,

H=(0) = {(n,m);n = &(m)},
onde H : [0, —hy'(hi(1))] x [0,1] — R ¢é dada por H(n,m) = hi(n) + hy(m).

Entdo, ¢ é uma fungdo crescente e como H(0,0) = 0 e H(1,—hy*(hi(1))) = 0 entdo
De = [0, —hy ' (ha(1))] e Im(§) = [0,1].

Como j4 vimos (Lema 2.1) que 22 = h{(n) = M >0 e (Lema 2.2) 22 = ni(m) =
—W < 0 entao, pelo Teorema da Fungao Implicita ([23], pg.160), £ é k vezes dife-

renciavel e, além disso:

& (n) = —% = {‘];_1((7:)) >0, Ym € (0,h;(—ho(1))),n € (0,1) e n = &(m)  (2.25)

Derivando &', de (2.25), tem-se

” __Qf_l(m) YL )P — (£~ () o= ()1
5(“)*7[g_1<n)]5 {@™Y U m)P = () (m)lg~ ()}
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e como _[;f%;(;]? > 0,Vm,n € (0,1), de (2.24) tem-se,

£"(n) > 0,¥n €D (2.26)

Tomemos agora, I = D¢ N D;, = D N[0, s(%,)) e definamos a fungao ¢ : I — [0, 1] tal que,

¢(n) = &(n) = di(n) (2.27)

Entao, de (2.24) e (2.26) tem-se ¢"(n) > 0,Vm e]. Como €(0) = 0 e a condigao (iv) =
92(0) > 0, entao tem-se ¢(0) < 0. Dai, em virtude do Lema 2.3 temos que, existe um
unico m* € [ tal que,

(2.27)

o(m) = 0 B ¢(m*) = dy(m”) (2.28)

Como & = H~'(0) entao, temos que

(2.28)

0= Him* &(m")) “2 H(m*,5,(m"))

Logo, existe um unico z* € (¢1, 2,), m* = s(z*) e n* = §;(m*) = r(z*) tal que,

o que conclui a demonstracao do teorema.

2.5.4 Exemplos

Vamos considerar dois sistemas p-fuzzy com a mesma varidvel de entrada (Figura 2.20)
e varidveis de saidas distintas (Figuras 2.21, 2.22), uma onde f(—t) < g(t) (Figura 2.21)
e outra onde f(—t) > g(t) (Figura 2.22). Usaremos as mesmas regras utilizadas para o
exemplo 2.4.2.

Os resultados experimentais podem ser vistos na Figura 2.23, onde podem-se obser-
var duas curvas, uma continua, que converge para xrj = 284,35 e outra pontilhada, que
converge para xj = 206,41. A curva continua se refere ao caso em que a saida satisfaz
f(—t) < g(t) e a curva pontilhada ao caso em que a saida satisfaz f(—t) > g(t). Observe
ainda, que os resultados encontrados estao em conformidade com os Teoremas 2.3 e 2.4

(observe que supp(A*) onde A* = ANAL, é um conjunto viavel de equilibrio - Figura 2.20).
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Figura 2.21: Variavel de saida - f(—t) < g(t). Figura 2.22:
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Figura 2.23: Equilibrios dos sistemas p-fuzzy.

2.5.5 Conseqiiéncias importantes dos Teoremas 2.3 e 2.4

Nesta se¢ao, vamos enunciar algumas das conseqiiéncias importantes, referentes aos

Teoremas 2.3 e 2.4 dados nas secoes anteriores.
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Lema 2.8. Se f(p) > g(q) entdo q > —p, onde p = f~1(m) e ¢ = g~ (n).

Demonstracao. De fato, temos que f(p) > g(¢) = m > n dai usando o Lema 2.5 e

o fato de — f~! ser decrescente, pois f é crescente, entao:

¢=g'(n)>—f"(n)>—f"(m)=-p
Lema 2.9. Se f(p) < g(q) entdo g < —p, onde p = f~1(m) e ¢ = g (n).
Demonstracgao. Analoga a anterior.

Coroldrio 2.1. Seja S um sistema p-fuzzy e supp(A*) # @ wm conjunto vidvel de
equilibrio de S. Se r, s, f e g forem numeros fuzzy triangulares entao S possui um Unico

ponto de equilibrio em supp(A*).

Demonstragao. Demonstraremos o caso em que S é (r,s) — (g, f). Se S for (r,s) —
(f,9) a demonstragao é andloga.

Se a = b entao f e g sao simétricas, pela Proposicao 2.1 o ponto de equilibrio é tinico,
r=rNs= max [min(r(z),s(x))].

zEsupp(A*)

Suponhamos que a > b, entdo f, g, r e s satisfazem o Teorema 2.3. De fato, (7)

(i11) sao triviais. Como f(t) = —4t+ 1 e g(t) = —1t + 1 entdo f(p) > g(q) = 2 <
g/

g'(q) P . P p3 _ (9)
= o < ¢ Do Lema 2.8 temos que ¢ > —p = s < @ © portanto tem-se ) <

w
o R O

2

que satisfaz (7).

Suponhamos agora que a < b entao f, g, r e s satisfazem o Teorema 2.4. De fato, (i) e

f'(p)
g'(q)

3 3 . g . ~
> L e, portanto tem-se &4 > 5—3 o que satisfaz (ii). O que conclui a demonstracao.

(i1i) sdo triviais e f(p) < g(q) = & > L= 7@ £. Do Lema 2.9 temos que ¢ < —p =
P
q f(p)

q

Corolario 2.2. Seja S um sistema p-fuzzy e supp(A*) # @ um conjunto vidvel de
equilibrio de S. Se r e s sao numeros fuzzy trapezoidais e f e g sao triangulares entdo

S possui um unico ponto de equilibrio em supp(A*).

Demonstragao. Andaloga a demonstracao do Corolario 2.1.

Dado o € (0,1) consideremos as fungoes r, e s, tais que 7o = Mingcle, ) {7(), 0}
€ Sy = MiNgele, co]15(2),0}. Em um sistema p-fuzzy a variavel de entrada e a varidvel
de saida sdo definidas por subconjuntos fuzzy. A um sistema p-fuzzy indicamos por:
(r,s) — (g, f). Vamos utilizar esta mesma notacao para sistemas onde a entrada ¢ defini-

da por func¢oes como 7, e s,. Claramente este nao é um sistema p-fuzzy, mas é um sistema
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que nos interessara para as secoes posteriores. Apds estas consideragoes, enunciemos o

seguinte resultado.

Corolario 2.3. Seja S um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) e supp(A*) # & um conjunto
vidvel de equilibrio de S. Se S possui um tnico ponto de equilibrio em supp(A*), entdo o
sistema (ry,8,) — (g, f), onde ro(x) = min{r(z),o}, s,(x) = min{s(x),0} e o € (0,1),

possui um tinico ponto de equilibrio em supp(A*).

Demonstragao. Dado o € (0,1) temos que r,(c1) > 0, s,(c1) =0, sy(c2) >0 e

r.(co) = 0 entdo,

H(rs(c1),84(c1)) = hi(ry(c1)) + h2(0) = hy(ry(c1)) >0

H(ro(c2), s5(c2)) = hi(0) + ha(ss(c2)) = hi(rs(c2)) <0

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe T € [c1, ¢o] tal que H(r,(T), s,(T)) = 0.
Vamos agora provar a unicidade. No caso em que o sistema satisfaz o Teorema 2.2 a
demonstracao é simples. Demonstremos o caso em que o sistema satisfaz o Teorema 2.4.

Suponhamos que f(—t) > g(t). Dado = € (z,, c2) temos que r,(x) # s,(z) =

o
ro(z) =71(x) e so(x) = ou (veja Figura 2.24)

r(z)

S @ _ o)
m@ = 00U Ty = T

ma 2.4 e, como as fungoes f e g satisfazem as condigoes (i) e (ii), entao existe um tnico

Portanto

Logo, 7, e s, satisfazem a condicao (7i) do Teore-

ponto de equilibrio.
Se, por outro lado, tivermos ¢(t) > f(—t), demonstra-se de modo anélogo que s, e

r, satisfazem a condicao (i) do Teorema 2.3. O que conclui a demonstragao do Corolério.

A seguir, vamos apresentar um exemplo, afim de que, o apelo geométrico possa tornar
mais explicito o Corolario 2.3.

Na Figura 2.24 temos ao lado esquerdo, dois pares de fungoes (74, Sy;) € (Foy, Soy) € A0
lado direito, a curva desenhada com linha mais fina representando os pares (7, (), S5, ()),
a curva mais grossa representando os pares (7,,(), So,(7)) e a fungdo £ (imagem inversa
da funcao H). Observe que a fungao ¢ intercepta cada uma das curvas uma unica vez. O
que mostra que existe apenas um ponto de equilibrio para cada par de funcgoes. Isto é,
cada um dos sistemas (75,,55,) — (9, f) € (T45,50,) — (g, f) apresenta apenas um ponto

de equilibrio.
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s(x;)

s(c,)

I (=hy(1)) T(%) ey 1

Figura 2.24: Funcgoes r, € s, e interpretacao geométrica da unicidade de ponto de equilibrio
para sistemas (7, S5) — (g, f)-

2.5.6 Outros casos: contra-exemplo

Quando nao temos f(—t) > g(t) ou f(—t) < g(t) nao é possivel estabelecer condigoes
gerais para unicidade do ponto de equilibrio, como fizemos nos casos anteriores. Por

exemplo, consideremos um sistema p-fuzzy ilustrado na Figura 2.25. Os conjuntos fuzzy

1 y §
| |
| | o - sT T T T T T T T T |
! ! :RI:SexérEnt[io Ax ¢é g
|
‘ | | R: Se x ¢ s Entio Ax ¢ f
| L N
| |
|
| |
: : m;+€
| |
I I )
5 40 60 90 100 2 3

Figura 2.25: Sistema p-fuzzy com possibilidade de existéncia de mais de um ponto de
equilibrio.

de entrada tém como fungoes de pertinéncias:

%x, se 0 <x <40 %x—ﬁ,se5<x§60
r(r) =4 o+ 2,se40 <z <90 e s@)=4{ Fr+3 560 <a2<100
0, caso contrdrio 0, caso contrario
e os conjuntos fuzzy de saida tém como fungoes de pertinéncias: g(t) = ’7115 +1le
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st+1, se —3 <t <3(my—1)
——t+my + £, se 3(m1 _ 1) <t< 3e(e+mi—1)(m1—1)

fy =14 % el =) s (2.29)
st+1, se 3(m1—1)+55 <t<0
0, caso contrdario

Se tomarmos em (2.29), por exemplo, m; = 0.1 e ¢ = 0.1 o sistema p-fuzzy obtido

possui trés pontos de equilibrio, os quais podem ser visualizados na Figura 2.26

051

-0.51

-1.5

Figura 2.26: Grafico da funcao A, para o sistema p-fuzzy, Figura 2.25, m; = 0.1ee =0.1.

o
Observacao 2.9. Observe que a funcao f ndo é derivdvel em todos os pontos de Dy,
exigéncia feita nos casos anteriores. Entretanto, claramente pode se construir uma fung¢ao
o
f que seja deriwdvel em todos os pontos de Dy. Por exemplo, se substituirmos a sequnda

sentenca de f por um polinomio de quarto grau adequado, obviamente f serd derivdvel em
o
Dy.

Observagao 2.10. Se tomarmos, por exemplo, € = 0.3 e m; = 0.3 temos que o sistema
p-fuzzy obtido possui somente um ponto de equilibrio (Figura 2.27). O que mostra que os

Teoremas 2.3 e 2.4 estabelecem apenas condicoes suficientes para unicidade do ponto de
equilibrio.

Observacao 2.11. Observe que, mesmo quando existe mais de um ponto de equilibrio,

estes estao fora do intervalo [zq,z9] = [40,60] (Figura 2.26), em conformidade com o

Teorema 2.2.
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-0.51
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Figura 2.27: Gréfico da fungao A, para o sistema p-fuzzy, Figura 2.25, ¢ = 0.4 e m; = 0.1.

2.6 Resumo do capitulo

Neste capitulo, estudamos os sistemas p-fuzzy unidimensionais. Definimos subconjunto
vidvel de equilibrio e ponto de equilibrio, enunciamos e demonstramos teoremas (Teoremas
2.1, 2.2, 2.3 e 2.4) que estabelecem condigoes suficientes para existéncia e unicidade de
ponto de equilibrio numa regiao de equilibrio. Na demonstracao destes teoremas fizemos
uso de vérios resultados os quais denominamos de preliminares matematicos, secao 2.3.

Mostramos que se a variavel de entrada do sistema fuzzy estiver associada a nimeros
fuzzy triangulares ou trapezoidais e a variavel de saida estiver associada a nimeros fuzzy
triangulares, entao o sistema p-fuzzy associado possui um unico ponto de equilibrio em
cada regidao de equilibrio, Corolérios 2.1 e 2.2. Mostramos ainda que (Corolario 2.3), se
um sistema p-fuzzy (r,s) — (g, f) possui um tnico ponto de equilibrio em supp(A*), entao
o sistema (14, S,) — (g, f), o € (0,1), possui um tnico ponto de equilibrio em supp(A*).
Este resultado sera fundamental para o capitulo seguinte.

Em todo o capitulo apresentamos varios exemplos e contra-exemplos ilustrando toda

a teoria matematica descrita, a fim de tornar este capitulo mais inteligivel.
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Capitulo 3
Sistema p-fuzzy bidimensional

Neste capitulo vamos estender a teoria desenvolvida no capitulo anterior para sis-

temas p-fuzzy bidimensionais.

3.1 Definicoes preliminares

Sejam x e y duas variaveis de estado, um sistema dinamico p-fuzzy bidimensional é um

sistema de equacgoes de diferencas, dado por:

{xn—‘rl = T, + Al(xn;yn> (3 1)

Unt1 = Yn + Doy, yn)

onde (z,,¥,) € R? é a condigao inicial e A(z,, yn) = (A1(20, Yn), Do(xn, yn)) é obtido por

meio de um sistema baseado em regras fuzzy. O sistema (3.1), pode ser escrito como,

Tp+1 = F(xnayn> (3 2)
Ynt+1 = G(xnayn> 7

Onde F(.’Iﬁn, yn) = Tn + A1 (mm yn) € G(xn7 yn) = Yn + Ag(l‘n, yn)

Dizemos que um par (z*,y*) é um ponto de equilibrio de ( 3.2) se,

Agora, vamos estender a defini¢ao de conjunto vidvel de equilibrio (Defini¢ao 2.3) para

sistemas bidimensionais, lembrando que o método de inferéncia utilizado é o de Mamdani.

Definicao 3.1. Sejam {A; }1<i<k, € {Bj}1<j<k,, familias de subconjuntos fuzzy, respectiva-

mente sucessivos, associados as varidveis lingiiisticas x e y, respectivamente. Se supp(A*)
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Ai Ai+]

Figura 3.1: Regiao viavel de equilibrio.

e supp(B*) sdo conjuntos vidveis de equilibrios, conforme Defini¢ao 2.3, entao dizemos
que R* = supp(A*) x supp(B*) € uma regiao viavel de equilibrio para o sistema p-fuzzy
(3.1) (Figura 3.1).

Pela Definigao 2.3, para que o conjunto R* = supp(A*) x supp(B*), A* = A; N A1 e
B* = B; N Bj1, seja uma regiao viavel de equilibrio é necessdrio que o sistema p-fuzzy
esteja associado a um sistema fuzzy tal que os conjuntos A;, A;41 e Bj e Bj;; estejam

associados aos conjuntos fuzzy Cy, Cy, Dy e D,, através das regras (ou variagoes destas):
1. Sex é A; ey é B; Entao Ay é Dy e Ay é Cy;
2. Sex ¢ Ajey é Bjyq Entao Ay é C1 e Ay é Cy;
3. Sex é Aip1 ey é B Entao Ay é Dy e Ay é Dy;
4. Sex é A; ey é By Entao Ay € Cy e Ay é Ds,.

onde supp(Ch), supp(Cy) C R~ e supp(Dy), supp(Dy) C R*.

Podemos identificar todas as possiveis variagoes das regras acima. E um problema
simples mostrar que existem apenas 8 combinacoes possiveis. Usemos a seguinte simbo-
logia: — ou T (variagbes positivas) significando que o conjunto fuzzy esta associado a

um conjunto fuzzy com suporte em R e «— ou | (variagoes negativas) significando que o
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Ai Airi

Figura 3.3: Regiao de equilibrio 2.
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Figura 3.4: Regiao de equilibrio 3. Figura 3.5: Regiao de equilibrio 4.

conjunto fuzzy esta associado a um conjunto fuzzy com suporte em R™. Assim, todas as
8 possiveis regioes podem ser vistas nas Figuras 3.2 a 3.9. Chamaremos cada uma destas

regioes de diagrama de fase.
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ao de equilibrio 6.

Figura 3.7: Regi

ao de equilibrio 5.

Figura 3.6: Regi

i+1

A

Ai

ao de equilibrio 8.

Figura 3.9: Regi

ao de equilibrio 7.

Figura 3.8: Regi
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3.2 Defuzificacao da saida do sistema baseado em re-

gras fuzzy

Dado um (z,,y,) € R* para obter Ay(x,,y,) € Aa(Zo,ys), utilizando o método de in-
feréncia de Mamdani e o método de defuzificacao centro de massa. Devemos inicialmente

traduzir matematicamente o antecedente de cada uma das regras (Figura 3.10). Isto é,

a; = min{Ai(x,), B1(y,)} (3.3)
ag = min{Ai(x,), B2(yo) } (3.4)
az = min{Asz(z,), B1(yo)} (3.5)
ay = min{Az(z,), Ba(yo) } (3.6)
Em seguida calculamos 31, (s, B3 e (4. Neste caso,
B = mar{ag, as} (3.7)
By = maz{a, az} (3.8)
B3 = max{ay, az} (3.9)
By = max{ag, cu} (3.10)

sendo que, ; e (5 correspondem respectivamente a parte negativa e positiva de Aq(x,, y,)
e, (B3 e B4 correspondem respectivamente a parte negativa e positiva de Ag(x,, Yo).

Finalmente, calculamos A; e Ao,

—1 -1 a
i (51>tf1(t)dt+fz_l(ﬁl)ﬁltdwfogl %) 52tdt+fg1_1(52) tgi(t)dt
Vot )dt — [ f (bt

A (20,Y0) = (3.11)

—1 3 —1 a
fdz (B3) tfg(t)dt + fj?;l(ﬁg) Bstdt + fog2 (B4) Batdt + fggl(&) tg2(t)dt
ot ort(de = [ ()t

As(T0,Yo) = (3.12)

observe que A; e Ay estao bem definidas, pois cada fungao (3; é continua e limitada,

portanto cada funcao definida pelos integrandos é continua e limitada.
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Figura 3.10: Regiao de Equilibrio.

3.3 Existéncia de ponto de equilibrio

Teorema 3.1. (Existéncia) Seja S um sistema p-fuzzy e R* uma regiao vidvel de equilibrio

de S. Entao, R* possui pelo menos um ponto de equilibrio, isto €, I(z*,y*) € R* tal que,
A(.ZU*7 ?J*) = (Al(fﬂ*, y*>a AQ(x*v y*)) = (07 0)

Demonstracao. Vamos provar este resultado para o caso da Figura 3.10. Os outros
casos tém demonstragoes andlogas. As fungdes Ay e Ay de [c1, ¢o] X [dy,ds] em R sao
continuas. Se Ai(c;) =0 (ou Ay(cy) = 0) mostra-se, trivialmente, que (c1,d;) (ou (c2,ds))

¢ um ponto de equilibrio. Caso contrario, dado z, € [¢1, ¢2] consideremos as fungoes

Bi(y) = maz{min{ A (z,), B2(y) }, min{ Az(z,), Ba(y) } } (3.13)
Ba(y) = maz{min{ A1 (x.), Bi(y)}, min{Az(z), B1(y)}} (3.14)

para y € [dy,ds]. Pela Proposicao 1.1, as fungoes em (3.13) e (3.14) podem ser reescritas

por:

Biy) = min{ By(y), max{Ai(z,), As(z,)} } (3.15)
Ba(y) = min{ B1(y), maz{Ai(z,), As(z,)} } (3.16)
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para y € [dy,ds]. Observe que Im(3;) C Im(Bz) e Im(32) C Im(B;) (Figura 3.11).

A A

AI AZ

Figura 3.11: Fungoes (31 e 5.

Dai, Ay(x,,y) = A(y), onde A é a fungao usada na demonstracdo do Teorema 2.1
(nao confundir com o “A” = (A, Ay)). Como por hipétese, max{A;(x,), As(x,)} # 0,
Vz, € [c1, ¢, entdo Bi(dy) = 0, Ba(dy) # 0, Ba(dz) = 0 e [1(d2) # 0. Pelo Teorema 2.1
(fazendo m = (B, n = fBo, 1 = By, s = By, f = g1 e g = f1) existe y, € [dy,ds]
tal que h(y,) = 0 = Ay(2,,9,) = 0. Como z, foi tomado arbitrariamente o resultado
vale para todo = € [c1, ¢y, isto é, a imagem inversa do 0 por Ay, A7'(0), é uma curva
w1 : [dy,ds] — [e1, c2] continua, pois A; é continua. De modo andlogo mostra-se que A, (0)
¢ uma curva continua, ws : [c1, ca] — [dy, ds]. Dali, pelo Teorema do Valor Intermedidrio,
wy € wy se interceptam em pelo menos um ponto, (z*,y*), o qual é um ponto de equilibrio

do sistema (Figura 3.12).

3.4 Identificacao do ponto de equilibrio

Dado um sistema p-fuzzy bidimensional S, seja R* = supp(A*) x supp(B*) uma regiao
viavel de equilibrio de S. Vamos decompor o sistema S em dois sistemas unidimensionais
St e S tais que A* é um conjunto viavel de equilibrio de S; e B* é um conjunto viavel de
equilibrio de S,. Vamos mostrar que pelo menos uma das coordenadas de um dos pontos
de equilibrio de S ¢ igual ao ponto de equilibrio de S; ou de S5. Além disso, indicaremos
um intervalo onde esta a outra coordenada. A decomposi¢ao do sistema S nos sistemas
S1 e Sy depende das regras associadas a S. Por exemplo, no caso da Figura 3.1 57 é o
sistema (Ay, As) — (fa,92) € Sy é o sistema (By, B2) — (g1, f1)-

Observagao 3.1. Indicaremos por z, € [c1, ca] a abscissa da intercessao entre as fungoes

de pertinéncias de Ay e Ay e, porw, € [dy, ds] a intercessao entre as fungoes de pertinéncias
de Bl (& Bg.

Observacgao 3.2. Para simplificar a notacao, dado y, € [dy,ds] indicaremos por r,,

a fungio Bi(x,y1) = min{Ai(x), max{Bi(y1), B2(y1)}} e por sy, a fungdo Ba(x,y1) =
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Figura 3.12: Ponto de equilibrio ((w; Nws).

min{As(x), max{Bi(y1), B2(y1)}}, ® € [c1, 2] (Figura 3.13). Dado um x € [c1, ] indi-
caremos por v, a funcao Ps(xa,y) = min{Bi(y), mar{Ai(xs), As(x2)}} € por s,, a fungdo
Ba(z2,y) = min{Ba(y), max{Ai(xs2), As(x2)}}, y € [di1,ds] (Figura 3.13).

Teorema 3.2. Suponhamos que x1 € supp(A*) € o unico ponto de equilibrio de S; em A*
e y1 € supp(B*) € o unico ponto de equilibrio de Sy em B*. Se x1 € (c1,2,) e y1 € (d1, w,)

entao:

i) Se Ai(z1) > Bi(y1), (w2,y1) € ponto de equilibrio de S e x5 € (A7 (B1(y1)), 21];
ii) Se Ai(z1) < Bi(y1), (x1,1) € ponto de equilibrio de S ey, € (By '(A1(z1)), 11];

iii) Se Ai(z1) = Bi(y1), (x1,y1) € ponto de equilibrio de S.

Demonstragao. Consideremos a fungao Hy(x) = Ay (x,y1) = hi(ry, (2)) + hi(s,, ().
Por hipétese S; possui um tunico ponto de equilibrio, entao pelo Corolario 2.3 para todo
o € (0,1) osistema (14, S,) — (fa, g2) satisfaz o Teorema 2.3. Portanto 3 !z € (¢, z,) tal
que Hi(xe) = Ay(x9,y1) = 0. Além disso, pela unicidade de z; como ponto de equilibrio
de 57,

re,(y1) = Bi(y1)
(3.17)

®

To € [Al]Bl(yl) = Al(l‘g) > Bl(y1) =
Siq (?Jl) = 32(91)
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d; 2 XW d,
Figura 3.13: Ponto de equilibrio (xs,y1).

Consideremos a fungao Ho(y) = Ag(z2,y) = h3(re,(y))+h3 (s, (y)). Usando (3.17) tem-se,
Hy(y1) = Ag(xa,y1) = h3(Bi(y1)) + h3(B2(y1)) = 0 por hipétese. Portanto Ag(wa,y1) = 0,
o que conclui a demonstracao de que (z9,y;) é ponto de equilibrio de S.

Vamos provar agora que xo < 1, isto é que x5 € (A7 (Bi(y1)),x1). Observe inicial-
mente que A é uma fungao decrescente e h) ¢ uma funcao crescente. Isto ocorre porque

o sistema S; é do tipo (A1, As) — (fa,92). Como z1 é ponto de equilibrio de Sy,

hi(Ai(z1)) + hy(As(21)) =0 (3.18)
Sy (21) = Aa(21) (3.19)
Como por hipétese A;(z1) > Bi(y1) = 1y, (1) entao,
hy(Ai(z1)) < hy(ry, (21)). (3.20)
De (3.18) — (3.20) tem-se
hy(ry, (21)) + ha(sy, (1)) > 0. (3.21)

Dado x5 > x1 = As(xa) > As(x1) & sy (x2) > Sy (1) = h%(syl(acg)) > h%(syl(ml)).

Somando hj(r,, (z1)) a esta desigualdade tem-se,

h%<ry1 (xl)) + h%(‘Syl (xQ)) > h&(ryl (I1>> + h’%(syl (Il»
usando (3.21) tem-se
Ty (ry, (21)) + hy(sy, (22)) > 0. (3.22)

Como 1y, (x1) = 1y, (22) entao de (3.22), 0 < hi(ry, (z2))+hi(sy, (22)) = Az(z2,v1). Portan-
to x9 > m1 = Ag(9,71) > 0, logo x5 € (A7 (Bi(y1)),71). O que conclui a demonstragao

de 7). A demonstracao de ii) é andloga a demonstragao de i) e, a demonstragao de iii) é
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conseqiiéncia direta de i) e ii).
Este teorema implica em duas conseqiiéncias importantes, as quais usaremos para
estudar a estabilidade dos sistemas bidimensionais no capitulo seguinte. Passemos a enun-

cia-las.

Corolério 3.1. Seja S um sistema que satisfaz a condi¢io i) do Teorema 3.2. Entdo,

numa vizinhanga do ponto de equilibrio (z4,y1) tem-se Asx(x) < By(y).

Demonstracgao. Segue imediatamente do Teorema 3.2, lembrando que as saidas sao

nao simétrica (veja Figura 3.13).

Corolario 3.2. Seja S um sistema que satisfaz a condi¢do ii) do Teorema 3.2. Entdio,

numa vizinhan¢a do ponto de equilibrio (z1,ys2) tem-se By(y) < Ai(z).
Demonstracao. Analoga a demonstragao do Corolério 3.1.

Observacao 3.3. De modo geral, se um sistema bidimensional S é decomposto nos sis-
temas unidimensionais S1 e Sy entao, se S1 e Sy possuem cada um, apenas um ponto de
equilibrio, entdo podemos identificar uma coordenada de um ponto de equilibrio de S e um

intervalo no qual estd a outra coordenada deste ponto.

Observacao 3.4. Para formalizar os resultados citados na Observa¢ao 3.3 basta supor o
ponto de equilibrio em outra regido, isto € x1 € (¢1,2,) € Y1 € (Wo,dz) 0u 1 € (20,C2) €
y1 € (d1,w,) ou x1 € (20,¢2) € Y1 € (wy,dy). Obviamente, as demonstragoes destes fatos

sao andlogas a demonstragao do Teorema 3.2.

3.4.1 Exemplo 1 - modelo p-fuzzy bidimensional

Consideremos o sistema bidimensional S com as variaveis de entrada z (Figura 3.14) e

y (Figura 3.15) e variaveis de saida A; (Figura 3.16) e Ay (Figura 3.17) e com as regras:

1. Sexé Bey é B Entao Ay é MAp e Ay é M An,;
2. Sexé Beyé MB Entao A1 é MBp e Ay é An;
3.Sexé Beyé MA Entao Ay é Bn e Ag é An;

4. Sex é Bey é AEntao Ay é MAn e Ay é M An;
5. Sex é MB ey é B Entao Ay é Ap e Ay é Bn;

6. Sex é MBeyé MB Entao Ay é Bpe Ay é Bn;
7. Sexé MBeyé MA Entao Ay é Bne Ay é Bn;
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8. Sexé MBeyé AEntao Ay é MBn e Ay é Bn,

9. Sex é MAeyé B Entao Ay é Ap e Ay é Bn;

10. Sex é MA ey é MB Entao Ay é Bn e Ay é Bp;

11. Sex é MAey é MA Entao Ay é MBn e Ay é M Bn;
12. Sex é MAey é A Entao Ay é MBn e Ay é Bp;

13. Sex é Aey é B Entao Ay é MAp e Ay é M Ap;

14. Sex é Aey é MB Entao Ay é Bp e Ay é M Bp;

15. Sex é Aeyé MA Entao A, é Bp e Ay é M Bp;

16. Sex é Aey é AEntao Ay é MAn e Ay é Bn.

Estas regras podem ser visualizadas no “diagrama de fase”na Figura 3.18, onde é possivel

identificar, com maior facilidade, que R* = [90, 110] x [9, 11] é uma regiao de equilibrio do

sistema.
B MB MA A B MB MA A

1 1
0.8 0.8
§ 0.6 § 0.6

£ £

5 5
o 0.4 a 0.4
0.2 0.2
o o

o 50 100 150 200 o 5 10 15 20
x

Pertinéncia
Pertinéncia

Figura 3.16: Variavel de saida A;. Figura 3.17: Variavel de saida A,.

O ponto de equilibrio do sistema S é (z*,y*) = (94.8566,9.8116), apresentado nas Fi-

guras 3.19 e 3.20. Vamos decompor o sistema S nos sistemas S; e Sy tais que supp(A*) =
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Figura 3.18: Diagrama de fase do sistema p-fuzzy S.

[90,110] e supp(B*) = [9,11] s@o conjuntos vidveis de equilibrio de S; e de S, respecti-
vamente. O sistema S; tem varidvel de entrada z (Figura 3.21) e varidvel de saida A,

(Figura 3.22) e a base de regras dada por:
1. Se x é M B Entao A; é Bp;
2. Sex é¢ MA Entao A, é Bn.

J& o sistema Sy tem varidvel de entrada y (Figura 3.23), varidvel de saida A, (Figura 3.24)

e base de regras:
1. Sey é¢ M B Entao A, é Bp;
2. Sey é MA Entao A, é Bn.

O tnico ponto de equilibrio do sistema S; e o tinico ponto de equilibrio de Sy (com
erro inferior a 107'%) sdo, respectivamente: x5 = 94.1528 e y5, = 9.8116 . Os resultados
experimentais podem ser vistos nas Figuras 3.25 e 3.26.

Sejam 77 e s1 as fungoes de pertinéncias do sistema S; em supp(A*) = [90,110] e 5 e s9
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as fungoes de pertinéncias do sistema Sy em supp(B*) = [9,11]. Temos que (Figura 3.21

e 3.23),

—

si(w) = =50 s2(w) = 5

Dai ry(x},) = r1(94.1528) = 0.4528 > 0.3395 = 75(ys,) = r1(9.8116). Além disso, riNs; =
zr, = 100 e 5 N s5 = w, = 10 ,entdo Sy e Sy satisfazem a condigao (i) do Teorema 3.2.
Observe que de fato temos yg, = 9.8116 = y* = 9.8116.

X" = 94.8566
——y*= 98116

180+
160
140+

120

> 8r x 100
80
ol
60
4ot
ol
20 _
260 éO 1 60 1é0 1 “10 1 éO 1 éO 260 00‘ 20 4‘0 (;0 86 1 60 120
X lteragéo
Figura 3.19: Plano de fase do sistema S. Figura 3.20: Solucao do sistema S.
MB MA Bn Bp
1 < 1F
0.8 0.8
g 0.6 g 0.6
g 0.4 g 0.4
0.2 0.2
o o
o 50 100 150 200 —20 —15 —10 -5 AOl 5 10 15 20
Figura 3.21: Variavel de entrada de S. Figura 3.22: Variavel de saida de S.

3.4.2 Exemplo 2 - modelo p-fuzzy bidimensional

Veremos agora um exemplo de um sistema p-fuzzy bidimensional que satisfaz a con-
digao i7) do Teorema 3.2. Consideremos o sistema anterior S (se¢do 3.4.1) com as mesmas
entradas, a mesma base de regras e mudemos as saidas: A; (Figura 3.27) e Ay (Figu-
ra 3.28).

A decomposicao desse sistema dard origem aos sistemas S; e Sy apenas com mudancas

nas saidas: Ay (Figura 3.29) e Ay (Figura 3.30). Estas mudangas influenciardo nos pontos

23



MB MA

Pertinéncia
o
o

T

o
IS
T

20

Figura 3.23: Variavel de entrada de S,.
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x*=94.8566

90
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80
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70 . . .
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lteragdo
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Figura 3.25: Solugao de S, x5, = 94.1528.
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Figura 3.27: Nova saida A; de S.

Bn

Pertinéncia

Figura 3.24: Variavel de saida de S,.

951

x*=9.8116 | |

851
>75F
6.5

551

. .
60 80
Iteragéo

.
40 120

Figura 3.26: Solugao de Sy, yg, = 9.8116.

Pertinéncia

Figura 3.28: Nova saida A, de S.

de equilibrio desses sistemas: o de S serd (z*,y*) = (99.2142,9.4903) (Figuras 3.31 e
3.32), o de Sy serd x, = 99.2142 (Figura 3.33) e o de Sy serd yg = 9.5920 (Figura 3.34).
As fungdes 11, s1, 3 € 53 sdo as mesmas dadas em (3.29). Dai, (2%, ) = 71(99.2142) =
0.3082 < 0.4023 = ra(ys,) = 71(9.5920). Portanto, estes sistemas satisfazem a condigao
it) do Teorema 3.2 e de fato obtivemos z§ = 99.2142 = x* = 99.2142.

Um exemplo para o caso iii) do Teorema daremos na segao seguinte.
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Nesta secao, vamos discutir em que condigoes o ponto de equilibrio é tnico.

Bn

20

salda A;.

90 100 110 120 130 140 150
X

Figura 3.31: Plano de fase de S.

X* =99.2142

20 40 60 80 100
lteragdo

120

Figura 3.33: Solugao de 5;.
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Bn

0.8

0.6
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Figura 3.30: Variavel de

150 T T T

salda As.

100 (

X* = 99.2142
— — —y*= 94903

50

Iteragéo

250

Figura 3.32: Solugao do sistema S.

951
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— y-95920] |
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Iteragéo
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80
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Figura 3.34: Solugao de .S5.

Unicidade do ponto de equilibrio

Seme-

lhante ao que fizemos no caso unidimensional, vamos dividir em trés casos. Inicialmente
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consideremos o caso em que as saidas sao simétricas. Em seguida consideraremos os outros

Casos.

3.5.1 Unicidade - saidas simétricas

Observemos inicialmente que para saidas simétricas,

Proposicao 3.1. Se (z*,y*) € tal que, Ay(z*) = Ax(z*) e B1(y*) = Ba(y*) entao (z*,y*)

¢ um ponto de equilibrio.

Demonstragao. De fato,

Pi(a®,y") = min{Ba(y"), max{A1(z"), Ag(z%) }} = min{ Bi(y"), max{Ai(«"), A2(¢")}} = Pa(27,y")

Ba(”,y") = min{A1(z%), max{B1(y"), B2(y")}} = min{Az(z"), maz{B1(y*), B2(y")}} = Ba(z, y").

Entao, pelo Proposigao 2.1, (z*,y*) é ponto de equilibrio do sistema (3.1).
A seguir apresentaremos trés lemas, os quais serao usados para a demonstracao de um
teorema que estabelece as condigoes necessarias e suficientes para unicidade do ponto de

equilibrio.

Lema 3.1. Se A;(z*) > By (y*) entdo Vo € [A*]Pr0)N[ey, ), (x,9*) € ponto de equilibrio.

B (y*)

G AYB,()) x* ATB(y) C2

Figura 3.35: Intervalo de equilibrio: [A*]P10") = [AY(B1(y*)), A7 (B1(y*))].

Demonstragdo. Dado r € [A*]P1W) o A*(z) > Bi(y*) & min{A,(z), Ay(z)} >
By (y*). Donde tem-se (Figura 3.35),

{ Ai(z) > Bi(y*) = Ba(y")
As(x) > Bi(y*) = Ba(y”)
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Entao,

Oi(w,y") = min{ By(y"), max{A(x), As(x)}} = Ba(y*) = Bi(y") = balz,y7)

As(x,y") = min{Ay(z), max{Bi(y"), B2(y")}} = Bi(y") = Ba(y") = Balz, y")-

Portanto, pela Proposicio 2.1 Ay (z, y*) = Ay(z,y*) = 0, para todo z em [A*]P1¥7). O que

conclui a demonstragao.
Lema 3.2. Se A;(z*) < By(y*) entdo Vy € [B*]"@)N[dy, dy], (v*,y) € ponto de equilibrio.

Demonstracao. Analoga a demonstracao do Lema 3.1.

Lema 3.3. Dados a,b,c € R, min{a,b} = min{c, b} se, somente se, a,c > b ou a = c.

Demonstracao. (=) Suponhamos que min{a,b} = min{c,b}. Se a,c < b, entao
a = min{a,b} = min{c,b} = ¢ = a = c¢. Se, por outro lado, tivermos a # ¢, entdo
b =min{a,b} = min{c,b} = a,c > 0.

(«=) Trivial.

Teorema 3.3. Seja R* = supp(A*) x supp(B*) uma regiao vidvel de equilibrio de um
sistema p-fuzzy S. Se S € decomposto em Sy e Sy tal que A* € um conjunto vidvel de
equilibrio de Sy e B* € um conjunto vidvel de equilibrio de Sy, entdo o ponto de equilibrio

(z*,y*) € R* € unico se, somente se,

Ai(2%) = Ag(27) = Bi(y") = Ba(y")

A, 1

B (y) =Aj(y)|p--mmm o K e

|
|
|
|
|
|
|
|
G x* G

Figura 3.36: Unico ponto de equilibrio: (x*, y*).

Demonstragao. (=) Suponhamos que o ponto de equilibrio seja tinico. Se tivermos
Ay (x*) > Bi(y*) (ou Ai(z*) < Bi(y*)), entéo pelo Lema 3.1 (ou Lema 3.2) o ponto nao é

o7



unico, o que contraria a hipétese. Portanto A;(z*) = Ay(z*) = B1(y*) = Ba(y").

(«<=) Suponhamos agora que A;(z*) = As(z*) = Bi(y*) = Bs(y*). Dado (z1,v1) €
supp(A*) x supp(B*) com (z1,y1) # (z*,y*) vamos mostrar que (z1,y;) nao é ponto de
equilibrio. Pela Proposicao 2.1 (x1,y;) é ponto de equilibrio se, e somente se, 51 (z1,y1) =

Ba(z1,y1) € Bs(x1,y1) = Ba(z1,y1). Ou seja, se, e somente se,

min{Ba(y1), maz{Ai(x1), As(x1) }} = min{By(y1), max{A;(z1), Aa(z1)}}  (3.24)
min{ Ay (x1), max{Bi(y1), Ba(y1)}} = min{As(z1), max{Bi(y1), B2(y1)}}  (3.25)

Suponhamos que y; # y* < Bi(y1) # Ba(y1). Pelo Lema 3.3 e Equagao (3.24) temos
que:
Bi(y1), Ba(yr) > max{A;(z1), As(z2)} (3.26)

De (3.26) tem-se,
Ay(z1), Ag(z1) < maz{Bi(y1), B2(y1)} (3.27)

Usando a Equagao (3.25) e o Lema 3.3 tem-se,
Ay (1), Az(x1) = maz{By(y1), Ba(y1)} (3.28)
De (3.27) e (3.28) tem-se,
Ai(z1) = As(xy) & xy =2 = Ay(2q) = Ai(2") = Bi(y"),
por hipétese. Substituindo estes resultados em (3.26) tem-se,

Bi(y1), Ba(y1) > Ai(z") = Bi(y")

o que é um absurdo, pois para todo y; € supp(B*) com y; # y* tem-se Bi(y1) < Bi(y*)
ou By(y1) < Bi(y*) (veja Figura 3.36).

Se supormos 7 # z*, de modo andlogo, chega-se a um absurdo! Portanto (z*,y*) é o
unico ponto de equilibrio de S em R*.

Os resultados acima sao validos quando as duas saidas sao simétricas. Se, apenas uma

das saidas é simétrica!l O que ocorre? O teorema seguinte responde esta questao.

Teorema 3.4. Seja S um sistema bidimensional, decomposto nos sistemas unidimensio-
nais Sy e Se tal que, 1 € o unico ponto de equilibrio de Sy e y; € o unico ponto de equilibrio

de Sg N

i) Se Sy possui saida simétrica e f = max{Bi(y1), B2(y1)} < Ai(z1) = As(x1), entdo
V€ [A)P N ey, e, (,y1) € ponto de equilibrio de S;
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ii) Se Sy possui saida simétrica e o = max{Ai(x1), As(x1)} < Bi(y1) = Ba(y1), entdo
YV y € [BY]*N[di,da], (x1,y) € ponto de equilibrio de S.

Demonstragao. A demonstragao é analoga a demonstracao do Lema 3.1.
Como conseqiiéncia imediata do Teorema 3.4, podemos estabelecer condicoes necessarias

e suficientes para unicidade do ponto de equilibrio quando apenas uma das saidas é

simétrica.

Corolario 3.3. S possui um unico ponto de equilibrio se, somente se, tivermos 3 =
maz{Bi(y1), B2(y1)} = Ai(z1) = As(z1) ou a = max{Ai(z1), A2(z1)} = Bi(yr) =
Ba(y1).

Demonstracao. Analoga a demonstragao do Teorema 3.3.

3.5.2 Exemplo - sistema bidimensional com saidas simétricas

Consideremos o sistema p-fuzzy S com entradas x (Figura 3.37), y (Figura 3.38) e

saidas A (Figura 3.39) e A, (Figura 3.40) e com as regras:
1. Sex é Beyé B Entao A1 é MAp e Ay é M An;
2. Sexé Beyé MB Entao Ay é MBp e Ay é An;
3. Sexé Beyé MA Entao Ay é Bn e Ay é An;
4. Sex é Bey é AEntao Ay é MAn e Ay é M An;
5. Sex é MBeyé B Entao Ay é Ap e Ay é Bn;
6. Sexé MBeyé MB Entao Ay é MAp e Ay é M An;
7.5exé MBeyé MA Entao A1 é MAn e Ay é M An;
8. Sexé MBeyé AFEntao Ay é MBn e Ay é Bn;
9. Sex é MAeyé B Entao Ay é Ap e Ay é Bn;
10. Sexz é MAey é MB Entao Ay é MAp e Ay é M Ap;
11. Sex é MAey é MA Entao Ay é MAn e Ay é M Ap;
12. Sex é MAeyé A Entao Ay é MBn e Ay é Bp;
13. Sex é Aey é B Entao Ay é MAp e Ay é M Ap;
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14. Sex é Aey é MB Entao Ay é Bp e Ay é M Bp;
15. Sex é Aey é MA Entao Ay é Bpe Ay é M Bp;
16. Sex é Aey é A Entao Ay é MAn e A, é Bn.

O “diagrama de fase”das regras acima é dado na Figura 3.41, onde pode-se observar que
R* = [70,130] x [9,11] é uma regiao vidvel de equilibrio de S.

B mMB MA A B MB MA A

1 1

0.8 0.8

< 0.6 = 0.6
2 2
2 2
5 5

o 0.4f a 0.4

0.2 0.2

o [

o 50 100 150 200 o 5 10 15 20

Pertinéncia
Pertinéncia

0.5 1

4
bo

Figura 3.39: Variavel de saida A;. Figura 3.40: Variavel de saida A,.

Neste caso, vamos decompor o sistema S nos sistemas S; e Sy tais que supp(A*) =
[70,130] e supp(B*) = [9, 11] s@o conjuntos viaveis de equilibrios de S; e de Sy, respecti-
vamente. O sistema S; tem entrada z (Figura 3.21) e saida A, (Figura 3.22) e a base de

regras dada por:
1. Se x é M B Entao Ay é M An;
2. Se x é M A Entao Ay é M Ap.

Ja o sistema Sy tem entrada x (Figura 3.42), saida A; (Figura 3.24) e base de regras:
1. Se y é M B Entao A, é M Ap;

2. Sey é MA Entao Ay é M An.
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Figura 3.41: Diagrama de fase de S.

Bn Bp

o8 1
= o6 1
2
2
£
& o4 R

o2 1

o
-4 -2 o 2 4
A2

o 50 100 150 200 -6
x

Pertinéncia

Figura 3.42: Entrada de S;: supp(A*) = [70,130]. Figura 3.43: Saida A, de .5;.

Indiquemos por 71 e s; as funcoes de pertinéncias do sistema S; no conjunto viavel
de equilibrio supp(A*) = [70,130] e r9 e sy as fungoes de pertinéncias do sistema S em
supp(B*) = [9,11]. Temos que (Figuras 3.42 e 3.44),

r1<x) — 1325—30 7”2(1’) — 1:1))—51
{ e e > (3.29)

s1(x) = 55

61



Figura 3.44: Entrada de So: supp(B*) = [7,11]. Figura 3.45: Saida A; de .S5.

Como as saidas dos sistemas S; e Sy sao simétricas, entao pelo Proposi¢ao 2.1 o tnico
ponto de equilibrio de S; é dado por x* = r1 N's; = 100 e o tnico ponto de equilibrio de
Sy € y* =1ryN sy = 10.

Temos que ri(xg) = r1(100) = 0.5455 > ry(ys,) = r2(10) = 0.2857. Ou seja, os
sistemas S} e S, satisfazem o Lema 3.1. Como [A*]%?%7 = [s71(0.2857), 7, 1(0.2857)] don-
de tem-se [A*]%2857 = [85.7135, 114.2865], entao o conjunto dado pelo produto cartesiano
[85.7135,114.2865] x 10 é um conjunto de equilibrio de S.

Os resultados experimentais sao mostrados nas Figuras 3.46, 3.47 e 3.48, onde pode-
mos ver varias solucoes do sistema S com condicoes iniciais diferentes. Para as condicoes
iniciais (86, 10), (100,10) e (115,10) pode-se observar que estes sdo pontos estacionérios,

(13 b

representados na Figura 3.48 por “*”, o que mostra que sao pontos de equilibrios de §
(como ja sabfamos! Pois estes pontos pertencem ao conjunto de equilibrio). J&, para as
condigoes iniciais: (86,10) e (115, 10) pode-se observar que nao sao pontos de equilibrios,

suas curvas estao representadas na Figura 3.48 em preto e azul respectivamente.

15 150
— - —x0=86
14+ 1401| — — —xo=114
Xx0=85
13+ 130+ x0=100

121 120+

11r 110

> 10 < 100
9r 90r
8 80
7F 70
6 60
5O 50 160 1éO 260 250 500 56 160 150 260 250
lteragéo lteragéo
Figura 3.46: Grafico = x n. Figura 3.47: Grafico y x n.
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> 101 *

50 100 150

Figura 3.48: Plano de Fase.

3.5.3 Unicidade para saidas nao simétricas

Pelos Teoremas 3.3 e 3.4 pode-se observar que, quando as saidas sao simétricas ha
um pouco de restricao para estabelecer condicoes para a unicidade do ponto de equilibrio.
Ja, quando as saidas sao nao simétricas hd menos restrigoes para estabelecer condigoes
para unicidade. Vamos dividir este problema em quatro casos. Antes porém, fazemos a

seguinte observacao:

Observacao 3.5. Indicaremos por z, € [c1, ca] a abscissa da intercessao entre as fungoes
de pertinéncias de Ay e Ay e porw, € |dy,dy] a intercessio entre as fungoes de pertinéncias
de Bl € BQ.

Para saidas nao simétricas temos:

Teorema 3.5. Seja S um sistema bidimensional, decomposto nos sistemas unidimensio-
nais S1 e So. Se S1 e Sy possuem, cada um, um unico ponto de equilibrio, entdo S possui

um unico ponto de equilibrio.

Demonstragao. Vamos fazer a demonstracao para o caso em que S satisfaz ao Te-
orema 3.2. Os outros casos sdo andlogos. Se tivermos y; = By (1) = z; = A7 '(1), cla-
ramente (21,%;) é o tinico ponto de equilibrio de S. Suponhamos entdo que y; # By '(1).
Seja (x3,y3) € [c1,20] X [di,w,], (73,y3) # (72,y1). Vamos mostrar que A(zrs,ys) =
(Aq(z3,y3), As(zs,y3)) # O. Inicialmente, notemos que x3 # x9 e y3 # Y1, pois as
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Bi( %)

By( %)
Ay(xs)

Figura 3.49: Ponto de equilibrio (xs,y1).

imagens inversas do 0 por A; e Ay, A7H(0) e A;'(0), sdo fungdes (aplicagio imedia-
ta do Corolario 2.3). Chamemo-as respectivamente de wy e wy, wy : [d1,ds] — [c1, o
e wy : [c1,6] — [di,do). Suponhamos que z3 € [A]PrW) < Aj(z3) > Bi(y) =
Ag(x3,y1) = h3(rey(y1) + h3(s25(y1)) = 0, pois y; é equilibrio de Sy por hipétese. Daf
As(x3,y3) # 0, pois caso contrario terfamos wy(x3) = y; e wo(r3) = y3 0 que é um absur-

do, pois 41 # y3 ¢ wy é uma funcdo. Suponhamos agora que 3 & [A;]P1¥) &
Al(ﬂlg) < B1<y1> (330)

Suponhamos ainda que

Ao (@3,y3) = Wi (ray (y3)) + ha (50, (y3)) = 0 (3.31)

De (3.30) e (3.31) temos que 7,,(ys) = Ai(zs), pois y3 # y1 e y; é o dnico ponto de
equilibrio de S3. Dali,

rys(23) = Ai(ws)
Bi(ys) > Ai(zs) = e (3.32)

Sys(13) = Ag(zs)

Suponhamos agora Aj(xs,y3) = hi(ry,(23)) + hi(sy,(x3)) = 0. Dai, usando (3.32) tem-se
hi(Aq(x3)) + hi(As(z3)) = 0 = x3 = x; pois z; é tinico ponto de equilibrio de S;. De

(3.31) e de x5 = x; tem-se,

AQ(CL’g, y3) = h%(rm (y3)) + h%(sm (93)) =0 (333>

Mas, A;(z1) > Bi(y1) =
hi(ra, (1)) + B3 (52, (y1)) = 0 (3.34)
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De (3.33) e (3.34) tem-se y3 = y; 0 que é um absurdo! Logo, nao é possivel ter A(x3,y3) =
As(x3,y3) = 0, o que conclui a demonstragao de que (z9,y;) é o inico ponto de equilibrio
de S.

Observagao 3.6. O Teorema 3.5 € vdlido para saidas nao simétricas. O caso em que as

saidas sao simétricas foi tratado na se¢ao 3.5.

3.6 Resumo do capitulo

Neste capitulo definimos regiao viavel de equilibrio, vimos que existem 8 possibilidades
(Figuras 3.2 - 3.9) para garantir a existéncia de tais regides. Enunciamos e demonstramos
um teorema (Teorema 3.1) que garante a existéncia de pontos de equilibrios. Vimos que
¢ possivel associar um sistema bidimensional S a dois sistemas unidimensionais S; e Sy, a
fim de encontrar uma das coordenadas do ponto de equilibrio de S (Teorema 3.2). Além
disso, este resultado mostra que numa vizinhanca do ponto de equilibrio as fungoes A; e
A, possuem derivadas parciais, o que sera de fundamental importancia para o estudo de
estabilidade que faremos no capitulo seguinte.

Estabelecemos condigoes suficientes para unicidade de ponto de equilibrio, quando as
saidas sao nao simétricas, Teorema 3.5 e, quando as saidas sao simétricas, o Teorema 3.3
estabelece condigoes necessarias e suficientes para unicidade do ponto de equilibrio.

Vale ressaltar que as demonstracoes dos teoremas descritos neste capitulo, apesar
de nao serem gerais, mostram que suas generalizagoes sao simples. E, para o caso em
que as saidas sao simétricas deve-se tomar cuidado com relagao a unicidade de ponto de

equilibrio.
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Capitulo 4
Estabilidade local de sistemas p-fuzzy

O estado de equilibrio de um sistema pode desempenhar um papel importante na
analise geral do sistema. Em muitos casos, é possivel compreender o comportamento global
das solugoes quando se conhece o comportamento préximo ao estado de equilibrio [36].
Neste capitulo vamos analisar a estabilidade de sistemas p-fuzzy. Inicialmente estudaremos

o caso unidimensional e em seguida o caso bidimensional.

4.1 Estabilidade de sistemas p-fuzzy unidimensionais

Um sistema p-fuzzy unidimensional, como vimos no Capitulo 2, é uma equacao de

diferencas dada pela formula de recorréncia,
Tpt1 = Tpn + A(zy) (4.1)

onde, A(z,) é a saida defuzificada do sistema baseado em regras fuzzy. Tomando F(z) =
z + A(z) tem-se de (4.1) que

Suponhamos que z* seja um ponto de equilibrio de (4.2) (z* é ponto de equilibrio
de (4.1) ). Da teoria de equagoes de diferengas [14, 3] a andlise de estabilidade de (4.2)
depende do valor de A\ = F'(z*):

e se 0 < A <1, x* é assintoticamente estavel (a convergéncia é mondtona);
e se —1 <\ <0, z* é estdvel (convergéncia oscilatéria);
e se A =1ou X = —1, 2" é neutralmente estavel (trajetorias oscilam em torno de xz*);

e se A < —1, z* ¢ instavel (divergéncia oscilatdria);
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e se A > 1, z* é instavel.

Como F(z) = z + A(x), temos que a andalise de estabilidade do sistema p-fuzzy

(Equagao (4.1)), em fungao de A’(z*), é dada por:
o —1 <A'(z*) <0, x* ¢ assintoticamente estavel (a convergéncia é monétona);
o —2 < Al(zx*) < —1, x* é estavel (convergéncia oscilatéria);
o A'(z*)=0ou A'(z*) = —2, 2* é neutralmente estével;
o A'(z*) < —2, x* é instdvel (divergéncia oscilatéria);
o A'(z*) >0, z* é instavel.

Logo, observa-se que a analise de estabilidade de um sistema p-fuzzy unidimensional
depende apenas de A’(z*). Suponhamos que o método de inferéncia utilizado é o de

Mamdani e o processo de defuzificacao é o Centro de gravidade. Neste caso,

JE @t [7 gy mitdt - [2 P ntdt + [ tg(t)dt
Jo g7 ydt — [ fA(E)dt

Ar) =

onde (n,m) = (r(x), s(x)).
Derivando a fungao A e lembrando que z* é ponto de equilibrio se, somente se, hy(z*)+

ho(z*) = 0, tem-se:

g~ ()07 — 3 (Y

A = 2 a (43)
( Jo gt (@®)dt — |, f*l(t)dt)
onde, (n*)" e (m*)" sdo respectivamente 7’(z*) e s'(z*).
A Equacao (4.3) acima pode ser reescrita por:
H'(n*,m*)
A (z") = —~——= 4.4
(") = s (4.4

Observagao 4.1. Observe em (4.3) que a andlise de estabilidade de um dado ponto de
equilibrio depende do conjunto vidvel de equilibrio, traduzido nos valores (n*) e (m*)’, e

nas funcgoes f e g.

Proposicao 4.1. Seja x* € supp(A*) um ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy uni-

dimensional, se A* € tal que c1 < z1 € ca > zo. Entdo x* € estdvel ou instdvel oscilante.

Demonstragao. Basta mostrarmos que A’(z*) < 0. Isso é conseqiiéncia imediata do

Teoreama 2.2.
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4.1.1 Exemplo - analise de estabilidade de sistemas p-fuzzy uni-

dimensionais com saida simétrica

Como f e g sdo simétricas, isto é g(t) = f(—t), entao g~ '(t) = —f~'(t) e pela Propo-
si¢ao 2.1 o sistema p-fuzzy possui um tnico ponto de equilibrio (na regido de equilibrio,
em questao) x* tal que s(z*) = m* = n* = r(z*). Substituindo estes resultados em (4.3)

temos que,

—1(,,%\]2 *\/ __ *\/
Ay = O — (oY) .
(g war)
Consideremos um sistema p-fuzzy S; com variavel de entrada z (Figura 4.1), variavel

de saida Dz (Figura 4.2) e como base de regras:
1. Se x é B entao Dx é BP;
2. Se x é MB entao Dx é MP;
3. Se x é M entao Dx é BP;
4. Se x é MA entao Dz é BN,
5. Se x é A entao Dz é BP;

6. Se x é AL entao Dx é AP,

BN BP MP AP

o
®

Pertinéncia
Pertinéncia
o
o

o
IS

Figura 4.1: z, supp(A*) = [121,129]. Figura 4.2: Dx: dominio [—25, 40].

Observe que A* = M N MA é tal que supp(A*) é um conjunto viavel de equilibrio

(Definigao 2.3). Sejam r, s, f e g respectivamente as fungoes de pertinéncias dos conjuntos

fuzzy M, MA, BP e BN. Temos que, r(z) = —(z — 129), s(z) = 5(z — 121) e
g *(t) = 25(1 —t). Resolvendo a equagao r(z) = s(z) tem-se 2* = 125 = n* =r(z*) = 3.
Donde obtém-se g~*(n*) = 2. Como r'(z) = —15 e '(x) = 15, substituindo estes valores
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heragéio
Figura 4.3: A'(x) = —2.177.
em (4.5) temos que,
- - &

A(z) = = —2.1769 = A'(x) < =2

4( 4199501 — t)dt)

0

Os resultados experimentais podem ser vistos na Figura 4.3, onde pode-se observar
que o ponto de equilibrio é instavel, como esperavamos.
Agora vamos considerar dois outros sistemas p-fuzzy: Sy e S3 com as mesmas regras
e a mesma varidvel de saida do sistema S; (Figura 4.2) e mudemos as entradas. Tomemos
S5 com entrada x dada na Figura 4.4 e S3 com entrada x dada na Figura 4.5.

As mudancas nas entradas sao tais que Sy e S3 tém o mesmo ponto de equilibrio de

Pertinéncia

Figura 4.4: supp(A*) = [120, 130]. Figura 4.5: supp(A*) = [110, 140].

Sy, x* = 125. Fazendo alguns célculos, de modo anédlogo ao que fizemos para o sistema
Si, obtemos para Sy: Af, (z*) = —1.607 e para S3: Af, (z*) = —0.278. Os resultados
experimentais podem ser vistos respectivamente nas Figuras 4.6 e 4.7.

Consideremos também os sistemas Sy e S5 com as mesmas regras, variavel de entrada
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< 1151 b < 1151

1101 b 1101

105 1 105
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lteragao lteracao
Figura 4.6: A’(x) = —1.607. Figura 4.7: A’(z) = —0.278.

x dada pela Figura 4.1 e variaveis de saidas respectivamente dadas nas Figuras 4.8 ¢ 4.9.
Aqui, mudamos apenas o dominio da varidvel de saida de S; (Figura 4.1), sendo que o
dominio da variavel de saida de S; é metade do dominio da saida de S; e o dominio da
variavel de saida de S5 é um quinto do dominio da saida de S;. Os valores obtidos para

S, e S5 foram respectivamente,

1 1
Asgy(27) = 10884 = o % —2177 = o % Ag, (27)

1 1
Agy(7) = —10884 = % —2.177 = = x Ay, (27)

(veja Figuras 4.10 e 4.11) obviamente nao é coincidéncia!l A seguinte proposicao esclarece

o ocorrido,

Proposicao 4.2. Multiplicar o dominio da varidvel de saida de um sistema p-fuzzy uni-

dimensional (4.1) por h € equivalente a iterar T, = x, + hAz,.

4.1.2 Exemplo - analise de estabilidade de sistemas p-fuzzy uni-

dimensionais com saida nao simétrica

Nesta secao, vamos analisar a estabilidade do sistema p-fuzzy dado na secao 2.5.6
(Capitulo 2). Neste caso, vamos utilizar m; = 0.1 ¢ = 0.2. Temos entao, o sistema p-fuzzy
com variavel de entrada x dada na Figura 4.12 e variavel de saida Dx dada na Figura 4.13.

Usaremos a seguinte base de regras:

1. Sex é Aentao A é g ;
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—-10 -5 o 5 10 15 20 —4 -2 o 2 4 6 8
Dx D:
Figura 4.8: Saida: dominio [—12.5,20]. Figura 4.9: Saida: dominio [—5,8].
130 T T T T T 130 T T T T T
1250 — — A -—- 125 — — — — — — —~ -—-
120 1 120
x 115} < 115
110t E 110t
1051 1 105
100 I I I I I 100 L I I | !
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
lteracao lteragao
Figura 4.10: A’(z*) = —1.088. Figura 4.11: A’(z*) = —0.435.
2. Se x é Bentao A ¢ f;
!
0.9
0.8
0.7
= 5 06
< < 0.4
0.3
0.2
0.1
o 20 40 60 80 100 93 -2 -1 o 1 2
x Dx
Figura 4.12: Variavel x de entrada. Figura 4.13: Variavel A de saida.
Este sistema possui trés pontos de equilibrios: zj = 10.31, x5 = 19.13 e 25 = 69.57

(Figura 4.14). Utilizando o Software Matlab encontramos os seguintes: A’(x}) = —0.0541,
A'(x3) = 0.0032 e A'(x§) = —0.0127. Os resultados experimentais podem ser vistos
respectivamente nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17. Podemos observar que z7 e xj sao estaveis

e 3 é instavel.
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Figura 4.14: Gréafico da fungao A para z € supp(A*).
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35 B
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12 1
301 B
1r .
x 10 1 x 25 B
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lteracao lteracao
Figura 4.15: Estavel: A'(z*) = —0.0541. Figura 4.16: Instavel: A’(z*) = 0.0032.
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Figura 4.17: Estavel: A’(z*) = —0.0127.

Quando um sistema ¢ estavel em x* o teorema do ponto fixo de Banach garante que
a seqiiéncia x,, converge para r*, com isso pode-se encontrar uma aproximagao para o z*.
A pergunta ébvia é: Como encontrar uma aproximacao para o ponto de equilibrio quando

este é instavel? Passamos a responde-la!

Dado um sistema p-fuzzy normalmente temos que A’(z) é uma fungao limitada numa
vizinhanga de z*. Se z* é um ponto de equilibrio de (4.1) entao x* é ponto de equilibrio de
um sistema com a iteragao x,1 = , + hA(z,), onde h € R. Se tomarmos h apropriado,
de modo que —2 < hA'(z*) < 0 temos que z,, — z*. Assim podemos encontrar uma
aproximacao do ponto de equilibrio, x*. Por exemplo, consideremos o problema acima
e tomemos h = —1, isto é iteremos z,,; = x, — Azx,. Tomando como condi¢ao inicial
z, = 18 e x, = 20 vemos que a seqiiéncia converge para x5 = 19.13 (Figura 4.18) e como

ja vimos, x3 é instavel!

Observacao 4.2. E importante notar a necessidade da funcao A ser limitada numa
vizinhanga de x* ([21], pg.305 exerc.12).

Observacgao 4.3. Pela Proposicio 4.1 se A* € tal que c; < 21 e co > 2z, entdo basta
iterarmos Tpy1 = T, + hAx, com h € (0,1), para encontrar uma aprorimac¢ao para o

ponto de equilibrio.

Observacao 4.4. Obviamente, em muitos casos, pode se encontrar o valor exato do ponto
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Figura 4.18: Tteracao com a seqiiéncia: x,,1 = x, — Ax,.

de equilibrio de um sistema p-fuzzy, como acontece no caso em que a saida é simétrica.

4.2 Estabilidade de sistemas p-fuzzy bidimensionais

Consideremos um sistema discreto autonomo bidimensional .S,

{a:nH = F(zn,yn) (4.6)

Yn+1 = G(l‘nayn>

e suponhamos que (z*,y*) seja um ponto de equilibrio de S. Entao, da teoria cldssica
de equagoes de diferengas nao lineares [14] sabe-se que a anélise de estabilidade de S em

(z*,y*) depende dos autovalores da matriz jacobiana de S, a qual é dada por:
OF (% % OF (% %
J= 3 (@ y7) a—y(flf,y) (4.7)
y) g @y

Para determinar a estabilidade de (z*,y*) basta encontrar as raizes (autovalores) da
equagao det(J — AI) = 0. Sendo A; e Ay estas raizes tem-se: (z*,y*) é estavel se, e somente
se, [A1], [A2] € (0,1).

Uma outra maneira de testar a estabilidade de (z*,y*), sem determinar explicitamente
os autovalores, é verificar se: 2 > 1+ det(J) > [tr(J)].
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Observacao 4.5. det(J) e tr(J) sao respectivamente determinante e trago da matriz J.

Sabemos que um sistema p — fuzzy bidimensional, (3.1), é um sistema de equagoes
de diferencas nao lineares onde F'(z,y) = + Ai(z,y) e G(z,y) = y + As(z,y). Entdo a

matriz jacobiana deste sistema é:

J:<1+%(:c*y*) G (z, ") ) (48)

G (2%, y) 1+8§f( )

onde as derivadas parciais de A; e de Ay, equagoes (3.11) e (3.12), sdo dadas por:

OAy Lo sl (Bt y )G y) — U (B g DE(E) (@ Y
ax( 7y)7 A(ﬁQ(x*7y*>7ﬂl<x*7y*)) (49>
AL . Mo By PG y) — A By () @ )
Ty V)= Ay, (a5 (4.10)
08 . e (Bu PR ) — A Gy P )
oz V)= A7), ol y)) (4.1)
08y, . . Mo (i y P, y) — A (Bt y () @ )
Ty V)= A5, Boa ) (4.12)

Observagao 4.6. Obviamente, nas equagoes acima, estamos supondo que as funcgoes (31,
B, B3 e By sao derivaveis. De fato, estas fungoes sao derivdveis em (x*,y*) quando
satisfazem a condigdo i) ou i) do Teorema 3.2. Quando (z*,y*) satisfaz a condigdo iii)

do Teorema 3.2 possivelmente, as funcoes (31, (2, B3 e B4 nao possuem derivadas parciais

em (z*,y").

Observacao 4.7. Quando as saidas sio simétricas, Ai(x*) = Ay(z*) = Bi(y*) = Ba2(y")

(Teorema 3.3), 1, B2, B3 e By sao derivdveis por partes num aberto centrado em (x*,y*).

Como vimos no Capitulo 3, para sistemas p-fuzzy bidimensionais existem apenas 8
tipos de configuracoes limitando a regiao viavel de equilibrio. Para fazer uma andlise
completa da estabilidade dos sistemas p-fuzzy bidimensionais, terfamos que considerar
todas as configuragoes possiveis para existéncia de regiao vidvel de equilibrio (Figura 4.19).
Entretanto, por ser a metodologia analoga para todos os casos vamos considerar apenas
dois casos: Tipo 1 e Tipo 2 (Figura 4.19).

Inicialmente, observe que se um sistema S satisfaz ao item ¢) do Teorema 3.2, vimos
que o ponto de equilibrio (z*,y*) é tal que z* € [4;]P1¥) = A,(z*) > Bi(y*) > Ba(y*).

Dai, pela monotonicidade e continuidade de Ay, Ay, B1 e By existe um 0 > 0 tal que, para
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Figura 4.19: Configuracoes possiveis de regioes viaveis de equilibrio para sistemas p-fuzzy
bidimensionais.

re (et =,z 4+0)ey e (y—0d,y°+9), tem-se:

Ai(z) > Bi(y) (4.13)
Ai(z) > Bs(y) (4.14)
Ai(z) > Ag(a). (4.15)

Se, por outro lado, S satisfaz a condicdo ii) do Teorema 3.2, entdo y* € [B;]**") =
Bi(y*) > Aq(z*) > Ag(2*). Entdo, pela monotonicidade e continuidade de Ay, Ay, B; e
By existe um ¢ > 0 tal que, para x € (z* — §, 2" +J) ey € (y* — 6,y* + 0), tém-se,

Bi(y) > Ai(z) (4.16)
Bi(y) > Ba(y). (4.18)

4.2.1 Analise de estabilidade - Tipo 1

Nesta secao vamos considerar regioes de equilibrio com a configuracao representada

pela Figura 4.19 (Tipo 1), a qual é traduzida pelas regras:
1. Sex é Ay ey é By Entao A1 é g1 e Ay é go;
2. Sex é Ay ey é By Entao Ay é g1 e Ay € fo;
3. Sexé Ay ey é By Entao A é f1 e Ag é go;
4. Sex é Ay ey é By Entao Ay é f1 e Ay é fo

entao, as fungoes (1, B2, (B3 e (4 sao dadas por:



pela Proposicao 1.1 podemos reescrever estas equagoes:

Bi(z,y) = min{As(x), maz{Bi(y), B2(y)} } (4.23)
Bo(z,y) = min{A;(x), maz{Bi(y), B2(y)} } (4.24)
Bs(x,y) = min{By(y), maz{A:(x), As(x)}} (4.25)
Ba(z,y) = min{B;(y), max{A;(x), As(x)}} (4.26)

Se (x*,y*) satisfaz ao item i) do Teorema 3.2, usando (4.13)-(4.15) temos que,

Bal,9) = Bu(y), Ba(2,9) = Baly), Ga(w,9) = Buly) e pelo Coroldrio 3.1 tem-se f (z, y) =
As(z). Entao, usando a Proposigao 1.2,

!

P 0, 47) = Ay(a) (4.27)
D) = TR = ) = S ) = 0 (4.28)
Tl y) = S = L) (4.29)

%—ﬁ;’(ﬂc*, y) = By(y") (4.30)

substituindo estes valores nas Equagoes (4.9)-(4.12) tem-se:

AL, , L —slfi(As(a))P Ay (a7
Br ) = T B ) 30

08y . slor (Biy))PPBi(yY)
5 ) = B ), Baly) (432
%(:p*,y*) =0 (4.33)

0Ny, . 3o (Bily))PBi(y?) — 51fs ' (Ba(y™)*Bh(y)
Ty V)= AB\(y). Baly) S

Assim, a matriz jacobiana do sistema S é dada por,
_ 1+ FEy) Gty

J—( 0 1+85Ay2( ,y)) (4.35)

8A1 (

Os autovalores de J sao: \; =1+ x5yt e =14 %—Ayz(x*,y*). Se decompormos

este sistema em sistemas unldlmensmnals obteremos S1 e Ss tal que S; teria as seguintes

regras:

1. Se y é By Entao A é go;
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2. Se y é By Entao A € fs;

donde tem-se, %(x*,y*) = A'(y*) (veja equagoes (4.34), (4.3) e Teorema 3.2).

Proposicao 4.3. Se tivermos Ay(x1) > B1(y*), onde x1 € o ponto de equilibrio de Sy e y*
¢ o ponto de equilibrio de Sy, uma condi¢do necessaria para estabilidade do ponto (z*,y*)

€ que y* seja estdvel por Ss.

Demonstracao. Segue direto da Equagao (4.3) e Equagao (4.34).

Suponhamos agora que o sistema S satisfaga ao item i) do Teorema 3.2. Usan-

do (4.16)-(4.18) temos que, fo(z,y) = As(x), B3(z,y) = Ai(z), fa(x,y) = Ai(x) e pelo
Corolario 3.2 tem-se B3(x,y) = Bs(z). Usando a Proposi¢ao 1.2 , vem:

P (a4 = Anla") (436)

Th ) = D) = A (437

D) = T ) = P2 ) = S ) = 0 (439
) = B, (139

Substituindo estes valores nas equagoes (4.9)-(4.12) tem-se:

aa—ilw’ ) =0 (4.41)

Neste caso, a matriz jacobiana de S é dada por,

1+8A1< *73/*) 0
J= (4.44)
( By 1+ GREny)

Decompondo o sistema S em sistemas unidimensionais, obtém-se S; e Sy tal que S

tem a seguinte base de regras:

1. Se x é A; entao A é gq;
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2. Sex é Ay entao A é fy;
donde tem-se, 221 (z*, y*) = A'(z*) (veja Equagdes (4.40), (4.3) e Teorema 3.2).

Proposicao 4.4. Se tivermos Ai(z*) < By(y1), onde x* € o ponto de equilibrio de Sy e
y1 € o ponto de equilibrio de Sy, uma condi¢ao necessdria para estabilidade de (z*,y*) €

que x* seja estavel por Si.

Demonstracao. Segue direto da Equagao (4.3) e Equagao (4.40).

4.2.2 Exemplos da analise de estabilidade - Tipo 1

Nesta secao apresentaremos os resultados experimentais relativos ao estudo da esta-
bilidade descrito na secao 4.2.1. Inicialmente apresentaremos um sistema que satisfaz a
condicao i) do Teorema 3.2, isto é, um sistema que ao ser decomposto em sistemas uni-
dimensionais S; e Sy, sendo x; ponto de equilibrio de S; e y; ponto de equilibrio de Sy;
tem-se A (z1) > Bi(y1).

Exemplo 1

Consideremos o sistema bidimensional S com as regras descritas na secao anterior,
com as varidveis de entrada z (Figura 4.20) e y (Figura 4.21) e varidveis de saida A,
(Figura 4.22) e A, (Figura 4.23). As trajetérias resultantes podem ser vistas nas Figu-
ras 4.24-4.26. A Figura 4.24 mostra o grafico x x n, a Figura 4.25 mostra o gréafico y x n

e a Figura 4.26 mostra o plano de fase de S.

A1 Az B1 B2

Pertinéncia
Pertinéncia

Figura 4.20: Entrada x de S. Figura 4.21: Entrada y de S.

Neste caso, temos que o sistema S € instavel. Ao decompormos S nos sistemas unidi-
mensionais S e Sy, tem-se que o ponto de equilibrio de S, y*, é tal que: A'(y*) = —2.0599,
o que explica a instabilidade de S (Proposicao 4.1).
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= = = )
a1 a2

Figura 4.22: Saida A; de S. Figura 4.23: Saida A, de S.
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Figura 4.24: Gréfico x x n. Figura 4.25: Gréfico y x n.
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Figura 4.26: Plano de fase do sistema S.

Exemplo 2

Mudamos o sistema S, agora a saida As de S serda dada pela Figura 4.27. Chamemos
este novo sistema de S’. Para este sistema, obtemos os resultados exibidos nas Figuras 4.28-
80
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4.30. A Figura 4.28 mostra o grafico x x n, a Figura 4.29 mostra o grafico y x n e a Figura
4.30 mostra o plano de fase de S".
Neste caso, o sistema S’ é estdavel. Separando S’ em sistemas unidimensionais, temos

que o sistema S, é tal que, em seu ponto de equilibrio, A’(y*) = —1.7128.

g2

Pertinéncia

IS
T

)
a2

Figura 4.27: Saida A, do sistema S
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Figura 4.28: Grafico x x n. Figura 4.29: Grafico y X n.

Exemplo 3

Ainda considerando o sistema S, mudamos a saida A, de S, agora dada na Figura 4.31.
Chamemos este novo sistema de S”. Para este sistema, obtemos os resultados ilustrados
nas Figuras 4.32-4.34. A Figura 4.32 mostra o grafico x X n, a Figura 4.33 mostra o gréafico
y X n e a Figura 4.34 mostra o plano de fase de S”.

Neste caso, o sistema S” é estavel. Separando S” em sistemas unidimensionais, o

sistema Sy é tal que, em seu ponto de equilibrio a fun¢ao A’ satisfaz: A’(y*) = —0.3045.

Observacgao 4.8. Se, nos sistemas S, S’ e S” discutidos acima, trocarmos as varidveis

de entradas x por y e y por x teremos sistemas que satisfazem ao item ii) do Teore-
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Figura 4.30: Plano de fase do sistema S’.
0.8 —
< 0.4 -
o
. . , : 1"
Figura 4.31: Saida A, do sistema S”.
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Figura 4.32: Grafico x x n. Figura 4.33: Grafico y x n.
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Figura 4.34: Plano de fase do sistema S”.

ma 3.2. Assim, os resultados exibidos nos exemplos anteriores servem de exemplos para

uma andlise da estabilidade deste caso.

4.2.3 Anadlise de estabilidade - Tipo 2

Nesta secao, vamos considerar regioes viaveis de equilibrio cuja configuracao é repre-

sentada na Figura 4.19 (Tipo 5), e é traduzida pelas regras:
1. Sex é Ay ey é By Entao Ay é g1 e Ay é fo
2. Sex é Ay ey é By Entao Ay é f1 e Ag é [
3. Sex é Ay ey é By Entao Aq é g1 e Ay € go;
4. Sex é Ay ey é By Entao Ay é fi e Ay é go;

entao, as funcoes 31, B2, (3 e B4 sao dadas por:

Br1(z,y) = max{min{A;(z), Ba(y)}, min{As(x), Ba(y)} } (4.45)
Bo(z,y) = max{min{A;(z), B1(y)}, min{As(x), B1(y)}} (4.46)
Bs(z,y) = max{min{A;(z), B1(y)}, min{A;(z), B2(y)} } (4.47)
Baz,y) = maz{min{As(x), Bi(y)}, min{As(z), B2(y)}} (4.48)
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pela Proposicao 1.1 podemos reescrever estas equagoes:

B1(z,y) = min{ Bs(y), max{A;(x), As(x)}} (4.49)
Bo(x,y) = min{B1(y), mar{Ai(x), As(x)}} (4.50)
Bs(x,y) = min{ A (x), maz{Bi(y), B2(y)}} (4.51)
Ba(x,y) = min{As(x), maz{Bi(y), B2(y)}} (4.52)

Se (x*,y*) satisfaz ao item i) do Teorema 3.2, usando (4.13)-(4.15) temos que,

Br(2,9) = Ba(y), Balw,y) = Buly), Ba(w,9) = Buly) e pelo Coroldrio 3.1 tem-se fy(r, y) =
As(z). Entédo, usando a Proposicao 1.2,

) = TR = ) = S = 0 (4.53)
P e, y) = Aola”) (454

S ) = By (1.5)

T y) = SR = Bl) (4.5

Substituindo estes valores nas equagoes (4.9)-(4.12) tem-se:

%(o@*,y*) =0 (4.57)
- BRI
- BT o

Entao, a matriz jacobiana do sistema S é dada por,

1 OAT (k%
J= ( o, oy (LC Y ) > (461)

Gel@tyt) 1+ aa—AyQ(Qf*a?/*)

Se (z*,y*) satisfaz ao item ii) do Teorema 3.2, usando (4.13)-(4.15) temos que,
Bo(z,y) = Ai(z), B3z, y) = Ai(x), Ba(z,y) = As(x) e pelo Coroldrio 3.2 tem-se fi(z,y) =
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Bsy(y). Entao, usando a Proposicao 1.2,

0 0 9 9
%(x*,y*) = ({%(w*,y*) = ({%’(:c*,y*) = (%(:c*,y*) =0 (4.62)
8 a /! *
%(ﬁ*,y*) = %(x*,y*) = A\ (z") (4.63)
a !/ *
%(Jz*,y*) = Ay(") (4.64)
9
S y) = Byl = Bw) (4.65)

Substituindo estes valores nas Equagoes (4.9)-(4.12) tem-se:

o - SIS
- LIRS
88_22@*, y) =0 (4.69)

entdo, a matriz jacobiana do sistema S ¢ dada por,

Observe que, a partir das matrizes em (4.61) e (4.70) ndo é possivel fazer uma anédlise
da estabilidade a priori, como fizemos no caso estudado na segao 4.2.1. Dessa forma,
a estabilidade depende de cada problema estudado. Na se¢ao seguinte veremos alguns

exemplos, onde poderemos constatar a potencialidade deste de tipo de configuracao.

Saidas simétricas

Estudaremos agora a estabilidade do caso em que as saidas do controlador sao simétricas.
Obviamente, sé tem sentido estudar estabilidade de um ponto de equilibrio quando este é
isolado. Sendo assim, para o estudo usaremos como base o Teorema 3.3. A partir deste
teorema e da Proposicao 1.2 vemos que € necessario calcular as derivadas parciais laterais

das funcoes 31, (s, B3 € (4, visto que a derivada destas fun¢oes podem nao existir no ponto
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de equilibrio. Fazendo isto, obtemos:

e )= aa—fw,y*):o (47)
L
005 (2. ) = ‘Z@’é%i”{i;) )
o) = ) o
B = A B 1%/) e
aa—Aj(x y) = 3A2(* o= (4.76)

Observacao 4.9. Os expoentes que aparecem nas Equagoes (4.71)-(4.76) tém o sequinte

significado: 1 - derivada parcial a esquerda e 2 - derivada parcial a direita.

Das equagdes (4.71) e (4.76) tem-se 221 (z* y*) = ‘M; (x*,y*) = 0. Entao, a matriz

jacobiana é:
1 k
= ( N 11 ) (4.77)
2

onde, ki e ko dependem das equagoes (4.72)-(4.75). Um célculo simples mostra que os
autovalores de J sao: A\ =1 — v/ki1ky e Ao = 1 4+ /k1ko. Entao, o sistema é instavel, pois,

pelo menos um dos autovalores tem médulo maior do que um.

4.2.4 Exemplos - analise de estabilidade - Tipo 2

Nesta secao apresentaremos os resultados experimentais relativos a analise de estabili-

dade feita na secao 4.2.3, anterior.

Exemplo 1

Consideremos o sistema bidimensional S cujas regras sao as mesmas descritas na
segao 4.2.3, com varidveis de entrada z (Figura 4.35) e y (Figura 4.36) e varidveis de
safda Ay (Figura 4.37) e Ay (Figura 4.38). A matriz jacobiana do sistema S no ponto de
equilibrio (z*,y*) = (32.8109;6.7511) é dada por,

1 —0.3172
7= (4.78)
0.0357  0.7856
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Os autovalores da matriz J sao A1 = 0.9054 e Ay = 0.8801, portanto o sistema é estavel.
Os resultados experimentais podem ser vistos nas Figuras 4.39 e 4.40. A Figura 4.39
mostra a trajetéria x X n (linha mais cheia) e a trajetéria y x n (linha menos cheia) e,
a Figura 4.40 mostra o plano de fase de S. Neste exemplo usamos a condigao inicial
(o, Yo) = (32,6). Podemos observar uma convergéncia lenta (n = 3000), isto se deve ao

fato que os autovalores tém magnitudes préximas de 1.

A1 Az B1 B2

Pertinéncia
Pertinécia

y

Figura 4.35: Entrada x de S. Figura 4.36: Entrada y de S.
Figura 4.37: Saida A; de S. Figura 4.38: Saida A, de S.
X25’ 1 6.8 &

6.6

6.4

6.2

NN

I I I I I I 58 I I I I I . . )
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 29 30 31 32 33 34 35 36 37
Iteragdo X

Figura 4.39: Trajetorias de z e y. Figura 4.40: Plano de fase: (z,,¥,) = (32,6).
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Exemplo 2

Mudamos o sistema S, agora a saida A; e Ay de S serdo dadas respectivamente pelas
Figura 4.41 e 4.42. Chamemos este novo sistema de S’. Para este sistema, o ponto de

equilibrio é (x*,y*) = (32.9957;8.4653) e, neste ponto a matriz jacobiana é:

1.0045 —0.7594
J= (4.79)
0.3742 1

Os autovalores da matriz J sao os numeros complexos A1 = 1.0023 + 0.5337 ¢ A\; =
1.0023 —0.533i, portanto |A1| = |A2| = 1.1352 o que mostra que o sistema S’ é instavel. Os
resultados experimentais obtidos podem ser vistos nas Figuras 4.43 e 4.44, onde podemos
observar a existéncia de um ciclo limite. Neste caso, usamos (z,,¥,) = (32,8) como

condicao inicial.

Pertinéncia
Pertinéncia

= — )
Nt az

Figura 4.41: Saida A; de §5". Figura 4.42: Saida A; de §'.

60 T T T T T 18r

50

40

Z30F

201

I I I I I 0 I 1 I I I I I )
0 200 400 600 800 1000 1200 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Iterag@o X

Figura 4.43: Trajetérias de x e y. Figura 4.44: Plano de fase: (z,,v,) = (32,8).
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Exemplo 3 - saidas simétricas

Mostraremos agora um exemplo onde as saidas sao simétricas. Considere o sistema com

varidveis de entrada x (Figura 4.45) e y (Figura 4.46) e variaveis de saida A, (Figura 4.47)

e Ay (Figura 4.48). O ponto de equilibrio deste sistema é tnico, (z*,y*) = (70,17.5) e

o sistema é divergente. Os resultados experimentais podem ser vistos nas Figuras 4.49 e
4.50
Figura 4.45: Entrada x. Figura 4.46: Entrada y.
Figura 4.47: Saida A;. Figura 4.48: Saida A,.
80 19.51
'l
70\/\/\/\/\/VWV\/\/\/\/\/V\/V\/\/\/\/ | 19l
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Figura 4.49: Trajetérias de x e y.
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4.3 Resumo do capitulo

Neste Capitulo, apresentamos a analise de estabilidade dos sistemas p-fuzzy unidimen-
sionais e bidimensionais. Vimos que as regras estao fixadas a estabilidade de um ponto de
equilibrio esta associada a mudanc¢a do dominio da variavel de saida do controlador ou a
mudanca das funcoes de pertinéncias associadas a estas variaveis.

No caso bidimensional, nao fizemos a anélise de estabilidade de todas as configuracgoes
ilustradas na Figura 4.19, mas acreditamos que a partir dos resultados apresentados é
simples fazer a andlise dos outros casos (Figura 4.19). Mostramos também que quando as
funcgoes associadas as varidveis de saidas sao simétricas, os sistemas p-fuzzy bidimensionais
do Tipo 2 sao instaveis.

Alguns dos resultados praticos, interessantes, deste capitulo sao: a estabilidade de um
sistema p-fuzzy bidimensional S depende da estabilidade do sistema unidimensional que
fornece a coordenada para o ponto de equilibrio de S, Proposicoes 4.3 e 4.4. Além disso,
para sistemas unidimensionais a Proposicao 4.1 fornece um algoritmo para encontrar o

ponto de equilibrio.
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Capitulo 5
Aplicacoes em Biomatematica

Acreditamos que os sistemas dinamicos p-fuzzy possam ser utilizados nas mais varia-
das areas do conhecimento humano. Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacoes em
Biomatematica. A partir das aplicacoes apresentadas poderemos constatar a eficacia, ver-
satilidade e robustez da teoria desenvolvida nos capitulos anteriores. Além das aplicacoes
contidas neste capitulo podemos citar trabalhos recentes do grupo de Biomatematica da
Unicamp, como [7], [10], [13],[19], [24] e [28].

5.1 Sistemas p-fuzzy unidimensionais inibidos

Os sistemas p-fuzzy unidimensionais podem ser utilizados para modelar situacoes em
que a varidvel de estado é crescente (respectivamente decrescente) com uma capacidade
suporte (respectivamente limiar inferior). Por exemplo, consideremos o sistema p-fuzzy
com as variaveis “populac¢ao” (Figura 5.1) e “Variagao” (Figura 5.2). Um sistema p-fuzzy

unidimensional inibido tem como base de regra geral:
1. Se populagao é Baiza(B) entao variagao é Baiza positiva(Bp);
2. Se populagao é Média baiza(Mb) entao variagao é Média positiva(Mp);
3. Se populacao é Média(M) entao variagao é Alta positiva(Ap);
4. Se populagao é Média alta(Ma) entao variagao é Média positiva(Mp);
5. Se populacdo é Alta(A) entao variacdo é Baiza positiva(Bp);
6. Se populacao é Altissima(Al) entao variagdo é Baiza negativa(Bn);

Este sistema p-fuzzy pode ser utilizado para modelar situagoes que, na matematica
classica sao descritas por modelos inibidos tais como: o de Gompertz, o de Verhulst, o de

Von Bertallanffy, o Exponencial Assintético etc. Além disso, a modelagem p-fuzzy pode
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ser utilizada também para estimar parametros destes modelos classicos.

Pertinéncia
Pertinéncia

1 —o0.5 o 0.5
A

Figura 5.1: Variavel fuzzy: populagao. Figura 5.2: Variavel fuzzy: variagao.

Desenvolvemos um software [30], na linguagem de programagao C++, que pode ser
utilizado para estimar parametros a partir de um conjunto de dados tabelados. Na Fi-
gura 5.3, fornecida pelo software, podemos observar: no lado esquerdo, a tabela obtida a
partir do modelo p-fuzzy (pontos amarelos), no centro da figura podem ser vistos, o grafico
dos dados tabelados e os gréficos dos modelos Verhulst (cor rosa), o de Von Bertalanffy
(cor azul), o Exponencial Assintético (cor verde), Gompertz (cor verde claro) e abaixo
do grafico aparece o nome do modelo imediatamente utilizado no software (neste caso o
Exponencial Assintético) seguido pela sua solugao analitica, e na parte inferior direita da
figura os valores dos parametros.

Como pode ser visto na Figura 5.3, neste caso, o modelo p-fuzzy (pontos amarelos) e
o modelo Logistico (cor rosa) sdo muito “préximos”. Mas, obviamente com pequenas mu-
dancas no modelo p-fuzzy poderiamos obter modelos proximos a qualquer um dos modelos

aqui mencionados.

5.2 Sistemas interativos - p-fuzzy

Nesta secao, vamos apresentar sistemas p-fuzzy bidimensionais que podem ser utiliza-
dos para modelar interacgoes entre duas populagoes. Veremos que os sistemas p-fuzzy bidi-
mensionais podem ser utilizados tanto para modelar situagoes discretas quanto continuas,

a partir de uma base de regras fixa.
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Figura 5.3: Saida do software.

5.2.1 Sistema presa-predador discreto
Sistema presa-predador discreto sem inibicao

O modelo presa predador discreto, classico, sem inibigcao é dado por:

(5.1)

onde x representa a populacao de presas e y a de predadores. As trajetérias deste sis-
tema no plano de fase sdo curvas nao fechadas, chamadas de ciclo ecolégico discreto [4]
(Figura 5.4) e o ponto de equilibrio é um né instével.

Entao, para simular algo que possa ser descrito por este modelo, presa predador dis-
creto, podemos utilizar, um sistema p-fuzzy que seja instavel. Por exemplo, consideremos
o sistema p-fuzzy com entradas x (presa, Figura 5.5) e y (predador, Figura 5.6) e saidas
Vx (Variagao de z, Figura 5.7) e Vy (Variagao de y, Figura 5.8) e a base de regras:

1. Se x é Baizo e y é Baizo Entdo Va é Médio Alto positivo e Vy é Médio Alto negativo;

2. Se x é Bairo e y é Médio alto Entdao Vx é Médio Bairo positivo e Vy é Alto negativo;

3. Se z é Baizo e y é Médio alto Entdo Vx é Baizo negativo e Vy é Alto negativo;
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Figura 5.4: Plano de Fase: ciclo ecolégico.

4. Se x é Baizo e y é Alto Entao Vz é Médio Alto negativo e Vy é Médio Alto negativo;
5. Se x é Médio bairo e y é Baixo Entdo Va é Alto positivo e Vy é Baixo negativo;
6. Se xz é Médio baizo e y é Médio baizo Entao Vx é Baizo positivo e Vy é Baizo negativo;
7. Se x é Médio baixo e y é Médio alto Entdo Vx é Baixo negativo e Vy é Bairo negativo;
8. Se x é Médio baizo e y é Alto Entdo Va é Médio Baizo negativo e Vy é Baizo negativo;
9. Se x é Médio alto e y é Bairzo Entdao Vx é Alto positivo e Vy é Bairo negativo
10. Se z é Médio alto e y é Médio baizo Entao Va é Baizo positivo e Vy é Baizo positivo;
11. Se xz é Médio alto e y é Médio alto Entao Vx é Bairo negativo e Vy é Bairo positivo;
12. Se x é Médio alto e y é Alto Entdo Vx é Médio Baizo negativo e Vy é Baizo positivo;
13. Se z é Alto e y é Baizo Entdao Va é Médio Alto positivo e Vy é Médio Alto positivo;
14. Se x é Alto e y é Médio baizo Entdao Vx é Baizo positivo e Vy é Médio Bairo positivo;
15. Se z é Alto e y é Médio alto Entao Vx é Baizo positivo e Vy é Médio Baizo positivo;

16. Se x é Alto e y é Alto Entao Va é Médio Alto negativo e Vy é Baixzo positivo.

As trajetorias do modelo p-fuzzy podem ser vistas nas Figuras 5.9 e 5.10, onde pode-se

observar as semelhancas com o modelo discreto clédssico.
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Figura 5.9: Grafico x x n e y X n.

Sistema presa-predador discreto inibido

Figura 5.10: Plano de fase

No sistema presa predador discreto sem inibicao, Equacao 5.2, o crescimento intrinseco

da populacao de presas é descrito pelo modelo de Malthus. Quando consideramos um

modelo presa-predador inibido, tal como:

z(n+1) =z(n) + =

y(n+1) =y(n) +by(n
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onde K é capacidade suporte. As trajetorias deste sistema, no plano de fase, convergem
para um ciclo limite [14].

Para propor um modelo p-fuzzy para essa situacao, faremos uma pequena mudanca
nos conjuntos fuzzy das variaveis de saidas do sistema presa-predador p-fuzzy sem inibicao
(dado anteriormente). Isto é, Vx serda dado pela Figura 5.11 e Vy dado pela Figura 5.12.
As Figuras 5.13 e 5.14 mostram os resultados experimentais, onde podemos observar a

trajetéria com condigao inicial (z,,y,) =

(100, 20) convergindo para um ciclo limite.

0.8
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! | 351
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\ 30t

yx

20
50

0 100 200 300 400
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Figura 5.13: Trajetéria do modelo Figura 5.14: Plano de fase do modelo

5.2.2 Sistema presa-predador continuo

Acreditamos que uma das grandes vantagens do modelo bidimensional p-fuzzy é sua

versatilidade, apesar de ser discreto veremos que ¢é possivel utiliza-lo para simular situacoes
descritas por modelos continuos.

96



Sistema presa-predador continuo sem inibicao
O modelo cléssico de Lotka-Volterra é dado pelo sistema de equagoes:

dz
dt

& — —by + Py

=axr — Ty

(5.3)

onde z é a quantidade de presas, y é a quantidade de predadores. As trajetorias deste
b

Ea %) [4] €
duas trajetorias distintas nao se interceptam. Com estas caracteristicas, podemos propor

modelo no plano de fase sao érbitas fechadas em volta do ponto de equilibrio (

o seguinte sistema p-fuzzy: considerando ainda, o sistema p-fuzzy dado no inicio desta
secao, mudamos as saidas, agora Vz e Vy sao dadas respectivamente pelas Figuras 5.15 e
5.16.

As Figuras 5.17 e 5.18 mostram as trajetorias obtidas. Podemos observar as érbitas

fechadas igualmente como ocorre com o modelo classico.

Figura 5.16: Saida Vy
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Figura 5.17: Graficox xneyxn Figura 5.18: Plano de fase
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Observacao 5.1. Uma observacao interessante ¢ que para obter os diferentes sistemas
p-fuzzy desta se¢ao, fizemos apenas pequenas modificacoes nas entradas e saidas do con-

trolador. Ou seja, nao foi necessdrio modificar a base regras destes sistemas.

Apés todos os exemplos dados até aqui, nao é dificil acreditar que é possivel modelar
qualquer sistema classico de interacoes entre duas espécies, por meio de sistemas p-fuzzy.
Entretanto, para que nao paire qualquer divida sobre isto e presuncao alguma, faremos

mais dois exemplos na secao seguinte, estes em Epidemiologia.

5.2.3 Epidemiologia

O estudo de uma epidemia é fundamental para compreender sua evolucao, estabilidade
e controle [5]. Os modelos epidemiolégicos mais simples sao aqueles em que a populagao
é dividida em apenas dois compartimentos: S - suscetiveis e I - infecciosos. Tais modelos
sao conhecidos na literatura como ST e SIS [29] e podem ter ou nao dindmica vital. Aqui

vamos trabalhar apenas com os mais simples - sem dinamica vital.

Sistema SI

O diagrama compartimentalizado do modelo ST é dado na Figura 5.19, onde 8 ¢é o
coeficiente de transmissao da doenca.

O sistema de equacoes que descreve este modelo, normalizado, é dado por

s ——l1]

Figura 5.19: Diagrama compartimental do modelo ST

4 — —pSI
d — 381 (5.4)
1, dado

onde S + I = 1. Dada uma condigao inicial (S,, I,) a solugao analitica deste modelo é:

S(t)=1-1I(t) 55
I(t) = 55 |

- So—‘r[oeﬁt 9 t Z 0

Os pontos de equilibrios deste modelo sao (0,1) e (1,0), sendo que (0,1) é instével
e (1,0) é assintoticamente estdvel [29]. Assim, propomos o seguinte modelo ST p-fuzzy:
variavel de entrada I com fungoes de pertinéncias dadas na Figura 5.20 e variavel de saida
VI, Figura 5.21 e base de regras (tipica de um sistema p-fuzzy unidimensional inibido):
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1. Se I é Baixo Entao VI é Baixa

2. Se I é Médio baixo Entao VI é Média baixa

3. Se I é Médio alto Entao VI é Média Baixa

4. Se I é Média Entao VI é Alta

5. Se I é Alto Entao VI é Baixo

Pertinéncia
Pertinéncia

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
1 i

Figura 5.20: Entrada I do modelo ST Figura 5.21: Saida VI do modelo ST
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Figura 5.22: Solugoes do modelo ST deterministico e p-fuzzy

A partir do modelo p-fuzzy, utilizamos o software [30] e obtivemos 3 = 0.22 (Equagao 5.5).
Dai, usando o software Matlab obtivemos a Figura 5.22 que mostra os graficos das curvas
S e I deterministicos (linha continua) e os gréficos de S e I p-fuzzy (linha tracejada), onde
pode-se observar as semelhancas entre as solugoes dos modelos.

No modelo ST deterministico o ponto estavel é (1,0). Observe que o valor 1 é maximo
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do dominio da variavel fuzzy I (Figura 5.20). Entao, nao é possivel utilizar um conjunto
vidvel de equilibrio (conforme Definigao 2.3), cujo niimero 1 seja ponto de equilibrio deste
conjunto. Em situacoes extremas como esta, propomos as duas alternativas: aumentamos
o dominio da varidvel I e procedemos como nos casos anteriores ou, como a estabilidade
¢é assintotica, fixamos VI = 0 quando tivermos I > 1, o que forcara a convergéncia para

1. Optamos pela 1ltima alternativa.

Sistema SIS

O diagrama compartimentalizado do modelo SIS é dado na Figura 5.23, onde (3 é o

coeficiente de transmissao da doenca e v € o coeficiente de recuperacao dos infecciosos.

s s

Figura 5.23: Diagrama compartimental do modelo SIS

O sistema de equacoes que descreve este modelo, normalizado, é dado por

s _

= p3SI—~I (5.6)
1, dado

onde S + I = 1. Dada uma condigao inicial (S,, I,,), a solu¢ao analitica deste modelo é:

I t — _ B—
(t) BH+(Zt—B)e=(F-t (5.7)

S(t)y=1-1(t) , >0

Os pontos de equilibrios deste modelo SIS sao (%,1 — %) e (1,0), sendo que (1,0) é
instavel e ( %, 1— %) ¢ assintoticamente estavel. Do ponto de vista bioldgico, tem-se g > ~
[29]. Observe que neste caso, por ser 3 > ~, entao 1 — % < 1. Portanto, aqui nao temos o
problema apresentado no modelo S17, estudado anteriormente.

Apoés andlise matematica realizada acima, propomos o seguinte modelo SIS p-fuzzy:
variavel de entrada I, cujas fungoes de pertinéncia sao dadas na Figura 5.24 e variavel de
saida VI, com fungoes de pertinéncias dadas na Figura 5.25. Usaremos a mesma base de
regras utilizada para o sistema p-fuzzy SI, dada anteriormente. As solugdes do modelo
p-fuzzy podem ser vistas na Figura 5.26. Pode-se observar a curva continua representando
a solucao I e a curva pontilhada representando a solucao S. Estas curvas sao parecidas

com as solugoes do modelo SIS cléssico (veja, [29]).
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Figura 5.26: Solugoes do modelo SIS p-fuzzy

5.3 Conclusoes do capitulo

As aplicagoes contidas neste capitulo mostram a potencialidade dos sistemas p-fuzzy.
Obviamente, fizemos poucas aplicacoes, mas acreditamos que estas possam servir de base
para outras aplicagoes.

Acreditamos ainda que alguns dos resultados apresentados neste capitulo s6 foram
possiveis devido ao estudo realizado nos capitulos anteriores, onde podemos perceber como
funciona o sistema baseado em regras fuzzy e entao modelarmos com mais convic¢ao e
maturidade. Por exemplo, devido a esta maturidade podemos encontrar os resultados

descritos nas Figuras 5.17 e 5.18.
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Conclusoes

Apresentaremos aqui, conclusoes gerais sobre o trabalho, visto que as principais con-
clusoes especificas ja foram apresentadas nos finais de cada Capitulo.

Desenvolvemos novos conceitos e técnicas para modelagem usando sistemas baseados
em regras fuzzy. Encontramos resultados analiticos sobre a estabilidade dos sistemas p-
fuzzy unidimensionais e bidimensionais, apresentados nos Capitulos 2, 3 e 4. Enunciamos
e demonstramos diversos teoremas que estabelecem condicoes de existéncia, unicidade de
ponto de equilibrio e condigoes para andlise de estabilidade deste ponto. Além dos resul-
tados analiticos, fizemos diversos experimentos computacionais dados através de exemplos
nos Capitulos 2, 3 e 4. Fizemos ainda algumas aplicacoes, dadas no Capitulo 5 o que
sugere formas possiveis para modelar determinadas situagoes concretas.

As solugoes obtidas dos sistemas p-fuzzy sao aparentemente mais grosseiras em compa-
racao com as deterministicas, mas sao mais realistas, pois englobam toda a subjetividade
descrita por um especialista do fenomeno estudado. Além disso, quanto mais informacao
se tém sobre o fendomeno, mais proximas da realidade sao as solugoes. Acreditamos que
uma das grandes vantagens do sistema p-fuzzy é sua versatilidade, na medida em que, mes-
mo sendo discreto, é capaz de modelar situacoes descritas por modelos classicos continuos,
como vimos na secao 5.2.2.

Na realizacao deste trabalho usamos como método de defuzificagao o método centro
de gravidade, por ser o mais utilizado na literatura.

Para realizarmos este trabalho usamos o software Matlab. Fizemos varios programas
neste ambiente. Mas, algumas dificuldades merecem ser citadas, por exemplo, para simular
o contra-exemplo na Secao 2.5.6 tivemos que fazer diversos programas, pois no Toolbox
do Matlab nao ¢é possivel trabalhar com uma funcao do tipo da funcao apresentada na
Figura 2.25 (lado direito). Uma outra dificuldade ¢ encontrar a regiao de equilibrio,

achamos que com o “diagrama de fase”essa tarefa torna-se mais facil.

Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros podemos citar os seguintes:
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Sistema dinamico p-fuzzy com controle

O uso de sistemas p-fuzzy para controle, por exemplo, é feito através de sistemas base-
ados em regras fuzzy com duas variaveis de entrada e uma variavel de saida. Acreditamos

que os sistemas p-fuzzy possam ser utilizados para modelar este tipo de problema.

Bifurcacoes em sistemas dinamicos p-fuzzy

Quando estudamos a estabilidade dos sistemas p-fuzzy, no Capitulo 4, vimos que uma
simples mudanca no dominio da variavel de saida do controlador ou uma mudanca nas
fungoes de pertinéncias das saidas ou das entradas do controlador mudam a estabilidade
do ponto de equilibrio. Também se mudarmos o método de defuzificagao pode ocorrer mu-
dangas no ponto de equilibrio (apesar de ainda continuar pertencendo ao mesmo conjunto
vidvel de equilibrio) e em sua estrutura de estabilidade. Entao, seria interessante descobrir
em que condigoes ha bifurcagoes, ou em que condigoes é melhor usar um ou outro método

para que haja estabilidade etc.

Sistemas com mais de um ponto de equilibrio

Pretendemos usar a teoria desenvolvida aqui para simular aplicagoes deterministicas
que descrevem fendmenos que possuem mais de um ponto de equilibrio. Sistemas com dois

pontos de equilibrio estaveis sao comuns em fenomenos biolégicos.

Desenvolvimento de um software que auxilie na modelagem de

sistemas p-fuzzy

Acreditamos que para tirar melhor proveito, do ponto de vista computacional, da teoria
matematica desenvolvida, é importante construir um software que seja capaz de: gerar os
diagramas de fase, identificar pontos de equilibrio e sua andlise de estabilidade, trabalhar
com uma diversidade maior de subconjuntos fuzzy, além de realizar todas as tarefas feitas
pelo toolbox fuzzy do Matlab.

Pensando nisso, dos varios experimentos feitos no Matlab, sempre que possivel, nao
utilizamos ferramentas prontas deste aplicativo, de forma que estes programas podem
ser convertidos para linguagem C++ (ou outral) muito rapidamente. Ja comegamos a

desenvolver este software, na linguagem C++.
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