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Resumo

O teorema de Bernstein é um marco importante na teoria das superficies minimas. Nesta
dissertacao apresentaremos trés demonstragoes deste teorema, cada uma levando a generali-

zagoes em diferentes direcoes.

iii



Abstract

The Bernstein’s theorem is an important landmark in the theory of the minimal surfaces.
In this dissertation we will present three demonstrations of this theorem, each one leading

to generalizations in different directions.
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Introducao

E geralmente admitido que o estudo das superficies minimas foi iniciado pelo matemético

italiano Lagrange em 1760. Ele considerou o seguinte problema:

Dados um aberto limitado U C R? com fronteira OU, uma curva diferencidvel’, uma
fungdo g : OU — R, diferencidvel, e o conjunto F, = {f : U — R : f é diferencidvel e

floU = g}, achar o(s) minimo(s) do funcional drea:

A F, — R, A(f):/_,/1—l—fa%+fjalxaly.2
T

A idéia de Lagrange para resolver o problema foi a seguinte:
Suponhamos que f seja uma solugao do problema. Dada uma fungao diferenciavel 7 :

U — R, com n|0U = 0, consideramos f) = f +tn e a funcdo da varidvel real t:

Sendo f = f© uma solucdo do problema, temos

/

AL(0) = 0.
Derivando e integrando por partes a expressao
(1) JMQ::A;¢1+(ﬂwg+4f@Edm@

e lembrando que 1|0U = 0, obtém-se

, \Y
(2) A(0) = —/ dw—f n=0,
T V1I+IIVA?
onde Vf é o gradiente da funcao f e div é o operador divergéncia.
I Assumiremos, por simplicidade, diferenciabilidade de classe C'*. Na maioria dos casos seria suficiente

muito menos.

2 0s subscriptos denotam derivadas parciais em relagao as variaveis indicadas.
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E facil ver que a condicdo A (0) =0 Vn, com n[0U = 0, implica que f é solugao da

equacao

\

div——e— = 0
VI+[VE?

ou ainda, desenvolvendo os célculos, da equagao:

(3)

(4) Joa(L+ f2) = 2fayfafy + fry (1 + f2) =0,

Era o nascimento do Cdlculo das Variagoes. A equagao (3) é chamada de equagdo de
FEuler-Lagrange do problema variacional, ou também, equacdo das superficies minimas.

Lagrange abandonou o problema logo depois e nao se preocupou nem em demonstrar a
existéncia de solucoes nem em dar exemplos, a nao ser as fungoes lineares, que sao solugoes
obvias da equacao.

Vale a pena observar que, a priori, ser solu¢ao da equagao (3) é condigao necessaria para
a funcao f ser solucao do problema, mas nao suficiente. De fato, o cdlculo acima garante
somente que f é ponto critico do funcional area, nao necessariamente um minimo. Acontece
que uma solucao de (3) é um minimo do funcional, mas isso precisa ser demonstrado.

Cerca de quinze anos depois, o matematico francés Meusnier, trabalhando no conceito de
curvatura de uma superficie regular do R3, deu uma interpretacao geométrica da equacao das
superficies minimas. Mais precisamente, ele considerou uma superficie M C R3 e um ponto
xr € M. Fixado um vetor unitario normal N, para cada vetor unitario tangente v € T, M ele
considerou o plano paralelo a N e v, passando por x, 7,, e a curva secao M N,. Indicando
com k, a curvatura da curva segao, ele demonstrou que k, tem, ao variar v, um minimo

absoluto k,, e um maximo absoluto kj;. Ele considerou entao as duas quantidades:

o K = ky,ky (curvatura gaussiana),

o H = 1(ky, + kur) (curvatura média),

e demonstrou que a superficie tem curvatura média H = 0 se, e somente se, considerada
(localmente) como grafico sobre o plano tangente, é solucao da equagao das superficies

minimas.

0.1. OBSERVAGCAO. Gauss também se interessou pelo conceito de curvatura de uma su-
perficie e estava a par dos conceitos de curvatura média e gaussiana. Mas, segundo a sua
filosofia, nao se deviam introduzir definicoes a menos que nao estivessem grdvidas de teore-

mas. Ele tinha muitos resultados importantes sobre a curvatura gaussiana, por exemplo o
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Teorema Egregium, o Teorema Elegantissimum (forma local do famoso Teorema de Gauss-
Bonnet), mas nao tinha teoremas sobre a curvatura média e, por isso, nao se interessou

muito pelo conceito.

A partir deste momento, superficies com curvatura média nula foram chamadas de su-
perficies minimas, mesmo nao sendo, em geral, minimos do funcional area. Este ponto de
vista tem a vantagem de permitir considerar, nao somente superficies que sao graficos de
funcoes diferencidveis, mas mais em geral, superficies imersas em R3.

No século XVIII, a pesquisa sobre superficies minimas foi essencialmente dirigida ao
estudo de propriedades locais de tais superficies, assim como a construcao de exemplos.
Na segunda metade do século XVIII, o fisico belga Plateau considerou o problema das
peliculas de sabao. Mais precisamente, ele considerou uma curva fechada simples, feita de
um material rigido, digamos arame. Imergindo esta curva em uma solugao de agua e sabao,
quando retirada, ela é a fronteira de uma superficie (pelicula de sabao) que, pelo principio
de Laplace, deve ser uma superficie minima.® Isso era considerada uma prova experimental
da existéncia de solugbes da equacao (3). Varios matematicos famosos como Riemann,
Weierstrass e Schwarz se envolveram no problema tentando demonstrar “matematicamente”
a existéncia de solugoes do problema de Plateau. Os resultados obtidos na época foram
muito parciais. Por exemplo, o caso de algumas curvas poligonais. O problema era que se
procuravam solucoes explicitas, as quais sao extremamente dificeis de se obter. O primeiro
resultado geral nesta linha foi obtido pelo matemético americano Douglas e pelo matematico
hingaro Rado, independentemente, por volta de 1930. Eles demonstraram que dada uma
curva simples fechada em R3, existe uma funcao do disco 2-dimensional em R?, tal que a
imagem da fronteira do disco é a curva dada e a imagem do interior é uma superficie minima.
Em geral é bastante complicado saber se existem outras superficies minimas, topologicamente
distintas do disco, cuja fronteira é a curva dada. Também um problema interessante, e nao
completamente resolvido, é a regularidade na fronteira de tais solugoes.

Um dos primeiros resultados nao triviais de natureza global sobre superficies minimas foi

obtido por Bernstein por volta de 1915:

0.2. TEOREMA. (Bernstein) Se f : R?> — R ¢ uma solugdo da equacio das superficies

minimas, entdo f ¢ afim *.

3Com conceitos que vamos introduzir ao longo deste trabalho, trata-se de uma superficie minima estavel.
4Uma funcio f : R” — R™ é afim se é linear a menos de uma constante aditiva, i. e. se as coordenadas

de f(x1,...,2,) sdo polindmios de primeiro grau nas varigveis {1, ...,z }.



Parece que a demonstracao original de Bernstein tinha falhas e uma demonstragao com-
pleta do teorema somente apareceu por volta de 1950.

E interessante observar a analogia do Teorema de Bernstein com outros teoremas sobre
solugoes de equacgoes diferenciais definidas em todo o plano. Por exemplo o Teorema de
Liouville, que garante que func¢oes holomorfas, solucoes da equacao de Cauchy-Riemann,
definidas em todo o plano e limitadas no infinito, sao constantes. Porém, no Teorema
de Bernstein, ndo hd condigcoes sobre o comportamento no infinito. A analogia entre os
resultados nao é casual: a teoria das superficies minimas, como veremos, estd estritamente
ligada a teoria das fungoes holomorfas de uma variavel complexa.

A finalidade principal desta dissertacao é dar algumas provas do Teoremas de Bernstein,
assim como demonstrar alguns resultados que generalizam este teorema. De fato, o Teo-
rema de Bernstein sugere algumas generalizacoes naturais, muitas das quais tém problemas

interessantes ainda em aberto. Vamos discutir algumas delas.

1. O problema de Bernstein em dimensao alta

A equagao das superficies minimas (3) faz sentido para fungoes de n variaveis. E portanto

natural propor o seguinte problema:
Uma funcao f: R™ — R que satisfaz a equacdao das superficies minimas
, \Y
alw—f2 =0
VIV

¢ necessariamente uma func¢ao afim?

()

0.3. OBSERVAQAO. Solugoes da equagao (5) tém uma interpretagdo geométrica andloga
aquela para n = 2. Mais precisamente, se f : U — R tem grafico de drea n-dimensional
minima em relacao aos graficos de todas as fungoes que coincidem com f em QU, entao f é

solucdo da equagao (5).

Respostas positivas (parciais) a esta pergunta foram dadas por de Giorgi (n = 3) em
1965, por Algrem (n = 4) em 1966, ¢ Simons (n < 7) em 1968. Em um trabalho bastante
famoso [4] de 1969, Bombieri, De Giorgi e Giusti mostraram a existéncia de solugdes nao
afins de (5) para n > 8.

Em 1970, Giusti escreveu um artigo [13] relatando os resultados do artigo com Bombieri

e de Giorgi, assim como alguns resultado sobre o Teorema de Bernstein n-dimensional, com
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hipoteses adicionais. Ele deu o seguinte titulo ao trabalho: “Vida e morte do problema de
Bernstein”. Nesta dissertacao queremos também discutir as “reencarnagoes” do problemal
De fato, mesmo nesta linha de pensamento, temos um problema ébvio ainda em aberto.
No trabalho em questao é demonstrada a existéncia de solugdes nao afins da equacao (5)
para n > 8. A idéia é demonstrar que existem sub e super solugoes que convergem a uma
soluc@o nao afim. Ainda ndo se conhecem solugoes explicitas (nao afim) da equagao (5).
Vale a pena observar que as técnicas nos casos n = 2 e n > 3 sao completamente
diferentes. No primeiro caso pode-se usar técnicas oriundas da teoria das fun¢oées holomorfas,
técnicas que entretanto nao se aplicam ao caso de dimensao maior. No segundo caso sao,

geralmente, usadas técnicas de teoria geométrica da medida.

2. A aplicacao normal de Gauss

Dada uma superficie orientada M imersa em R?, a aplicacao de Gauss é a aplicacao que
associa a cada ponto x € M o vetor unitdrio normal positivo N(z) € S2. Como veremos
ao longo do trabalho, M é minima se e somente se esta aplicacao é “holomorfa”, em certo
sentido. A tendéncia das fungoes holomorfas é de serem sobrejetoras (lembrar do Teorema
de Liouville, ou do Teorema de Picard). E portanto natural estudar o “tamanho” da imagem
da aplicacao normal de Gauss, obviamente sob certas hipéteses de natureza global. Assumi-
remos portanto que M é uma superficie minima completa. Isto significa que (a imagem de)
M ¢é um subconjunto fechado do R3. Sob estas condicoes, Osserman demonstrou, em 1963,
que a imagem da aplicagdo de Gauss é densa na esfera, ou M é um plano (i.e. a aplicagao
é constante). Subseqiientemente, Xavier demonstrou, em 1981, que se a aplicagdo de Gauss
omite 7 pontos, entao M ¢é um plano. Finalmente Fujimoto demonstrou, em 1988, que se a
imagem omite 5 pontos, entao M é um plano. O resultado de Fujimoto é o melhor possivel
pois existem muitas superficies minimas completas cuja aplicacao normal de Gauss omite
exatamente quatro pontos (por exemplo, a superficie de Scherk).

O Teorema de Osserman implica no Teorema de Bernstein, pois a normal ao gréfico

(x,y) — (z,y, f(x,y)) é dada , a menos da escolha da orientacao, por:

(frv fyv _1)
VIFIVI?

e portanto nao pode ser densa, pois cobre no maximo um hemisfério.

N(z,y) =
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No caso de hipersuperficies M™ C R™™!, n > 3, muito pouco é conhecido. E claro
que os resultados tipo Osserman-Xavier-Fujimoto nao podem valer em dimensao alta, pela
existéncia de contra-exemplos ao problema de Bernstein. O tnico resultado conhecido sobre
o problema da imagem da aplicacao de Gauss em dimensao alta é um resultado de Solomon
(1975). Ele mostrou que se a aplicacao normal de Gauss de uma hipersuperficie minima
completa M" C R"*! omite uma vizinhanca de uma esfera S=2 C S entdo M é um
hiperplano.

Aqui, de novo, vale a pena observar que as técnicas usadas no caso n = 2 sdo oriundas
da teoria das fungoes holomorfas, que nao podem ser utilizadas no caso n > 3.

Também os resultados de Salomon nos fornecem, como veremos, provas alternativas dos

Teoremas de Bernstein n-dimensionais, sob condigoes no infinito.

3. Estabilidade

Em geral podemos caracterizar superficies minimas M C R3 como aquelas superficies
em que dado um dominio relativamente compacto U C M e uma variagao U; de U tal que
OU = 0U;, temos A'(0) = 0 com A(t) = drea(Uy).

Diremos que M é uma superficie minima estdvel se para qualquer tal variacao temos
A"(0) > 0.

Uma das propriedades importantes dos graficos minimos é que eles sao estdveis. E por-
tanto natural perguntar-se se uma superficie minima completa estével é necessariamente um
plano. A esta pergunta foi dada uma resposta afirmativa por do Carmo e Peng em 1981 e
por Fischer-Colbrie e Shoen, em um contexto um pouco mais geral, na mesma época.

Isso implica, de novo, no Teorema de Bernstein.

No caso de hipersuperficies, a afirmacao nao pode ser verdade em geral pela existéncia
de graficos minimos nao planos. Porém o problema estd ainda em aberto para as dimensoes
3 < n < 8. Recentemente Nelli e Rosenberg tém provado resultados parciais para n = 3,4 e

Santos e outros para n = 8.



CAPITULO 1

Elementos da Teoria das Subvariedades

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos basicos da teoria das subvariedades do
espaco Euclidiano, essencialmente para estabelecer as notacoes e produzir exemplos que

serao importantes para o trabalho.

1. Os conceitos fundamentais

Seja M™ uma variedade n-dimensional e f : M" — RY uma imersao. Sendo f lo-
calmente um mergulho, vamos identificar, para todas as consideracoes de carater local, a
variedade com sua imagem.

Vamos considerar duas situagoes essencialmente equivalentes:

e M" é uma variedade riemanniana e f é uma imersao isométrica, i.e.:

(df (X),df(Y)) = (X, Y).

e f é uma imersao e induz uma métrica riemanniana em M,

(X,Y) = {df (X),df (Y)),
de tal maneira que f torna-se uma imersao isométrica.

O espaco tangente a RY em f(z), x € M, se decompoe como soma direta de df (T, M) e
de seu complemento ortogonal, que denotaremos v, M e chamaremos de espaco normal a M

em z. Identificando T, M com sua imagem df (T, M), escreveremos
T,RY = T,M & v, M.

Se U C M é um aberto, denotaremos por H(U) o espaco dos campos de vetores di-
ferencidveis tangentes a M definidos em U. Denotaremos com H*(U) o espago dos cam-
pos de vetores diferenciaveis definidos em U e normais a M, i.e. aplicacoes diferenciaveis
€:U — R tais que &(z) € v,(M).

Seja Y € T,M e U C M uma vizinhanca de z. Sejam f : U — R uma funcao diferen-
cidvel e X : U — R um campo diferencidvel, i.e. X(z) € Ty RY. Sejay: (—€,€) — M
uma curva diferenciavel tal que v(0) =z, %(0) =Y. Definimos as derivadas direcionais:

1



Secao 1 - Os conceitos fundamentais 2

o Y(f):=£li=of(7(t) €R.
o VyX := %‘t:oX(’Y(t))-

E bem conhecido nos cursos de Célculo que as quantidades acima nao dependem da
escolha da curva 7. Além disso, se Y € H(U), fazendo x variar em U obtém-se uma funcao
diferenciavel Y (f) : U — R e um campo diferencidavel Vy X : U — R respectivamente.

Sejam agora U C M um aberto e XY € H(U). Denotamos por Vy X a projecao de
Vy X sobre o espaco tangente a M. O operador

V:HU)xHU) — HU), V(X,Y):=VyX,
chama-se de conexdao de Levi-Civita, ou conexao riemanniana, ou ainda derivada covariante

de X na direcao de Y.

1.1. TEOREMA. O operador V € o unico operador que goza das sequintes propriedades:
(1) V € R-bilinear,
(2) se f:U — R € uma fungao diferencidvel, entao
ViyX = fVyX, VyfX=fVyX+Y(f)X,

(3) Y(X,Z) = (VyX, Z) + (X,Vy Z),
(4) VyX — VxY =V, X].

DEMONSTRACAO. E obvio que o operador V goza das propriedades correspondentes. As
propriedades para V obtém-se projetando as propriedades correspondentes para V. Para a

unicidade, vamos considerar campos tangentes X, Y, Z. Pela terceira propriedade temos:
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
Y(X,Z)=(VyX,Z)+(X,VyZ),
Z(X,Y)=(VzX,Y)+ (X,VzY).

Somando as primeiras duas identidades e subtraindo a terceira, obtemos, pela quarta pro-

priedade:
(6) 2VxY,Z)=X({Y,2)+Y(X,Z) - Z(X,)Y)+ (X, Y], Z2) + ([Z, X],Y) + (X, [Z,Y]).

Portanto VxY é univocamente determinado em termos do produto escalar e do produto de
Lie.
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1.2. OBSERVAGAO. A férmula (6) chama-se de férmula de Kozul. Ela nos diz que V
depende somente da métrica em M e nao da imersao. Isso é essencialmente o contetido do

famoso Teorema Egregium de Gauss.

Sejam, de novo, X,Y € H(U). Denotaremos por a(X,Y) a projecao de Vy X sobre o

espaco normal a U. Chamaremos « de sequnda forma fundamental.
1.3. LEMA. « € simétrica e bilinear em relacdo as funcoes.

DEMONSTRAGAO. Observamos que, se X,Y € H(M), entao [X,Y] € H(M). A simetria
segue-se entao da propriedade (4) em 1.1. Seja agora f : M — R uma funcao diferencidvel.

Pela definicdo de a e pela linearidade de V e V em relacdo as funcoes na primeira varidvel
(por (2) em 1.1 ), temos a(fX,Y) = fa(X,Y). |

Sejam agora X € H(U), & € H*(U). Denotaremos por —A¢Xe V&, as projegoes tan-
gente e normal de V&, respectivamente. O operador A¢ chama-se operador de Weingarten
na direcdo £ ou também operador de forma. E facil ver que este operador ¢ linear em relagao
as funcoes. O operador V* é chamado de conexdo normal e goza das propriedades andlogas
as trés primeiras propriedades da conexao de Levi-Civita.

Resumindo temos:

(7) VyX =VyX +a(X,Y) (Férmula de Gauss),
(8) Vxé=—AcX + Vyé (Férmula de Weingarten).

Os operadores a e A¢ sdo relacionados pelo seguinte resultado’:
1.4. LEMA. Se X,Y € H(U),¢& € HH(U), entdo:
((X,Y),8) = (A X, Y).
DEMONSTRACAO.
(AX,Y) = (-Vx&,Y) = ((, VxV) = ({,a(X,Y)),

onde, na segunda igualdade, usamos o fato que (Z,W) = 0 implica 0 = X(Z, W) =
<VXZ, W> + <Z, VXW) |

Tsso justifica a escolha do sinal menos na definicao de Ae.
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Sendo o uma forma bilinear simétrica, A; é um operador simétrico e portanto diago-
nalizavel. Seja {E1,..., E,} uma base ortonormal de autovetores de A¢, A¢(E;) = ki E;.
Os vetores E; sao chamados de diregoes principais (na direcao £) e os autovalores k; de
curvaturas principais (na diregao &).

Consideramos agora {&;,...,§,} uma base ortonormal de v,M com, p =N —n.

1.5. LEMA. O wetor:
n p
H = Z alE;, E;) = Z traco(Ag,) &
i=1 i=1

€ bem definido, i.e. nao depende da base escolhida, e diferencidvel.

DEMONSTRAGAO. Usando o lema anterior temos

n

Z OZ(EZ,EZ) = ZZ EzaE >£

i=1 i=1 j5=1

= D> (A B B

j=1 i=1

p
= Z traco(Ag;) &;
j=1

Agora traco(Ae,) = > (A¢, Ei, E;) nao depende da escolha da base {E;} e portanto
S, a(E;, E;) também nado depende desta escolha, o que mostra a primeira parte do lema.
A diferenciabilidade segue-se da linearidade de « e da diferenciabilidade dos E;’s.

|

1.6. DEFINICAO.

e O vetor H definido no lema anterior chama-se vetor curvatura média.

o f: M — RY ¢ uma imersao minima ou uma subvariedade minima se H = 0.

Um caso particular é o caso de hipersuperficies, i.e. N = n + 1. Neste caso existem,

exatamente dois vetores normais unitarios em v, M, Vo € M. Supondo M orientada, pode-

mos escolher um deles, digamos n(x), tal que se {Ey,. .., E,} é uma base positiva de T, M,
entdo {£, ..., E,,n(x)} é uma base positiva de T, )]RN Assim fica definida uma aplicagao
diferencidvel

n:M— S"={zeR":|z| =1}.

A aplicacao n chama-se aplicacdo normal de Gauss.
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Observamos que os hiperplanos T, M e Ty(;)S™ sao paralelos pois tém o mesmo vetor

normal. A menos de identificar estes hiperplanos temos:

1.7. LEMA.
dn(x) = —Ag.

DEMONSTRAGAO. Observamos que (£, &) = 1 implica 0 = X (£, &) = 2(V x&, €). Portanto
Vx€é € T,M. Pela férmula de Weingarten (8) temos

dg(X) = VXg = —AgX.

Ainda no caso de hipersuperficies podemos introduzir a funcdao curvatura média:

Observamos que o sinal da curvatura média depende da escolha de n, mas o vetor curvatura

média H = hn nao depende desta escolha.

2. Exemplos

Nesta secao vamos discutir os conceitos apresentados na secao anterior em algum exem-
plos basicos.
Consideremos, em R™"! | a base candnica {ej,...,e,41} € as coordenadas canonicas as-

sociadas {1, ..., Tys1}

2.1. Subvariedades totalmente geodésicas. Lembramos que uma curva diferenciavel
v : (—€,€) — M é uma geodésica se V7 = 0. Estas curvas sdo as que tém comprimento
minimo entre todas as curvas que unem os mesmos pontos extremos, se os extremos sao
suficientemente proximos. Além disso, elas sao parametrizadas proporcionalmente ao com-
primento de arco, i.e., ||%(t)|| = const.

E muito simples ver que no caso de um subespaco afim de RY as geodésicas sao segmentos
de retas.

Uma subvariadede sera dita totalmente geodésica se suas geodésicas sao geodésicas do
espaco ambiente, i.e. segmentos de retas. O fato a seguir é bem conhecido e de facil

demonstracao:

1.8. PROPOSIGAO. Uma subvariedade M™ de RN € totalmente geodésica se, e somente
se, a sequnda forma fundamental é identicamente nula. Neste caso, se M for conexa, € um

aberto de um subespaco afim.
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2.2. Hipersuperficies totalmente umbilicas. Consideremos a esfera de raior, S"(r) =
{z € R*"! . ||z|]| = r}. Temos entao:
o 7,.5"(r) =2t ={Y e R""! : (Y, z) = 0},
e 1,5"(r) = ger{x}.

A aplicacao normal de Gauss é dada por:

e o operador de Weingarten é dado por:
Ay = —dn(z) = r~'1.

Dada uma hipersuperficie M™ C R™"*!, um ponto = € M é dito umbilico se o operador
de Weigarten é um multiplo de 1. Se todos os pontos sao umbilicos, M é dita totalmente

umbilica. Para tais hipersuperficies temos o seguinte resultado?:

1.9. PROPOSICAO. Se M™ C R ¢ conexa e totalmente umbilica, entdo é um aberto de

um hiperplano ou de uma esfera.

2.3. Hipersuperficies de revolugao. No plano m = ger{e;, €,,1} consideremos uma
curva regular y(t) = (21(¢),0,...,0,2,41(t)),t € (a,b) C R. Suponhamos z,(t) # 0 Vit €
(a,b). Consideramos o grupo G = SO(n)(,+1) das isometrias lineares de R™*! que fixam o
ponto e,.1. O grupo G é entdao o grupo das rotagdes ao redor do eixo {te,1}. Deixando G
atuar em v obtém-se uma hipersuperficie M™ C R, chamada hipersuperficie de revolucao
gerada por 7.

Em termos de parametrizagoes locais, esta hipersuperficie pode ser descrita como segue.
Consideramos uma parametrizacao ¢ : Q C R*™1 — §"~1 C R" = ger{ey,...,e,}. Entao
O Q% (a,b) — M™, (s1,. . Sp1,t) = Tns1€ni1 + 21 (OUV(s1, . - 5 Sn1),

é uma parametrizacao local de M".

Vamos agora calcular as diregoes e curvaturas principais. Seja T'(t) = 4(t) e suponhamos
que 7y seja parametrizada pelo comprimento de arco, i.e. ||T'(¢)|| = 1. Observamos que o
vetor normal unitdrio n(t), no ponto y(t) é, a menos do sinal, o vetor unitdrio do plano

ger{ei, e,q1} ortogonal a T'(t). Fixada oportunamente a orientacao, temos
Q(t) = (_'j:n+1(t)7 07 SRS 07 'Il(t))

2Para uma demonstraco veja-se [11].
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Sendo T'(t) € ger{ei,ent1}t, VT € ger{ei,ens1}. Como T(t) é unitdrio, entdo VT é
perpendicular a T'(t). Portanto

VT = At)n(t),

onde A\ = (V7T n) é a curvatura da curva v em 7(t). Segue-se entdo que T'(t) é direcdo
principal, com curvatura principal A(t).

Sejam agora {Xi,...,X,_1} campos ortonormais (locais) tangentes a érbita 3;, que é
uma esfera de raio r(t) = x1(¢) no hiperplano que passa por ~(t) e é ortogonal a e, 1, com

normal unitaria neste hiperplano. Portanto, como exemplo na se¢ao anterior,
VXZ-X]' = —5ij7’(t)_161 +Y, Y € Ty(t)Zt.

Conseqiientemente,

a(Xi, X;j) = —=6yr(t) " {er, n(t))n(?).
Segue-se entao que os X; sao diregoes principais com a mesma curvatura principal
pu(t) =) {er,n(t)).

Observamos agora que o grupo G atua como grupo de isometrias do ambiente. Isso im-
plica que as curvaturas principais sao constantes ao longo da érbitas, assim como a curvatura

média. Como conseqiiéncia temos que a hipersuperficie é minima se e somente se

A+ (n—1p=0.

Em muitos casos a curva v é dada como gréfico sobre o eixo de revolugao, i.e., y(t)

(NI

(x1(t), ..., Tup1(t)) com x,41(t) = t. Neste caso a curvatura de v é dada por k = & (1+42)~
(veja por exemplo [10]). Portanto as curvaturas principais da hipersuperficie de revolugao

escrevem-se como
A=k=iy(1+d})7%,  p=—(2) (1 +3}) 72
Em particular, a hipersuperficie é minima se, e somente se
z1i — (n—1)(1+7) = 0.

Se n = 2, a solugao geral da equagao é dada por:

z; = acosh(a™ 't +0b), a,beR.
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3 e a superficie de revolucao obtida é chamada

Esta curvas sao chamadas de catendrias
catenoide n-dimensional ou simplesmente de catendide. Temos as seguinte caracterizagao

dos catenodides:

1.10. TEOREMA. Se f : M? — R3? € uma superficie minima conexa de revolugdo, entdo

f(M) é um aberto de um plano ou de um catendide.

DEMONSTRAGAO. Seja 7y a curva que gera M. Se ¥(t) é paralelo a e; V ¢, obviamente
f(M) estd contido em um plano perpendicular ao eixo de revolucao. Se nao for este o
caso, ¥(tp) nao é paralelo a e; para algum ty, e por continuidade, em uma vizinhanga de t.
Nesta vizinhanga v pode ser parametrizada como grafico sobre o eixo e, 1. Pelo argumento
anterior f(M) coincide, em uma vizinhanga de ~(ty), com um catendide. No capitulo 3
demonstraremos que superficies minimas sao analiticas. Pela analiticidade e a conexao de

M, f(M) coincide com um aberto deste catendide. ]

2.4. A equagao dos graficos minimos. Seja {2 C R” um abertoe f : & — R
uma funcao diferencidvel. Neste caso a aplicagao r € Q — (z, f(z)) € R"™ ¢ uma
parametrizacao de uma hipersuperficie, denominada parametriza¢ao grdfica. Nao é dificil

ver que uma tal hipersuperficie é minima se e somente se

. \Y
9) div —f2 =0
VI+I[IVS]
A equacao acima é chamada de equacao das hipersuperficies minimas. Se n = 2 a equagao

reescreve-se commo

(10) Joa(L+ [2) = 2fufyfuy + oL+ f2) =0,

que é chamada também de equacdo das superficies minimas.

3. A férmula da primeira variagao

Seja M™ uma variedade riemanniana orientada, { £;} uma base positiva de campos orto-
normais definidos em um aberto U C M e {¢;} sua base dual, i.e. ¢;(E;) = J;;. Consideremos

em U a n-forma:

AM = ¢y A -+ A b

3Elas representam o perfil de uma corrente pendurada em dois pontos.
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A forma dM nao depende da base escolhida. De fato, se {1;} é outra base para as

1-formas, temos

QLA Ny =det(A)hr A~ Aibn,
onde A é a matriz da mudanca de base. Portanto, se as duas bases sao ortonormais e
positivas, A € SO(n) e det(A) = 1.

A observacao anterior permite definir dM globalmente. De fato, na interseccao de dois
abertos onde podemos realizar a construcao acima, as formas correspondentes devem coinci-
dir. Assim dM é definida em toda M e chama-se forma volume. Quando n = 2 chamaremos
a forma volume também de forma drea.

O volume de uma regiao D C M é dado por

Vol(D) = / dM,
D
onde a integral é a usual de n-formas em variedades n-dimensionais.

1.11. LEMA. Se U C M é um aberto coordenado com coordenadas {x;}, temos em U

dM = [det(g)]%dxl A ANday,
0 o0,
8:ci’ 8:@ '

onde g = (g;5) € a matriz da métrica, i.e. g;; = (

DEMONSTRAGAO. Seja {E;} uma base ortonormal. Entao

0
- = ZaijEj onde A =
ox; -

(a;;) é a matriz mudanca de base. Temos também

Gik = 8:61 8:ck Zawakl E) = ;aijakj.
Em particular,
(11) g = (gix) = AA".
Se {¢;} é a base dual de {E;} e {dz;} é a base dual de {i

0xi
G A A, =det(AY)dzy A - Aday,.

}, temos

A conclusao segue-se do fato que, por (11), det(A) = [det(g)]%. ]

1.12. DEFINIGAO. Seja f : M — RY wma imersao e D C M um dominio com fronteira

diferencidvel. Uma variagao de f em D € uma func¢ao diferencidvel
F:D x (—¢¢) — RY,

tal que, denotando F® : D — RN F®)(x) := F(x,t), temos
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(1) FO =,

(2) F® ¢ uma imersao.
Uma variagio I € dita prépria se FO(y) = f(y) Yy € 9D, Vt € (—¢,¢).
1.13. OBSERVACQAO. Se D é relativamente compacto a condicio que F® seja uma imersao
é sempre verificada para e suficientemente pequeno.
Associado a uma variagdo temos o campo variacional

W(x) :=Wg(x) = %—Iz(x,O) = dF, 0 (%(w,O)) :

1.14. OBSERVACAO. Se a variacao é propria, entao Wy se anula em 0D.

Seja f : M™ — R™"! uma hipersuperficie, D C M um dominio relativamente compacto
com fronteira suave e F' uma variacao de f em D. Denotamos A(t) o volume de D na métrica

induzida por F®. Denotaremos também por W o campo variacional.

1.15. TEOREMA. (Férmula da primeira variagdo) Se F' é uma varia¢io propria, entdo

dA@),  _
- |t:0_—/D(H, W) dM.

DEMONSTRAGAO. Seja p € D. Consideramos coordenadas locais {z1,...,z,} em uma

vizinhanca de p tais que os campos coordenados X; := . sejam ortonormais em p. Podemos

também assumir [X;, W] = 0, introduzindo em R™*! coordenadas {z1,...;z,} ea (n+1)-

ésima como sendo o parametro de curvas integrais de W, onde W nao é tangente a M.
Indicamos por {-,-); a métrica induzida de F® e por dM, a forma volume associada.

Temos

dM;(p) = [det((X;, X;),)|2dM := J(t,p)dM.

dA(t)
at

0
—0 = —J(t,p)|i=0 dM.
|i=0 /D ot (t,p)]i=0
Como os campos X; sao ortonormais, entao

0

—J(t,p)

ot - Z__<Xi7Xi>t|t:0.

o 20
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Usando a definigao de W e o fato de que [W, X;] = 0, temos

n

= 3 WL X) = DT X X

t=0 i=1 i=1

0

- i(ﬁxiw + W, X)), X;) = i(ﬁxm Xi)

_ Zn:Xi(X,-, W) — f}vxixi, W)

- gxim, W) — gNXiXi, W) — Z@(Xm Xi), W)
=YKL WT) - Y (X W) (W)

— i(VXiWT,XQ —(H,W)

= div(W?) — (H,W).

Integrando a ultima expressao obtemos

dA()

Ll —/<H, W)dA,

D

t=0

onde fﬁ div (WT)dA = 0 pelo teorema de Stokes e pelo fato de que W = 0 sobre OM. |

1.16. OBSERVACAO. Se nos restringimos a wariacoes normais, i.e. W normal a M, a

formula da primeira variacao continua valendo mesmo para variagoes que nao sao proprias.

O resultado acima justifica, pelo menos parcialmente, o fato que chamamos de (hiper)su-
perficies minimas aquelas que tém curvatura média nula. De fato, se Vol(D) é minimo entre
todas as (hiper)superficies com bordo fixo 9D, entao para todas as variagdes préprias

dA(t)
dt

|t:0 - O

Em particular H = 0.
Na verdade a condicao H = 0 nao garante que o volume seja minimo, somente que D
é um ponto critico da funcao volume. Em termos um pouco mais precisos isso significa o

seguinte. Consideramos o conjunto:

Im(D)={g: D — R":g ¢éumaimersioe 0Jg(D)=09f(D)}.
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Pode-se introduzir em I'm(D) uma estrutura de “variedade diferencidvel de dimensao
infinita modelada em um espaco de Hilbert”. O espaco tangente em uma imersao g vai ser
exatamente o espago dos campos variacionais associados a variagoes préoprias de g. Portanto

faz sentido falar de fungoes diferenciaveis definidas em Im(D) a valores reais. A funcao:

Vol : Im(D) — R, Vol(g) = / g dM,

D
é diferenciavel neste sentido e seus pontos criticos, por 1.15, sdo exatamente as superficies

minimas.
Se estamos interessados em minimos de Vol, pelo menos em “minimos relativos”, temos
que olhar a segunda derivada de Vol. Isso serd feito no Capitulo 4 (férmula da segunda

variagao).



CAPIiTULO 2
Superficies Minimas em Forma nao Paramétrica

1. Alguns teoremas sobre fungoes inteiras

Seja Q C € = R? um aberto com coordenadas reais (u,v) e coordenada complexa z =
u+ 1w, ©=+—1, u,v € R. Denotamos por Z := u — v o conjugado de z. Seja f: Q — T
uma funcao diferenciavel. Se f(z) = fi(z) +ifa(2), fi: Q2 — R, definimos:

of _0f 0% 0f _0h 0h
ou  Ou ou’ v Ov ov

Definimos também:
or 10/ 05, of 101 of,
92 2'0u ow’ 9z 2'0u o

Lembramos que:
e f é holomorfa se satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann:

e f é harmonica se
2 2
Af = % + % = 0.
Um célculo simples nos da:
2.1. LEMA. . X
028fz B ZAJC'

Em particular:

e f € harmonica se e somente se 5, ¢ holomorfa.
z
o As partes real e tmagindria de uma funcdo holomorfa sao harmonicas.

O lema anterior sugere o seguinte problema: Dada uma fungao harmonica f; : 2 — R,
achar uma funcao harmonica fs :  — R tal que f = f; 4+ ifs seja holomorfa. Uma tal

fungao fy chama-se conjugada harmonica de fi. O resultado a seguir é bem conhecido:
13
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2.2. LEMA. Se Q ¢é simplesmente conexo, toda funcao harmonica f : 2 — R tem uma

conjugada harmonica.
Vamos agora lembrar duas outras propriedades importantes das funcoes harmonicas:
2.3. TEOREMA. Se f :Q — R € harmonica, entao é analitica.

2.4. TEOREMA. Seja f : Q@ — R uma funcao harmonica e ) conexo. Se f tem um

mdazimo em ), f € constante.

A propriedade das fungoes harmonicas descrita em 2.4 chama-se Principio do Mdzximo.
Como veremos em 3.3, este principio tem, como uma das suas intmeras conseqiiéncias, a
inexisténcia de superficies minimas compactas em R3.

Estaremos interessados em func¢oes holomorfas e harmonicas definidas em todo o plano,
i.,e. = €. Uma funcao definida em todo o plano serd chamada de funcdao inteira.

Para fungoes holomorfas inteiras, temos um belissimo resultado devido a Picard, cuja

demonstracao pode-se encontrar em [1].

2.5. TEOREMA (Picard). Seja f : @ — @ uma fungdo holomorfa. Se @'\ f(@) contém

mais que um ponto, entao f € constante.
2.6. OBSERVAGAO. A funcao f(z) = e* omite exatamente o ponto w = 0.

Uma forma mais fraca do Teorema de Picard, porém mais conhecida, é o famoso Teorema

de Liouville:

2.7. TEOREMA.

e Uma funcao f: @' — @ holomorfa e limitada é constante.

e Uma funcio f : R? — R harmonica e limitada é constante.

Neste capitulo queremos demonstrar resultados analogos para solugoes inteiras de outras

equagoes diferenciais, em particular, o Teorema de Bernstein.
2. O Teorema de Jorgens
2.8. TEOREMA (Jorgens). Seja ¢ : R? — R solucdo da equacao

PaxPyy — gzgy =1L

Entdo ¢ é um polinomio quadrdtico em x e y.
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DEMONSTRACAO. Para simplificar as notacoes definimos:

D= Quy Q= @y, T = Qppy S I= Qgy, t = Oy
Com estas notagoes a equagao se escreve:
(12) rt —s? = 1.

Em particular 7t = 1452 > 0, e portanto r e ¢ tém o mesmo sinal. Sem perda de generalidade,

podemos assumir r e t positivos, ja que se ¢ é solugao da equacao, —¢ também o é, e portanto

podemos trocar ¢ por —¢ se necessario.

Consideremos a transformacao de Lewy:

T(z,y) = (@, y),n(x,y)) == (T + bu, y + by).

A matriz jacobiana de T é:
& &\ [ 1+r s
Ne My s 141

(1+r)(14+t)—s=1+t+r+rt—s=2+t+7r>2.

com determinante

Portanto T é localmente invertivel. Assumimos, por enquanto, o seguinte fato:

2.9. LEMA. T € um difeomorfismo.

Consideramos a inversa da transformagao de Lewy
L(&m) =T~ (&n) = (x(&m),y(& ).
A matriz jacobiana de L é dada por
-1
re xy \ [ 141 s B 1 1+t —s
Ye Yn s 14t 2+r+t —s 1471 )’
e podemos entao determinar as derivadas parciais x¢, x,, ye € ¥, em termos de r, s, ¢.

Definimos agora a fungao

(13) F&n) = (uw&mn),v&n)=(x—p-y+q)
= (z(&m) —p(&n),y(&n), —y(&n) + a(z(& ) y(&n))).
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Temos
t—r
e = e~ Pae ~ Pyl = 5oy
Analogamente,
t—r 2s

Uy =——— =U € Vg=_—"+-—=—1U,.
2+r+t 2+r+t
Segue-se entao que a fungao

F(§+1n) == u(§,n) +iv(§,n)

verifica as equagoes de Cauchy-Riemann e é, portanto, uma funcao holomorfa.
A derivada de F' é

t—r—+ 2is
14 F’ ) = Vg =
(14) (€ +im) = ue +ive = —————
Conseqiientemente
, t—r)24+4s>  (t—r)>+4rt —4

15 F N =

t+r)?—4 =2 t

_ (t+r) _ +r+ <1

24r+t)?2  24r+t
Logo, F’ é limitada e portanto constante pelo Teorema de Liouville.

As equagoes (14) e (15) permitem-nos calcular r, s e t em termos de F”:

( 24+r+t. .,  29F
= Q="
° > U I FPE
po_ LAy 4 )
C2\1—|F2 1 |F? ’
1 4 ARF
T = — _— —2_ R
2 \1— |F]2 1— |F)?

\

onde Rz e §z denotam a parte real e a parte imaginaria de z respectivamente.
Como F” é constante, segue que s, t e r também sao constantes e o teorema esta provado,

a menos da demonstracao do Lema 2.9.

]
Vamos agora demonstrar o Lemma 2.9.
DEMONSTRAGAO. Provaremos que T' nao diminui distancias, i.e.
(16) T(z) = T(w)| =2 |z — w.
Supondo isso teremos:

e T ¢ injetora. De fato, T'(z) = T'(w), implica z = w por (16).
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e T é uma aplicacao aberta. De fato, pois como ja vimos 1" é um difeomorfismo local.
e T tem imagem fechada. De fato, se T'(z,) — Z, T'(z,) é uma seqiiéncia de Cauchy.

Por (16), z, é também uma seqiiéncia de Cauchy e portanto z, — z para algum
z € €. Por continuidade T'(z) = Z.

Segue-se entao que T' é injetora, sobrejetora (pois a imagem é aberta e fechada) e local-

mente diferenciavelmente invertivel, pelo Teorema da Funcao Inversa. Portanto a inversa é
diferenciavel.

Vamos entao demonstrar (16). Sejam z; = (x;,y;), @ = 1,2 pontos fixos distintos. Seja

zr =121+ (1= 7)20,pr = p(27), ..o e = t(2,).
Consideramos a funcao

h(7) = ¢(2,) = ¢(T21 + (1 = 7)z0, TY1 + (1 — T)10).

Temos entao

R(1) = p-(x1 — x0) + ¢+ (y1 — Vo),

R'(1) = 1 (z1 — 20)* + 25-(21 — 20) (Y1 — Yo) + tr(y1 — v0)*.

Se x1 # g, entao

B! — 27y1—yo ‘. Y1 — Yo 2
(1) = e 20, (L) (00

Sendo s —r,;t, = —1 < 0 e t, > 0, segue-se que h/'(7) > 0. Analogamente, h”(7) > 0 se
y1 # yo. Portanto h/(7) é crescente e

K1) = 1'(0) = (pr — po)(z1 — 7o) + (1 — q0)(y1 — ¥o) = 0.
Temos entao

|T(21) — T(z0)|2 = (T1— 2o+ p1 — p0)2 + i —yo+q — C_Io)2 =

z1 —20)> + (11 — y0)* + (p1 — po)* + (@1 — @) + 2(W' (1) — 1'(0))

(
(
+2[(p1 — po)(@1 — @o) + (@1 — 90)(y1 — Wo)] =
(
> (21— 20)” + (11 — 90)* = |21 — 20[*.



Secao 3 - O Teorema de Bernstein: uma primeira demonstragao 18

3. O Teorema de Bernstein: uma primeira demonstracao

Usaremos agora o Teorema de Jorgens para dar uma demonstracao simples do Teorema

de Bernstein:

2.10. TEOREMA (Bernstein). Se f : R? — R ¢ uma solugdo da equagdo das superficies

minimas
Fea(L+ £3) = 2fufyfoy + Lo (1L + £2) = 0,

entao f = ax + by + ¢, onde a, b, ¢ € R sdo constantes.

DEMONSTRAGQAO. Usaremos as notagoes:

p::fmv q::fyu T::fmca S:meya t::fyya w = \/1+p2+q2-

Um célculo direto mostra que as duas equagoes a seguir sao equivalentes a equagao das

superficies minimas:

250 -
2)-5(5) -

Sendo R? simplesmente conexo, existem funcoes o, 3:R? — R tais que

1 2

(19) o = —I,
(20) @, = =
(21) Bo = %,

(22 g, = T
w

De (20) e (21), usando novamente a conectividade simples de R?, segue-se que existe uma
fungdo ¢ : R? — R com ¢, = a e ¢, = 3.
Junto com (19) e (22) temos

1+p? q 1+¢?
QS(E.’E = ) ¢xy = (S (byy = .

w w’ w

Isso implica que

¢m¢yy - (¢my)2 =1.
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. 1+ p? 1+ ¢

Pelo Teorema de Jorgens P , ]ﬂ, e q

) w w w

segue-se que também p e ¢ sao constantes e isso demonstra o Teorema. [ |

sao constantes. Resolvendo para p e ¢,

4. Existéncia de coordenadas isotérmicas em superficies minimas

Seja M? uma superficie riemanniana, i.e., uma variedade riemanniana de dimensao dois.

Neste caso temos coordenadas locais especiais no seguinte sentido:

2.11. TEOREMA. Para todo p € M? existe uma vizinhanca U C M? de p e uma para-

metrizacao v : Q C R? — U tais que:

vt = vtz = A0, (awgim.awHm) =0
onde (u,v) s@o as coordenadas em 0.

As coordenadas cuja existéncia é garantida pelo Teorema 2.11 sao chamadas coordenadas
1sotérmicas e a parametrizacao de parametriza¢ao isotérmica.

A demonstracao do Teorema 2.11 no caso geral é bastante complexa e pode ser achada em
[1]. Usando as idéias desenvolvidas nas se¢oes anteriores vamos agora dar uma demonstragao

de 2.11 no caso de superficies minimas de R3.

DEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade podemos supor que a superficie seja dada
como grafico de uma funcio diferencidvel f : Q@ C R? — R. Usaremos as notacoes das

secoes anteriores:

p::f:m q::fyv T::fmmv S:Ifxyv t::fyya w = V1+p2+q2-

Como na demonstracao do Teorema de Bernstein, o fato de f ser solugao da equacao das
superficies minimas implica que (localmente) existem fungoes a, 3 que verificam as equagoes
(19), (20), (21) e (22).

Consideramos a transformacao de Lewy (local):

T(x,y) = (z+a(z,y),y + B(z,9)),

cuja matriz jacobiana J(T') é dada por:
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. 2442 : . :
com determinante 2 + MT” > 2. Logo, T' tem uma inversa local e a matriz jacobiana da

inversa é dada por:

J(T )T (x,y) = [J(T)(,y)]™
1 1+ 427 _m
- m( w 1+i“+TpZ>
_ C<1+w+q2 —pq )
—pq 1+ w+ p?
para algum ¢ = c(x,y).

Se F(x,y) = (z,y, f(x,y)), temos:
J(FoT™ ) (T(x,y) = J(F)(z,y) J(THT(z,y))

Yy
10 ,
14+w+gqg —pq
= c 01 )
—pq 14+w+p
b q
14w+ ¢? —pq
= c -pg  l+w+p?

P+ pw q+qu

E facil verificar que as duas colunas desta matriz sao ortogonais e que elas tém o mesmo

comprimento. Portanto F o T~! é a parametrizacao procurada. |



CAP{TULO 3

Superficies Minimas em Forma Paramétrica

1. A representacao de Weierstrass

Seja M? uma superficie riemanniana, i.e., uma variedade riemanniana de dimensao dois.
Como vimos no capitulo anterior, é possivel introduzir localmente coordenadas isotérmicas,

i.e. parametrizagoes

P C R? — M,
com [[9h,]| = A(u,v) = [[¢l, (Yu,hw) = 0.

Estas parametrizacoes sao também chamadas de parametrizagoes conformes pois preser-
vam os angulos.

Se M é orientada, podemos escolher parametrizagoes isotérmicas que preservam a ori-
entacao. Portanto as mudancas de coordenadas sao fungoes de um aberto de €' em @, que
preservam angulos e orientacao. E bem conhecido que tais fungoes sao fungoes holomorfas.

Em geral, uma superficie com um atlas cuja mudanga de coordenadas sao fungoes holo-
morfas é dita uma superficie de Riemann.

Sejam M e N superficies de Riemann e f : M — N uma funcao. Diremos que f é
holomorfa se, dadas parametrizacoes conformes positivas 1) de M e ¢ de N, a composi¢ao
¢~ 1o for é, onde definida, uma funcao holomorfa no sentido usual.

Um exemplo notével é a esfera S? C R3. Identificando S? com a compactificacdo de
Alexander de €, C'U {0}, as inversas das projegoes estereograficas de oo e 0 fornecem um
atlas holomorfo. Com esta estrutura, S? é chamada de esfera de Riemann.

Lembramos da teoria elementar das fung¢oes holomorfas que uma fungao f : Q\{z1,...,2,} C
¢ — @ ¢é dita meromorfa se ela é holomorfa e lim._.. |f(2)| = 00 Vj = 1,...,p. Uma tal
funcao pode ser vista como uma funcao holomorfa de Q em S? = C'U oo.

Consideramos uma superficie imersa em R? e uma parametrizacao conforme 1) :  — R3.
Seja

o Y(u,v) = (z1(u,v), zo(u,v), x3(u,v)),
o Aytp = \2(Azy, Ay, Axs),
0? 0?
oz ot
21

onde A é o operador laplaciano em R?, A =
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O operador A, é o operador laplaciano em relagao & métrica g := ds? := N\?(du® + dv?).
3.1. LEMA. Ad = \2H ¢ Ay = H.

DEMONSTRAGAO. Primeiro vamos observar que Aty é normal a M. De fato, derivando

a expressao (U, 1,) = 0, temos que

(B2)-(E8) - (Ed) (58
o2’ ou/  \oudv’ v ¢ ovdu’ Ov ou o2/
Py P o\ ) PY 9 v o\ _
<%+a—%>—<ma—>‘<ma—>—

(26,70 00y

Portanto

Analogamente,

ou?  Ov?’ v
Segue-se entao que Ay é normal a M. Como M tem codimensao 1, em cada ponto p € M

existe um tnico normal unitdrio positivo n(p). Temos portanto a aplicagdo normal de Gauss
n: M — S%

(Agp,m) = A?(At,n)

L P O
= <W+a—ﬂ>

_ oY oY oY N
_ 2| _ /2 -~ (= —_
= A2 [-Ntrago(dn)]
= traco(4n).
Juntando os resultados, temos Ayt = traco(A,) n = H. [

3.2. COROLARIO. v € uma parametrizacio de uma superficie minima se, e somente se,

Y € harmonica.
3.3. COROLARIO. Ndo existem superficies minimas compactas em R3.

DEMONSTRACAO. Seja M uma superficie minima compacta imersa em R3. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que M seja conexa. Existe portanto um ponto p € M tal
que a projecao sobre o eixo e; tem um maximo em p. Escolha uma parametrizagao isotérmica
em uma vizinhanca de p. Nesta parametrizacao, a funcao x; é harmonica e tem um maximo,

portanto é constante por 2.4. Isso implica que, perto de p, a imagem da superficie esta
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contida em um plano. Pela analiticidade e conexao toda a superficie estd contida em um
plano. Mas isso é um absurdo pois nao se pode imergir uma variedade compacta em um
espago real da mesma dimensao.

As consideragoes anteriores nos fornecem a versao local da Representacao de Weierstrass:

3.4. TEOREMA. Seja ¢ : Q — R wma parametrizagcio conforme de uma superficie

minima e o = ﬁ. Entao:
0z
(1) 327 feul? #0, (i € regular),
(2) Zi’ a? =0, (1 € conforme),
day; ‘
(3) aC; =0 (Y € minima).

Além disso, se ) € simplesmente conezro e o; - Q@ — @, i =1,2,3, sao funcoes que

verificam as trés condi¢oes acima, dado zy € Q) a fungao ¥ = (x1,x9, x3), com
z;i(2) = 2R (/ a;dz)
¥

ey :[0,1] — Q curva diferencidvel entre v(0) = zo e y(1) = z, define uma imersdo

minima conforme com %"; = q;.

0z

() -2 () 2 5]
|G & 2—2i<<g—f>,<g—f>>]

,  pois ¢ é conforme.

2]
Ly : , L
= 5)\ (u,v) #0, pois ¥ é uma parametrizagao regular.

Agora, como v é minima, do Corolario 3.2 é harmonica. Pelo Lema 2.1 do capitulo anterior,

- Or; 1 (0x;  Ox
DEMONSTRAGAO. Como «o; = I _ 5( T ), logo

De forma analoga
3

Sl = [H(?—f)

i=1

2

%
ov

e

tem-se 5 o2

o T; 1
e L= Az, =0.
oz 0z02 4°"
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Reciprocamente, se {2 é simplesmente conexo e existem «; : Q@ — €' ,i = 1,2,3, sa-
tisfazendo as condigoes (1), (2) e (3), esta ultima condigao implica que «y, i = 1,2, 3, sdo

holomorfas e portanto as integrais R ( fﬁ/ aidz> nao dependem do caminho 7. Se definimos

2i(2) = 2R < /V aidz) ,

6@-

entao x; serao fungoes harmonicas que satisfazem «; := , © = 1,2,3. Juntando isso
2
com as condigoes (1), (2) e (3), segue-se que ¥ = (x1, 2, x3) define uma imersao minima

conforme. m

3.5. OBSERVACAO. O resultado anterior se estende ao caso em que {2 nao seja simples-
mente conexo ou, mais em geral, seja uma superficie de Riemann. A tnica coisa que devemos

garantir é que a integral seja bem definida no sentido que vamos especificar agora.

Seja M uma superficie de Riemann e ¢ uma (forma) diferencial holomorfa. Isso significa
que
e ¢(z): T,M — @¢é - linear,' Vz € M.
e Se, em coordenadas holomorfas, ¢ = fdz, entao f é uma funcao holomorfa.

Diremos que ¢ nao tem periodos reais se para qualquer curva diferenciavel fechada ~ :

R / b= R / H(/(1) (1))t = 0.

A condicao de nao ter periodos reais equivale a dizer que, para qualquer curva o :

[0,1] — M, tivermos

0,1] — M, R [ ¢ depende somente de o(0) e o(1). Portanto, neste caso a integral

Jon [

¢é bem definida, i.e. nao depende da curva unindo zy a z.
A versao global da representagao de Weierstrass 3.4, cuja demonstracao ¢é essencialmente

a mesma, ¢ a seguinte:

3.6. TEOREMA. Seja M uma superficie de Riemann e sejam ¢;,1 = 1,2,3, diferenciais

holomorfas tais que:
(1) S ¢2 =0 (i.e. se localmente ¢; = fidz, entio > fZ =0),

L7, M tem uma estrutura natural de espaco vetorial complexo. Se {e1, e2} é uma base isotérmica positiva,

ie. (e;,ej) = N\ij, entdo ie; = eq, ieg = —e;.
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(3) as ¢; nao tem periodos reais,

entdo a fungdo 1 = (1,79, x3) : M — R3,
z
xi(2) = 2?)%/ o,
20
¢ bem definida e € uma imersao minima conforme.

A condigao Y ¢? = 0 essencialmente permite determinar uma das diferenciais em termo
das outras duas. A maneira mais geométrica de fazer isso é, pelas razoes que veremos na
préxima secao, a seguinte.

Consideramos a diferencial holomorfa

w = Q1 — iPa.

Se w ¢ identicamente nula, ¢3 ¢ identicamente nula e, se M é conexa, a superficie associada
é um pedaco de plano. Se w nao se anula identicamente, pela condi¢ao de holomorfia seus

zeros sao isolados. Se localmente ¢; = f;dz, consideramos a fun¢gao meromorfa:

_ B
fi—ifs

3.7. OBSERVAGAO. Como veremos em 3.10, a funcdo g é, a menos de uma projegao

9

estereografica, a aplicacao normal de Gauss. Portanto g é bem definida, i.e. nao depende da

representacao local das ¢;.

A partir de w e g podemos tentar recuperar as diferenciais ¢; escrevendo

(23) b =50~
(24) by = %(1 + g% )w,
(25) ¢3 = gw.

Observamos que aparece uma nova condi¢ao para que as férmulas acima facam sentido.

Suponhamos que, em zy, g tenha um polo de ordem m > 0. Localmente,

oo

g= Z a;(z — Zo)i, a_m, # 0.

Entdo w tem que ter, em zp, um zero de ordem pelo menos 2m para que (23) e (24) fagam

sentido e exatamente 2m para que, tendo em vista (25), > |¢;|? seja positiva. Em outras
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palavras, se localmente w = fdz, entao
F=Y bi(z—2)', b #0.
2m

Resumindo, temos a seguinte versao “reduzida” da Representacao de Weierstrass, na sua

forma global:

3.8. TEOREMA. Seja M uma superficie de Riemann, g : M — T uma fun¢ao meromorfa
e w uma diferencial holomorfa. Suponhamos que os polos de g coincidam com os zeros de
w e que para cada polo zg de g de ordem m, zg seja zero de w de ordem 2m. Entao as
diferenciais ¢; dadas em (23), (24) e (25) sio bem definidas e holomorfas, > . ¢? = 0 e
S 1¢s]? > 0. Portanto, se as ¢; nio tém periodos reais, elas definem uma imersio minima
conforme ¢ : M — R3, por 3.6.

A terna {¢1, @2, 93} ou o par {g,w} serdo chamados de dados de Weierstrass da imersdo.

2. Exemplos

O teorema 3.8 dado na secao anterior nos permite construir uma infinidade de exemplos
de superficies minimas. Vale a pena ressaltar que antes do aparecimento deste teorema (em
torno de 1866), os exemplos de superficies minimas eram muitos poucos. Classicamente, o

plano, o helicoide e o catendide eram os tinicos exemplos conhecidos de superficies minimas.

2.1. O catendide. Um catendide é uma superficie de revolucao M obtida girando-se

uma catendria.
h(z) = (1’, a cosh (g + b)) :
x € R, em torno do eixo z.
Como mostramos no primeiro capitulo, toda superficie minima de revolucao no R3 é
parte de um catendide ou de um plano, a menos de movimento rigido.
Tome g(z) = —€* e w = —3
€. Utilizando (23), (24) e (25) obtemos

e *dz. Observe que g nao tem polos e w nao tem zeros em

o1 = % sinh z dz
(26) Pg = —% cosh z dz
¢3 = %dz

Como cosh z, —icosh z e 1 sao fungoes holomorfas em T, entao ﬁ/ o =0, k=1,2,3, para

todo caminho fechado . Portanto as formas «j nao possuem periodos. Integrando as a;
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temos
ry = R [ sinhzdz = R(coshz —1) = cosvcoshu — 1
(27) xy = R [ —icoshzdz =R(—isinhz) = sinvcoshu
3 = R[5 dz=R(2) =u
e ¥(u,v) = (coswvcoshu, sinvcoshu,u) —(1,0,0), que é uma parametrizacao do catendéide, a
menos de translagao. Esta parametrizacao enrola o plano em torno do catendide um niimero

infinito de vezes.

Uma outra maneira de se obter o catendide é a seguinte: Tome g(z2) = z e w = (1/2?)dz.

Entao
( 1.1
(bl = 5(; - 1)dZ
(28) by = (2 + 1)
27 9\ 2 i
1
¢3 = —dz
\ z

As formas a; e ag nao possuem periodos e a forma a3 possui apenas periodo puramente

imaginario. E entao imediato observar-se

(

u
- Clr——)+1
“ 2( +u2—|—2;2)jL ’
v 1
2 - (14—
(20) rr= =214 ),
1
v =5 log(u® + v?).

A menos de translagao, estas equacoes descrevem exatamente o catendide. Para ver isto faca
1 9 9 v
p= §log(u +0v%) e 0= (arctan—) —.
u

2.2. O helicoide. Um helicoide pode ser parametrizado como
(30) Y(u,v) = (ucosav,usenav, bv).

Geometricamente, os helicdides sao gerados por um movimento helicoidal atuando sobre
uma reta paralela ao plano de rotacao do movimento. Portanto, um helicéide também é um
exemplo de uma superficie regrada, isto é, de uma superficie descrita geometricamente por
uma reta que “desliza suavemente” sobre uma curva. Pode-se mostrar que toda superficie
regrada minima no R3 é, a menos de movimento rigido, parte de um helicéide ou de um
plano. Para mais informagoes sobre superficies regradas e a prova do fato acima, veja [3] e
[10].
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Tome ¢(z) = —ie* ew = %e‘zdz. Observe que g nao tem pdélos e w nao tem zeros em .
Utilizando (23), (24) e (25) temos

o = 1(1—g¢*)w=1icoshzdz,
(31) a = 1+ g*)w=—1isinhzdz,
a3 = gw= —% dz.

Como cosh z, —isinh z e —i sao fungoes holomorfas em @ entao ﬁ/ ar, =0, k=1,2,3, para
todo caminho fechado . Portanto as formas «j, nao possuem periodos. A integracao dos oy

fornece
zy =R [ cosh zdz = R(sinh z) = cos vsinhu,

(32) xy =R [ —isinhzdz = R(—icosh z + i) = sinvsinhu,
x5 =R [ —idz = R(—iz) =v

e ¥(u,v) = (cosvsinhu, sen v sinh u, v).

2.3. A superficie de Enneper. A escolha mais simples que se pode fazer para g e w
é tomar g(2) =z ew = %dz. Desta escolha resulta a imersao minima
(33) P(u,v) = %(u—%3+uv2,—v+%3—u2v,u2—v2),
que é conhecida como a superficie de Enneper. Observe que esta superficie é mais simples no
sentido de que sua parametrizacao sé envolve somas e produtos. Note que quando o ponto
(u,v) descreve uma regiao suficientemente pequena de R2 o ponto ¥ (u,v) descreve uma
superficie regular em R® que é minima. A sua imagem inteira 1)(IR?) se intersecta ao longo

de duas curvas da superficie.

3. Geometria dos dados de Welerstrass

Queremos interpretar alguns conceitos geométricos relativos a uma imersao minima con-
forme ¢ : M — R3 em termos dos seus dados de Weierstrass {g,w}. Assumiremos que,

localmente, w = fdz.
3.9. PROPOSIGAO.
ds* = N*(du® + dv?) = | f(1 + |g[*)?|dz|*.

DEMONSTRAGAO. De 3.4, segue-se que 0 |oy|? = N2
Por outro lado, usando (23), (24) e (25) temos
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_ 1 1
P =am = 1-P)f |50 - g
1
= L= F -+ lgIfP
1
o’ =@ = Z(1+7" +g"+ g/,
s = sz = [g?|fI>.
Logo
: 1
Solad® = S +1gIFE+ g1
i=1
1 2)\2 2
= S(+IgPRIfE
Portanto
(34) N =1+ g £

3.10. PROPOSIGAO. Seja n : M — S? a aplicagio normal de Gauss e m : S*\
{(0,0,1)} — R% = @, a projecio estercogrifica. Entio g = mon.

DEMONSTRACAO. Seja 1) : M — R? uma imersao minima. Vamos obter a expressao da
aplicacao normal de Gauss N : M — S?(1) em termos da representagao de Weierstrass. Em
torno de um ponto, ¢, = agdz define as funcgoes ay, e

9%  ov
ou  Ov

—(Ray, Rag, Raz) x (Say, Sag, Saz)

= —(RauSaz — RazSas, RazSa; — Rag Sas,
Ry S — RasSay)

= (Saaz, Sazay, Saaz).

Utilizando os valores de ay, obtidos de (23), (24) e (25), tem-se entao

o [fIP(L+]g) o (a2

Segue-se dai que

2Rg 23g |g|2 —1
L+ gl*" 1+ gl |g]* + 1

(35) n = ( ).
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Se m: S%(1) — {(0,0,1)} — R? é a projegao estereografica, definida por

(36) W(xl,xg,x3)2< LR )

1—$3 1—1‘3

entao mon = (Rg, Jg) em todos os pontos de M, com excecao dos pélos de g. Se identificamos
R? com o plano complexo (' e estendemos 7 a uma fungao 7 : S%(1) — C U {oo}, definindo
7((0,0,1)) = oo, entao

(37)

=R

[e]
=

I
Q

3.11. PROPOSICAO. A curvatura gaussiana é dada por:

K:—( 2lg'f? )2
1L +1g1)2)

DEMONSTRAGAO. Sabemos que em sistemas de coordenadas isotérmicas a curvatura

gaussiana ¢ dada por
1
K = —ﬁAlog A,

onde A é o laplaciano usual (veja Apéndice A). Se h é uma fungao real diferencidvel de duas

variaveis, entao

0 (10h 1 0h
st = 5 (55) 3 (i )
) _1(@):1@_g(_):1@
h? \ Ox hox?  h? \ Oy h 0y?
_ Ah |lgradh|?
h h? '

Portanto,

Mog(+1gPIf| = A flog(1+ o)+ 106 17

_ A+l llerad(d+gP))* | 1 [Alfl2 _ IIgrad(Iflz)Hz]
1+ g[? (1+1gl?)? ik ik
Algl*  |lgrad(lgP)|* | 1 {Alf\2 B IIgrad(lfIQ)Hz]

L+lgl (1+1g[?)? bk |f1* '
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Usando o Lema A.14, a expressao acima fica

4(1 + 2 /2_4 21 412 1[4 2/2_4 2| £12

(1+]g0?)? |f1*
4lg')?
(1+1g?)*
A curvatura gaussiana é, portanto
1 2|y’ )2
38 Kz——AlogAz—(— .
) » 7108 +1a7P

4. A aplicagao normal de Gauss: O Teorema de Ossermann

Como vimos no Capitulo 2, uma fungao holomorfa inteira nao constante é “quase sobre-
jetora” (2.5, 2.7). Sendo a aplicacdo normal de Gauss uma func¢do holomorfa (veja 3.10),
¢é natural tentar estimar o tamanho da imagem desta aplicacao. Claramente necessitamos
de uma condicao de natureza global sobre a superficie, similar a condicao que a fungao
holomorfa, no Teorema de Picard, seja inteira. Vamos entao estudar uma tal condicao.

Seja M™ uma variedade riemanniana e v : [a,b] € R — M uma curva diferenciavel®.

Lembramos que o comprimento de v é definido por

b
L) = [ I3t

E bem conhecido que L(y) ndo depende da parametrizacdo, i.e. se ¢ : [a,b] — [c,d] é um
difeomorfismo, L(y) = L(yo ¢7!).
O conceito de comprimento permite definir, para variedades riemannianas conexas, a

funcao:
dg: M x M — R, dg(x,y) =inf{L(y):v:[0,1] — M,~(0) = z,7(1) =y},

que resulta ser uma distancia cuja topologia induzida coincide com a topologia original de
M.

Se 7 é definida em uma semireta [a,00), a funcao ((s) = L(7|[a, s]) é ndo decrescente
e portanto existe, eventualmente infinito, L(7y) := lims_[(s). Este limite é chamado de
comprimento de 7.

Uma curva v : [0,00) — M é dita divergente se para todo compacto K C M existe
t € [0,00), tal que y(s) ¢ K, Vs > t.

20 conceito se estende facilmente a curvas diferencidveis por partes.
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Uma variedade riemanniana é dita completa se toda curva divergente tem comprimento

infinito.

3.12. OBSERVACAO. A condicao acima é equivalente a outras condicoes como, por exem-
plo:
(1) M é completa na métrica d,,
(2) todo fechado e limitado é compacto,
(3) M ¢é uniao nao decrescente de compactos,
(4)

4) se ¢ : M — RY é uma imersdo isométrica, M é completa se e somente se (M) é
fechado.

Escolhemos a definicao acima pois é a forma em que vamos utilizar a completude.

Ante de apresentar resultados sobre a aplicacao normal de Gauss de superficies minimas
completas, vamos enunciar um resultado classico sobre superficies de Riemann, conhecido

como Teorema de Uniformizacao, cuja demonstracao pode ser encontrada em |[2].

3.13. TEOREMA (Teorema de uniformizagao). Seja M uma superficie de Riemann coneza.
Entdo existe um revestimento conforme p : M — M, onde M é um das sequintes superficies
de Riemann:

(1) a esfera S?,
(2) o plano complezo @,
(3) o disco unitdrio D ={z € C: |z| < 1}.

3.14. OBSERVACAO. Mesmo sendo difeomorfos, €'e D nao sao equivalentes do um ponto
de vista holomorfo pois, pelo teorema de Liouville, 2.7, nao existe uma funcao holomorfa
nao constante f : € — D. Portanto o segundo e terceiro casos no Teorema 3.13 nao sao

equivalentes do ponto de vista conforme.

Demonstraremos agora o resultado prometido, que é devido a Osserman (veja [15]).

3.15. TEOREMA. Seja ¢ : M — R3 wma imersio minima completa conexa® com

aplicacio de Gauss n: M — S?. Se n nao é constante, n(M) ¢é denso em S*.

DEMONSTRAGAO. Consideramos o revestimento universal conforme p : M— M (veja
3.13). Logo vop : M — R? é ainda uma imersao minima pois, localmente, suas coordenadas
sao composicao de fungoes holomorfas e harmonicas, portanto harmonicas. Além disso a
imagem ¢ a mesma, portanto ¢ o p induz uma métrica completa em M (veja 3.12) e a

3i.e. M é conexa e completa na métrica induzida
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aplicagao de Gauss tem a mesma imagem da aplicacdo de Gauss de . Portanto podemos
supor M = M.

Se M = S2, terfamos uma superficie minima compacta em R3, contradizendo 3.3.

Se M =@ ¢ éuma funcao holomorfa inteira. Por 2.5, g omite no maximo um ponto de
@ Portanto a aplicacdo normal n omite no méximo dois pontos de S? e segue-se a conclusao.

O Teorema sera conseqiiéncia do lema a seguir. [ |

3.16. LEMA. Se v : M — R® é uma imersdao minima completa e n omite uma vizinhanca
de wm ponto, entdo M # D.

DEMONSTRAGAO. Assumindo M = D chegaremos a uma contradicao.
A menos de uma rotacao em R3, podemos assumir que n omite uma vizinhanca de
(0,0,1) € 52
Consideramos os dados de Weierstrass g, f da imersao minima . A condi¢ao sobre n
nos diz que
° 9(z)| < A < oo

e f nao tem zeros pois g nao tem pélos.

Seja 7 : [0,1) — M uma curva com v(0) = 0. O comprimento de v é dado por:

L(y) = / ds = / I+ g2)]dz] < (1+ 42) / Flldl.

Usando esta estimativa, demonstraremos que existe uma curva ~ divergente de compri-
mento finito.

Consideramos a funcao F : M — @'
P = [ o
0

F é um difeomorfismo local holomorfo, pois F'(z) = f(z) # 0, e F/(0) = 0. Seja G uma

inversa de F' definida em uma vizinhanca de 0. Definimos:
R = sup{r e R: G é definida em |w| < r}.

Pela construgao existe wy € €, |wg| = R tal que G nao pode ser estendida a uma
vizinhanga de wy. Consideramos entdo o segmento [(t) = twy, t € [0,1) e seja y(t) = G(I(t)).
Temos entao:

e ~ é divergente. De fato, se nao for o caso, existiria uma seqiiéncia t,, — 1 tal que
v(t,) — % € M. Pela continuidade, F/(3) = wy. Sendo F localmente invertivel em

uma vizinhanca de z, G seria estendivel em uma vizinhanga de wy.
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e 7 tem comprimento finito. De fato:

! dz L dw
e = [isengiae= [Ga= fla =g <o

Portanto a métrica em M nao seria completa, uma contradicao.
|

O resultado de Ossermann tem sido melhorado sucessivamente por varios autores, até o

resultado optimal obtido por Fujimoto em [5]:

3.17. TEOREMA. Seja 1) : M — R3 uma imersdao minima completa conexa com aplicacao

de Gaussn : M — S%. Sen ndo é constante, S*\n(M) contém, no mdzimo, quatro pontos.

Observamos que o resultado de Fujimoto é optimal no sentido que existem muitos exem-

plos de superficies minimas completas cuja aplicacao de Gauss omite quatro pontos.

5. O Teorema de Bernstein: uma segunda demonstracao.

Como coroldrio de 3.15 temos novamente o Teorema de Bernstein. De fato:

e Dada uma funcao diferencidvel f : R? — R, seu grafico é uma superficie completa,
na métrica induzida (veja 3.12).

e A normal de um grafico ¥ (u,v) = (u,v, f(u,v)) é dada, com oportuna escolha da
orientacao, por n(u,v) = (1 + f2 + ff)_%(fu, fu, —1). Portanto cobre no maximo
um hemisfério e a imagem de n nao é densa.

e Se f é inteira e é solucao da equacao das superficies minimas, a aplicacao normal
de Gauss é constante, pelo Teorema de Ossermann 3.15. Portanto a superficie é um

plano e f = au + bv + c.

3.18. OBSERVACAO. Nao podemos aplicar diretamente o Teorema de Liouville a aplicacao
normal na parametrizagao (u,v) — (u, v, f(u,v)), pois esta parametrizagdo nao é, em geral,

4

conforme®. Portanto, nesta parametrizacao, a aplicacao de Gauss nao é necessariamente

holomorfa.

4De fato, uma parametrizacio de tipo grafico é conforme se e somente se f é constante.



CAPITULO 4

Estabilidade

1. Superficies minimas estaveis

Como vimos no primeiro capitulo, as superficies minimas sao pontos criticos da funcao
area. Para decidir se estes pontos criticos sdo minimos (relativos) temos que olhar a segunda
derivada da funcao drea. Nesta secao vamos relatar alguns resultados sobre esta questao.

Seja f : M? — R? uma superficie minima e U C M um dominio relativamente compacto

orientavel. Seja n o vetor normal unitario. Consideramos o espago vetorial:
Co(U) ={h:U — R : h é seccionalmente diferencidvel e h|OU = 0}.
Para € pequeno, consideramos a variagao
F(t,x) = f(x) + th(z)n(z), he Cy(U).

Esta variagdo tem campo variacional Wr = h(z)n(z). Denotamos por A(t) a drea da
superficie F(t,U). A primeira férmula variacional nos diz que
dA(?)
dt

|t:0 - —/<I/V,H>dt = O
U
Para a derivada segunda temos o resultado a seguir:

4.1. TEOREMA. (Férmula da seqgunda variagdo)

2
w‘tzo = / h(—Ah + 2hK)dM,
dt? T

onde K ¢ a curvatura gaussiana, i.e. o produto das curvaturas principais.

H4 vérias demonstracoes de 4.1, nenhuma muito simples. Uma boa demonstracao, mesmo
em um contexto mais geral, pode ser encontrada em [14].

E conveniente considerar a forma quadratica, denominada a forma do indice:

(39) Iy : Co(U) — R, Iy(h) = / h(—Ah + 20 K)dM.

35
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4.2. DEFINIGAO. Seja f : M? — R?® uma superficie minima e U C M um dominio

relativamente compacto.

(1) Diremos que U € estdvel se a forma do indice I;; € definida positiva.

(2) Diremos que a superficie M é estdvel se todos os dominios relativamente compactos
em M sao estdveis.

(3) Um campo da forma hn, h e Cy(U), que satisfaz

—Ah+2hK =0
¢ chamado campo de Jacobi.
Seja U C M um dominio. Da teoria geral do indice temos o resultado a seguir:

4.3. TEOREMA (Critério de instabilidade). Um dominio U nao é estdvel se, e somente
se, existe um subdominio U’ relativamente compacto que admite um campo de Jacobi nao

identicamente nulo em Cy(U") com Iy (h) < 0.

2. O Teorema de do Carmo-Peng

Nesta secao demonstraremos um teorema, devido a do Carmo e Peng, sobre superficies
minimas completas estéveis em R3. Como veremos na préxima secao, este teorema ¢ também

uma generalizacao do Teorema de Bernstein.

4.4. TEOREMA. Seja f : M? — R?® wma imersio minima, completa e estdvel. Entao
f(M?) é um plano.

A demonstracao serd dividida em trés etapas. Primeiramente demonstraremos que nao
é restritivo reduzir-se ao caso em que M ¢é simplesmente conexa, e em seguida analisaremos

os casos em que M =T'e M = D.

4.5. LEMA. Seja f : M? — R uma imersio minima, completa e estivel e w : M — M?

o revestimento universal conforme. Se f € estdvel, entdo fon : M — R3 é estdvel.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que f o m nao seja estdvel. Existe entdo um dominio
relativamente compacto U C M que é instdvel. Em particular, por 4.3, existe uma funcio
h:U — R tal que

e h=0em IU,
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Seja U = w(U). Consideramos uma decomposigao de U em subdominios U; uniforme-
mente recobertos cujo fechos se intersectam somente em conjuntos de medida nula (por
exemplo uma triangulagao suficientemente fina). Pela compacidade relativa de U podemos
assumir um numero finito de tais subdominios.

Pela compacidade relativa, U encontra somente um nimero finito de folhas, digamos N.
Seja Uy = {7~ 'U; : m7'U; N U # 0}. Entdao U C U, e portanto U; é instdvel. Sem perda

de generalidade podemos assumir U; = U. Definimos entdao uma funcio:

h:U—R, h(p) = Z h(q).

gen—1(p)NU

A soma acima faz sentido, pois é finita, e é uma funcao diferenciavel, nula em OU. Mas

entao:
I(h,h) = N~*I(h,h) < 0.
Portanto U ¢ instavel, uma contradicao. [ |
Analisaremos agora os casos M = D e M = (.

4.6. LEMA. Nao existe f : D — R? imersdo conforme minima completa e estdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja ds? = A?|dz|? a métrica induzida. Por contradigdao, cada sub-

dominio relativamente compacto U C M é estavel. Logo
(40) / (hAph — 2R K)dM < 0
M

para todas as fungoes seccionalmente diferenciaveis h que tém suporte compacto em M. Seja
A o laplaciano e dA o elemento de area na métrica plana. Entao pela Proposicao A.11 e
A.12 temos

1 , 1
K= —35Alogh, dM =NdA, Ay = A,

Logo (40) pode ser reescrito como
(41) /D (hAh + h?Alog A2)dA < 0.
Tomando ¢ = 1/ e trocando h por ¢h em (40), obtemos
3/D IVo|2h2dA < /D¢2\Vh|2dA 9 /D Oh(Vh, Vé)dA

(42) < /D 62| Vh[2dA + 2 /D (Gh(Vh, Vé)|dA.
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Pela proposicao A.15, para qualquer € > 0 vale
[0h{Vh, V)| < 2|hV¢||Vh| < €|Vo[*h* + %¢2|Vh\2-
A expressao (42) implica que existe uma constante 5 > 0 tal que
(43) /D VoPh2dA < 3 /D S| VhPdA.

Como V,, = %V, finalmente temos

(44) /M Va2 dM < /M G|V ahPdM.

Agora escolha uma familia de bolas geodésicas By de raio R que exausta M. Fixe 6 € (0,1)

e seja h : M — R fungao continua que vale um sobre Byg, zero fora de Bg e linear em
Bpgr \ Byr. De (44) obtemos

p / 5
45 VuoPdM < ——— dM
(43) /eBR| wd T (1-0)PR MCZS
p / T
46 = ———— | dA= ———.
(46) (1—-0)2R? Jp (1 —0)2R?
Fazendo R — oo, podemos concluir que |V¢| = 0, isto é, A = const, e isso contradiz a
completude de ds? = \?|dz|?. [ |

4.7. LEMA. Seja f : @ — R® uma imersao minima completa estdvel. Entio f(T) é um

plano.
DEMONSTRAGAO. Tomando 1) = Alog A\?, podemos escrever (40) como
(47) / Wh2dA < / VhPdA.
c c
Trocando h por ¢h em (47) obtemos
/ P hEdA < / V?|Vh|*dA
c c

(48) + /C RV |*dA + 2 /C Yh{(Vh, Vi)dA.
Por outro lado, se K nao é identicamente nulo, por A.13 sabemos que
Ay log(—K) = 4K.
Isso implica Alog1 + 19 = 0, portanto
(49) VA + ¢ = |V,
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Por outro lado, multiplicando (49) por h?, integrando sobre € e adicionando o resultado a
(48), obtemos

(50) LANWWMSZF“M%A

Usando no tltimo somando de (48) o fato que 2ab < ea® + (1/€)b? para qualquer € > 0, e
introduzindo (48) em (47), obtemos

(51) /WMMS@/WWWM,@:wmt
c c
Agora usando a desigualdade de Young A.16 em (51), segue-se que
vh|2 O[S a—t |Vh‘ 2t
9 2 2 _ 32 3 <p2 | Qs
(52) h =12 (v hz)_h<8w+t(h ,

que vale para todo a > 0 e todo 1 < s, t < 0o, com (1/s) + (1/t) = 1. Escolhendo s = 3/2,

t = 3 e a pequeno obtém-se uma constante 5 tal que

6
/wshsz < s |Vil| dA.
c c h
Trocando h por h® na desigualdade acima, chegamos a
(53) /w?’hﬁdA < ﬁg/ |Vh|%dA, B3 = const.
c c

A desigualdade (53) implica, escolhendo h como feito na demonstracao anterior, que 13 = 0.

Portanto K = 0 e f(€) é um plano. Isso conclui a prova do Teorema. |

3. O Teorema de Bernstein: uma terceira demonstragao.

Nesta secao vamos ver como o Teorema de Bernstein é conseqiiéncia do Teorema de do

Carmo-Peng demonstrado na secao anterior. De fato vamos demonstrar o seguinte:

4.8. TEOREMA. Seja f : U C R? — R uma funcao diferencidvel, solugcdo da equacdo das
superficies minimas. Entao o grdfico de f é uma superficie minima estdvel. Em particular,
se U = R? o grdfico é uma superficie minima completa estdvel, e portanto um plano pelo

Teorema de do Carmo-Peng.

DEMONSTRACAO. Considere o dominio U, a funcao f : U — R de classe C? e a superficie
S definida pela fungdo F(x,y) = (x,y, f(x,y)). E Considere uma variacdo f + th, t €
(—€,6) CR, h(z,y) € C? em U e h|py = 0. Temos

At) = // Va + bt + ct?dxdy,
U
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onde a =1+ f2 + f7, b= 2(foha + fyhy) € ¢ = h} + hi. A série de Taylor de Va + bt 4 ct?

em t =0 é dada por

bt (b — dac)t?
Va+bt+ct?2 =+/a+ — + M3,
va 2va 8V a3

onde M é uma funcao de classe C* de a, b, ¢ e t. Portanto, a segunda variagdo de A(t)

1 dac — b?
w0) =5 [[ vy
) 4/ Vad Y
onde 4ac—b* = 4(fohy— fyhe)?+4h24+4h? > 0. Mas 4ac—b> = 0 se e somente se h, = h, = 0,

ou seja, h = 0. Logo, é ponto de minimo local, como queriamos demonstrar. [ |

escreve-se



APENDICE A

1. O Laplaciano

Os operadores grad, div e o laplaciano A tém uma generalizacao natural para uma
variedade riemaniana (M, ( , )). Apresentaremos de forma resumida algumas propriedades
importantes sobre eles que sao utilizados nos capitulos precedentes. Para outros detalhes,
veja [16)].

A.1. DEFINIGAO. Sejam f € D(M) e X € H(M). Definimos o gradiente de f (com

respeito a dada métrica) como um campo de vetores grad,, f sobre M tal que
(,Y)=df(Y)=Y(f), peM, VY eH(M),
e a divergéncia como uma funcao divy, X : M — R dada por
(div X)(p) = trago[Y (p) — Vy X (p)].
E f4cil verificar que
grad(fg) = f -gradg +g-grad f, e

div (FX) = X(f) + f - div X = df (X) + f - div X.

Num sistema de coordenadas x1, ..., x, sobre M, temos que
_ ij 2

50 1= 3 (zg z2)

e

X = 2%6% — divy X = Zl (gg + Zlajr;ii) ,
1= = J=

onde ¢g¥ com 1 < i,j < n sdo tais que (g¥) é a matriz inversa de (g;;) com g;; = (-2, =2-),

e Ffj sao os simbolos de Christoffel dadas pela formula

1[0 ) ) o
(55) Fij - 5 Z [a—%gjk + a—xjgkz 8—1';39”} g .

k=1

41
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A.2. PROPOSIGAO (Referencial geodésico). Seja M wuma variedade riemaniana de di-
mensao n e seja p € M. FExiste uma vizinhanca U C M de p e n campos de vetores
Ey, ... E, € H(U), ortonormais em cada ponto de U, tais que Vg, E;(p) = 0.

Um simples calculo mostra que num referencial geodésico temos

grad,, f(p) = Z(Ei(f)>Ei(p) e
divy X (P) = Z Ei(a;)(p), onde X = Z a; B;

A.3. DEFINICAO. Definimos o laplaciano Ay f de f sobre M por

AMf = divM(gradM f)

Num sistema de coordenadas x1, ..., z, sobre M, temos
n
(56) Ay f = E g¥ E
< axlax] ark
1,7=1
e num referencial geodésico F1, ..., F,, o laplaciano escreve-se como

Anf(p ZE

A.4. PROPOSICAO.

Ay(f-g9)=f-Amg+g-Anf+2(grady, f,grady; g).

DEMONSTRAGAO. Sejam Fj, ..., E, um referencial geodésico. Entao
ulf-9)p) = D E(E(f-9)p)
i=1
= Z EilgEi(f) + [ Ei(9)](p)
i=1

= Z Ei(g)Ei(f) + Z gEE;(f) + Z Ei(f)Ei(g) + Z fEEi(g)

(57) = gAnf(p)+ fAng(p) + 2 Ei(f)Ei(g)(p)-

i=1
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Por outro lado,

(grady fogrady g)(p) = (3 Eif)Ei > E)j(9)E;)(p)

(58) = Y E{(f)Ei(9)(p)-

1=1

Comparando (57) e (58), segue-se o resultado. [
A.5. DEFINIGAO. Sejam v € V e w € QF(V), definimos a contragdo viw € Q*=Y(V') por
(vow)(vy, .oy V1) = w(V1, ..o, Vg_1).

Algumas propriedades do operador  podem ser verificadas:
(1) va(wow) = —wi(vw)

(2) Se vy, ..., v, for uma base de V' com base dual ¢ ..., ¢,, entdo

0 se J # iV,
UjJ(¢i1 /\A¢1k> = 1 — ]3& .

(=)o AL NG, A NGy S =g
(3) Para w; € QF(V) e wy € Q4(V), temos

va(wr Awy) = (vawr) Aws + (—=1)Fwi A (vaws).

(4) Se X é um campo de vetores sobre M e w é uma k-forma sobre M, definimos uma

(k — 1)-forma X yw por
(Xw)(p) = X (p)aw(p)-
(5) Se wy é uma k-forma, entao
Xo(wi Aws) = (Xowr) Aws + (—=1)Fwr A (X wy).

A.6. LEMA. Seja M uma variedade reimanniana orientada n-dimensional com elemento
de volume dV (que pode ser considerada como uma n-forma, ji que M € orientdvel). Entao

para cada campo de vetores X sobre M temos

(59) d(X_dV) = (div X) - dV
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DEMONSTRAGAO. Se (59) vale para X, X, entao claramente vale para X; + X,. Agora

d(fX.dV) = d(f-(XidV))
= df N(XdV)+ (f-d(XsdV)
= df N(XdV)+ f-divX -dV.

Por outro lado

0=X,(df AdV) = (Xudf)AdV —df A (XodV)
= X(f)-dV —df A(X_dV).

Portanto nossa formula fica

A(fX.dV) = X(f)-dV + f-divX -dV

= (divfX)-dV.
Portanto (59) vale para fX. Agora seja Xi,..., X, uma base mével ortonormal orientada
positiva com base dual 6%, ... 6" Pelas consideracoes do pardgrafo anterior, é suficiente

provar (59) quando X é algum X; e podemos tomar X = Xj. E facil ver que

XiadV = X1 (0" A AN =02 AL A0

Portanto
d(X12dV) = d®N.. N0 =D (1PN AL NG
j=2
= =) (-1’0 A (Zw /\QZ> AG"
j=2
= =) (P A AW A AL NG
j=2
= =) (—1)wiAg AGIN.. NI
j=2
Mas
wl = w(Xy) 08 =D (Vx, X1, X;)0
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Portanto obtemos

d(Xl_ldV) = <VX Xl,X]>61/\/\9n
=2

=
= (div X;)dV.
|

A.7. TEOREMA (de Stokes). Seja M™ uma variedade riemaniana compacta n-dimensional,

com fronteira e orientdvel. Seja w uma (n — 1)-forma sobre M™ entao

| o= a

A.8. TEOREMA (da divergéncia). Seja M™ uma variedade riemaniana compacta n-dimensional,
com fronteira e orientdvel, com vetor normal positivo v sobre OM. Denote o elemento de

volume de M por dV,, e de OM por dV,,_1. Seja X um campo de vetores sobre M. Entao

/ div XdV,, = / (X, )dV,_.
M oM

DEMONSTRAGAO. Segue do teorema de Stokes e do fato que X .dV,, = (X, v)dV,,_ sobre
OM. [

A.9. COROLARIO (Teorema de Green). Se M ¢é uma variedade riemaniana compacta

orientada n-dimensional sem fronteira e X um campo de vetores sobre M, entao
/ divy, XdV,, = 0.
M

A.10. PROPOSIGAO. Seja M uma variedade riemaniana compacta orientada n-dimensional

com fronteira e vetor normal positivo v sobre OM. Entdo

/M[fAMf + (grad,, f, grad,, f)]dV,, = / (f - grad,, f,v)dV,_;.

oM
Em particular, se f =0 sobre OM (e a posterior se OM = &), entao

/ fANyfdV, = —/ (grad,, f, grad,, f)dV,
M M

DEMONSTRACAO. Do teorema da divergéncia A.8 temos

/ AM(f2)an:/ divM(grade2)an:/ (grad,, f?,v)dV,_1.
M M

oM
Por outro lado, da Proposicao A.4 tem-se

Au(f?) =2f Ay f +2(grady, fogrady f) e grady(f*) = 2f grady, f.

Comparando as duas expressoes acima, segue-se o resultado. |
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A.11. PROPOSIGAO. Se ¢ : U C R? — M ¢é uma parametrizacdo conforme, isto €

_ 1 5
9ij = 320ij, entao

1
Auf = 50

1
gwa:Xgmﬁ

onde grad e A sao, respectivamente, os operadores usuais do gradiente e laplaciano.

DEMONSTRAGAO. Usando (55) temos que
10X . 10X

| e = -2
" >\8$2 ’ Y )\83}]

10X

=TI —=

Jio

i
5=

e os demais ']} = 0. Como ¢ é conforme, entao (56) escreve-se

—~ i [O%f = Of
Apf = Zg (@ - a—xkrii .
: -

2
1 0*f 1 [O0f 0N  Of O  Of O\  Of OA
Bl Z;(ﬁax?)jLF{am Or1  Oms 0xy Oz 0:L'1+8x2 0xs
1 <f 1
= N2gr A

Usado (54) segue-se que
1
grad,, f = Xgrad f
]

A.12. PROPOSIGAO. Num sistema de coordenadas isotérmincas, a curvatura gaussiana

pode ser dada por
1

K:—p

Ajpslog .

A.13. PROPOSICAO. Com as mesmas hipdteses da proposicao anterior, e K < 0 temos

a sequinte igualdade

Ay log(—K) = 4K.
A.14. LEMA. Se f é holomorfa, entao

AlfP =417 e llgrad([f*)II* = 4l f*
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DEMONSTRACAO. Para simplificar a notacao, seja f; =

AlfIf = Aff+Af

0 ofi 0 df1
- a—x(Qfl ) a—(Qfa—y)

L [ganNE e (0N L 2,
B 2[<%) I *(a_y) Iy

NOREINC

0

Usando o fato de que f; e fy sao harmonicas

r_
J= ox oy

0z - Ox

a equagao acima reescreve-se COmo
2 _
AlffF =
- /2
0 que prova o primeiro resultado. Agora, como

grad(|f?) = grad(f} + f3)
= <f1%+f28

Entao

lgrad(|f1*)]* =

9

) +f282f2]-
Y

o ()2
AN CIAY
2| () + (3 +(

fo

<gfad(|f!2) grad(|f[*))
— (f1%+fzaf2) (ﬁ%wfﬁ)]

_— (87) vopp ol

i (%J;) I e

0fs dfa
( ks ) By (sza—y)

Of2 _0f O

or oy 8y

f\? FI

fl% +f28f2) .

()
(%))

Pelo fato de que f; e f5 satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

af 9 O

or oy = oz

of,

Oy’
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podemos rearranjar os termos da tultima expressao e obtemos

[grad([f*)II* = (ff + LI 1* = 4lfPIf*

2. Desigualdades

Agora apresentaremos alguns resultados de analise que sao usados na demonstragao do

teorema 4.4.

A.15. PROPOSIGAO. Sejam a,b € R. Para todo € > 0 , tem-se
2ab < ea’® + (1/€)b?.
DEMONSTRACAO. Basta observar que
(Vea — (1/3/€)b)* > 0.
e segue o resultado. [ |

A.16. PROPOSIGAO (Desigualdade de Young). Sejam 1 < s,t < oo, % + % = 1. Entao

s t

<% vabrso
S t

DEMONSTRAGAO. A aplicacao x — e* é convexo e conseqilentemente
1 s 1 ¢ 1 s 1 ¢ a® b
loga+logb __ es loga®++ logh < _6loga + _6logb _ 7

ab=c¢ < .
S t S t
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