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Resumo

A proposta deste trabalho é criar um modelo para descrever computacionalmente
o convivio entre duas espécies competidoras com caracteristicas de migracao na pre-
senga de um material impactante toxico. As equagoes a serem utilizadas deverao incluir
os fenomenos de dispersao populacional, processos migratérios, dinamicas populacionais
densidade-dependentes e efeitos toxicos de um material impactante evoluindo no meio,
provocando um decaimento proporcional. Recorrendo a um instrumental consagrado, em-
bora com desenvolvimento relativamente recente, sera usado um sistema classico do tipo
Lotka-Volterra (conseqiientemente nao-linear) combinado a Equagoes Diferenciais Parciais
de Dispersao-Migracao. O primeiro passo ¢ a formulagao variacional discretizada deste sis-
tema visando o uso de Elementos Finitos combinados a um método de Crank-Nicolson. Em
segundo lugar, vird a formulagdo de um algoritmo (conjuntamente com sua programagao
em ambiente MATLAB) que aproxima as solugoes discretas relativas a cada populagao
em cada ponto e ao longo do intervalo de tempo considerado nas simulacoes. Por fim,
serao obtidas saidas graficas uteis dos pontos de vista quantitativo e qualitativo para uso
em conjunto com especialistas de areas de ecologia e meio ambiente na avaliacao e na
calibracao de modelos e programas, bem como no estudo de estratégias de preservacao,

impacto e recuperacao de ambientes.



Abstract

The purpose of this work is to create a model to computationally describe the co-
existence of two competing species with migration features in the presence of a toxic
impactant material. The equations must include the phenomena of populational disper-
sion, migratory processes, density-dependent populational dynamics and toxic effects of
the evolutive presence of an impactant material developing in the environment, genera-
ting a proportional decrease in both populations. Resorting to well-established, although
relatively recent, mathematical instruments,a Lotka-Volterra type (and consequently non-
linear) system, including characteristics of a Migration-Dispersion PDE. The first step is
the discrete variational formulation of this system aiming for the use of the Finite Ele-
ment Method toghether with a Crank-Nicolson Method. Second, the formulation of an
algorithm (together with a programme in MATLAB environment) that approximates the
relative discrete solutions to each population in each point and along of the time interval
considered in the simulations. Lastly, useful graphics will be obtained of the quantitative
and qualitative viewpoints for use with specialists of the fields of ecology and environment

and in the evaluation and calibration of models and programmes.
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Introducao

Em situacgoes ja registradas e analisadas dos efeitos intermediarios e permanentes de
grupos de populagoes coexistentes em determinados ecossistemas, tem-se, muitas vezes, a
prevaléncia final de uma delas em vez do retorno a convivéncia entre ambas. Este resultado
depende de muitos fatores, mas, de inicio, os principais destes sao o tipo de competicao e
a rapidez de recuperagao de uma ou algumas das espécies envolvidas (ver SOSSAE, 2003,

PREGNOLATTO, 2003).

Riscos ambientais e dificuldades de controle de experiéncias in situ sugerem fortemente
que ensaios computacionais prévios sustentados em modelagem matematica de cuidada
formulacao sejam usados em primeiras aproximacoes, evitando os efeitos potencialmente
letais e téxicos de muitos possiveis casos (COSNER e outros, 2000). Estes casos de ex-
periéncias a serem evitadas sao os de simulagao (mesmo controlada) de efeitos t6xicos sobre
populacoes em determinado convivio. Estas simulagoes envolvem um risco nem sempre
muito bem calculado: sao casos em que é preferivel a simulagao computacional apoiada

em modelagens matematicas e discretizacoes confiaveis.

Em vérias situagoes, as dimensoes de corpos aquaticos introduzem dificuldades de es-
tudos, de analises e de realizacao de experimentos em quantidades que justificam a adocao
de simulagoes computacionais nas primeiras aproximacoes, reduzindo drasticamente as
necessidades de experimento no campo, com seus efeitos a curto, médio e longo prazos.
Em conjunto com esta dificuldade, existe a necessidade de se prevenir o meio ambiente
de riscos reais de efeitos toxicos provenientes de atividades antropicas, sejam elas ligadas
a projetos agroindustriais, sejam resultantes de exploracoes, sejam elas pela presenca de
comunidades e seus efluentes normais. Embora ja haja um volume razoavelmente de-
senvolvido de estudos em termos da presenga evolutiva de poluentes (¢f MISTRO, 1992,
BERNARDES, 1998, CANTAO, 1998, DINIZ, 2003, OLIVEIRA, 2003, SOSSAE, 2003,
VASQUEZ, 2005, por exemplo), hd menos resultados efetivos em termos da modelagem
matematica dos efeitos evolutivos desse tipo de material impactante sobre populacoes que

interagem ao mesmo tempo em que sao atingidas pelos ditos efeitos.



Figura 1: Imagem da area central dos Esteros de Ibera. No centro, a direita, a lagoa Ibera.
Fonte: site do projeto The sustainable management of wetland resources

Este trabalho visa, entao, recorrer a sistemas nao-lineares de Equacgoes Diferenciais
Parciais que modelem tanto a dispersao populacional com efeitos outros como a migracao,
por exemplo, em conjunto com dinamicas populacionais de tipo logistico genérico incor-
porando, também, as acoes interespecificas de tipo cldssico, ou seja, na linha de Lotka-
Volterra (ver, por exemplo, MEYER e SOSSAE, 1999).

As equacoes dos sistemas propostos permitem a inclusao de efeitos toxicos letais
variaveis de um poluente no meio, poluente este cuja presenga evolui no tempo em fungao
nao apenas de difusao efetiva (no sentido de MARCHUK, 1986, ou de OKUBO, 1980), mas
também do transporte advectivo — no caso que se deseja estudar, este transporte é devido
a correnteza em corpos aquaticos, e, além disso, as populacoes estudadas, em funcao de
ambientes de competicao intra-especifica, podem sofrer efeitos permanentes, visto que os
equilibrios de convivéncia competitiva sao, reconhecidamente, equilibrios de fragil estabi-
lidade — uma modelagem que retine idéias ja cléssicas em termos de convivio entre espécies
(EDELSTEIN-KESHET, 1988, MURRAY, 1989).

O cendario em que serao feitas as simulagoes deste trabalho é a lagoa Ibera, situada no
nordeste da Argentina. O grupo de Biomatematica do IMECC-UNICAMP, em conjunto
com outros centros de pesquisa como os da Universitd degli Studi di Siena (Itdlia), da
Universidad del Salvador (Argentina), da Universidad Nacional del Centro de la Provincia
de Buenos Aires (Argentina), da Universidad de Cédiz (Espanha), da Universidade de
Aveiro (Portugal), da University of York (Reino Unido) e da Universidade Federal do Rio



Grande do Sul (Brasil), j& vem desenvolvendo estudos sobre esta regiao, obtendo resultados
significativos. Na definigdo da cadeia tréfica deste meio (MOMO e GANTES, 1999), duas
espécies-chave — o “chaja” (Chauna torquata) e o jacaré (Caiman yacare) — estao no topo,
competindo entre si por presas de pequeno porte (basicamente peixes e ras). O material
impactante toxico que sera considerado nas simulagoes é proveniente das culturas de arroz
presentes nas regioes vizinhas da lagoa. Os agrotoxicos sao as principais fontes de poluicao

naquele meio.

Figura 2: Duas espécies-chave do ecossistema da lagoa Ibera

No capitulo 1 apresenta-se um modelo para a dispersao de um poluente no meio.
Resultados de simulagoes computacionais sao mostrados no capitulo 2 para se observar a
sua evolugao no decorrer do tempo, prevendo-se assim as regioes onde as populacoes das

duas espécies-chave serao afetadas por ele, bem como as tendéncias dos efeitos posteriores.

Figura 3: Plantacao de arroz préxima a margem da lagoa Ibera

No capitulo 3 propoe-se um modelo que descreve o convivio entre as duas espécies-

chave incluindo os efeitos téxicos do material impactante evoluindo no meio, provocando



um decaimento proporcional.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados das simulagoes computacionais feitas com

base na modelagem proposta no capitulo 3, seguidos de andlises e conclusoes.



Capitulo 1

A dispersao de um poluente no meio

Modelos matematicos para dispersao de poluentes em diferentes meios ja estao sendo
bastante desenvolvidos e difundidos atualmente. Sobre a lagoa Ibera, o meio onde serao
feitas as aplicagoes do presente estudo, BERNARDES (1998) obteve primeiras aproxima-
¢oes para a simulagao do comportamento evolutivo de poluentes aquéticos de superficie,
poluentes estes cuja introducao na lagoa se deve a presenca das culturas de soja e arroz
nas suas vizinhancas e é dada através do uso de pesticidas e repelentes para aves e da

queima de combustiveis e solventes a base de petrodleo, entre outros.

Sobre a mesma regido, DINIZ (2003) também tratou da dispersdo de poluentes mas

desta vez dando enfoque ao sistema ar-agua.

Neste capitulo sera feita uma modelagem matematica para a dispersao de um poluente

na lagoa, proveniente de plantagoes de arroz numa situacao tal como mostrou a figura 3.

1.1 O modelo matematico

A equacao que descreve esse tipo de modelagem é a ja classica Equagao de Difusao-

Adveccao. Neste modelo, sao considerados basicamente os seguintes fenomenos:

e A difusao, ou seja, espalhamento natural do poluente em contato com o meio. A
dinamica difusiva resulta de movimentos aleatorios micro e macroscépicos. Neste
trabalho serd considerada a difusdo efetiva, no sentido de MARCHUK (1986), em
que sao levadas em conta a difusao molecular, que deriva do movimento browniano
das moléculas, e a difusao turbulenta, derivada do espalhamento macroscopico de

tensao superficial;

e A adveccao, ou seja, o movimento provocado pela movimentacao do préprio meio



(correntezas);

e O decaimento, fenomeno que retine alteragoes sofridas pelas moléculas das substancias
componentes do produto téxico ao longo do tempo, ocasionando perda de massa e

consequéntemente sua exclusao do meio;
e Fontes poluentes, introduzindo o material impactante no meio.

Nestas situacoes, a equagao que descreve tais fenomenos para a concentracao do polu-
ente, C' = C(z,y;t) com (z,y) € QX CR?* et € (0,7], é dada por
oC , .
o div(a.VC) + div(VC) 4+ 0.C = f (1.1)

onde
e a. = a.(x,y;t) representa a difusibilidade do poluente no meio;

o V = (Vi(z,y;t), Va(x,y;t)) representa o campo de velocidades da circulagao local,
com div(V) = 0;

e 0. = o.(x,y;t) representa o decaimento do poluente no meio;
e f = f(z,y;t) representa as fontes poluentes.

Convém observar que o gradiente e o divergente sao considerados como operadores
somente sobre as variaveis espaciais, e que as condigoes inicial e de contorno serao expli-

citadas mais adiante.

1.2 Simplificacoes do modelo

Conforme ja foi dito antes, a proposta de aplicagao deste modelo é a simulacao do
comportamento evolutivo de um material impactante toxico proveniente das culturas de
arroz proximos a lagoa Iberd. O uso de agrotéxicos nas plantagoes é feito em periodos
sazonais, e entdo considerando o intervalo do dominio temporal (0,7 contido entre uma

e outra época de lavoura, é razoavel admitir f = 0.

O campo de velocidades V serd considerado independente do tempo, nao levando em
conta, assim, perturbagoes locais (no tempo) que possa haver na circulagdo da adgua, sejam
elas causadas por chuvas, rajadas de vento, etc., mas descrevendo globalmente o fenomeno

advectivo.



Os parametros a. e 0. podem até (por algum tempo) depender fortemente da con-
centracao C', porém, devido ao intervalo de tempo que serd considerado nas simulacoes
e a proposta de tratamento numérico para este modelo (um sistema associado linear), é

aceitavel usar valores médios para . e o., tornando-os constantes.

Finalmente, completando a equagao (1.1) com as condigoes de contorno® C' |F0 =0e

oC

—| =0, o modelo torna-se
on |p,

(
%_f_acAc+v.vc+acc:o, (r,y) € QC R, t € (0,T]

C(.T,y, 0) - Co(I,y),\V/ (xhy) S Q

(1.2)
Clp, =0, ¥ t € (0,7]
9l o vie (1]
L 91 p,

1.3 Formulacao variacional

Devido as dificuldades tedricas e praticas na busca de uma solu¢ao do problema (1.2),
o modelo serd descrito na sua formulacao fraca, no sentido de distribuicoes, pois assim

pode-se exigir menos regularidade da solucao. Para isto, definem-se os produtos internos
em L?(9):

. (flg) = / F(@9)g(z,y)ds

. (V/|IVg) = / Vf(z,y) - Va(z,y)ds

Assim, o problema torna-se encontrar

CeS={Cecl*(0,T),H(Q); C=0emIye % € L*(Q) vt € (0,7}
tal que
(50) —adaci)+ (7 vCh +alchy =0 weev (9

*As partes da fronteira I'y e I'y serao explicitadas no capitulo 2.



onde V ={v € H'(Q); v=0em Ty}.

O operador laplaciano que figura no segundo termo desta ltima equagao parece intro-
duzir uma incoeréncia na escolha do espago S. Para contornar essa situacao, aplica-se o
Teorema de Green neste termo. Entao, fazendo uma expansao do terceiro termo e usando

as condigoes de contorno, tem-se

oC oC oC
(8—|V) + a.(VC||VY) + <V18_x|y) + (Vga—y|u> +o.(Clv)y=0 WVreV (1.4)

Resultados sobre existéncia e unicidade de solucao para este tipo de problema podem

ser encontrados nos trabalhos de MISTRO (1992), BERNARDES (1998) e CANTAO
(1998), entre outros.

1.4 Aproximacao da solucao

Na tarefa da construgao de uma solugao aproximada da equagao (1.4), serao trabalha-
das primeiramente as variaveis espaciais, pelo método de Galerkin. Para isto, seja V), C V
um subespaco de dimensao N e seja B = {p1, @2, ..., ¢n} uma base para esse subespago.
Visando construir uma aproximagcao da solugao nesse espaco, separam-se as suas variaveis
obtendo

C(x,y;t) = Cp(x,y;t) = Z ci(t)pj(z,y)

N

9C),  ~de; 90, &p] ach i a%

ot dt%’ 6x_, 8m

Jj= Jj= Jj=

Usando estas aproximagoes na formulagao variacional (1.4) tem-se
dc; N D, N Do,
( : %|Vh> t (VZCJ%HVV}L) + <V1 cha_IJth) + (‘/2 cha—y"\uh> +
J=1 = =
N
+ e (Z Cj¢j|”h> =0 Vel

=1
Como esta expressao deve valer para todo v, € V},, basta escreve-la para todo elemento

de B. Entao, retirando os coeficientes c¢; dos produtos internos, pois eles nao dependem

das variaveis espaciais, tem-se



(1.5)

O campo de velocidades V = (Vi(z,y), Va(x,y)) do meio em questdo foi objeto de
estudo de CANTAO e D’AFONSECA (1998). Seus valores pontuais aproximados foram
obtidos através da resolugao numérica da Equagao de Stokes (ver, também, SAAVEDRA

VASQUEZ)
~div(VV) + VP = g,

em que P representa a pressao e g uma perturbacao que pode ser nula. Interpolando esses
valores através das fungoes da base B tem-se

V( Z‘/lkgpkl'y e‘/gfﬁy Z‘/Qm‘pmxy

k=1

Assim, o sistema (1.5) torna-se

2

N N
de; Z Z Z
dt] @]l@z + ac C] VQDJHVQOZ + Cj ( ‘/lkspk ] |<10’L>

j:1 ]:1 ] 1 k=1

N N N
8 j .
+ch (Z Vzmsomai;koi) +achj(goj|goi) =0 VYi=1,...,N
J=1 m=1 j=1

Agora o objetivo é encontrar uma aproximacao temporal. Para este fim, serda usado o

método de Crank-Nicolson, de onde obtém-se

(n+1/2) (n+1) (n) (n+1) (n)
dc; ~ G I m G TG
dt At J 2

onde At representa o passo no tempo. Usando-se essas discretizagoes no sistema (1.6) e

arranjando-se os termos convenientemente, tem-se



N
0w,
ae(Veil [ Vips) + Y WA, <m£gpk) +

N
n At At
ZCE o { [1 + 0c7] (pileps) + >

j=1 k=1
N
dp;
+3 (i) |
(1.7)
N N Do,
=3 e { {1 - 007] (piley) — 5 |ae(Veil Vo) + > W, (%|—;<Pk) +
j=1 k=1
N Do,
+ 3 (w2 |} v
que na forma matricial escreve-se Ac™t1) = Bc™, em que
At At al O
i = 1+ o] (el + B auTaliien + 3 (w1520) +
k=1
N
0p;
+) Va, (% _JSOm)
21 (P15,
At At a Dy,
bij = {1 - 007] (piley) — o ac(Veil[Ves) + ZVM (%’8—;%00 +
k=1
N
0p;
21 (¥l
com i,j = 1,..., N para cada n. Este sistema sera resolvido iterativamente no tempo, a

partir da condicéo inicial ¢(¥) pontualmente fornecida ou dada implicitamente por
N

> pslei) = (Coler)

1.5 Implementacao computacional

Na implementacao computacional do sistema (1.7), o dominio espacial foi discretizado
através de elementos finitos triangulares de segunda ordem. A malha da discretizacao é
mesma usada em SOSSAE (2003), obtida através do software Triangle.
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As funcoes

Vi =w@w —1), ¥y =826 —1), ¥3=n02n-1),
¥y = 48n, Yy = 4w, Vg = 48w,

onde w = 1 — £ — 7, foram usadas como “shape functions’no triangulo padrao para, a
partir delas, serem construidas as sub-matrizes de rigidez. Uma proposta algoritmica em

ambiente Matlab para a construcao analitica dessas matrizes se encontra no apéndice.

A escolha do método de Crank-Nicolson nas aproximagoes temporais se deve a sua
estabilidade numérica e & sua margem de erro, que ¢ da ordem de (At)?. Maiores detalhes

sobre os métodos e critérios numéricos usados nesta se¢cao e na anterior podem ser encon-

trados em CARNAHAN et al. (1969) e KARDESTUNCER e NORRIE (1987).

Finalmente, e como no inicio efetivo do préximo capitulo, deve-se pontuar que o
dominio em estudo ¢é de baixa circulagao, produzindo efeitos residuais a médio e longo

prazos.
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Figura 1.1: Discretizagao da lagoa Iberd através de elementos finitos triangulares de se-
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Capitulo 2
Resultados das simulacoes — Parte 1

Os parametros utilizados nas simulagoes deste trabalho foram baseados em SOSSAE
(2003), porém fizeram-se algumas modificagdes com o intuito de serem sugeridas outras

provaveis situacoes.

Parametros | Valores
Q. 0.75
o 0.001
At 0.25

Tabela 2.1: Parametros utilizados na simulacao da dispersao de um poluente na lagoa

Figura 2.1: Determinagao das fronteiras
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A figura 2.2 fornece uma visualizacao do campo vetorial que simula o mapa de cir-

culacdo da lagoa obtido por CANTAO e D’AFONSECA (1998).

Figura 2.2: O campo de velocidades da lagoa
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Para simular uma distribuicao inicial da concentragao do polente na lagoa, foram esco-
lhidos alguns nés préximos a uma porgao da margem, sugerindo uma descarga do material
impactante toxico advinda das plantacoes de arroz nos seus arredores, como mostra a

figura 2.3.

Figura 2.3: Distribuicao inicial da concentragao do poluente na lagoa

0.5

0.6

0.4

0.2

Figura 2.4: Distribuicao da concentracao do poluente na lagoa apds 1000 iteracoes
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Nas figuras 2.4 e 2.5 pode-se perceber claramente o efeito difusivo-advectivo na evolucao
do material impactante. Efetuadas todas as iteracoes, obtém-se um cenario para a dis-

tribuicao final da concentragao do poluente na lagoa, como mostra a figura 2.6.

Figura 2.6: Distribuicao final da concentragao do poluente na lagoa (apds 3000 iteragdes)
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Figura 2.7: Localizacao dos nés 6259, 3638 e 369 e o acompanhamento do comportamento
evolutivo do poluente nestes pontos

Trés nos da malha foram escolhidos a fim de ser observado o comportamento evolutivo
do material impactante nas regides da lagoa que compreendem esses nés (cf figura 2.7).
No grafico do né 6259, situado na regiao onde o poluente se concentra inicialmente, ha
um rapido decaimento na concentracao, o que ja era esperado pela modelagem que foi
feita neste capitulo, pois a auséncia de uma fonte poluente, a difusibilidade e a degradacao
moderadas e a influéncia da circulacao da agua fazem com que a dispersao do material
impactante nesse ponto aconteca de forma gradativa. No grafico do n6é 3638, onde nao
h& concentracao inicial do poluente, percebe-se a sua chegada nesta regiao em determi-
nado instante e apdés um certo periodo de tempo ha um decaimento na concentracao.
J& no gréafico do né 369, mais distante da regiao onde se concentra inicialmente o polu-
ente, observa-se a sua chegada neste ponto ja préximo ao fim das iteragoes, e ainda assim
havendo um decaimento da concentracao nessa regiao, correspondendo totalmente as ex-
pectativas da modelagem proposta. Estes resultados serao usados nos capitulos 3 e 4 para
se estudar a influéncia da presenca desse material impactante nas populacoes das duas

espécies-chave do ecossistema local.
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Capitulo 3

O convivio entre duas espécies

competidoras sob efeito do poluente

Modelos de espécie tnica vém sendo combatidos ha tempo com o argumento de que
nenhuma espécie existe isoladamente de outras. Desde os trabalhos de LOTKA (1925) e
VOLTERRA (1926), sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinérias que incorporam relagoes
interespecificas comecaram a ser usados de diversos modos no estudo e na compreensao
de muitos fenomenos de convivio entre espécies. No entanto, estes modelos consideravam
apenas a variacao temporal, pressupondo uma distribuigao espacial homogénea das popu-
lagoes envolvidas. Os fenomenos de dispersao e migracao, que sao observados em quase
todo tipo de populacao existente na natureza, tornaram necessaria a inclusao das variaveis

espaciais nas modelagens, cujo pioneiro foi SKELLAM (1951).

Sobre os Esteros de Ibera, regiao que abrange o dominio das aplicagoes do presente
estudo, PREGNOLATTO (2002) estudou a modelagem e possibilidades de simulagdo com-
putacional de uma determinada espécie carismatica — a capivara ( Hydrocaeris hydrocaeris)

— afligida por uma epizootia local (o mal-das-cadeiras).

Aqui chega-se, entao, ao ponto culminante do presente trabalho. O que se fara é
uma combinacgao dos resultados obtidos nos capitulos 1 e 2 com um sistema de Equagoes
Diferenciais Parciais de Dispersao-Migracao envolvendo termos do tipo Lotka-volterra e
dinamicas vitais do tipo Verhulst. Esta idéia foi partejada primeiramente em SOSSAE
(2003), num sistema que envolvia interagoes interespecificas do tipo presa-predador e com-

peticao.
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3.1 O modelo matematico

Dentro do contexto da presente proposta de modelagem, os fenomenos principalmente

considerados serao:

A dispersao populacional de cada espécie;

Processos migratérios de cada espécie;

O decaimento das espécies devido a presenca de um material impactante toxico;
Dinamicas vitais;

Relagoes inter e intra-especificas.

Entao, levando em conta duas populagoes P; e P, que interagem entre si, o sistema nao-

linear que descreve tais fendmenos para as densidades populacionais Py (x,y;t) e Pa(x,y;t)

com (z,y) € Q CR? et € (0,T] é dado por

onde

OP, P+ P
8_t1 - div(quPl) + dZU(UPl) + ,010'P1 == (I1P1 (1 — %) — (51P1P2
(3.1)
OP: P+ P.
a_tz — d’i’U(OngPg) + dlU(WPQ) + ng‘Pg = (IQPQ <1 — %) — (52P1P2

a; = aj(x,y;t) e ag = ag(x,y;t) representam as dispersdes populacionais de cada

espécie;

U = (Ui(z,y;t),Us(x,y;t)) e W = (Wi(z,y;1), Wa(x, y; ) representam os campos

de velocidades de migragao de cada espécie, com div(U) = div(W) = 0;

o = o(z,y;t) representa a concentracado de um poluente no meio, obtida pela reso-

lucao da equacao 1.1;

p1 € po representam os decaimentos populacionais de cada espécie devido a mortali-

dade causada pela presenca deste poluente;
ay e ap representam as taxas de crescimento intrinsecas de cada espécie;
K representa a capacidade de suporte do meio para as duas espécies;

01 e dy representam as taxas de relagdo interespecifica (o sinal negativo caracteriza

a competicao).
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Cabe ressaltar aqui um ponto que diferencia este trabalho dos demais que utilizaram
uma modelagem matematica para os fenomenos que estao sendo estudados. Nas equacoes
do sistema (3.1), utiliza-se uma mesma capacidade de suporte do meio para as populagoes
das duas espécies. Esta proposta se deve ao fato de que, competindo as duas espécies
basicamente pelos mesmos recursos e sendo estes recursos limitados, nao se consideram
capacidades de suportes do meio distintas para cada populacao, incluindo assim, na mo-

delagem proposta, mais uma hipétese que exclui o tratamento isolado de cada espécie.

Figura 3.1: Diagrama ilustrativo da cadeia tréfica do ecossistema da lagoa Iberd (site do
projeto The sustainable management of wetland resources)

3.2 Simplificacoes do modelo

Usando argumentos andlogos aos da secao 1.2, aqui neste caso serao considerados U,
W, a; e ap constantes. Dessa forma, completando o sistema (3.1) com as condi¢oes iniciais
e com as condi¢oes de contorno Dirichlet homogénea em I'y e von Neumann homogénea

em I'y, tem-se
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( OP oP 0P,
1—041AP1+U1—1+U2—1+010P1Zalpl—blpf—dlplf)Q

ot ox dy

oP. oP. oP:

-2 OéQAPQ + W1—2 + W2—2 + PQO'PQ = a2P2 — b2P22 — d2P1P2
ot ox oy

(r,y) e QCR?, t € (0,T]
(3.2)
P1<l',y70) = Plo(xvy)v PZ(xay70) = PQ()(xay) \V/(.T,y) € Q

Pilpy = Palp, =0 Vvt €(0,T]

oP oP.
= = 22 =0 Vte(0,T]
L on r, on I
a a
Ondebl:?1,62:§,d1:bl+51€d2:b2+52.

3.3 Formulacao variacional

Usando o mesmo argumento que no capitulo 1, aqui também seré tomada como opg¢ao
a formulacao fraca do sistema (3.2) em vez da classica. Adotando as mesmas notagoes da

secao 1.3, o problema aqui torna-se encontrar Py, P, € S tais que

( (OP oP oP
(a_t1|”> + a (VP||Vy) + U, (6—;|y) + U, <a—y1|y) + p(oPly) =

= ay(Pi|v) — by(P|v) — di (P Polv)
3.3)
oP OP OP. (
(Gt + stV Rl + w3 (G2 ) 4w (5200) + o) =

= az(Po|v) = b PF|v) — do( PL P2 V)

\\V/VGV
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3.4 Aproximacao da solucao

Aqui, como no capitulo anterior, as solugoes do sistema (3.3) serdo aproximadas nas
suas variaveis espaciais através do método de Galerkin e na sua variavel temporal através
do método de Crank-Nicolson. Considerando o subespaco V;, C V e a base B como antes

e separando-se as variaveis espaciais da temporal de P; e P, tem-se

N
Pl(l‘,y;t) = Plh(x7y;t) = Zplj(t)goj(x,y),
j=1
oP dp 8P N 9y, 0P N 9y
1y Lo Y0 J I _ J.
ot _Z ]Zjﬁxe(?y Zjay
N
PZ(l'ay;t) = P2h(x>?/;t> = ZPZJ'(t)@j(*Tay):
j=1
P dpz oP, o, 263 OP S py 07
2h _ . 2h — ‘7 2n = ]
Para a concentracao o do poluente, tem-se
o(,y;t) = op(x,y;t Zu] iz, y)

Usando-se estas aproximagoes na formulagao variacional (3.3) e escrevendo o sistema
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para os elementos da base B obtém-se

(N dp N N 880

1 .
(pjlei) +ar ) pi,(Veil|Ve) + UL Y pr, —gs | +

dt = Ox

j=1

N

N N
+UQZP1 ( %|<pl>+p122p1 uk(jenlen) = a1 > pr, (@5le)—

j=1 k=1 7=1

N N
—blzZpl pr(wienl o) — ZZ ;P2 (s0nlei)
7j=1 k=1

7j=1 k=1

(3.4)

HMZ

0
1) +a22p2 (Veill Vi) +lep2 < %%)

7=1

N

N N
+W22pz ( %!%) +p2 Y Y pu(psenlei) = az Y v, (5li) -

j=1 k=1 7=1

N N

N N
—by > > pa,pa(ieklen) —d2 > > pupa (ieles)
j=1 k=1

7j=1 k=1

Vi=1...,N

Aplicando o método de Crank-Nicolson nas variaveis temporais de P;, P, e o, o sistema
(3.4) torna-se
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. At At )
St (1= (e + 5 [au(Tal v + 01 (w152) +
0p; al
+U, (% a_yg) X Z <b p1n+1/2) +d Nos (n+1/2) + u(n+1/2)> (90i|90j90k)] } _
k=

1

N
. At At 0
=S { (14 0y ) tele) - 5 |an(Tli e + U (152 ) +
j=1

0p; al

+U, (wi a_gj) +>° (blp("“/2 +dyps M 4y u(”+1/2)) (907:|90j90k)] }
—

1

N N N 5 (3.5)
ZP&ZLH) { (1 - a27> (wiley) + > {Oéz(v%HVSOj) + W <90@ ﬁ) ™

= ox

9 S (n "
W ( goj) n Z (b p2k+1/2) + dop" +1/2) | s u( +1/2)) (goi\QOjQOk)] } =

k=1

N
n At At )
=> {(1 + a27> (piles) — = [%(V%IIV%) + W (saz a?) +

0 - (n "
W, ( goj) . Z (b p2k+1/2) +dop” +1/2) P2 u( +1/2)> (90i|90j90k)] }

k=1

Vi=1,...,N

L Y

que, na forma matricial, escreve-se

C(p!™ p!m V) plt) p{rt ) ) y e+ D) p D — () Pt B Bt ) )y

n n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n n n
E(pi”p{""py”pd e u)pl ™t = F(pi”, pi" Y, pf” py" Y, u™, u+)pl”

onde
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At At 0p; 0y,
(1 — a17> (@ilep;) + > {Oél(V%HV%') + Uy (%|8_x]) + U (%’ 8_y]> +

Cij =
N[ e () 4t O
d 1o;
+ Zl e Sl 4 S (ilojeon)
At At 0p; 0p;
4y = (1+ @) o) - 5 {auvallve) +01 (w152 ) + 0 (w152) +
NOT ), () O )0 G
pl ‘HU Dy, T D2 +u
+> by +dy Py 5 ] (soilsojsok)}
k=1

At dyp
ey = (1 - @7) (pilps) + — { 2(Vil[V;) + W, (wz ) + Wy (%! 8;)
N (n) (n+1) (n) (n-I— ) (n) (n+1
Ds,” T n, +D +u
+Z b2 2 5 2 +d Li 5 +P2 5 ] 901‘90]9016 }
k=1

At At 0 dp;
fi = (1 +az—) (#iled) = 5 {a2<w|v%> W) (m 5”]) 0, ( |a—j) +

2
N (n) (n+1) (n) (n+1) (n) (n+1)
p2 + p P, t U, +u
+Z ————— t+dy—" 7 bty 2k ](Soi|90j90k)}
=1
com i,j = 1,..., N para cada n. Este sistema sera resolvido iterativamente no tempo, a

partir das condigoes iniciais pg ) e p§°> pontualmente fornecidas ou dadas implicitamente

por

N
0 0
Zp( Nilen) = (Prolei) € > 0 (w5li) = (Payleps)
j=1

3.5 Implementacao computacional

A implementacao computacional do sistema deste capitulo é analoga a que foi feita
no sistema (1.7). As diferengas mais notdveis sdo que agora aparecem termos variaveis

nas matrizes do sistema, que sao sobrescritos a cada iteracao temporal. Outro detalhe
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que pode ser observado ¢é o calculo do parametro o. No programa usado nas simulacoes,
( )
é considerado u™ = numa tentativa de se ter um bom tratamento numérico em

relacao a concentragao do poluente em cada instante de tempo.
Serao feitas duas iteragoes internas a cada passo no tempo, caracterizando-se assim
um método preditor-corretor que tende & uma aproximacao da ordem de (At)? conforme

se aumentam as iteragoes (ver MEYER, 1988). Este processo é feito da seguinte maneira:

e obtém-se pg*) e pgk) a partir de

c(p™, p™, pd”, pi”, u® urD)p = DE™, p™, pi™, pi u™ ut+)pM
E(p\™,p{”, pi, pi” u® u@)pt — F(p!™, pi? pt”, pi” u™, utth)pl

e depois obtém-se p§”+” e pénﬂ) a partir de

C(p(ln), pg*)7 p(27L), p(2 )7 u(n)) u(n+1))p§n+1) _ D<pgn)’ pg )7 pén)’ pé ), u(n)7 u(n+1))p(1*)
E( (n) _(n+1) __(n) () u® )’u(n+1))p("+1) F( (n) _(n+1) _(n) _ (x ) (n)’ u(n—i—l))pg*)

pl 7p1 7p2 7p2 ,u pl 7p1 7p2 7p

O algoritmo usado, programado em ambiente Matlab, é apresentado no apéndice

mostrando como sao feitas essas rotinas computacionalmente.
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Capitulo 4
Resultados das simulacoes — Parte 11

Nestas simulagoes, as densidades populacionais iniciais P, e P, das duas espécies
(chajd e jacaré, respectivamente) serdao consideradas distribuidas de forma homogénea em
todo o dominio, respeitando as condi¢oes de contorno e assumindo valores pontuais iguais

a 1. A tabela a seguir mostra os parametros utilizados.

Parametros | Valores Parametros | Valores
o 0.05 Qo 0.025
Uy 0.0 U, 0.01
Wi 0.0 Wy 0.0
5 1.5 x 1076 5y 107
a; 0.004 a9 0.005
K 20 At 0.25

Tabela 4.1: Parametros utilizados na simulacao do convivio entre duas espécies competi-
doras sob efeito do poluente

H& um motivo para se considerar os parametros Uy, W7 e W5 nulos. Em certas épocas,
os chajas possuem uma tendéncia de migracao para o norte, e em outras épocas essas
tendéncias sao para o sul, enquanto que os jacarés nao possuem uma caracteristica mi-
gratéria expressiva quando os chajas migram para o norte. Portanto é suposto aqui que

as simulagoes tentam retratar esta época especifica, ou seja, em que U; = W, = Wy = 0.

Nas primeiras 1000 iteragoes pode-se ver (figura 4.1) que a espécie 1 comega a sofrer
mais com os danos causados pela presenca do poluente que a espécie 2, resultado numérico
influenciado pela diferenca entre os parametros p; e p2, que indicam os decaimentos pro-

porcionais das densidades populacionais das duas espécies.
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P, (chaja)

Figura 4.1: Distribuicao das densidades populacionais das duas espécies na lagoa apds

1000 iteracoes

P, (chaja)

Figura 4.2: Distribuicao das densidades populacionais das duas espécies na lagoa apds

2000 iteracoes

F 105
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Ja apods 2000 iteragoes, observa-se que a espécie 2 se recupera na regiao onde se tinha
a presenca inicial do material impactante téxico enquanto que a espécie 1 ainda sofre por
toda a regiao onde se dispersa o poluente, resultado numérico influenciado agora nao so
pelos decaimentos proporcionais mas também pela diferenga entre os parametros a, e as,
que indicam o crescimento intrinseco das populacoes das duas espécies (ver figura 4.2).

Efetuadas todas as 3000 iteracoes, o que corresponde a um tempo final de 750 unidades
de tempo, pode-se perceber agora a influéncia de todos os parametros do modelo no re-
sultado final (figuras 4.3, 4.4 e 4.5). As regioes onde se tem uma menor densidade popu-
lacional da espécie 1, sao justamente aquelas onde se tem maior densidade populacional
da espécie 2 — desse modo a competicao interespecifica influenciando negativamente na
dinamica populacional — e por onde houve a passagem do poluente. Por outro lado, as
regioes onde se tem maior densidade populacional da espécie 1 se situam ao norte da lagoa
— efeito da caracteristica de migracao, entre outros — e na “ponta’a sudeste, onde nao se

teve a presenca expressiva do material impactante téxico em nenhum instante.

P, (chaja) P, (jacaré)

Figura 4.3: Distribuicao final da densidade populacional da espécie 1 (chajd) na lagoa
(apds 3000 iteragoes)

Em contrapartida, a espécie 2 apresenta niveis populacionais mais altos nas regioes onde
o poluente ja se dispersou completamente ou quase que completamente, aproveitando-se
da recuperagao mais lenta da sua espécie competidora. A figura 4.6 mostra de forma

detalhada estes fenomenos localmente em alguns pontos escolhidos.
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Figura 4.4: Visualizacao 3D da distribuicao final da densidade populacional da espécie 1
(chajd) na lagoa (ap6s 3000 iteragoes)

Figura 4.5: Visualizacao 3D da distribuicao final da densidade populacional da espécie 2
(jacaré) na lagoa (apds 3000 iteragoes)
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Densidades populacionais

Figura 4.6: Localizagao do nés 6259, 3638 e 369 e o acompanhamento do comportamento
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Conclusoes

E reconhecido o risco e o resultado muitas vezes fatal decorrente de um material im-
pactante que afeta de modo irreversivel o delicado e instével equilibrio do convivio de duas
espécies. No caso de espécies-chave, cuja presenca e cuja permanéncia sao essenciais na
estabilidade do ecossistema, experimentos nao podem ser feitos a nao ser em condigoes
muito restritas. No sentido de permitir reduzir o ntimero de diferentes experimentos, e
suas replicacoes, o que foi proposto neste trabalho é a elaboracao de um programa que
simule essa situacao, permitindo reduzir a um minimo as experiéncias de campo. O que

se espera quanto a utilidade deste trabalho é, entao:
1. A reducao de experiéncias que impactam o meio;

2. A redugao significativa do nimero daquelas experiéncias que nao podem ser simu-

ladas numericamente;
3. Criacao de um instrumental bésico para a formulacao de planos de contingéncia;

4. Criacao de um instrumental auxiliar para a formulacao de estratégias de manejo
integrado e sustentavel em ambientes variados, e nao s6 na regiao especifica onde

foram usadas as aplicagoes do presente estudo;

5. Criagao de conhecimento computacional em simulacao de fenomenos ecoldgicos e

ambientais.

Portanto, espera-se que todas estas ferramentas ou seja, cada um destes resultados
possa ou venha a contribuir de modo positivo para que desenvolvimentos regionais sejam

efetuados de modo consciente e planejado.

Como ja foi dito antes, este trabalho traz uma inovagao, simples porém contundente,
na proposta de modelagem matematica para os fenéomenos que foram estudados. O uso de
uma mesma capacidade de suporte para populacoes de espécies-chave de um ecossistema

nao visa simplesmente facilitar os calculos, ou tornar o modelo 1til apenas do ponto de
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vista qualitativo. O objetivo deste estudo foi mesmo descrever de modo mais preciso® o
convivio entre as espécies, considerando-se assim o maximo de hipdteses que excluem o

tratamento isolado de cada uma.

As implementagoes computacionais feitas para a resolugao dos sistemas propostos
foram elaboradas de tal modo que, além de se tentar reduzir o tempo de processamento
dos programas, se dispusesse de ferramentas mais acessiveis a profissionais e pesquisadores
de areas de ecologia e meio ambiente que nao tém tanta familiaridade com linguagens de
programagcao, tanto é que os algoritmos e as saidas graficas foram implementados e obtidos
em ambiente Matlab 7.0

No tocante a esse mesmo intuito, o de se ter uma comunicagao mais facil e eficiente
com especialistas de outras areas, muitas oportunidades de trabalhos surgem para um
futuro que ja esta se tornando realidade no préprio grupo de Biomatemética do IMECC —
UNICAMP. Os avancos nas pesquisas do grupo vém se tornando um alicerce sélido para
se utilizar a logica fuzzy na estimativa e calibracao de parametros de modelos como os que
foram apresentados neste trabalho, e também na resolucao de problemas que podem ser
modelados por sistemas p-fuzzy*, ndao abolindo deste modo os métodos numéricos usados
nos trabalhos desenvolvidos até aqui mas apresentando-se como mais uma ferramenta au-
xiliar na busca de solucoes para os problemas matematicos, corroborando os resultados ja

obtidos e tornando o contato cada vez mais préximo com outros especialistas.

*Faz-se reconhecer aqui as limitacoes do uso deste termo e da ambicao desse objetivo

fOs tempos de execucdo dos programas do poluente e das populacdes foram de cerca de 24min e
54h6min, respectivamente, num PC Pentium 4, CPU de 3.00 GHz e 1.00 GB de RAM.

fEm outras palavras, puramente fuzzy
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Apendice

As sub-matrizes de rigidez

Aqui serd apresentado de maneira breve uma proposta para a construcao das sub-
matrizes de rigidez usadas nas formulagoes algoritmicas para resolucao dos sistemas ex-

postos no trabalho.

O software Triangle, usado na discretizacao dos dominios espaciais, dispoe os nés dos

triangulos como na figura 4.7

(3, 93)

0.1

(0,1/2) (1/2,1/2)
(%3,3) ©.0) (1,0
(1/2,0)
Figura 4.7: Triangulo genérico Figura 4.8: Triangulo padrao

Um arquivo denominado malha.mat foi criado para armazenar as informacoes sobre a
malha de elementos e as coordenadas de cada né. Este arquivo contém a matriz malha
de dimensao nel x 6, onde nel é o numero de elementos da malha, em que cada linha
representa um triangulo. As trés primeiras colunas de cada linha sao os nimeros dos nés
dos vértices, e a trés restantes os pontos médios das faces. O arquivo também contém
dois vetores de dimensdo nn (nimero de nés da malha): um é o vetor x, contendo as

coordenadas no eixo-x de cada né e o outro é o vetor y contendo as coordenadas no eixo-y.
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Para a aplicacao do Método de Elementos Finitos, a transformacao que leva o triangulo

padrao K num triangulo qualquer K da malha é

A partir desta transformacao, desenvolvem-se as integrais

J[[e0s vz = [[ 0, ana
//wzv% dydz — hl//% agj dnde + h2//a¢ 0% e —

ou 00, 030
"“‘//ag o+ ae oy M

[t = - s 0 i
[ <1 ffs im0 s
5 = 2 - o
Y

onde

J = |(v5 — 1) (ys — vi) — (73 — 1) (¥s — 1)

hy = % [(ys — yi)? + (x5 — 1)
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Entao as sub-matrizes de rigidez sao definidas por

(M1),, = / [0, dni // % ag

o= Wi mws o= [[550 85‘2 ay e

(M5). 0 = //¢ iy dnde (M6); ;5 = //¢ S dnde
//w N5 agas (M8),; = //Kw% dndg

(M), = / iy ana

Uma proposta algoritmica para a construcao destas matrizes que sao armazenandas no

arquivo smr2.mat em ambiente Matlab é a seguinte:

ToToToTo ToTo T To T To T To T To o T o o o o o o Yo T o o o o o o T o T o T o T o T T o T o T o T o T o o o Jo o o o o o o o o o o o o o o oo o o o
YIS TSI IS S %sh%  CALCULO DAS SUB-MATRIZES DE RIGIDEZ  UUhstedo bt te oo tosote%s
ToTo o To ToTo ToTo ToTo o To fo To o To o To Yo o o T Yo To o o o T o T o T o T o T o T o T o T o T o T o To o To oo Fo T o T oo o Jo oo oo oo oo oo o o

clear all

o To 1o 6o s ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToToTo o o To o o o o ToTo o o ToTa o o o To oo o o To o o o To T oo o o To o o o Jo To o o o To T o o o To o o o To T o

% Funcoes de forma e suas derivadas
syms X y z=1-x-y;

f(1)=z%(2%z-1); £(2)=x*x(2*x-1); £(3)=y*(2*xy-1);
f(4)=4xxxy; f(5)=4xyxz; f(6)=4xx*z;
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for i=1:6
dfdx(i)=diff (£ (i) ,x);
dfdy(i)=diff(£(i),y);

end

oToTo 6o s ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToToTo o o To oo o o ToTo o o ToTo o o o To oo o o ToTo o o To T oo o o To T o o o To o o o To T o o o To o o o To T o

% Construcao das matrizes

for i=1:6
for j=1:6
ri=int (£ (i)*£(j),y,0,1-x);
M1(i,j)=int(r1,0,1);
r2=int (dfdx (i) *dfdx(j),y,0,1-x);
M2(i,j)=int(r2,0,1);
r3=int (dfdy (i) *dfdy(j),y,0,1-x);
M3(i,j)=int(r3,0,1);
r4=int (dfdx (i) *dfdy (j)+dfdx(j)*dfdy(i),y,0,1-x);
M4(i,j)=int(r4,0,1);
r7=int (f (i) *dfdx(j),y,0,1-x);
M7(i,j)=int(x7,0,1);
r8=int (f(i)*dfdy(j),y,0,1-x);
M8(i,j)=int(r8,0,1);
for k=1:6
rb=int (f (i) *dfdx(j)*£f(k),y,0,1-x);
M5(i,j,k)=int(r5,0,1);
r6=int (f (i) *dfdy (j)*f(k),y,0,1-x);
M6(i,j,k)=int(r6,0,1);
r9=int (£ (i) *£ () *£ (k) ,y,0,1-x);
MI(i,j,k)=int(r9,0,1);
end
end

end

Yoot oo oo oo ToToTo oo o o o o o o o o o o o o oo ToToToToTo oo oo oo o o o o o o o o oo o o o To o To T ToTo oo oo oo oo o o o o o o

Mi=double (M1); M2=double(M2); M3=double(M3); M4=double(M4);
M5=double (M5) ; M6=double(M6); M7=double(M7); M8=double(M8);
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M9=double (M9) ;

save smr2 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

Yoot o o oo o oo ToTo oo o o o o o o o o o o o oo oo ToToToToTo oo oo o fo o o o o o o o o oo o T T To T ToTo oo oo oo o o o o o o o
T T T T T T T T T T T To o oo o o o o o o o o o o o T T T T oo EIM. oo oo oo o oo T o T T Tttt oo oo o oo oo oo
Yoo oo oo ToTo o ToToToTo oo 1o oo fo o o o o o o o o o To o T ToTo oo oo o oo oo o o o o o o oo o o o Jo o T To T To oo oo oo oo o o o o

Um arquivo denominado trans formacao.mat foi construido separadamente armazenando
as informacoes sobre a transformacao que faz a correspondéncia entre o triangulo padrao

e um triangulo qualquer da malha. Sua programacao foi feita como segue:

Dot ToTo ToTo o To To To o To o To o T Yo T Yo o Vo o Yo T o o o T o T o T o T o T o T o T o o o T o T o T o T o o Fo T o o o o o T oo oo o o o o oo o o o
YIS T SIS %% CALCULOS PARA USO NOS SISTEMAS LINEARES  %hsledidhho i tohde o tos el
Do T ToTo T To T To To To T To T T T T o T T o o o o T o T o o o o T o T o T o T o T o T o T o T o T o T o o Fo T o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

clear all
load malha

nel=size(malha,1);

for e=1:nel

x1(e)=x(malha(e,1));

x2(e)=x(malha(e,2));

x3(e)=x(malha(e,3));

yl(e)=y(malha(e,1));

y2(e)=y(malha(e,2));

y3(e)=y(malha(e,3));
J(e)=abs((x2(e)-x1(e))*(y3(e)-y1(e))-(x3(e)-x1(e))*(y2(e)-y1(e)));
h1(e)=((y3(e)-y1(e))*(y3(e)-y1(e))+(x3(e)-x1(e))*(x3(e)-x1(e)))/I(e);
h2(e)=((y2(e)-y1(e))*(y2(e)-y1(e))+(x2(e)-x1(e))*(x2(e)-x1(e)))/I(e);
h3(e)=((y3(e)-y1(e))*(y2(e)-y1(e))+(x3(e)-x1(e))*(x2(e)-x1(e)))/I(e);

end

save transformacao x1 x2 x3 y1 y2 y3 J hl h2 h3

Yoo oo oo ToToToToToTo oo 1o o 1o 1o o o o o o o o o o o o To ToToTo T oo oo oo oo o o o o o o oo o o o o T To T T To T oo oo oo oo o o o o o
VS S Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S S S Y Y Y Y Y Y Y Y
Yoo oo To o ToToTo o ToToTo oo oo o oo oo o o o o o o o o o T To T oo oo oo oo o o o o o o o o o o oo T T T o oo oo oo oo o o o o
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O poluente

O campo de velocidades da lagoa foi armazenado no arquivo wvelocidades.mat. Este
arquivo contém uma matriz de dimensao nn x 2, onde em cada linha estao os sentidos em
relagdo ao eixo-z (primeira coluna) e no eixo-y (segunda coluna) das velocidades do meio

em cada né.

Outro arquivo de apoio também foi criado, agora para armazenar informagées sobre
os pontos da fronteira. Este arquivo chama-se fronteira.mat e contém o vetor gama0 de

dimensao nn que tem a seguinte caracteristica

1, sei el

amalO(:) =
& (0 { 0, sei ¢l

O algoritmo para resolucao da equagao que descreve a dispersao do poluente foi pro-
gramado da seguinte maneira:
oo Too oo o To o Jo o o To o Jo o o Jo o o Jo o Jo o o Jo o To o o o o To o Jo o o Jo o o o o oo o o o Jo o o oo o o o To o o o o oo Jo o o T o o o o o o o T
Tl T T To b ol hohoTo to oo %% CALCULO DA DISPERSAQ DE UM POLUENTE V%% eolststetetotolodsshtotodele
oo oo oo o o oo fo o oo oo oo oo o To o o oo o o o To o o o To o To o To o To o To o To o To o To o To o o To o To oo o To o T o o o T o o o o o o o o o o

clear all

t0=clock;

Yoot o o oo o o To o To oo o o o o o o o o o o o o o oo ToToToToTo oo oo oo o o o o o o o o oo o o To o To T ToTo oo oo oo oo o o o o o o

% Carregando arquivos

load malha

load smr2

load fronteira
load transformacao

load velocidades

Yoo oo ToTo oo ToToToToToTo oo 1o 1o 1o o o o o o o o o o o To o ToToTo oo oo o oo oo o o o o o o Jodo o o o o o To T T To oo oo oo o oo o o o o

% Dados do dominio espacial

nn=length(x) ; % numero de nos da malha
nel=size(malha,1); % numero de elementos

nnl=6; % numero de nos locais
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Yoo oo o o ToToToToToTo oo oo 1o 1o o o o o o o o o oo o o o ToTo T oo oo oo oo o o o o o o Jodo o o o Jo o To T T To oo oo oo oo o o o o o

% Dados do dominio temporal

nit=3000; % numero de iteracoes
dt=0.25; % delta t

Yoo oo fo o ToToTo o ToToTo oo 1o 1o oo o o o o o o o o o o Jo o T ToTo oo o oo oo oo o o o o o o oo o o o o o T T T To oo oo oo oo o o o o

% Coeficientes do problema

alfac=0.75; % difusividade

sigmac=0.001; Y decaimento

o 1o 1o 16To s ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToToTo o o To o o o o To T o o To T o o o To T o o o To o o o To T o o o o To T o o Jo To o o o To T o o o To T o o To T o

% Preparacao dos coeficientes constantes

dt2=dt/2; sigl=1+sigmac*dt2; sig2=1-sigmac*dt2; alf=alfac*dt2;

Yoo oo oo oo ToToToToTo oo o o 1o 1o o o o o o o o o oo o ToToToToTo oo oo oo o o o o o o o o oo oo o o o To T ToTo T oo oo oo oo o o o o o

% Montagem das matrizes do sistema

A=sparse(nn,nn); B=sparse(nn,nn);

for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gamaO(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0(j)==0
A(i,j)=A(i,j)+sigl*J(e)*M1(il,j1)+. ..
+...t
+alf*x(h1(e)*M2(il,j1)+h2(e)*M3(il, j1)-h3(e)*. ..
M4(il,j1));
B(i,j)=B(i,j)+sig2xJ(e)*M1(il,jl)-...

—alfx(h1(e)*M2(il, j1)+h2(e)*M3(il,j1)-h3(e)*...
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M4(il,j1));
for kl1=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gamaO(k)==
A(i,j)=A(i,j)+dt2*V(k, 1) *((y3(e)-y1(e))*. ..
M5(il,j1,k1)-(y2(e)-y1(e))*M6(il,jl,k1))+...
+...+
+dt2#V (k,2) *((x2(e)-x1(e) )*M6(il,j1,k1)~-. ..
(x3(e)-x1(e))*M5(il,j1,k1));
B(i,j)=B(i,j)-dt2*V(k,1)*((y3(e)-y1(e))*. ..
M5(il,j1,k1)-(y2(e)-y1(e))*M6(il,jl,k1))~...
-dt2#V(k,2)*((x2(e)-x1(e) )*M6(il,j1,k1)-. ..
(x3(e)-x1(e))*M5(il, j1,k1));
end
end
end
end
end
end

end

oo 1o 6o s ToTo o o o ToTo o o o To o o o ToToTo o o ToTo o o o ToTo o o ToTo o o o To oo o o To o o o To T o o o o To o o o o To o o o To T o o o To o o o To T o

% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz A

for i=1:nn
if gamaO(i)==
A(i,1)=1;
end

end

Yoo oo oo oo ToToTo o To oo o o o o o o o o o oo oo oo oo ToTo oo o o o o o o o o o o o o o oo o T oo To T ToTo oo oo oo o o o o o o o

% Condicao inicial

cn=zeros(nn,1);

for il=1:6
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cn(malha(3071,i1))=0.125;
cn(malha(3049,i1))=0.125;
cn(malha(2998,i1))=0.125;
cn(malha(2912,i1))=0.125;
cn(malha(2976,i1))=0.125;

end

% Armazenamento da condicao inicial para visualizacao e para efeito nas

% populacoes

cgraf(:,1)=cn;
c6259(1)=cn(6259); c3638(1)=cn(3638); c369(1)=cn(369);

uant=cn/norm(cn) ;

ToTo 1o 6o s ToTo o oo ToTo o o o To 1o o o ToToTo o o To o o o o ToTo o o ToTa o o o To oo o o ToTo o o To T o o o o To o o o Jo To o o o To T o o o To T o o To T o

% Resolucao do sistema

for n=1:nit
cn=A\ (Bxcn) ;

% Armazenamento das solucoes para efeito nas populacoes

un=cn/norm(cn) ;
unm= (un+uant) /2;
u(:,n)=unm;

uant=un;

% Armazenamento de algumas solucoes e acompanhamento em alguns pontos
% para visualizacao

c6259(n+1)=cn(6259) ;

c3638(n+1)=cn(3638) ;
c369(n+1)=cn(369) ;
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if n==1000
cgraf (:,2)=cn;

end

if n==2000
cgraf(:,3)=cn;

end

if n==nit

cgraf (:,4)=cn;

end

end
TotoTo o o T o To T To To o Vo o foTo o ToJo To To o Vo To o To o FoTo o To o To To o To o foTo To Fo o To To o Jo o fo Fo o FoTo o o Jo o To o To Fo o To To o Fa o fo o To Fo o To o oo
min=etime(clock,t0)/60; save poluente cgraf c6259 c3638 c369 u min

oo To o o To o To o Jo o o To o Jo o o Jo o o o o Jo o o o o To o o o o oo o o o Jo o o o o T Fo o o o o Fo o o fo o o oo o o o oo o o o o o Jo o o o o o T
TotoTo oot o TotoTo oo To o foJo o foto o To o To To o to o foto o fototo e EIM o ToTs oot oot foo o o olh oo o o oo o oo o oo o fo oo o oo
oo oo oo oo o o oo oo fo o fo o oo oo oo oo o o o To o o o To o To o To o To o To o To o To o To o To o o To JoTo oo oo o o o o o o o o o o o o o o o o
Um arquivo chamado poluente.mat é salvo no fim do programa armazenando a matriz
u de dimensao nn x nit, onde nit é o numero de iteracoes, que serd usada no programa
w1 4 yO

das populagoes. Cada coluna u; desta matriz tem a forma u; = — s em que u

representa a normalizacao da concentracao do poluente apods a iteragao j.

As espécies sob efeito do poluente

Agora é apresentado o algoritmo usado na resolucao do sistema que envolve as duas

espécies competidoras sob efeito do poluente.

o6 1o 1o o o 1o o To o Jo o o To o JoTo o Jo o o Jo o Jo o o Jo o Jo o o Fo o To o Jo o o Jo o o o o Jo o o o o Jo o o oo o Jo o To o o o o To o Jo T o o o o o o o o o T
%%% CONVIVIO ENTRE DUAS ESPECIES COMPETIDORAS S0OB EFEITO DO POLUENTE Dooth
oo o ToTo o To o To o Jo o o oo Jo o o Jo o o o o Jo o o o o To o fo o o oo Jo o o oo o o o o o o o o o o o o o o oo o o o o o o o o o fo o o o o o
clear all
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t0=clock;

Yoo oo o ToToTo o ToToToTo oo 1o 1o o fo o o o o o o o o o Jo o ToToTo T T o oo oo oo o o o o o o oo o o o o o T T T T oo oo oo oo o o o o

% Carregando arquivos

load malha

load smr2

load transformacao
load fronteira

load poluente

o 1o 1o 6To o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToToTo o o To o o o o ToTo o o To T o o o To o o o o To o o o To T o o o o To o o o Jo To o o o To T o o o To o o o To T o

% Dados do dominio espacial

nn=length(x) ; % numero de nos da malha
nel=size(malha,1); % numero de elementos

nnl=6; % numero de nos locais

Yo To 1o 6o o ToTo o o o ToTo o o o To o o o ToToTo o o ToTo o o o ToTo o o To T o o o To o o o o To o o o To T o o o o To T o o Jo To o o o To T o o o To T o o To T o

% Dados do dominio temporal

nit=3000; % numero de iteracoes
dt=0.25; % delta t

Yoo o o oo 1o 1o oo To o To o o o o o ToToTo o o o o foToTo oo o o o o ToTo oo o o o To ToTo o o o o o ToToTo T oo o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o T o

% Coeficientes do problema

alfal=0.05; % dispersao de P1
alfa2=0.025; % dispersao de P2

deltal=1.5e-6; 7% taxa de relacao interespecifica de P1

delta2=1e-6; % taxa de relacao interespecifica de P2
U1=0.0; % migracao de P1 na direcao do eixo x
U2=1e-2; % migracao de P1 na direcao do eixo y
W1=0.0; % migracao de P2 na direcao do eixo x
W2=0.0; % migracao de P2 na direcao do eixo y
al=4e-3; % taxa de crescimento intrinseca de P1
a2=b5e-3; % taxa de crescimento intrinseca de P2
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K=20; % capacidade de suporte do meio para Pl e P2
rol=5e-2; % decaimento de P1 devido a presenca do poluente

ro2=2e-2; % decaimento de P2 devido a presenca do poluente

Yoot oo oo oo ToToTo oo o o o o o o o o o o o o oo ToToToToTo oo oo o fo o o o o o o o o oo o T o To T ToTo oo oo oo oo o o o o o o

% Preparacao dos coeficientes constantes

bil=al/K; b2=a2/K;

dl=bl+deltal; d2=b2+delta2;
all=1-alxdt/2; al2=1+alxdt/2;
alfil=alfalxdt/2; alf2=alfa2xdt/2;
U1dt2=U1xdt/2; U2dt2=U2*xdt/2;
Widt2=Wixdt/2; W2dt2=W2*dt/2;
a21=1-a2xdt/2; a22=1+a2xdt/2;
bbl=blx*dt/4; bb2=b2xdt/4;
dd1=d1*dt/4; dd2=d2*dt/4;
rrol=rol*dt/2; rro2=ro2*dt/2;
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% Condicoes iniciais

pln=ones(nn,1); p2n=ones(nn,1);

for i=1:nn
if gamaO(i)==
piln(i)=0;
p2n(i)=0;
end

end

% Armazenamento das condicoes iniciais para visualizacao

plgraf(:,1)=pin; p2graf (:,1)=p2n;
p16259(1)=p1n(6259); p26259(1)=p2n(6259);
p13638(1)=p1n(3638); p23638(1)=p2n(3638);
p1369(1)=p1in(369);  p2369(1)=p2n(369);
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% Montagem das partes fixas das matrizes C, D, E e F
Cl=sparse(nn,nn); Di=sparse(nn,nn); El=sparse(nn,nn); Fl=sparse(nn,nn);

for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0O(j)==0

C1(i,j)=C1(i,j)+a11*J(e)*M1(il,j1)+...
+...+
+alf1*x(h1(e)*M2(il, j1)+h2(e)*M3(il,j1)-h3(e)*. ..
M4(il,j1))+. ..
+...+
+U1dt2x ((y3(e)-y1(e))*M7(il, j1)-(y2(e)-y1(e))*. ..
M8(il,j1))+...
+...+
+02dt2* ((x2(e)-x1(e))*xM8(il, j1)-(x3(e)-x1(e))*. ..
M7(il,j1));

D1(i,j)=D1(i,j)+al2xJ(e)*M1(il,jl)-...
-alfix(h1(e)*M2(il, j1)+h2(e)*M3(il,j1)-h3(e)*...
M4(il,j1))-...
-U1dt2* ((y3(e)-y1(e))*M7(il,j1)-(y2(e)-y1(e))*. ..
M8(il,j1))-...
-U2dt2* ((x2(e)-x1(e))*M8(il, j1)-(x3(e)-xl(e))*. ..
M7(il,j1));

E1(i,j)=E1(i,j)+a21xJ(e)*M1(il,jl)+...
+..0.0t
+alf2+(h1(e)*M2(il, j1)+h2(e)*M3(il,j1)-h3(e)*. ..
M4(il,j1))+. ..
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+...+
+Widt2* ((y3(e)-y1(e))*M7 (i1, j1)-(y2(e)-y1(e))*. ..
M8(il,j1))+...
+...+
+W2dt2* ((x2(e)-x1(e))*M8(il, j1)-(x3(e)-x1(e))*. ..
M7(il,j1));
F1(i,j)=F1(i,j)+a22*J(e)*M1(il,jl)-...
-alf2*(h1(e)*M2(il, j1)+h2(e)*M3(il, j1)-h3(e)*. ..
M4A(il,j1))-...
-W1dt2* ((y3(e)-y1(e))*M7(il,jl)-(y2(e)-y1(e))*. ..
M8(il,j1))-...
-W2dt2* ((x2(e)-x1(e))*M8(il, j1)-(x3(e)-x1(e))*. ..
M7(il,j1));
end
end
end
end

end
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% Inicio das iteracoes
plest=pln; p2est=p2n;
for n=1:nit

% Iteracoes internas para aproximar pl~(nt+l) e p2~(n+1): montagem das

% partes variaveis das matrizes C e D

for it=1:2
C=C1; D=D1;
for e=1:nel
for il=1:nnl

i=malha(e,il);
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if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gamaO(j)==
for kl=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gama0(k)==0
aux1=(bbl*(pin(k)+plest(k))+ddlix*. ..
(p2n(k)+p2est (k) ) +rrol*u(k,n))*. ..
J(e)*M9(il,3l,kl);
C(i,j)=C(i,j)+auxi;
D(i,j)=D(i,j)-auxi;
end
end
end
end
end
end

end
% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz C
for i=1:nn
if gamaO(i)==
C(i,i)=1;
end
end

% Resolucao do sistema para pl

plest=C\ (D*plest);

% Montagem das partes variaveis das matrizes E e F
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E=El; F=F1;
for e=1:nel
for il=1:nnl
i=malha(e,il);
if gama0(i)==0
for jl=1:nnl
j=malha(e,jl);
if gama0O(j)==0
for kl=1:nnl
k=malha(e,kl);
if gamaO(k)==
aux2=(bb2x* (p2n (k) +p2est (k) ) +dd2*. . .
(pin(k)+plest (k) )+rro2*u(k,n))*. ..
J(e)*M9(il,j1,kl);
E(i,j)=E(i,]j)+aux2;
F(i,j)=F(i,j)-aux2;
end
end
end
end
end
end

end

% Inclusao da condicao de Dirichlet na matriz E

for i=1:mnn
if gamaO(i)==
E(i,i)=1;
end

end

% Resolucao do sistema para p2

p2est=E\ (F*p2est) ;
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end

%» Fim das iteracoes internas

pln=plest; p2n=p2est;

/» Armazenamento de algumas solucoes e acompanhamento em alguns pontos
% para visualizacao

p16259 (n+1)=p1n(6259); p26259(n+1)=p2n(6259);

p13638(n+1)=p1n(3638); p23638(n+1)=p2n(3638);
p1369(n+1)=p1n(369);  p2369(n+1)=p2n(369);

if n==1000

plgraf(:,2)=pln; p2graf(:,2)=p2n;
end
if n==2000

plgraf(:,3)=pln; p2graf(:,3)=p2n;
end
if n==nit

plgraf(:,4)=pln; p2graf(:,4)=p2n;
end

end
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horas=etime(clock,t0)/3600;
save populacoes plgraf p2graf pl6259 p26259 pl13638 p23638 pl369 p2369 horas
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