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RESUMO

O objetivo desta dissertacéo €& o estudo do comportamento qua
litativo das densidades de elétrons e lacunas e do potencial ele-
trostatico em uma jungao pn abrupta. O© modelo matematico adotado
para descrever a conducao elétrica nos dispositivos semiconduto -
res, que envolve o fluxo de dois portadores de carga independen -
tes e opostamente carregados, gque sdo os elétrons de conducao e
as lacunas, consiste em um sistema de equagOes diferenciais par-
ciais nao-lineares, composto por trés equacgdes, a saber, a equa-
cao de continuidade para elétrons, equacao de continuidade para
lacunas e a eguacgao de Poisson, que relaciona a carga total com o
potencial eletrostatico. Estamos tratando o caso de um dispositi
vo em regime permanente e unidimensional.

Aplicando o método de elementos fin%tos, onde o espacgo de
aproximagao foi gerado pelas funcdes de Hermite cGbicas, para en-
contrar uma solugao fraca discreta, para ¢ sistema de equacdes di
ferenciais nao-lineares, recaimos em um sistema nao-linear com 6N
equacbes a 6N incognitas, onde N & o numero de nds da nossa ma-
lha. O© sistema ndo-linear é resolvido pelo método de Newton. Co
mo o sistema possui 6N equacoes, sua resolu¢ao computacional & um
tanto inconveniente para valores muito grandes de N, quando temos
o problema de escassez de memoria principal. Porem este problema

fica resolvido guando utilizamos o método frontal, no gual traba-



lhamos com as submatrizes de rigidez que sao definidas em cada ele
mento fihito, e gue neste caso sao matrizes de dimensdo igual a
i2 x 12. Este procedimente torna o processo de resolugao computg
cional mais rapido e utiliza menos memdria principal.

A partir desta analise, podemos encaminhar novos trabalhos,
com o objetivo de propor um modelo matemitico mais eficiente, pa-

ra simular uma juncac pn, ou outros dispositivos semicondutores ,

tais como, uma celula solar.



NOTACAO

densidade de elétrons [n® elétrons/ cm®]
densidade de lacunas [n? lacunas/ cm?®]

densidade de portadores de carga no semicondutor intrinse-

co [n? portadores/ cm?®]

densidade de impurezas ionizadas no semicondutor intrinse-

co
densidade de corrente para elétrons [A/ cm?]
densidade de corrente para lacunas [A/ cm?]

taxa de recombinacao de pares elétron-lacuna [n? de porta-

dores/ sec] .

taxa de geracaco de pares eletron—la;una [n? portadores/sec]
coeficiente de mobilidade para elétrons [cm?/ V.sec]
coeficiente de mobilidade para lacunas [cm’/ V.sec]
coeficiente de difusdo para elétrons [cm?/ sec]

coeficiente de difusdo para lacunas [cm?/ sec]

constante dielétrica do semicondutecr [F/ cml



q - carga do eléetron [Coul]

% - potencial eletrostatico [V]

+

E - campo elétrico [V/ cm]

div - operadcer divergente

grad - cperador gradiente

LD - comprimento de Debye [cm]

T - tempo de recombinagdo dos elétrons [sec]
Tp - tempo de recombinacao das lacunas [sec]
N, - densidade de impureza aceitadora ionizada
Nd - densidade de impureza doadora ioconizada

K - constante de Boltzmann [Joule/°K]



CAPITULO I
NOCOES DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

1.0 INTRODUCAO

O termo elemento finito estd associado ao fato de que o espa
go de aproximagao & constituido de funcdes"splines"em uma, duas
e trés dimensoes, e através do método de Rayleigh-Ritz, determina
mos a solucao discreta para a equacéo em operadcres diferenciais.

Pm casos mais gerais utilizamos o método de Galerkin.

vamos tratar a formulacao do método de Rayleigh-Ritz do pon-
to de vista do ﬁétodo de quadrados minimos com respeito a norma
energia. Dessa forma se exige que o operador diferencial seja si
métrico e definido-positivo em um espago com produto interno V,es

il

colhido de medo conveniente.

No método de Galerkin nao & necessario que o operador seja
simétrico e definido-positivo, pois exige simplesmente que o resi
duo da solugio discreta seja ortogonal ao espago de aproximagao ,
isto €, estamos procurando uma solucao fraca discreta para a egua

gao em operadores diferenciais.

1.1 UM PROBLEMA ABSTRATO

Muitos problemas de fisica-matematica e em alguns ramos de



engenharia, sd3o modelados pelo seguinte esquema de minimizacgao:

determinar um elemento u gue satisfaca

J[u] = min{J[v] }, {1)

VEK

onde K € um subconjunto de um espago normado real V, com norma

>R & definido da seguinte forma

||.|b.,e o funcional J:V
J[v] = alv,v}) - 2£(v) , (2)

onde af.,.):VxV >R e uma forma bilinear simétrica e continua,

e f:V —>» R é& uma forma linear continua.

TEOREMA 1.1 -~ Se em adicao as suposicdes acima, assumimos que
i. V é um espago de Banach;
ii, K & um subconjunto fechadc e convexoc de V;
iii., a forma bilinear a{(.,.) & V-elitica, isto &, existe
a > 0 tal gue

al(v,v) 3f1” Vl% (3)

para todo v € V. Entdac, o problema (1} possui uma tnica sclucgao

u, que também & caracterizada pelas seguintes desigualdades:



af{u,v-u) » f({v-u) (4)

para todo veK, isto &, se u & uma solucio do problema (1) entdo
satisfaz a desigualdade (4) e, reciprocamente, se u satisfaz (4)

entdao & solucao do problema (l}; ou por

afu,v) » f£(v) (5)
af{u,u) = f£(u) (6)
para tode veK, se K & um cone convexo e fechado com vértice na

Origem; ou por

f (v} (7)

afu,v)
para todo veEK, se K & um subespago fechado de V.

DEM: Temos que a forma bilinear af(.,.)

define um produto interno sobre V, e a norma associada a este pro
duto interno & equivalente 3 norma “.IIV . Portanto V & um espa
co de Hilbert guandc munido da norma definida pelo produto inter-

no. Pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um unico w&vV

tal que

flv) = alw,v) ,



para todo veV, de modo que, como a forma bilinear a(.,.) € sime-

trica, temcs

JIv]

afv,v) - 2 a(w;v)

1l

a(v—w; v-w) - alw,w) ,

portantoc resolver o problema (1) & equivalente a minimizar a dis-

tdncia de w ao subconjunto K, no sentido da norma ||.|L = (a(.,,))l/2

Desse modo a solucdo u € a projecac de w sobre o subconjunto
K, com respeito ao produto interno af(.,.) e, pelo Teorema da Pro-
jecao, o elemento ueK existe e & unico, ja que K & um subconjunto

convexo e fechado de V,

Fig. 1.1

Temos que, a projecdo € caracterizada pela seguinte desigual

dade



alw-u,v-u) < 0 (8)
para todo veK, a qual podemos reescrever COmO
f(v-u) = alw,v-u) < a(u;v—u)

para todo v€EK, o que prova a desiqualdade (4).

wi w-u
K
v
v-u
v
Fig. 1.2

No caso em gque K € um cone com vertice na origem, se veK, en

tao (v%u) & K, repassando v por (u%v) na desigualdade (4} obtemos

f(v) 2 au,v} ’

para todo vEK, o que prova a desigualdade (5).

Para provar a igualdade (6); fazemos v=0 em (4}, o que &



possivel ja que 0€K, assim obtemos

af{u,u}) < £(u) (9)

e com v=u em (5), temos

afu,u) > flu) (10)

das desigualdades (9) e (10}, obtemos

f(u} = afu,u) .

0 gue prova a igualdade (6). Reciprocamente, obtemecs (4) quan

do subtraimos (6) de (5).

Se K & um subespago, reescrevemos a desigualdade (5) com v

e -v, ja gue -~-veK, obtendo

afu,v) > f£(v) e aflu,v) & £{v),
portanto
a(u,v} = £(v} ,
para todo v€EK, o que prova a igualdade (7). Reciprocamente, (7}

implica em (5) e (6).



Dizemos qgue as caracterizagOes (4), {5}, (6) e (1) sao formu
lagOes variacionais associadas ao problema de minimizagdo (1)}. As
relacgdes (4) e (5) sao também denominadas desigualdades variacio-

nais.

PROBLEMA 1.1 - Mostrar que, se u; para i = 1,2 sao solucgdes do
problema (1) correspondentes as formas lineares fi para i =1,2 ,

entao,
x
” ul"uzllv‘c:h]; “ fl_lel ’ {11)
a
onde l|.|r denota a norma do espago dual V* .

PROVA: Como K & um subespaco de V e, Uy, uy € Ky entdo (u;-u,) K

Usando o fato que a forma bilinear al.,.} & V-elitica, temos

.
+
L

ﬁllul—uz\ﬁ < a(ul_u2'ul_u2)

{7)
== f(ul—uz} - fz(ul—uz)

L4

| (£,-£5) (uy-uy) |

“ fl”lei* H ul_uznv

fiA

portanto



H ul_uzllv £ l ” fl“fzn* -

c.q.d

Como a solugao u do problema (1) existe, € lnica {(Teorema
1.1) e depende continuamente dos dados iniciais no sentido da de-

sigualdade {11), dizemos que o problema (1) & bem posto.

Obs. 1.1;: No Teorema 1.1 nao € necessaria a hipOtese de V ser um
espago com produto interno, como ficou claro na sua demonstracao,
desde que a forma bilinear a(.,.) seja simétrica. Esta hipbtese
sera necessaria quando a(.,.) nao for simétrica.

No caso em que a forma bilinear a(.,.} nao & simétrica e K=V,

temos o seguinte teorema:

TEOREMA 1.2: (Lema de Lax-Milgram)

> IR uma forma

Seja V um espacgo de Hilbert, e a(.,.):va

bilinear continua e V-elitica e, f:V > R uma forma linear con

tinua.

Entao existe um dnico u€V o gqual satisfaz

afu,v) = £(v) (12)

para todo v € V.



DEM: da continuidade de a(.,.), Segue-se que existe wua constante

C>0 tal que

laqu,v)| = cilull || v , (13)

para todo u, veEV, Portanto para todo u€EV a forma linear

vev > afu,v) € R

& continua e, pelo Teorema de Representagdao de Riesz, existe um

tnico w € V tal dgue
a{u,v) = {w,v

para todo v € V, onde (,}) denota 0 produto interno de V.

Definimos w = G{u), onde G & uma aplicacao linear de V em V,
3
de {13) temos que [|G|I < C, portanto Ge€ L (V). Para u ficar

bem definido, devemos provar que:

1. G & biunivoca: Seja G{u,) = 0, entado a(y, ,v) = 0 para todo
v € V e, portanto afu_,u,) = ¢ donde segue, pela hipotese de
a{.,.) ser V-elitica, que u_=0.

2. G = & contlnua: temos que
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a|lu|F < afu,u) =<{G(u),u?

< e, | g le@ll [ ull
portanto
lew) ] 2 ol ull
3. G(V) & um subespago completo de V:

Seja Y = G(x_ ) € G(V) uma sequéncia de Cauchy, por 2. temos

que {x.} € uma sequéncia de Cauchy, logo

Yn = G(xn) > G(x} € G{V)
n————— o

G (V) V : basta mostrar que dado Z€ V com % L G(V) impli-

ca %

it

0. De fato, temos
ol z|? < atz,2) = (c(z),2 =0,

pois 2 | G(Z), como a(.,.) &€ V-elitica, temos Z = 0.
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1.2 ASPECTQS BASICOS DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS
0 METODO DE GALERKIN

Consideramos o problema linear abstrato: encontrar u € vV tal

que

afu,v) = £(v) (14)

para todoc v € V, onde V & um espago de Hilbert e, a forma biline-
ar a(.,.) e, a forma linear f, satisfazem as hipoteses do Lema de

Lax-Milgram,

0 méetodo de Galerkin, para encontrar uma solucgao discreta

do problema (1l4), consiste em definir um problema semelhante. em

um subespaco de dimensao finita V, do espaco de Hilbert V. Mais
especificamente, para cada subespago Vh,‘associamos 0 problema
discreto: !

encontrar u,. Vh tal gue

a(uh, vh) = f(vh) (15)

para todo vy € Vh'

Aplicando o Lema de Lax-Milgram concluimos que o problema
{15) possui uma unica solucao u,, que & denominada solucao dis -

creta do problema (14).
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CONSIDERACOES GERAIS SOBRE CONVERGENCIA

Vamos estudar o caso em que estamos considerando uma familia
de problemas discretos. Mais especificamente, no caso do método
de elementos finitos, consideramocs uma familia (Vh)h de subespa-
cos de dimensao finita do espago V, onde o parametro h define es-

ta familia e h tem limite zero.

Devemos verificar a convergencia das solugbes discretas Uy
dos problemas discretos (15) associados a cada subespaco vy, da fa
milia (Vh)h, iste €, devemos assegurar que

Lim ||u~uh|| =0

h-+0C

Vamos dar condigoes suficientes para a convergéncia dos pro-
blemas discretos, e um primeiro resultado neste sentido € o teore

ma de estimativa do erro I|u~uhlb .

TEOREMA 1.3 (Lema de Cea)
Existe uma constante C independente da escolha do subespacgo

Vi s tal qgue

| w-uy |, = ¢ tnf ([ u—vy [} - (16)

VHEVR
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DEM: Seja w, um elemento de Vh' de (14) e (15), temos

h

a(u,wh) = f(wh)

a(uh,wh) = f(wh) '
obtendo
a(u—uh,wh) = 0 '

entao, para cada vy €V e do fato que al(.,.) & V-elitica e con-

hf

tinua, temos

a|[u-uh|@ < a(u-uh,u—uh}

= a(u—uh,u-vh) < M||u—uhl|||u-vhH
logo |
“ u—uh” ; M ” U.-Vh[l
o

assim, podemos concluir gue

I|u-uh[|; C inf {Ilu—vhl|}

Vhe Vh
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com C =_E£ .

=}

c.qg.d

Consequentemente, uma condi¢ao suficiente para convergéncia
€ que exista uma familia (Vh)h de subespacos de V tal que, para

cada u € V

Lim {inf |l u-vy || 33 = 0 .

h+0 VhEVh

A desigualdade (1l6) mostra que o problema da estimativa do

erro !|u~uh]| se reduz a um problema da teoria de aproximacdo:

determinar a distancia

Il

d(u,v,) inf {llu—vhll} . d

1]

vhth

entre a fungao uweV e o subespacgo V, C V.

h
No caso em gque af(.,.) € uma forma bilinear simétrica, a solu
cao discreta do problema (14} é caracterizada pelo seguinte pro -

blema de minimizacao,

J[uh] = min {J[vh]} {17)

<V
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onde o funcional J:V — . > R- & dado por
Jlvl = alv,v) - 2 f(v),

esta caracterizagac para a solugao discreta € conhecida como o Mé

todo de Rayleigh-Ritz.

Neste caso, podemos dar a seguinte interpretacgao para a solu

¢ao discreta: desde gue
a(u—uh, wh) =0

para todo W, € V., segue-se que u, & a projecao socbre Vh da solu-
cao exata ugVvV do problema (14), com respeito ac produto interno

definido pela forma bilinear simétrica af(.,.).

Além disso, dos seguintes fatos

a(u—uh,u-uh) = inf {a(u—vh, u-vh)}
vh§Vh
e, a{.,.) uma forma bilinear continua e V-elitica, podemos dedu -

zir gue

| u-u |b M/a) /2 inf {||u—vhib} .
Vi€ Vn
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Assim, concluimos gue a solugao discreta uy & limitada, inde
pendentemente da escolha do subespago V., que € uma condigao para

a estabilidade absoluta, isto &,

U'” uh”\27 p a(uhfuh) = f(uh)

e | el [ayll
portanto,

logl 22 el

o

O gue prova a estabilidade absoluta.

Vamos fazer uma rapida andlise de como o problema discreto
(15) & resolvido na pratica: Seja {¢j}? uma base para o subes-

isto &, Vv

paco V h

h = span {¢j} , entao a solucaoc discreta UHEVh

& escrita na forma

n

u = T 0. ¢.
h 3=1 1 7]

assim, o problema discreto (15) fica dado por

o™

J=1

para i1 = 1,...,n .
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Temos que (18) &€ um sistema linear de n equagOes nas incogni

tas %3 onde a matriz dos coeficientes A = [aij] & definida por
aij = a(¢ir ¢3) r i,3=1,...,n '
e o vetor dos termos independentes b = (bl,...,bn)T e definido
como
bi = f(¢i) Il izlf't.,n .

No caso em que a forma bilinear a(.,.) é simétrica e V-eliti
ca, a matriz do sistema é simétrica e definida-positiva, o gue im

plica gue o sistema linear (18) possui solugao tUnica e, sua solu-

¢3o numérica pode ser dada pelo método de Decomposicio de Choles-—

ky sem pivotamento.

1.3 APLICACAO DO METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Para um melhor entendimentc do que fol exposto, vamos consi-
derar a aplicacac do metodo de Rayleigh-Ritz, para encontrarmos a

solugao discreta do seguinte problema de valores de contorno

Lu(x) = —u"(x) + p(x) ulx) = £(x) (19)

uf(0}) = u{l) =0 . (20)
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onde as fungées f(x) e p{x) sao continuas em [0,1], e p(x)>0 para

todo x&{0,11.

Vamos considerar o operador diferencial linear de segunda or
dem L, definido de V em V, onde V € um espago de Rilbert munido

do seguinte produto interno
1
(£, = fo £1x) g(x) dx

e consideramos

v=HS 00,11 ={ve BY([0,1]) | v(O) = v =0} . (21
vamos definir uma forma bilinear af.,.):VxV - > R
por
afu,v} ={Lu, v} ' - (22)
e uma forma linear f£:V —— > IR Como
£{v) = (£,v } . {(23)
desde que o operador L & simetrico e definido-positivo em V, a
forma bilinear a{.,.) definida em (22}, define um produto interno

energia em V, e uma norma energia associada a esse produto inter-

no, dada por
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I V”L = [a(v,VJll‘/‘? .

Consideramos o seguinte problema abstrato: encontrar uma fun-

cao u €V gue satisfaca
a(u,v) = £(v) ; (24)

para todo v € V.

Claramente, se u é uma solucdc do problema (19}, Lu = £, en-

tdao u também satisfaz o problema (24), (Lu,v) = {(f,v) para todo
v e V.

Dizemos que u € uma solugao fraca do problema (19) se
u € Hé (f0,1]1) e satisfaz (24) e, u & uma solucao classica se

u e C2([0,l]) e satisfaz (24). Se as fungoes p(x) e f(x) possuem
certas condicgdes de regularidade, entéo toda solugao fraca € uma

soclugac classica.

E facil mostrar que a forma bilinear a(.,.) € continua, simé
trica e V-elitica e, que a forma linear £(.) e continua, assim pe
la aplicacao do Teorema 1.1 temos gque existe uma unica funcao

u € V que satisfaz o problema abstrato (24}, além disso, a fungao

u minimiza o funcional J:V > IR definido por

Jiv]l = al(v,v) - 2f(v) . (25)

Vamos encontrar uma soluc¢ao discreta para o problema (19} e
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que satisfaca a condigao de contorno (20}. Para isso definimos
um subespaco de dimensao finita vy do espago V, gerado pelas fun-
coes {¢j};.l_l , que satisfazem as seguintes condigodes:

i, 4.

5 (X;) = ¢

ij
onde n: 0 = X <X, <... <X =1 €& uma partic¢ao regular do interva

lo {0,1], isto e, X

141 ~ %4 = By

ii. as fungoes ¢j(x) satisfazem as condigoes de con-

torno.

Assim, a solucao discreta u, € Vy & escrita na forma

n
u (X) = =¥ . b, (X} (26)
h j=1 aj

e ao problema abstrato (24}, associamos o seguinte problema dis -
creto

a[uh, vh) = f{vh) (27}

para toda v, € V particularmente, temos

h h’

a(uh, ¢i) = f (¢i) (28)

para i = 1,...,n.

Caracterizando a solugao discreta u, € Vh peleo método de
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Rayleigh-Ritz, temos

Jlu,l = min {J[vh]} . (29)

ViEVH

O problema discreto (28) pode ser reescrito da seguinte for-

ma

L i

(L¢’jr ¢i> o = (f: ¢i> ’ {30)

1 ]

3

para i = 1,...,n,

Assim, a solugao discreta uh = Vh fica determinada pela reso
lucao do sistema linear ({30), onde a matriz do sistema & definida

por

1 : ’
ajy = (L¢j, ¢i) = Iy (¢i(x) ¢j(x) + px) ¢ (x) ¢j(x))dx (31)

e o vetor dos termos independentes & dado por

bi = (f,¢i) = fé f(x)¢i(x)dx . {32)

» IR fica sendo

Podemos observar gque o funcional J:Vh
uma fung¢do real nas variaveis ByseesrBps assim o problema de mini

mizagao (29) fica reescrito na forma
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e 3

Jloegseo-pa ]l = min {71 g ¢j (x}11 ’ {33}

n =1
REIR

com J[Bl,...,Bn] uma forma quadratica, assim para obtermos seu
ponto de minimo, basta derivarmos parcialmente com relagdo as va-
riavels Bj e igualar os resultados a zero.

1.4 UM PROBLEMA NAO-LINEAR

Consideramos a equacao diferencial nac-linear de segunda or-

dem
~u"(x) + P(x) u'(x) ulx) = f£(x) (34)
com a condigao de contorno homogénea
u{0) = u{l) =0 . | (35)
Se u € uma solucdao de (34), entao temos a seguinte relagio

f% u'{x) v (x)dx + I% p{xlu' (xjJui(x)vix)dx = fé f(x)vix}dx {36)

para toda funcac v € Hé ([o,11)y .

Quando as funcdes f(x) e p(x) possuem certas condicces de re
gularidade, temos gue uma solugao fraca & uma solugao classica, e
podemos demonstrar que a equagdo (34) possuil uma Gnica solucao fra

ca.
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Vamos procurar uma solugao discreta para o problema de valo-
res de contorno nao linear (34} - (35). Para isso, vamos definir
um subespac¢o de dimensao finita Vi de Hé ([0,1]1), gerado pelas

funcgoes {¢j}, gue satisfazem as condicoes (i) e (ii) definidas

acima.

A solucaoc discreta u, € Vy & dada na forma

n
wx) = 3wy b)) (37)

j=1

e, ao problema (36), asscociamos 0 sequinte problema discreto

" 1 non 1
I @ 5 ¢£ {x) ¢i (x)dx + L = &j oy I p(X)¢i(x)¢j(x)¢k(x)dX
j=1 7 k
= 75 £(x) ¢, (x) 4 (38)
=1y x) ;5 (x X
para 1 = 1,...,n .
Temos que (38) & um sistema nao-linear com n equagoes nas
incognitas aj para j = 1,...,0 .

Vamos definir os seguintes vetores:

Il Il ]_
Hi(“) = § i oy oy /g p(x) ¢i(x) ¢j (x) ¢k(x) dx (39)
F. = /2 E(x) 4. (x) dx (40)
i 0 i ’

para 1 = 1,..., n ;
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e a matriz K = [k..1] com
1]
K,. = fl ¢! (x} ¢ (x) dx
ij 0 "1 3
para i,jJ = 1,...,n. Desse modo, o sistema nao-linear {38)

ser representado na segquinte forma

- -+ -
[Kl.o + Hi{ag}) - F = 0 ,
-+ T n
onde a= (al,...,an) €ER ", ou em uma forma compacta

Pe) =0 .

Vamos resolver ¢ sistema nao-linear (42) pelo método

Newton,

P' (o™} .Aa = —Plg’) ,

n+l n

onde Ag = « - a e Pp'lz) &€ o Jacobiano do sistema (42).

O Jacobiano do sistema € dado por

5(P.,...,B_) 3P,
P' (o) = —= no_ 2

B(Glr---:an) 3(11

para i,2 = 1,...,n, com

(41)

pode

(42)

(43)

de

(44)
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o Pi BHl
= Ki£+ _, (45)
8 @, BaR
onde
BHi n 1 .
= L ay [y p(x)¢i{x) ¢£(x)¢k(X)dx +
oo k=1
A
n
+ ¥ o

fg P ey (x) 03 (x) ¢, (x)ax,

para ¢,i=1,...,n .



carITuULO II
IMPLEMENTACAQ DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Para um melhor entendimento do método de elementos finitos
e da sua implementag¢ao computacional, vamos tomar como exemplo a

equacao diferencial linear de segunda ordem

Lu(x) = -u"{x) + p(x)ulx) = £{x) (1)
sujeita a condigéo de contorno

u{C) = u(l) =0 : (2}

onde as fungoes f(x) e p(x) sdo continuas em [0,1] e, p(x) > 0 pa

ra todo x € [0,1].

Vamos considerar

1

Vo= Hi(10,1]) = {v e H' (I0,11) | v(0) = v(1) = 0} , (3)

o subespaco linear de Hl({O,l]) que possui a solugao do nosso pro

blema e, definimos em V o seguinte produte interno

(£,9) = fé £(x) g(x) dx

para toda f,g € V.
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O operador I, &€ simétrico em V. De fato, para toda f,g € V,

temos

(Lf,q

1

/g 1-£"(x) + pix) £00] gix) ax

il

15 £"(x) g(x) dx + S p(x) E£(x) glx) dx

integrando por partes, obtemos

O
~f'(x)gix) | + Jo £'(x) g'(x) dx

- rp £U(x) g(x) dx
0

Ié f'ix) g'(x) dx

pertanto,

(LE,g) = sg [£'(x)g' (x) + plx) £(x) g(x)] ax

1l

(£, Lg} . (&)

Desde que p{x) > 0 para todo X € [0,1], temos que L & um ope

rador definidcoc-positivo em V, de fato, para toda v € V, tem-se gue
(Lv,v) = /3 [v'(x)]° dx + ftplx) Iv(x)]? ax

>.f’g)‘ p (x) [V(XJ]2 dx aHVH?, ,
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onde « = min {p(x)} .

xe{0,1]

Como L & um operador linear definido-positivo e simétrico em

V, temos que o problema abstrato: encontrar u € V que satisfaca
(Lu, v» = (£,¥ (5)
para toda v € V, possuil solucao unica (Teorema 1.1).

Vamos utilizar o métode de Galerkin para encontra uma sclu -
cao discreta do problema (5), para isso, vamos definir um subespa-
¢o de dimensao finita V), do espago V, constituido das funcoes poll

nomiais por partes de Hermite cibicas, isto €,

Vy = span { #(x), ..., olx), glx),..., elx) ’
01 n 11 in

e, a Vh associamos o problema discreto: encontrar u, € Vh tal que
(Luh, Vh) =(f, vy, (6}

para toda v_ € V em particular, temos

h h'

CLup: 450 =<8 4.5 (7)
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para i = 1,...,n e k = 0,1 . U, e.Vh & escrita na forma
n . n
w (x) = 1 as ¢p2(x) + 5 g. o4(x) . {8}
h j=1 3 703 3=1 J ¢1j

As funcoes ¢(x) e ¢(x) sac definidas por:

0i 1i
(x-x )2 [h + 2 (x —x)]/h3 X < X < X
i-1° * i ! i-1 — — i
2 ' 3
(x—xi+1) . [h + 2 (x—xi)]/h PoOXy S X < Xy g
para i = 2,...,(n-1)
2 2
(x—xi_l) . (x—xi)/h ' X ] X< %y
b4 (X)=
(st—x.) . (=2, )2/h2 : X, € X < X
i’t i+l f i - - i+l
para‘i = 2,0..,(n-1)
(x=x,)2.Th + 2 (x-x)1/h° ; =, < x < x
X—Xz . + x—xl K i -~ 2
bgq (x)=
0 ; Xy < X 2 X
( V2. h + 2 (x.-x)1/h° 5 x < X < X%
X-—Xn_l . n H n-1 = = n
¢On(x)=

0 i Xy S X 2 Xp g
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(xwxl).(xnxz)z/h2 ; Xy £ X < X%,

5 n.l £ ¥ % %
l ‘
0 ; Xy £ X XX 4
com m: 0 = X, < X, € ...< x =1 uma particao regular do interva
lo [0,11, isto e, X:,1 - ¥; = h,

As funcoes ¢Oi(x) e ¢..(x) possuem as seguintes configura

1i

coes

Xia I Xiel

Fig. 21 Grafico Q,ix}, 2=i={n-1)
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> L

xl X2 Xn-l n

Fig. 2.2 Graficos de §,ix) e O (x]

Fig. 23 Grdfico ©® (x),22i¢ (n-1)

X Xg n-t Xn

Fig. 2.4 Graficos de ¢, (x) e &;nix)
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Neste caso, as fungdes da base possuem as seguintes proprie

dades:

J ¢0i(x ) = 61:|
i,3 =1,...,n
J 6,0 = 0
i,j3 =1,...,n

Por simplicidade, vamos reenumerar as fun¢des da base do se

guinte modo

¢ (X} = ¢ (x)

01 2i-1
p (%) = ¢ (x)
ii 21

para i = 1,...,n. Assim, a solugao discreta u, €V, fica reescri

ta como
u () = 1z e, ¢.(x) ’ (9)
e o problema discreto (7) pode ser escrito ccomo

<Luh, ¢j? = (f,¢£ ’ (10}
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1,...,2n.

para i =

Substituinde {9) em (10}, temos

2n

X o

L% (L¢j, 950 = (£,94) '

J
1,.. onde

para i = .r2n,

(L gy 0 - st 0 (x) 1 (x) dx 4 I3 p(x) 6, (x) b () dx

(£, ¢) = [y £(x) ¢, (x)dx.

Temos gue,

cognitas &g Vamos definir as seguintes matrizes

R S .
Kij = IO ¢i(x) ¢j(x)dx !
M. = fE pix)e. (x)s. (x)dx
i3 0 Pix)e; %06y
para i,j =1,...,2n, e o vetor
o= st f(x)e. (x)dx i1 n
i 0 ¢l 4 r r r

desse modo o sistema lineary (11) pode ser escrito na forma

cial

(11}

{11} & um sistema linear de 2n eguac¢des nas in -

(12)

(13)

(14)

matri-
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A.o = P , (15)
> T 2n . -
com a= (“1""’“2n) c R , € amatriz A = [K,. + M..] & de-
nominada matriz de rigidez.

Como o suporte das funcoes da base, isto &,

spte, = {x e [0,1] / ¢i(XJ £ 0}

possui medida igual a 2h, temos que a matriz de rigidez & uma ma
triz esparsa e, no caso em gue usamos como base para o espago de
aproximacoes as fungoes de Hermite cubicas, a matriz de rigidez
possul uma estrutura tridiagonal por blocos. Assim, podemos re -

solver o sistema linear (11) pelo metodo de decomposicao de Cho-

leky, para sistemas tridiagonais por bloces.

Para construirmes a matriz de rigidez, vamos introduzir a

nogao de submatriz de rigidez.

Submatriz de Rigidez

Seja n:O:xl < Ky € el X = 1 uma particao regular do in-
tervalo [0,1], isto &, Xi,1 — %5 = h., Vamos definir a base para
o espago de aproximacgoes Vh em cada elemento {xi, xi+l] para

i=l,...,{n-1), a partir de uma nova enumeracac das fung¢oes de Her

mite cubicas. Definimes as fungoes da base da seguinte forma

¢l(x) = (x—xi;l)z.[h + Z(X—Xi)]/h3
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1,...,{n-1), assim temos as seguintes

_ 2, 2
¢2(x) = (x—xi).(x—xi+l} /h
b, (%) = (x=x,)2.[h - 2 )1/h°
3(X) = (x-x, .[h - (x—xi+l 1/h
~ 2 _ 2
¢4(x) = (x—xi) .(x—xi+l}/h
para %, < X < X;.4 © i =
configuracgoes:
H
I
H
i
|
|
1
:
Xi i+l
Fig.2.5 Grdfico O (x)

/N

X i Xi41

Grafico ¢

Fig. 2.7 (x)

|

|

[

|

|

1

|
3 1
Xj X141

Fig.2.6 Grdafico 0s{x)

b

X

Fig. 2.8

Xi+1

Grafico Gy (x)
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Com essa nova enumeragao das func¢des da base para o
de aproximacoes, em cada elemento {Xk, Xk%l]' definimos as

tes matrizes elementares a partir de (12} e (13);

X .
k k+1 .,
Kij = ka 93 (x) ¢3(x) dx
k Xyl
Mi] = ka P(X) ¢i(x) ¢j (x) dxz

para i,j=1,...,4. e o vetor elementar

k Xk+

F,o=f 1 f{x) ¢.(x)dx , i=1,...,4 '
" i

i X

onde [Xk, Xk%l] € 0 K-ésimo elemento, X=1,...,(n-1).

Com o auxilio da submatriz de rigidez definida por

no K-ésimo elemento, vamos construir a matriz de rigidez.

um melhor entendimento da construcao da matriz de rigidez a

espago

seguin

(16)

(17)

(18)

(19)

Para

par-

tir das submatrizes de rigidez, vamos fazer uso das seguintes con

figuracoes:
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Fig.

MY e — .

X kel K+2

2.9

Podemos obhservar gue no (k+l)-é€simo. nd as funcoes ¢3(x) e

¢‘4(X)

do k-esimo elemento, contribuem para a solugido discreta jun

tamente com as funcgoes ¢l(x} e ¢2(x); respectivamente, do (k+1) -

ésimo elemento, desse modo,

a matriz de rigidez pode ser construi

da a partir das submatrizes de rigidez seguindoc o esquema abaixo

[ |
I

!

l

+ o+
S |
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para k = 1,2,...,(n-1), analogamente, o vetor ¥ definido em {14)
& construldo a partir do vetor elementar (18) da sequinte forma:
n-2- 2 _n-1

1.2 1 .2 n-1 n-
(F3+Fl),(F4+F2),...,(F3 +F] ),(F4 +F

s 1 1
2}'

Portanto, obtemos um algoritmo para construir a matriz de
rigidez a partir das submatrizes de rigidez, o que facilita a im

plementacdc computacional do método de elementos finitos.

Efeitos da Integracgdao Numérica

Temos que os elementos das submatrizes de rigidez sac da-
dos atraves de integrais e, na sua implementagéo computacional ,
vamos calcular essas integrais numéricamente, portanto devemos
escolher um método de integracac numérica que seja o mais preci
so possivel, para que O erro na integracao numérica nao passe pa
ra a solugaco discreta, acumulando com os errbs de arredondamento
da resolucgao numérica do sistema linear fornecido pelo método de
Galerkin, juntamente com o errc da discretizacao do proprio méto

do de elementos finitos.

Como a base do espacgo de aproximacao vy sao as funcdes de
Her ite chbicas e, como vamos integrar, no maximo, produto entre
as funcoes da base, precisamos de um método de integracao numéri
ca gque seja exato para pelinomios de grau menor.ou igual a seis
e gue utilize de um menor numero possivel de pontos de integra -

gao, para gue seja eficiente computacionalmente, portanto utili-
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zamos o0 método de guadratura Gaussiana com quatro pontos de inte-

gracao.

Para exemplificar, consideremos a submatriz de rigidez defi

nida em (19),

X

k ksl o, , -
Aij = ka (¢! (x) ¢j(x) + px) ¢ (x) ¢j(X)] dx
para i,j = 1,...,4, calculada no K—ésimo elemento‘[xk, Xk+l]’ efe

tuando uma mudanca de variavel,

para t € [~-1,1], obtemos

- Xk 1 - - ~ - ~
AL .= = .f—l{¢1!_(X}¢':|'}(X)+p(X}¢i(X}¢__j (X)1 dat,

X, .-X 4 - -~ - - -
k k+1 Tk .
= W (X ).l (X X ).9,.(X,).¢.(X,)
sy 2}51 pLe1 (X)) e (X J+p(X ). 0, (X)) 0, o
5 =
- X + X X - X
onde, X, - k+1 k . Tk+l k e
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com t2 os zeros do polinomio de Legendre de grau quatro e w2 os

pesos do método de integracao.

Método Frontal

Como foi visto anteriormente, se o espago de aproximagéo Vi,
for gerado pelas fungées de Hermite cubicas, tem-se gue din Vh:2N
onde, N & o numero de nos da malha e, consequentemente o sistema
linear fornecido pelo método de Galerkin possul 2N equagées e uma
estrutura tridiagonal por blocos. Portante a resolugao computa -
cional desse sistema linear torna-se inconvenliente para valores
muito grandes de N, quando temos problemas de escassez de memOria
principal. Porém este problema fica resolvido quando utilizamos

o Métedo Frontal, gue vamos descrever a segulr.,

Para exemplificar, consideremos a submatriz de rigidez defi

nida em (19)

1

k R+l

i3 = fx [PiG0ei00) + plx)g; (x) ¢y (x)Tdx

e o0 vetor elementar definido em (18)

X
R R VS S P
1 X i
k
para i,j=1,...,4, [Xk, Xk%l] & o k-ésimo elemento, para k=1,...,
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Como foi observado anteriormente, no (k+1)-&simo nd as fun-
¢coes ¢ (x) e ¢,(x) definidas no k-ésimo elemento, contribuem para
a solugéo discreta juntamente com as fungées ¢l{x) e ¢2(x) respec
tivamente, do (k+1)-&simo elemento. Portanto, no metodo frontal
vamos definir a submatriz de rigidez no (k+1) -ésimo elemento da

seguinte forma

r k+1 = .k k+1 - _k k+1 k+1
(Ry17 + 233) (A7 + Agy) Ay Ay y
k+1 .k k:1 .k K+l kel
JKeL (A7 + Ays) Ay + A ) A, Ay
! :
K+l ksl
Bgp "rmmrmrrmm o smmmmsmm e By

e definimos o vetor elementar no (k+l}-€simo elemento da seguinte
forma

k+1 k k+1 k k+1 k+1

k+1l
+ Fy), (Fy + Fy)y Fy "1 Fy ]

F = [(Fl

para k=1,...,(N-2),

Agora, o método frontal considera a matriz ampliada Ak K

para k = 1,...,(N-1) e, fazemos a eliminacao nas duas primeiras
linhas, gue ndo sofrem mais alteragdes e, guardamos em um arguivo

de dados. ©No final do precesso teremos no arquivo de dados o sis
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tema linear {(11) na ferma triangular superior. O sistema triangu

lar & resolvido lendo-se do arquivo uma linha por vez.



CAPITULO IiI
0 MODELC MATEMATICO PARA DISPOSITIVOS SEMICONDUTORES

0 modelo matematico adotado para descrever a condugao elé -
trica nos dispositivos semicondutores, gue envolve o fluxo de dois
portadores de carga independentes e opostamente carregados, gue
sao os elétrons de conducgac e as lacunas, consiste em um sistema
de equacoes diferenciais parciais nac lineares, composto por trés
equagdes, a saber, equagao de continuidade para elétrons, equagao
de continuidade para lacunas e a equacac de Polsson gue relaciona
a carga total com o potencial eletrostatico. E fazemos uso de
duas equacbes auxiliares que sao, densidade de corrente para elée-

trons e densidade de corrente para lacunas.

Para descrever as equagoes de continuidade e a equagao de
Poisson, vamos c¢onsiderar que as concentracdes de elétrons e lacu
nas sdo funcdes da variavel espacial X = (X;,X,,%3) € > e da va
riavel tempo, isto &, temos nix,t) e plx,t).

A velocidade de variacdo das concentracoes de portadores de
carga & expressa mediante a eguagac de continuidade dos portado -

res:
Equagio de Continuidade para Elétrons

3

an(x,t) _ 1 div J_(x,t) + G(x) + Rin,p) (1)

at o]
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Equagao de Continuidade para Lacunas

+ . -
apix,ty _ 1 div Jp(x,t) + G{x}) + Rin,p) {23
at q
Equagac de Poisson
g div grad y(x,t}) = g (n(x,t} - plx,t) -~ ND(x)) (3)

Equacoes Auxiliares
Densidade de Corrente para Elétrons

+ -~
Jn(x,t) = q(un nix,t) E(x,t) + D, grad n(x,t)) (4}

Densidade de Corrente para Lacunas

- -

Jp(x,t) = g (up pi(x,t) E(x,t} - Dp grad p(x,t}) (5)

As equacoes (1) e (2) expressam as velocidades de variacdo
do numerc de portadores de carga devido aos processos de geragido

e recombinacao, assim como devido a existéncia da difusaoc e deri-

va dos portadores de carga. O termo G(x) representa a geracao de
pares eléetrocns-lacunas devido aos processos térmicos e as acoes
externas, por exemplo, a radiacao de uma fonte de luz. O termo

R(n,p) representa a taxa de recombinagao de pares eléetrons-lacung
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gue tem por objetivo restaurar o estado de equilibrio.

A equacao {3) nos fornece um balango da densidade de carga,
onde a funcgao ND(X), que depende somente da variavel espacial, re
presenta a densidade de impureza ionizada no material semicondu -

tor intrinseco, isto e,

ND(x} = Nd(x) - Na(x)
onde Nd(x) & a densidade de Ions doadores imoveis, devido a ioni-
zacao de atomosg de impureza doadora gque produz elétrons de condu-
cao e cargas ionicas positivas imoveis, Na(x) é a densidade de
ions aceitadores imdveis, devido a ionizagao de atomos de impure-—
za aceitadora gue produz lacunas e cargas idnicas negativas imbd -~

veis.

Nas equag¢oes auxiliares (4) e (5) o primeiro termo corres -
ponde a uma densidade de corrente associada a deriva, devido a um
campo elétrico externc e, o segundo termo corresponde a uma densi
dade de corrente associada a difusao, devido a um gradiente de ca
centracao dos portadores de carga. Ha muitas situacoes em gue um
campo elétrico e gradiente de concentracao de portadores estao pre-
sentes, simultaneamente, em um semicondutor. Para situacobes que
se afastam pouco do equilibrio, € razoavel supor que a densidade
total de corrente de elétrons, ou de lacunas, seja uma combinacao
linear de duas componentes de densidade de corrente - uma produzi

da por deriva e outra por difusdo. Assim, a densidade de corren-
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te de elétrons e a densidade de corrente de lacunas resultantes po
dem ser descritas pelas equagoes (4) e (5). Tal descrigdo do movi
mento de eletrons e de lacunas em situacao de desequilibrio, em
termos de uma combinacac de deriva e difusao, pode ser justificada
em detalhes usando conceitos e técnicas da mecanica estatistica ,
mas vamos adotar como sendo um postulado, a descrigao feita acima
das correntes de eléetrons e lacunas, inclusive as definigdes de mo

bilidade e difusaoc.

Tanto a difusao como a deriva sao manifestacgdes do movimento
térmico aleatdrio dos portadores de carga. Conseqglientemente, a mo
bilidade y e o coeficiente de difusao D nao sac independentes.Mais

precisamente, entre eles existem as relacgoes

%o _ kr 6)
up = )

D_nzBI (7)
¥n q

Estas equacdes sdo conhecidas come relac¢Oes de Einstein. A cons -
tante de proporcionalidade KT/g, que tem unidade de tensao, & deno

minada tensdo térmica. Os fatores que aparecem na tensao térmica

sao:

K = constante de Roltzmann {Joule/OK}
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carga do eletron (Coul)

e
i

Temperatura absoluta (°K) ’

+J
I

em temperaturas proximas da temperatura ambiente normal, a tensao
térmica vale cerca de 25 mv.

As relacgoes de Einstein podem ser inteiramente justificadas
se forem consideradas as implicagoes da mecanica estatistica para
a situagao de equilibric, em um semicondutor dopado nao uniforme
mente. De acordo com a orientacao anterior, adotaremos tais rela
¢oes como postulados.

Substituindo as equagoes auxiliares (4) e (5) nas equagoes
de continuidade (1) e (2) e dando condicOes iniciais e de frontei
ra, temos © secguinte Problema de Valor Inicial e de Fronteira pa-

ra Dispositives Semicondutores:

equagdo de continuidade para elétrons

n{x,t} _ D div grad n - W div{n grad y) + G(x) + R(n,p) {8}

2t
equacao de continuidade para lacunas

ap(x,t) _ Dp div grad p + up div (p grad ¥) + G(x) + R{n,p) (%)

ot
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equacac de Poisson

e div grad ¥{x,t} = qin(x,t) - p(x,t) - Ny(x)) ' (10)
as fungoes n, p e ¢y sao definidas em ax(0,T), onde § & um aberto
de H{3 com bordo regular 30 e, ND(X} e uma fungaco definida somen-—

te em Q@ , H8lder continua.

Condig¢oes de Fronteira

as funcgoes n, p e ¥ sac especificadas em an x(0,T) ’ (11)
> = -

n.grad n(x,t) = n.grad p(x,t) = n.grad y(x,t) = 0 (12)
en 892 %x(0,T) ,

onde n & o versor normal ao bordo M, e supomds gue o bordo 30 po

2
de ser representado na forma 30 = aﬂl U CHPE
Condicoes Iniciais
n{x,0) = n_(x) e p(x,0) = p_(x) (13)

O O

- - 2 .
para x € g, as funcoes no(x) e po(x} sac de classe CT () e estri-
tamente positivas, satisfazendo as condigoes de fronteira (11} e

(12).
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Para um dispositivo semicondutor, uma juncaoc, por exemplo ,

a condicao de fronteira (11) nos diz gue as densidades de elétrons

e lacunas e o potencial eletrostatico sao especificados nos conta

tos (aﬂl) e, a condigac de fronteira (12} nos da uma condicac de

isolamento das partes do bordeo entre os contatos (392).

Neste trabalho de tese vamos assumir as seguintes hipdteses

simplificadoras:

ii.

iii.

iv.

consideramos o dispositivo scemicondutor em rcgime permanente

e unidimensional,

desprezamos os efeitos térmicos, isto &, vamos trabalhar na

o]

temperatura ambiente T = 300 7K,

como o objetivo do trabalho & simular uma junc¢ao pn, podemos
considerar ausente o termo de geracac de portadores de carga

devido uma radiagao externa,

consideramos constante os coeficientes de difusao e os coefi

cientes de mobilidade,

o termo de recombinacao sera expresso da seguinte forma

Rin) = - (n(x) - n_) {14}

(15)

1
!
)
]
|
U

R{p)
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onde, n, = densidade de clétrons em equilibrio,
P, = densidade de lacunas em eguilibrio,
T Tp = tempe de recombinacic para elétrons e lacunas res -

pectivamente.

Portanto, o modelo matematico para descrever a conducao elé
trica nos dispositivos semicondutores fica descrito pelas seguin-

tes equagoes:
equacao de continuidade para elétrons

D n"(x) - [n{x) Pix)]"' - [n{x) - n_1
n Hn ¥ 0 -0 (16)

T
n

equacao de continuidade para lacunas

D_ p"(x)} fp(x) wix)1' - [p{x} - p
p Pixb rou, 1P W P ol _ 0 (17)

equacao de Polsson

e " (x) = g [n{x) - plx) - ND{X)] ' (18)

para x  [0,a].
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A condigao de fronteira para as densidades de elétrons e la
cunas e imposta de modo que naoexistam portadores de carga em ex-
cessc nos contatos, isto &, estamos considerando o equilibrio ter
modinamico na fronteira. Podemos expressar esta condicio da se -

guinte forma:

n(0).p(0) = ny (19)
2
nf{a).pla} = ny (20)

onde n; & a densidade de portadores de carga no semicondutor in -~

trinsecc nao degenerado.

A Normalizagao das EquagOes

Antes de dar inicio a uma analise do modelo e conveniente
colocar as equagdes em uma forma nac-dimensional, usando ©s seguin

tes procedimentos:

Para a variavel independente x que possui uma unidade de

comprimento vamos usar LD como fator de normalizacgac, definimos

onde L & denominadc comprimento de Debye. Para n (x)

D

Il
qﬁh
=
=
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e p{x) gque representam as dcnsidades de clétrons e lacunas respec

tivamente, usaremos n, como fator de normalizacao, definimos

n{x) = n, n (x)
p(x} =n, p (x) ,
analogamente para ND(X), n,ep., portanto temos

Para ¢ (x) gque possui uma unidade de volts usaremos a tensac térmi
ca KT como fator de normalizacao,

g

i) = X2 T,
d

e para os tempos de recombinacao T, © Tp vamos usar a seguinte nor

malizacao

-
I

) lcﬁu
-

oo
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Substituindo as variaveis normalizadas nas eguacgbes (16},
(17) e (18} e com uma manipulacdo algcChrica, obtemos o modelo nor

malizado:

equagao de continuidade para elétrons

PR | d ME) &1L BE) -6 -0 (21)
a2 dx ax T

equacao de continuidade para lacunas

¢pE) ,a pG) dUE 11 . p(xh- Bl = 0 (22)

.2 — - —
adx dx ax )
o

equacao de Poisson

2_____
a3 % - 3R - N (X . (23)

ax®

Juncac pn Abrupta Simétrica

O modelo matematico descrito pelas equacbes (16) - (18) si-

mula varios tipos de dispositivos semicondutores, entretanto, por
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simplicidade vamos considerar uma juncao pn, isto &, regides do
semicondutor em que uma distribuicdo nac uniforme de impurezas
da lugar a uma mudanga essencialmente abrupta de um material ti-
po p para um material tipo n. A fig. 3.1 mostra a estrutura fi-
sica de uma juncao pn.

plane da jungdo

reqido p regido n

p>>n n:>p

Fig. 3.1 Jun¢do pn

Consideramos uma juncao pn idealizada, na gual a variacgao
da concentragao de impurczas ocorra abruptamente, como ilustra a
Fig. 3.2. VNeste grafico fol representada, em:funci3o da distadn -

cia, a concentragao efetiva de impurezas Ny(x)} que é definida pa

» = - .
Ny (x) N {x) N, (x)

De acordo com a definicao acima, ND(X) & positiva em um ma
terial tipo n e negativa em um material tipo p. Indicaremos as
concentracdes cfetivas de impurezas das regloes homogéneas tipo

p e tipo n por -N_ e N respectivamente,

df



|
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Ng
regido n
- —-E’;’:-—X
0
regiao p
-Na
Fig. 3.2 -~ Distribuigdoc de Impurezas numa Jungao pn
onde, N_ = densidade de impureza aceitadora ionizada
Ng = densidade de impureza doadora ionizada,
portanto, temos gue
J N4 , regiao n
= 24
ND(X) ) (24)
ﬁNa ; reglraoc p.
Assim as equacgbes (16} - (18) simulam uma jungao pn gquando a
fungao ND(X} & definida por (24). Dizemos gue a juncio & simétri-
¢a guando Na = Nd'



CAPITULO TV

0 METODO DE ELEMENTOS FINITOS NA SIMULAGAO

DE DISPOSITIVOS SEMICONDUTORES

4.0 INTRODUCAC

Neste capitulo vamos utilizar o método de Galerxrkin para en -
contrar uma solugac discreta para o sistema de equacdes (21}-(23)-
Capitulo ITI. Portanto vamos definir o problema de valor de fron
teira para dispositivos semicondutores em um subespaco de dimen -

sdo finita V, do espago de Hilbert H' (g), com g= [0,a] € R. Mais

cspecificamente, para cada subeSpagd Vh de Hl{ﬂ), associamos o]
problema discreto: encontrar T L N = Vy, que satisfagam o}
sistema de eguacoes,

é¢ﬁ(x)vh(x)dx =IQ(nh(x) - ph(X) - Ny) vh{x)dx (1)

fﬂnﬂ(x}ﬁh{x]dx *fg[nh(x}wﬂ(x)]'vh(x)dx— L fQ[nh(X)—nO]Vh(x}dX:O {2)

Tn

fﬂpﬂ(X)Vh(X)ﬁX+In[ph(X)wﬁ{x)]'Vh{x)dx B S o Ipy (X)=p Ivy (x) @x=0 (3)

T

p

para toda Vi € Vi isto &, estamos procurande uma solugao fraca
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discreta para o sistema de equagoes diferenciais ndo-lineares gque

rege os dispositivos semicondutores.

Seja {¢j{x)}?zl uma base para O espago Vh, cntéo as fungoes

n € V, s3o escritas na forma

h' Pn € ¥p h

m
n_(x) = ¥ n. ¢$.{x) (4}
h j=1 3
m
PRix) = 1 Ps og4(x) (5)
m
b (X} = oy e (X) (6)
h j=1 3 3
para ¢j(xi) = 6ij' onde ™ : 0 = Xy<...< X = @ € uma particao re
gular do intervalo [0,a}l, isto &, ®i,1 — ¥; = h.

0O Método de Galerkin exige que o residuo para a solugac dis

creta seja ortogonal ao subespacgo Vh = span {¢j(x)}? 0 ¢gque e

=1’

equivalente ac sistema de eguacdes (1) -~ (3). Neste caso, o méto
do de Galerkin nos fornece um sistema nao-linear com 3m equagoes

nas variaveis n My v Ppr---rPy o wl,...,wm, gue vamos resol-

prece

ver pelo método de Newton.
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4.1 AS EQUACOES DO METODO DE GALERKIN

Como o sistema (1) - (3) e valido para toda funcao vy € Vo

cm particular, € valido para toda funcao ¢i(x) pertencente a base

de Vh' Assim o sistema (1) - (3) pode ser reescrito da seguinte
forma:
IQwﬁ(x) ¢, (x)dx =IQ[nh(XJ - pp{x) - N ¢, (%) dx .

integrande por partes o lado csguerdo, temos gue

J by (%) ¢4 (%) dx ¢ﬁ(x)¢i(X)iz =g wh ) 6] (x)ax

Q

= =7l ) o] (x) ax

para i=2,...,(m-1} , pois_¢i(o) = ¢i(a) =0 ' assim obtemos a

seguinte equacgao
IQ¢£[X)¢i{x}dx + fﬂ[nh{x)-ph(x)]¢i{x}dx - NDIQ¢1(X)dx = 0, (7)

nsando o mesmo procedimento para a egquacgao(2), obtemos

H

£onp () e, (hdx — FoTng G a1 ey (x)@x — == f_np (x)-n ] gy (x)dx=

T
n
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fazendo integracao por partes, vem que

a
FoPp (%) ¢y () dx = ) (x) 8, (x) ]O = fon) (x) 8! (x)ax
= HIQ nﬁ(x)¢i(x)dx
a
fg[nh(X)$ﬂ(X)]'¢i(X)dX = nh(x)wﬁtx)¢i(x) |O ~fﬂnh(x)¢ﬁ(x)¢i(x)dx

= = SR gy () g) {xddx

para i

1l

2,0+, (m-1), pois ¢i(o) = ¢i{a} = 0, assim obtemos a se
guinte equacao

1

fgnh(x}¢g(x]¢i(x]dx «fgnﬁ(x}¢i(x}dx - = IQ[nh(x)—nO]¢i{x]dx=048)

usando © mesmo procedimento para a equacao (3), obtemos

fgpﬂ{x)¢i(x]dx+fg[ph{x)wﬁ(x}]‘¢i(x)dx - fﬂ[Ph(x}—pO]¢i(x)dx:0

T

P

fazendo integragac por partes ¢ usando o argumento anterior, te-

mos gue
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fnpﬁ(x)¢i(x)dx = “fgpﬂ(X)¢i(X)dx

;

oy (K1e) )1 'e, (x)dx = —f

9 ph(x)wﬁ(X}¢i{X)dx

para i = 2,..,,(m-1), assim obtemos a seguinte equacao

IQph(X)wﬂ(XJ¢£(X)dx+fﬁpﬁ{x}¢i(x)dx NS fg[ph(x]~p01¢i{x)dx:0 (9}

T

p

A5 equacdes do méetodo de Galerkin sao obtidas pela substitui

cao das fungoes nh(x), ph(x) e wh{x) cscritas na forma {4) - (6 )
nas equagoes (7) - (9).
Equagido de Poisson: substituinde (4) — (6} em (7) obtemos o

seguinte sistema linear

3

m m .
b : : ! D . . dx -
i wj fﬂ¢l{X)¢](X)dX + jfl (n] pj) fﬂ¢l(x]¢j(x} be
- ND f ¢, (x)dx = 0
para i = 1,...,m. Vamos definir as segulintes matrizes
Kij = fQ¢i(X} ¢j(x)dx (10}
i foty ) ¢j(x)dx {11)
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para i,j = 1l,...,m e o vetor
F, = fﬂ ¢i{x} dx (12)
para 1 = 1,...,m. Assim, o sistema lincar pode scr reescrito da

seguinte forma:

M, (nj - p.) - N, F. =0 (13)

Equacdo de Continuidade para Eletrons: substituindo (4)-(6)

em (8), obtemos o sistema nao-linear

m m T
b n. x4l (%) e (x)dx -~ n. {x) 4! ix -
o1 ki1 3 vk Tet SR 351 U3 Taeit ey b o
1 m e
- = jil Dy oS ¢i(x)¢j(X)dx g 0y (X)dx = 0
n Tn
para i = 1,...,m. Vamos definir a matriz
— ' » 1 o
Hijk = IQ ¢i(x) ¢j(x) Ok () dx (14)
para i,j,k = 1,...,m. Assim o sistema nao-linear pode ser rees -

crito da seguinte forma:



m m m
T T H,., n. ¥ - 1§ (K..+M,./1 )} n. + (n/T ) F, =0 {15}
521 k=1 ijk 73 "k 521 i 77ij" n J o' n i
para i = 1,...,m,
Eguacao de Continuidade para Lacunas: substituindo (4) - (6)

cm (9), obtemos o sistema nao-lincar

m om m
) LopL St (x) bix)e ! x)Ax + ¢ p.f_¢l{x)¢'(x)dx +

5.1 k=1 ) X % J k jo1 31 ]
1 m

P jil Py fg¢i(x}¢j{x)dx - pO/Tp fq b, (xiéx = 0
p

para 1 = 1,...,m., Fazendo uso das formulas (10), (11}, (12) e

(14) o sistema nac-linear pode ser reescrito da seguinte forma

m I m
5y Pk Pyt jfl{Kij*Milep’Pj " (g /rph¥y = 0 (o)
para i = 1,...,m.

Agrupande os sistemas (13), (15) e (16) obtemos um sistema
nao-linear com 3m eguac¢des nas variaveis MycesvsNy Pyse-iPp '

wl,...,wm, gue vamos reescrever da seguinte forma:



L

1 - =
Gi (n, p,
m
= 5 K,.
j=1
2
G: (n, B,
m m
= L z
j=1 k=1
G‘:_’ (n, B,
m m
= L b3
3=1 k=1
para i =

e vamos denotar o gistema

63

=
m
¢j + Mij (n., - p]} - ND Fl = 0
J=1
o=
I
1. . ! .. .. .
Iljk n] b jfl ( i3 + Mlj/Tn]nj + (no/rn)Fi
o=
m
+ £ (R, M, . Jp. - .
i P Yy . iy * lj/rp Py (pO/TP)Fl
1,...,n, onde estamos usando a notagao
n = (ny,...,n) € r™
m
B = (pyso--spy) ER
a3
V= (U, 0) ERT

{17} na forma compacta

i

(17)
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G {n, i)r )
> - + > -
G(h, b, V) = 2@, B, D -0 . (18)

Portanto o problema de encontrar uma solucao discreta para o
sistema de equacoes diferencials nao lineares, que rege a condu -
¢ao eletrica nos dispositivos semicondutores, pelo método de Ga-
lerkin, fica reduzido 3 resolugao do sistema nidc-linear (17) com

3m eguagdes, gue vamnos resolver pelo método de Newton.

4.2 O METODQ DE NEWTON

Vamos resolver o sistema nao-linear {17) pelo método de New-

ton,
¢ @™ .3 = -c@YH (19)
onde G'(zx) & o Jacobiano do sistema e
ﬂa - an+l _ gn )
o 3m
com o = (nl,...,nm, Ppsee=rPpy wl,...,wm) € R .

0 Jacobiano G'(z) é escrito na formas



onde

D

.
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K, .
i3

mact st a6l
+ >
an ap gy
¢t = | 26° 6% 36”
oF > >
an &P 3
3 3
267 oG 2G
L 5n 3 o -

(20)

{21}

(22}



=

3
Gy

aP

(Kj_j + I'E/T )

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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3 .o 3 .
EfG 0([3:13_, ,Gm } aCJJB_
a3y 500y sy 3%
m
= 7§ H,, . op {28}
ko1 iky vk
para i,3 = 1,...,m.

4,3 UMA BASE PARA O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

A precisao da solugado discrveta depende em parte da cscolha &
base para o espago de aproximacao Vh. Neste trabalho escolhemos
vy, como sendo o espago vetorial de dimensao finita constituldo

das fung¢ces polinomiais por partes de Hermite cubicas, isto &,

Vv, = span {¢Ol{x),...,¢om(x), ¢ll(x),...,¢lm(X)} '

e por simplicidade vamos usar a seguinte enumeracao das fungoes

da hkase:

toi () = 9y 5 (x)

$.,{x) = ¢

.2i(X)

pera 1 = 1,...,m. Portanto as fungoes Ny Py © wh e Vy 2230
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cscritas na forma

2m
n_{x}) = I n. é.(x) (29)
h j=1 J ]
2m
py (0 = ]El P éj(x) (30)
Zm
wh(X) = jil wj ¢j(x} (31)

Sabcmos gue as fungoes da base possuem as seguintes proprie-

dades, como ilustra a Fig. 4.1,

= &
211 (y) ij
L
I e
<
1 -
¢2i(xj) = Gij
para i,j = 1,...,m, portanto, temos que
n.,. = n, (x,)
2i~1 h'7i

Noy = n'(xi) (32}
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para 1 = 1,...,m, analogamente para as funcgoes ph(x) e @htx).

(a}  rungdo (glx) {b) Fungao &y (x}

Fig. 4.1 - Tuncoes de Hermite Ciubicas

Todiraes concluir da relacao (32) que para csda solucgao dis -
creta temos duas incdgnitas em cada no co%rcspondente as funcgoes
¢Oi(x} e ¢li(x). Assim guande utilizamos as funcgocs de Hermite
cibicas como base para o €spago de aproximagao, O sistema néo -

linear (17) possul 6m equacdoes com 6m variaveis, onde m &€ O nume-

ro de nds da nossa malha.



CAPITULO V
PROBLEMAS RESOLVIDOS

5.1 CONDIQGES DE EQUILTBRIO NUMA JUNCAO pn

Consideramos wuma juncao pn idealizada, na gqual a variacao da

concentracao de impurezas ocorra abruptamente, como mostra a Fig,

3.2. Tomamos a juncgdo pn ho seguinte referencial

A

Fig. 5-1 - Jungdo pn

Nos problemas resolvidos consideramos jungoes pn abrupta si-

métrica de germanio (ou silicio) com as sequintes caracteristicas:
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PERAMETROS CERMANTO STL.ICIO
a 2 1Oh4 om 2 b ]li_4 om
n, 2. 1073 en™? 1.5 x 107° ca™?
Mo 3, 103 vmz/v.sec 13.5x 102 cmz/v.sec
Mg 1. 103 Lmz/v.sec 4.7 % 102 cmz/v.sec
P, 1 102 cmz/sec 3.5 x 10 Lmz/sec
DP 5 10 Cm2/sec 1.2 x 10 cmz/sec
Ly 8 1077 cm 3 % 1072 cn
T 1 107° sec 1 x 1077 sec
TP 1 10“5 sec 1 X 10_5 sec

2s condicdes de contorno foram consideradas do seguinte modo:

a condicdo de contorno para as densidades de elélrons e lacunas &

imposta de modo gue nio existaom portadores de carga em exCesSso Nos

D1

contatos, 1sto



2
nf{o) . plo) = ny (1)
i 2
n{a) . pla) = ny ; {2)
entao no contato % = 0 gue ¢ wra regido tipo p em gue Ng = 0 e

N 27 n, da relscdo (1) Lomos as sequintes condigoes de conior -

no
n{c) = n? / N (3}
i a
plo) = N, ’ {4)
@ para o contalo ¥ = a gque @ uma regiio tipo n em que Na = 0 e
Ny 772 n,, da relagio (2) twsos as seguintes condigdes de contorno
n{al = N 5
(@) = N (5)
nia) = n? / N . (e}
x i a

Eim condigdes de equilibrio, isto &, ndao tendo tensio aplica-
da & juncdo, sabemos que as densidades de corrente para eleétrons

amente, desse fato podemos obter

£

¢ lacunas devem anular-se scpara
relagoes entre as densidades de portadores de carga em eguilibrio
@ o0 potencial eletrostatico, essas rela¢oes sac daedas por ( ver

ref, [31)

pi{x} = == an (n(x) / n.) (7)
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Desse wodo, a condigao de contorno para o potencial elelros-

tatico pode ser escrita da scguinte forma:

vio) = XL sn (n(o) / n.) {9}
S

o(2) = ¢n (nta) / n,) ' (10}
g

onde n{o} ¢ n{a} sao dadas pelas cgs. {3} e (5).

Para sitvacac de eguilibrio chiivemos as densidades de elé -

trons e lacunas com um conportamento gualitativo ilustrado rela
Fig. 5.2 e o comportamcnto gualitativo do poteoncial eletrostatico

ilustrado pela Fig. 5.3.
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r
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Fig- 52 - Concentracto de Dottodorcs i Fauilibrio

Y
A

Fig. 5.3 - Potencial Eletrostdtico
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CORDICOES DX DESEQDITISARIO NUMA JUNCAO pn

(W]
[y

Um outro preblema de interesse, € o estudo do comportamento
fisico interno de uma juncio pn, guando a situacio de eguilibrio
& perturkhda. Vemos considerar copecificamente o caso de uma va
riacao da altura da barreiva de potencial, isto &, ¥{a) - ¢ {o) .
Tal variagao pode ser cousada pela splicacio de vma tensao 1nos
contatos fixados nos extrowmos das regices wipo p o tipo n,

Tma tensao gue Lorna o terminal da regido Tipo p omais posi-
tivo em relacao a@o terminal da regido tipo n, reduz a barrcira
de pofencial, ¢ denominada tensio dircta e dizowos gue a  juncéo

csta diretanmente polarizada. Por oultro lado, uma tensao com po-

larizsgso oposta suncnta a barreira de potencial e dizemcs que a

jungfo esta inversamente polarizada,
Feta condigao de deseguilibrio na juncio pn pode ser descri

ta pelas seguintes condigdes de contorno:

49 condicoes de contorno para as densidadeg de elétrons e lacu -

nas ficam as mesmas dadas pelas cguagoes {3) - (6. A condicao

de contorno para O potencial eletrostatico é dado da sequinte

forma:

wlol = — in (nfo) / n;) (11)

vla) = —Vj . A2 gn (nia) / n.) ' (12)



cnde V, @ a teénsao aplicada a juncioc. Temos gue, pora V. positi-

vo corresponde uma polarizacco diveta da juncio pn e pava Vj nega

tivo corresponde a uma polarizacio inversa da juncio pn.

FPara a sifuacac de descguilibrio foram Teiltos varios testes
Losando para velores da tensao eplicada a jungao Vj = 25 mv, 50 v,

75 mV e variando as densidades de dwpurezas aceitadora (Na] c doa

4
dora {N,) Em Ltodos os problemas considereinos um Junca i
oI a’- I IR ; JEENRR N O e HAYE SUONMSBACC s 1uuma Jungao j_g]"l
shivpta sinctrica, disto &, N, = N . Qs vesuliados obtidos faram

d 3

-

satlisfatlorvies, pelo menos, de um nonto de vista gualitativo.

5.3 CONCLUSOES E sucrEstins

Podewos dizer que a aplicacio do metodo de elerentos finitos
ao probluema de valor Jnicial e de fronteira para dispositivos sc-
micondutores é um procadimento Gftil, o gual nos leva scmpre a ro—

sultados satisfatdorios. Nos problemas resolvidos tiveamos uma

convergeéncia guadratica do método de Newbton para valores de N,

Ng proximos da concentragzo intrinseca e uma convercéncia linear
3 i 4 3 3 2 i
gquando N = Ny = 10" x n, e tendo uma nao convergéncia para N_ =
L=

Ny m™uito major que a concentracao intrinseca.
Para trabalhos fuluros, ra simulagao de Juncoes pn abruptla

simétrica, podumos dar as scguinles sugestoes: do ponto de vista

. . :
fisico podecmos considerar que:

A

i. 23 densidades de clétrons e lacunas variam tanio na diregao



"l
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X como na dire¢do y, isto &, caso bidimensional;

-
[

os coeficientes de difusao e mobilidade sejam funcdes das den
sidades de impurezas ionizadas no material semicondutor in ~

trinseco;

iii. o termo de recombinacdc seja expresso por

2

n(x) p(x) - ny

R(n,p) =
T(n(x}) + pix) + 2ni)

Podemos também simular uma célula solar, bastando para isso
considerar o termo G(x), que representa a taxa de geracao de pa-
res eletrons-lacunas devido uma radiacao de uma fonte externa ,

nas equacgoes de continuidade para elétrons e lacunas.

Do ponto de vista do método de elementos finitos podemos con

siderar o espaco de dimensdo finita Vh gérado por fungdes "gplines

[

cibicas, fungdes quadraticas ou funcles lineares.

Do ponto de vista matemdtico, a andlise da existéncia e uni-
cidade da solugao para o sistema de equacoes diferenciais par -
ciais ndo-lineares, gue rege a condugaco elétrica nos dispositivos
semicondutores, bem como a dependéncia continua dos dados iniciais,
esta feita no trabalho de Mock, M.S. [5], para o problema nao -
estacionario, Para o problema estaciondrio a andlise de existén-

cia e unicidade esta feita publicacao de Mock, M.,S, [f], onde o



autor despreza o termo de geragac 2 O termo de recombinagao de
pares elétrons - lacunas, fato que deixa o modelo fora da reali-

dade dos dispositivos semicondutores.

A analise da existéncia e unicidade, bem como o estudo da
dependencia continua dos dados iniciais, para o problema estacio
nario no qual consideramos os termos de geracdo e recombinagdo ,
pode dar origem a um novo trabalho de tese, tendo em vista que nio

existem publicag¢oes neste sentido.
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APENDICE I

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

NA SIMULACAO DE UMA JUNCAO pn ABRUPTA

Fizemos a implementagdo computacional do Método de Elementos
Finitos, através do método frontal,para simular uma jungdo pn, na
qual o espa¢o de aproximagdo foi gerado pelas fungdes de Hermite
cubicas. O programa foi implementado em FORTRAN IV, e possui a

seguinte estrutura,

Programa Principal

VIMN FESDS FERMI AMPER

MEG

SHAPE DSHAPE
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A seqguir vamos descrever o programa principal e cada uma das

subrotinas, em ordem de chamada.

DDSC

DRP

DES

DED

DLS

e

PROGRAMA PRINCIPAL
Descricao dos Parametros de Entrada

variavel real, precisdo dupla, indicando a dimensdo do

dispositivo semicondutor, em centimetros.

variavel real, precisd3o dupla, indicando a dimensdo da

regido tipo p, em centimetros.
variavel inteira, indicando o numero de nds.

variavel real, precisdo dupla, indicando a densidade de
eletrons no contato da regiac tipo ﬁ, em n? de portado -

res por centimetro cibico.

variavel real, precisao dupla, indicando a densidade de
elétrons no contato da regiao tipo n, em n? de portado -

res por centimetro cébico.

variavel real, precisao dupla, indicando a densidade de
lacunas no contato da regiao tipo p, em n? de portadores

por centimetro cubico.



DLD

TAJ

ACEPTE

DONOR

M

IC

T
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variavel real, precisao dupla, indicando a densidade de
lacunas no contato da regiao tipo n, em n? de portadores

por centimetro cibico.

variavel real, precisdo dupla, indicando a tensdo aplica

da & juncao, em volts.

varidvel real, precisao dupla, indicando a densidade de
impureza aceitadora ionizada, em n? de cargas negativas

imoveis por centimetro cubico.

variavel real, precisao dupla, indicando a densidade de
impureza doadora ionizada, em n? de cargas positivas imd

veis por centimetro cubico.

variadvel inteira, indicando o codigo do material  semi-

condutor intrinseco - Germanio (IM = 1}, Silicio (IM=2).

variavel inteira, indicando o codigo da aproximacao ini-
cial para o método de Newton - solugao anterior (IC = 0),

uma reta (IC = 1}.

UNICAmMP
BIELIOTECA (ENTRAY



ELET

HOLE

VOLT

FERN
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Descrigao das Variav is Utilizadas

vetor real, precisaoc dupla, de dimensac pelo menos igual
a N. E um vetor de trabalho, que contém as coordenadas

dos nos.

vetor real, precisdo dupla, de dimensao pelo menos igual
a 2N. E um vetor de saida, que contem a densidade de
elétrons em cada né (ELET (2I-1)) e a sua derivada (ELET

(21)).

vetor real, precisao dupla, de dimensao pelo menos igual
a 2N. E um vetor de saida, que contém a densidade de
lacunas em cada no (HOLE (2I-1)) e a sua derivada ( HOLE
(21)) -

vetor real, precisdo dupla, de dimensao pelo menos igual
a 2N. E um vetor de saida, gue contém o potencial ele-
trostatico em cada no (VOLT (2I-1)) e a sua derivada

(VOLT {2I)).

vetor real, precisio dupla, de dimensaoc pelo menos igual
a N. E um vetor de saida, que contém o nivel guase-Fer-

mi para elétrons em cada no.



FERP

CURR

CPCST

DEBYE

TENTER

VS

L)

LR}
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vetor real, precisao dupla, de dimens&o pelo menos igual
a N. E um vetor de saida, que contém o nivel guase-Fer-

mi para lacunas em cada no.

vetor real, precisdo dupla, de dimensdo pelo menos igual
a N. E um vetor de saida, que contém a densidade total

de corrente.

vetor real, precisao dupla, de dimens3do igual a 2. E um
vetor de trabalho, que contém a densidade dos portadores
de carga no semicondutor intrinseco - Germinio {CPCSI

(1)}, Silicio (CPCSI (2)).

vetor real, precisao dupla, de dimensao igual a 2. E um
vetor de trabalho, que contém o comprimento de  Debye -

Germanio (DEBYE {(1}), Silicio (DEDYE (2)).

varidvel real, precisfo dupla. E uma varidvel de traba-

lho, indicando a tensao teéermica, em volts.

varidvel real, precisao dupla, indicando o potencial ele

trostatico no contato da regiao tipo p, em volts.

varidvel real, precisao dupla, indicando o potencial ele

trostatico no contato da regiao tipo n, em volts.
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SUBROUTINE VIMN

Calcula a aproximacao inicial para as densidades de elétrons
e lacunas e para 0 potencial eletrostatico, que serao utilizados
para iniciar o método de Newton. Como aproximagdo inicial  sera

considerada uma reta que liga as condigdes de contorno.
Descricao dos Parametros

X, ELET, HOLE, VOLT, DES, DED, DLS, DLD, VD, VS, N: estio descri-

t0os no programa principal.
SUBROUTINE FESDS

Calcula a solucao fraca discreta para o sistema de eqguacoes
diferenciais nao-lineares, que rege a conduga¢ elétrica em uma jun
¢do pn abrupta simétrica, através do método fgontal. Utilizando
o método de Newton para resolver o sistema nao - linear com 6N
equacdes com 6N incognitas, fornecido pelo método de elementos fi

nitos, onde N € ¢ nimero de nos.
Descrigdo dos Parametros

X, ELET, HOLE, VOLT, ACEPTE, DONOR, DRP, IM, N: estao descritos

ne programa principal.
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Descrigdo das. Variaveis Utilizadas

DELTA : vetor real, precisao dupla, de dimensdo pelo menos igual
a ®N, E um vetor de trabalho, gue contém a solucdo do
sistema linear fornecido pelo método de Newton - equacio

(19} cap. IV.

M : matriz real, precisac dupla, de dimensao igual a 4 x 4,
E uma matriz elementar, onde seus elementos sio defini-
dos a partir da equagao {11} cap. IV.

K : matriz real, precisao dupla, de dimensado igual a 4 x 4.
E uma matriz elementar, onde seus elementos sao defini-
dos a partir da equagac (10} cap. IV.

H : matriz real, precisao dupla, de 'dimensio igual a 4x4x4 .

\

E uma matriz elementar, onde seus elementos sac defini-
dos a partir da equagao (14) cap. IV.

F : vetor real, precisac dupla, de dimensaoc igual a 4. E um
vetor elementar, onde seus elementos sido definidos a par
tir da equacao (12) cap. IV.

A : matriz real, precisdo dupla, de dimensao igual a 12 x 12.

E uma matriz de trabalho, que contém o Jacobiano do siste

ma nao-linear (17) cap.IV, definido em cada elemento fini

to.



SYST

Jacob

BB

AUX
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vetor real, precisao dupla, de dimensdo igual a 12, E
um vetor de trabalho, que contém o sistema ndo - linear

(17) cap. IV, definido em cada elemento finito.

vetor real, precisao dupla, de dimensao igual a 4. £ um

vetor de trabalho, utilizado para construir o vetor B.

matriz real, precisao dupla, de dimensao igual a 4 x 4 .
E uma matriz de trabalho, utilizada para construir a ma-

triz A.

vetor real, precisao dupla, de dimensaoc igual a 6. E um
vetor de trabalho, definido por: BB (I) = B{I), I=7,...,

12.

matriz real, precisao dupla, de dimensio igual a 6 x 6 .
i
F uma matriz de trabalho, definida por: AA(I,J) = A(I,J),

I'J= 7,---,12-

matriz real, precisdoc dupla, de dimensdo pelo menos igual
a 6N x 13. E uma matriz de trabalho, que contém a ma -
triz ampliada do sistema linear (19) cap. IV na forma

triangular superior.



T

IE

IH

iv

vetor

dices

senta

vetor

dices

senta

vetor

dices

senta
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inteiro, de dimensao igual a 4, gue contém os In-
dos coeficientes da combina¢do linear que repre -

a densidade de eletrons em cada elemento finito.

inteiro, de dimensao igual a 4, que contém os in-
dos coeficientes da combinagao linear gue repre -

a densidade de lacunas em cada elemento finito.

inteiro, de dimensao igual a 4, que contém os in
dos coeficientes da combinagac linear que repre-

o potencial eletrostatico em cada elemento finito.

DP, DN, DEBYE, TAUN, CEE, CEL, EPS, TEST: estio descritos no pro-

prio programa.

SUBROUTINE MEG :

Calcula as matrizes elementares M, H, K e o vetor elementar

F, como seus elementos sao dados por meio de integrais, utiliza -

mos quadratura Gaussiana com seis pontos de integracgao.

Descricdo dos Parametros

M, H, K, F: estao descritos na subrotina FESDS.



PHI

DPHI

*n

%0

Descricao das Variaveis Utilizadas

vetor real, precisdo dupla, de dimensdo igual a 6. E um
vetor de trabalho, gue contém 0s zeros do polindmio de

Legendre de grau 6.

vetor real, precisao dupla, de dimensao igual a 6. £ um
vetor de trabalho, que contém os pesos para o métode de

integragao Gaussiana.

vetor real, precisao dupla, de dimensao iguwal a 6. £ um
vetor de trabalho, indicando uma mudang¢a de variavel
por meio de uma transgf. linear, que leva os zZeros do
polindmio de Legendre contidos no intervalo (-1, 1), no

intervalo (0, step).

]
vetor real, precisao dupla, de dimensaoc igual a 4. Cada

uma de suas componentes contém a expressao analitica das
funcGes de Hermite cibicas, descritas no cap. II e ilus

tradas pelas Figs. 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8.

vetor real, precisado dupla, de dimensao igual a 4. Cada
uma de suas componentes contém a expressac das deriva -

das das funcoes de Hermite cubicas.
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SUBROUTINE SHAPE
Contém as expressbes das fun¢Oes de Hermite cubicas.
Descricgdao dos Parametros
X, PHI : estdo descritos na subrotin'a.MEG.
SUBROUTINE DSHAPE

Contém as expressoes das derivadas das func¢des ~de Hermite

cubicas.
Descrigac dos Parametros

X, DPHI : estdo descritos na subrotina MEG.
4

SUBROUTINE GAUSS

Atraves do método de Gauss com pivotamento, efetua a elimina
cao das seis primeiras variaveis da matriz ampliada A|B, que e
construida em cada elemento finito, e posteriormente, essas seis

primeiras linhas serac guardadas na matriz AUX.
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Descriciaoc dos Parametros
A, B : estao descritos na subrotina FESDS.
SUBROUTINE SSLTS
Resolve um sistema linear triangular superior e calcula as
novas aproximacdes para as densidades de elétrons e lacunas e pa-
ra o potencial eletrostatico.

Descricac dos Parametros

ELET, HOLE, VOLT, DELTA, AUX, N: estao descritos =na  subrotina

FESDS.
FUNCTION SUPNOR .
Calcula a norma infinito para um vetor em Rr".
SUBROUTINE FERMI
Determina os niveis quase - Fermi dos eletrons e lacunas.
Descrigdo dos Parametros

ELET, HOLE, VOLT, FERN, FERP, TENTER, N: estac descritos no pro -

grama principal.
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SUBROUTINE AMPER

Calcula a densidade total de corrente na juncdo pn, através

das equac¢oes auxiliares - egs. {(4) e (5) cap. III.
Descricao dos Parametros

ELET, HOLE, VOLT, CURR, IM, N: estao descritos no programa princi

pal.

Descrigdo das variaveis Utilizadas

Q, DN, DP, UN, UP: estdo descritos no prdprio programa.

Obs. 1l: segue em anexo uma listagem do programa.
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