
O MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

NA SIMULAÇÃO DE UMA JUNÇÃO pn ABRUPTA 

Petronio Pulino 

Orientador: 

Prof. Dr.'JOSÉ VITÓRIO ZAGO 

Dissertação apresentada no Instituto 

de Matemática, Estatística e Ciência 

da Computação, como requisito parcial 

para obtenção do título de Mestre em 

Matemática Aplicada. 

Outubro/ 1983 

UN!CAMP 

BIBLIOTECA CENTRAL 



Mas o que foi semeado em 

boa terra e o que ouve e 

compreende a palavra; e dá 

fruto, e um produz cem, 

outro sessenta,e outro trinta. 



ÍNDICE 

Agradecimentos 

Resumo 

Notação 

Capítulo I -Noções do Método de Elementos Finitos ........ 1 

1.0 Introdução ........•................................ 1 

1.1 Um Problema Abstrato ............................... 1 

1.2 Aspectos Básicos do Método de Elementos Finitos .... 11 

1.3 Aplicação do Método de Rayleigh- Ritz ............. 17 

1.4 Um Problema Não-Linear ............•................ 22 

Capítulo II - Implementação do Método de Elementos Finitos . 26 

Capítulo III - O Modelo Matemático para Dispositivos Sernicon-

dutores ...........................••••...•••• 43 

Capítulo IV O Método de Elementos Finitos na Simulação de 

Dispositivos Semicondutores .................. 56 

4. O Introdução . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . • . . . . • . • . 56 

4.1 As Equações do Método de Galerkin .••.......•••....• 58 

4. 2 O Método de Newton ...................•.......•..... 64 

4.3 Uma Base para o Método de Elementos Finitos ••...••. 67 



Capitulo V -Problemas Resolvidos ......................... 70 

5.1 Condições de Equilíbrio numa Junção pn ............. 70 

5.2 Condições de Desequilíbrio numa Junção pn .......... 75 

5.3 Conclusões e Sugestões ............................. 76 

Apêndice I - Implementação Computacional do Método de Ele -

mentos Finitos na Simulação de uma Junção pn 

Abrupta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 

Referências - .............................................. 113 



AGRADECIMENTOS 

À Profa. Ora. Maria Cristina Cunha Bezerra que com sua 

amizade e estímulo contribuiu de forma especial para a conclusão 

do meu curso de Mestrado e pela orientação inicial do trabalho de 

tese. 

Ao Prof. Dr. José Vitória Zago que, com sua orientação 

e amizade, possibilitou a realização deste trabalho de tese. 

A todas as pessoas que contribuíram, de forma direta ou 

indireta, para o desenvolvimento deste trabalho. 

À FAPESP e ao CNPq pelo apoio financeiro. 

Ao Instituto de Matemática, Estatística e Ciência da 

Computação pelos professores, pessoal administrativo e equipamen­

tos que foram colocados a minha disposição. 



O suor fecunda o solo 

e a semente não pergunta 

Brasileiro ou Imigrante 

o importante é o fruto. 

A minha mae Rosa Roncaglia Pulino 



RESUMO 

O objetivo desta dissertação é o estudo do comportamento qu~ 

litativo das densidades de elétrons e lacunas e do potencial ele-

trostático em uma junção pn abrupta. O modelo matemático adotado 

para descrever a condução elétrica nos dispositivos semiconduto 

res, que envolve o fluxo de dois portadores de carga independeu 

tes e opostamente carregados, que são os elétrons de condução e 

as lacunas, consiste em um sistema de equações diferenciais par­

ciais não-lineares, composto por três equações, a saber, a equa­

ção de continuidade para elétrons, equação de continuidade para 

lacunas e a equaçao de Poisson, que relaciona a carga total com o 

potencial eletrostático. Estamos tratando o caso de um dispositA 

vo em regime permanente e unidimensional. 

Aplicando o método de elementos finitos, onde o espaço de 

aproximação foi gerado pelas funçÕes de Hermite cúbicas, para en­

contrar uma solução fraca discreta, para o sistema de equaçoes di 

ferenciais não-lineares, recairnos em um sistema não-linear com 6N 

equaçoes a GN incógnitas, onde N é o numero de nós da nossa ma­

lha. O sistema não-linear é resolvido pelo método de Newton. Co 

mo o sistema possui 6N equações, sua resolução computacional é um 

tanto inconveniente para valores muito grandes de N, quando ternos 

o problema de escassez de memória principal. Porém este problema 

fica resolvido quando utilizamos o método frontal, no qual traba-



lhamas com as submatrizes de rigidez que sao definidas em cada ele 

menta finito, e que neste caso são matrizes de dimensão igual a 

12 x 12. Este procedimento torna o processo de resolução comput~ 

cional mais rápido e utiliza menos memória principal. 

A partir desta análise, podemos encaminhar novos trabalhos, 

com o objetivo de propor um modelo matemático mais eficiente, pa­

ra simular uma junção pn, ou outros dispositivos semicondutores , 

tais como, urna célula solar. 



NOTAÇÃO 

n -densidade de elétrons [n9 elétrons/ cm3
] 

p -densidade de lacunas [n9 lacunas/ cm3 ] 

ni - densidade de portadores de carga no semicondutor intrínse­

co [n9 portadores/ cm 3
] 

ND densidade de impurezas ionizadas no semicondutor intrínse-

co 

~ 

J -densidade de corrente para elétrons [A/ cm2
] 

n 

~ 

Jp -densidade de corrente para lacunas [A/ cm2
] 

R - taxa de recombinação de pares elétron-lacuna [n9 de porta-

dores/ sec] 

G - taxa de geraçao de pares eletron-lacuna [n9 portadores/sec] 

D 
p 

E 

-coeficiente de mobilidade para elétrons [cm2 / V.sec] 

-coeficiente de mobilidade para lacunas [cm2
/ v.sec] 

-coeficiente de difusão para elétrons [cm2
/ sec] 

-coeficiente de difusão para lacunas [crn 2 / sec] 

- constante dielétrica do semicondutor [F/ cmJ 



q - carga do elétron [Coul] 

W - potencial eletrostático [V] 

+ 
E - campo elétrico [V/ em] 

div - operador divergente 

grad - operador gradiente 

L
0 

- comprimento de Debye [em] 

T - tempo de recombinação dos elétrons [sec] 
n 

T - tempo de recombinação das lacunas [sec] 
p 

Na - densidade de impureza aceitadora ionizada 

Nd - densidade de impureza doadora ionizada 

K - constante de Boltzmann [Joule/°K] 



CAPÍTULO I 

NOÇÕES DO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

l. O INTRODUÇÃO 

O termo elemento finito está associado ao fato de que o esp~ 

ço de aproximação e constituído de funções"splines"em uma, duas 

e três dimensões, e através do método de Rayleigh-Ritz, determin~ 

mos a solução discreta para a equaçao em operadores diferenciais. 

Em casos mais gerais utilizamos o método de Galerkin. 

Vamos tratar a formulação do método de Rayleigh-Ritz do pon-

to de vista do método de quadrados mínimos com respeito à norma 

energia. Dessa forma se exige que o operador diferencial seja s~ 

métrico e definido-positivo em um espaço com produto interno V,e~ 

colhido de modo conveniente. 

No método de Galerkin não e necessário que o operador seja 

simétrico e definido-positivo, pois exige simplesmente que o resí 

duo da solução discreta seja ortogonal ao espaço de aproximação , 

isto é, estamos procurando uma solução fraca discreta para a equ~ 

ção em operadores diferenciais. 

1.1 UM PROBLEMA ABSTRATO 

Muitos problemas de física-matemática e em alguns ramos de 
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engenharia, sao modelados pelo seguinte esquema de minimização: 

determinar um elemento u que satisfaça 

J[u] = min{J[v]}, 

VEK 

(l) 

onde K é um subconjunto de um espaço normado real v, com norma 

]] .]~ ,e o funcional J:V-->lR é definido da seguinte forma 

J[v} = a(v,v)- 2f(v) 
' 

(2) 

onde a (.,.) :VxV -->JR é uma forma bilinear simétrica e contínua, 

e f:V --> ~ é uma forma linear continua. 

TEOREMA 1.1 - Se em adição as suposições acima, assumimos que 

i. V e um espaço de Banach; 

ii. K e um subconjunto fechado e convexo de V; 

iii. a forma bilinear a(.,.) e V-elitica, isto 

a > O tal que 

a(v,v) >a 11 vi~ 

e, existe 

(3) 

para todo v E V. Então, o problema (1) possui uma única solução 

u, que também é caracterizada pelas seguintes desigualdades: 
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a(u,v-u) > f(v-u) I 4) 

para todo VEK, isto é, se u é uma solução do problema (1) então 

satisfaz a desigualdade (4) e, reciprocamente, se u satisfaz (4) 

então é solução do problema (1): ou por 

alu,v) > flv) 15) 

alu,u) = flu) 16) 

para todo vEK, se K e um cone convexo e fechado com vértice na 

origem; ou por 

alu,v) = flv) I 7) 

para todo vEK, se K e um subespaço fechado de V. 

DEM: Temos que a forma bilinear a(.,.) 

define um produto interno sobre V, e a norma associada a este pr~ 

duto interno é equivalente à norma [! .[[ V . Portanto V é um esp~ 

ço de Hilbert quando munido da norma definida pelo produto inter­

no. Pelo Teorema de Representação de Riesz, existe um único wE V 

tal que 

flv) = alw,v) ' 
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para todo vEV, de modo que, como a forma bilinear a(.,.) e simé-

trica, temos 

J[v] = a(v,v) - 2 a(w,v) 

= a(v-w, v-w) - a(w,w) 

portanto resolver o problema (1} é equivalente a minimizar a dis­

tância de w ao subconjunto K, no sentido da norma !I . lia = (a (.,)) l/
2

. 

Desse modo a solução u é a projeção de w sobre o subconjunto 

K, com respeito ao produto interno a(.,.) e, pelo Teorema da Pro­

jeção, o elemento uEK existe e é único, já que K é um subconjunto 

convexo e fechado de V. 

w w- u 

K 

u 

Fig. 1.1 

Temos que, a projeção e caracterizada pela seguinte desigua! 

da de 
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a(w-u,v-u) < O I 8 l 

para todo vEK, a qual podemos reescrever como 

f(v-u) = a(w,v-u)- ~ a(u,v-u) 

para todo vEK, o que prova a desigualdade (4). 

w W- U 

K 

Fig. 1.2 

No caso em que K e um cone com vértice na origem, se vEK, e~ 

tão (v+u) E K, repassando v por (u+v) na desigualdade (4) obtemos 

f (v) < a(u,v) 
~ ' 

para todo vEK, o que prova a desigualdade (5). 

Para provar a igualdade (6), fazemos v=D em (4), o que e 
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possível já que OEK, assim obtemos 

a(u,u) < f(u) (9) 

e com v=u em (5), temos 

a(u,u) ~ f(u) (lo) 

das desigualdades (9) e (10), obtemos 

f(u) = a(u,u) 

o que prova a igualdade (6). Reciprocamente, obtemos (4) qua~ 

do subtraimos (6) de (5) . 

Se K é um subespaço, reescrevemos a desigualdade (5) com v 

e -v, já que -vEK, obtendo 

a(u,v) > f(v) 
~ 

e a(u,v) < f(v), 

portanto 

a(u,v) = f(v) 

para todo vEK, o que prova a igualdade (7) _ Reciprocamente, (7) 

implica em (5) e (6). 

c.q.d 
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Dizemos que as caracterizaçÕes (4), (5), (6) e (7) sao forrou 

lações variacionais associadas ao problema de minimização (1). As 

relações (4) e (5) são também denominadas desigualdades variacio-

nais. 

PROBLEMA l. 1 Mostrar que, se u. para i = 1,2 sao soluções 
' 

do 

problema (1) correspondentes as formas lineares fi para i = 1,2 , 

então, 

* 
< 1 11 f1 - f211 ' (11) 

a 

* onde \\ . \\ denota a norma do espaço dual V* . 

PROVA: Como K e um subespaço de V e, u1 , u 2 E K, então (u1-u2) K 

Usando o fato que a forma bilinear a(.,.} é V-elitica, temos 

( 7) 
~ f(u

1
-u2 ) - f 2 (u1 -u2 ) 

< 

portanto 
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a 

c.q.d 

Como a solução u do problema (1) existe, e única (Teorema 

1.1) e depende continuamente dos dados iniciais no sentido da de­

sigualdade {11) , dizemos que o problema (1) é bem posto .• 

Obs. 1.1: No Teorema 1.1 nao e necessária a hipótese de V ser um 

espaço com produto interno, como ficou claro na sua demonstração, 

desde que a forma bilinear a(.,.) seja simétrica. Esta hipótese 

sera necessária quando a(.,.) não for simétrica. 

No caso em que a forma bilinear a(.,.} não é simétrica e K=~ 

temos o seguinte teorema: 

TEOREMA 1.2: (Lema de Lax-Milgram) 

Seja V um espaço de Hilbert, e a(.,.) :VxV ---> m uma forma 

bilinear contínua e V-elítica e, f:V ---> ~ uma forma linear con 

tínua. 

Então existe um único uEV o qual satisfaz 

a(u,v) = f(v) I 12) 

para todo v E V. 
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DEM: da continuidade de a (.,.) , segue-se que existe uma constante 

C>O tal que 

la(u,v) I <c li ull 11 vil ' ( 13) 

para todo u, v EV. Portanto para todo uEV a forma linear 

VE.V > a(u,v) E :IR 

é contínua e, pelo Teorema de Representação de Riesz, existe um 

único w E V tal que 

a(u,v) ={w,v) 

para todo v E V, onde ( ,) denota o produto interno de V. 

Definimos w = G (u) , onde G é uma apl.icação linear de V em V, 

de (13) temos que !I G[[* ~c, portanto G E L (V). Para u ficar 

bem definido, devemos provar que: 

1. G e biunívoca: Seja G(u
0

) = O, então a(u
0 

,v) = O para todo 

v E V e, portanto a(u
0

,U
0

) =O donde segue, pela hipótese de 

a(.,.) ser V-elítica, que U
0

=Ü. 

2. 
-l < G e cont1nua: temos que 



lO 

alluW< a(u,u) =<G(u),ul 

~ I< G(u) ,ul I ~ 11 G(u) 11 11 ull 

portanto 

11 G(u) 11 > a 11 ull 

3. G(V) e um subespaço completo de V: 

Seja Yn = G(xn) E G(V) uma sequência de Cauchy, por 2. temos 

que {xn} é uma sequência de Cauchy, logo 

--------;> G(x) E G(V) 

4. G (V) = V 
• basta mostrar que dado z E v com Z 1. G (V) impli-

ca z = O. De fato, temos 

a 11 zW < a(Z,Z) = ( G(Z) ,z) = O, 

pois Z 1 G(Z), como a(.,.) e V-elÍtica, temos Z =O. 

c.q.d 
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1.2 ASPECTOS BÁSICOS DO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

O MÉTODO DE GALERKIN 

Consideramos o problema linear abstrato: encontrar u E v tal 

que 

a(u,v) ~ f(v) (14) 

para todo v E V, onde V é um espaço de Hilbert e, a forma biline­

ar a(.,.) e, a forma linear f, satisfazem as hipóteses do Lema de 

Lax-Milgram. 

O método de Galerkin, para encontrar uma solução discreta 

do problema (14), consiste em definir um problema semelhante em 

um subespaço de dimensão finita Vh do espaço de Hilbert V. Mais 

especificamente, para cada subespaço Vh'· associamos o 

discreto: 

encontrar uh E Vh tal que 

para todo vh E Vh. 

Aplicando o Lema de Lax-Milgram concluimos que o 

problema 

(15) 

problema 

(15) possui uma única solução uh, que é denominada solução dis -

ereta do problema (14). 
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CONSIDERAÇ0ES GERAIS SOBRE CONVERG~NCIA 

Vamos estudar o caso em que estamos considerando uma família 

de problemas discretos. Mais especificamente, no caso do método 

de elementos finitos, consideramos uma família (Vh)h de subespa­

ços de dimensão finita do espaço V, onde o parâmetro h define es­

ta família e h tem limite zero. 

Devemos verificar a convergência das soluções discretas uh 

dos problemas discretos (15) associados a cada subespaço Vh da fa 

mília (Vh)h, isto é, devemos assegurar que 

Lim 11 u-uhll = O 

h+O 

Vamos dar condiçÕes suficientes para a convergência dos pro­

blemas discretos, e um primeiro resultado neste sentido é o teore 

ma de estimativa do erro JJ u-uh ~~ . 

TEOREMA 1.3 (Lema de C€-a) 

Existe uma constante C independente da escolha do subespaço 

vh, tal que 

11 u-uhl~ < C inf { 11 u-vhl~l · 

VhEVh 

(16) 
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DEM: Seja wh um elemento de Vh' de (14) e (15), temos 

obtendo 

então, para cada vh E Vh, e do fato que a(.,.) e V-elítica e con-

tínua, temos 

logo 

li u-uh li < M li u-vh li 
a 

assim, podemos concluir que 



M com C = 
a 

14 

c.q.d 

Consequentemente, uma condição suficiente para convergência 

e que exista uma família (Vh)h de subespaços de V tal que, 

cada u E V 

Lim {inf lllu-vhll }} =O. 

h+O vhEVh 

para 

A desigualdade (16) mostra que o problema da estimativa do 

erro !I u-uhll se reduz a um problema da teoria de aproximação: 

determinar a distância 

d(u,Vh} = inf 

VhEVh 

entre a função UEV e o subespaço Vh c V. 

No caso em que a(.,.) é uma forma bilinear simétrica, a solu 

çao discreta do problema (14) é caracterizada pelo seguinte pro -

blema de minimização, 

min (17} 
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onde o funcional J:V -------> JR e dado por 

J[v] = a(v,v) - 2 f(v), 

esta caracterização para a solução discreta e conhecida como o Mé 

todo de Rayleigh-Ritz. 

Neste caso, podemos dar a seguinte interpretação para a solu 

çao discreta: desde que 

para todo wh E Vh' segue-se que uh e a projeção sobre Vh da solu-

ção exata uEV do problema (14), com respeito ao produto 

definido pela forma bilinear simétrica a(.,.). 

Além disso, dos seguintes fatos 

a(u-uh,u-uh) = inf 

vhEVh 

interno 

e, a(.,.) uma forma bilinear contínua e V-elítica, podemos dedu­

zir que 

li u-uh ~~ < (M/a) 
112 

inf 

v~Vh 
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Assim, concluimos que a solução discreta uh é limitada, inde 

pendentemente da escolha do subespaço Vh' que é uma condição para 

a estabilidade absoluta, isto é, 

•li uhl~ ~ a(uh,uh) = f(uh) 

< I f (uh) I ~ li f li* li uh I~ 

portanto, 

' 

" 
o que prova a estabilidade absoluta. 

Vamos fazer uma rápida análise de como o problema discreto 

(15) é resolvido na prática: Seja {~j}~ uma base para o subes-

paço vh, isto é, vh ~ span {~j}, então a solução discreta UhEVh 

é escrita na forma 

n 
L 

j=1 
a . 4l , 

J J ' 

assim, o problema discreto (15) fica dado por 

n 
L a (• • ) " = f (• <) 

'~'i' '+'j j 't'.L 
j=l 

para i= l, ... ,n . 

(18) 
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Ternos que (18) e um sistema linear de n equaçoes nas incogn~ 

tas aJ., onde a matriz dos coeficientes A~ Ia .. ] é definida por 
>J 

a .. = a(~.,~.) 
1.) 1. J ' i,j=l, ... ,n 

' 

e o vetor dos termos independentes b e definido 

como 

i""l, ... ,n 

No caso em que a forma bilinear a(.,.) é simétrica e V-elíti 

ca, a matriz do sistema é simétrica e definida-positiva, o que im 

plica que o sistema linear (18) possui solução única e, sua solu-

ção numérica pode ser dada pelo método de Decomposição de Chales-

ky sem pivotarnento. 

1.3 APLICAÇÃO DO MÉTODO DE RAYLEIGH-RITZ 

Para um melhor entendimento do que foi exposto, vamos consi-

derar a aplicação do método de Rayleigh-Ritz, para encontrarmos a 

solução discreta do seguinte problema de valores de contorno 

Lu(x) _ -u"(x) + p(x) ulx) = flx) I 19 l 

uiO) = ul1) = O I 2 o l 
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onde as funçÕes f(x) e p{x) sao contínuas em [0,1], e p(x)>O para 

todo xE{D,l]. 

Vamos considerar o operador diferencial linear de segunda o~ 

dem L, definido de V em V, onde V é um espaço de Hilbert 

do seguinte produto interno 

( f' g) 

e consideramos 

= r 1 f(x) g(x) dx o 

munido 

V=H~ ([0,1]) ={VE H
1

([0,1]) I v(O) =v(1) = 0} (21) 

Vamos definir uma forma bilinear a (., .) :VxV -·~-----~> lR 

por 

a ( u 1 v) = ( Lu, v } ' < 2 2 I 

e uma forma linear f:V ---> lR como 

f(v) = (f,v) ( 2 3) 

desde que o operador L é simétrico e definido-positivo em V, a 

forma bilinear a(.,.) definida em (22), define um produto interno 

energia em V, e uma norma energia associada a esse produto inter-

no, dada por 
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!! vil = [a (v,v) J112 

Consideramos o seguinte problema abstrato: encontraruma fun-

çao u E V que satisfaça 

a (u, v) = f (v) ' (24) 

para todo v E V. 

Claramente, seu e urna solução do problema (19), Lu= f, en-

tão u também satisfaz o problema (24), (Lu,v) = (f,v) para todo 

v E V. 

Dizemos que u é uma solução fraca do problema (19) se 

u E H~ ([0,1]) e satisfaz (24) 

u E c 2 ([0,1]) e satisfaz (24). 

e, u e uma solução clássica se 

Se as funções p(x) e f(x) possuem 

certas condições de regularidade, então t.oda solução fraca é uma 

solução clássica. 

É fácil mostrar que a forma bilinear a(.,.) é contínua, simé 

trica e V-elítica e, que a forma linear f(.) é contínua, assim p~ 

la aplicação do Teorema 1.1 temos que existe uma única função 

u E V que satisfaz o problema abstrato (24), além disso, a função 

u minimiza o funcional J:V ---> JR definido por 

J[v] = a(v,v) - 2f(v) ( 2 5) 

Vamos encontrar uma solução discreta para o problema (19) e 
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que satisfaça a condição de contorno (20). Para isso definimos 

um subespaço de dimensão finita Vh do espaço V, gerado pelas fun-

çoes n { •. } . 1 
'J ]= 

, que satisfazem as seguintes condições: 

i. 

onde rr : O = x
1 

< x
2 

< ••• < Xn = 1 e uma partição regular do interva 

lo [0,1], isto é, xi+l - xi = h, 

ii. as funçÕes ~ . (X) satisfazem as condições de con­
J 

torno. 

Assim, a solução discreta uh E Vh e escrita na forma 

n 
L 

j=l 
~ j {X) {26) 

e ao problema abstrato (24), associamos o seguinte problema dis -

ereto 

( 2 7) 

para toda vh E Vh, particularmente, temos 

( 2 8) 

para i= l, ... ,n. 

Caracterizando a solução discreta uh E Vh pelo método de 



Rayleigh-Ritz, temos 

J[uh] = min 

VhEVh 
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( 2 9) 

O problema discreto (28) pode ser reescrito da seguinte for-

ma 

n 
L 

j=l 
(L$.,$·) a· 

J l J 

para i= l, ... 1 n. 

=(f, $i) ' (30) 

Assim, a solução discreta uh E Vh fica determinada pela res~ 

lução do sistema linear (30) , onde a matriz do sistema é definida 

por 

~. (x) ) dx 
J 

e o vetor dos termos independentes e dado por 

!~ f (x) ~i (x) dx 

Podemos observar que o funcional J:Vh ---> lR fica 

( 31) 

( 32) 

sendo 

uma função real nas variáveis s1 , .•• ,8n' assim o problema de mini 

rnização (29) fica reescrito na forma 



J[Cll, .•. ,an] = min 

SEJR n 

n 
{J [ E 

j=l 
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B. 4>. 
J J 

{x) ] l ' {33) 

com J[S1 , ... ,Sn] uma forma quadrática, assim para obtermos seu 

ponto de mínimo, basta derivarmos parcialmente com relação às va-

riáveis S. e igualar os resultados a zero. 
J 

1..4 UM PROBLEMA NÃO-LINEAR 

Consideramos a equaçao diferencial não-linear de segunda or-

dem 

-u"(x) + P(x) u' (x) u(x) :=: f(x) (34) 

com a condição de contorno homogênea 

u(O) = u(l) = O ( 3 5) 

Se u e uma solução de (34), então temos a seguinte relação 

f~ u' (x) v' (x)dx + J~ p(x)u' (x)u(x)v(x)dx f(x)v(x)dx ( 36) 

para toda função v E ([0,1]) 

Quando as funções f(x) e p(x) possuem certas condições de r~ 

gularidade, temos que uma solução fraca é uma solução clássica, e 

podemos demonstrar que a equação (34) possui uma única solução fra 

ca. 
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Vamos procurar uma solução discreta para o problema de valo-

res de contorno nao linear (34) - (35). Para isso, vamos definir 

um subespaço de dimensão finita ( [0,1] I, gerado pelas 

funções {~j}, que satisfazem as condições (i) e (ii) definidas 

acima. 

A solução discreta uh E Vh e dada na forma 

n 
L aj ~j(x) 

j=l ' 

e, ao problema (36), associamos o seguinte problema discreto 

(37) 

n 
" Jl .: 
I.. a:j o "'l 

j=l 

n 
(x) ~j (x)dx + L 

j 

n 

~ aj ak f~ p(x)~ilxl~jlx)tk(x)dx 

= !~ f(x) $ilxl dx 138 I 

para i;;; l, ... ,n 

Ternos que I 3 8 I e um sistema não-linear com n equaçoes nas 

incognitas a. para j = 1, ... 1 n 
J 

Vamos definir os seguintes vetores: 

n n 
fl Hi (a) = L L a. ak p(x) ~i (x) ~! (x) $k(x) dx 

j k J o J 
I 3 9 I 

F. fl f(x) 
l o ~i (x) dx ' I 4 o I 

para i 1, ... , n 
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e a matriz K = [k. ,J com 
lJ 

K = Jl 
ij o ~i (x) (x) dx 

para i,j = l, ... ,n. Desse modo, o sistema não-linear (38) 

ser representado na seguinte forma 

~ ~ ~ 

[K].o+H( 0 ) -F=Ü ' 

~ T n 
onde a= (a

1
, •.. ,an) EIR 1 ou em uma forma compacta 

p ~) = o 

Vamos resolver o sistema não-linear (42) pelo método 

Newton, 

onde !::.a = 
n+l 

o 
n 

- o e 

n 
= -P (o ) 

p' (a} é o Jacobiano do sistema ( 4 2) . 

O Jacobiano do sistema é dado por 

P 1 (cd = 

parai,f.=l, .•• ,n, com 

( 41) 

pode 

( 42) 

( 4 3) 

de 

( 4 4) 
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' p. a H. 
l 

Kü.+ 
l 

= ' 
( 4 5) 

' ., '" t 

onde 

aH. n 
Jl l 

L p(x)$i (x) $t(x) $k(x)dx = "k + 
k=l 

o 

'"' 
n 

Jl + L •• p(x)$. (x)$~ (x) $,(x)dx, 
j=l J o l J 

para 9~,i=l, ... ,n 



CAPÍTULO II 

IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

Para um melhor entendimento do método de elementos finitos 

e da sua implementação computacional, vamos tomar como exemplo a 

equação diferencial linear de segunda ordem 

Lu(x) = -u"(x) + p(x)u(x) = f(x) (1) 

sujeita a condição de contorno 

u(O) = u(l) = O I 2 l 

onde as funções f(x) e p(x) sao continuas em [0,1] e, p(x) > o pª 

ra todo x E [0,1]. 

Vamos considerar 

V= H~([O,l]) ={v E H
1 

([0,1]) \ v(O) =vil) =O) (3) 

o subespaço linear de H1 ([0,1]) que possui a solução do nosso pr~ 

blema e, definimos em V o seguinte produto interno 

Cf,g) = !~ f(x) g(x) dx 

para toda f,g E V. 
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O operador L e simétrico em V. De fato, para toda f,g E V, 

temos 

(Lf,g) =f~ [-f"(x) + p(x) f(x)] g(x) dx 

= -!~ f"(x) g(x) dx + !~ p(x) f(x) g(x) dx 

integrando por partes, obtemos 

portanto, 

(L f, g) 

!~ f" (x) g(x) dx = -f' (x)g(x) 
l l 

J +f0 f'(x)g'(x)dx 
o 

= ! 1 f' (x) g' (x) dx o 

l 
= f o [f' (x)g' (x) + p(x) f(x) g(x)] dx 

= (.f'. Lg) (4) 

Desde que p(x) > O para todo X E [0,1], temos que L e um op~ 

radar definido-positivo em V, de fato, para toda v E V, tem-se que 

(Lv,v) = !~ [v'(x)]
2 

dx + !~ p(x) 

) !~ p(x) 
2 

[v(x)] dx ' 

2 [v(x)] dx 



onde a = min (p{x)) 

XE[D,l] 
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Corno L e um operador linear definido-positivo e simétrico em 

V, ternos que o problema abstrato: encontrar u E V que satisfaça 

( Lu, v) = ( f, v} I 5 l 

para toda v E V, possui solução única (Teorema 1.1). 

Vamos utilizar o método de Galerkin para encontra uma solu -

çao discreta do problema (5), para isso, vamos definir um subespa-

ço de dimensão finita Vh do espaço V, constituído das funções pol! 

nomiais por partes de Herrnite cúbicas, isto é, 

= span { !p(x), ••• , 
01 

olx) ' 
On 

<jl(X), ••• , 
ll 

01xl l 
ln 

e, a vh associamos o problema discreto: encontrar uh E Vh tal que 

I 6 l 

para toda v h E V h, em particular, temos 

I 7 l 
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para i = 1 , ... , n e k = 0,1 ' uh E vh e escrita na forma 

n n 
= ' + 

' uh(x) 
j=l 

"j <oj lx) 
j=l 

Sj o (x) 
lj 

As funçÕes ~ (x) 
Oi 

401 (x)= 

2 (x-x. 1 ! 
l-

2 
(x-x. 

1
) 

l-

2 
(x-x

2
) . [h 

o 

e o (x) 
li 

sao definidas por: 

[h+ 2 (x.-x)]/h3 
l 

[h + 2 
3 

(x-xi)]/h ; 

X. l l-
< X < 

x.<x<x.
1 l - - l+ 

para i= 2, ... ,(n-l) 

2 
(x-x.) /h 

l ' 

; 

+ 2 (x-x
1

) ] /h 
3 

< X < X. l 
- l+ 

para i= 2, ... , (n-1) 

; xl < X < x2 

; x2 < X < X 
n 

j 
2 3 

(x-x 
1

! . [h + 2 (xn -x)] /h X n-l < X < X 
n- - n 

•onlx)= 

o xl < X < X 
n-l 

(8) 



o 

(x-x 
1

) 
n-

o 

com ~: O = x
1 

< x
2 

< 

lo [0,1], isto ã, x. 1 -
H 

As funções $Di (x) 

çoes 

< 
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x 1 < x < xn n-

< X < X 
n-1 

x = l uma partição regular do interva 
n 

= h. 

e ~li(x) possuem as seguintes configur~ 

(X i,] ) 

X 

Fig. 2.1 Gráfico «>oi!x), 2• • !n-1) 
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Fig. 2.3 Gráfico I!> (x), 2 • • ( n -I) 

X n -1 Xn 

Fig.2.4 Gráficos de t!J 11 (x) e il>m(X) 
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Neste caso, as funções da base possuem as seguintes propri~ 

dades: 

J 
~Oi (xj) = ó' ' lJ 

i,j = 1, ... , n 

I •oi (xjl = o 

J •u (xj I = o 

I 
i,j = 1 , ... 1 n 

0 li(xj) = ó ij 

Por simplicidade, vamos reenumerar as funções da base do se 

guinte modo 

O (x) 
Oi 

o (x) 
li 

• (x) 
2i-l 

= ~ (x) 
2i 

para i = l, ... ,n. Assim, a solução 

ta como 

2n 
uh (x) = r a , ~ j (x) 

j=l J 

discreta uh 

' 

e o problema discreto (7) pode ser escrito como 

= 

E v h fica reescri 

( 9) 

(lO) 
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para i= 1, ... ,2n. 

Substituindo (9) em (10), temos 

2n 
r 

j=l 

para i= 1, ... ,2n, onde 

(L~., ~.) 
J l 

~·· (x) ~·. (x) dx + J
1 

l J o 

f (x) ~i (x) dx. 

' (ll) 

Temos que, (11) é um sistema linear de 2n equaçoes nas in -

cógnitas aj. vamos definir as seguintes matrizes 

K., 
lJ 

~ ;
1 o~ (x) o~ (x)dx o l J 

M., 
l] 

para i,j = 1, ... ,2n, 

F ~ fl 
i o 

e o vetor 

f(x)•i (x)dx ' i= 1, ... ,2n, 

( 12) 

(13) 

(14) 

desse modo o sistema linear (11) pode ser escrito na forma matri-

cial 
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I 15 l 

+ com a= E JR 2n 
' 

e a matriz A • [K .. + M .. ] e de-
lJ 1] 

nominada matriz de rigidez. 

Corno o suporte das funções da base, isto e, 

sptoi • {X E [0,1] I oi (x) ' O) 

possui medida igual a 2h, temos que a matriz de rigidez é urna ma 

triz esparsa e, no caso em que usamos como base para o espaço de 

aproximações as funções de Hermite cúbicas, a matriz de rigidez 

possui urna estrutura tridiagonal por blocos. Assim, podemos re -

solver o sistema linear (11) pelo método de decomposição de Cho-

leky, para sistemas tridiagonais por blocos. 

Para construirmos a matriz de rigidez, vamos introduzir a 

-noçao de submatriz de rigidez. 

Submatriz de Rigidez 

< ••• < - 1 uma partição regular do in-

tervalo [0,1], isto e, xi+l xi = h. Vamos definir a base para 

o espaço de aproximações Vh em caàa elemento [xi' xi+l] para 

i=l, ... , (n-1), a partir de uma nova enumeraçao das funções de Her 

rnite cúbicas. Definimos as funções da base da seguinte forma 

2 
= (x-xi+l) . [h + 

3 
2(x-xi)]/h 
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2 2 = (x-x. I. lx-x. 1 1 /h 
l l+ 

3 - 2 (x-x. 1 I J /h 
l+ 

para x. < x < x. 1 1 - - 1+ 
e i= 1, ... 1 (n-l), assim temos as seguintes 

configurações: 

x· I 

Fig. 2.5 

X i+ 1 

Gráfico <l't (x I 

---1'--Ú-f---
Fig. 2. 7 

x· I X i + 1 

Gráfico <!> (x) 

x· I 
Fig.2.6 Gráfico <t> 3 ixl 

x:vxi+l 
Fig. 2.8 Gráfico <t>4 ixl 
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Com essa nova enurneraçao das funções da base para o espaço 

de aproximações, em cada elemento [Xk' Xk+l], definimos as seguiQ 

tes matrizes elementares a partir de (12) e (13); 

~i (x) ~j (x) dx 

X 
= f k+1 

xk 
p(x) ~. (x) ~. (x) dx 

l J 

para i 1 j=l, ... ,4. e o vetor elementar 

X 
= f k+1 

xk 
f(x) ~· (x)dx 

l 
i=l, ... ,4 

onde [Xk, Xk+l] e o K-ésimo elemento, K=l, ... , (n-1). 

Com o auxílio da submatriz de rigidez definida por 

k 
= M .. 

lJ 

(16) 

(17) 

(18) 

( 19) 

no K-ésimo elemento, vamos construir a matriz de rigidez. Para 

um melhor entendimento da construção da matriz de rigidez a par-

tir das submatrizes de rigidez, vamos fazer uso das seguintes con 

figurações: 
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-- ' 

X k+ 1 

Fig 2. 9 

X k+ I 

Fig. 2.10 

' ' \ 
\ 
I 
\ 

\ 
\ 

' 

Podemos observar que no (k+l)-ésimo. nó as funçÕes ~ 3 (x) e 

$ 4 (x) do k-ésimo elemento, contribuem para a solução discreta ju~ 

tamente com as funções ~ 1 (x) e $ 2 (x), respectivamente, do (k+l) -

ésimo elemento, desse modo, a matriz de rigidez pode ser construi 

da a partir das submatrizes de rigidez seguindo o esquema abaixo 

1 
I 
I 

Ak I 
~ 

I I + + 
I I 

I + +I 
_J Ak +1 I -

I 
I 
L 
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para k = 1,2, ... , (n-1), analogamente, o vetor F definido em (14) 

é construído a partir do vetor elementar (18) da seguinte forma: 

l 2 
(F4+F2), ••• , 

Portanto, obtemos um algorítmo para construir a matriz de 

rigidez a partir das submatrizes de rigidez, o que facilita a im 

plementação computacional do método de elementos finitos. 

Efeitos da Integração Numérica 

Temos que os elementos das submatrizes de rigidez sao da-

dos através de integrais e, na sua implementação computacional , 

vamos calcular essas integrais numéricamente, portanto devemos 

escolher um método de integração numérica que seja o mais prec~ 

so possível, para que o erro na integração numérica nao passe p~ 
. 

ra a solução discreta, acumulando com os erros de arredondamento 

da resolução numérica do sistema linear fornecido pelo método de 

Galerkin, juntamente com o erro da discretização do próprio méto 

do de elementos finitos. 

Corno a base do espaço de aproximação Vh sao as funções de 

Her ~te cúbicas e, como vamos integrar, no máximo, produto entre 

as funções da base, precisamos de um método de integração numér~ 

ca que seja exato para polinômios de grau menor ou igual a seis 

e que utilize de um menor número possível de pontos de integra -

çao, para que seja eficiente computacionalmente, portanto utili-
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zamos o método de quadratura Gaussiana com quatro pontos de inte-

graçao. 

Para exemplificar, consideremos a submatriz de rigidez defi 

nida em (19), 

k 
A .. 
lJ 

para i,j = 1, ... ,4, calculada no K-ésimo elemento [Xk' Xk+l], efe 

tuando uma mudança de variável, 

2 

para tE [-1,1], obtemos 

k A .. ~ 
lJ 

2 

2 

dt, 

aplicando o método de quadratura Gaussiana, temos 

2 

onde, x
1 

= + 

2 2 
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com ti os zeros do polinõmio de Legendre de grau quatro e w~ os 

pesos do método de integração. 

Método Frontal 

Como foi visto anteriormente, se o espaço de aproximação Vh 

for gerado pelas funções de Hermite cúbicas, tem-se que dim vh~2N 

onde 1 N é o número de nós da malha e, consequentemente o sistema 

linear fornecido pelo método de Galerkin possui 2N equações e uma 

estrutura tridiagonal por blocos. Portanto a resolução computa -

cional desse sistema linear torna-se inconveniente para valores 

muito grandes de N, quando temos problemas de escassez de memória 

principal. Porém este problema fica resolvido quando utilizamos 

o Método Frontal, que vamos descrever a seguir. 

Para exemplificar, consideremos a submatriz de rigidez defi 

nida em (19) 

k 
A., 

1] 

e o vetor elementar definido em (18) 

f(x) 0 . (x)dx 
1 

para i,j=l, ... ,4, [Xk, xk+l] e o k-ésimo elemento, para k=l, ... , 

, (N-1). 
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Como foi observado anteriormente, no (k+l)-ésimo no as fun-

çoes 4'3 (x) e 4'4 (x) definidas no k-ésimo elemento, contribuem para 

a solução discreta juntamente com as funçÕes .p
1

(x) e ~ 2 (x) respe~ 

tivamente, do (k+l)-ésimo elemento. Portanto, no metodo frontal 

vamos definir a submatriz de rigidez no (k+l)-ésimo elemento da 

seguinte forma 

e definimos o vetor elementar no (k+l)-ésimo elemento da seguinte 

forma 

para k=l, ... 1 (N-2) 

F
k+l 
3 ' 

Agora 1 o método frontal consi.dera a matriz ampliada AkiFk 

para k = 1, .•. , (N-1) e, fazemos a eliminação nas duas primeiras 

linhas, que não sofrem mais alterações e, guardamos em um arquivo 

de dados. No final do processo teremos no arquivo de dados o sis 
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tema linear (11) na forma triangular superior. O sistema triang~ 

lar é resolvido lendo-se do arquivo uma linha por vez. 



CAPITULO III 

O MODELO MATEMÁTICO PARA DISPOSITIVOS SEMICONDUTORES 

O modelo matemático adotado para descrever a condução elé -

trica nos dispositivos semicondutores, que envolve o fluxo de dois 

portadores de carga independentes e opostarnente carregados, que 

são os elétrons de condução e as lacunas, consiste em um sistema 

de equações diferenciais parciais não lineares, composto por três 

equaçoes, a saber, equação de continuidade para elétrons, equação 

de continuidade para lacunas e a equação de Poisson que relaciona 

a carga total com o potencial eletrostático. E fazemos uso de 

duas equações auxiliares que são 1 densidade de corrente para elé-

trons e densidade de corrente para lacunas. 

-Para descrever as equaçoes de continuidade e a equaçao de 

Poisson, vamos considerar que as concentrações de elétrons e lacu 

nas são funções da variável espacial x = 

riável tempo, isto e, temos n(x,t) e p(x,t). 

A velocidade de variação das concentrações de portadores de 

carga e expressa mediante a equação de continuidade dos portado -

res: 

Equação de Continuidade para Elétrons 

+ 
an(x,t) = 1 div Jn(x,t) + G(x) + R(n,p) (l) 

at q 
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Equação de Continuidade para Lacunas 

~ 

ap(x,t) 
= 

1 div J (x,t) + G(x) + R(n,p) 
p 

at q 

Equação de Poisson 

E div grad •(x,t) = q (n(x,t) - p(x,t) - N0 (x)) 

Equações Auxiliares 

Densidade de Corrente para Elétrons 

~ ~ 

Jn(x,t) = q(pn n(x,t) E(x,t) + Dn grad n(x,t)) 

Densidade de Corrente para Lacunas 

~ ~ 

Jp(x,t) = q ("P p(x,t) E(x,t) D gradp(x,t)) 
p 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

(5) 

As equaçoes (1) e (2) expressam as velocidades de variação 

do número de portadores de carga devido aos processos de geraçao 

e recombinação, assim como devido a existência da difusão e deri-

va dos portadores de carga. O termo G(x) representa a geração de 

pares elétrons-lacunas devido aos processos térmicos e as ações 

externas, por exemplo, a radiação de uma fonte de luz. O termo 

R(n,p) representa a taxa de recombinação de pares elétrons-lacun~ 
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que tem por objetivo rGstaurar o estado de equilíbrio. 

A equação (3) nos fornece um balanço da densidade de carga, 

onde a função N0 (x), que depende somente da variável espacial, r~ 

prcsenta a densidade de impureza ionizada no material semicondu -

tor intrínseco, isto e, 

onde Nd(x) é a densidade de Íons doadores imóveis, devido a ioni­

zaçao de átomos de impureza doadora que produz elétrons de condu-

çao e cargas iônicas positivas imóveis, N (x) e a densidade de 
a 

íons aceitadores imóveis, devido a ionização de átomos de impure-

za aceitadora que produz lacunas e cargas iônicas negativas imõ 

veis. 

Nas equaçoes auxiliares (4) e (5) o primeiro termo corres -

ponde a uma densidade de corrente associada à deriva, devido a um 

campo elétrico externo e, o segundo termo corresponde a uma densi 

dade de corrente associada à difusão 1 devido a um gradiente de em 

centração dos portadores de carga. Hã muitas situações em que um 

campo elétrico e gradiente de concentração de portadores estão pre-

sentes, simultaneamente, em um semicondutor. Para situações que 

se afastam pouco do equilÍbrio, é razoável supor que a densidade 

total de corrente de elétrons, ou de lacunas, seja urna combinação 

linear de duas componentes de densidade de corrente - uma produzi 

da por deriva e outra por difusão. Assim, a densidade de corren-
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te de elétrons e a densidade de corrente de lacunas resultantes p~ 

dem ser descritas pelas equações (4) e (5). Tal descrição do movi 

menta de elétrons e de lacunas em situação de desequilíbrio, em 

termos de uma combinação de deriva e difusão 1 pode ser justificada 

em detalhes usando conceitos e técnicas da mecãnica estatistica ' 
mas vamos adotar como sendo um postulado, a descrição feita acima 

das correntes de elétrons e lacunas, inclusive as definições de mo 

bilidade e difusão. 

Tanto a difusão como a deriva sao manifestações do movimento 

térmico aleatório dos portadores de carga. Conseqüentemente, a mo 

bilidade ~ e o coeficiente de difusão D não sao independentes.Mais 

precisamente, entre eles existem as relações 

D 
_E " KT ( 6) 

" 
(7) 

"n q 

Estas equaçoes são conhecidas como relações de Einstein. A cons -

tante de proporcionalidade KT/q, que tem unidade de tensão, é deno 

minada tensão térmica. Os fatores que aparecem na tensão térmica 

sao: 

o K = constante de Boltzmann (Joule/ K) 
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q = carga do elétron (Coul) 

T = Temperatura absoluta (°K) 
' 

em temperaturas próximas da temperatura ambiente normal, a tensão 

térmica vale cerca de 25 mv. 

As relações de Einstein podem ser inteiramente justificadas 

se forem consideradas as implicações da mecânica estatística para 

a situação de equilÍbrio, em um semicondutor dopado não uniform~ 

mente. De acordo com a orientação anterior, adotaremos tais rela 

çoes corno postulados. 

Substituindo as equações auxiliares (4) e (5) nas -equaçoes 

de continuidade (1) e (2) e dando condiçÕes iniciais e de frontei 

ra, temos o seguinte Problema de Valor Inicial e de Fronteira pa-

ra Dispositivos Semicondutores: 

equaçao de continuidade para elétrons 

dn(x,t) o div grad n - ~ div(n grad ~) + G(x) + R(n,p) (8) 
= n n 

equaçao de continuidade para lacunas 

dp(x,t) D div grad p + ~ div (p grad ~) + G(x) + R(n,p) 
= p p 

( 9) 

at 
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equaçao de Poisson 

E div grad +lx,t) = q(n(x,t) - p(x,t) - N0 (x)) (lO) 

as funções n, p e W sao definidas em Qx(Ü 1 T), onde Q é um aberto 

3 
de E com bordo regular an e, N0 (x) é uma função definida somen-

te em O 1 Hólder contínua. 

Condições de Fronteira 

as funções n, p e W sao especificadas em ao
1 

x(O,T) ' 
( ll) 

~ ~ ~ 

n.grad n(x,t) • n.grad p(x,t) = n.grad •(x,t) = O (12) 

em an
2 

x(O,T) 

~ 

onde n é o versor normal ao bordo an 2 e supomos que o bordo an p~ 

de ser representado na forma an = 

CondiçÕes Iniciais 

e (13) 

para x E n, as funções n
0

(x) e p
0

(x) sao de classe c
2

(n) e estri­

tamente positivas, satisfazendo as condições de fronteira {11) e 

( 12) . 
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Para um dispositivo semicondutor, uma junção, por exemplo , 

a condição de fronteira (11) nos diz que as densidades de elétrons 

e lacunas e o potencial eletrostático são especificados nos cont~ 

tos (an
1

) e, a condição de fronteira (12) nos dá uma condição de 

isolamento das partes do bordo entre os contatos (dn 2 l. 

Neste trabalho de tese vamos assumir as seguintes hipóteses 

simplificadoras: 

i. consideramos o dispositivo scmicondutor em regime permanente 

e unidimensional, 

ii. desprezamos os efeitos térmicos, isto e, vamos trabalhar na 

temperatura ambiente T ; 300 °K, 

iii. como o objetivo do trabalho e simular uma junção pn, podemos 

considerar ausente o termo de geraçao de portadores de carga 

devido uma radiação externa, 

iv. consideramos constante os coeficientes de difusão e os coefi 

cientes de mobilidade, 

v. o termo de recombinação sera expresso da seguinte forma 

Rlnl = - In (xl - n I o 

Tn 

R (pl = lplxl - P I o 

Tp 

(141 

(15 I 
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onde, n
0 

"' densidade de elétrons em equilíbrio, 

p
0 

~ densidade de lacunas em equilíbrio, 

'n' 'p = tempo de recombinação para elétrons e lacunas res -

pectivamente. 

Portanto, o modelo matemático para descrever a condução elé 

trica nos dispositivos semicondutores fica descrito pelas seguin-

tes equações: 

equaçao de continuidade para elétrons 

D
11

n 11 (x) - l-ln [n (x) !f! 1 (x)] ' - [n (x) - n
0

] 

T 

n 

equaçao de continuidade para lacunas 

Dp p" (x) + "P [p (x) 

equaçao de Poisson 

,p•(x)]' - [p{x) - P ] o 

Tp 

, w" {x) "q [n{x) - p{x) - N
0

{x)] 

para x E [O,a]. 

" o (16) 

" o {17) 

{18) 

(f\ 
....:> 
cG 
c 
~-

---, v 

e 



51 

A condição de fronteira para as densidades de elétrons e la 

cunas e imposta de modo que não existam portadores de carga em ex-

cesso nos contatos, isto e, estamos considerando o equilíbrio ter 

modinãmico na fronteira. Podemos 8Xpressar esta condição da se -

guinte forma: 

n (0) .p (0) 

n(a).p(a) 
2 = n. 
l 

(19) 

I 2 o I 

onde n. é a densidade de portadores de carga no semicondutor in -
l 

trínseco nao degenerado. 

A Normalização das Equações 

Antes de dar início a uma análise do modelo e conveniente 

colocar as equações em uma forma não-dimensional, usando os segui~ 

tes procedimentos: 

Para a variável independente x que possui uma unidade de 

comprimento vamos usar L
0 

como fator de normalização, definimos 

X " L
0

x 

onde Lo " IKT 
2 

e denominado comprimento de Debye. Para n -(x) 

q n. 
l 
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e p(x) que representam as densidades de clét.rons e lacunas respe~ 

tivamente, usaremos ni como fator de normalização, definimos 

n (x) = n. n (X) 
l 

p(xl = ni p (xl 

analogamente para ND(x), n
0 

e p
0

, portanto temos 

n. 
l 

Para 1/J (x) que possui uma unidade de volts usaremos a tensão térmi 

ca KT como fator de normalização, 

q 

~ (x) 
KT 

(xl = 
q 

e para os tempos de recombinação 1 e T vamos usar a seguinte nor 
n P 

malização 

L2 
T D 

= Tn n 
D 

n 
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T 

p 

Substituindo as variáveis normalizadas nas equaçoes ( 16) ' 

(17) e (18) e com uma manipulação algébrica, obtemos o modelo nor 

malizado: 

cquaçao de continuidade para elétrons 

2- -d n(x) d I;; Cxl d ~ Cxl 1 l . In Cxl ----- -

ax2 dx dx T 
n 

equação de continuidade para lacunas 

2- -
d I!' lxl d p(x) 

+ -
-2 

dx ax: 

equaçao de Poisson 

-2 
dx 

cl_i)lxl l_ l 

ãx Tp 

Junção pn Abrupta Simétrica 

lp c><:,-

ilJ (21) - ~ o 
o 

P0 l ~ o ( 2 2) 

I 23 l 

O modelo matem&tico descrito pelas equaçoes (16) - (18) si-

mula vários tipos de dispositivos semicondutores 1 entretanto, por 
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simplicidade vamos considerar uma junção pn, isto e, regiões do 

semicondutor em que uma distribuição não uniforme de impurezas 

dá lugar a uma mudança ess<?ncialmente abrupta de um material ti-

po p para um material tipo n. A fig. 3.1 mostra a estrutura fi-

sica de uma junção pn. 

p !ano da junção 

I 
reg1ao p reg10o n 

p» n n> >p 

---~~---'----------' 

F i g. 3.1 Junção pn 

Consideramos uma junção pn idealizada, na qual a variação 

da concentração de impurezas ocorra abruptame~te, como ilustra a 

Fig. 3.2. Neste gráfico foi representada, em'função da distân 

cia, a concentração efetiva de impurezas N0 {x) que é definida per 

N (x) 
a 

De acordo com a definição acima 1 N
0

(x) é positiva em um ma 

terial tipo n e negativa em um material tipo p. Indicaremos as 

concentrações efetivas de impurezas das regiões homogêneas tipo 

p e tipo n por -Na e Nd, respectivamente, 
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------

reg1ao n 

---------p- X 
o 

reg10o p 

----- -Na 

Fig. 3.2 - Distribuição de Impurezas numa Junção pn 

onde, Na = densidade de impureza aceitadora ionizada 

Nd ~ densidade de impureza doadora ionizada, 

portanto, temos que 

região n 
124) 

região p. 

Assim as equaçoes I 161 - I 181 simulam uma -junçao pn quando a 

função ND lx) - definida I 2 4 I . Dizemos junção simétri-e por que a e 

c a quando N " Nd. a 



CAPÍTULO IV 

O MÉ'rODO DE ELEMENTOS FINITOS NA SIMULAÇÃO 

DE DISPOSI'riVOS SEMICONDU'rORES 

4.0 INTRODUÇÃO 

Nos te capitulo vamos ut~iJ_j zar o método de Galerk.in para en -

contrar uma solução discreta para o sistema de equaçoes (21)-(23)-

Capítulo III. Portanto vamos definir o problema de valor de fron 

teira para dispositivos semicondutores em um subespaço de dimen -

são finita Vh do espaço de Hilbert H1 (n), com Q= [O,a] c R. Mais 

especificamente, para cada I subespaço vh de H (fl), associamos o 

problema discreto: encontrar nh 1 ph e Wh E Vh que satisfaçam o 

sistema de equações, 

I I) 

I 
I nh (x) vh {x) dx -f [nh (x) ifih (x)] 1 v h (x) dx- f n [nh (x) -n0 ] \ih (x) dx=O {2) 

n n " 

I 
f ph"(x)vh(x)dx+f [ph(x)~i,lx)] 'vh(x)dx- J

0
[ph(x)-p0 ]vh(x)dx"0 (3) 

n n 
T 

p 

para toda vh E Vh' isto e, estamos procurando uma solução fraca 
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discreta para o sistema de cguaçoes diferenciais não-lineares que 

rege os dispositivos semicondutores. 

Seja 
m 

{~· {x)}. 
1 

uma base para o espaço Vh' então as 
'J ]= 

funções 

nh, ph e $h E Vh são escritas na forma 

m 
nhlxl = E n. 4i lxl 

i=l J 
I 4 I 

m 
phlxl = E pi 4. (xl 

i=l J 
(51 

m 
~h(x) = E ti 4. (xl 

i=l J 
16 I 

para ~j(xi) = óij' onde u : O= x 1 < ••• < xm =a é uma partição re 

gular do intervalo [O,a], isto é, x. 1 - x. =h. 
1+ ·1. 

O Hétodo de Galerkin exige que o resíduo para a solução di~ 

ereta seja ortogonal ao subespaço m 
vh = span {~. (x)}. l' o que e 

J ]= 

equivalente ao sistema de equações (1) - (3). Neste caso, o méto 

do de Galerkin nos fornece um sistema não-linear com 3m equações 

w1 , ... ,tJJm, que vamos resol-

ver pelo método de Newton. 



58 

4.1 AS EQUAÇÕES DO HÉTODO DE GALERKIN 

Como o sistema (1) - (3) é válido para toda função vh E Vh 1 

em particular, é válido para toda função !fl i (x) pertencente à base 

de Vh. Assim o sistema (1) - (3) pode ser reescrito da seguinte 

forma: 

integrando por partes o lado esquerdo, temos que 

'Ih' (x) •. (x) [a -! yh' (x) •' (x) dx 
l o n l 

- -! yh' (x) ~~ (x) dx n l 

pois $. (o) = o. (a) 
l l 

O , assim obtemos a 

seguinte equação 

usando o mesmo procedimento para a equação{2), obtemos 

l 
f íPh (x} ~i (x) dx - f 

11
[nh (x) ~~h_ (x)] 'rpi (x) dx - f 

11 
[nh (x) -n

0
] lj>i {x) dx= 

'n 

= o 
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fuz0J1do jntegraçâo por partcs 1 vem que 

a 
f 

0
nh (x) Qi {x) dx - nh (x) ~i {x) j - f nnh (x) tP_i (x) dx 

o 

= -f n n,' (x) $: (x)dx 
" n l 

a 
f Q[nh (x) .h (x) J 'ói (x) dx = nh (x) "'h (x) >i (x) I -f Onh (x) "h (x) >i (x) dx 

o 

= - f rlnh {x) t!~h (x) cpj_ (x) dx 

para i = 2, ... , (m-1), pois dJ, (o) "" i/l; {a) "" O, assim obtemos a se 
' . 

guinte equaçao 

l 
f n [nh (x) -n

0
] $i (x) dx=O ,(8) 

'n 

usando o mesmo procedimento para a equaçao (3), obtemos 

f ph" (x) $. (x) dx+ f [ph (x) .;h' (x)] '>. (x) dx -
1 

f [ph (x) -p ] 0 . (x) dx=O n l n ~ Q o -~ 

' p 

fazenc".o integração por partes c usando o argumento anterior, te-

mos que 
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f ., .. (x)'. (x)dx 
fl 1 h 'f' l 

f 0 [phlxH•hlxll 'ji(x)dx ~ -fn ph(x).;hlxl!j_lx)dx 

para i= 2, ... , (m-1), assim obtemos a seguinte equaçao 

fo[ph(x)-p ].p. (x)dx~D (9) 
" o l 

As equaçoes do método de Galcrkin são obtidas peJ..;_t substitu..:!:_ 

çao das funç6es nh(x), ph(x) e ~h(x) escritas na forma (4) - {6 ) 

nas equações (7) - (9). 

Equação de Poisson: substi-Luindo (4) - (6) em (7) obtemos o 

seguinte sistema linear 

m 
L 

i~l 

>· f ~~ (x) 1'· (x)dx + 
J íl l J 

- ND f I· (x)dx ~ O 
" l 

m 
L 

j~l 

pura i l, ... ,m. Vamos definir as seguintes natrizes 

K .. ~ f ~~ (x) 1'· (x)dx 
lJ n l J 

M .. - f o. (x) 6. (x)dx 
lJ Q'l '] 

(lO) 

I 111 
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para i,j l, ... ,m e o vetor 

Fi = f~ ~i (x) dx (12) 

para i= l, ... ,m. Assim, o sistema linear pode ser reescrito da 

seguinte fonna: 

m m 
r K .. 

"'i 
+ r 1'1. (n. - Pi I - ND F. o o (l3) 

i=l 
lJ jo1 li J l 

para i o l, ... ,m. 

Equação de Continuidade para Elétrons: .substituindo (4)-(6) 

em {8), obtemos o sistema não-linear 

m m 
r r 

iol ko1 

para i 

m 
n. "'k f n>i (x) .i (x) .k (x) dx - r n. 

1 

Tn 

J jo1 

m n 
$i(x)$j(x)dx 

o 
fn r n. 

fn + 
io1 J 

Tn 

l, ... ,m. Vamos definir a matriz 

Hijk = f ll 1>i_ (x) $. (x) 
J 

tk_ (x) dx 

J 
f $ ~ (x) $: (x) dx -
n l J 

.i (x)dx o o 

(14) 

para i,j,k = l, ... ,m. Assim o sistema não-linear pode ser rees-

crito da seguinte forma: 



m m 

' ' jo1 b1 
H. 'k n. lJ J ~k -

para i= 1 1 ••• ,m. 
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m 
[ (K .. +H .. /t ) 

j=l lJ lJ n 
n. + (n I< ) F. 

J o n 1 
o (15) 

Equação de Continuidade para r~acunas: substituindo (4) -· (6) 

em (9), obtemos o sistema não-linear 

m 

' jol 

1 
+ 

m 

' kol 

m 

' jol 

m 

' jo1 
p.fn$~ (x}l}'. (x)dx + 

J " l J 

p . ! •. (X) $ . (X) dx - p / t ! n $ . (X) GX o O 
Jfll J op"l 

para i = l, ... ,m. Fazendo uso das fórmulas (lO), (11), (12) e 

(14) o sistema não-linear pode ser reescrito da seguinte forma 

m 

' jol 

m 

' ko1 

para i= l, ... ,m. 

m 
[ (K .. +>\ .. [t )p. 

j=l lJ lJ p J 
(p/t)P.oO 

o p l 
(16) 

Agrupando os sistemas (13), (15) e (16) obter:-.os um sistema 

nâo-lincar com 3m equaçoes nas variáveis n 1 , ... /nm, Plt···'Pm 

ti-o , ••• 1 JjJ 1 que vamos reescrever da scgui11te f orna: 
1 m 
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Gl ~ ~ 

~I In, p, = l 

m m 
= ' K. ~- + ' M .. In. - pj) - ND F. = o 

j=l lJ J i=l 
lJ J l 

G2 ~ ~ 

$1 In, p, = 
l 

m m m 
= E ' Hijk n. "k - ' IKij + Mij/'n)nj + In I r I F. 

i=l k=l J j=l o n l 

G3 ~ + $1 l In, p, 

m 
m m 

.pk IKij M .. / T I p. lp /r )F. pj + ' + -
= ' ' Hijk j=l lJ p J o p l 

i=l k=l 

para i= l, ... ,m, onde estamos usando a notaç~o 

~ 

n I ) E'.IRm nl, ... ,nm 

e vamos denotar o sistema {17) na forma cor:,pacta 

1171 

= o 

= o 



+ + -+ 
G(n, p, i.Ji) 
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1+--r-+ 
G(n,p,;fJ) 

+ p, 

= o (18) 

Portanto o problema de encontrar uma solução discreta para o 

sistc!na de equações difcr~ncj_ais n~o lineares, que rege a condu-

ç~o el~trica nos dispositivos semicondutores, pelo m~todo de Ga-

lerkjn, fj_ca reduzido ~ rcsoluç~o do sistema nâo-linear (17) com 

3m equações, que vamos resolver pelo método de Newton. 

4. 2 O HÉ'l'ODO DE NEíVTON 

Vamos resolver o sistema não-linear (17) pelo método de New-

ton, 

~n 

-Gici ) 

onde G' 1cr) e o Jacobiano do sistema e 

~ 

com a = 

-+ -+n+l --+-n 
!Jo. = a a 

I 
, , ) ~3m 

11 1'"""' 11rn' p1, ... ,pm' lj!l, ... ,~~m E ..ll\. 

O J acobiano G' ( ~) e GScrito na forilla; 

(19) 



_ _]_, 

onde 

+ an 

aG
1 

+ ap 

aG1 

+ 
3n 

G' = 

==------------- ----- = 

d(n
1

, ... ,nm) 

= M. lj 

d{Gt, ... ,G;) 
= = 

d(pl, .•. ,pm) 

- H .. 
lJ 

== -·---- ------= 

6S 

aG
1 

_<!_~--= 
+ + ap '" 

aG
3 

}G~ 
+ + ap a,p 

I 20 I 

l 
aGi 

api 

I 21 I 

a w . 
J 

I 22 I 



+ 
8n 

;;,G2 

+ Op 

-G2 
' 

+ 

'" 

para 

aG
3 

+ 
an 

8G 
3 

aP 

2 
~G. 

l 
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= ------------------- -- .. 

m 
= [ liiJ"k ~k - (K .. + M .. /T ) 

k=l lJ lJ n 

2 2 2 a (G
1

, .•. ,G ) aGi m o = -------- -·--- = 

a (pl, ... ,Dm) 8Pj 

I ,2 2 J 2 a G
1

, ••• , Gm aGi 
-- --------

a 1w
1
,. .. ,li! m) aw 

i 

m 
= " Hikj nk 

k=l 

i,j = l, ... , m 

3 3 3 
a(G

1
, .•. ,G) aGi - m o = = = 

a{nl, •.. ,nm) anj 

3 3 
a{G

1
, ••. ,Gm) 

3 
aGi 

= ------·--·- = 

alpl, ... ,prnl aPj 

m 

= E H ijk lf!k + IKij + 1-1/Tp) 
k=l 

123) 

124) 

125) 

I 26 J 

I 27) 



O(Gi, ... ,Gm3) 
0:: ---·-------·-·-·-- --------- = 

, I ' ' ) (J 1}'1/'''TU! ·m 

m 

' k=l 
H. k . _]_ J 

para i,j = 1, ... ,rn. 
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4. 3 mJA BASE PARA O r.Jf:TODO DE EJ_,El·J:ENTOS FINITOS 

(28) 

A precisão da solução c1iscrcta r1cpcnde em parte da escolha cà 

base para o espaço de aproxjmação v
11

. Neste trabalho escolhemos 

V h como sendo o espaço vct.orial de dimcn:30o finita constituído 

das funções polinor:dais por partes de Hermj_te cúbicas, isto é, 

e por simplicidade vamos usar a seguinte enumeraçao das funçÕes 

da base: 

para i l, ... ,m. Portanto as funções nh, ph e lf! 11 E Vh sao 
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C' se ri tas na fonna 

2m 
n

11 
(x) = E n. ~ . lx) 

j=l J J 
I 29) 

2m 
ph lx) = ' pj 6j lx) 

jcl 
130) 

"m 
0h(x) E ~J • 6. lx) 

j=l J J 
131) 

SdbCliiOS y:uc as funçÕes da base possuem as seguintes proprie-

dades, corno ilustra a Fig. 4.1, 

J 
"2· l lx.) = c .. 

"l- J l] 

6 2 · 1 lx ·) = o 
l- J 

J 
62i lxj) o 

Ç:2i {xj) = c .. 
l] 

para i, j =- 1, ... ,m, portanto, temos que 

I 3 2) 
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püra i ::: 1, ... 1 ffi 1 analO(Jam~nte para as funçÕes ph (X) e Wh (x). 

:--
X Í - 1 

(a I 

( X j , l) 

I 

-' x; 
~--- --

X Í+ 1 

(b) Função <l>o1 (xl 

Fíg. 4.1- funções de Hcrrnite ClÍbicos 

~odr_~,.-!OS concluir da rc.;lc..ção (32) que para coda solução dis -

' 
ereta temos duas inc6gnitas em cada n6 co~rcspond~nte ãs f11nções 

o0i(x) e ~li(x). Assim quando utilizamos as funç6cs de Hermite 

cGhicas como base para o espaço de aproximação, o sistc~a nco -

linear (17) possui 6m equações com 6m variáveis, onde m ~ o n6mc-

ro de n6s da nossa malha. 



CAPÍ'l'ULO V 

PROBLEHAS RE.'-:oOLVl DOS 

5.1 CONDIÇÕJ::S DE EQUILfBRlO NUl'·lA ,JUNÇJ\0 l_Jl1 

Considcr;_;_mos w;;a junç.:'io pn ü1cn1Lc.:Jàa, na qual a var_iação da 

3.2. To~arnos a junção pn no s~guinte referencial 

A 

reg1ao p 
reg 100 n 

o a 

Fig 5-l Junção on 
' 

~os problemas resolvidos consjdcramos junç6es pn abrupta si-

~&trica de germânia (ou silicio) com as seguintes caracteristicas: 



Pl-'-_ :=t~J.~ETPOS 

a 

D 
11 

D 
p 

T 
p 

7l 

2 
·- 4 

x 10 em 

2.5 x 10 13 cm- 3 

3.9 
3 

(_'!11
2 /V. ,'3 e c X lO 

1.9 X 10 3 cm2 /V.sec 

l 10
2 2 

X em jsec 

5 10 
2 

X em jsec 

8 
-5 

X lO em 

l X lü- 5 
se c 

·-5 
l X lO sr::c 

---~----~----·-- ---------------·---

SJLJCIO 

2 X 10-4 

1.5 X 10 10 

] 3. 5 X 10
2 

4. 7 X 10 2 

3.5 X lO 

1.2 X lO 

3 X l0-3 

l X 10-5 

l X l0-5 

em 

-3 em 

2; em v.sec 

2 
em /V. se c 

2 em /sec 

2 
em /sec 

em 

se c 

~ec 

As condições de cont_orno foram considü)~adas do ~;C'jllinte oodo: 

a condiçdo r~e conturno para as den~~idades ôe clé·Lrons e lacunas é 

impoc;;ta de lilüdo que n,~o exista_m portaêon:s de carga em excesso nos 

contatos, ist:0 e, 
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2 
- n. 

l 
(1) 

2 
" n. 

l 
I 2 I 

L.c,,o.'3 r:; s Cünd1cÕC'S -- -- ,. --

I 3 l 

I 4 l 

Nd >) ni' da relação (2) iJ~;:;os '-lS f->l:'<JUintc;s condiçÔc.::s de conlorno 

n(a) -- Nd ( 5) 

p(a) 2 
I Nd I 6 l -- n. 

l 

Em condições de ec-1uilÍbrio, L;to e, l'élO t.enc3o ten::oão apli.ca-

da a jUJ1ç~o, sabemos que as dc,1sida~es de corrente para el&trons 

e l_ncunas devem ó.nulu.r-se separadamente, desse fato podemos obter 

relações nntre as dcnsj_dades de portadores de carga em cquj.líbrio 

e o potencial eletrostático, essas relações são dodas por ( ver 

rcf. [3]) 

~ (x) 
KT 

r.n (n (x) I ni) (7) = 

q 
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~~ (x} = 
- xrr 

18) 

q 

Dc~~sc lliOdo, a cond·i_ç,~o de conto_r:no pa_ra o po{-_cncj n.l clcl-ros--

tfitj_co pode ser escrita da seguinte forma: 

~J (o) o 
K'r 

tn ln(o) I ni) I 9 I 
q 

y (,ô) 1\T s_n (n (a I I ni) I l. o I 
q 

cnc'ie n (o) " n (a) SLlO li a d u .'3 pelas cqs. ( 3 I c I sI . 

Para sj_tuação de equiJ{brio obtivemos as densidades de e]_ã-

pela 

Fig. 5. 2 e o cm::portCllacnto llUal.i L-J.1:_ivo Uo potcncj_al clelrosUltico 

il.ustrado pela Fig. 5.3. 
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fÍs_ico inl·erno (}e ul!d jl_m,;,:-;o vn, r1u;mdo a situaç.J.o de equilíbrio 

é perLrcl- l('Ja. v~mos consiclcriar c~pecjficornrnte o c~so de t!ma va 

~· (o) 

Tal v~riaçâo pode ser C[•us~~a pela rip]_ic:oç~o de voa t0nsfio nos 

conta-t-os f_i.x, C:.os nos ext-_JJ'H,os dél.S r0giGc!; -;_-J_po p c ti_po n. 

tivo em rcJ.aç~o ao tcrn1inal Ja regj_ão tipo n, reduz a 

c1e poUJcciaJ, é c~c:.:cmi.nada h.'n.!õao diJ~ci-_a e dL::cmos que a junção 

Por outro lado, uf!la tensão com po-

Esta condiç~o de dc~scsuilibrj_o na jtJnç5o pn pode ser descri 

ta pelas· scguinlcs condiçGes de contorno: 

as cor:diçUt::.s de conto:cno vara as dr~n.r:;jdade's de olGtrons e Jacu-

nas ficam as mc~:;;nas dadas pelas equaçÕes (3) (6). A condição 

de contorno para o potoncj.al eletrostátj_co ~ dado da ser::ruinte 

forma: 

,~, (o} --
KT 

;",TI In (o) I ni) (11) 

q 

\,I a I -v. KT 
In (a) I ni) = + -- tn 

J 
I 12 I 

q 
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Tc~os que, pilra Vj positi-

V nr: n_a_ 
j ' 

i:ivo corrcs·,,,,,~dc a t:Jn,~ ]JO]_arlz~r:~.-o '''''c~v, c'a J-'•-Jlc~o ['11 C<~ ~-- < -,V _,,ou_ ~ '" _CA J O 

testes 

75 iilV c ' ' 
V<lJ.J<:lLOO L'lS 

J.st.o c, 

5. 3 CONCl,USÕES E SUCES'l'Õl:;S 

Nd :.:: N - a 

v . = 2 5 lllV I 

J 

IN I a 

Jüllçao 

de un ~-onto c1e v.i::;ta \jUalit.ativo. 

')0 

c doa 

fc·r ;-:;m 

ao pi·oblu1!a de valor in.Lci_al c de fuJntcira para disposi"Livos ~:oc-

sultar]os sati.sfat6rios. ~:os pLoblcntas rcsoJvj~r3os tivct:;os un:a 

convl~rgência quaàLÍ.tica do rntStodo c1c 1\'cwton para valores de Na 

Nd pr6ximos da conccntraç~o intrinseca e uma convergência linear 

ouando N 
" a 

- 4 -"" Nd = 10 x n 1 e tendo uma nuo convergencia paxa Na = 

Nd muito major que a concentraçÃo intríns,"'ca. 

simGtrica, püdL·ffiOS d~r 0S scuuin·Lcs ~Ugi?StÕes: do ponto de visla 

fisico poacsos COJ1Siderar que: 

i. 2s densidades dB clªt~ons e laCilnas variam ianio na direçao 
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x como na direção y, isto· é, caso bidimensional; 

ii. os coeficientes de difusão e mobilidade sejam funções das den 

sidades de impurezas ionizadas no material sernicondutor in -

trínseco; 

iii. o termo de recombinação seja expresso por 

n (x) p (x) -
R(n,p) = 

T(n(x) + p(x) + 2n
1

) 

Podemos também simular uma célula solar, bastando para iss~ 

considerar o termo G(x), que representa a taxa de geração de pa-

res elétrons-lacunas devido uma radiação de uma fonte externa , 

nas equações de continuidade para elétrons e lacunas. 

Do ponto de vista do método de elementos finitos podemos cog 

siderar o espaço de dimensão finita Vh gerado por funções 11 splines" 

cúbicas, funções quadráticas ou funções lineares. 

Do ponto de vista matemático, a análise da existência e uni-

cidade da solução para o sistema de equações diferenciais par -

ciais não-lineares, que rege a condução elétrica nos dispositivos 

semicondutores, bem como a dependência contínua dos dados iniciais, 

está feita no trabalho de Mock, H. S. [5], para o problema nao -

estacionário. Para o problema estacionário a análise de existên-

cia e unicidade está feita publicação de Mock, M.S. [6], onde o 



autor despreza o termo de geraça( ·~ o termo de recombinação de 

pares elétrons - lacunas, fato que deixa o modelo fora da reali­

dade dos dispositivos semicondutores. 

A análise da existência e unicidade, bem como o estudo da 

dependência contínua dos dados iniciais, para o problema estaci~ 

nário no qual consideramos os termos de geração e recombinação , 

pode dar origem a um novo trabalho de tese, tendo em vista que não 

existem publicações neste sentido. 
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AP<:NDICE I 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO ~TODO DE ELEMENTOS FINITOS 

NA SIMULAÇÃO DE UMA JUNÇÃO pn ABRUPTA 

Fizemos a implementação computacional do Método de Elementos 

Finitos, através do método frontal,para simular uma junção pn, na 

qual o espaço de aproximação foi gerado pelas funções de Hermite 

cúbicas. o programa foi implementado em FORTRAN IV, e possui a 

seguinte estrutura, 

VIMN I 

JGAUSS I 

SHAPE JDSHAPEj 
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A seguir vamos descrever o programa principal e cada uma das 

subrotinas, em ordem de chamada. 

DDSC 

DRP 

N 

PROGRAMA PRINCIPAL 

Descrição dos Parâmetros de Entrada 

: variável real, precisão dupla, indicando a dimensão 

dispositivo semicondutor, em centímetros. 

variável real, precisão dupla, indicando a dimensão 

região tipo p, em centímetros. 

variável inteira, indicando o número de nos. 

do 

da 

DES : variável real, precisão dupla, indicando a densidade de 

elétrons no contato da região tipo P, em n9 de portado -

res por centímetro cúbico. 

DED variável real, precisão dupla, indicando a densidade de 

elétrons no contato da região tipo n, em n9 de portado -

res por centímetro cúbico. 

DLS variável real 1 precisão dupla, indicando a densidade de 

lacunas no contato da região tipo p, em n9 de portadores 

por centímetro cúbico. 
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DLD variá~el real, precisão dupla, indicando a densidade de 

lacunas no contato da região tipo n, em n9 de portadores 

por centímetro cúbico. 

TAJ variável real, precisão dupla, indicando a tensão aplic~ 

da à junção, em volts. 

ACEPTE : variável real, precisão dupla, indicando a densidade de 

impureza aceítadora ionizada, em n9 de cargas negativas 

imóveis por centímetro cúbico. 

DONO R variável real, precisão dupla, indicando a densidade de 

impureza doadora ionizada, em nQ de cargas positivas imó 

veis por centímetro cúbico. 

IM variável inteira, indicando o cOdigo do material semi-

condutor intrínseco- Germânia (IM= 1), Silício (IM=2). 

IC variável inteira, indicando o código da aproximação ini-

cial para o método de Newton - solução anterior {IC = 0), 

uma reta (IC = 1). 

UN!CAMP 
ll!P! 1;J.,,.,l,A 
D, J.';.., ! t CENTRAi 



X 

ELET 

HOLE 

VOLT 

FERN 
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Descrição das Variáv is Utilizadas 

vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a N. É um vetor de trabalho, que contém as coordenadas 

dos nós. 

vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a 2N. É um vetor de salda, que contém a densidade de 

elétrons em cada nó (ELET (2I-l)) e a sua derivada (ELET 

(2I)). 

: vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a 2N. É um vetor de saída, que contém a densidade de 

lacunas em cada nó (HOLE (2!-1)) e a sua derivada ( HOLE 

(2I)). 

vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a 2N. É um vetor de saida, que contém o potencial ele-

trostãtico em cada nó (VOLT (2I-l)) 

(VOLT (2I)). 

e a sua derivada 

vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a N. É um vetor de saída, que contém o nível quase-Fer­

mi para elétrons em cada nó. 



FERP 

CURR 

CPCSI 

DEBYE 
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: vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a N. t um vetor de saída, que contém o nível quase-Fer­

mi para lacunas em cada nó. 

: vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a N. É um vetor de saída, que contém a densidade total 

de corrente. 

vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 2. ~ um 

vetor de trabalho, que contém a densidade dos portadores 

de carga no semicondutor intrínseco - Germânia 

(1)), Silicio (CPCSI (2)). 

(CPCSI 

vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 2. ~ um 

vetor de trabalho, que contém o comprimento de 

Germânia (DEBYE (1)), Silício (DEDYE (2)). 

Debye -

TENTER : variável real, precisão dupla. t uma variável de traba­

lho, indicando a tensão térmica, em volts. 

vs variável real, precisão dupla, indicando o potencial ele 

trostático no contato da região tipo p, em volts. 

VD : variável real, precisão dupla, indicando o potencial ele 

trostático no contato da região tipo n, em volts. 
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SUBROUTINE VIMN 

Calcula a aproximação inicial para as densidades de elétrons 

e lacunas e para o potencial eletrostático, que serão utilizados 

para iniciar o método de Newton. Como aproximação inicial ser a 

considerada uma reta que liga as condições de contorno. 

Descrição dos Parâmetros 

X, ELET, HOLE, VOLT, DES, DED, DLS, DLD, VD, VS, N: estão descri-

tos no programa principal. 

SUBROUTINE FESDS 

Calcula a solução fraca discreta para o sistema de equações 

diferenciais não-lineares, que rege a condução elétrica em uma jun 

' ção pn abrupta simétrica, através do método frontal. Utilizando 

o método de Newton para resolver o sistema não - linear com 6N 

equaçoes com 6N incógnitas, fornecido pelo método de elementos fi 

nitos, onde N é o número de nos. 

Descrição dos Parâmetros 

X, ELET, HOLE, VOLT, ACEPTE, DONOR, DRP, IM, N: estão descritos 

no programa principal. 
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Descrição das Variáveis Utilizadas 

DELTA : vetor real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a ~N. É um vetor de trabalho, que contém a solução do 

sistema linear fornecido pelo método de Newton - equação 

(19) cap. IV. 

M 

K 

H 

F 

A 

matriz real, precisão dupla, de dimensão igual a 4 x 4. 

É uma matriz elementar, onde seus elementos sao defini­

dos a partir da equação {11} cap. IV. 

matriz real, precisão dupla, de dimensão igual a 4 x 4. 

~ urna matriz elementar, onde seus elementos sao defini­

dos a partir da equação (lO) cap. IV. 

matriz real, precisão dupla, de 'dimensão igual a 4x4x4 . 

É uma matriz elementar, onde seus elementos sao defini­

dos a partir da equação (14) cap. IV. 

vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 4. É um 

vetor elementar, onde seus elementos são definidos a paE 

tir da equação (12) cap. IV. 

matriz real, precisão dupla, de dimensão igual a 12 x 12. 

É uma matriz de trabalho, que contém o Jacobiano do siste 

ma não-linear (17) cap.IV, definido em cada elemento fini 

to. 
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: vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 12. 

um vetor de trabalho, que contém o sistema não - linear 

(17) cap. IV, definido em cada elemento finito. 

vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 4. É um 

vetor de trabalho, utilizado para construir o vetor B. 

Jacob : matriz real, precisão dupla, de dimensão igual a 4 x 4 . 

t urna matriz de trabalho, utilizada para construir a ma­

triz A. 

BB vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 6. ~um 

vetor de trabalho, definido por: BB (I) = B(I), 1=7, ... , 

12. 

AA : matriz real, precisão dupla, de dimênsão igual a 6 x 6 . 

É urna matriz de trabalho, definida por: AA(I,J) = A(I,J), 

I,J = 7, ... ,12. 

AUX matriz real, precisão dupla, de dimensão pelo menos igual 

a 6N x 13. É uma matriz de trabalho, que contém a ma -

triz ampliada do sistema linear (19) cap. IV 

triangular superior. 

na forma 
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IV 
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vetor inteiro, de dimensão igual a 4, que con-tém os ín­

dices dos coeficientes da combinação linear que repre -

senta a densidade de elétrons em cada elemento finito. 

vetor inteiro, de dimensão igual a 4, que contém os in­

dices dos coeficientes da combinação linear que repre -

senta a densidade de lacunas em cada elemento finito. 

vetor inteiro, de dimensão igual a 4, que contém os ín 

dices dos coeficientes da combinação linear que repre­

senta o potencial eletrostático em cada elemento finit~ 

DP, DN, DEBYE, TAUN, CEE, CEL, EPS, TEST: estão descritos no pro­

prio programa. 

SUBROUTINE MEG 

Calcula as matrizes elementares M, H, K e o vetor elementar 

F, como seus elementos são dados por meio de integrais, utiliza­

mos quadratura Gaussiana com seis pontos de integração. 

Descrição dos Parâmetros 

M, H, K, F: estão descritos na subrotina FESDS. 
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Descrição das_ Variáveis Utilizadas 

T : vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 6. ~ um 

vetor de trabalho, que contém os zeros do polinômio de 

Leg.endi:'e de grau 6. 

A : vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 6. ~ um 

vetor de trabalho, que contém os pesos para o método de 

integração Gaussiana. 

X vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 6. ~ um 

vetor de trabalho, indicando uma mudança de variável 

por meio de uma transf. linear, que leva os zeros do 

polinômio de Legendre contidos no intervalo (-1, 1), no 

intervalo (0, step). 

' 
PHI : vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 4. Cada 

uma de suas componentes contém a expressão analítica d~ 

funções de Hermite cúbicas, descritas no cap. II e ilus 

tradas pelas Figs. 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8. 

DPHI : vetor real, precisão dupla, de dimensão igual a 4. Cada 

uma de suas componentes contém a expressao das deriva -

das das funções de Hermite cúbicas. 
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SUBROUTINE SHAPE 

Contém as expressoes das funções de Hermite cúbicas. 

Descrição dos Parâmetros 

X, PHI estão descritos na subrotina MEG. 

SUBROUTINE DSHAPE 

Contém as expressoes das derivadas das funções 

cúbicas. 

Descrição dos Parâmetros 

X, DPHI estão descritos na subrotina MiG. 

SUBROUTINE GAUSS 

de Hermite 

Através do método de Gauss com pivotamento, efetua a elimin~ 

çao das seis primeiras variáveis da matriz ampliada AIB, que e 

construída em cada elemento finito, e posteriormente, essas seis 

primeiras linhas serão guardadas na matriz AUX. 
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Descrição dos Parâmetros 

A, B : estão descritos na subrotina FESDS. 

SUBROUTINE SSLTS 

Resolve um sistema linear triangular superior e calcula as 

novas aproximações para as densidades de elétrons e lacunas e pa-

ra o potencial eletrostático. 

Descrição dos Parâmetros 

ELET, HOLE, VOLT, DELTA, AUX, N; estão descritos 

FESDS. 

FUNCTION SUPNOR 

n Calcula a norma infinito para um vetor em ~ . 

SUBROUTINE FERMI 

na subrotina 

Determina os níveis quase - Fermi dos elétrons e lacunas. 

Descrição dos Parâmetros 

ELET, HOLE, VOLT, FERN, FERP, TENTER, N: estão descritos no pro-

grama principal. 
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SUBROUTINE AMPER 

Calcula a densidade total de corrente na junção pn, através 

das equaçoes auxiliares - eqs. (4) e (5) cap. III. 

Descrição dos Parâmetros 

ELET, HOLE, VOLT, CURR, IM, N: estão descritos no programa princi 

pal. 

Descrição das Variáveis Utilizadas 

Q, DN, DP, UN, UP: estão descritos no próprio programa. 

Obs. 1: segue em anexo uma listagem do programa. 
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