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Capítulo 1 

-INTRODUÇAO 

Este trabalho é um estudo de alguns aspectos do problema de recuperar uma função 

dada informação parcial sobre a mesma e sobre sua transformada de Fourier. Este pro­

blema matemático surge em inúmeras e importantes aplicações, por exemplo nas áreas 

de microscopia eletrônica [32], interferometria especular [4], cristalografia de raio X [44] 

e astrofísica [35]. Descreveremos alguns exemplos importantes com mais detalhes pos­

teriormente. Não discutiremos o problema relacionado com a existência de solução pois 

na prática admite-se que existe; alguns resultados relacionados com a estabilidade dessa 

solução com relação aos dados podem ser encontrados em [45]. Comentaremos a questão 

da unicidade da solução e trataremos principalmente os métodos existentes para a recu­

peração de tais funções para alguns problemas específicos. 

Para uma função f : JRM --+ a: ou f : JRM --+ IR, dependendo do caso, podemos 

considerar essencialmente os seguintes problemas: 

RECUPERAÇÃO DA FASE: 

(Pl) Recuperar f dadas as amplitudes de f e de sua transformada de Fourier F; 

(P2) Recuperar f dada a amplitude de sua transformada de Fourier F (jFj) e alguma 

condição convexa sobre f (ou seja, expressa na forma de um conjunto convexo ao qual f 
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deve pertencer); 

RECUPERAÇÃO DA amplitude: 

(P3) Recuperar f dada a fase de sua transformada de Fourier F e alguma condição con­

vexa sobre f; 

e para funções f : IRM ---+ IR e g : IRM ---+ IR consideramos o problema de 

DECONVOLUÇÃO CEGA: 

(P4) Recuperar f e g dada a convolução f* g das mesmas. 

Seja agora uma função f(x) onde x é um vetor M-dimensional e f é integrável. A 

transformada de Fourier (TF) de f(x), é dada por 

F(u) = k f(x) exp( -i27ru.x)dx = IF(u)i exp[i1/;(u)], (1.1) 

onde 1/;( u) é a fase e n é IR, IR2 ou IR3 , dependendo da aplicação. Nos concentraremos 

no caso M=2, que é o caso de imagens, porém existem aplicações onde M=l ( em sinais) 

ou M=3 (por exemplo em cristalografia). A imagem é dada pela transformada de Fourier 

inversa (TFI) da visibilidade, 

.r-1(F)(x) = f(x) = k F(u) exp(i27ru.x)du (1.2) 

e reconstruir a imagem é imediato quando é possível medir F(u) (ver [7] e [42]). Um 

problema de fase (Pl ou P2) aparece quando é possível medir somente a amplitude IF(u)i. 

Como a imagem é dada pela equação (1.2) recuperar a imagem é equivalente a reconstruir 

a fase 1/;(u) de F(u). 

Com o auxílio do Teorema da Convolução é possível determinar a autocorrelação de 

f(x) a partir da amplitude de F(u), isto é, .r-1(IF(u)\ 2
) = .r-1(F(u)F*(u)) = f(x) * 

f*( -x) = L: f(o:).f(x + o:)do: onde* e * denotam, respectivamente, a convolução e a 

conjugação complexa. 

Na prática [7] os problemas são discretizados e, no caso 2-dimensional (M=2), são 
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utilizadas as transformadas de Fourier discretas (TFD) 

F(u) =L f(x) exp(-i27ru.xjN) (1.3) 
xEr 

e sua inversa (TFDI) 

f(x) = N- 2 L F(u) exp(i2Jru.xjN), (1.4) 
uE!1 

onde n e r representam malhas com N 2 pontos. Ambas são computadas utilizando o 

método da transformada rápida de Fourier [7]. 

Segundo a definição de Hadamard [3] um problema é bem posto se a solução 

(i) existe 

(ii) é única 

(iii) depende continuamente dos dados. 

Se o problema viola qualquer uma destas condições ele é mal posto. Aqui violações da 

condição (i) não são importantes pois se trata de um fenômeno real cuja solução existe. 

A não existência de solução para o modelo não implica que a quantidade física não exista 

e sim se deve a um modelo impreciso ou a dados ruidosos. Ambas as possibilidades são 

exemplos extremos de dependência descontínua nos dados (violação da condição (i i)). 

Discutiremos as condições para a unicidade da solução. 

1.1 A Unicidade 

1.1.1 Recuperação da Fase 

É claro que existem algumas propriedades da função que são perdidas quando não é 

possível medir a fase da TF. Por exemplo, quando conhecida somente a amplitude da 

TF da função (problema de recuperação de fase puro), se f(x) é uma solução do 

problema também são soluções kf(x) com ikl = 1, f(x +a) e f*( -x). Como do ponto 

de vista prático estas são ambiguidades aceitáveis (fator de fase constante, translações ou 
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inversão na origem) a unicidade é discutida a menos dessas funções que chamaremos de 

associadas triviais. 

Se a imagem é uma função complexa arbitrária o problema da fase tem uma infinidade 

de soluções pois pode-se associar qualquer função de fase a amplitude conhecida. O'Neill 

e Walter [36] parecem ter sido os primeiros a reconhecer que o problema posto assim não 

corresponde a qualquer situação física real. Em qualquer caso prático, existem restrições 

na forma da imagem. Por exemplo, em sistemas óticos a imagem tem suporte finito e é 

usualmente não negativa. 

Akutowics, Hofstetter e Walther ( ver [1], [50] e [25]), verificaram que o problema 

contínuo da recuperação da fase (P1 ou P2) unidimensional (M=1) em geral não tem 

solução única. Walther mostrou que se o suporte de f(x) é finito este problema tem um 

número infinito mas enumerável de soluções. Ele observou ainda que outras restrições, 

como por exemplo a não negatividade de f(x), devem reduzir o número de soluções, 

porém, não é claro qual o grau da redução. 

Para o caso contínuo em duas ou mais dimensões a análise é diferente pois o conjunto 

das funções inteiras não é um anel de fatoração e a expansão de Hadamard não se ex­

tende a funções inteiras multidimensionais (teoria utilizada por Akutowics, Hofstetter e 

Walther). Sanz [45] deu a seguinte condição, suficiente mas não necessária, para a unici­

dade de solução: 

Se F : JRn --+CC é uma função de banda limitada (sua TFI, f, tem suporte compacto) 

e F(zl,Z2,···,zn), sua única extenção inteira do tipo exponencial acrn, é irredutível em 

c;n, então f pode ser unicamente reconstruída (a menos de associadas triviais) a partir de 

I F( u1, u2, ... , Un)l. 

No caso do problema unidimensional discreto, Bruck e Sodin [8] mostraram, utilizando 

o sistema gerado pela autocorrelação e a Z-transformada de f [40], que se f é de suporte 

finito, então existem no máximo 2N soluções (N=número de amostras). 

Ainda em 1979, Bruck e Sodin [8] sugeriram a possibilidade de reconstrução única de 

uma função f de suporte finito no problema discreto multidimensional. Em 1982, Hayes 
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[22] deu uma caracterização completa desse problema incluindo um limitante superior para 

o número de soluções. Um resultado de extrema importância mostra que para M 2: 2 

o problema de recuperação de fase tem solução quase sempre única. Mais especifica­

mente, considerando que a Z-transformada de uma seqüência m-dimensional x(n1, ... , nm) 

é definida por 

X(z1, ... , Zm) =L L ... L x(n1, ... , nm)z~n 1 
••• z;;.,nm 

n1 n2 nm 

e é dita simétrica se para algum vetor k de números inteiros positivos X ( Z) 

±z-k X ( z- 1) Hayes demonstrou que: 

Se a Z-transformada A(z1, z2 , ••• , Zn) de uma seqüência multidimensional a(j1, ... ,jn) é 

irredutível e não simétrica (como um polinômio em n variáveis), então a seqüência "a" 

é unicamente determinada a partir da amplitude de sua transformada de Fourier, exceto 

por associadas triviais. 

Outro resultado neste sentido foi obtido por Sanz ( [45]): 

Qualquer seqüência real a(j1 , •.. ,jn). O:::; Ji:::; N -1, i=l, .. ,n, n 2: 2, a menos de uma 

variedade algébrica em JRN x JRN x ... x JRN, pode ser unicamente reconstruída (a menos 

de associadas triviais) a partir da amplitude de sua série de Fourier. 

Observamos que embora esse resultado seja para seqüências reais, ele pode ser exten­

dido para seqüências de números complexos e então se aplica ao problema (P1). 

Em 1980, Hayes, Lim e Oppenheim [23] mostraram que uma seqüência unidimensional 

de comprimento finito (suporte finito) é unicamente reconstruída, a menos de um fatores­

calar, pela fase ou a tangente da fase de sua transformada de Fourier se sua Z-transformada 

possue todos os seus zeros no círculo unitário ou em pares recíprocos (z e z- 1 ). Hayes 

[22]) estendeu este resultado para seqüências multidimensionais com uma restrição que 

envolve a noção de Z-trasformada simétrica. Assim uma seqüência multidimensional de 

suporte finito é unicamente reconstruída, a menos de um fator escalar, a partir da fase 

ou da tangente da fase de sua transformada de Fourier se sua Z-transformada não possui 

fatores simétricos. 
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1.1.2 Deconvolução Cega 

A convolução g(x) de duas funções, f(x) e h(x), é definida pela integral 

g(x) =L: J(x')h(x- x')dx'. (1.5) 

O problema de deconvolução cega consiste em reconstruir a função f(x) a partir de g(x) 

sem o conhecimento de h(x). Este problema é altamente indeterminado (com nenhuma 

unicidade de solução) a menos que se tenham mais informações sobre as funções envolvi­

das. Se, por exemplo, uma das funções é Hermitiana é possível reconstruir analiticamente 

a fase da transformadada de Fourier da outra função. Isto acontece pois, devido ás propri­

edades de simetria da função Hermitiana, a fase de sua transformada de Fourier é zero ou 

1r. Assim, para o problema (P3) a deconvolução é única quando a função não Hermitiana 

satisfaz a condição de unicidade. 

Como o problema de recuperação de fase é um caso particular da deconvolução de 

funções, onde g(x, y) = f(x, y) *f*( -x, -y) = :F(F*(u, v)F(u, v)) com F sendo a trans­

formada de Fourier de f e* e * denotando, respectivamente, a convolução e a conjugação 

complexa, este é mais um caso onde estão definidas as condições de unicidade de solução 

para o problema de deconvolução. 

Barakat e Newsam [3] mostraram que o problema da fase (Pl e P2) é localmente mal 

condicionado no que se refere a condição (iii). 

Ambos os problemas, da recuperação da fase ou da amplitude, tem aplicações muito 

importantes. A seguir descreveremos algumas delas. 

11 



1. 2 Aplicações 

1.2.1 Astrofísica, Interferometria Especular 

· Um dos problemas reais mais importantes que são modelados pelo problema ma­

temático da recuperação da fase, e que tem sido nossa principal fonte de referência por se 

tratar de reconstrução de imagens, é a chamada interferometria especular (tradução livre 

de 'speckle interferometry', sendo que 'speckle' poderia ser traduzido como 'salpicado', já 

que se trata de um tipo particular de distorção) (IE). Desde a época de Newton, até a 

década dos 70, a atmosfera terrestre tem sido reconhecida como uma limitação insuperável 

para a resolução de telescópios astronômicos baseados na terra. Este inconveniente foi 

superado com a introdução por Labeyrie [21] em 1970 da técnica chamada de IE estelar. 

Para cada imagem instantânea gravada, a equação que se aplica é 

i(x, y) = o(x, y) * p(x, y), (1.6) 

onde i(x, y) representa a intensidade instantânea da imagem, o(x, y) a intensidade do 

objeto que queremos reconstruir, e p(x, y) a função de espalhamento pontual (PSF) da 

atmosfera/telescópio. O problema central consiste então em conseguir uma boa apro­

ximação da função de PSF; como isto não era possível antes da introdução da IE, era 

necessário resolver um problema de deconvolução cega completamente indeterminado. A 

IE é uma técnica que consegue estimar, no lugar de p(x, y), uma média da função de 

transferência T(u, v), que é a TF de p(x, y). Obtém-se uma equação da forma 

(1. 7) 

onde I e O denotam as TF de i e o respectivamente e ( , ) as médias sobre um con­

junto de imagens simultâneas. Da equação anterior se deduz que somente é possível obter 

com precisão adequada a amplitude da TF do objeto e assim ocorre o problema da recu­

peração da fase (P2). Uma descrição com mais detalhes das características da IE podem 

ser encontradas em [4] e em [5] (Capítulo 4). O problema (P4) aparece também em 
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astrofísica quando é necessário recuperar um sinal (ou imagem) que passou por alguma 

forma de distorção, isto é, o sinal é a convolução de uma função de distorção com o sinal 

que deve ser recuperado e, por exemplo, a fase da transformada de Fourier de tal função é 

nula (isso ocorre em casos de longa exposição a turbulência atmosférica). Então a fase do 

sinal não é distorcida e portanto a partir da convolução obtém-se a fase da transformada 

de Fourier do sinal a ser recuperado. É preciso então recuperar a amplitude do sinal que 

é o problema (P4). 

1.2.2 Cristalografia 

O problema (P2) ocorre em cristalografia onde o raio X é utilizado para determinar a 

estrutura das moléculas de um cristal, isto é, determinar a posição dos átomos na molécula 

([31], [44]). Para determinar a fase de uma onda é preciso ser capaz de monitorar a onda 

completamente e precisamente. Como raios X tem uma frequência muito alta(~ 1018HZ) 

isso implica que um instrumento capaz de medir a fase de um raio X deve ser capaz de de­

tectar mudanças num campo elétrico ocorrendo em tempos da ordem de 10-18 segundos. 

Tal instrumento não existe, logo somente a amplitude da onda difratada pode ser medida. 

Mesmo no caso da amplitude, como uma molécula é extremamente pequena é necessário 

utilizar uma amostra do cristal contendo muitas moléculas identicamente orientadas e 

igualmente espaçadas, para obter amplitudes difratadas possíveis de serem medidas. 

O campo de espalhamento dos raios X é aproximadamente a TF da densidade eletrônica 

f(x) no cristal. Portanto em condições normais f(x) ?: O. Como comentado anteriormente 

o problema da fase aparece porque somente a intensidade dos raios difratados (proporci­

onal a IF(u)l 2 ) pode ser medida. 

Um cristal pode ser descrito, em termos de uma célula elementar que é repetida por 

múltiplas translações ao longo de três vetores elementares no espaço tridimensional. Se 

cada célula é referenciada como um ponto, o conjunto infinito dos pontos assim formados 
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é chamado de rede. A densidade eletrônica no cristal pode ser escrita como 

+oo 

f(x) = e(x) * l(x) = e(x) * L b"(x- Zn) (1.8) 
n=-oo 

onde * denota convolução, l(x) a rede, os Zn são os pontos da rede e e(x) denota a 

densidade eletrônica numa única célula elementar (e zero em outro lugar). Existem vários 

tipos de redes, mas, para facilitar a exposição consideramos a rede primitiva ortorrômbica 

em que os vetores elementares são mutuamente ortogonais e existe uma molécula por 

célula elementar. A expressão anterior para a densidade eletrônica pode ser escrita da 

seguinte forma 

+oo 

j(x1, x2, x3) = e(x1, x2, x3) * L b"(x1 - ma)b"(x2- nb)b"(x3- pc), (1.9) 
m,n,p=O 

onde x = (x1,x2,x3) a,b e c são os comprimentos dos vetores elementares e 6 denota a 

função delta ou distribuição. A célula elementar pode ter simetrias internas chamadas 

simetrias de grupo espacial (space group symmetries), mas para evitar detalhes técnicos 

não importantes aqui consideramos uma célula elementar sem simetrias. Quando, por 

exemplo, o conjunto de átomos moléculas ou conteúdo de uma célula elementar é centro­

simétrico e a origem se encontra sobre o centro de simetria a parte imaginária de F(u) é 

nula e então o problema da fase se reduz a uma decisão de sinal isto é F(u) = IF(u)l ou 

F(u) = -IF(u)l. Se a célula elementar contém N átomos então a densidade eletrônica 

na célula elementar é dada por 

N 

e(x1, x2, x3) = L en(x1 - z1, x2 - z2, x3 - z3), 
n=l 

(1.10) 

onde en(xl, x2, X3) é a densidade eletrônica no n-ésimo átomo e (z1, z2, Z3) a posição do n­

ésimo átomo. Como a densidade eletrônica está concentrada em torno do núcleo atômico, 

e(x) salta em posições atômicas (propriedade conhecida como atômicidade) logo deter­

minada a função densidade eletrônica e(x) é possível inferir as posições dos átomos. O 

tipo de átomo pode ser determinado a partir da amplitude de e(x), que é proporcional ao 
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número atômico. 

Em cristalografia a função a ser reconstruída é e(x) e nao f(x) que é de suporte 

infinito. Como os raios X são difratados por todo cristal, a amplitude medida é 

IF(u)l = jF(u1, u2, u3)j, onde pelas equações (1.1) e (1.7) 

+oo 
F(u1, u2, u3) = E(u1, u2, u3). L 6(u1- hja)6(u2- kjb)6(u3 -l/c) (1.11) 

h,k,l=-oo 

e E(u) é igual á TF de e(x), o padrão de difração será obtido de uma única célula 

elementar. De (1.9) e (1.11) tem-se que as medidas F(u) são portanto a TF da densidade 

eletrônica de uma única célula amostrada em pontos (h/a, kjb, l/c). Em cristalografia o 

espaço de Fourier é chamado espaço recíproco e os pontos (hja, k/b, l/c) formam a rede 

recíproca. É convencional denotar as amostras de F(u1, u2 , u3), chamadas de fatores de 

estrutura, por Fhkl, isto é, 

Fhkl =F( h/a, kjb, l/c)= E(hja, kjb, ljc) = E(u)L(u) 

onde L( u) denota a rede recíproca. 

É claro que 

ou 

Fv = fv f(x) exp(i27rv)dx 

onde v= (h/a, kjb, ljc) e V é o volume da célula elementar. 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

É importante observar na equação (1.11) que a intensidade devida a célula elementar 

(jE(u)l 2
), que é uma função contínua, é submetida a uma amostragem (rede recíproca). 

Em outras palavras, a repetição do modelo atômico da célula elementar tem por con­

seqüência uma perda de informação no espaço recíproco já que então só é possível observar 

o quadrado do módulo da transformada de Fourier em pontos discretos da rede e não em 

todo o espaço recíproco. Nos cristais reais (não ideais) encontra-se intensidade apreciável 
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fora desses pontos (picos de Bragg), devido ao fato da rede não ser perfeita, o cristal ser 

infinito, os átomos estarem vibrando por efeito térmico, existirem átomos fora do lugar 

correto ou substituídos por átomos diferentes ou por outros defeitos. 

Se a fase de Fhkl também pudesse ser medida não haveria problema pois as amostras 

são separadas pelo intervalo de Nyquist e são portanto suficientes para reconstruir conti­

nuamente E(u1, u2, u3) pelo teorema da amostragem. Como o suporte da autocorrelação 

(F-1(IF(u)j2)) em qualquer direção é duas vezes o suporte de e(x) na mesma direção 

o intervalo de Nyquist para IE(u)j2 é portanto metade que para E(u) e assim IE(u)j2 

contínua não pode ser reconstruída com os dados amostrados. Esta particularidade no 

problema de recuperação de fase em cristalografia foi observada pela primeira vez por 

Sayre [47]. Segue disso que a autocorrelação de e(x) não pode ser construída utilizando 

somente IFhkd· O que pode ser obtida é a autocorrelação de f(x) que é chamada de função 

de Patterson de e(x), 

P(x) = (1/V) L IFvl2 exp(i27rv.x). (1.15) 
v 

Pelas equações (1.14) e {1.15 ), 

+oo 
P(x1, x2, x3) = L A(x1 - ha, x2- kb, X3- lc) (1.16) 

-00 

onde A(x) é a autocorrelação de e(x). Como A(x) tem duas vezes a extensão de e(x) a 

autocorrelação em (1.16), se sobrepõe. Tal dificuldade é interpretada como um "aliasing 

problem" no espaço da autocorrelação. Como e(x) é atomística, assim é P(x), e picos em 

P(x) ocorrem em posições que correspondem a vetores interatômicos na estrutura. Em 

princípio, P( x) pode ser usada para se obter e( x), mas em alguns casos isso é praticamente 

impossível. 

No caso de cristalografia macromolecular, que determina a estrutura de moléculas com 

mais de 500 átomos, os métodos diretos não são efetivos pelas seguintes razões [31]: 

- o grande número de átomos resulta numa grande variedade de fases prováveis. 

-Os dados de difração são medidos usualmente somente para resolução moderada de modo 

que a propriedade de atomicidade em que os métodos diretos são baseados não é refletida 
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nos dados. 

Todos os procedimentos utilizados em cristalografia macromolecular utilizam alguma in­

formação auxiliar que sempre aproxima a fase a ser calculada. Esta informação é obtida 

com uma variedade de técnicas experimentais ou por usar uma estrutura similar conhe­

cida. A estimativa obtida juntando as intensidades medidas e a aproximação da fase é 

utilizada como estimativa inicial para a aplicação dos algoritmos iterativos propostos por 

Fienup que descreveremos posteriormente. Assim tais algoritmos funcionam como um 

processo de refinar a aproximação da densidade eletrônica obtida. 

1.3 Panorama desta Tese 

Após a apresentação dos problemas neste capítulo introdutório, no próximo capítulo 

apresentaremos uma descrição dos métodos existentes para resolvê-los. Nos concentramos 

no problema (P2), o mais difícil pela não convexidade e também o mais importante nas 

aplicações, mas algumas metodologias são comuns para os outros problemas relacionados. 

Também nossa referência principal é o caso bidimensional, a recuperação de imagens, e 

as informações adicionais são essencialmente não negatividade e aquela que provém do 

suporte da autocorrelação. Descreveremos os métodos para recuperar tipos especiais de 

objetos, e depois os métodos não iterativos para objetos gerais. Na terceira Seção apresen­

tamos uma descrição detalhada dos métodos iterativos, cujo estudo é o principal objetivo 

desta dissertação. Damos uma breve explicação do problema da estagnação e das técnicas, 

previamente existentes, propostas para superá-lo. 

Os Capítulos 3, 4, 5, 6 e 7 contém os resultados originais desta tese, produto da nossa 

pesquisa sobre os métodos iterativos. 

O Capítulo 3 descreve alguns novos métodos alternativos para resolver (P2) e (P3), 

que em alguns casos tem produzido melhores resultados que os métodos anteriores. 

As questões relacionadas com a convergência e a estagnação dos métodos para resolver 
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(P2) nos levaram à necessidade de conseguir uma caracterização da geometria dos conjun­

tos das possíveis soluções envolvidas, no caso discreto. Essa caracterização é apresentada 

no Capítulo 4. 

Claramente o primeiro passo para garantir o bom comportamento de um algoritmo 

é provar que a seqüência definida por ele é limitada. Isto é trivial no caso de alguns 

algoritmos como o de Gerschberg-Saxton [20] e os algoritmos de Fienup conhecidos por 

"Error-Reduction" e "Output-Output" [15], mas não é para os outros casos. No Capítulo 

5 completamos as demonstrações faltantes de limitação para uma variante do algoritmo 

híbrido (que é reconhecido universalmente como o mais efetivo) e para aquele conhecido 

como "Input-Output". 

No Capítulo 6 apresentamos uma nova metodologia para superar o problema da es­

tagnação, baseada na caracterização do Capítulo 4. O ponto de partida para esta nova 

metodologia é completamente novo e possibilita que esta seja independente do tipo de 

estagnação e das características da solução. 

No Capítulo 7 apresentamos parte da experimentação numérica realizada e finalmente 

no último Capítulo apresentamos algumas conclusões junto com as atuais e futuras 

direções de pesquisa. 
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Capítulo 2 

, 
METO DOS 

Descrevemos neste Capítulo os principais métodos existentes para resolver o problema 

(P2), começando por aqueles que são adequados para alguns tipos especiais de objetos, se­

guindo por aqueles para objetos mais gerais e completando com mais detalhes, na terceira 

Seção, com os métodos iterativos que são o principal objeto da nossa pesquisa. Descricões 

mais detalhadas podem ser encontradas em [5] e [12]. 

2.1 Métodos para Tipos Especiais de Objetos 

2.1.1 Holografia 

Quando o objeto inclue uma função delta como componente, suficientemente separada 

do resto do objeto, então o objeto pode ser encontrado como um termo na autocorrelação. 

Embora a holografia tenha sido originalmente criada para aplicações empregando luz co­

erente o mesmo princípio é aplicado para luz incoerente se são dadas as amplitudes da 

transformada de Fourier do objeto [12]. 
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2.1.2 Difference Fourier Syntheses 

Alguns métodos utilizados em cristalografia podem ser usados para aplicações em as­

tronomia, por exemplo, o que segue. 

Suponha que o objeto consiste numa coleção de pontos como estrelas e se tem uma 

estimativa do objeto que contém algumas mas não todas as estrelas. Cria-se uma nova 

estimativa: 

(1) Calculando a TF da estimativa do objeto; 

(2) Trocando a amplitude da TF pela verdadeira (dados); 

(3) Calculando a TF inversa; 

A estimativa resultante dos passos acima conterá as estrelas que faltam na estimativa 

inicial, mas com metade de seus valores verdadeiros. Assim por tomar a diferença entre a 

nova estimativa e a inicial pode-se identificar a localização e o brilho relativo das estrelas 

que faltam e utilizar a informação para uma nova estimativa do objeto. Este algoritmo 

deve ser aplicado iterativamente porque são produzidos termos estranhos junto com as 

estrelas faltantes desejadas. Este método tem bons resultados para objetos pontuais mas 

não para objetos extendidos [12]. 

2.1.3 Produto de Autocorrelações 

Se o objeto consiste de uma coleção de estrelas, então sua autocorrelação r 1 ( x, y) 

também consiste de um número de termos como pontos. Primeiro computa-se o produto 

r1(x- xo, y- Yo)rJ(X, y), onde rJ(xo, Yo) é não nula. Em seguida computa-se o produto 

triplo rJ(x- x 1, y- y1)rJ(x- Xo, y- y0 )rJ(x, y), onde r1(x1- x 0 , Y1- y0 )rf(x1, yl) é não 

nula. Se o objeto satisfaz algumas condições de não redundância, então o suporte do pro­

duto triplo é igual ao suporte do objeto (ou do objeto rodado por 180 graus). Mais ainda, 

os valores do objeto podem ser reconstruídos por algumas equações simples envolvendo 

tomar a raíz cúbica de pontos no produto triplo [18]. As condições de não redundância 
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que o objeto deve satisfazer são: 

(i) os vetores de separação entre três pares de seis pontos distintos não devem somar zero. 

(ii) os vetores de separação entre dois pares diferentes de pontos não devem ser iguais; 

(ii) o vetor de separação entre um par de pontos não deve ser igual ao dobro do vetor de 

separação entre outro par de pontos. 

Em geral uma coleção de estrelas distribuída aleatóriamente satisfaz as condições de não 

redundância, a menos que o número de estrelas na imagem seja muito grande. 

2.2 Métodos para Objetos Gerais 

Conhecer a amplitude da transformada de Fourier de uma função f é equivalente 

a conhecer a autocorrelação de j, pois .r-1 (1 F(u, v) 12 ) = .r-1(F(u, v).F(u, v)) = 

f(x, Y) *f( -x, -y) = J!;: J!;: f(6, 6).f(x + 6, Y + 6)dÇ. 

Se, por exemplo, f é uma função real de duas variáveis e forem consideradas N 2 amos­

tras, o sistema gerado pela autocorrelação discreta é sobredeterminado com N 2 variáveis 

e M 2 equações (uma para cada valor de I F ( u, v) I). Considerando somente as equações 

não redundantes serão N 2 + (N- 1 )2 equações (ver [37]). 

Uma forma clássica de resolver tal sistema é definir um erro métrico e utilizar o método 

de Newton-Raphson ou um método que utilize o gradiente para procurar uma solução, 

que é uma estimativa para a qual o erro métrico é zero. O erro métrico poderia ser, por 

exemplo, 
N-1 N-1 

Er = L L [r9 (x, y)- rJ(x, y)] 2 (2.1) 
x=O y=O 

onde r9 (x, y) é a autocorrelação de g(x, y), uma estimativa de f(x, y). Se Er =O para uma 

g(x, y) que satisfaz as restrições do domínio do objeto então g(x, y) é uma solução. Tal 

solução não será necessariamente igual a f(x, y). O erro métrico Er pode ser visto como 

uma função num espaço N 2-dimensional onde os valores de g(x, y) são as coordenadas 

21 



do espaço. A coleção dos N 2 valores de g(x, y) pode ser considerada como um vetor em 

tal espaço. O problema é encontrar, dentro de um subconjunto do espaço onde g(x, y) 

satisfaz as restrições de não negatividade e de suporte, o ponto em que Er é um mínimo 

global (Er = O se não houver ruído). Pode-se procurar o mínimo global computando o 

gradiente de Er numa estimativa 9k(x, y) e usar esta informação para encontrar uma nova 

estimativa gk+1(x, y) onde Er é menor. Continua-se iterativamente até a solução global 

ser encontrada ou até ocorrer estagnação em algum mínimo local. 

2.2.1 Newton-Raphson 

O método de Newton-Raphson envolve a linearização local do problema por expressar 

r 9 (x, y) na equação (2.1) pela expansão em série de Taylor em torno da estimativa 9k(x, y): 

g(x, y) = 9k(x, y) + tlg(x, y), (2.2) 

e tomando somente o termo de primeira ordem: 

"\:"'"\:"' ar g ( x, y) I I 

rg(X, y)::::: rgk (x, y) +~~a ( 1 1) tlg(x l y ). 
I I g X ,y 

X y 

(2.3) 

Substituindo r9 (x, y) na equação de Er , Er é minimizado por considerar iguais a zero as 

derivadas parciais de Er com respeito a tlg(x 0 , y0 ) para cada valor de (x 0 , y0 ). Isto dá um 

sistema de N 2 equações em N 2 variáveis (ó.g' s), que pode ser resolvida pela inversão de 

uma N 2 por N 2 matriz. Uma nova estimativa é dada pela equação (2.2) e o procedimento 

é repetido. A inversão da matriz é feita com aproximadamente N 6 operações, fazendo 

com que este método seja muito caro computacionalmente mesmo que poucas iterações 

sejam necessarias [12]. Também a probabilidade de convergência a um ponto que não é 

solução é muito alta. 
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2.2.2 Gradientes 

Embora requerendo muito mais iterações que o método de Newton-Raphson os algo­

ritmos que envolvem gradientes são atrativos pois utilizam um número bem menor de 

operações. Se o cálculo do gradiente é feito utilizando diferenças finitas o tempo envol­

vido é muito grande (são necessarias uma ou duas vezes N 2 transformadas rápidas de 

Fourier), mas se o erro métrico é definido no domínio de Fourier por 

N-1 N-1 

E~= L :L li G(u,v) 1-1 F(u,v) 1] 2 (2.4) 
u=O v=O 

onde G(u, v) é a tranformada de Fourier de g(x, y), é possível mostrar que o gradiente 

pode ser encontrado a partir dos três primeiros passos dos algoritmos iterativos que des­

creveremos na próxima seção. 

Em geral a k-ésima iteração de um método de busca pelo gradiente é dada por 

(2.5) 

onde dk(x, y) é a direção que se toma para encontrar a nova estimativa a partir de 9k(x, y) 

e hk é o comprimento do passo nesta direção. Para o método de máxima descida as co­

ordenadas de dk(x, y) são o negativo das derivadas parciais de E~ em relação a g(x, y). 

Para o método dos gradientes conjugados, dk(x, y) é uma combinação linear do negativo 

do gradiente e de dk_ 1(x, y). Após este passo considera-se a estimativa mais próxima de 

g~(x,y) que satisfaz as restrições do domínio do objeto para ser gk+1(x,y) [12]. 

2.2.3 Método do teorema da amostragem 

A utilização do teorema da amostragem [7] está vinculada à condição do objeto ser de 

dimensão finita. Se o objeto é zero fora de um quadrado de comprimento L centrado na 

origem, então o teorema da amostragem leva a 

(u- ptl.u) (v- qtl.v) 
F(u,v)=~~F(ptl.u,qtl.v)sinc tl.u sinc tl.v , (2.6) 
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onde ó.u = ó.v = L -l. No método do teorema da amostragem, as amostras F(pó.u, qó.v) 

são estimadas por I F(pó.u, qó.v) I exp[i</J(pó.u, qó.v )], onde <P é uma estimativa da fase 

desconhecida. Isto é incluído no lado direito da equação, que é calculada na metade de 

suas coordenadas inteiras, e o quadrado da amplitude é também calculado. Como uma 

amostragem adequada de I F(u, v) 1
2 contém duas vezes o número de amostras requeridas 

para F(u, v) e, é assumido que I F(u, v) 1
2 foi adequadamente amostrada, os quadrados 

das amplitudes calculados podem ser comparados com os valores de I F( u, v) 1
2 

. Isto 

leva a um sistema de N 2 equações não lineares a N 2 variáveis, que pode ser resolvido, 

por exemplo, pelo método de Newton-Raphson. A diferença deste método para o de 

Newton-Raphson descrito anteriormente está somente nas equações, assim a complexi­

dade computacional é a mesma. Algumas versões um pouco mais eficientes do método do 

teorema da amostragem estão descritas em [12]. 

2.2.4 Simulated Annealing 

Lawton, Morrison e outros tem tentado "simulated annealing" para resolver o problema 

de recuperação de fase. Para uma dada função objetivo H [26] o algoritmo de Lawton e 

Morrison é basicamente o seguinte: 

1) Escolher uma estratégia para selecionar candidatos O~+l para Ok+1 , dado o corrente 

valor de Ok; 

2) Selecionar f3 > O e escolher 01 ; 

3.1) Usar a estratégia para calcular 0~+ 1 ; 

3.2) Calcular ó.H = H(0~+ 1 )- H(Ok) 

3.3) Se ó.H ~ O fazer Ok+1 = 0~+ 1 

3.4) Se ó.H > O fazer 

com probabilidade e-f3D.H 

com probabilidade 1 - e-f3D.H 
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4) Incrementar f3 e aplicar o passo 3 até obter um resultado satisfatório. 

2.2.5 Levenberg-Marquardt 

Nieto-Vesperinas ([37]) resolveu o sistema sobredeterminado gerado pela autocorrelação 

aplicando a modificação (feita por Levenberg-Marquardt) do método de Gauss-Newton 

ao problema de quadrados mínimos associado. O principal problema deste método é sua 

convergência para mínimos locais não globais (que são as soluções do problema). Ten­

tando evitar este problema, durante nosso trabalho de pesquisa, utilizamos a extensão 

não linear do método de Kaczmarz (Newton aplicado linha a linha), com uma ordem 

aleatória das linhas, para resolver o problema. Nosso objetivo não foi alcançado, isto é, 

ainda ocorreram pontos fixos diferentes da solução. 

2.3 Métodos Iterativos 

2.3.1 Métodos iterativos para recuperar a fase da transfor­

mada de Fourier 

Os algoritmos iterativos tem sido os métodos com maior sucesso para a reconstrução de 

objetos não negativos a partir da amplitude de sua TF. O motivo disto é que eles tratam 

com tipos de objetos mais gerais, usam todos os dados e restrições avaliáveis, não são 

altamente sensíveis a ruídos e não são computacionalmente caros como a maior parte dos 

outros métodos. Em geral, quando se quer recuperar imagens, os métodos iterativos 

envolvem de alguma forma projeções sobre conjuntos convexos ou não convexos. O obje­

tivo fundamental dos algoritmos que utilizam projeções é o de forçar o sinal ou imagem 

a pertencer a m conjuntos C1,C2 , ... ,Cm definidos, respectivamente, pelas m propriedades 

do sinal ou imagem. Por exemplo, se a restrição é f 2 O então f terá que pertencer a CP 
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( conjunto de todas as funções reais não negativas). Associado a cada Ci está o operador 

projeção~ (i= 1, ... m). Para todo conjunto fechado (não necessariamente convexo) diz­

se que g ~~h é a projeção de h sobre ci se 119- hli = minyEC; IIY- hli (i= 1, 2, ... , m). 

Esta projeção existe e é única se Ci é fechado e convexo ([52]). Quando Ci não é convexo 

não está garantida a existência de uma projeção, porém é difícil conjecturar uma situação 

realista onde tal projeção não exista. Pode existir um conjunto de pontos que satisfazem a 

definição de projeção, porém, no nosso caso de interesse, é possível encontrar um método 

de escolher um desses pontos unicamente, usualmente por satisfazer outra condição. 

Por comodidade descreveremos alguns métodos iterativos considerando recuperação de 

funções de uma variável. Os outros casos são análogos. 

O método mais conhecido para resolver o problema (P1 ), descrito na introdução, é o 

algoritmo proposto por Gerchberg e Saxton em 1972 [20] que partindo de uma estima­

tiva inicial do sinal obtém, através de projeções e de forma iterativa, novas estimativas 

utilizando os seguintes sub-passos: 

(1) Cálculo da transformada de Fourier da estimativa; 

(2) Projeção no domínio de Fourier do ponto obtido em (1) sobre o conjunto (não convexo) 

das funções cujas amplitudes coincidem com a amplitude da transformada de Fourier da 

função a ser recuperada (dados); 

(3) Cálculo da transformada de Fourier inversa da projeção obtida em (2); 

(4) Projeção do ponto obtido em (3) sobre o conjunto (também não convexo) das funções 

com amplitudes iguais às da função a ser recuperada (dados); 

Observamos que apesar da não garantia da existência ou unicidade da projeção sobre 

um conjunto não convexo neste problema é possível utilizá-la pois a fase da transfor­

mada de Fourier da k-ésima estimativa define unicamente a projeção. Ela sempre está 

definida e, excluindo os casos onde há amplitudes nulas, é única. Mesmo no caso em 

que ocorrem amplitudes nulas é possível definir a projeção de maneira única. Assim, 

se a função a ser recuperada é f(x) = lf(x)lexp[i7J(x)] com transformada de Fourier 

F(u) = IF(u)lexp[i'l/J(u)], defini-se a k-ésima iteração do algoritmo de Gerchberg-Saxton 
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da seguinte forma: 

Gk(u) = IGk(u)jexp[i<Pk(u)] = F[gk(x)] 

G~(u) = jF(u)jexp[i<Pk(u)] 

g~(x) = jg~(x)jexp[iB~(x)] = .r- 1 [G~(u)] 

gk+l(x) = lf(x)jexp[iBk+l(x)] = lf(x)jexp[iB~(x)] 

onde gk, (;lk, G~ e cPk são, respectivamente, estimativas de f, rJ , F e '1/J. 

Em geral, o algoritmo é iniciado com a utilização de um vetor g0 (x) aleatório ou de uma 

fase <Po ( u) aleatória. Como G~ é a projeção de Gk sobre o conjunto das funções cujas 

amplitudes coincidem com as amplitudes de F (que denotaremos por C2), o quadrado da 

distância de Gk a C2 é (no caso finito e pensando as funções como vetores N-dimensionais) 

(2.7) 
u=l 

que pode ser escrito como 

N 

d2 (Gk, C2) = N-1 L[IGk(u)j-jF(u)jf (2.8) 
u=l 

Analogamente, no domínio do tempo, tem-se que o quadrado da distância de g~ ao con­

junto das funções com amplitudes coincidindo com as da função a ser recuperada (que 

chamaremos de cl) é 

(2.9) 
x=l 

Fienup [17] demonstrou que d2(Gk, C2 ) é não crescente com as iterações do algoritmo. 

Além disso adaptou o algoritmo de Gerchberg-Saxton para o problema P2 e provou que 

neste caso d2 (Gk, C2 ) também é não crescente. Além dessa propriedade não há nada 

provado sobre a convergência desses algoritmos. 

A adaptação do algoritmo de Gerchberg e Saxton para o problema P2, que foi chamada 

por Fienup de algoritmo "Error-Reduction" (ER), difere do original somente no quarto 

sub-passo que é substituído pela projeção de g~ sobre o conjunto definido pela condição 

convexa sobre J, isto é, tal sub-passo é dado por 
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{ 

g~(x) se x E"( 
9k+l (x) = 

O se x (j. "( 
(2.10) 

onde "f é o conjunto dos pontos em que g~(x) satisfaz as restrições do objeto. Aqui C1 = "( 

e 

d 2 (g~, C1) = L[9~(xW (2.11) 
X(/."f 

Em Astronomia, por exemplo, as restrições no domínio do objeto são a não negativi-

dade do objeto e uma restrição de suporte (usualmente perdida). O diâmetro do objeto 

pode ser encontrado pois é exatamente metade do diâmetro da autocorrelação, mas o 

suporte exato do objeto não pode, em geral, ser unicamente determinado a partir do 

suporte da autocorrelação. Observamos que tanto para o algoritmo Gerchberg-Saxton 

quanto para o ER nenhuma das distâncias definidas acima é a distância da estimativa 

obtida pelo algoritmo à solução do problema. A solução pertence a C1 n .r-1[C2]. Assim, 

embora 9k E C1 e g~ E C2 , o não crescimento de d2 (Gkl C2 ) ou de d 2 ((g~, CI) não significa 

aproximação da solução. A única garantia que se tem é que quando uma dessas distâncias 

é nula obteve-se uma solução ( 9k ou g~). Embora d2 (Gk, C2 ) seja não crescente com as 

iterações deste algoritmo esta pode decrescer rapidamente nas primeiras iterações e depois 

muito lentamente ou até estagnar sem que o algoritmo tenha encontrado a solução. No 

final deste capítulo, descreveremos algumas formas de estagnação que foram identificadas 

por Fienup e alguns métodos para sair destes pontos foram propostos em [19]. Não há 

uma caracterização matemática destas estagnações. 

Tentando evitar estagnações, Fienup propôs uma classe de outros algoritmos. O pri­

meiro, denominado Input-Output (IO) difere dos algoritmos anteriores no quarto subpasso 

que é definido por 

9k+l(x) = 
{ 

9k(x) se x E "f 

9k(x)- {3g~(x) se x (j. "( 
(2.12) 

onde {3 é um parâmetro escolhido adequadamente e "f é o conjunto dos pontos em que 

g~(x) satisfaz as restrições do objeto. Na prática o algoritmo IO tem convergido mais 
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rapidamente para ambos os problemas (P1) e (P2). 

Outro algoritmo proposto é o denominado "Output-Output" (00) derivado do ER 

pela relaxação da projeção no quarto sub-passo, isto é, 

(2.13) 

onde '"Y é o conjunto dos pontos em que g~ ( x) satisfaz as restrições do objeto e f3 é o 

parâmetro de relaxação. Este algoritmo costuma se tornar bastante lento mesmo quando 

ainda está distante de uma solução. Na tentativa de evitar as estagnações do 00, Fienup 

combinou a primeira linha da equação (2.13) com a segunda linha da equação (2.12) para 

gerar o algoritmo conhecido como lnput-Output Híbrido (IOH) onde 

9k+l(x) = 
{ 

g~(x) se x E '"Y 

9k(x)- {Jg~(x) se x ti '"'f 
(2.14) 

onde f3 é um parâmetro escolhido adequadamente e '"Y é o conjunto dos pontos em que 

g~(x) satisfaz as restrições do objeto. Nestes três últimos algoritmos as estimativas 

9k não satisfazem as restrições do domínio do objeto. Assim medir d2 (Gk, C2 ) não faz 

sentido. Quando d 2 (g~, CI) é zero então g~ é uma solução. 

Na prática o algoritmo IOH é o melhor da classe dos algoritmos propostos por Fienup 

embora não exista nenhuma prova da convergência do mesmo. Mesmo tendo 

sentido medir d 2 (g~, CI) esta nem sempre concorda com a qualidade da imagem. Por esta 

razão, costuma-se fazer uma combinação de iterações do híbrido seguida de iterações do 

ER. O algoritmo ER, aparentemente faz o papel de refinar uma aproximação da solução 

obtida pelo híbrido. 

O algoritmo das projeções generalizadas, que descreveremos a seguir, pode ser utilizado 

tanto para resolver os problemas de recuperação de fase como para resolver o problema 

de recuperação de amplitude P3. 

Suponhamos que existam m condições sobre a imagem a ser reconstruída dando origem 

a m conjuntos (convexos ou não). A iteração do algoritmo das projeções generalizadas é 
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dada por 

(2.15) 

onde~ =I+ Ài(Pi- I) com I sendo o operador identidade e Ài uma constante chamada 

parâmetro de relaxação. 

A demonstração de convergência da seqüência(2.15) é bastante conhecida ( as referências 

correspondentes podem ser encontradas em [52]) tendo como hipóteses que: 

(i) ci (i=1, ... m) sejam fechados com intersecção não vazia' isto é, n~l ci =I= <P 

(ii) O< >.. < 2 para i = 1, ... m. 

Como já observamos, na recuperação da fase existem conjuntos que não são convexos 

e neste caso não há uma prova da convergência do algoritmo das projeções generalizadas. 

Porém, Levi e Stark [29] obtiveram algumas conclusões interessantes para o caso em que 

m = 2 (que não é uma restrição muito séria pois sempre é possível combinar duas ou mais 

restrições para formar um único conjunto). 

Consideremos a função 

(2.16) 

onde P1 e P2 são, respectivamente, as projeções sobre C1 e C2 . Levi e Stark mostraram 

que, com determinadas condições sobre os parâmetros de relaxação J é não crescente com 

as iterações do algoritmo dado pela equação (2.15). Mais ainda, se J(gk) = O então gk é 

uma solução. As condições citadas se encontram no Capítulo 3 desta tese. 

Os algoritmos ER e 00 são casos particulares do algoritmo das projeções generaliza­

das, bastando considerar >.. 1 = >.. 2 = 1 para obter o primeiro e >.. 2 = 1 para o segundo. No 

caso do algoritmo ERa função J coincide com a distância d2(gk, C2 ) que Fienup mostrou 

ser não crescente com as iterações do algoritmo, pois IIP1gk- gkll =O . 
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2.3.2 Métodos Iterativos para Recuperar a Amplitudede da 

Transformada de Fourier 

Hayes [22] propôs um método para recuperar uma seqüênciax(n) m-dimensional, com 

suporte finito e com Z-transformada sem fatores simétricos, dada a fase de sua trans­

formada de Fourier (neste caso o problema P3 tem solução única). Tal método envolve 

encontrar a solução de um sistema de equações lineares que provém da definição da fase 

da transformada de Fourier de x(n). Na prática a aplicação deste método é limitada 

pelas dificuldades computacionais para encontrar a solução do sistema de equações line­

ares. Um método iterativo que é utilizado para resolver o problema de recuperação de 

amplitude é devido a Oppenheim, Hayes e Lim [23]. Este método é similar aos algoritmos 

de Fienup para recuperação de fase. Mais especificamente, para 9k estimativa do sinal a 

ser recuperado, o algoritmo efetua os seguintes passos: 

(1) Cálculo da transformada de Fourier, Gk, de gk; 

(2) Troca da fase 1/Jk(u) de Gk pela fase l/J(u) dos dados gerando uma estimativa G~(u); 

(3) Cálculo da transformada de Fourier inversa, g~, de G~(u); 

(4) Formação de uma nova estimativa, gk+1, impondo à gk as restrições do sinal. 

Matematicamente para a k-ésima iteração os quatro passos são: 

Gk(u) = IGk(u)lrmexp[i'l)Jk(u)] = F[gk(x)]; 

G~(u) = IGk(u)lrmexp[il/J(u)]; 

g~(x) = .r- 1 [G~(u)]; 

g~(x) se x ri"(, x =I= O 

se x =O 

O em outro caso 
onde "f é o conjunto dos pontos no interior do suporte da imagem e a é uma constante 

arbitrária. 
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2.3.3 Métodos Iterativos para Deconvolução de Funções 

O primeiro método iterativo para deconvolução das funções f(x) e h(x) da equação 

(1.5) que descreveremos aqui é devido a Ayers e Dainty [2]. Este método admite que 

se tenha alguma informação sobre as funções f(x) e h(x), por exemplo, que são não 

negativas, e, utilizando o fato de que a TF de (1.5) é dada por 

G(u) = F(u)H(u), (2.17) 

consiste dos seguintes passos: 

(1) Cálculo da transformada de Fourier, Fl(u), da estimativa Jf(x) de f(x); 

(2) Inversão de Fl(u) para formar um filtro inverso que multiplicado por G(u) gerará uma 

estimativa Hk(u) para H(u) ( Hk(u) = G(u)/Fl(u)); 

(3) Cálculo da transformada de Fourier inversa, hk(x), de Hk(u); 

(4) Projeção de hk(x) sobre o conjuntos das funções que satisfazem as restrições de h(x), 

gerando uma nova estimativa hl(x); 

(5) Cálculo da transformada de Fourier, Ht(u), de h1(x); 

(6) Inversão de HHu) para obter outro filtro inverso que multiplicado por G(u) gerará 

uma estimativa Fk(u) de F(u); 

(7) Cálculo da transformada de Fourier inversa, fk(x), de Fk(u); 

(8) Projeção de fk(x) sobre o conjunto das funções que satisfazem as restrições sobre J(x), 

gerando uma nova estimativa f1+1 (x); 

Neste método ocorrem dois problemas: 

a) A definição do filtro inverso nas regiões onde Fl ( u) ou H~ ( u) tem valores próximos de 

zero; 

b) Zeros em frequências espaciais particulares em uma das funções F(u) ou H(u) resultam 

em nenhuma informação na convolução; 

Para evitar estes problemas, quando as regiões de valores nulos ou baixos na convolução 

são pequenas e bem definidas, Ayers e Dainty definiram Fk ( u) do passo ( 6) da seguinte 

forma: 
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Se IG(u)i < nível de ruído então Fk(u) = F1(u) 
G(u) 

Se IH~(u)i ~ IG(u)i então Fk(u) = (1- f3)F1(u) + f3 Hfc(u); 

1 _ 1 (1-{3) Hk(u) 
Se IHk(u)i < IG(u)i entao Fk(u) = Fl(u) + f3 G(u) ; 

onde O ::; f3 ::; 1. 

Em 1992, Lane [28] utilizou o método dos gradientes conjugados para resol­

ver o problema de deconvolução. Minimizou a função Ec Ei + E1 onde 

Ei = f jlf(x, yi 2dxdy +f j ih(x, Yi 2dxdy com "f! e "fh, sendo respectivamente, os con-
ry' ryh 

juntos onde f e h violam as restrições e E1 =f f IG(u, v)- F(u, v)H(u, v)i 2dudv e ob-

servou que este método é mais estável que o método de Ayers e Dainty, embora seja 

computacionalmente mais caro. 

Nakajima [34] propôs um método para deconvolver funções no caso particular onde 

uma das componentes é uma função Hermitiana e a outra é não Hermitiana. Tal método 

consiste em dois passos. No primeiro passo a fase de Fourier da função não Hermitiana é 

reconstruída a partir da convolução usando a propriedade de simetria das funções Hermi­

tianas (a transformada de Fourier de uma função Hermitiana é real). No segundo passo 

a função não Hermitiana é reconstruída a partir da fase obtida no primeiro passo e das 

restrições de suporte, utilizando o algoritmo para recuperação de amplitude de Hayes, 

Oppenheim e Lim. Embora o método forneça a solução para uma versão restrita do pro­

blema de deconvolução cega, ele pode ser aplicado a algumas situações práticas, como 

por exemplo, na restauração de imagens borradas. As funções do processo de borrar são 

Hermitianas e, em geral, as imagens originais são não Hermitianas. 

2.3.4 Tipos de Estagnações e Métodos para Sobrepô-las 

Como já observamos, em alguns casos os algoritmos iterativos estagnam antes de encon­

trar a solução. Três dos pontos de estagnação mais comuns, constatados numéricamente, 

são descritos por Fienup e Wackerman em [19], e caracterizados por: (1) Imagens gêmeas 

33 



simultâneas; (2) Faixas; e (3) Suporte truncado. Alguns métodos simples de tentar so­

brepô-las podem ser: (a) mudar a estimativa inicial; (b) utilizar um suporte diferente 

por algumas iterações; (c) no caso do algoritmo híbrido, utilizar {3 maior por algumas 

iterações [12]; 

Como ambas f(x, y) e sua imagem gêmea f( -x, -y) tem o mesmo módulo de Fourier, 

os algoritmos podem reconstruir de forma igual cada uma delas. Quando o suporte é 

simétrico os algoritmos podem gerar uma imagem parcialmente reconstruída tendo ca­

racterísticas de ambas. Foi observado numéricamente que em muitos casos os algoritmos 

estagnam nesta imagem. Um método para sair desta estagnação é utilizar uma redução 

do suporte por algumas iterações. O suporte temporário deve ser altamente não simétrico 

e contendo uma ou duas bordas do suporte do objeto mas não a borda oposta. Após umas 

poucas iterações com o suporte reduzido, a simetria da imagem pode ser suficientemente 

quebrada e, voltando ao suporte original, mais algumas iterações levarão a f(x, y) ou a 

sua gêmea. 

Os algoritmos também podem estagnar quando g~ é a imagem procurada mas com um 

padrão de faixas sobrepostas. Isto pode ser reconhecido pois as faixas se estendem ao 

exterior do suporte da imagem. O padrão das faixas é aproximadadamente senoidal em 

uma direção e constante na direção ortogonal. As faixas, em geral, são de baixo contraste 

e portanto não desagradáveis, mas ocasionalmente são de suficiente contraste para atra­

palhar. Com diferentes estimativas iniciais aleatórias, as faixas das imagens reconstruídas 

tendem a ter diferentes frequências e orientações. 

Um método para resolver este problema de estagnação é aplicar o algoritmo três vezes, 

cada vez com uma imagem aleatória diferente, produzir três imagens com faixas diferentes 

e comparar as transformadas de Fourier destas como segue: em cada ponto fazer a média 

dos dois valores complexos de Fourier mais próximos e descartar o terceiro. A transfor­

mada de Fourier inversa da função resultante após o processo será o próximo "output" 

para o algoritmo. Com mais algumas iterações obtém-se uma solução. 

Outro método para sobrepor estagnações com faixas utiliza somente duas imagens com 
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faixas. Para cada uma destas imagens a área do suporte da imagem é tornada zero, per­

manecendo somente as faixas na área externa do suporte da imagem. As amplitudes das 

transformadas de Fourier destas faixas são usadas para determinar quais áreas no domínio 

de Fourier tem erro de fase associado com as faixas. Uma nova trasformada de Fourier 

composta é considerada sendo igual a transformada de Fourier da primeira imagem com 

faixas onde ela não é afetada pelos erros de fase junto com a transformada de Fourier da 

segunda imagem onde a primeira é afetada pelos erros de fase. 

Como f(x- x 0 , y- y0 ) tem a mesma amplitude de Fourier que f(x, y), a localização 

do suporte do objeto é arbitrária. Freqüentememente a imagem parcialmente recons­

truída pelo algoritmo não está em perfeita concordância com as restrições de suporte. 

As restrições de suporte causam um corte de parte da imagem desejada, fazendo com 

que o algoritmo estagne. Para sair desta imagem pode-se aumentar o suporte ou então 

transladar o suporte ou a imagem. A quantidade de translação a ser utilizada pode ser 

determinada como segue: calcular a energia total da imagem de saida g~(x, y) (isto é 

elevando ao quadrado e somando) sobre a área do suporte sendo utilizado e sobre este 

suporte transladado de um ou dois pixels em todas as direções. O suporte deverá ser 

transladado para a posição em que a energia foi máxima. Alternativamente, pode-se 

computar a "cross-correlation" de g~(x, y) com o suporte e transladar de acordo com o 

pico da "cross-correlation". Isto pode ser feito ocasionalmente ou em toda iteração. 

Nesta dissertação estamos propondo uma nova forma de evitar a estagnação dos al­

goritmos que é automática e independente do tipo de estagnação. Este novo método é 

sugerido pela caracterização do conjunto de soluções que descreveremos no Capítulo 4. 
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Capítulo 3 

NOVOS MÉTODOS 

Propomos neste Capítulo alguns novos métodos para o problema (P2), que também 

podem ser usados para (P3), que foram surgindo durante nossas pesquisas, e que, em 

alguns casos, tem produzido resultados melhores que os obtidos com os já existentes. Os 

resultados de algumas das experiências com esses algoritmos são apontados no Capítulo 

7. 

3.1 Função de Relaxação 

É possível generalizar os algoritmos de Fienup substituindo o parâmetro /3, que é cons­

tante, por uma função f](k, x) onde k indica a iteração do algoritmo ex a coordenada do 

vetor 9k(x). Assim, por exemplo, a iteração do algoritmo input-output híbrido passa a 

ser dada por 

(3.1) 

Fizemos testes com o algoritmo híbrido definido desta forma considerando algumas 

funções f](k, x). Em alguns casos houve divergência do algoritmo. Quando utilizamos, 

por exemplo, f](k,x) = -g~(x) ou f](k,x) = 1/k algumas imagens foram recuperadas com 
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aproximadamente o mesmo número de iterações que quando utilizado o algoritmo com 

o parâmetro constante (aquele parâmetro que fez com que o algoritmo convergisse mais 

rápido). Em outros casos o algoritmo tornou-se excessivamente lento. 

Observamos também que com essa definição os algoritmos ER e 00 pas­

sam a ser vistos como casos particulares do híbrido onde j3(k,x) = 9k(x)jg~(x) e 

j3(k,x) = gk(x)jg~(x) + (f3o -1), respectivamente. Aqui f3o indica o parâmetro constante 

do algoritmo output-output. Esta forma unificada de ver os algoritmos pode ser útil em 

futuras pesquisas. 

3.2 Projeções Generalizadas Modificado 

No que segue C1 indica o conjunto dos pontos em JRn (representando sinais, imagens ou 

objetos) que respeitam as restrições de suporte e não negatividade e C2 indica o conjunto 

dos pontos de JRn para os quais as amplitudes da transformada de Fourier coincidem com 

as amplitudes dadas. Se P1 e P2 são, respectivamente, as projeções sobre C1 e C2 , então 

9k+l = T1T2gk com Ti = I+ >.i(Pi- I) (i= 1, 2) é o algoritmo das projeções generalizadas. 

A função 

(3.2) 

é não negativa e J(gk) =O se e somente se 9k E C1 n C2 . Levi e Stark [29] provaram que 

J(gk+l) ~ J(T2gk) ~ J(gk) para >.1 e >.2 satisfazendo 

onde 

A~+ A-O<>.·< z 2 
- 2 - A2 +A-_ l(A- + B-) =ai 

2 l 2 2 2 

A
1 

= l!P1T2gk- T29kll 
IIP2T29k- T29kll' 

A2 = IIP29k- 9kll 
IIP1gk- 9kll' 
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e 
(Plgk - gkl P2gk - gk) B 2 = _:__;;,_,..,...-_;;,_,----_;:;....,..,.,.....___:_....:... 

IIPigk- gkll 2 

Como o valor 1 está incluído no domínio dos Ài o algoritmo ER de Fienup, onde 

gk+ 1 = P1P2gk, tem a propriedade da redução de distância. Na realidade, neste caso, 

J(gk) é a raíz quadrada da distância d2(gk, C2 ) que Fienup mostrou ser não crescente com 

as iterações do algoritmo. 

Para À2 =O (T1T2gk = T1P2gk) obtém-se também o algoritmo 00 de Fienup. 

Levi e Stark sugerem dois tipos de otimização para encontrar À1 e À 2 ideais: 

a) Otimização por passo: encontra À2 ,at e utilizando T2gk encontra À 1,at· 

b) Otimização por ciclo: encontra À 1,at e À2,at simultaneamente. 

Eles observam que a otimização por ciclo é melhor ou pelo menos igual a otimização 

por passo pois procura (À 1 , À2 ) num retângulo enquanto que na última a busca é sobre 

uma semi-reta e prova que na otimização por passo Ài,ot 2 1 ( se P1 é linear À1 ,at = 1 ). 

Em suas experiências escolhem a otimização por ciclo, mas fixam À 1,ot = 1 para evitar 

uma busca bidimensional. 

Observando que no algoritmo das projeções generalizadas a relaxação da projeção P1 

faz com que as estimativas sejam não nulas fora do suporte incluímos um novo passo no 

algoritmo fazendo gk+l = P1 T1 T2gk. Com este passo o algoritmo coincide com o utilizado 

por Levi e Stark em dois casos: a) quando ÀI = 1 ou b) quando pl é linear (se cl inclue 

as restrições de não negatividade é claro que P1 não é linear). 

O algoritmo utilizado por Stark em suas experiências ( À1 = 1) é um caso particular 

deste proposto. Ainda mais, para parâmetros À1 e À2 dentro dos mesmos limites impostos 

por Levi e Stark provamos que a função J permanece não crescente com as iterações do 

novo algoritmo. Isto pode ser verificado da seguinte forma: Utilizando a desigualdade 

triangular na definição de J(T1T2gk) obtém-se: 

(3.3) 
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IIP2PlTlT29k- PlTlT29kll, e P2PlTlT2gk é a projeção de PlTlT2gk sobre c2 e P2TlT29k E 

c2, tem-se 

(3.4) 

Das equações (3.3) e (3.4) e utilizando a demonstração feita por Levi e Stark segue que: 

(3.5) 

para qualquer estimativa 9k· Esta última equação mostra também que a cada passo (com 

os mesmos parâmetros), J(P1T1T2gk) :::::; J(T1T2gk)· 
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Capítulo 4 

CARACTERIZAÇAO DO 

CONJUNTO DOS OBJETOS COM 

AMPLITUDE DA 

TRANSFORMADA DE FOURIER 

DADA. 

Neste capítulo apresentamos a caracterização do conjunto das funções discretas de 

uma ou duas variáveis não negativas com a amplitude da TFD dada. Apesar de que 

nossa ênfase ser no caso de imagens, ou seja, duas dimensões, faremos a caracterização 

em duas partes, uma quando o objeto considerado é um sinal unidimensional e outra 

quando tal objeto é uma imagem. Os cálculos de cada caso são um pouco diferentes mas 

os resultados são aplicáveis para ambos. 
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4.1 Sinais Unidimensionais 

Seja X= (x0 ,x1, .. ,Xn-dt E JRn um vetor representando a discretização de um sinal. 

Como a transformada rápida de Fourier trabalha com n igual a uma potência de 2, 

daremos maior ênfase ao caso em que n é par. Consideremos n par. 

Seja À = (Ào, À1 , ... , Àn_l)t, com À.7 = Àn-.1' o vetor das amplitudes da transformada 

de Fourier dos vetores pertencentes ao conjunto a ser caracterizado. Assim estaremos 

investigando o conjunto 

H= {Y E JRn I }j I= Àj, j =o, ... , n- 1} 

onde Y representa a transformada de Fourier discreta de Y. 

A transformada de Fourier discreta de um vetor X E H é dada por 

com êo = ±1, ê% = ±1 e 'P.1 = cos 'Y.i + isen')'j· Vamos definir os seguintes vetores de ll'n: 

iJ 0 = (êo, o, ... , o)t, 

n 11 1l { ê !l. se J. - !!. 
A!l. ( 2 2 ) A2 2 - 2 v 2 = v0 , •.. , vn_ 1 com v.1 = 

O em outros casos 
e, 

para k = 1, ... % - 1: 

A kl _ ( k1 k1 ) 
U - Uo ' ... ' Un-1 

e 

1 se j = k 

-~ se j = n + 1 - k ukl = { 
1 

J o 
se j = k ou j = n + 1 - k 

em outros casos 
O em outros casos 

Assim 
-l}-1 

X= Àov0 +À% v-I+ LÀk(cos')'kilk1 + sen')'kük2
.) ( 4.1) 

k=1 

Calculando a transformada de Fourier inversa tem-se 

%-1 
X= Àov0 +À% v-I+ L Àk(cos')'kuk1 + sen')'kuk2

) ( 4.2) 
k=l 
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onde v0 = .::0 (1, 1, ... 1)t, v-li" = .::-ll-(1, -1, 1, ... , -1)t, uk1 e uk2 (k=1, ... %) são, respectiva­

mente, as TF inversas de iJ 0 , vlf, uk1 e uk2 (k=1, ... %). 

A equação (4.2) representa um conjunto de quatro toróides em JRn (produto cartesiano 

de círculos) com centros em 

(dependendo dos sinais de .::0 e E-lf que determinam v0 e v%). Como cada um dos toróides 

pertence a um sub-espaço afim de dimenção n- 2, em JRn, e os vetores envolvidos em 

( 4.2) são mutuamente ortogonais, não há intersecção entre os toróides. Os valores de 

..\0 e ..\% determinam a proximidade entre os toróides (quanto menores forem os valores 

mais próximos estarão os toróides), enquanto que os valores de ..\.7 para j =!= O e j =!= % 

determinam o comprimento dos eixos dos toróides e a dimensão dos toróides. A dimensão 

dos toróides depende destes valores no sentido que quanto mais dados nulos (..\k = O ) 

menor será a dimensão dos toróides. Por exemplo, se os dados são referentes a um sinal 

constante ( Àk = O para k =!= O) então os toróides se resumem a dois pontos localizados 

nos extremos dos vetores ..\0 (1, 1, ... 1)t e ..\0 (-1, -1, ... - 1)t. Se além da amplitude 
n-1 

dada, sabe-se que o sinal X é não negativo, tem-se L x.i .2: O e, portanto, tal sinal pode 
.i=O 

pertencer a somente dois dos toróides citados ( os que tem centro determinado por .::0 = 1). 

Para o caso em que o sinal é constante há um único ponto (exatamente o sinal) com as 

amplitudes da TF dadas e portanto o problema tem solução única e, particularmente, as 

translações do sinal coincidem com o mesmo. Se no toróide existir um sinal não negativo 

X então 
n-1 n-1 

À-lf =I L(-1).ix.i 1::; L I x.i I= Ào, 
.i=O .i=O 

e portanto o centro destes toróide possui todas as coordenadas não negativas. 

Sabe-se que se (:i:u)~:ó é a TF discreta do sinal (x.i)j,:J então (xu.e -
2

~iku )~:ó é a trans­

formada de Fourier discreta de uma translação do sinal, (x_i-k)j,:J. Logo, a TFD das 
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translações do sinal, com amplitudes da TFD dada, é 

Como o toróide ao qual pertence a translação depende das coordenadas ÀoEo e À~e-1rikE~, 

translações com k par estão no mesmo toróide do sinal original e translações com k ímpar 

estão no outro toróide em que .s-0 é o mesmo que no toróide do sinal. 

Uma conclusão importante da análise anterior é que quando se quer recuperar um sinal 

não negativo existe um representante deste ( uma translação ) em cada um dos toróides 

onde .s-0 = 1. 

Do ponto de vista prático, se Ào e À~ são pequenos então um sinal com amplitudes da 

TFD fixas pode ser visto em todos os toróides embora representado por funções diferentes. 

Isso pode ser verificado fácilmente observando-se que se um sinal satisfaz a equação ( 4.2) 

a simples mudança de sinal de .s-0 ou E~ ( mudança de toróide ) mostra que existe um 

sinal do tipo x2 = xl ± ÀoVo ±À; v~ no outro toróide. Dependendo de qual mudança foi 

feita X2 é uma suavização de .X1 ou é .X1 com um contraste maior. 

Se n é ímpar a transformada de um vetor X E H tem a forma 

Com um desenvolvimento análogo ao caso em que n é par conclui-se que H é um conjunto 

de dois toróides com centros em ÀoEo dependendo do sinal de .s-0 . Estes toróides pertencem 

a sub-espaços de dimensão n- 1 de JRn. 
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4.2 Imagens 

Estaremos representando uma imagem por uma matriz real de ordem n ( n par) com 

seus elementos distribuidos como na seguinte matriz: 

Xn-10 Xn-11 ··· Xn-ln-1 

X= 
x11 

xoo Xon-1 

Para n par, como a matriz é real, sua TFD é dada por 

-:;::' 

Xp!. XlQ Xln-1 
2 

Xl'I-1 

i; %-10 X%-ln-1 i;%-1% it-1% X%-11 

x - i; !!.Q i; !!.1 X!!.!!. i;%%-1 2 2 2 2 

XlQ Xn X1!!. 
2 

X1!!.+1 
2 

Xoo io1 X o!!. 
2 Xot-1 

cujos elementos são números complexos e, em especial, Xoo, Xo,%, ito e ±-r-r são reais. 

Assim a matriz dos dados (amplitudes da TFD) tem a seguinte forma: 

).10 Àln-1 ).1.!!. 
2 

).1%-1 >.11 

>.-r-lo À-I-ln-1 ).%-1% >.-r-r-1 À!!.l 
2 

D= À!!.o À!!.l À!!.!!. >.-r-r-1 À!!.l 
2 2 2 2 2 

).10 >.n ).1.!!. 
2 

).1!!.+1 
2 

Àln-1 

>.o o >.o1 >.o!!. 
2 

>.ot-1 Ào1 

44 



Assim a TFD de uma matriz 

X E H= {Y E lRn 
2 I f~j I= Àm.i i, j =O, ... , n- 1} 

é da forma 

X= À.!!..!!.E".!!..!!. 
2 2 2 2 

onde E:oo = ±1, E:o-!} = ±1, E:-!}o = ±1, E:-!}%= ±1 e 'Pmi = COS/m.i + isen/mj· 

Consideremos as seguintes matrizes de (Cn (com os elementos distribuídos da mesma 

forma que nas anteriores): 

A { E:oo Aoo = (âoo) com âoo. = 
ffl1 ffl1 . . o 

e 

sem= O e j =O 

em outros casos 

sem= O e j = ~ 

em outros casos 

sem=~ e j =O 

em outros casos 
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n · n sem= 2 e J = 2 

em outros casos 

Para k, l = 1, ... ,%- 1 : 

ÊOkl = (ÍJOk~) com ÍJOk~ = { 
fflJ fflJ o 

1 sem= O e (j=k 

em outros casos 

ou j = n- k) 

z sem= O e j = k 

- z se m = O e j = n - k 

O em outros casos 

ÊlOl = (ÍJIO]) com ÍJlOl = { 
fflJ fflJ o 

(m = l 1 se j =O ou e 

em outros casos 

m = n -l) 

e 

z se j =O e m = l 

Ê1o2 = (b1o2) com bw~ = 
fflJ fflJ -z se j = O e m = n - l 

O em outros casos 

Para l = 1, ... ,%- 1 e k = 1, ... , n- 1 : 

com b 1 k~ = { fflJ o 
1 se (m = l u (m = n -l j = k) e 

em outros casos 

e j = n- k) 

e 
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sem= l e j = k 

Ê 1k2 = (b1k2 ) com blk~ = - z se m = n - l e J. = n - k ffiJ ffiJ 

O em outros casos 

Para l = ~ e k = 1, ... , ~- 1 : 

com blk~ = { ffiJ o 
1 se (m = l e j = k) ou (m = n -l e j = k) 

em outros casos 

e 

1 sem= l e j = k 

Ê 1
k

2 = (h1k
2

) com f'}k~ = -z se m = n- l e J. = k ffi.7 ffiJ 

O em outros casos 

Assim 

Calculando a TFD inversa, 

%-1 ~-1n-1 

+L Àto( cos ')'wB101 + sen')'wB102
) + L LÀik( cos /'JkB1k1 + sen/'1kB1k2

) 

1=1 1=1 k=1 
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onde A00 , A 0 ~, A~ 0 , A~%, B 1k 1 e B 1k2 são, respectivamente, as TF inversas de Â00
, Â 0 ~, 

Â ~o, Â ~ ~, Ê 1k 1 e Ê 1k2 • Esta equação representa um conjunto de dezesseis toróides com 

centros em 

onde 

cO c1 

c2 c3 
00 O!!. !!.O !!.!!. 

..\00A + Ào!!.A 2 + ..\!!.0 A2 + À!!.!!.A2 2 = cO c1 
2 2 2 2 

cO 

c2 

cO 

cO 

c3 

cO 

c2 c3 ... c2 ... c3 

cO = ..\00c00 + À0!!.c0!!. - À!!.oc!!.o- À!!.!!.c!!.!!. 
2 2 2 2 22 22 

c1 = Àoocoo- Ào!!.EO!!.- À!!.oc!!.o + À!!.!!.c!!.!!. 
2 2 2 2 22 22 

c2 = Àoocoo + Ào!!.co!!. + À!!.oc!!.o + À!!.!!.c!!.!!. 
2 2 2 2 22 22 

c3 = ..\00c00 - À0!!.c0!!. + À!!.oc!!.o- À!!.!!.c!!.!!.. 
2 2 2 2 22 22 

(4.5) 

( 4.6) 

Os toróides que interceptam o conjunto dos vetores com todas as coordenadas não 

negativas possuem um centro com coordenadas não negativas. Isto pode ser verificado, 

independentemente do toróide (dos sinais dos Ei.i), da seguinte forma: 

Sejam P = {O::; i::; n- 1 }, I= {O::; i::; n- 1 }. Para qualquer solução não negativa, 

(xm.i)~~l=o' pertencente ao toróide consideremos sl = L LXi.il s2 = L LXi.i' s3 = 
.iEP iEP .iEP iET 

n-ln-1 n-1 n-1 

LLXi.i e s4 = LLXi.i· Como, Àoocoo = LLXi_i, À'tOC%0 = L(-1).iLXi_i, 
.iET iEP .i E T iE T .i=O i=O .i=O i=O 

n-1n-1 n-1 n-1 

Ào'tco% = LL(-1)ixi.i' e À!!.!!.c!!.!!. = "' ( -1).i"' ( -1 )ixi1·, tem-se que c0 = 4S2 > O, 22 22 ~ ~ . -

.i=Oi=O .i=O i=O 

c1 = 4S4 ~ O, c 2 = 451 ~ O e disc3 = 4S3 ~ O. 

Não há intercecção entre os toróides pois cada um deles pertence a um sub-espaço afim 

de dimensão n2 - 4, em 1Rn2
, e as matrizes na equação ( 4.3) são duas a duas ortogonais. 
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Aqui os valores de ).00 , >.01-, À% 0 e À%% determinam a proximidade entre os toróides (quanto 

menores forem os valores mais próximos estarão os toróides), enquanto que os valores de 

>.1k para os outros índices l e k determinam os comprimentos dos eixos e a dimensão dos 

toróides. Claramente quanto mais dados nulos menor a dimensão dos toróides. Se por 

exemplo, os dados são referentes a uma imagem constante então Àlk = O para l =/= O e 

k =/= O. Neste caso os dezesseis toróides se resumem a dois pontos dados por ÀooEooA?0 , 

onde A?0 é a matriz constante com todos os elementos iguais a 1. 
n-1 n-1 

Se a imagem cuja amplitude é dada, é também não negativa, tem-se L L Xm_i ~ O 
m=Oj=O 

e, portanto, tal imagem pode pertencer a oito dos toróides citados ( os que tem centro 

determinado por Eoo = 1). 

Sabe-se que se (xuv)::;;~o é a transformada de Fourier discreta do sinal (xm.i)~~l=o então 
-21ri(au+bv) 1 1 

(xuv·e n )::;;=o é a TFD de uma translação da imagem, (xm-a,.i-b)~~i=O· Logo a a 

matriz que representa a TFD das translações da imagem, com amplitudes da TFD dada, 

é 

21ria 

À10e_n_'P101 
21ri(a+(n-1 )b) 

À1n-1 e n 'P1n-1 

-21f'ia À10e_n_<p10 -21ri(a+(n-1)b) 

À1n-le n 'P1n-1 

ÀooEoo 

O toróide ao qual pertence uma translação depende do sinal dos elementos ÀooEoo, 

Ào.!!.
2 

e-7ribEo.!!., À.!!.oe-1riaE.!!.o, e À.!!..!!.e-7ri(a+b)E.!!..!!. na matriz da TFD da translação. Como 
• 2 2 2 22 22 

ÀooEoo é fixo para a imagem e suas translações, estas estarão em no máximo 8 toróides. 

Podemos dividir as translações possíveis nos seguintes casos: 

1) a e b números pares; 
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2) a par e b ímpar; 

3) a ímpar e b par; 

4) a e b números ímpares. 

No primeiro caso a translação estará no mesmo toróide da imagem inicial. Nos outros 

três casos as translações estarão, respectivamente, em outros três toróides. 

Assim uma imagem não negativa estará representada por translações dela em quatro 

dos oito toróides onde Eoo = 1. 

Consideremos uma função j(x, y) e sua TF, F(u, v). Introduzindo coordenadas polares 

x = rcosO, y = r senO, u = w cos c/> e v = wsencf> é verdade que a rotação de um ângulo ()0 

na função leva a uma rotação de mesmo ângulo em sua TF, isto é, a TF de f( r,()+ ()0 ) é 

F(w, c/>+ 00 ). 

Devido a forma de discretização para as imagens (para utilizar a transformada rápida 

de Fourier) são possíveis somente rotações de ângulos ()0 = 1r ou ()0 = ±~. Numa rotação 

de ângulo 7r , temos que I i~v 1=1 Xuv I para u, v =O, ... n- 1. Particularmente x00 , x0.!!., 
2 

x~ 0 e i':..!!. são, respectivamente, iguais a i 00 , i 0 .!!., X.!!.o e X.!!.!l.. Logo rotações de ângulo 1r 
2 22 2 2 22 

de uma imagem pertencem ao mesmo toróide da imagem. Em geral, as amplitudes da TF 

não são mantidas com rotações de ângulo ()0 = ±~. Mesmo em casos especiais, onde as 

restrições de amplitude são mantidas, a rotação pertencerá a um dos toróides que contém 

translações da imagem. 

Conclui-se que uma imagem não negativa, com amplitude da TF dada, é representada 

por suas translações ou rotações em quatro dos oito toróides onde Eoo = 1. 

Análogamente ao caso de sinais, na prática, se .\00 , .\01-, .\1-0 e .\1-1- são pequenos então 

uma imagem pode ser vista em todos os toróides embora representada por funções dife­

rentes. Isso pode ser verificado fácilmente observando-se que se uma imagem satisfaz a 

equação ( 4.4) a simples mudança de sinal de um dos Elm ( mudança de toróide ) mostra 

que existe uma imagem em outro toróide que, dependendo de qual mudança foi feita, é a 

original com um contraste maior ou menor. 
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Se n é ímpar a transformada de um vetor X E H tem a forma 

À.!!.::.l.o<p .!!.::.lo 
2 2 

À .!!..=.1. 1!±1. <p .!!..=.1. 1!±1. À .!!..=.1. .!!..=.1. <p .!!..=.1. .!!..=.1. 
2 2 2 2 2 2 2 2 

X= À.!!.::.l.o<p.!!.=l.o 
2 2 

À.!!.=l. .!!.::.l. <p .!!..=.1. .!!..=.1. À.!!.=l.l!±l. <p .!!..=.1.1!±1. 
2 2 2 2 2 2 2 2 

Àl.!!..=..l.ípl.!!..=..l. 
2 2 

Ào.!!.::.l. <po.!!.=l. 
2 2 

Com um desenvolvimento análogo ao caso em que n é par conclui-se que H é um 

conjunto de dois toróides caracterizados pelo sinal de Eoo· Estes toróides pertencem a 

sub-espaços de dimensão n2 - 1 de 1Rn
2

• 

A caracterização descrita neste capítulo é o fundamento para as demonstrações do 

Capítulo 5 assim como para a nova heurística para resolver o problema das estagnações 

sugerida no Capítulo 6. 
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Capítulo 5 

PROPRIEDADES DE 

CONVERGÊNCIA 

Está claro que os métodos iterativos descritos no Capítulo 3 não necessariamente con­

vergem para uma solução do problema e, portanto, a análise das propriedades de con­

vergência deve se restringir, no caso global, a provar que a seqüência gerada pelos mesmos 

é limitada também no domínio do espaço (no domínio das frequências isto é óbvio, já que 

estamos projetando sempre sobre um conjunto compacto [trataremos apenas o problema 

em dimensão finita, tal como dito anteriormente]). A prova de limitação pelo menos 

garante que os algoritmos geram sempre subseqüências convergentes. Este é um passo 

fundamental para qualquer análise posterior. Neste capítulo provamos que o algoritmos 

10 e IOH são limitados no domínio do espaço quando é usada a restrição de não nega­

tividade na definição do passo do algoritmo e após este é calculada a projeção sobre a 

restrição de suporte. Uma continuação deste trabalho seria provar a convergência local 

(que conjecturamos para valores suficientemente pequenos de (3, no caso do IOH e 00), 

e a convergência das subseqüências que correspondem aos pontos fixos dos algoritmos 

(uma tarefa difícil). Na última seção analisamos os pontos fixos dos algoritmos que 

não necessariamente são soluções. 
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5.1 Limitação dos Algoritmos 

5.1.1 Error-Reduction 

Consideremos C1 o conjunto dos vetores que satisfazem as restrições no espaço tempo 

e C2 o conjunto dos vetores cuja TF tem a magnitude dada. Se P1 e P2 são, respectiva­

mente, as projeções sobre C1 e C2 a iteração do algoritmo ER é dada por 9k+l = P1P2Yk· 

Levi e Stark (29] definiram a função J(gk) = 1\P1gk- 9k\l + IIP2gk- 9kll e provaram que, 

em particular, a mesma é não crescente com as iterações deste algoritmo. Na verdade 

Fienup (17]já havia obtido este resultado, pois para este algoritmo, J(gk) = I\P2gk- 9k\\. 
Como C2 é compacto, a seqüência {gk} é limitada. 

5.1.2 Output-Output 

Considerando as definições feitas no caso do algoritmo ER e T1 = I+ "\(P1 - I) tem-se 

que a iteração deste algoritmo é dada por 9k+l = T1P2gk. Portanto o algoritmo 00 é 

o algoritmo ER com a projeção P1 relaxada. Assim, para qualquer parãmetro {3 fixo, a 

seqüência {gk} é limitada. 

5.1.3 lnput-Output Híbrido 

Demonstraremos que este algoritmo é limitado no caso particular, e muito importante, 

em que as restrições do espaço tempo são somente restrições de não-negatividade do sinal 

ou imagem. Observamos que se o suporte é conhecido e for introduzido na forma de uma 

projeção após o passo do algoritmo a limitação continua verdadeira. 
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Para esta prova foi preciso, novamente, como no capítulo anterior, considerar separa­

damente recuperação de sinais unidimensionais e recuperação de imagens. 

Recuperação de Sinais Unidimensionais 

Consideremos g0 E JRn dada. O algoritmo híbrido é definido assim: Se constroem duas 

seqüências em mn' {gi} e {g;}' da seguinte forma: 

(1) 

onde 

H={X 
n-1 

À é o vetor das amplitudes e X é a TFD de X, isto é xk = L Xmexp[-j(k.m)/n] para 
m=O 

k =O, ... , n- 1. 

(2) 

9i+1,k = { 

I I 

gi,k se gi,k ~ O 

gi,k - {Jg;,k em outro caso 

com {3 ~O; 

Teorema 1 O algoritmo hz'brido é limitado, isto é, {gi} é limitada. 

Lema 1 A seqüência {gi} é não negativa se g0 ~ O. 

Prova: 

Seja m E {1, 2, ... , n} o índice que indica a coordenada de uma estimativa gi. Vamos 
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provar por indução que 9i,m 2: O para todo mE {1, 2, ... , n}. Por hipótese 9o,m 2: O para 

m = 1, ... ,n. Para i 2: O, 

(a) se g~,m 2: O tem-se 9i+l,m = g~,m 2: O; 
I a I o (b) se 9i,m < O tem-se 9i+l,m = 9i,m - JJ·9i,m 2: 9i,m 2: · 

C.Q.D. 

Embora com algumas diferenças nas definições quando n é ímpar ou par as demonstrações 

que seguem são iguais para ambos os casos. 

Para as próximas definições n é ímpar. Seja e= (1, 1, ... , 1) o vetor ortogonal aos sub­

espaços afins de IRn que contém os toróides. Consideraremos a projeção X = X- axe, 

com 
(X, e) L:r:::-01 Xi 

ax = -- = ___:__.;:..._ 
(e, e) n ' 

de X E IRn sobre o sub-espaço ortogonal ao vetor e. Equivalentemente, no espaço de 

Fourier tem-se a projeção sobre o sub-espaço ortogonal ao vetor ê = (n, 0 ... , O) que é dada 

por 

X= X- axê. 

O ângulo entre as projeções de X e Y ( X e f"), a(..tY, Y), é dado por 

onde 

e 

(X- Y-) _(X Y) _ _ (X,Y) -XoYo , - , naxav- -'---~:---­ n2 

Para n par, consideraremos 
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com 
(X,e2) L:f,:0

1(-1)iXi Xn/2 
"!X= = = --, 

(e2, e2) n n 

a projeção de X sobre o sub-espaço ortogonal aos vetores e1 = (1, 1, ... , 1) e e2 = 
( 1, -1, ... 1, -1) (que são ortogonais aos su h-espaços afins que contém os toróides). Equi­

valentemente, no espaço de Fourier tem-se a projeção sobre o sub-espaço ortogonal aos 

vetores ê1 = (n, 0 ... , O) e ê2 = (0, ... , n, ... 0) que é dada por 

Neste caso 

e 
II XII 2 - IX 12 - IX n 12 

llx-112 - IIXII2- 2 - 2 - 2 o 2 2 - 2 no: x n1v - 2 
n 

Sejam 

X o 
J.Lo 

f..L1 eio, 
Yo 

X1 y1 
J..L2eio2 

I 

9i = 9i = 9i-1 = 

À o 

..,\n-1 
f..Ll eio, 

}~-1 

onde f..Lm, Õm e fm representam, respectivamente, amplitudes na i-ésima iteração, fases na 

i-ésima iteração e fases na iteração i- 1. Os Àm são as amplitudes corretas (dados). 

>. ll<fE<} À.n.ci Tem-se o:9 . = &, o: ' = ~ f . = e f 1 = 'I onde E!l = ±1 e E!l = ±1 • n 9;_ 1 n ' g, n g1_ 1 n ' 2 2 

Lema 2 Se a seqüência {gi} não é limitada e g0 2: O, então existem uma subseqüência 

{9iv} com ip E N, p = 1, 2, ... , ip < iP+l' um subconjunto n c {0, 1, ... , n- 1} e uma 
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constante K tais que: 

1} Param E O, 

9~ -1m < O 
•p ' 

2) Param tí. O 

3) Para todo m: 

4) Se n é par, o sinal de 
n-1 

fJ~E~ = L ( -1)mgi(m) 
m=O 

é fixo; 

Prova: 

Como a seqüência {gi} não é limitada, {ll9illd não é limitada e pode-se escolher uma 

subseqüência tal que ll9i- 1 lh < ll9ilh --). +ex:. Considerando m=O, se existe K 1 tal que 

l9i,ll < K 1 para todo i declara-se que O tí. O; Se não, pode-se escolher uma subseqüência 

da subseqüência anterior para a qual l9i,1 l --). +ex: e declarar O E O. Fazendo isso, induti­

vamente, para todo m E {O, 1, ... n- 1} e escolhendo K suficientemente grande o resultado 

é uma subseqüência que satisfaz (1) e (2). Como A é compacto a condição (3) é satisfeita. 

Para o caso em que n é par basta escolher uma subseqüência da anterior com sinal de /J!l. 
2 

fixo. 
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C.Q.D. 

No que segue, sempre que citarmos 9i,m estaremos nos referindo a subseqüência do lema 

anterior. 

Lema 3 

onde 

Prova: 

Verifica-se que 

[n21] 

11.9;_1ll~ = 
2
2 L: À~, 

n m=1 

Por estimativas simples, 

(
- -

1 
) (.9~-1,.9i-1) 

cosa 9i-1, gi-1 = .,..,...11_...;.:., ..::....,1~1 -=-11--· ....:....,1.,.,...1 > 
9~-1 2 9~-1 2 

C.Q.D. 

Lema 4 Para i muito grande, 

À o 
cosa(g;_ 1, gi) < --[-n;-,-l--

[2 2:= À~]1/2 
m=l 
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Prova: 

Temos que para n ímpar, 

enquanto que para n par, 

e 

[ 
2 2]1/2 n-1 1 n-1 1 n-1 

ll.9ilb = L: X~-- (L:xm) --(L: (-1)mxm) m=O n m=O n m=O 
Em ambos os casos, 

Como, 

- (g;_1' 9i) 

- ll.9~-111211.9ill2 

< (g;_1' 9i) 

- ll.9~-1112ll.9i 112 

L YmXm + L 1~Xm 
< mED m%11 

ll.9~-1112ll.9ill2 

~I/ n ,_..,o 

n-1 
~"'X n ~ m m=O 

L YmXm ---+ -oc, e L YmXm 
mEn m~n 

é limitada, para i suficientemente grande, 

(g;_1, §i) < _ Ào 

ll.9~-111211.9ill2 [ [n~l] ]
1/2 • 

2L:À~ 
m=1 
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C.Q.D. 

Lema 5 

Prova: 

Para n ímpar: 

Podemos escrever 

onde 

Vamos provar que para i muito grande, 

Lx~ 
B « mEfl <A. 

n 

Pela construção da subseqüência (Lema 2) tem-se que o < w =1 n I< n. Em primeiro 

lugar, 

pois 

A= ~ {w L X~ - (L Xm) 2
} + n- w L X~ 

n mEfl mEfl n mEfl 

LX~ 
> mEfl 

n 

Pela limitação dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 2, 
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Como, para i muito grande, 

vem que 
1 

B «:. - 2: x; :::; A. 
nmEO 

Similarmente, definindo Zm = 9i- 1,m = Xm + ,Br~, pode-se escrever 

n-1 1 (n-1 ) 2 
ll9i-1\\~ = Lz;-- LZm =A+ C 

m=O n m=O 

onde 

c= ,B LYm (,BYm + 2Xm) + L z; 
mEO m~n 

-!!. ( L 1~) (,B L 1~ + 2 L xm) - 2. ( L zm) 
2 

n mEO mEO mEO n mEO 

Por estimativas similares às feitas no denominador, 

C:::; Mo+ M1 L:Xm «:. 2_ Lx;. 
mEn nmEn 

Consequentemente, 

Para n par: 

Pela construção da subseqüência no Lema 2 tem-se o< w =\ n I< n. 

Podemos escrever: 

onde 

e 
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1 (n-1 )2 
-; fo(-l)mXm 

Vamos provar que para i muito grande, 

LX~ 
B « mEO <A. 

n 

Em primeiro lugar, 

A=.!, {w L X~- (2:: Xm)

2

} + n- w L X~ 
n mEO mEO n mEO 

pois, 

mEO mEO 

Pela limitação dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 2, 

B:::; (n- w)K2 + 2(n- w) K ((n- w)K + 2 L xm) =Lo+ Ll L Xm 
n ~n ~n 

Como, para i muito grande, 

vem que 

Pode-se escrever 

onde 

C= (3 LYm (f3Ym + 2Xm) + L Z! 
mEO m~n 
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-~ (I:Ym) (,ai: r~+ 2 I:xm)- ~ (2:: Zm)
2
- ~(I: (-l)mzm)

2 

n mEf2 mEf2 mEf2 n mEf2 n m=O 
Por estimativas similares as feitas no denominador, 

C:::; Mo+M1LXm « ~ I:X!. 
mEf2 nmEf2 

Consequentemente, 

C.Q.D. 

Lema 6 

Prova: 

n-1 

ll.9ill~- 3K,BLXm 

Logo, 

lim cos aUh-1, gi) = 1 
l-tOO 
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C.Q.D. 

PROVA DO TEOREMA 1 

Supondo que a seqüência gerada pelo algoritmo não é limitada: 

Pelo Lema 3, 

Pelo Lema 4, 
, Ào 

a; = cosa (gi-l, gi) < - --:-[n- 1 ~ 21 :----
[2LÀ~j1/2 

m=l 

e como o termo a direita desta desigualdade não depende da iteração, 

onde E é uma constante estritamente positiva; 

Pelo Lema 6, 

Então, para i » O, a~ + a~ < a~ que é uma contradição. 

C.Q.D. 

Recuperação de Imagens 

O algoritmo híbrido para recuperar uma imagem não negativa, f E 1Rn
2

, dadas as 

amplitudes de sua TF é definido da mesma forma que para recuperação de sinais. Sejam 

{gi} e {g;} as duas seqüências em 1Rn
2 

geradas pelo algoritmo. 
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Verifica-se trivialmente que o Lema 1 é válido aqui. 

Faremos as demonstrações necessárias para verificar a validade do Teorema 1 neste caso. 

Para isso consideraremos n par (que é o caso de maior interesse). 

Consideremos as seguintes matrizes: 

E 00 = ( e~.i) com e~.i = 1 para quaisquer m e .i. 

n Q!!. Q!!. { 1 
E 02 = (e 2

·) com e 2
· = ffiJ ffiJ 

-1 

se j é par 

em outro caso 

n !!.Q !!.Q { 1 
E2°=(e 2 ·)come 2 ·= ffiJ ffiJ 

-1 

sem é par 

em outro caso 
e 

n n !!.!!. !!.!!. { 1 E22 = (e 2 2
) com e 2 2 = m] m.1 

-1 

se m+.i é par 

em outro caso 

A projeção de X E 1Rn
2 

sobre o sub-espaço ortogonal a E 00 , E 0 r;r, Er;ro e Er;r~ é dada por 

- on no n n ,. _ x· ooEoo 2Eo.;c2 2 E!!.o 22E!!.!!. 
A - - ax - ax - ax 2 - ax 2 2 

onde 

00 (X EOO) 1 n-ln-1 X 
' "" "" v 00 ax = (E E ) = 2 ~ ~ "'mi = -2 ' 

oo, oo n m=O.i=O · n 

e 
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Equivalentemente, no espaço de Fourier tem-se a projeção sobre o sub-espaço ortogonal 

aos vetores Ê 00 Ê 0% Ê% 0 e Ê%% 
' ' ' 

";. "' ..... on~ no,...n nn ..... nn 
v ·v OOEOO 2E01!. 2 E-0 22E.,--

_/\ =A - ax - ax 2 - ax 2 - ax 2 2. 

O ângulo entre duas projeções X e }' é dado por 

onde 

e 

Sejam 

9i = 

J-Loo'too /-l01 4?01 

Xn-10 Xn-11 ... Xn-1n-1 

xlO 
Xoo 

llnnE;nn 
,...22 22 
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X1n-1 

Xon-1 

/-l1J?x+1ó1%+1 

1-lo%-1 &o-r-1 

J-l%-11(5%-11 

11 1!.1(51!.1 
,...2 2 

/-Lln-1Ó1n-1 

J-Lo1 6o1 



l~-10 l~-11 · · · Yn-1 n-1 

I 

9i-1 = 

Yoo Yan-1 

e 

ÀlD<flO, À1n-1 'Pln-1 À1.!l'P1.!l 
2 2 

À1.!l-1'f1.!l-1 
2 2 

À.!l-10<f.!l-10 
2 2 À~-1n-1 'P~-1n-1 ).n 1"<fn 1" 2- 2 2- 2 À.!l-1.!l-1<f.!l-1.!l-1 

2 2 2 2 À~-ll'P~-11 
AI 

>.no E .!lO À.!l1'f.!l1 9i-1 -
2 2 2 2 

À!!.!!.é.!l.!l 
2 2 2 2 

À1.!l 11J1.!l 
2 T 2 

).~~-1'P~~-1 

).1~+1'P1~+1 

Ão:;r-1 'Po~-1 

Àll1 (.') .!ll 
2 T 2 

onde 1-Lm.i, Óm.i e lm.i representam, respectivamente, amplitudes na i-ésima iteração, fases 

na i-ésima iteração e fases na iteração i- 1. Os Àm.i são os dados. 

aOO O% llo-lj-'fo-lj- -l}O IL.q.o'f 3!:0 n n 
IL.q.~'f~~ 

~' Tem-se ~!!f 22 ao? - a9i n2 a9i n2 a9i n2 -9i n ' 9;-1 n 

o~ >. 0 ~€ 0 ! ~o >. :zoé :zo nn 
>-:z-!1-éz-ll-- 22 onde Em.i = ±1 e Em.i = ±1. a, n2 a, - n2 ' 

e a, n2 
9;-1 9;-1 9;-1 

Lema 7 Se a seqüência {gi} não é limitada e g0 ~ O, então existem uma subseqüência 

{9i,..} com Íp E JN, p = 1, 2, ... , Íp < ip+1, um subconjunto 0 C {0, 2, ... , n - 1} X 

{0, 2, ... , n- 1} e uma constante K tais que: 

1) Para (m,j) E O, 

9:,..-1,m.i < O 
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2) Para (m, j) r{. O 

3) Para todo (m,j): 

4) Os sinais de 

n-1 n-1 

L (-l)mL Xm.i 
m=O .i=O 

ull.OEll.O = ---~---
,... 2 2 n2 

e 
n-1n-1 

L L(-1)m+.ixm.i 
_ m=O.i=O 

J-l-H·E ~ ~ = _....;;_ __ n-:-2---

são fixos; 

Prova: 

Como a seqüência {gi} não é limitada, {ll9illd não é limitada e pode-se escolher uma 

subseqüência tal que ll9i-tlh < ll9ilh ---t +oc. Considerando (m,j)=(O,O), se existe K 00 

tal que l9i,ool < Koo para todo i declara-se que (0, O) r{. O; se não, pode-se escolher uma 

subseqüência da subseqüência anterior para a qual l9i,OO\ ---t +oc e declarar (0, O) E n. 
Fazendo isso, indutivamente, para todo (m, j) E {0, 1, 2, ... n- 1} x {0, 1, 2, ... n- 1} e 

escolhendo K suficientemente grande o resultado é uma subseqüência que satisfaz (1) e 

(2). A é compacto logo a condição (3) é satisfeita. Como a subseqüência obtida pertence 

a no máximo oito toróides é possível escolher uma subseqüência da mesma pertencendo 

a um único toróide e portanto satisfazendo 4). 
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C.Q.D. 

No que segue, sempre que citarmos 9i,mj estaremos nos referindo à subseqüência do lema 

anterior. 

Lema 8 Para 

"X= max {Àmj} e ~ = min {Àmj} 
(m,j)~ T. (m,j)~ f, 

com L={ {0,0), (0, %), (%, 0), (%, %)} tem-se: 

Prova: 

Verifica-se que 

11 _, 112- 1 "'"' 2 9i-1 2- 4 L_. Àmj' 
n (m,j)~T, 

Por estimativas simples, 

( _, - ) 
( - _,) 9i-ll9i-1 

cosa 9i-1,9i-l = 11-~ 1111-· 11 gl-1 2 9l-l 2 

L Jl>mj 

> ~ (m,j)~T, À 

- V[(n-1)2 -4]À.[ 2 ]
112 2: V[(n-1)2-4]À. 

L Jl>mj 
(m,j)~T. 

C.Q.D. 
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Lema 9 Para i muito grande, 

_, - Àoo 
cosa(gi_ 1,gi) <- 1; 2 · 

[ L >.~.il 
(m,.i)!t.J, 

Prova: 

Temos que 

(9-' 1 9--) = (9' 9·)- 2_ [>.00 u 00 - ).0 nt::0 nu0 ne0 n- ).n 0 t::n 0 un 0"Eno- Ànnf:nnHnn"Enn] 
t- , t t-ll t n2 r 2 2r 2 2 2 2 r2 2 22 22r"22 22 

e 

Logo 

Como, 

- (9~-1, 9i) ~J.loo 

- ll.9~-111211.9ill2 
n-1n-l 

< (9~-1,gi) 
~LLxmj 

m=O.i=O 

- ll.9~-111211.9ill2 

L YmjXmj + L YmjXmj 

< (m,j)EO (m,.i)lêO 

ll.9~-1112119ill2 

L }~_iXmj ---t -oc, e 
(m,j)EO 
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(m,j)lêT, 

L }~jXmj 
(m,j)lêO 



é limitada, para i suficientemente grande, 

Lema 10 

Prova: 

(9:-1, §i) < _ Àoo 

11.9~-11121\.§i\12- '[ 2] 1;2· 
L Àmj 

(m,j)~ L 

C.Q.D. 

Pela construção da subseqüência no Lema 7 tem-se O< w =i O I< n2
• 

Podemos escrever: 

onde 

e 

B = L X!.i - -.;. L Xmj ( L Xmj + 2 L Xmj) 
(m,j)~n n (m,j)~n (m,j)~n (m,j)E!1 

1 [ (n-1 n-1 ) 
2 

(n-1 n-1 ) 
2 

(n-1 n-1 ) 
2
] 

-; fo.~(-1)i Xm.i + fo(-1)m f; Xm.i + foj;(-l)m+.ixm.i . 

Vamos provar que para i muito grande, 

L X!i 
B « (m,.i)E!1 < A. 

n 
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Em primeiro lugar, 

{ ( ) 
2} 2 1 """ 2 """ • n -w """ 2 

A = 2 w ~ Xm.i - ~ Xm.i + 2 ~ Xm.i 
n (m,j)En (m,.i)En n (m,j)EO 

pms, 

w L x~.i- ( L Xm_j)
2 
~o. 

(m,_j)En (m,.i)En 

Pela limitação dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 7, 

Como, para i muito grande, 

L Xm.i«~ L x~.i 
(m,_j)EO n (m,.i)EO 

vem que 

B« ~LX~~ A. 
n mEO 

Definindo Zm = 9i-l,m = Xm + j)1~ pode-se escrever 

- ~2 [ (%~(-l)izm;) 
2 

+ C~ 0 H)m~zm;) 
2 

+ (f,~H)m+izm;) 
2

] =A+ C 

onde 

c = f) L Ymj (!3Ymj + 2Xmj) + L z~.i 
(m,j)EO (m,j)~n 

- ~ L Ymj f) L }'~.i + 2 L Xm_j - ~ L Zmj 
( ) ) ( )

2 

n (m,j)En ( (m,;)en (mJ)en n (m,;)en 
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Por estimativas similares as feitas no denominador, 

C ::; Mo+ M1 L Xm.i « ~ L X!.i· 
(m,.i)E!1 n (m,j)E!1 

Consequentemente, 

C.Q.D. 

Lema 11 

Prova: 

n-ln-1 

ll9ill~- 5KfJL LXm.i 
= lim ---~~m..,..=_o~.i=_o __ 

ll9ill~ i-+oo 

Logo, 
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C.Q.D. 

Com estes lemas a demonstração do Teorema 1 é exatamente a mesma que para recu­

peração de sinais unidimensionais. 

5.1.4 lnput-Output 

A prova de que este algoritmo é limitado é análoga à feita para o algoritmo híbrido. 

Basta observar que aqui o Lema 1 também é verdadeiro e que no Lema 2 se a seqüência 

obtida pelo algoritmo não é limitada existe uma subseqüência não limitada igual a en­

contrada para o algoritmo híbrido. Conseqüentemente todas a outras provas feitas são 

iguais. 

5.2 Pontos Fixos 

Tal como descrito em [33], existem dois tipos de ambiguidades do problema da recu­

peração da fase: aquelas que dependem do problema, que chamaremos de intrínsecas, e 

aquelas que são causadas pelo algoritmo usado para resolvê-lo, as não intrínsecas. Evi­

dentemente, as ambiguidades não intrínsecas são as que estão relacionadas com os pontos 

fixos dos algoritmos que não são solução, ou com os possíveis ciclos. Nesta seção analisa­

mos e comentamos brevemente os pontos fixos de cada um dos algoritmos. Aqui estaremos 

considerando que no espaço tempo as restrições são a não negatividade e o suporte da 

imagem. 
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5.2.1 Error-Reduction 

Para este algoritmo, 

{ 
g~(x) se x E 'Y 

9k(x) = 9k+l (x) = 
O se x rf. 'Y 

se, e somente se, g~(x) = gk(x) quando x E 'Y e g~(x) é qualquer em outro caso. Como 

uma solução do problema de fase satisfaz 9k(x) = g~(x) para todo x, conclui-se que (se 

g~(x) =I= O para x rf_ 'Y) o algoritmo pode estagnar gerando duas seqüências associadas a 

pontos fixos diferentes, um satisfazendo a não negatividade e outro satifazendo os dados. 

5.2.2 Output-Output 

Aqui, para f3 =I= O e f3 i- 1 (que leva ao ER), 

se x E 'Y 

se x rf. 'Y 

se, e somente se, g~(x) = 9k(x) quando x E 'Y e g~(x) = 1 ~ 13 gk(x) em outro caso. Nova­

mente, quando não se trata de uma solução, temos duas seqüências associadas a pontos 

fixos diferentes, como no caso anterior. Tal como já observado, o algoritmo 00 é ape­

nas uma relaxação doER quando se projeta sobre as restrições, e portanto espera-se um 

comportamento similar do ponto de vista das estagnações. 

5.2.3 lnput-Output 

Como o passo deste algoritmo é dado por 
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se x E 'Y 

se x ~ 'Y 



para j3 i= O, gk é ponto fixo se, e somente se, g~(x) =O quando x ~I· Assim g~(x) é uma 

solução. 

5.2.4 lnput-Output Híbrido 

Neste algoritmo, como j3 i= O, gk é ponto fixo do algoritmo se, e somente se, 

g~(x) = gk(x) quando x E 1 e g~(x) = O em outro caso, mas então nos encontramos 

na situação anterior, g~(x) é solução, e portanto o algoritmo não tem pontos fixos inde­

pendentes de uma solução. 
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Capítulo 6 

UM MÉTODO AUTOMÁTICO 

PARA SUPERAR A 
-ESTAGNAÇAO 

O principal problema dos algoritmos para recuperar a fase da TF dada a amplitude é 

que muitas vezes eles estagnam em pontos que não são soluções. Como já comentamos, 

este comportamento tem sido atribuido essencialmente a dois motivos: (1) A existência de 

pontos bastante diferentes da solução mas que quase satisfazem as restrições, as chamadas 

ambiguidades intrínsecas; e (2) a existência de pontos fixos, ou pontos de estagnação, dos 

algoritmos, as ambiguidades não intrínsecas. Para resolver o problema gerado por (2), 

várias técnicas tem sido propostas. Em [19], as técnicas são dependentes do tipo de 

estagnação, que, no caso, é apenas detectada visualmente, tal como descrito no Capítulo 

2. Outra forma, proposta por Fienup [16], para sair da estagnação é mudar de algoritmo 

quando isto é detectado, porém esta técnica nem sempre funciona. Em [39] e [9], outra 

metodologia para resolver o problema é sugerida, mas supõe algumas hipóteses sobre a 

solução que não são necessariamente verdadeiras. Em [33], é sugerida uma combinação 

de vários métodos de otimização usando uma função objetivo muito particular. 
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A nossa proposta, em princípio, é baseada na análise da geometria do problema descrita 

no Capítulo 4 e no possível comportamento do algoritmo ER quando fica estagnado. 

Em [29] é apresentada uma figura descrevendo a geometria possível de um ponto de 

estagnação para ER (ou 00). A idéia é reproduzida na Figura 6.1. 

Figura 6.1: Geometria dos Pontos de Estagnação I 

Tomando a figura acima como ponto de partida, pareceria que uma direção correta 

para sair do ponto de estagnação seria 'perpendicular' à direção determinada pelos dois 

pontos da iteração pertencentes, respectivamente, aos dois conjuntos determinados pelas 

restrições. Sem entrar no mérito da noção de perpendicularidade, no caso do nosso inte­

resse, o aspecto geométrico é completamente diferente. Uma completa representação da 

caracterização geométrica não é possível por causa da dimensão do espaço que contém os 

toróides, mas podemos concluir muitas coisas a partir dos resultados do Capítulo 4. A 

primeira observação, obtida com a ajuda da experiência numérica, é que os pontos de os­

cilação do ER ocorrem entre um toróide e o ortante não negativo. Se pensamos o toróide 
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como uma superfície rodeando um conjunto convexo fechado, e se o algoritmo estagna 

entre o toróide e uma aresta do ortante não negativo, é razoável recomeçar usando um 

ponto localizado 'do outro lado' do toróide. Uma figura que melhor aproxima a situação 

descrita é a seguinte: 

Figura 6.2: Geometria dos Pontos de Estagnação II 

Baseados na dedução anterior apresentamos o novo método para superar a estagnação na 

próxima seção. 

6.1 O Novo Método 

O método consiste no que segue: 

Suponhamos que o algoritmo estagnou numa imagem 9k cuja projeção sobre o conjunto de 
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toróides é g~. Obtém-se uma nova estimativa inicial para o algoritmo, refletindo g~ através 

do centro do to rói de ao qual esta pertence, isto é, g~ = - g~ + 2c com c representando o 

centro do toróide. Este novo ponto inicial pertence ao mesmo toróide ao qual pertence 

g~, portanto satisfaz as restrições do domínio de Fourier e, a menos que seja solução, não 

satisfaz as restrições do domínio da imagem. O cálculo deste novo ponto inicial é muito 

simples e consiste apenas numa mudança de sinal nos elementos da matriz da TF que 

sejam diferentes daqueles (reais) que definem o toróide. 

No próximo capítulo apresentamos e comentamos as experiências numéricas realizadas 

com os novos métodos. 
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Capítulo 7 

EXPERIMENTOS 

O objetivo deste capítulo é descrever os experimentos realizados no desenvolvimento 

do trabalho e mostrar alguns dos resultados. 

7.1 Linguagem e pacotes utilizados 

Todos os programas que escrevemos utilizam a linguagem Fortran e podem ser execu­

tados na SUN. Para visualizar e imprimir as imagens utilizamos o display do Snark93 

e o xv. O xv está disponivel na SUN e o Snark93 é um programa para reconstrução 

de imagens através de projeções, desenvolvido pelo grupo de processamento de imagens 

médicas do Departamento de Radiologia na Universidade da Pennsylvania. 

7.2 Imagens e seus formatos 

Utilizamos imagens com (ou contidas num) suporte quadrado de lado contendo um 

número de pixels igual a uma potência de dois para que a transformada rápida de Fourier 

pudesse ser utilizada. Estas imagens estão armazenadas na forma matricial. 
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7.3 Implementação dos algoritmos 

Os algoritmos de Fienup ( error-reduction, output-output, input-output e híbrido) assim 

como alguns dos outros propostos foram programados para recuperar sinais e recuperar 

imagens. Fizemos muitos testes com sinais unidimensionais mas, nos fixamos na recu­

peração de imagens. 

Como em cada iteração de todos os algoritmos é preciso calcular a TF e sua inversa 

utilizamos uma subrotina que calcula a transformada rápida de Fourier. 

Observamos que o algoritmo IOH foi programado de duas formas: 

1) em sua versão original (que chamaremos de Versão 1 ), onde as restrições de suporte 

fazem parte da definição do passo, e 

2) incluindo as restrições de suporte na forma de uma projeção após o passo (Versão 2). 

No caso de recuperação de imagens, a janela utilizada foi um quadrado, cujo compri­

mento do lado é duas o comprimento do lado do quadrado que contém a imagem. Tal 

janela contém o suporte da autocorrelação (único dado sobre o suporte sempre disponível). 

7.3.1 Dados 

Utilizamos como informações sobre a imagem a ser recuperada a amplitude da trans­

formada de Fourier, não negatividade da função que representa a imagem e restrições de 

suporte no domínio da imagem. Como suporte utilizamos, por exemplo, o suporte da 

autocorrelação ou, dividindo a janela em quatro quadrados iguais, o quadrado do canto 

inferior esquerdo [11]. 

Fizemos testes considerando um ruído Gaussiano de 10% nos dados. Os resultados 

obtidos foram semelhantes aos do caso sem ruído. Assim apresentamos somente exemplos 
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cujos dados não contém ruído. 

7.3.2 Imagens iniciais 

Como estimativas iniciais, em geral, utilizamos uma função gerada por números 

aleatórios com suporte igual ao da autocorrelação, o centro do toróide em que se en­

contra a imagem, ou alguma variação destas possibilidades. 

7.3.3 Testes para parada e acompanhamento dos programas 

Considerando-se que f representa a imagem a ser recuperada e 9k a estimativa da 

imagem na iteração k, com F e Gk suas respectivas transformadas de Fourier, em cada 

iteração foram calculadas as seguintes medidas: 

e 

ET representa a distância à imagem a ser recuperada (estimativa que não pode ser calcu­

lada na prática e que em geral não faz sentido pois os algoritmos podem convergir para 

associadas triviais da imagem), EO representa a distância de g~ ao conjunto das imagens 

que satisfazem as restrições de não-negatividade e de suporte e EF a distância de 9k ao 

conjunto das imagens cuja transformada de Fourier tem a amplitude dada. 

Incluímos no algoritmo um teste de parada envolvendo EF ( EF < 1 x 10-5) e outro 
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baseado no número de iterações. Em geral os programas foram interrompidos pelo se­

gundo teste (este é um dos problemas a ser resolvido). 

7.4 Algoritmos de Fienup utilizando informação so­

bre a caracterização 

Testamos os algoritmos de Fienup restringindo as projeções do espaço de Fourier a um 

dos oito toróides que definem as imagens não negativas com amplitude da transformada 

de Fourier dada. Nos exemplos que consideramos esta restrição não levou a uma sensível 

melhora dos algoritmos. Observamos também, que nesses exemplos, as estimativas obti­

das nos algoritmos sem esta restrição em geral permanecem num mesmo toróide. 

7.5 Resultados 

As Figuras 1 e 2 contém as imagens que estaremos tentando recuperar, utilizando a 

amplitude de sua TF. As três próximas Figuras contém as imagens que foram utilizadas 

como estimativas iniciais para os algoritmos, nos exemplos apresentados aqui. 

No Exemplo 1, o objetivo é recuperar a imagem 1 utilizando o algoritmo das projeções 

generalizadas modificado (proposto no Capítulo 3). Para o resultado da Figura 7.6 foram 

utilizados os parâmetros À1 = 0.99 e À2 = 2 nas três primeiras iterações do algoritmo 

e em seguida iguais, respectivamente, aos valores a1 e a2 (limitantes superiores para os 

parâmetros que aparecem na demonstração de Levi e Stark, Seção 3.2). A Figura 7.7 mos­

tra o resultado da Versão 2 do algoritmo IOH aplicado a mesma Imagem inicial que para 

o PGM. O parâmetro utilizado foi f3 = 1 (que para esta versão tem sido uma boa opção). 

A Versão 1 do algoritmo IOH, com este mesmo parâmetro, passa pelas estagnações (in-
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clusive pela solução) sem se fixar. 

Os Exemplos 2, 3 e 4 mostram a eficiência do método proposto no Capítulo 6 no caso 

de estagnações do algoritmo ER em imagens com suporte truncado, do tipo gêmeas ou até 

estagnações consideradas intrínsicas. Nos dois primeiros exemplos o objetivo é recuperar 

a Imagem 1 e no último a Imagem 2. A aplicação das reflexões fez com que o algoritmo 

convergisse para a imagem (ou uma associada). As medidas ET, EO e EF são as descritas 

na Subseção 7.3.3. 

A Figura 7.8 mostra um exemplo de imagem que classificamos como gêmea. No Exem­

plo 4, Figura 7.18, pode-se ver a ocorrência de uma estagnação do tipo suporte truncado. 

Aplicamos a Versão 2 do algoritmo híbrido (caso para o qual provamos a limitação) para 

os mesmos exemplos da seção anterior. Ocorrem estagnações do mesmo tipo que para o 

error-reduction, embora com EF e EO menores. No Exemplo 4, considerandindo /3 = 1, o 

algoritmo híbrido teve aproximadamente o mesmo comportamento que o error-reduction, 

isto é após 100 iterações convergiu para imagem com suporte truncado da Figura 7.18. 

Depois de uma reflexão pelo centro do toróide e mais 100 iterações do algoritmo híbrido 

convergiu para uma imagem sem suporte truncado. As medidas EF e EO foram menores 

que para o error-reduction nas duas imagens obtidas e acontece uma pequena melhora na 

qualidade das imagens. 

O Exemplo 5 descreve o comportamento desta versão do algoritmo IOH, utilizando /3 = 1, 

na recuperação da Imagem 1 com Imagem inicial 2. 

Em todos os exemplos citados o suporte utilizado foi igual ao quadrado inferior es­

querdo, equivalente a um quarto da janela. 

Sempre que encontramos estagnações, testamos nosso método e recuperamos a imagem 

com no máximo três reflexões pelo centro. 

Observamos que uma quantidade maior de iterações, que as consideradas nos exemplos, 
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não melhora significativamente a qualidade das imagems e que uma nova reflexão pode 

tirar da solução considerada razoável para uma outra estagnação. Novas reflexões levam 

novamente a uma solução. 

7.5.1 Exemplos 

Figura 7.1: Imagem 1 
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Figura 7.2: Imagem 2 
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Figura 7.3: Imagem Inicial 1 
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Figura 7.4: Imagem Inicial 2 

89 



Figura 7.5: Imagem inicial 3 
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Exemplo 1 

Figura 7.6: Após 100 iterações do algoritmo PGM, considerando a imagem inicial 2 

(ET = 1.1520, EF = 8.4903 X 10-4 ) 
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Figura 7. 7: Após 100 iterações da versão 2 do algoritmo IOH, considerando a imagem 

inicial 2 (ET = 1.1449, EF = 1.02110 x 10-3) 
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Exemplo 2 

Figura 7.8: Após 100 iterações do algoritmo ER, considerando a imagem inicial 1 (ET = 

1.07457, Eo = 1.04832 x 10-1, EF = 1.04816 x 10-1 ) 
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Figura 7.9: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.10: Após 100 iterações do algoritmo ER (ET = 1.03290, EO = 0.182176, EF = 
0.182170) 
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Figura 7.11: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.12: Após 100 iterações do algoritmo ER (ET = 1.045525, EO = 6.48480 x 10-2 , 

EF = 6.48438 x w-2 ) 
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Exemplo 3 

Figura 7.13: Após 100 iterações do algoritmo ER, utilizando a imagem inicial 2 (ET = 
0.9013, EO = 1.180862 x 10-1, EF = 1.180058 x 10-1) 
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Figura 7.14: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.15: Após 100 iterações do algoritmo ER (ET = 1.1681, EO = 0.18114, EF = 
0.18093) 
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Figura 7.16: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.17: Após 100 iterações do algoritmo ER (ET = 0.88375561, EO = 7.058566 x 

10-2 , EF = 7.061454 X 10-2) 

102 



Exemplo 4 

Figura 7.18: Após 200 iterações do algoritmo ER utilizando a imagem inicial 3 (ET = 

1.348260, EO = 0.1161011, EF = 0.116089) 
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Figura 7.19: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.20: Após 500 iterações do algoritmo ER(ET = 1.228234, EO = 9.754321 x 10-2 , 

EF = 9. 754321 X 10-2 ) 
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Exemplo 5 

Figura 7.21: Após 100 iterações do algoritmo IOH utilizando a imagem inicial 1 (ET = 

1.14730, EF = 8.9714 X 10-4 ) 
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Figura 7.22: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.23: Após 100 iterações do algoritmo IOH (ET = 0.6237, EF = 1.01442 x 10-3 
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Figura 7.24: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.25: Após 100 iterações do algoritmo IOH (ET = 1.1937, EF = 1.8232 x 10-3 ) 
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Figura 7.26: Nova imagem inicial gerada pela reflexão através do centro do toróide 
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Figura 7.27: Após 100 iterações do algoritmo IOH (ET = 0.9135, EF = 6.0248 x 10-4
) 
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Capítulo 8 

-CONCLUSOES 

Nesta dissertação introduzimos uma nova forma de analisar o problema da recuperação 

da fase, no domínio do espaço, através da geometria do problema discretizado em dimensão 

finita. Esta nova forma de ver o problema originou uma prova da limitação de alguns dos 

algoritmos assim como um novo método automático para sair dos pontos de estagnação. 

Introduzimos também algumas modificações em métodos iterativos, já existentes, para 

resolver o problema (Cap. 3). 

A recuperação da fase é um problema difícil, não somente porque os algoritmos estag­

nam, mas também porque na prática é muitas vezes difícil decidir se o algoritmo encontrou 

uma solução, estagnou porque o algoritmo entrou num ciclo, ou estagnou num ponto que 

satisfaz os dados com uma precisão muito grande, sem ser solução. Até agora a forma 

de enfrentar o problema tem sido, do ponto de vista prático, através da análise do tipo 

de imagens representadas pelos pontos de estagnação, e, do ponto de vista teórico, con­

siderando a fatoração da função no domínio de Fourier. A nossa aproximação, com a 

caracterização geométrica das funções no domínio do espaço, gera uma nova possibilidade 

de dar uma resposta aos inconvenientes mencionados. A quantidade de perguntas que 

surgiram, e continuam surgindo por causa deste novo ponto de vista, e das experiências 

numéricas induzidas por ele, é enorme. Enumeramos apenas algumas, sem que a ordem 
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esteja relacionada com a importância: 

1) Por que os pontos fixos dos algoritmos envolvem sempre apenas um toróide e as res­

trições convexas, e não outro toróide? 

2) Quais são as características das imagens contidas em cada um dos toróides? 

3) Qual é o comportamento dos toróides quando os dados tendem a um contínuo, já que 

sabemos que no caso contínuo tem unicidade com probabilidade um? 

4) Qual seria a descrição geométrica do caso sem unicidade? 

5) É possível introduzir algum tipo de regularização no problema que evite a estagnação 

ou que pelo menos a dificulte? 

6) Existem outras alternativas melhores para a reflexão sugerida como método no Capítulo 

6? 

Continuaremos trabalhando nas direções sugeridas pelas perguntas acima e por muitas 

outras. Também nos propomos a trabalhar na aplicação das mesmas idéias aos outros 

problemas relacionados, descritos na Introdução. 
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