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Capitulo 1

INTRODUCAO

Este trabalho é um estudo de alguns aspectos do problema de recuperar uma fungao
dada informagao parcial sobre a mesma e sobre sua transformada de Fourier. Este pro-
blema matemadtico surge em inlimeras e importantes aplicagoes, por exemplo nas ireas
de microscopia eletronica [32], interferometria especular [4], cristalografia de raio X [44]
e astrofisica [35]. Descreveremos alguns exemplos importantes com mais detalhes pos-
teriormente. Nao discutiremos o problema relacionado com a existéncia de solug¢ao pois
na pratica admite-se que existe; alguns resultados relacionados com a estabilidade dessa
solucdo com relagdo aos dados podem ser encontrados em [45]. Comentaremos a questdo
da unicidade da solugao e trataremos principalmente os métodos existentes para a recu-
peragao de tais fungoes para alguns problemas especificos.

Para uma funcao f : RM =@ ou f: RV — IR, dependendo do caso, podemos

considerar essencialmente os seguintes problemas:

RECUPERACAO DA FASE:
(P1) Recuperar f dadas as amplitudes de f e de sua transformada de Fourier F;
(P2) Recuperar f dada a amplitude de sua transformada de Fourier F' (|F|) e alguma

condigdo convexa sobre f (ou seja, expressa na forma de um conjunto convexo ao qual f



deve pertencer);

RECUPERACAO DA amplitude:

(P3) Recuperar f dada a fase de sua transformada de Fourier F' e alguma condigao con-

vexa sobre f;

e para fungoes f:RM - Re ¢:RM — IR consideramos o problema de

DECONVOLUQAO CEGA:
(P4) Recuperar f e g dada a convolugdo f x g das mesmas.
Seja agora uma funcdo f(x) onde x é um vetor M-dimensional e f é integravel. A

transformada de Fourier (TF) de f(z), é dada por
F(u) = /Qf(x)exp(—i27ru.x)dx = |F(u)| exp[iv(u)], (1.1)

onde ¥(u) é a fase e 2 é IR, IR? ou IR3, dependendo da aplicagdo. Nos concentraremos
no caso M=2, que é o caso de imagens, porém existem aplicagcdes onde M=1 ( em sinais)
ou M=3 (por exemplo em cristalografia). A imagem é dada pela transformada de Fourier

inversa (TFI) da visibilidade,
FYF)(z) = f(z) = /Q F(u) exp(i2nu.z)du (1.2)

e reconstruir a imagem ¢é imediato quando ¢ possivel medir F'(u) ( ver [7] e [42]). Um
problema de fase (P1 ou P2) aparece quando é possivel medir somente a amplitude |F(u)|.
Como a imagem é dada pela equagdo (1.2) recuperar a imagem ¢ equivalente a reconstruir
a fase ¥(u) de F(u).

Com o auxflio do Teorema da Convolugdo é possivel determinar a autocorrelagdo de
f(z) a partir da amplitude de F(u), isto ¢, F~}(|F(u)|?) = F~YF(u)F*(u)) = f(z) %
f*(—z) = /+oof(a).f(:1: + a)da onde x € * denotam, respectivamente, a convolugio e a
conjugagao c:)omplexa.

Na prética [7] os problemas sio discretizados e, no caso 2-dimensional (M=2), sdo
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utilizadas as transformadas de Fourier discretas (TFD)

=" f(z)exp(—i2nu.z/N) (1.3)
el
e sua inversa (TFDI)
~23" F(u)exp(i2ru.z/N), (1.4)
u€l

onde e ' representam malhas com N? pontos. Ambas sao computadas utilizando o
método da transformada rdpida de Fourier [7].

Segundo a defini¢io de Hadamard [3] um problema é bem posto se a solugao
(i) existe
(ii) é tnica
(iii) depende continuamente dos dados.
Se o problema viola qualquer uma destas condigées ele é mal posto. Aqui violagoes da
condigdo (i) ndo sdo importantes pois se trata de um fenémeno real cuja solugdo existe.
A nao existéncia de solugao para o modelo ndo implica que a quantidade fisica ndo exista
e sim se deve a um modelo impreciso ou a dados ruidosos. Ambas as possibilidades sao
exemplos extremos de dependéncia descontinua nos dados (violagdo da condigdo (ii)).

Discutiremos as condig¢des para a unicidade da solugao.

1.1 A Unicidade

1.1.1 Recuperagao da Fase

E claro que existem algumas propriedades da fungdo que sdo perdidas quando nao é
possivel medir a fase da TF. Por exemplo, quando conhecida somente a amplitude da
TF da fungdo (problema de recuperagiao de fase puro), se f(z) é uma solugdo do
problema também sdo solugdes kf(z) com |k| = 1, f(z + @) e f*(—z). Como do ponto

de vista prético estas sdo ambiguidades aceitaveis (fator de fase constante, translagdes ou
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inversio na origem) a unicidade é discutida a menos dessas fungoes que chamaremos de
associadas triviais.

Se a imagem é uma funcdo complexa arbitriria o problema da fase tem uma infinidade
de solugoes pois pode-se associar qualquer fungdo de fase a amplitude conhecida. O’Neill
e Walter [36] parecem ter sido os primeiros a reconhecer que o problema posto assim nao
corresponde a qualquer situacao fisica real. Em qualquer caso prético, existem restrigoes
na forma da imagem. Por exemplo, em sistemas ticos a imagem tem suporte finito e é
usualmente ndo negativa.

Akutowics, Hofstetter ¢ Walther ( ver [1], [50] e [25]), verificaram que o problema
continuo da recuperagido da fase (P1 ou P2) unidimensional (M=1) em geral nao tem
solugdo tnica. Walther mostrou que se o suporte de f(x) é finito este problema tem um
nimero infinito mas enumeravel de solugoes. Ele observou ainda que outras restrigoes,
como por exemplo a ndo negatividade de f(z), devem reduzir o nimero de solugoes,
porém, nao é claro qual o grau da redugao.

Para o caso continuo em duas ou mais dimensdes a andlise é diferente pois o conjunto
das funcoes inteiras nido é um anel de fatoragdo e a expansio de Hadamard nio se ex-
tende a funcdes inteiras multidimensionais (teoria utilizada por Akutowics, Hofstetter e
Walther). Sanz [45] deu a seguinte condigao, suficiente mas ndo necessaria, para a unici-
dade de solugao:

Se F: IR" = @ € uma fungdo de banda limitada (sua TFI, f, tem suporte compacto)
e F(z,29,...,2,), Sua dnica extencdo inteira do tipo exponencial a @™, € irredutivel em
@™, entdo f pode ser unicamente reconstruida (a menos de associadas triviais) a partir de
|F(u1, U, ..., Un)|-

No caso do problema unidimensional discreto, Bruck e Sodin [8] mostraram, utilizando
o sistema gerado pela autocorrelagdo e a Z-transformada de f [40], que se f é de suporte
finito, entdo existem no maximo 2V solugdes (N=ndimero de amostras).

Ainda em 1979, Bruck e Sodin [8] sugeriram a possibilidade de reconstrugdo unica de

uma funcao f de suporte finito no problema discreto multidimensional. Em 1982, Hayes



[22] deu uma caracterizagido completa desse problema incluindo um limitante superior para
o nimero de solugoes. Um resultado de extrema importancia mostra que para M > 2
o problema de recuperagao de fase tem solucdo quase sempre tnica. Mais especifica-
mente, considerando que a Z-transformada de uma seqiiéncia m-dimensional z(ny, ..., ny,)

é definida por
X(21y ey 2m) = 3. 9o 3_2(N1y ey )20 ™M ez
n n2 om

e é dita simétrica se para algum vetor k de nimeros inteiros positivos X(Z) =
+7-%X(Z~1) Hayes demonstrou que:

Se a Z-transformada A(zy, 22, ..., 2n) de uma seqiéncia multidimensional a(Ji1,...,Jn) €
irredutivel e ndo simétrica (como um polinémio em n varidveis), entdo a segiéncia “a”
€ unicamente determinada a partir da amplitude de sua transformada de Fourier, exceto
por associadas triviais.

Outro resultado neste sentido foi obtido por Sanz ( [45]):

Qualquer seqiiéncia real a(ji, ..., jn), 0< 53 < N—1, i=1,..,n, n > 2, a menos de uma
variedade algébrica em RN x RN x ... x R", pode ser unicamente reconstruida (a menos
de associadas triviais) a partir da amplitude de sua série de Fourier.

Observamos que embora esse resultado seja para seqiiéncias reais, ele pode ser exten-
dido para seqiiéncias de nlimeros complexos e entdo se aplica ao problema (P1).

Em 1980, Hayes, Lim e Oppenheim [23] mostraram que uma seqiiéncia unidimensional
de comprimento finito (suporte finito) é unicamente reconstruida, a menos de um fator es-
calar, pela fase ou a tangente da fase de sua transformada de Fourier se sua Z-transformada
possue todos os seus zeros no circulo unitdrio ou em pares reciprocos (z e z7!). Hayes
[22]) estendeu este resultado para seqiiéncias multidimensionais com uma restrigdo que
envolve a nogao de Z-trasformada simétrica. Assim uma seqiiéncia multidimensional de
suporte finito é unicamente reconstruida, a menos de um fator escalar, a partir da fase
ou da tangente da fase de sua transformada de Fourier se sua Z-transformada nao possui

fatores simétricos.
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1.1.2 Deconvolugao Cega

A convolugao g(x) de duas funcées, f(z) e h(z), é definida pela integral
/ flzh(z — z)dz . (1.5)

O problema de deconvolucao cega consiste em reconstruir a fungio f(z) a partir de g(z)
sem o conhecimento de h(z). Este problema é altamente indeterminado (com nenhuma
unicidade de solugdo) a menos que se tenham mais informagoes sobre as fungoes envolvi-
das. Se, por exemplo, uma das fungoes € Hermitiana é possivel reconstruir analiticamente
a fase da transformadada de Fourier da outra funcao. Isto acontece pois, devido as propri-
edades de simetria da funcao Hermitiana, a fase de sua transformada de Fourier é zero ou
7. Assim, para o problema (P3) a deconvolugdo é dnica quando a fun¢do nao Hermitiana
satisfaz a condigao de unicidade.

Como o problema de recuperagdo de fase é um caso particular da deconvolugio de
funcoes, onde g(z,y) = f(z,y) » f*(-=z,—y) = F(F*(u,v)F(u,v)) com F sendo a trans-
formada de Fourier de f e x e * denotando, respectivamente, a convolugdo e a conjugagao
complexa, este é mais um caso onde estao definidas as condigdes de unicidade de solucao
para o problema de deconvolucéo.

Barakat e Newsam [3] mostraram que o problema da fase (P1 e P2) é localmente mal
condicionado no que se refere a condigéo (iii).

Ambos os problemas, da recuperagio da fase ou da amplitude, tem aplicacoes muito

importantes. A seguir descreveremos algumas delas.
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1.2 Aplicacoes

1.2.1 Astrofisica, Interferometria Especular

" Um dos problemas reais mais importantes que sio modelados pelo problema ma-
temdtico da recuperagao da fase, e que tem sido nossa principal fonte de referéncia por se
tratar de reconstrugao de imagens, é a chamada interferometria especular (tradugio livre
de ‘speckle interferometry’, sendo que ‘speckle’ poderia ser traduzido como ‘salpicado’, ja
que se trata de um tipo particular de distor¢ao) (IE). Desde a época de Newton, até a
década dos 70, a atmosfera terrestre tem sido reconhecida como uma limitacao insuperdvel
para a resolucao de telescopios astrondomicos baseados na terra. Este inconveniente foi
superado com a introdugdo por Labeyrie [21] em 1970 da técnica chamada de IE estelar.

Para cada imagem instantanea gravada, a equagdo que se aplica, é

i(z,y) = o(z,y) * p(z,y), (1.6)

onde i(z,y) representa a intensidade instantanea da imagem, o(z,y) a intensidade do
objeto que queremos reconstruir, e p(z,y) a funcdo de espalhamento pontual (PSF) da
atmosfera/telescépio. O problema central consiste entdo em conseguir uma boa apro-
ximagao da fungdo de PSF; como isto ndo era possivel antes da introducao da IE, era
necessario resolver um problema de deconvolu¢do cega completamente indeterminado. A
IE é uma técnica que consegue estimar, no lugar de p(z,y), uma média da fungdo de

transferéncia T'(u,v), que é a TF de p(z,y). Obtém-se uma equagio da forma
(17 (u, ) %) = 10(u, v)[*(IT (u, v)|?), (1.7)

onde I e O denotam as TF de i e o respectivamente e ( , ) as médias sobre um con-
junto de imagens simultaneas. Da equagao anterior se deduz que somente é possivel obter
com precisao adequada a amplitude da TF do objeto e assim ocorre o problema da recu-
peragao da fase (P2). Uma descri¢do com mais detalhes das caracteristicas da IE podem

ser encontradas em [4] e em [5] (Capitulo 4). O problema (P4) aparece também em
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astroffsica quando é necessirio recuperar um sinal (ou imagem) que passou por alguma
forma de distorcio, isto é, o sinal é a convolugdo de uma funcdo de distorgao com o sinal
que deve ser recuperado e, por exemplo, a fase da transformada de Fourier de tal fungéo é
nula (isso ocorre em casos de longa exposigao a turbuléncia atmosférica). Entéo a fase do
sinal ndo é distorcida e portanto a partir da convolugdo obtém-se a fase da transformada
de Fourier do sinal a ser recuperado. E preciso entdo recuperar a amplitude do sinal que

é o problema (P4).

1.2.2 Cristalografia

O problema (P2) ocorre em cristalografia onde o raio X é utilizado para determinar a
estrutura das moléculas de um cristal, isto é, determinar a posi¢ao dos 4tomos na molécula
([31], [44]). Para determinar a fase de uma onda é preciso ser capaz de monitorar a onda
completamente e precisamente. Como raios X tem uma frequéncia muito alta (=~ 10'** HZ)
isso implica que um instrumento capaz de medir a fase de um raio X deve ser capaz de de-
tectar mudancas num campo elétrico ocorrendo em tempos da ordem de 1078 segundos.
Tal instrumento nio existe, logo somente a amplitude da onda difratada pode ser medida.
Mesmo no caso da amplitude, como uma molécula é extremamente pequena é necessdrio
utilizar uma amostra do cristal contendo muitas moléculas identicamente orientadas e
igualmente espagadas, para obter amplitudes difratadas possiveis de serem medidas.

O campo de espalhamento dos raios X é aproximadamente a TF da densidade eletronica
f(z) no cristal. Portanto em condig¢des normais f(z) > 0. Como comentado anteriormente
o problema da fase aparece porque somente a intensidade dos raios difratados (proporci-
onal a |F(u)|?) pode ser medida.

Um cristal pode ser descrito, em termos de uma célula elementar que é repetida por
multiplas translacoes ao longo de trés vetores elementares no espaco tridimensional. Se

cada célula é referenciada como um ponto, o conjunto infinito dos pontos assim formados
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é chamado de rede. A densidade eletronica no cristal pode ser escrita como

f(z) =e(z) *xl(z) = e(z) * -f:o oz — z,) (1.8)

n=—oo

onde x denota convolugdo, [(z) a rede, os z, sdo os pontos da rede e e(z) denota a
densidade eletrénica numa tnica célula elementar (e zero em outro lugar). Existem vdrios
tipos de redes, mas, para facilitar a exposi¢do consideramos a rede primitiva ortorrombica
em que os vetores elementares sao mutuamente ortogonais e existe uma molécula por
célula elementar. A expressao anterior para a densidade eletronica pode ser escrita da
seguinte forma
+00
f(z1, 22, 23) = e(xy, T2, x3) * z §(z; — ma)d(xy — nb)é(xzs — pe), (1.9)
m,n,p=0

onde z = (z;,29,23) a,b e ¢ sdo os comprimentos dos vetores elementares e § denota a
funcao delta ou distribuicdo. A célula elementar pode ter simetrias internas chamadas
simetrias de grupo espacial (space group symmetries), mas para evitar detalhes técnicos
nao importantes aqui consideramos uma célula elementar sem simetrias. Quando, por
exemplo, o conjunto de dtomos moléculas ou conteido de uma célula elementar é centro-
simétrico e a origem se encontra sobre o centro de simetria a parte imagindria de F(u) é
nula e entdo o problema da fase se reduz a uma decisdo de sinal isto é F(u) = |F(u)| ou
F(u) = —|F(u)|. Se a célula elementar contém N 4tomos entdo a densidade eletronica

na célula elementar é dada por
N
e(T1,29,T3) = Z en(T1 — 21, T2 — 22,73 — 23), (1.10)
n=1

onde e, (z1,2,23) é a densidade eletronica no n-ésimo atomo e (21, 22, 23) & posigao do n-
ésimo atomo. Como a densidade eletronica estd concentrada em torno do nicleo atémico,
e(x) salta em posi¢oes atdémicas (propriedade conhecida como atdomicidade) logo deter-
minada a fungao densidade eletronica e(x) é possivel inferir as posigdes dos dtomos. O

tipo de dtomo pode ser determinado a partir da amplitude de e(x), que é proporcional ao
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nimero atémico.

Em cristalografia a fungdo a ser reconstruida é e(x) e ndo f(x) que é de suporte
infinito. Como os raios X sao difratados por todo cristal, a amplitude medida é
|F(u)| = |F(u1, ug, us)|, onde pelas equagoes (1.1) e (1.7)

+00
F(uy,ug, us) = E(ur,ug,uz). >, 6(ur — h/a)d(ug — k/b)d(uz — 1/c) (1.11)
hok,l=—00
e E(u) ¢ igual 4 TF de e(z), o padrdo de difracdo serd obtido de uma tnica célula
elementar. De (1.9) e (1.11) tem-se que as medidas F'(u) sdo portanto a TF da densidade
eletronica de uma tnica célula amostrada em pontos (h/a, k/b,{/c). Em cristalografia o
espaco de Fourier é chamado espaco reciproco e os pontos (h/a,k/b,l/c) formam a rede
reciproca. E convencional denotar as amostras de F (u1,us, u3), chamadas de fatores de

estrutura, por Fpy, isto é,
Fury = F(h/a,k/b,l/c) = E(h/a,k/b,l/c) = E(u)L(u) (1.12)

onde L{u) denota a rede reciproca.

E claro que

c rb ra
Fhk,-—-/(]/o/of(zl,arg,mg)exp[i27r(hx1/a+lcxg/b—i—lxg/c]dxldxgdxg (1.13)

ou
sz/vf(:r) exp(12rv)dx (1.14)

onde v = (h/a,k/b,l/c) e V é o volume da célula elementar.

E importante observar na equagdo (1.11) que a intensidade devida a célula elementar
(|E(u)|?), que é uma fungdo continua, é submetida a uma amostragem (rede reciproca).
Em outras palavras, a repeticio do modelo atémico da célula elementar tem por con-
seqiiéncia uma perda de informacao no espago reciproco ja que entdo sé € possivel observar
o quadrado do médulo da transformada de Fourier em pontos discretos da rede e nao em

todo o espago reciproco . Nos cristais reais (ndo ideais) encontra-se intensidade aprecidvel
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fora desses pontos (picos de Bragg), devido ao fato da rede nao ser perfeita, o cristal ser
infinito, os 4tomos estarem vibrando por efeito térmico, existirem atomos fora do lugar
correto ou substituidos por dtomos diferentes ou por outros defeitos.

Se a fase de Fj;; também pudesse ser medida ndo haveria problema pois as amostras
sdo separadas pelo intervalo de Nyquist e sdo portanto suficientes para reconstruir conti-
nuamente F(u1,us, u3) pelo teorema da amostragem. Como o suporte da autocorrelagdo
(F~Y(|F(u)|?)) em qualquer diregio é duas vezes o suporte de e(x) na mesma direcio
o intervalo de Nyquist para |E(u)[?> é portanto metade que para E(u) e assim |E(u)|?
continua nao pode ser reconstruida com os dados amostrados. Esta particularidade no
problema de recuperacio de fase em cristalografia foi observada pela primeira vez por
Sayre [47]. Segue disso que a autocorrelagdao de e(z) nao pode ser construida utilizando
somente |Fp|. O que pode ser obtida é a autocorrelagao de f(z) que é chamada de fungao
de Patterson de e(z),

P(z) = (1/V)Y_|F,|* exp(i27v.z). (1.15)
v
Pelas equagoes (1.14) e (1.15 ),
+00
P(z1,29,23) = Z A(zy — ha,zo — kb, z3 — lc) (1.16)
—

onde A(x) é a autocorrelagio de e(x). Como A(z) tem duas vezes a extensdo de e(z) a
autocorrelagao em (1.16), se sobrepée. Tal dificuldade é interpretada como um “aliasing
problem” no espaco da autocorrelagio. Como e(x) é atomistica, assim é P(z), e picos em
P(z) ocorrem em posicoes que correspondem a vetores interatdmicos na estrutura. Em
principio, P(z) pode ser usada para se obter e(z), mas em alguns casos isso é praticamente
impossivel.

No caso de cristalografia macromolecular, que determina a estrutura de moléculas com
mais de 500 dtomos, os métodos diretos ndo sdo efetivos pelas seguintes razdes [31]:
- o grande nuimero de dtomos resulta numa grande variedade de fases provaveis.
-Os dados de difracdo sdo medidos usualmente somente para resolugdo moderada de modo

que a propriedade de atomicidade em que os métodos diretos sio baseados nao ¢ refletida
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nos dados.

Todos os procedimentos utilizados em cristalografia macromolecular utilizam alguma in-
formacdo auxiliar que sempre aproxima a fase a ser calculada. Esta informagao é obtida
com uma variedade de técnicas experimentais ou por usar uma estrutura similar conhe-
cida. A estimativa obtida juntando as intensidades medidas e a aproximacao da fase é
utilizada como estimativa inicial para a aplicagao dos algoritmos iterativos propostos por
Fienup que descreveremos posteriormente. Assim tais algoritmos funcionam como um

processo de refinar a aproximagdo da densidade eletronica obtida.

1.3 Panorama desta Tese

Apés a apresentagdo dos problemas neste capitulo introdutério, no préximo capitulo
apresentaremos uma descri¢ao dos métodos existentes para resolvé-los. Nos concentramos
no problema (P2), o mais dificil pela nao convexidade e também o mais importante nas
aplicagoes, mas algumas metodologias sdo comuns para os outros problemas relacionados.
Também nossa referéncia principal é o caso bidimensional, a recuperacao de imagens, e
as informagoes adicionais sdo essencialmente ndo negatividade e aquela que provém do
suporte da autocorrelacao. Descreveremos os métodos para recuperar tipos especiais de
objetos, e depois 0os métodos nao iterativos para objetos gerais. Na terceira Sec¢ao apresen-
tamos uma descricao detalhada dos métodos iterativos, cujo estudo é o principal objetivo
desta dissertacdo. Damos uma breve explica¢do do problema da estagnagio e das técnicas,
previamente existentes, propostas para supera-lo.

Os Capitulos 3, 4, 5, 6 e 7 contém os resultados originais desta tese, produto da nossa
pesquisa sobre os métodos iterativos.

O Capitulo 3 descreve alguns novos métodos alternativos para resolver (P2) e (P3),
que em alguns casos tem produzido melhores resultados que os métodos anteriores.

As questdes relacionadas com a convergéncia e a estagnacao dos métodos para resolver
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(P2) nos levaram & necessidade de conseguir uma caracteriza¢ao da geometria dos conjun-
tos das possiveis solugdes envolvidas, no caso discreto. Essa caracterizacio é apresentada,
no Capitulo 4.

Claramente o primeiro passo para garantir o bom comportamento de um algoritmo
é provar que a seqiiéncia definida por ele é limitada. Isto é trivial no caso de alguns
algoritmos como o de Gerschberg-Saxton [20] e os algoritmos de Fienup conhecidos por
“Error-Reduction” e “Output-Output” [15], mas ndo é para os outros casos. No Capitulo
9 completamos as demonstracoes faltantes de limitacdao para uma variante do algoritmo
hibrido (que é reconhecido universalmente como o mais efetivo) e para aquele conhecido
como “Input-Output”.

No Capitulo 6 apresentamos uma nova metodologia para superar o problema da es-
tagnacao, baseada na caracterizacao do Capitulo 4. O ponto de partida para esta nova
metodologia é completamente novo e possibilita que esta seja independente do tipo de
estagnacao e das caracteristicas da solucao.

No Capitulo 7 apresentamos parte da experimentagido numérica realizada e finalmente
no ultimo Capitulo apresentamos algumas conclusdes junto com as atuais e futuras

direcoes de pesquisa.
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Capitulo 2

METODOS

Descrevemos neste Capitulo os principais métodos existentes para resolver o problema
(P2), comegando por aqueles que sdo adequados para alguns tipos especiais de objetos, se-
guindo por aqueles para objetos mais gerais e completando com mais detalhes, na terceira
Secao, com os métodos iterativos que sdo o principal objeto da nossa pesquisa. Descricoes

mais detalhadas podem ser encontradas em [5] e [12].

2.1 Meétodos para Tipos Especiais de Objetos

2.1.1 Holografia

Quando o objeto inclue uma funcgdo delta como componente, suficientemente separada
do resto do objeto, entao o objeto pode ser encontrado como um termo na autocorrelagao.
Embora a holografia tenha sido originalmente criada para aplicagoes empregando luz co-
erente 0 mesmo principio é aplicado para luz incoerente se sao dadas as amplitudes da

transformada de Fourier do objeto [12].
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2.1.2 Difference Fourier Syntheses

Alguns métodos utilizados em cristalografia podem ser usados para aplicagoes em as-
tronomia, por exemplo, 0 que segue.

Suponha que o objeto consiste numa cole¢do de pontos como estrelas e se tem uma
estimativa do objeto que contém algumas mas ndo todas as estrelas. Cria-se uma nova
estimativa:

(1) Calculando a TF da estimativa do objeto;

(2) Trocando a amplitude da TF pela verdadeira (dados);

(3) Calculando a TF inversa;

A estimativa resultante dos passos acima conterd as estrelas que faltam na estimativa
inicial, mas com metade de seus valores verdadeiros. Assim por tomar a diferenga entre a
nova estimativa e a inicial pode-se identificar a localizacdo e o brilho relativo das estrelas
que faltam e utilizar a informacgdo para uma nova estimativa do objeto. Este algoritmo
deve ser aplicado iterativamente porque sao produzidos termos estranhos junto com as
estrelas faltantes desejadas. Este método tem bons resultados para objetos pontuais mas

ndo para objetos extendidos [12].

2.1.3 Produto de Autocorrelagoes

Se o objeto consiste de uma colecdo de estrelas, entdo sua autocorrelagdo r;(z,y)
também consiste de um nimero de termos como pontos. Primeiro computa-se o produto
ri(z — o,y — Yo)7s(x,y), onde r(xo,Yo) € ndo nula. Em seguida computa-se o produto
triplo 7¢(x — z1,y — y1)7s(x — To, y — Yo)75(2, y), onde rp(21 — o, Y1 — Yo)7r (1, Y1) € ndo
nula. Se o objeto satisfaz algumas condigdes de ndo redundancia, entio o suporte do pro-
duto triplo € igual ao suporte do objeto (ou do objeto rodado por 180 graus). Mais ainda,
os valores do objeto podem ser reconstruidos por algumas equagdes simples envolvendo

tomar a raiz cibica de pontos no produto triplo [18]. As condigoes de nao redundéncia
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que o objeto deve satisfazer sao:

(i) os vetores de separagao entre trés pares de seis pontos distintos ndo devem somar zero.
(ii) os vetores de separacao entre dois pares diferentes de pontos ndo devem ser iguais;
(ii) o vetor de separagdo entre um par de pontos ndo deve ser igual ao dobro do vetor de
separacao entre outro par de pontos.

Em geral uma colegao de estrelas distribuida aleatériamente satisfaz as condigoes de nao

redundancia, a menos que o nimero de estrelas na imagem seja muito grande.

2.2 Meétodos para Objetos Gerais

Conhecer a amplitude da transformada de Fourier de uma funcdo f é equivalente
a conhecer a autocorrelagio de f, pois F(| F(u,v) |?) = F~YF(u,v).F(u,v)) =
flay)x Fl=z,—y) = [23 [22 (6, &) f(z + &1,y + &)dE.

Se, por exemplo, f é uma funcdo real de duas varidveis e forem consideradas N? amos-
tras, o sistema gerado pela autocorrelagio discreta é sobredeterminado com N? varidveis
e M? equagdes (uma para cada valor de | F(u,v) |). Considerando somente as equagoes
nao redundantes serdo N2 + (N — 1)% equagdes (ver [37]).

Uma forma cléssica de resolver tal sistema, é definir um erro métrico e utilizar o método
de Newton-Raphson ou um método que utilize o gradiente para procurar uma solucao,
que é uma estimativa para a qual o erro métrico é zero. O erro métrico poderia ser, por

exemplo,
Z: 2_: re(Z,y) ri(z,y)? (2.1)

onde r4(z, y) é a autocorrelagio de g(z,y), uma estimativa de f(z,y). Se E, = 0 para uma
g(z,y) que satisfaz as restricoes do dominio do objeto entdo g(z,y) é uma solugdo. Tal
solugcao nao sera necessariamente igual a f(z,y). O erro métrico E, pode ser visto como

uma funcdo num espago N2-dimensional onde os valores de g(x,y) sdo as coordenadas
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do espaco. A colegao dos N? valores de g(z,y) pode ser considerada como um vetor em
tal espaco. O problema é encontrar, dentro de um subconjunto do espago onde g(z,y)
satisfaz as restricdes de ndo negatividade e de suporte, o ponto em que E,. é um minimo
global (E, = 0 se ndo houver ruido). Pode-se procurar o minimo global computando o
gradiente de E, numa estimativa gx(z,y) e usar esta informagao para encontrar uma nova
estimativa gx41(z,y) onde E, é menor. Continua-se iterativamente até a solucdo global

ser encontrada ou até ocorrer estagnagio em algum minimo local.

2.2.1 Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson envolve a linearizagao local do problema por expressar

r4(, y) na equagdo (2.1) pela expansdo em série de Taylor em torno da estimativa gx(z, y):

9(z,y) = ge(z,y) + Ag(z,y), (2.2)

e tomando somente o termo de primeira ordem:
arg z, y ;o
re(2,y) = 1g,(2,Y) +ZZ Ag(z',y). (2.3)

Substituindo r4(z, y) na equagdo de E, , E, é minimizado por considerar iguais a zero as
derivadas parciais de E, com respeito a Ag(xg, y9) para cada valor de (zg, yo). Isto d4 um
sistema de N? equacdes em N? varidveis (Ag's), que pode ser resolvida pela inversio de
uma N? por N2 matriz. Uma nova estimativa é dada pela equagio (2.2) e o procedimento
é repetido. A inversio da matriz é feita com aproximadamente N® operagées, fazendo
com que este método seja muito caro computacionalmente mesmo que poucas iteragoes
sejam necessarias [12]. Também a probabilidade de convergéncia a um ponto que nao é

solugdo é muito alta.
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2.2.2 Gradientes

Embora requerendo muito mais iteragoes que o método de Newton-Raphson os algo-
ritmos que envolvem gradientes sao atrativos pois utilizam um ndmero bem menor de
operagdes. Se o cdlculo do gradiente é feito utilizando diferengas finitas o tempo envol-
vido é muito grande (sdo necessarias uma ou duas vezes N? transformadas ripidas de

Fourier), mas se o erro métrico é definido no dominio de Fourier por

N—-1N-1

Er=3 3 [1G(uv) |~ ]| F(uu)|? (2.4)

u=0 v=0
onde G(u,v) é a tranformada de Fourier de g(z,y), é possivel mostrar que o gradiente
pode ser encontrado a partir dos trés primeiros passos dos algoritmos iterativos que des-
creveremos na proxima secao.

Em geral a k-ésima iteragao de um método de busca pelo gradiente é dada por

onde di(z, y) é a dire¢do que se toma para encontrar a nova estimativa a partir de gx(z, y)
e hy é o comprimento do passo nesta diregao. Para o método de maxima descida as co-
ordenadas de di(z,y) sdo o negativo das derivadas parciais de EZ em relagio a g(,y).
Para o método dos gradientes conjugados, dix(z,y) é uma combinagdo linear do negativo
do gradiente e de dy_;(z,y). Apés este passo considera-se a estimativa mais préxima de

9: (7, y) que satisfaz as restricdes do dominio do objeto para ser gi,1(z,y) [12).

2.2.3 Meétodo do teorema da amostragem

A utilizagéo do teorema da amostragem [7] estd vinculada & condigdo do objeto ser de
dimensao finita. Se o objeto é zero fora de um quadrado de comprimento L centrado na

origem, entao o teorema da amostragem leva a

- pA - gA
F(u,v) = ;;F(pAu, gAv)sinc (E—Apu—qg sinc <1)_Kq{)_11) : (2.6)
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onde Au = Av = L. No método do teorema da amostragem, as amostras F(pAu, gAv)
sao estimadas por | F(pAu, gAv) | expli¢(pAu, gAv)], onde ¢ é uma estimativa da fase
desconhecida. Isto é incluido no lado direito da equacgdo, que é calculada na metade de
suas coordenadas inteiras, e o quadrado da amplitude é também calculado. Como uma
amostragem adequada de | F'(u,v) |? contém duas vezes o niimero de amostras requeridas
para F(u,v) e, é assumido que | F(u,v) | foi adequadamente amostrada, os quadrados
das amplitudes calculados podem ser comparados com os valores de | F(u,v) |? . Isto
leva a um sistema de N? equacdes ndo lineares a N? varidveis, que pode ser resolvido,
por exemplo, pelo método de Newton-Raphson. A diferenca deste método para o de
Newton-Raphson descrito anteriormente estd somente nas equagdes, assim a complexi-
dade computacional é a mesma. Algumas versdes um pouco mais eficientes do método do

teorema da amostragem estdo descritas em [12].

2.2.4 Simulated Annealing

Lawton, Morrison e outros tem tentado “simulated annealing” para resolver o problema
de recuperagao de fase. Para uma dada fungdo objetivo H [26] o algoritmo de Lawton e
Morrison é basicamente o seguinte:

1) Escolher uma estratégia para selecionar candidatos 6, para .1, dado o corrente
valor de 6;

2) Selecionar 8 > 0 e escolher 4;

3.1) Usar a estratégia para calcular 6, 1

3.2) Calcular AH = H(6;,,) — H(6:)

3.3) Se AH < 0 fazer 044y = 6,

3.4) Se AH > 0 fazer

0., com probabilidade e=#4H

9k+1 =
0 com probabilidade 1 — e=#2H
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4) Incrementar § e aplicar o passo 3 até obter um resultado satisfatério.

2.2.5 Levenberg-Marquardt

Nieto-Vesperinas ([37]) resolveu o sistema sobredeterminado gerado pela autocorrelagao
aplicando a modificagdo (feita por Levenberg-Marquardt) do método de Gauss-Newton
ao problema de quadrados minimos associado. O principal problema deste método é sua
convergéncia para minimos locais nao globais (que sdo as solugoes do problema). Ten-
tando evitar este problema, durante nosso trabalho de pesquisa, utilizamos a extensao
nao linear do método de Kaczmarz (Newton aplicado linha a linha), com uma ordem
aleatdria das linhas, para resolver o problema. Nosso objetivo nao foi alcangado, isto é,

ainda ocorreram pontos fixos diferentes da solugao.

2.3 Meétodos Iterativos

2.3.1 Meétodos iterativos para recuperar a fase da transfor-

mada de Fourier

Os algoritmos iterativos tem sido os métodos com maior sucesso para a reconstrucao de
objetos ndo negativos a partir da amplitude de sua TF. O motivo disto é que eles tratam
com tipos de objetos mais gerais, usam todos os dados e restrigoes avalidveis, nao sao
altamente sensiveis a ruidos e ndo sido computacionalmente caros como a maior parte dos
outros métodos. Em geral, quando se quer recuperar imagens, os métodos iterativos
envolvem de alguma forma projecdes sobre conjuntos convexos ou nao convexos. O obje-
tivo fundamental dos algoritmos que utilizam projecoes é o de forgar o sinal ou imagem
a pertencer a m conjuntos C1,Cs,...,Cy, definidos, respectivamente, pelas m propriedades

do sinal ou imagem. Por exemplo, se a restri¢do é f > 0 entdo f terd que pertencer a C,
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( conjunto de todas as fungdes reais ndo negativas). Associado a cada C; esta o operador
projegao P, (i = 1,...m). Para todo conjunto fechado (ndo necessariamente convexo) diz-
se que g &~ P,h é a projecao de h sobre C; se ||g — hl| = mingec|ly — bl| (i = 1,2,...,m).
Esta projecdo existe e é tnica se C; é fechado e convexo ([52]). Quando C; nao é convexo
nio estd garantida a existéncia de uma projegao, porém é dificil conjecturar uma situagao
realista onde tal projecdo nao exista. Pode existir um conjunto de pontos que satisfazem a
definicdo de projecdo, porém, no nosso caso de interesse, é possivel encontrar um método
de escolher um desses pontos unicamente, usualmente por satisfazer outra condicao.

Por comodidade descreveremos alguns métodos iterativos considerando recuperagao de
fungoes de uma varidvel. Os outros casos sao analogos.

O método mais conhecido para resolver o problema (P1), descrito na introdugao, é o
algoritmo proposto por Gerchberg e Saxton em 1972 [20] que partindo de uma estima-
tiva inicial do sinal obtém, através de projecoes e de forma iterativa, novas estimativas
utilizando os seguintes sub-passos:

(1) Célculo da transformada de Fourier da estimativa;

(2) Projecao no dominio de Fourier do ponto obtido em (1) sobre o conjunto (nao convexo)
das funcoes cujas amplitudes coincidem com a amplitude da transformada de Fourier da
funcao a ser recuperada (dados);

(3) Célculo da transformada de Fourier inversa da projecdo obtida em (2);

(4) Projecdo do ponto obtido em (3) sobre o conjunto (também nao convexo) das fungdes
com amplitudes iguais as da fungao a ser recuperada (dados);

Observamos que apesar da ndo garantia da existéncia ou unicidade da projecao sobre
um conjunto nao convexo neste problema é possivel utilizd-la pois a fase da transfor-
mada de Fourier da k-ésima estimativa define unicamente a projecdo. Ela sempre estd
definida e, excluindo os casos onde hi amplitudes nulas, é inica. Mesmo no caso em
que ocorrem amplitudes nulas é possivel definir a projecdo de maneira dnica. Assim,
se a funcdo a ser recuperada é f(r) = |f(z)|exp[in(z)] com transformada de Fourier

F(u) = |F(u)|exp[iy(u)], defini-se a k-ésima iteragdo do algoritmo de Gerchberg-Saxton
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da seguinte forma:
Gi(u) = |Gi(u)lexplion(u)] = Flgx ()]
Gl(u) = |F(u)lexplig(u)]
94(z) = |gi(z)lexpliby(z)] = F[G}(u)
941(2) = | (@) explibhs1 (2)] = |f(2)lexplify(z)]
onde gy, Ok, G'k e ¢y sao, respectivamente, estimativas de f, n, F e 9.
Em geral, o algoritmo é iniciado com a utilizagao de um vetor go(z) aleatério ou de uma
fase ¢o(u) aleatéria.  Como G é a projegio de Gy sobre o conjunto das fungdes cujas
amplitudes coincidem com as amplitudes de F (que denotaremos por C7), o quadrado da

distancia de Gy a Cy é (no caso finito e pensando as fung¢des como vetores N-dimensionais)

d*(Gg,Cy) = N™* Z |G (u e ()]? (2.7)

que pode ser escrito como
d*(Gy, Cy) = 1Z“Gk )| = [F(w)]]*. (2.8)

Analogamente, no dominio do tempo, tem-se que o quadrado da distancia de g;c ao con-
junto das funcOes com amplitudes coincidindo com as da funcdo a ser recuperada (que

chamaremos de C)) é

& (g, C1) = 2[|f(@)] - |gil]” (2.9)

z=1

Fienup [17] demonstrou que d*(Gy, C) é ndo crescente com as iteragdes do algoritmo.
Além disso adaptou o algoritmo de Gerchberg-Saxton para o problema P2 e provou que
neste caso d?(Gi, Cz) também é nio crescente. Além dessa propriedade ndo ha nada
provado sobre a convergéncia desses algoritmos.

A adaptagdo do algoritmo de Gerchberg e Saxton para o problema P2, que foi chamada
por Fienup de algoritmo “Error-Reduction” (ER), difere do original somente no quarto
sub-passo que é substituido pela projecio de g, sobre o conjunto definido pela condigio

convexa sobre f, isto é, tal sub-passo é dado por
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dha (2) = g;c(a:) sexr€x (2.10)

0 sex &y
onde v ¢ o conjunto dos pontos em que g, (z) satisfaz as restri¢des do objeto. Aqui C; = v

e

(g, C1) = D_[gu(2) (2.11)

zéy
Em Astronomia, por exemplo, as restri¢des no dominio do objeto sao a nao negativi-

dade do objeto e uma restricao de suporte (usualmente perdida). O didmetro do objeto
pode ser encontrado pois é exatamente metade do didmetro da autocorrelagao, mas o
suporte exato do objeto nao pode, em geral, ser unicamente determinado a partir do
suporte da autocorrelacio.  Observamos que tanto para o algoritmo Gerchberg-Saxton
quanto para o ER nenhuma das distdncias definidas acima é a distancia da estimativa
obtida pelo algoritmo & solucdo do problema. A solugdo pertence a C; N F~Cy]. Assim,
embora g € C; e g, € C,, 0 ndo crescimento de d*(Gy, C2) ou de d*((g,,C1) nao significa
aproximagcao da solugdo. A tdnica garantia que se tem ¢é que quando uma dessas distancias
é nula obteve-se uma solucio ( gx ou g;). Embora d?(Gy, Cs) seja nao crescente com as
iteragoes deste algoritmo esta pode decrescer rapidamente nas primeiras iteragoes e depois
muito lentamente ou até estagnar sem que o algoritmo tenha encontrado a solu¢do. No
final deste capitulo, descreveremos algumas formas de estagnacao que foram identificadas
por Fienup e alguns métodos para sair destes pontos foram propostos em {19]. Nao ha
uma caracterizagado matemadtica destas estagnacoes.

Tentando evitar estagnagoes, Fienup propos uma classe de outros algoritmos. O pri-
meiro, denominado Input-Output (IO) difere dos algoritmos anteriores no quarto subpasso
que ¢é definido por

grr1(z) = 9(z) , eren (2.12)
gx(z) — Bgi(x) sex &~
onde B é um parametro escolhido adequadamente e v é o conjunto dos pontos em que

g; (z) satisfaz as restricoes do objeto. Na pratica o algoritmo IO tem convergido mais
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rapidamente para ambos os problemas (P1) e (P2).
Outro algoritmo proposto é o denominado “Output-Output” (OO) derivado do ER

pela relaxacao da projegao no quarto sub-passo, isto é,

gn(a) = #E o wEen (2.13)

9 (z) — Bge(z) sex &~y
onde v é o conjunto dos pontos em que g;c(:v) satisfaz as restricdes do objeto e § é o
parametro de relaxacao. Este algoritmo costuma se tornar bastante lento mesmo quando
ainda estd distante de uma solugdo. Na tentativa de evitar as estagnacgoes do OO, Fienup

combinou a primeira linha da equagéao (2.13) com a segunda linha da equacio (2.12) para

gerar o algoritmo conhecido como Input-Output Hibrido (IOH) onde

tea(z) = 9, () | ser €xy (2.14)
gx(z) — Bg(z) sex &y
onde B é um parametro escolhido adequadamente e v é o conjunto dos pontos em que
g, (x) satisfaz as restrigées do objeto. Nestes trés ultimos algoritmos as estimativas
gk nao satisfazem as restrigées do dominio do objeto. Assim medir d?(Gy, Cs) nao faz
sentido. Quando d?(g,, C,) é zero entdo g, é uma solugao.

Na prética o algoritmo IOH é o melhor da classe dos algoritmos propostos por Fienup
embora nao exista nenhuma prova da convergéncia do mesmo. Mesmo tendo
sentido medir d?(g;, C1) esta nem sempre concorda com a qualidade da imagem. Por esta
razao, costuma-se fazer uma combinagdo de iteragoes do hibrido seguida de iteragoes do
ER. O algoritmo ER, aparentemente faz o papel de refinar uma aproximacao da solugdo
obtida pelo hibrido.

O algoritmo das projecoes generalizadas, que descreveremos a seguir, pode ser utilizado
tanto para resolver os problemas de recuperacio de fase como para resolver o problema
de recuperagdo de amplitude P3.

Suponhamos que existam m condig¢des sobre a imagem a ser reconstruida dando origem

a m conjuntos (convexos ou nao). A iteracdo do algoritmo das projecées generalizadas é
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dada por
Gk+1 = T1T2...ngk (215)

onde T; = I + )\;(P; — I) com I sendo o operador identidade e A; uma constante chamada
parametro de relaxacao.
A demonstracio de convergéncia da seqiiéncia(2.15) é bastante conhecida ( as referéncias
correspondentes podem ser encontradas em [52]) tendo como hipéteses que:
(i) C; (i=1,...m) sejam fechados com intersecgdo ndo vazia , isto é, M2, C; # ¢
(il)0< A< 2parai=1,..m.

Como j4 observamos, na recuperacao da fase existem conjuntos que ndo sao convexos
e neste caso nao ha uma prova da convergéncia do algoritmo das projecoes generalizadas.
Porém, Levi e Stark [29] obtiveram algumas conclusoes interessantes para o caso em que
m = 2 (que ndo é uma restricdo muito séria pois sempre é possivel combinar duas ou mais
restrigdes para formar um dnico conjunto).

Consideremos a fungao

J(gx) = P19k — gkll + || P2gx — g&ll (2.16)

onde P, e P, sdo, respectivamente, as projecoes sobre C, e Cy. Levi e Stark mostraram
que, com determinadas condigoes sobre os parametros de relaxagao J € nao crescente com
as iteragoes do algoritmo dado pela equagdo (2.15). Mais ainda, se J(gx) = 0 entdo g é
uma solugdo. As condigoes citadas se encontram no Capitulo 3 desta tese.

Os algoritmos ER e OO sao casos particulares do algoritmo das projegoes generaliza-
das, bastando considerar A; = A3 = 1 para obter o primeiro e A\ = 1 para o segundo. No
caso do algoritmo ER a funcio J coincide com a distancia d*(gx, C2) que Fienup mostrou

ser ndo crescente com as iteragdes do algoritmo, pois ||Pigr — gk|| =0 .
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2.3.2 Meétodos Iterativos para Recuperar a Amplitudede da
Transformada de Fourier

Hayes [22] propds um método para recuperar uma seqiiénciaz(n) m-dimensional, com
suporte finito e com Z-transformada sem fatores simétricos, dada a fase de sua trans-
formada de Fourier (neste caso o problema P3 tem solugdo tnica). Tal método envolve
encontrar a solugao de um sistema de equacoes lineares que provém da definicao da fase
da transformada de Fourier de z(n). Na pritica a aplicagdo deste método é limitada
pelas dificuldades computacionais para encontrar a solugdo do sistema de equagdes line-
ares. Um método iterativo que é utilizado para resolver o problema de recuperagido de
amplitude é devido a Oppenheim, Hayes e Lim [23]. Este método é similar aos algoritmos
de Fienup para recuperacao de fase. Mais especificamente, para g, estimativa do sinal a
ser vrecuperado, o algoritmo efetua os seguintes passos:

(1) Célculo da transformada de Fourier, Gy, de gg:
(2) Troca da fase v, (u) de Gy pela fase ¢(u) dos dados gerando uma estimativa G} (u);
(3) Célculo da transformada de Fourier inversa, g, de G'k(u);
(4) Formacao de uma nova estimativa, gx,1, impondo & gx as restricdes do sinal.
Matematicamente para a k-ésima iteragdo os quatro passos sio:
Gi(w) = |Gx(u)|rmezp[ithe (u)] = Flgn(@));
Gi(u) = |Gi(u)|rmezplid(u)];
gi(@) = FG,(w)];
g.(z) sexgy,z#0
gr+1(T) = ¢ @ sex =0

0 em outro caso
onde 7y é o conjunto dos pontos no interior do suporte da imagem e & € uma constante

arbitraria.
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2.3.3 Métodos Iterativos para Deconvolugao de Funcoes

O primeiro método iterativo para deconvolugdo das funcoes f(z) e h(r) da equagdo
(1.5) que descreveremos aqui ¢ devido a Ayers e Dainty [2]. Este método admite que
se tenha alguma informagdo sobre as fungdes f(x) e h(r), por exemplo, que sdo ndo

negativas, e, utilizando o fato de que a TF de (1.5) é dada por
G(u) = F(u)H(u), (2.17)

consiste dos seguintes passos:
(1) Célculo da transformada de Fourier, F}(u), da estimativa fi(z) de f(z);
(2) Inversdo de F} (u) para formar um filtro inverso que multiplicado por G(u) gerard uma
estimativa Hy(u) para H(u) ( He(u) = G(u)/Fi(u));
(3) Célculo da transformada de Fourier inversa, hg(z), de Hi(u);
(4) Projecio de hi(x) sobre o conjuntos das fungdes que satisfazem as restrigoes de h(z),
gerando uma nova estimativa hi(z);
(5) Célculo da transformada de Fourier, H;(u), de hi(x);
(6) Inversio de H}(u) para obter outro filtro inverso que multiplicado por G(u) gerars
uma estimativa Fy(u) de F(u);
(7) Célculo da transformada de Fourier inversa, fr(z), de Fy(u);
(8) Projegao de fix(x) sobre o conjunto das fungdes que satisfazem as restrigdes sobre f(z),
gerando uma nova estimativa fi_(z);

Neste método ocorrem dois problemas:
a) A defini¢do do filtro inverso nas regioes onde F}(u) ou H}(u) tem valores préximos de
7€r0;
b) Zeros em frequéncias espaciais particulares em uma das fungdes F(u) ou H(u) resultam
em nenhuma informacgao na convolugao;

Para evitar estes problemas, quando as regides de valores nulos ou baixos na convolugédo
sao pequenas e bem definidas, Ayers e Dainty definiram Fy(u) do passo (6) da seguinte

forma:
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Se |G(u)| < nivel de ruido entio Fi(u) = Fy(u)

Se |H(u)| > |G(u)| entdo Fy(u) = (1 — B)Fy(u) + ﬂlf,ﬁ((z))’.
Se [} ()] < |G(w)] ento o = LB gHe(W),

Fi(u)  Fy(u) G(u)’

onde 0 < < 1.

Em 1992, Lane [28] utilizou o método dos gradientes conjugados para resol-
ver o problema de deconvolucgao. Minimizou a funcao E. = FE; + E; onde
E;, = // | f(z, y|*dzdy + // |h(z, y|*dzdy com 7 e y4, sendo respectivamente, os con-
juntos on?ie f e h violam as r(:;trig(")es e Ef = [ [|G(u,v) — F(u,v)H (u,v)|?dudv e ob-
servou que este método é mais estavel que o método de Ayers e Dainty, embora seja
computacionalmente mais caro.

Nakajima [34] propés um método para deconvolver fungdes no caso particular onde
uma das componentes ¢ uma funcdo Hermitiana e a outra é nao Hermitiana. Tal método
consiste em dois passos. No primeiro passo a fase de Fourier da fungao ndo Hermitiana é
reconstruida a partir da convolugdo usando a propriedade de simetria das fungoes Hermi-
tianas (a transformada de Fourier de uma fungdo Hermitiana é real). No segundo passo
a fungao ndo Hermitiana é reconstruida a partir da fase obtida no primeiro passo e das
restricoes de suporte, utilizando o algoritmo para recuperacao de amplitude de Hayes,
Oppenheim e Lim. Embora o método forneca a solugao para uma versao restrita do pro-
blema de deconvolugdo cega, ele pode ser aplicado a algumas situagoes praticas, como
por exemplo, na restauragdo de imagens borradas. As funcoes do processo de borrar sao

Hermitianas e, em geral, as imagens originais sdo nao Hermitianas.

2.3.4 Tipos de Estagnacgoes e Métodos para Sobrepo-las

Como ja observamos, em alguns casos os algoritmos iterativos estagnam antes de encon-
trar a solugao. Trés dos pontos de estagnacgao mais comuns, constatados numéricamente,

sdo descritos por Fienup e Wackerman em [19], e caracterizados por: (1) Imagens gémeas
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simultaneas; (2) Faixas; e (3) Suporte truncado. Alguns métodos simples de tentar so-
brepd-las podem ser: (a) mudar a estimativa inicial; (b) utilizar um suporte diferente
por algumas iteragoes; (c) no caso do algoritmo hibrido, utilizar 3 maior por algumas
iteragoes [12];

Como ambas f(r,y) e sua imagem gémea f(—z,—y) tem o mesmo mddulo de Fourier,
os algoritmos podem reconstruir de forma igual cada uma delas. Quando o suporte ¢
simétrico os algoritmos podem gerar uma imagem parcialmente reconstruida tendo ca-
racteristicas de ambas. Foi observado numéricamente que em muitos casos os algoritmos
estagnam nesta imagem. Um método para sair desta estagnacao é utilizar uma redugao
do suporte por algumas iteragdes. O suporte temporario deve ser altamente nao simétrico
e contendo uma ou duas bordas do suporte do objeto mas nao a borda oposta. Ap6s umas
poucas iteragoes com o suporte reduzido, a simetria da imagem pode ser suficientemente
quebrada e, voltando ao suporte original, mais algumas iteragdes levardo a f(z,y) ou a
sua gémea.

Os algoritmos também podem estagnar quando g, ¢ a imagem procurada mas com um
padrao de faixas sobrepostas. Isto pode ser reconhecido pois as faixas se estendem ao
exterior do suporte da imagem. O padrao das faixas é aproximadadamente senoidal em
uma direcao e constante na diregao ortogonal. As faixas, em geral, sdo de baixo contraste
e portanto nao desagradaveis, mas ocasionalmente sao de suficiente contraste para atra-
palhar. Com diferentes estimativas iniciais aleatdrias, as faixas das imagens reconstruidas
tendem a ter diferentes frequéncias e orientagoes.

Um método para resolver este problema de estagnagiao € aplicar o algoritmo trés vezes,
cada vez com uma imagem aleatdria diferente, produzir trés imagens com faixas diferentes
e comparar as transformadas de Fourier destas como segue: em cada ponto fazer a média
dos dois valores complexos de Fourier mais préximos e descartar o terceiro. A transfor-
mada de Fourier inversa da funcdo resultante apds o processo serd o préximo “output”
para o algoritmo. Com mais algumas iteragoes obtém-se uma solugao.

Outro método para sobrepor estagnagdes com faixas utiliza somente duas imagens com
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faixas. Para cada uma destas imagens a drea do suporte da imagem é tornada zero, per-
manecendo somente as faixas na drea externa do suporte da imagem. As amplitudes das
transformadas de Fourier destas faixas sao usadas para determinar quais dreas no dominio
de Fourier tem erro de fase associado com as faixas. Uma nova trasformada de Fourier
composta é considerada sendo igual a transformada de Fourier da primeira imagem com
faixas onde ela ndo é afetada pelos erros de fase junto com a transformada de Fourier da
segunda imagem onde a primeira é afetada pelos erros de fase.

Como f(z — zy,y — yo) tem a mesma amplitude de Fourier que f(z,y), a localiza¢do
do suporte do objeto é arbitraria. Freqiientememente a imagem parcialmente recons-
truida pelo algoritmo nao estd em perfeita concordincia com as restrigoes de suporte.
As restricoes de suporte causam um corte de parte da imagem desejada, fazendo com
que o algoritmo estagne. Para sair desta imagem pode-se aumentar o suporte ou entao
transladar o suporte ou a imagem. A quantidade de translacdo a ser utilizada pode ser
determinada como segue: calcular a energia total da imagem de saida g,(z,y) (isto é
elevando ao quadrado e somando) sobre a drea do suporte sendo utilizado e sobre este
suporte transladado de um ou dois pixels em todas as diregoes. O suporte devera ser
transladado para a posicdo em que a energia foi médxima. Alternativamente, pode-se
computar a “cross-correlation” de g;c(x, y) com o suporte e transladar de acordo com o
pico da “cross-correlation”. Isto pode ser feito ocasionalmente ou em toda iteragao.

Nesta dissertagao estamos propondo uma nova forma de evitar a estagnagdo dos al-
goritmos que é automatica e independente do tipo de estagnacao. Este novo método é

sugerido pela caracterizacao do conjunto de solugdes que descreveremos no Capitulo 4.
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Capitulo 3

NOVOS METODOS

Propomos neste Capitulo alguns novos métodos para o problema (P2), que também
podem ser usados para (P3), que foram surgindo durante nossas pesquisas, e que, em
alguns casos, tem produzido resultados melhores que os obtidos com os jd existentes. Os
resultados de algumas das experiéncias com esses algoritmos sao apontados no Capitulo

7.

3.1 Funcao de Relaxacao

E possivel generalizar os algoritmos de Fienup substituindo o parametro 3, que é cons-
tante, por uma funcdo B(k,z) onde k indica a iteracio do algoritmo e x a coordenada do
vetor gx(x). Assim, por exemplo, a iteragdo do algoritmo input-output hibrido passa a

ser dada por

9:(z) sex €y
gr+1(z) = , : (3.1)

gk(z) — Bk, z)g(z) sex &y
Fizemos testes com o algoritmo hibrido definido desta forma considerando algumas
fungdes B(k,z). Em alguns casos houve divergéncia do algoritmo. Quando utilizamos,

por exemplo, B(k, ) = —g,(z) ou B(k,z) = 1/k algumas imagens foram recuperadas com
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aproximadamente o mesmo nimero de iteragoes que quando utilizado o algoritmo com
0 parametro constante (aquele parametro que fez com que o algoritmo convergisse mais
radpido). Em outros casos o algoritmo tornou-se excessivamente lento.

Observamos também que com essa definicao os algoritmos ER e OO pas-
sam a ser vistos como casos particulares do hibrido onde A(k,z) = gi(z)/gx(z) e
B(k,x) = gi(z)/gx(z) + (B, — 1), respectivamente. Aqui B, indica o parametro constante
do algoritmo output-output. Esta forma unificada de ver os algoritmos pode ser titil em

futuras pesquisas.

3.2 Projecoes Generalizadas Modificado

No que segue C; indica o conjunto dos pontos em IR" (representando sinais, imagens ou
objetos) que respeitam as restri¢es de suporte e nao negatividade e C5 indica o conjunto
dos pontos de JR™ para os quais as amplitudes da transformada de Fourier coincidem com
as amplitudes dadas. Se P; e P, sao, respectivamente, as projecdes sobre C; e C,, entdo
gk+1 = ThTogx com T; = I+ Ai(P;— 1) (i = 1,2) é o algoritmo das projegdes generalizadas.
A fungao

J(gx) = [|Prgr — gkl + || Pagr — k| (3.2)

€ ndo negativa e J(gx) = 0 se e somente se gy € C; N Cy. Levi e Stark [29] provaram que

J(ge+1) < J(Tagi) < J(gx) para M e X, satisfazendo

A? + A
0< X< ! -
T T AN+ A - A+ By

onde

A, = ||P1T29k - T29k”
HP2T2gk - T29k||,

A, = | Pagi — gil|
2= T,
| Pigx — gkl
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(PyTogx — Togk, PiTogx — Tagi)

B, =
! ||P2T29k - Tz!)k“2

(Prgx — gk, Pagx — k)
| Prgx — gkl|?
Como o valor 1 estd incluido no dominio dos A; o algoritmo ER de Fienup, onde

By =

gk+1 = PiPygx, tem a propriedade da reducdo de distancia. Na realidade, neste caso,
J(gx) é a raiz quadrada da distancia d?(gx, C3) que Fienup mostrou ser nao crescente com
as iteracoes do algoritmo.

Para A\s = 0 (T1T2gx = T1 P2gx) obtém-se também o algoritmo OO de Fienup.

Levi e Stark sugerem dois tipos de otimizagao para encontrar A; e A, ideais:

a) Otimizagdo por passo: encontra Ao € utilizando Togx encontra A; 4.
b) Otimizagdo por ciclo: encontra Ay € Ay, simultaneamente.

Eles observam que a otimizacdo por ciclo é melhor ou pelo menos igual a otimizagdo
por passo pois procura (A, A;) num retangulo enquanto que na iltima a busca é sobre
uma semi-reta e prova que na otimizagao por passo A; . > 1 ( se P, é linear A, 4, = 1).
Em suas experiéncias escolhem a otimizagdo por ciclo, mas fixam A, = 1 para evitar
uma busca bidimensional.

Observando que no algoritmo das projecdes generalizadas a relaxagao da projecao Py
faz com que as estimativas sejam néao nulas fora do suporte incluimos um novo passo no
algoritmo fazendo gx; = P;T1T2gx. Com este passo o algoritmo coincide com o utilizado
por Levi e Stark em dois casos: a) quando A; =1 ou b) quando P, é linear (se C; inclue
as restricoes de nao negatividade é claro que P, néo é linear).

O algoritmo utilizado por Stark em suas experiéncias (A; = 1) é um caso particular
deste proposto. Ainda mais, para pardmetros A, e A2 dentro dos mesmos limites impostos
por Levi e Stark provamos que a fungdo J permanece nao crescente com as iteragoes do
novo algoritmo. Isto pode ser verificado da seguinte forma: Utilizando a desigualdade

triangular na defini¢do de J(71T2gx) obtém-se:
J(T1Tagy) 2 ||PaT1 Togr — Pr T Togx|- (3.3)
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Como J(PT\Tpgx) = ||PoPThTogx — PTiTagill + |1PPPTThge — PTiTogl| =
||P2P1T1T2_qk - P1T1T2gk”, e P2P1T1T2gk éa projegéo de P1T1T2gk sobre CQ € P2T1T2gk €

C,, tem-se

J(PlTnggk) S HPQTszgk — P1T1T29k||. (34)

Das equagdes (3.3) e (3.4) e utilizando a demonstragao feita por Levi e Stark segue que:

J(gx) > J(TiTagi) > J(P'T1Togk) = J(Gk+1) (3.5)

para qualquer estimativa gx. Esta tGltima equagdo mostra também que a cada passo (com

os mesmos parametros), J(P1T1Tagx) < J(T1Tag).
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Capitulo 4

CARACTERIZACAO DO
CONJUNTO DOS OBJETOS COM
AMPLITUDE DA
TRANSFORMADA DE FOURIER
DADA.

Neste capitulo apresentamos a caracterizacdo do conjunto das fungoes discretas de
uma ou duas varidveis nao negativas com a amplitude da TFD dada. Apesar de que
nossa énfase ser no caso de imagens, ou seja, duas dimensoes, faremos a caracterizacao
em duas partes, uma quando o objeto considerado é um sinal unidimensional e outra
quando tal objeto é uma imagem. Os cédlculos de cada caso sao um pouco diferentes mas

os resultados sao aplicdveis para ambos.
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4.1 Sinais Unidimensionais

Seja X = (z¢,1,..,Tn_1)" € IR™ um vetor representando a discretizagdo de um sinal.
Como a transformada rapida de Fourier trabalha com n igual a uma poteéncia de 2,
daremos maior énfase ao caso em que n é par. Consideremos n par.

Seja A = (Ao, A1y ooy An—1)ty com A = A,_j, 0 vetor das amplitudes da transformada
de Fourier dos vetores pertencentes ao conjunto a ser caracterizado. Assim estaremos

investigando o conjunto
H={YeR" | |Yj|l=), j=0,.,n—1}

onde Y representa a transformada de Fourier discreta de Y.

A transformada de Fourier discreta de um vetor X € H é dada por

~

X = (’\0507 /\1971’ ) /\%—199172'-—17 /\%5%’ /\%—15%_17 ooy /\1¢1)t

com go = %1, ez = %1 e y; = cosy; + iseny;. Vamos definir os seguintes vetores de @™:

’[)0 = (80,0, ...,O)t,

2 n 2 gz sej= %
= (vg, ..., Vp—1) cOm o
0 em outros casos

= (ufl, L uk ) e @k = (uh? L uk2)) onde

: vt sej=k

1l sej=k ou j=n+1-k

akl = € U =4 —t sej=n+1—k
0 em outros casos

0 em outros casos

Assim
n_q
~ n 2
X =20 + X0 + 3 A(cos yit*! + senyyi*?.) (4.1)
k=1
Calculando a transformada de Fourier inversa tem-se
21
X = v+ Anv? + > M(cos yruft + senyyu?) (4.2)
k=1
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onde v° = go(1,1,...1)}, v3 = ex(1,-1,1,..., =1),, uk' e u¥? (k=1,..%) sdo, respectiva-
mente, as TF inversas de ©°, 9%, 4! e @ (k=1,..3).
A equagdo (4.2) representa um conjunto de quatro toréides em IR™ (produto cartesiano

de circulos) com centros em
Aov® + Azv® = Aogo(1,1,..1) + Agea (1, - 1,1, ..., = 1)

(dependendo dos sinais de g¢ e €z que determinam v° e v%). Como cada um dos tordides
pertence a um sub-espaco afim de dimencao n — 2, em IR™, e os vetores envolvidos em
(4.2) sio mutuamente ortogonais, ndo ha intersec¢do entre os tordides. Os valores de
Ao € )\% determinam a proximidade entre os toréides (quanto menores forem os valores
mais préximos estardo os tordides), enquanto que os valores de A; para j # 0 e j # 5
determinam o comprimento dos eixos dos tordides e a dimensao dos tordides. A dimensao
dos tordides depende destes valores no sentido que quanto mais dados nulos (Ax = 0)
menor serd a dimensao dos tordides. Por exemplo, se os dados sdo referentes a um sinal

constante (A, = 0 para k£ # 0) entdo os toréides se resumem a dois pontos localizados

nos extremos dos vetores Ao(1,1,...1)" e Ao(—1,-1,... — 1)& Se além da amplitude
n—1

dada, sabe-se que o sinal X é ndo negativo, tem-se Z z; > 0 e, portanto, tal sinal pode
7=0

pertencer a somente dois dos tordides citados ( os que tem centro determinado por gy = 1).
Para o caso em que o sinal é constante hd um tnico ponto (exatamente o sinal) com as
amplitudes da TF dadas e portanto o problema tem solucao tnica e, particularmente, as
translagoes do sinal coincidem com o mesmo. Se no toréide existir um sinal nao negativo

X entao
n-—1
An = Y (1Y 1< Y 125 | = Ao,

7=0 7=0

e portanto o centro destes tordide possui todas as coordenadas nao negativas.

=2mikuy

Sabe-se que se (£,)52¢ é a TF discreta do sinal (z;)7Z; entdo (Z4.¢ )»_s é a trans-

formada de Fourier discreta de uma translacdo do sinal, (:z:j_k);‘;(}. Logo, a TFD das
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translacoes do sinal, com amplitudes da TFD dada, é

—2wik gn—'z)m'k — ik P — ¢
(Mogo, A€~ @1,y Ancie 0 gaop, AneT e, L, AeTn By

—"ikgn
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Como o toréide ao qual pertence a transla¢ao depende das coordenadas Ao € Aze
translacées com k par estio no mesmo toréide do sinal original e translagoes com k impar
estao no outro tordide em que £y é o mesmo que no tordide do sinal.

Uma conclusdo importante da andlise anterior é que quando se quer recuperar um sinal
nao negativo existe um representante deste ( uma translagido ) em cada um dos toréides
onde £¢ = 1.

Do ponto de vista prético, se Ag € Az sdo pequenos entdo um sinal com amplitudes da
TFD fixas pode ser visto em todos os toréides embora representado por fungoes diferentes.
Isso pode ser verificado facilmente observando-se que se um sinal satisfaz a equagao (4.2)
a simples mudancga de sinal de £y ou Exn ( mudanca de tordide ) mostra que existe um
sinal do tipo Xy = X £ A\vg = Azvz no outro tordide. Dependendo de qual mudanga foi
feita X5 é uma suavizacdo de X; ou é X; com um contraste maior.

Se n é impar a transformada de um vetor X € H tem a forma

X = (AQEJ(), Alg’)l, veny /\n—;[(pn—1 y )\n—1¢n—1 g aeey Alal)t'

2 2 2

Com um desenvolvimento andlogo ao caso em que n é par conclui-se que H é um conjunto
de dois toréides com centros em Ageo dependendo do sinal de €y. Estes toréides pertencem

a sub-espacos de dimensao n — 1 de IR".
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4.2 Imagens

Estaremos representando uma imagem por uma matriz real de ordem n (n par) com

seus elementos distribuidos como na seguinte matriz:

Tn-10 Zn-11 - Tp-1ln—1
X =
Z10 I11 e Tip-1
| Zoo Tor .. Ton-1 |

Para n par, como a matriz é real, sua TFD ¢é dada por

Tio Tip-1 IL'1% x1%_1 T
Tz_10 ZTz2-1n-1 Taiz ZTzoag ZTo_n
X’ —_ ~ ~ A = -
T3 Iy T3y Tyz- T3
T1o I e Iz L1241 -« Tin-1
| Too o Toz fi'O%—l v Zon

cujos elementos sio nimeros complexos e, em especial, Zgg, :80,%, :i:.,rzzo e :i:%% $a0 reais.

Assim a matriz dos dados (amplitudes da TFD) tem a seguinte forma:

/\10 /\1n_1 /\122 /\1%_1 /\11 W
An_10 Az-ip-1 o Az Azzog Az
D= Az /\11.1 Ann /\zﬂ_l /\21
2 2 22 22 2
Ao A o Mz Mzl e Anl
| /\00 )\01 )\0% A()%_l /\01 |
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Assim a TFD de uma matriz

- 2 = i
X GHZ{YGRn l |)mj |— /\mj 2,]——0,...,”—1}
é da forma
A10@101 Mn-1®1n-1 )‘1%751;;- /\1%—1¢1g-1 A%
Az-10P2-10 Az-1n-1Pz_1po1 -0 A2o12Proaz Azo1z1Paoizo o Az_1Pa_n
X = /\%06% A%lga.(zil )\%%E%% /\%%_1(,0%%_1 /\,31.1(,0%1
AMo¥10 A1 /\1§<P1% )\1%+1<,01g‘-+1 o Mp-1Pin-1
A00€0o Ao1¢o1 o AozEoz Aoz-1%oz 1 A%

onde ggp = %1, €0z = £1, e29 = %1, €22 = x1 € O = COSYmj + 1S€NYmj-

Consideremos as seguintes matrizes de @™ (com os elementos distribuidos da mesma

forma que nas anteriores):

N €go sem =20 e ] =
00 _ (400 ~00 _
A" = (ap);) com &, = .
0 em outros casos
ion _ .02 L0 gopg sem=0 e j=3F
2 = (Gyy;) COM Gy = ,
0 em outros casos
n .
- ng n Eng sem=% e 3=0
20 _ (a7 2V __ p) 2
A2" = (a4,;) com @, = ,
0 em outros casos
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—_n y — B
z sem—2 € ]—2

€
0 em outros casos

Para k,l=1,..,%—1:

. . . 1 sem=0 e (j=k ou
0kl _ (70Kl 0kl _

B™! = (bpy)j) com b¥ =
0 em outros casos

i sem=0 e j=k
BO"?_—.(B?:]?)comB?,ff: —i sem=0 e j=n—-k,

0 em outros casos

. . . 1 sej=0 e (m=1[ ou
101 _ (jlo1 01 _

B = (bpy;) com bl =
0 em outros casos

t sej=0 e m=
RI02 __ (1102 7102 _ . .
B™ = (bpi) com b2 =< —i sej=0 e m=n-—I

0 em outros casos
Paral=1,.,5-1ek=1,..,,n—1:

B = (%))

A 1 = | = =n-—
com bﬁ,’% _ se(m=1 e j=k) u (m=n-I
0 em outros casos
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i sem=1[l e j=k
B2 = (blkz) com i)iﬁ?: —i sem=n—-1 e j=n-—k

0 em outros casos

Paral=%ek=1,..,5-1
Blkl_—_((}”ﬂ.)
mj
- 1 se(m=1l e j=k) ou (m=n—-1 e j=k)
combmj: ’
0 em outros casos
e
i sem=1l e j=k
Btkzz(Bﬁle;)comI;ﬁ,’g_?: i sem=n—1 e j=k
0 em outros casos
Assim

Np

n

X = )\OOAOO + /\og/io' )\§ A%O Aok {cos ’yOkBOkl + senvyy kBOkQ)

ml:
tvl:
Kulﬂ

NI:

[CF)

2y X X 5'
+ Z Ao(cos 0B + sen'ymB102 Z Z)‘lk cos fylkBu‘l + sen'ylkBm)
=1 1=1 k=1
31 .
+Zx\%k(cos'y;;_k3%“ + senyzny B>%2). (4.3)
k=1

Calculando a TFD inversa,

21

X = 20A” + Aoz A% + AzgA®° + ApnAPT + Zj,\(,,c (cosyor B*" + senyoB*?)

k=1
F-1 3—1ln—1

+3" Mo(cosyip B + senyioB') + 35 M (cos v B! + senyiB*?)
=1 =1 k=1
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n
2.1
2
nkl 2k2
2 n 2
+E )\%k(COS’y%kB +sen'y§kB ) (4.4)
k=1
n ~ . . n “on
onde A% A%% A30 A% B! e B¥2 sio, respectivamente, as TF inversas de A%, A%,

A30 A%3 Bl ¢ B2 Egta equacio representa um conjunto de dezesseis tordides com

centros em

c0 ¢1 ... 0 .. c0
c2 e3 ... ¢c2 .. c3
0 ¢l ... 0 ... c0 (4.5)

3
o3

Moo A% + ,\onAOz + A20A%% + Ann A

s
3

c2 e3 ... ¢2 ... 3

onde

(
c0 = )\00600 + /\0"50" — A"()E"O - /\%%E%%

cl = Apo€oo — AozEoz — Azofzo + Azznena (4.6)

2 = Ago€oo + )\Q%Eog + /\%06%0 + )\%%E%%

L c3 = /\0()500 — )\0;21.60" + )\%06{210 - )\;%523.

Os tordides que interceptam o conjunto dos vetores com todas as coordenadas nao
negativas possuem um centro com coordenadas nao negativas. Isto pode ser verificado,
independentemente do tordide (dos sinais dos ¢;;), da seguinte forma:

Sejam P = {0 <i<n-1}, I ={0 < i< n-1}. Para qualquer solugao nao negativa,
(Tmj)mi=o> PeTtencente ao toréide consideremos Sy = 3 > x5, So= >3 &y, S3=

JEPiEP JEP i€l
n—lin-—-1 n-—1 ‘n—l
szij e S = EZx” Como, Agocos = ZZZU, AzoEng = Z(—l)’Zxﬁ,
jelieP jer iel j=04=0 =0 i=0
n—1in-1 . n—1 n— 1 .
AozEoz = ZZ(—l)’xij, e Appezz = Z(—I)JZ(—I)’:E,-j, tem-se que ¢g = 45, > 0,
§=04=0 j=0 i=0

C) = 454 > 0, Cy = 431 > 0 € dZSCg = 453 > 0.
Nao hd intercecgao entre os tordides pois cada um deles pertence a um sub-espago afim

. -~ 2 . -~ ~ .
de dimensio n? — 4, em JR™, e as matrizes na equagao (4.3) sio duas a duas ortogonais.
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Aqui os valores de Ay, )\0%, /\go e /\%% determinam a proximidade entre os tordides (quanto
menores forem os valores mais préximos estardo os toréides), enquanto que os valores de
ik para os outros indices [ e k determinam os comprimentos dos eixos e a dimensao dos
toréides. Claramente quanto mais dados nulos menor a dimensao dos torbides. Se por
exemplo, os dados sao referentes a uma imagem constante entdo Ay = O paral # O e
k # 0. Neste caso os dezesseis toréides se resumem a dois pontos dados por AgogoAY,
onde A% é a matriz constante com todos os elementos iguais a 1.

n—1n-—-1

Se a imagem cuja amplitude é dada, é também nao negativa, tem-se Z Z Tm; = 0
m=0 j=0
e, portanto, tal imagem pode pertencer a oito dos tordides citados ( os que tem centro

determinado por ggp = 1).

~ n—1 2z . . . n-1 ~
Sabe-se que se (Zuy)y =0 € a transformada de Fourier discreta do sinal (z,;)7,-,_, entao

. —‘21ri(au+b11! _ , - . _
(Zww-™ 7 )uwmo 6 a TFD de uma translagio da imagem, (a:m_a,‘,-_b)',;’jlzo. Logo a a
matriz que representa a TFD das translagoes da imagem, com amplitudes da TFD dada,

é

X =
r 2mia __ 2mifa+(n—1)b) 2ri(a+8b) 2mifatb)
/\106 n L0y /\1n_1€ n Cin—1 /\1_121.6 n 9’)1% )\116 n @11
. —2ni(Fa4b) . 2ni(Fatb)
—wia —_— —mi(a+b) —_—
— /\121.06 E%O )\_;116 21 /\%%6 6%_} /\%16 n (y%l
—2mia ~2ri(a4b) =2mi(a+Bb) =2mi(a+(n—1)b)
A€~ n Q1o AlieT g oo AizeT T i . Aipoae n
=2mib i 27mib
)\00&"00 /\016 n o1 /\0%6’ Mbé'g% )\016 Lol

O toréide ao qual pertence uma translagdo depende do sinal dos elementos Agoego,
Aoze ™ gz, Ange ™% ng, € Anze~™@+ern na matriz da TFD da translagio. Como
Aoocoo € fixo para a imagem e suas translacoes, estas estardo em no maximo 8 toréides.
Podemos dividir as translacdes possiveis nos seguintes casos:

1) a e b nimeros pares;
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2) a par e b impar;

3) a impar e b par;

4) a e b nimeros {mpares.

No primeiro caso a translagao estard no mesmo tordide da imagem inicial. Nos outros
trés casos as translagoes estarao, respectivamente, em outros trés tordides.

Assim uma imagem nao negativa estard representada por translacoes dela em quatro
dos oito tordides onde g5 = 1.

Consideremos uma fungdo f(z,y) e sua TF, F(u,v). Introduzindo coordenadas polares
T =rcosh, y = rsenf, u = wcos¢p e v = wseng é verdade que a rotagao de um angulo 6,
na funcdo leva a uma rotagdo de mesmo angulo em sua TF, isto é, a TF de f(r,0 + 6,) é
F(w, ¢+ 6y).

Devido a forma de discretizagdo para as imagens (para utilizar a transformada rdapida
de Fourier) sdo possiveis somente rotagdes de angulos 8y = 7 ou 6y = +%. Numa rotagao
de angulo 7 , temos que | £], |=| &,, | para u,v = 0,...n — 1. Particularmente £7,, £Ga,
.f:’éo e i’%% sao, respectivamente, iguais a Zg, Zoz, Tzo € i%% Logo rotagoes de angulo 7
de uma imagem pertencem ao mesmo toréide da imagem. Em geral, as amplitudes da TF
nao sio mantidas com rotagoes de angulo §y = +7. Mesmo em casos especiais, onde as
restrigoes de amplitude sao mantidas, a rotacido pertencera a um dos tordides que contém
translagoes da imagem.

Conclui-se que uma imagem nao negativa, com amplitude da TF dada, é representada
por suas translacgoes ou rotagoes em quatro dos oito tordides onde g¢g = 1.

Anélogamente ao caso de sinais, na pritica, se Agg, )\0;;_, Azo € Azz 830 pequenos entao
uma imagem pode ser vista em todos os tordéides embora representada por funcoes dife-
rentes. Isso pode ser verificado facilmente observando-se que se uma imagem satisfaz a
equagao (4.4) a simples mudanga de sinal de um dos ¢;,;, ( mudanga de tor6ide ) mostra
que existe uma imagem em outro tordide que, dependendo de qual mudanga foi feita, é a

original com um contraste maior ou menor.
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Se n é impar a transformada de um vetor X € H tem a forma

r _ _ _ _ T
/\109910 /\1n:t21 951"1;21 /\ln;1_1g§1n51_1 All(l’ll
1 " Dn— — Dn— i An—in=1@n=in=1 ... An=1,@n=1
/\n210(,un210 /\n2ln:tzl('unz1n_-§—_ n21'n2 nz n2 n2 19Jn2
X = An;10¢n;10 /\n;\ n;1gﬁn—2-1n«2—1 An;lni21(,’u'zl_;lniz1 /\n;ln_l(pn:t21n_1
/\10g010 /\17-;1 ®1 n;1 /\1 n.z—_1 (plnizl /\1n—1991n—1
A00Eo0 Aon;1 (p‘on;1 /\On;1§/’_03_;_1 A01¢01

Com um desenvolvimento andlogo ao caso em que n é par conclui-se que H é um
conjunto de dois tordides caracterizados pelo sinal de £op. Estes tordides pertencem a
sub-espacos de dimensdo n? — 1 de R™.

A caracterizagao descrita neste capitulo é o fundamento para as demonstracoes do

Capitulo 5 assim como para a nova heuristica para resolver o problema das estagnagoes

sugerida no Capitulo 6.
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Capitulo 5

PROPRIEDADES DE
CONVERGENCIA

Estd claro que os métodos iterativos descritos no Capitulo 3 nio necessariamente con-
vergem para uma solucdo do problema e, portanto, a andlise das propriedades de con-
vergéncia deve se restringir, no caso global, a provar que a seqiiéncia gerada pelos mesmos
é limitada também no dominio do espago (no dominio das frequéncias isto é dbvio, jd que
estamos projetando sempre sobre um conjunto compacto [trataremos apenas o problema
em dimensio finita, tal como dito anteriormente]). A prova de limitacdo pelo menos
garante que os algoritmos geram sempre subseqiiéncias convergentes. Este é um passo
fundamental para qualquer andlise posterior. Neste capitulo provamos que o algoritmos
IO e IOH sio limitados no dominio do espago quando é usada a restricdo de ndo nega-
tividade na defini¢do do passo do algoritmo e apés este é calculada a projegao sobre a
restricao de suporte. ~ Uma continuagao deste trabalho seria provar a convergéncia local
(que conjecturamos para valores suficientemente pequenos de 5, no caso do IOH e OO),
e a convergéncia das subseqiiéncias que correspondem aos pontos fixos dos algoritmos
(uma tarefa dificil). Na ultima secdo analisamos os pontos fixos dos algoritmos que

nao necessariamente siao solugoes.
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5.1 Limitacao dos Algoritmos

5.1.1 Error-Reduction

Consideremos C; o conjunto dos vetores que satisfazem as restrigoes no espago tempo
e Cy o conjunto dos vetores cuja TF tem a magnitude dada. Se P e P, sao, respectiva-
mente, as projecdes sobre C; e Cs a iteragao do algoritmo ER é dada por gk41 = P Pag.
Levi e Stark [29] definiram a fungdo J(gx) = ||Pigx — 9|l + ||P2gx — g«ll € provaram que,
em particular, a mesma é nao crescente com as iteracoes deste algoritmo. Na verdade
Fienup [17] j4 havia obtido este resultado, pois para este algoritmo, J(gx) = || Pagx — gx||.

Como C, é compacto, a seqiiéncia {g;} é limitada.

5.1.2 Output-Output

Considerando as definigdes feitas no caso do algoritmo ER e Ty = I+ A, (P, — I) tem-se
que a iteracao deste algoritmo é dada por gxy1 = T1FPagx. Portanto o algoritmo OO é
o algoritmo ER com a projecido P, relaxada. Assim, para qualquer parametro § fixo, a

seqiliéncia {gx} é limitada.

5.1.3 Input-Output Hibrido

Demonstraremos que este algoritmo é limitado no caso particular, e muito importante,
em que as restricoes do espago tempo sao somente restrigoes de nao-negatividade do sinal
ou imagem. Observamos que se o suporte é conhecido e for introduzido na forma de uma

projecao apds o passo do algoritmo a limitagao continua verdadeira.
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Para esta prova foi preciso, novamente, como no capitulo anterior, considerar separa-

damente recuperacgao de sinais unidimensionais e recuperagao de imagens.

Recuperacgao de Sinais Unidimensionais

Consideremos g, € IR" dada. O algoritmo hibrido é definido assim: Se constroem duas

seqiiéncias em R™, {g;} e {g;}, da seguinte forma:

(1)
9; = Pyy;

onde

H={X | |X]=)},
n—1

A é o vetor das amplitudes e X é a TFD de X, isto é X; = > Xmexp|—j(k.m)/n] para

m=0
k=0,..,n—1.

(2)

Gik se g;x 20

3

Git1,k = ,
9ix — Bg;x em outro caso

com 3> 0;
Teorema 1 O algoritmo hibrido € limitado, isto é, {g;} € limitada.
Lema 1 A segiiéncia {g;} € nao negativa se go > 0.

Prova:

Seja m € {1,2,...,n} o indice que indica a coordenada de uma estimativa g;. Vamos
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provar por indugdo que g;.» > 0 para todo m € {1,2,...,n}. Por hipétese go,m > 0 para
m=1,...,n. Para i > 0,
(a) se g, , > 0 tem-se giy1 m = gin > 0;

(b) se g;n, < O tem-se gis1,m = Gimn — B-Gim = Gigm > 0.
C.QD.

Embora com algumas diferengas nas defini¢gdes quando n é impar ou par as demonstragées
que seguem sao iguais para ambos os casos.

Para as préximas definigoes n é impar. Seja e = (1,1,...,1) o vetor ortogonal aos sub-
espacos afins de JR® que contém os toréides. Consideraremos a projecio X = X — aye,

com
<‘Xa e) _ ?—_—-_01 Xi

(e,e) ~  n

Gx = )

de X € IR" sobre o sub-espago ortogonal ao vetor e. Equivalentemente, no espaco de
Fourier tem-se a projecao sobre o sub-espago ortogonal ao vetor é = (n,0...,0) que é dada

por

O angulo entre as projegdes de X e Y ( X e ¥), 0(X,Y), é dado por

cos (X, V) = 0]
XTIV Iz
onde " -
(X,Y) =(X,Y) - noxay = CX,Y),; XoYp
1R 2 = X2 — nad = IXIE—1Xel”

n2
Para n par, consideraremos

X=X- Qx€1 — Yxe€y
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com

_ (X, e2) _ o (=1)'X, _ Xn/z
X (eq, €2) n n’

a projecao de X sobre o sub-espago ortogonal aos vetores e; = (1,1,..,1) e e2 =
(1,-1,...1,~1) (que sdo ortogonais aos sub-espagos afins que contém os toréides). Equi-

valentemente, no espago de Fourier tem-se a proje¢ao sobre o sub-espago ortogonal aos

vetores é; = (n,0...,0) e é; = (0, ..., n,...0) que é dada por

X=X- axé1 - ’Yxéz.

Neste caso
X,Y X’v.? -X Y —Xﬁf/ﬁ
n
) C’ A ~
¢ X115 — 1 Xol? — [ Xz
”X”%: ||X||§—na§( -——nfyf, = = 2!
Sejam
- . : ]
i T Ho r - )\0
X P
XO ulei‘s‘ YO ,\1€i71
1 ) _ ’ ] . |
F= v = e |, gii= v Gi1 = | Age™?
- 1\’71.—1 § — ] ytn,—l ] .
L /11611 i L/\lel’Yl |

onde fiy, 0 € Ym representam, respectivamente, amplitudes na i-ésima iteragdo, fases na

1-ésima iteracdo e fases na iteragdo i — 1. Os )\, sdo as amplitudes corretas (dados).

_ _ A _ kgf _ 2ge - _
Tem-se a,, = £2, ——nﬂ,fygi——%efyg:_]— J&n ,onder =l eez = +1
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Lema 2 Se a seqiiéncia {g;} ndo é limitada e go > 0, entdo ezistem uma subseqiéncia

{9;,} comip, € N, p=1,2,..., i, < ipy1, um subconjunto Q C {0,1,..,n — 1} e uma
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constante K tais que:

1) Para m € §},
Gipym =+, Gi 1 <0
Gip—1,m = Gip,;m + ﬂg;p—l,m
2) Para m ¢ Q)
gip,m < K
Gip-1m < K
3) Para todo m:
l gip—l,m |< K
4) Se n € par, o sinal de
n—1
pegs = ) (=1)"gi(m)
m=0
€ fizo;
Prova:

Como a seqiiéncia {g;} nao é limitada, {||g;||:} ndo é limitada e pode-se escolher uma
subseqiiéncia tal que ||g;—1]|1 < ||gi]li = +oc. Considerando m=0, se existe K, tal que
|gi1| < K para todo i declara-se que 0 ¢ §2; Se ndo, pode-se escolher uma subseqiiéncia
da subseqiiéncia anterior para a qual |g;1| = +oc e declarar 0 € 2. Fazendo isso, induti-
vamente, para todo m € {0,1,...n— 1} e escolhendo K suficientemente grande o resultado
¢ uma subseqiiéncia que satisfaz (1) e (2). Como A é compacto a condigdo (3) é satisfeita.
Para o caso em que n é par basta escolher uma subseqiiéncia da anterior com sinal de pz

fixo.
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C.Q.D.

No que segue, sempre que citarmos g;,, estaremos nos referindo a subseqiiéncia do lema

anterior.
Lema 3

cos 0(!71‘—17!7;_1) > =

(251X
onde
A= max {dn} e A= min {A\n}.
1<mg(25t] 1<m<[25t
Prova:
Verifica-se que
[n 1] [n 1 2 _
1—1”2 - Z )‘ ”91 1”2 = 2 Z iu‘m € gz—l’gi— '3 Z mbbm.

Por estimativas simples,
["z‘l]
ot ~ /'l”m
(Gi—1> Gi-1) 5 A

G- ll2llGi-all2 ~ (2=t ]X n;l [n 5y
/ p3 ufn \/

=1

cos 0 (Gi_1,§,_,) =

C.Q.D.

Lema 4 Para i muito grande,
Ao
(2]

QZ)\Q 1/2

cos o (;_y, Gi) <

98



Prova:

Temos que para n impar,

o , Ao
(Gic1s Gi) = (9iz10 9i) — —Ho,

EOX? — = <Z?& ﬂ

1/2
gill2 =

enquanto que para n par,

~! ~ / /\0 )\%E%
<gi—1’gi) = (9,'_1,91') - —n-ll»o -

Hgillo =

m=0 m=0

n—1 1 n—1 2 1 n—1 27 1/2
Sxi-1(Sx) ——(z:<-1>mxm” |
m=0 n n

Em ambos os casos,

! - I ) — Ao
05 0(§)1,30) = s < (b8 — i
1Gioall2llgill2 = 1giall2llgill2
_ <gi——1’gi> _ _nnﬂo
1Gi-all2ll@illz  [1Gi-1ll2llgill2

: 28" N,

= NGi-1ll2l1gill2 n—
N T {z_; ,,,]
S VX + 3 Vo

me mgQ _ Anﬂ-
119:-1 1121g:l2 sy 172
= PP
m=1

Como,

ZYme_"'OC’ e ZYme

mea maQ
¢ limitada, para ¢ suficientemente grande,
(9i-1, i) < Ao
1Gi111219:]2 (21 1/2

23 M
m=1
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C.Q.D.

Lema 5

Jim ||9i~—1||2 _
=00 ||gil2

Prova:

Para n impar:

Podemos escrever

n—1 1 n—1
gz = X2 - (Y. X.)’=A+B
m=0 n m=0
onde
A=Y X2 - l(ZXm)Z] e B=|Y X}~ lZXm (zxmeXm)} :
men " meq megQ N mga mgQ men

Vamos provar que para ¢ muito grande,

> X2

B<<’"—E‘-;—L—<A.

Pela construcdo da subseqiiéncia (Lema 2) tem-se que 0 < w =| Q |< n. Em primeiro

lugar,
1 . 3 n—uw
1= fo T xE- (T xph I T x
n me me N neq
> X4
> med
- n
pois

wd X2 - (Y Xn)? >0

meQ meQ
Pela limitacdo dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 2,

Bg(n—w)K2+n;wK<(n—w)K+22Xm) = Lo+ LY X

mefN meQ
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Como, para 1 muito grande,
- 1
> Xn < S X2
mefl M meq
vem que
1
B« =Y X2 <A
nmeQ
Similarmente, definindo Z,, = ¢;—1.m = Xy + BYm, pode-se escrever

i n—1 1 /-l 2
lgiallz= 3 2% - p (sz) =A+C
m=0 m=0

onde

C=83 Yu(BYn+2Xn)+ Y Zn

mefl mgQ
B , . 1 2
__(zym> (5211“22)&,”) __<zzm) |
n men me mes) n meql

Por estimativas similares as feitas no denominador,

1 .
C< Mo+ MY Xp<g =Y X%
me nmeﬂ

Consequentemente,
0i— A -+ C
1- “gl 1 H2 11

im —— = =1.
i—r00 “91‘”2 inpo A+ B

Para n par:

Pela construcdo da subsegiiéncia no Lema 2 tem-se 0 < w =|  |< n.

Podemos escrever:

~ e, 1 /nd 2 1 [n=l . 2
ol = Sxi -1 (Sxa) -2 (T mxa) =4+ n
m=0

m=0 m=0
onde
1 2
A=Y X2 -~ (me)
men n me
e

B =

X2 - %EQX"’ (memZXmﬂ

mé¢Q mga mesl
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2

L (E(—nmxm) .

n m=0

Vamos provar que para i muito grande,

> Xn

B<<'"——€“n——<A.

Em primeiro lugar,

2
n mesl meN n meQ
> X5
>m€Q
- n

pois,
wY X2 - (Y Xn)? >0
meQ meQ
Pela limitacao dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 2,

me med

Como, para 7 muito grande,
. 1
> Xm <=3 Xn

mesd me
vem que

1
B< =Y X3 <A
nmeﬂ

Pode-se escrever

5 n—1 1 n—1 2 1 n—1 m 2
il = S22 2 (S 2) -1 (T02n) a0
m=0 m=0

n

onde

C=8Y Ym(BVm+2Xn)+ 3 22

med mgQ
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2
. 1 1
() (peoE)- (5

N \mea men mef T \mea n
Por estimativas similares as feitas no denominador,

1
C < Mg+ M, ZXm < —-Zan.
med nmeﬂ
Consequentemente,
a 1

— =1
e gl owVA+B

C.Q.D.

Lema 6

Zl_lglo cos 0(Ji-1,G;) = 1.

Prova:

lim -:M
i—r00 ||g,-_1||2||gi||2

n—1
18115 —3KB8Y" Xom .
> lim _ m=0 lm ||9i||2
imoo 1193113 200 ||gi-1|l
n—1
1:ll3 — 3K B ) Xom
= lim m=0

=00 l\g:ll3

Logo,

,l_lglo cos U(gi—la gl) =1
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C.Q.D.
PROVA DO TEOREMA 1

Supondo que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo nao é limitada:

Pelo Lema 3,

f

; L s
o} = 0(§i-1,8;—1) < 5

Pelo Lema 4,
Ao
(n/2]
EDIREARE
m=1

e como o termo a direita desta desigualdade nao depende da iteracao,

0% = cos o (§i_1, §i) < —

032 + €

nof

onde € é uma constante estritamente positiva;
Pelo Lema 6,

lim o§ = }im 0(g;_1,:) = 0.
1—00 1—00

Entédo, para i > 0, 0! + 6% < 0% que é uma contradigéo.

C.Q.D.

Recuperagao de Imagens

O algoritmo hibrido para recuperar uma imagem ndo negativa, f € R™, dadas as
amplitudes de sua TF é definido da mesma forma que para recuperagio de sinais. Sejam

{9:} e {g;} as duas seqiiéncias em JR™ geradas pelo algoritmo.
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Verifica-se trivialmente que o Lema 1 é valido aqui.

Faremos as demonstragoes necessarias para verificar a validade do Teorema 1 neste caso.

Para isso consideraremos n par (que é o caso de maior interesse).

Consideremos as seguintes matrizes:

E® = (&%) com €%

E% = (e %J) com e
E30 = (6?,3) com e,'?,g
e

E3% = (e:i%) com e%?

A projegdo de X € IR™ sobre o sub-espago ortogonal a E%, E°%

¥
onde
0z
ay
n
=0
ax
e
2z
oy’ =

= 1 para quaisquer m e j.

1 sejé par

)
—1 em outro caso
1 sem é par

—1 em outro caso

1  se m+j é par

—1 em outro caso
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00 ()( EOO n—1ln—1 ) XOO
r = _———— = J.Xm
X7 (Eop, Ew) n? "fv-“o 720 7

(X’ EO%) n—1ln—1 7
T e et—— A’ pp—
(Eoz, Eoz) mz_:o,};?) m
_ (X,E?% 1 n-l -1
(B0, Ego) n2 Z ZX"” -
(X,Elz'-%> 1 n=ln-l i
Fas Fag) ~ m2lae 2 (01" Xmg] =
3333

n2

n
g
) 1', 2

e E-

oS
ol

é dada por



Equivalentemente, no espaco de Fourier tem-se a projecdo sobre o sub-espaco ortogonal

e n ane sam
aos vetores F%, E%: F3%e E37,

> o A 02 ~on 20 An 2% ~nn
X=X-a¥PE® — 0, E% — a2 E?* —a2?E3>
O angulo entre duas projegoes X e Y é dado por
S X, Y
coso(X,Y) = -—<~’-’——:-)——
1 X 2]Y |2
onde
S 0% 02 20 2 33 %%
(X,Y) =(X,Y) —n®a¥ad — n*a? 0y’ — nPai ol —n’ai’al’
1o ¢ SO G &
= F‘-[(X,Y) — XooYoo — Xoz Yoz — XaoYzo — X2aVan]
e
2 _ 2 _ 20 0002 _ 2/ 0%\2 2, 30y 20,552
1X])z = IX]12 = n*(aX)® — n*(ey’)* — n*(ak )* — n*(e}?)
1. . . . . .
_ 2 2 Ry 2 - N2
= ZIRIE ~ (Reo)? ~ (Kog)? — (X30)? ~ (X33)%)
Sejam
_ -
){n—lo Xn—ll )‘n—ln—l
g = . ) 3
X Xn Xin-1
X X Xon-1 |
p10010, Pin-101n—1 /l1g-51§ u1§-1517—1
H%-m(s%—w Mg—ln—15ﬂ—1n—1 ﬂ%—l%a%—l% N§—1§—15§—1§—1
9:= | HzoEz0 Hg1031 Hg3frz K330y
P10610 p11011 M1§51§ ,U1§+151§+1
100E00 Ho1Po1 HozEoz ,UO%—léo%—l
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[ 1

Yoo Yoou o Yaoin
!
9i1 =
Yio Yo o oo Y
Yoo Yo oo Youor |
e
/\107510, /\ln—1¢1n_1 Alg‘--@l% )\1§-1¢'1§_1 /\119511
Az—10Pz-10 Ag-1n1Pa_ino1 - Ag-12Paoip AzaizaPaoizor oo AgenPaon
I\I —— —
g1 = /\%061;.0 )\%1(,91231 )\%%8%% )\;;.%_1(,0%%_1 /\%19’)_}1
oo A1gn )\112’-301% )\1§+1901%+1 o An-11n-1
AooEoo /\01<P01 /\0%5012‘- /\o%-—1¢o§_1 /\01'%1

onde Ly, O € Ym; Tepresentam, respectivamente, amplitudes na i-ésima iteragao, fases

na i-ésima iteracao e fases na iteragao ¢ — 1. Os A,,; sao os dados.

n 3 n z nn
00 _ poo 3 _ Hoxcol 30 _ Hgocgo 35 _ Hage 00 _ A
Tem-se o)’ = &8, oy = =22 qf = _.?;2‘_, op? = ._..ﬂn_,rﬂ‘_, a® =2

-1

02 Xogeo 20 Mpogo 22 Jdppegsn _
a 2—&2—&, a’ =253, e a3 =522 ondeg,; = =xlec,; ==+l.
9i-1 n 94 n 91 n 7 7

Lema 7 Se a seqiéncia {¢;} ndo é limitada e go > 0, entdo eristem uma subseqiiéncia
{9i,} com i, € IN, p = 1,2,..., i, < ipy1, um subconjunto Q@ C {0,2,....,n — 1} x

{0,2,...,n— 1} e uma constante K tais que:

1) Para (m,j) € Q,
Gipmi — +0<, gép-l,mj <0

!
gil’_lamj = gipvmj + ﬁgip—l,mj
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2) Para (m,j) ¢ Q

gi,,,mj < K
Gi,—1mj < K
3) Para todo (m,j):
| 9iy—1,mj < K
4) Os sinais de
n—-1ln-1 n—1 n—1
ZZ( 1) Xm] Z(_l)szrm
— _ m=03j=0 - __ m=0 7=0
Hozcon = 2 v Hzo€ze = oy
e
n—1ln-1 )
YD ()™ Xy,
— __ m=035=0
KH33ess = n2
sdo fizos;
Prova:

Como a seqiiéncia {g;} ndo é limitada, {||g;|]1} ndo é limitada e pode-se escolher uma

subseqiiéncia tal que ||g;—1||; < ||g:lls = +oc. Considerando (m,j)=(0,0), se existe Kgo

tal que |g; 00| < Koo para todo i declara-se que (0,0) ¢ Q; se ndo, pode-se escolher uma

subseqiiéncia da subseqiiéncia anterior para a qual |g; 00| — +oc e declarar (0,0) € .

Fazendo isso, indutivamente, para todo (m,j) € {0,1,2,..n — 1} x {0,1,2,..n— 1} e

escolhendo K suficientemente grande o resultado é uma subseqiiéncia que satisfaz (1) e

(2). A é compacto logo a condigao (3) é satisfeita. Como a subseqiiéncia obtida pertence

a no maximo oito tordides é possivel escolher uma subseqiiéncia da mesma pertencendo

a um unico tordide e portanto satisfazendo 4).
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C.Q.D.

No que segue, sempre que Citarmos g;,»; estaremos nos referindo a subseqiiéncia do lema

anterior.

Lema 8 Para

A= g e e 2= iy )
com L={ (0,0), (0,%), (5,0), (5,5)} tem-se:
cos 0 (§i—1,G,_y) > A

—1s Yy sl _

T i = 12— 43
Prova:
Verifica-se que

“gi—l“g— Z ’\mgi “gz—lng z #’m1 € gz 17911 Z )‘mﬂl'm)
(va)¢’ (m1)¢7 (mﬂ)g,
Por estimativas simples,
<§;—1agi—1>

cosa(g-_,g'._ = d
=1 ie1) = T T

Z Umj

2 (m,5)& 1. A
> . >
~ Vln-12—4x [ V2= i1y -
> ufn]
(maj)gl‘ ’
C.Q.D.
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Lema 9 Para ¢ muito grande,

S Ao
cos 0(g;_1,9i) < = 75
T )
(m.g)¢l
Prova:
Temos que
L , 1 _ _
<gi—1’gi) = <gi—1agi> - ﬁ [/\00#00 - /\ogfogﬂog-fog — )\gofgougoego — )\%%e%%u_}
e
n—ln-1 n—in-—1 2
gz =SS x2.-= 1Y ZXm,
m=035=0 m=0j5=
1 n—1ln-1 ) 2 n—1 - 2 n—-1ln-1 ] 2
5 || 22 (1) Xy > (- z (ZT x|
m=03=0 m=0 j=0 m=0j=
Logo
g, i1 ' \ _ 2ag
COSO'(gz 1)gz) <gz 1)gz> < <gz-1~7,gz) ~n2 Hoo
1Gi—111211gill2 19i-11l2[1:ll2
— (9i-1, 9:) _ ‘);QEQHOO
19i-1ll2llgill  [1gizallalgsll2
n—-ln—1
' Z ZXm]
<gi—17gi> _ m=0j5=
||gz—l||2”giH2 . n—ln—1 i 1/2
11Gi-1ll2 Z Z‘X?nj
m=0;=0
Y YoXmi+ Y YijXmy N
< (mien (m,j)¢0 X
- l1Gi-11l2l]g:ll2 1 , 12
nZ Z )‘m7
(m,j)fh
Como,
Z YimiXm; = —oc, Z YmiXm;
(m,j)eq
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é limitada, para i suficientemente grande,

(9i-1, G4 Aoo
——— < — 172
Hgi—1ll2l1g:ll2
D A
(mﬂl)gr’
C.Q.D.
Lema 10
i»oo || gil|2

Prova:

Pela construcio da subseqiiéncia no Lema 7 tem-se 0 < w =| Q |< n?,

Podemos escrever:

13l = 3= Xoms — (Z Xm)

(m,3) (m,j5)

(7{; "i ij) + ("i (“1)m§ ij) (HE: %__: m+-7ij)

m=0 j=0 m=0 m=0 5=0
= A+B
onde
=X (S )
meN me)
e

1 . .
> X,2n_7-———2— Z Xmj (( Z Xmj+2 Z ij>

(m.j)ga " (m.j)en m.j)¢Q (m,j)eQ
n—-1n-1 2 n—1 n— 2 n—-1n-1 ] 2
(}: (- x) (z "Sx ) ( S5 x) |
m=0 j=0 m=0 3=0 m=0 j=

Vamos provar que para i muito grande,

”2
2 X
(ﬂ’])_eﬂ__._ < A.
n

B«
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Em primeiro lugar,

e g (5] 5 mn

(m,7)€Q (m7.j)€ (m,j)EQ

-2
Z JX mj
(m,j)EN

>
n2

pois,

w Z X,an—( Z ij)2>

(m,j)eQ (m,7)en

Pela limitagao dos elementos e por estimativas simples, baseadas no Lema 7,

2 —
" (m.7)en (m.j)en

Como, para i muito grande,

> Am1<< ; 2 X

(m,7)€Q ( JYEQ

vem que

1
B« =Y X2 <A
nmeﬂ

Definindo Z, = g;—1,m = X, + 8Y,, pode-se escrever

lial3= 522, - (’inzzm,)

m=035=0 m=035=0
n—1ln-1 2 n—1 2 n—in-—1 ] 2
(ZZ g ) (Z "‘2ij> + (Z Z(—l)"‘ﬂzmj) =A+C
m=05=0 m=0 m=035=0

onde

C=8 S Yui(BYmj+2Xmj)+ Y. Z

(mJ)EQ ( J)ﬁn
/@ 2
——;( 5 ij) (ﬁ S Y2 T ij) _ ( 5 Z,,U)
(m,j)eq (m,7)€N (m,f)eN (m,j)eQ
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2| B8z« (SerEam) - (5o |

m=07=0 m=0 3=0 m=05=0

Por estimativas similares as feitas no denominador,

C<My+M Y ,\m,<< ; > X

(mv])eﬂ ( a7 EQ
. Maialle .. [A+C
Iim =—— = lim {/ ~——— = 1.
i—00 “91”2 in0o {\ A+ B

C.Q.D.

Consequentemente,

Lema 11

lim coso(gi—1, §;) = 1.
100

Prova:

11 <gi—17gi>
i~ || §i_1)2]|Gil |2

n—1ln-1

13:l13 = 5KBY 3 Xomg )
> lim m=04j=0 lim ”91“2
~ iao Hg,”% i—00 ng 1”2

n—1n-—1

1G:ll2 = 8K B Y Xoms

m=07=0

= lim ~
100 1g:13

Logo,

lim cos 0(§i-1,8:) =1
1~ 00
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C.Q.D.

Com estes lemas a demonstracao do Teorema 1 é exatamente a mesma que para recu-

peracao de sinais unidimensionais.

5.1.4 Input-Output

A prova de que este algoritmo é limitado é andloga a feita para o algoritmo hibrido.
Basta observar que aqui o Lema 1 também é verdadeiro e que no Lema 2 se a seqiiéncia
obtida pelo algoritmo ndo é limitada existe uma subseqiiéncia ndo limitada igual a en-
contrada para o algoritmo hibrido. Conseqiientemente todas a outras provas feitas sdo

iguais.

5.2 Pontos Fixos

Tal como descrito em [33], existem dois tipos de ambiguidades do problema da recu-
peracao da fase: aquelas que dependem do problema, que chamaremos de intrinsecas, e
aquelas que sao causadas pelo algoritmo usado para resolvé-lo, as nao intrinsecas. Evi-
dentemente, as ambiguidades nao intrinsecas sdo as que estdo relacionadas com os pontos
fixos dos algoritmos que nao sao solugao, ou com os possiveis ciclos. Nesta se¢ao analisa-
mos e comentamos brevemente os pontos fixos de cada um dos algoritmos. Aqui estaremos
considerando que no espago tempo as restricoes sdo a nio negatividade e o suporte da

imagem.
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5.2.1 Error-Reduction
Para este algoritmo,

9, (z) sez€en

9x(2) = gk (z) = 0 sz ¢

se, e somente se, g,(r) = gi(z) quando z € 7 e g,(z) é qualquer em outro caso. Como
uma solucdo do problema de fase satisfaz gi(z) = gi(z) para todo z, conclui-se que (se
g.(z) # 0 para z ¢ ) o algoritmo pode estagnar gerando duas seqiiéncias associadas a

pontos fixos diferentes, um satisfazendo a nio negatividade e outro satifazendo os dados.

5.2.2 Output-Output

Aqui, para 3 # 0 e § # 1 (que leva ao ER),

gk (x) se T €7

9k(Z) = gryr(z) = ) '
ge(z) — Bgr(x) sez &~

se, e somente se, g,(z) = gx(z) quando z € v e gy(z) = i%ﬁ-gk(x) em outro caso. Nova-
mente, quando nao se trata de uma solugao, temos duas seqliéncias associadas a pontos
fixos diferentes, como no caso anterior. Tal como ji observado, o algoritmo OO é ape-
nas uma relaxacao do ER quando se projeta sobre as restri¢oes, e portanto espera-se um

comportamento similar do ponto de vista das estagnacoes.

5.2.3 Input-Output
Como o passo deste algoritmo é dado por

gx(2) sex €7
gr+1(z) = , )
gk(z) — Bgi(z) sex &

()



para 0 # 0, gx é ponto fixo se, e somente se, g,(z) = 0 quando z ¢ y. Assim g,(z) é uma

solucao.

5.2.4 Input-Output Hibrido

Neste algoritmo, como § # 0, gr é ponto fixo do algoritmo se, e somente se,
9x(z) = gx(x) quando z € 7 e gy(z) = 0 em outro caso, mas entio nos encontramos
na situacio anterior, g;c(a:) é solucao, e portanto o algoritmo nao tem pontos fixos inde-

pendentes de uma solugéo.
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Capitulo 6

UM METODO AUTOMATICO
PARA SUPERAR A
ESTAGNACAO

O principal problema dos algoritmos para recuperar a fase da TF dada a amplitude é
que muitas vezes eles estagnam em pontos que nao sao solucoes. Como ja comentamos,
este comportamento tem sido atribuido essencialmente a dois motivos: (1) A existéncia de
pontos bastante diferentes da solugdo mas que quase satisfazem as restri¢oes, as chamadas
ambiguidades intrinsecas; e (2) a existéncia de pontos fixos, ou pontos de estagnacdo, dos
algoritmos, as ambiguidades ndo intrinsecas. Para resolver o problema gerado por (2),
varias técnicas tem sido propostas. Em [19], as técnicas sdo dependentes do tipo de
estagnagao, que, no caso, é apenas detectada visualmente, tal como descrito no Capitulo
2. Outra forma, proposta por Fienup [16], para sair da estagnagao é mudar de algoritmo
quando isto é detectado, porém esta técnica nem sempre funciona. Em [39] e [9], outra
metodologia para resolver o problema é sugerida, mas supde algumas hipdteses sobre a
solugdo que ndo sio necessariamente verdadeiras. Em [33], é sugerida uma combinagdo

de védrios métodos de otimizacao usando uma fungao objetivo muito particular.
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A nossa proposta, em principio, é baseada na analise da geometria do problema descrita
no Capitulo 4 e no possivel comportamento do algoritmo ER quando fica estagnado.
Em [29] é apresentada uma figura descrevendo a geometria possivel de um ponto de

estagnacdo para ER (ou OO). A idéia é reproduzida na Figura 6.1.

Figura 6.1: Geometria dos Pontos de-Estagnagéo I

Tomando a figura acima como ponto de partida, pareceria que uma dire¢io correta
para sair do ponto de estagnacdo seria ‘perpendicular’ & dire¢io determinada pelos dois
pontos da iteragao pertencentes, respectivamente, aos dois conjuntos determinados pelas
restrigoes. Sem entrar no mérito da nogao de perpendicularidade, no caso do nosso inte-
resse, o aspecto geométrico é completamente diferente. Uma completa representacao da
caracterizagao geométrica nao é possivel por causa da dimensao do espago que contém os
tordides, mas podemos concluir muitas coisas a partir dos resultados do Capitulo 4. A
primeira observacio, obtida com a ajuda da experiéncia numeérica, é que os pontos de os-

cilagdo do ER ocorrem entre um toréide e o ortante nao negativo. Se pensamos o toréide
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como uma superficie rodeando um conjunto convexo fechado, e se o algoritmo estagna
entre o tordide e uma aresta do ortante nao negativo, é razoavel recomecar usando um
ponto localizado ‘do outro lado’ do toréide. Uma figura que melhor aproxima a situagao

descrita é a seguinte:

Figura 6.2: Geometria dos Pontos de Estagnacao 11

Baseados na dedugdo anterior apresentamos o novo método para superar a estagnacao na

préxima secao.

6.1 O Novo Método

O método consiste no que segue:

Suponhamos que o algoritmo estagnou numa imagem g cuja projecao sobre o conjunto de
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torSides é g,. Obtém-se uma nova estimativa inicial para o algoritmo, refletindo g, através
do centro do toréide ao qual esta pertence, isto é, g = — g;c + 2c com c representando o
centro do tordide. Este novo ponto inicial pertence ao mesmo tordide ao qual pertence
g;c, portanto satisfaz as restricoes do dominio de Fourier e, a menos que seja solugdo, nao
satisfaz as restrigoes do dominio da imagem. O célculo deste novo ponto inicial é muito
simples e consiste apenas numa mudanga de sinal nos elementos da matriz da TF que
sejam diferentes daqueles (reais) que definem o toréide.

No préximo capitulo apresentamos e comentamos as experiéncias numéricas realizadas

com os novos métodos.
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Capitulo 7

EXPERIMENTOS

O objetivo deste capitulo é descrever os experimentos realizados no desenvolvimento

do trabalho e mostrar alguns dos resultados.

7.1 Linguagem e pacotes utilizados

Todos os programas que escrevemos utilizam a linguagem Fortran e podem ser execu-
tados na SUN. Para visualizar e imprimir as imagens utilizamos o display do Snark93
e 0 xv. O xv estd disponivel na SUN e o Snark93 é um programa para reconstrugao
de imagens através de projegdes, desenvolvido pelo grupo de processamento de imagens

médicas do Departamento de Radiologia na Universidade da Pennsylvania.

7.2 Imagens e seus formatos

Utilizamos imagens com (ou contidas num) suporte quadrado de lado contendo um
ndimero de pixels igual a uma poténcia de dois para que a transformada rapida de Fourier

pudesse ser utilizada. Estas imagens estdo armazenadas na forma matricial.
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7.3 Implementacao dos algoritmos

Os algoritmos de Fienup (error-reduction, output-output, input-output e hibrido) assim
como alguns dos outros propostos foram programados para recuperar sinais e recuperar
imagens. Fizemos muitos testes com sinais unidimensionais mas, nos fixamos na recu-
peragao de imagens.

Como em cada iteracdo de todos os algoritmos é preciso calcular a TF e sua inversa
utilizamos uma subrotina que calcula a transformada répida de Fourier.

Observamos que o algoritmo IOH foi programado de duas formas:

1) em sua versdo original (que chamaremos de Versao 1), onde as restricoes de suporte
fazem parte da definigdo do passo, e
2) incluindo as restrigdes de suporte na forma de uma projecdo apés o passo (Versao 2).

No caso de recuperagio de imagens, a janela utilizada foi um quadrado, cujo compri-

mento do lado é duas o comprimento do lado do quadrado que contém a imagem. Tal

janela contém o suporte da autocorrelagdo (iinico dado sobre o suporte sempre disponivel).

7.3.1 Dados

Utilizamos como informagdes sobre a imagem a ser recuperada a amplitude da trans-
formada de Fourier, ndo negatividade da fungiao que representa a imagem e restrigoes de
suporte no dominio da imagem. Como suporte utilizamos, por exemplo, o suporte da
autocorrelagao ou, dividindo a janela em quatro quadrados iguais, o quadrado do canto
inferior esquerdo [11].

Fizemos testes considerando um ruido Gaussiano de 10% nos dados. Os resultados

obtidos foram semelhantes aos do caso sem ruido. Assim apresentamos somente exemplos
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cujos dados nao contém ruido.

7.3.2 Imagens iniciais

Como estimativas iniciais, em geral, utilizamos uma funciao gerada por niumeros
aleatdrios com suporte igual ao da autocorrelagdo, o centro do tordéide em que se en-

contra a imagem, ou alguma variacio destas possibilidades.

7.3.3 Testes para parada e acompanhamento dos programas

Considerando-se que f representa a imagem a ser recuperada e g a estimativa da
imagem na iteragdo k, com F e G suas respectivas transformadas de Fourier, em cada

iteracao foram calculadas as seguintes medidas:

[ Salgrlz) — f(2))2]"*
ET‘[ > [ F() } ’

Fo = [zz@(g;(m)f]”?
S [ Fw)

Su(l Ge(u) | = | F(u) 1)2} 1/2
Zu ‘ F(’U) 12 :

ET representa a distancia & imagem a ser recuperada (estimativa que ndo pode ser calcu-

BF = |

lada na pritica e que em geral nao faz sentido pois os algoritmos podem convergir para
associadas triviais da imagem), EO representa a distancia de g;c ao conjunto das imagens
que satisfazem as restrigoes de nao-negatividade e de suporte e EF a distancia de g ao
conjunto das imagens cuja transformada de Fourier tem a amplitude dada.

Incluimos no algoritmo um teste de parada envolvendo EF ( EF < 1 x 1075) e outro
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baseado no nimero de iteracdes. Em geral os programas foram interrompidos pelo se-

gundo teste (este é um dos problemas a ser resolvido).

7.4 Algoritmos de Fienup utilizando informagao so-
bre a caracterizacao

Testamos os algoritmos de Fienup restringindo as projecoes do espago de Fourier a um
dos oito toréides que definem as imagens nao negativas com amplitude da transformada
de Fourier dada. Nos exemplos que consideramos esta restricdo nao levou a uma sensivel
melhora dos algoritmos. Observamos também, que nesses exemplos, as estimativas obti-

das nos algoritmos sem esta restricao em geral permanecem num mesmo toréide.

7.5 Resultados

As Figuras 1 e 2 contém as imagens que estaremos tentando recuperar, utilizando a
amplitude de sua TF. As trés préximas Figuras contém as imagens que foram utilizadas
como estimativas iniciais para os algoritmos, nos exemplos apresentados aqui.

No Exemplo 1, o objetivo é recuperar a imagem 1 utilizando o algoritmo das projecoes
generalizadas modificado (proposto no Capitulo 3). Para o resultado da Figura 7.6 foram
utilizados os parametros A; = 0.99 e Ay = 2 nas trés primeiras iteragoes do algoritmo
e em seguida iguais, respectivamente, aos valores a; e a, (limitantes superiores para os
parametros que aparecem na demonstracao de Levi e Stark, Se¢do 3.2). A Figura 7.7 mos-
tra o resultado da Versao 2 do algoritmo IOH aplicado a mesma Imagem inicial que para
o PGM. O parametro utilizado foi 3 = 1 (que para esta versdo tem sido uma boa opgao).

A Versao 1 do algoritmo IOH, com este mesmo paradmetro, passa pelas estagnagoes (in-
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clusive pela solugao) sem se fixar.

Os Exemplos 2, 3 e 4 mostram a eficiéncia do método proposto no Capitulo 6 no caso
de estagnagoes do algoritmo ER em imagens com suporte truncado, do tipo gémeas ou até
estagnagoes consideradas intrinsicas. Nos dois primeiros exemplos o objetivo é recuperar
a Imagem 1 e no dltimo a Imagem 2. A aplicacdo das reflexoes fez com que o algoritmo
convergisse para a imagem (ou uma associada). As medidas ET, EO e EF sdo as descritas
na Subsecdo 7.3.3.

A Figura 7.8 mostra um exemplo de imagem que classificamos como gémea. No Exem-

plo 4, Figura 7.18, pode-se ver a ocorréncia de uma estagnagao do tipo suporte truncado.

Aplicamos a Versao 2 do algoritmo hibrido (caso para o qual provamos a limitagao) para
os mesmos exemplos da secao anterior. Ocorrem estagnacoes do mesmo tipo que para o
error-reduction, embora com EF e EO menores. No Exemplo 4, considerandindo 8 =1, o
algoritmo hibrido teve aproximadamente o mesmo comportamento que o error-reduction,
isto € apds 100 iteracoes convergiu para imagem com suporte truncado da Figura 7.18.
Depois de uma reflexdo pelo centro do toréide e mais 100 iteragdes do algoritmo hibrido
convergiu para uma imagem sem suporte truncado. As medidas EF e EO foram menores
que para o error-reduction nas duas imagens obtidas e acontece uma pequena melhora na
qualidade das imagens.
O Exemplo 5 descreve o comportamento desta versao do algoritmo IOH, utilizando § =1,

na recuperagao da Imagem 1 com Imagem inicial 2.

Em todos os exemplos citados o suporte utilizado foi igual ao quadrado inferior es-
querdo, equivalente a um quarto da janela.
Sempre que encontramos estagnagdes, testamos nosso método e recuperamos a imagem
com no maximo trés reflexdes pelo centro.

Observamos que uma quantidade maior de iteragGes, que as consideradas nos exemplos,
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nao melhora significativamente a qualidade das imagems e que uma nova reflexdo pode
tirar da solugdo considerada razodvel para uma outra estagnagao. Novas reflexdes levam

novamente a uma solucao.

7.5.1 Exemplos

Figura 7.1: Imagem 1
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Figura 7.2: Imagem 2
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Figura 7.3: Imagem Inicial 1
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Figura 7.5: Imagem inicial 3
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Exemplo 1

Figura 7.6: Apds 100 iteragoes do algoritmo PGM, considerando a imagem inicial 2

(ET = 1.1520, EF = 8.4903 x 10~*)
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Figura 7.7: Apds 100 iteragdes da versdo 2 do algoritmo IOH, considerando a imagem

inicial 2 (ET = 1.1449, EF = 1.02110 x 1073%)
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Exemplo 2

Figura 7.8: Apés 100 iteragdes do algoritmo ER, considerando a imagem inicial 1 (ET =

1.07457, E0 = 1.04832 x 107!, EF = 1.04816 x 107 1)
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Figura 7.9: Nova imagem inicial gerada pela reflexao através do centro do toréide
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Figura 7.10: Apés 100 iteracdes do algoritmo ER (ET = 1.03290, E0 = 0.182176, EF =
0.182170)
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Figura 7.11: Nova imagem inicial gerada pela reflexao através do centro do tordide
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Figura 7.12: Apés 100 iteragdes do algoritmo ER (ET = 1.045525, E0 = 6.48480 x 1072,
EF = 6.48438 x 1072)
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Exemplo 3

Figura 7.13: Apés 100 iteragdes do algoritmo ER, utilizando a imagem inicial 2 (ET =
0.9013, E0 = 1.180862 x 107!, EF = 1.180058 x 10~!)

98



Figura 7.14: Nova imagem inicial gerada pela reflexdo através do centro do toréide
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Figura 7.15: Apds 100 iteracdes do algoritmo ER (ET = 1.1681, E0 = 0.18114, EF =
0.18093)
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Figura 7.16: Nova imagem inicial gerada pela reflexdo através do centro do toréide
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Figura 7.17: Apds 100 iteragoes do algoritmo ER (ET = 0.88375561, E0 = 7.058566 x
1072, EF = 7.061454 x 107?)
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Exemplo 4

Figura 7.18: Apds 200 iteragdes do algoritmo ER utilizando a imagem inicial 3 (ET =
1.348260, E0 = 0.1161011, EF = 0.116089)
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Figura 7.19: Nova imagem inicial gerada pela reflexao através do centro do tordide
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Figura 7.20: Apds 500 iteragdes do algoritmo ER(ET = 1.228234, E0Q = 9.754321 x 1072,
EF =9.754321 x 107?)
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Exemplo 5

Figura 7.21: Apds 100 iteragoes do algoritmo IOH utilizando a imagem inicial 1 (ET =
1.14730, EF = 8.9714 x 1074)
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Figura 7.22: Nova imagem inicial gerada pela reflexdo através do centro do toréide
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Figura 7.23: Ap6s 100 iteracdes do algoritmo IOH (ET = 0.6237, EF = 1.01442 x 107*
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Figura 7.24: Nova imagem inicial gerada pela reflexdo através do centro do tordide
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Figura 7.25: Apés 100 iteragdes do algoritmo IOH (ET = 1.1937, EF = 1.8232 x 1073)
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Figura 7.26: Nova imagem inicial gerada pela reflexdo através do centro do toréide
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Figura 7.27: Apés 100 iteracdes do algoritmo IOH (ET = 0.9135, EF = 6.0248 x 107*%)
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Capitulo 8

CONCLUSOES

Nesta dissertacio introduzimos uma nova forma de analisar o problema da recuperagao
da fase, no dominio do espago, através da geometria do problema discretizado em dimensao
finita. Esta nova forma de ver o problema originou uma prova da limitagao de alguns dos
algoritmos assim como um novo método automatico para sair dos pontos de estagnacao.
Introduzimos também algumas modificagcdes em métodos iterativos, ja existentes, para
resolver o problema (Cap. 3).

A recuperagao da fase é um problema dificil, ndo somente porque os algoritmos estag-
nam, mas também porque na prética é muitas vezes dificil decidir se o algoritmo encontrou
uma solugao, estagnou porque o algoritmo entrou num ciclo, ou estagnou num ponto que
satisfaz os dados com uma precisdo muito grande, sem ser solugdo. Até agora a forma
de enfrentar o problema tem sido, do ponto de vista pratico, através da andlise do tipo
de imagens representadas pelos pontos de estagnagdo, e, do ponto de vista tedrico, con-
siderando a fatoragdo da funcdo no dominio de Fourier. A nossa aproximacdo, com a
caracterizagao geométrica das funcoes no dominio do espago, gera uma nova possibilidade
de dar uma resposta aos inconvenientes mencionados. A quantidade de perguntas que
surgiram, e continuam surgindo por causa deste novo ponto de vista, e das experiéncias

numéricas induzidas por ele, é enorme. Enumeramos apenas algumas, sem que a ordem
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esteja relacionada com a importancia:
1) Por que os pontos fixos dos algoritmos envolvem sempre apenas um tordide e as res-
trigoes convexas, e nao outro toréide?
2) Quais sdo as caracteristicas das imagens contidas em cada um dos toréides?
3) Qual é o comportamento dos toréides quando os dados tendem a um continuo, ja que
sabemos que no caso continuo tem unicidade com probabilidade um?
4) Qual seria a descricio geométrica do caso sem unicidade?
5) E possivel introduzir algum tipo de regularizagio no problema que evite a estagnagio
ou que pelo menos a dificulte?
6) Existem outras alternativas melhores para a reflexdo sugerida como método no Capitulo
67

Continuaremos trabalhando nas diregGes sugeridas pelas perguntas acima e por muitas
outras. Também nos propomos a trabalhar na aplicacdo das mesmas idéias aos outros

problemas relacionados, descritos na Introducao.
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