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Capítulo O 

O. Introdução 

Consideremos o seguinte :Üstema 

{ 
( ni), - .3-ni = f;( :c 'U 1 , ... , u,.) em Rxn, \fi= 1, ... , m 
ui= O sobre RxJn, se 80 f. 0, Vi= 1, ... ,m, 

(0.1) 

ondE' f1 c R·"" é um dominio. ÀT 2: 2. fi: n X R+ ..-.-t R+ é uma função, \h= 1, ... ,m1 m 2: L 

Sistemas dn fonna (0.1) aparecem. naturalmente, em alg1ms modelos físicos, químicos e 

biológicos {\"<~ia. por exemplo. [2],[29].[+8],[57]). Portanto, é extrl"mamenf.e importante obter 

informação sobre a existência de estados estacionários para o sisterna (0.1), isto é, existência 

de sohH)io pa.rii 

{ 
-~~i= Ji(~-- '_:1, ·": :lm) em n, ~Í-= 1, ···: m 
u,- O sobiE· 80, se Jf! i- 0, V1 -1, ... ,m 

O si:>terna acuna. é denominado de sistema elíptico semilinear. Qua.ndo m 

n~clnz ao problema semilinear (caso escalar) 

{ 
-b.u = f(x,v) em í1 
'U = Ü sobre [)f! 1 se 8{1 :/:: 0 

(0.2} 

1, (0.2) se 

(0.3) 

Durante os últimos 25 anos, muitos ma i emá.ticos têm se dedicado à. questão de existência 

de so]nçôe::.: para (0.:3). Ern gentl1 islo Ô obtido vía método monotônico (veja [5],[15],[16},[40]), 

\·oriac·iorw! (veja [1],[6],[39].['53]) ejou topológico (veja [:3],[7],[15],[16],[21]). O método mo­

not<'mico d<~pende da existência de subsoluç.ão (isto é, funçào que satisfaz (0.3} com dcsi~ 

gu<~ldade :::;) e de snpersolução (isto é, funçâD que sa.tisfaz (0.3) com desigualdade ~)- O 

método Yariacional consiste em encontrar pontos críticos de urn certo funcional I que são 

sohu;õcs. em algum sentido._ d{' (0.:3'). A aplica.bilidn.de deste método depcudc de algunm 

nmdiçâo de compacidade (como1 por exemplo, Palais-Srnale, Cerami, etc) e da geometria 

do funcionaL Um problema deste método é sua restrição a problemas semilineares 1 ou seja1 
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não se aplica quando f depende do gradiente. Finalmente, o método topológico consiste da 

obtenção de estimativas a priori para soluções de (0.3) e da aplicação da teoria do grau de 

Lera.y-Schauder. Em geral, a parte mais delicada deste método é a obtenção de estimativas 

a priori. São conhecida_s~ pelo menos. três técnicas para sua obtenção. A primeira é devida 

a Brézis e Turner[T]. e se baseia em desigualdade do tipo Hardy-Sobolev (veja [38]). Esta 

técnica foi. posteriorrneute, aplicada a sistemas por Clément-De Figueiredo-?v1itidieri[9] e De 

:\lorais Filho[:25]. A segunda técnica é devida a De Figueiredo-Lions-I\ussbaum[21}, e se 

haseía ua técnica dP "i\loving Planes" (veja [31],[42],[60]) e identidade do tipo Pohozãev. 

Seudo gf'neralizado para sistema por Clément-De Figueiredo-Mitidieri[S]. A terceira técnica 

é deviJD a Gidas e Spruck[:3l}. Esta. é denominada de blow-up, e se baseia na. redução do 

probl<~ma de obter estimativa a um problema de não-existência. 1Jma parte deste trabalho 

tratn da f'xtensào desta técnica a certas classes de sistema.s (veja [10],[62]). 

Quando O domÍnio f1 é Jimit;xc\o, na aplicaçào do método Vãriacional OU topolÓgico, 

Hoi<Hnos a importância do crescimento em t1 da função f. Suponhamos que limu-+o::, [(~~u) = 

o(.r). t:nifonnemente E'lll :r E f1, onde p >--O e a(.r) ?_ a >-- O. Quando jV ?_ 3 e pé menor 

qm' ,~:~_;.temos que a imersão H~}( O:)'----+ LP+1(D) é compacta. Keste caso, as condições de 

co.mp-a<·idade exigidas por esses métodos siio, sob certas hipóteses, atingidas. Por outro lado, 

lli'l literatura existem vários resultados de existência e não-existência de solução positiva para 

( ?? ) em domínios limitados e uào-limita.dos, quando f( :r, v) = 1lP (veja [6],[21 ],[32},[3:.11,[46]), 

em que o expoerJtE' p = ;~:!~ é di-visor pa.ra a questão de existência. Assim, o problema. (0.8) é 

deaomirwdo snhnítico, se p-< ~:!;,crítico. se p =~~;.e supercrítico, se p >- ~~!;. Quando 

D é ilimitado, devido à não-compacidade da imersão HJ(O) <-t LP+l(D), dizemos que há. 

fnltn de• compacidade para (0.:3) (w'ja [6],[44]). 

O eo;tndo áo problema (0.2) é ma,is delicado que (0.:3), poís é mais difícil a aplicação 

do método rnonorônico ou topológico devido ao acoplamento do sistema. Além disso, em 

gernL {0.2) não é um problema va.ria.cional, isto é, não existe um funcional associado a 

(0.2)< cujos pontos críticos são soluçóes, em algum sentido, deste sistema. Este método 

somf'n1e pode ser aplicndo em ntsos excepcionais, corno sistemas gradientes, isto ó, 3G : 

O x R+ --r R+ de classe C'1 tal que V,G = (f1 , ... ,fm), e Hamiltonia.nos, isto é, m = 2 

e 3H : n X R~ --+ R+ de classe C 1 tal que (Ru2' I-ful) = (!1' !2). o estudo de sjstemas 

gra(lientE's ( Yf'ja [1:2]. [1 :3] ,[26] )~ via método variacional, é, em geral, menos difícil que sistemas 

Hamiltonianos (H•ja [14],[1.8].[:22],[:35],[:36]). Isto é devido ao fato da part.e quadrática do 
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funóonal associado a, um sistema gradiente ser uma. norma., implicando numa geometria 

mnis simples. 

Embora o tratamento de sistemas seja mais complexo que de equações, durante os ültimos 

lO <mos. n:mitos trabalhos relacionados a (0.2) têm sido publicados (veja, por exemplo, (9]­

[1:1].[20].[22],[20]-[27].[:37]). Destes, grande parte tem se concentrado na questã.o de existência 

de sollH)io po.:;itiva para o sistema 

(0.4) 

onde D C Rs é urn domínio, N 2: 2, ü·, ;9 >-O. 

l\Iuitos resultados interessantes sobre o problema (0.4) foram obtidos ao longo destes 

<mos. Isto se deve, fundamentalmente, ao fato deste sistema ter estrutura variacional Im­

plicando~ em particular, que suas possíveis soluções satisfaçam certas identidades integrais 

(n·~jil ['16],[,~1].[61]) que são muito Út<?is no estudo ern questão. Os trabalhos desenvolvidos, 

no decorrer destes anos. foram: [8], [11], [18], [19], [28], [35], [36], [±6], [47j, [49], [.54]-[56], [59] 

e [61]. Em 1992, Clhnent-De Figueiredo-l'vi1tidierí[8J e Peletier-\·an der Vorst[49J introduzi­

ram. independf'Jltemente, o conceito de critica.lidade para (0.4), dado pela hipérbole crítica 

:.~ 1 + .1! 1 
= ,\~::"/. Além disso, outros conceitos, tais como superlinearidade e sublinearidade 

para (OAL são conhE'ciclos. O sistema (OA) é dito superlinear, se o.,B >- 1, e sublinear, se 

n/-J ~ 1 (Y<'ja. por exemplo. [17],[28]). Os trabalhos anteriores e posieriores a estes têm con­

tribuído para firrnar estes conceitos como "apTopria.dos" para. o sistema (0.4). O significado 

preciso da palavra '·aproprlados", é que todos os resultados de existência e não-existência. 

relacionados a estes conceitos coincidem com os do caso escalar. ~o capítulo 8) descrevemos 

<: C'Yolucào e o conteúdo destes trahBlhos. 
' 

Esti'l disserta~_;ão foi desenvolvida a partir da. seguinte indag<:'lçií.o: 

"SnJ que existe n1gum conceito de critic.ali(htdel superlineal'idade e suhlinea.ridade para 

sistemas elípticos semilincares "gerais·' 7" 

Esta é uma qucsUio importantíssima pois, uma. resposta a.finnativa sugeriria a existência 

de uma teoria unificadora. -:\o capítulo 1, damos o significado da pnlavra "gera-is" e pro­

curamos responder afirmntinunente à questã.o coloca-da.. Os conceitos que definiremos, são 
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fortalecidos pelos trabalhos relacionados a (0.4) e os artigos [46], [52] e [58]. Esta<; noções 

aparecerão, naturalmente, na demonstração de urn resultado do típo Liouvllle, o teorema 

L2.1. que generaliza o teorema 1.0.1 devido a Souto[59]. 

Este trabalho está organizado em 3 capítulos. O primeiro está dividido em quatro seções. 

:'\a primeira. enunciamos alguns fatos conhecidos que são utilizados ao longo do otpítulo. Na 

~egunda se<;âo, mostramos alguns resultados do tipo Liouvi1le e introduzimos os conceitos 

de criticalídnde, superlinearidade e suhlinearidade para. sistemas elípticos semilineares. Na, 

re1·eeira seção, nos baseamos nos resultados de não-existência. da seção anterior e utilizamos 

a técnica de hlow-up para obter estimativas a priori para alguns sistemas elípticos serniline­

<HP:'i com canít.er superlinertr e suhcrít.ico. Enfim, na quarta seção, utilizamos as estimativas 

obtidas e teorin do gnnt em cones para obter existência de soluções para algumas cla..'ises de 

sistemas da forma (0.2). O segundo capítulo está dividido em três seções . .L\ a primeira, enun­

ciiunos alguns fatos básicos sobre imersões de espaços de Sobolev fracionários e introduzimos 

mu conceito de solução fraca para sistemas que é útil no decorrer do capítulo. Na seg1tnda 

sel:ào, obtemos algumas estimativas pant sistemas elípticos sernilineares com caráter sublí­

near. :'\a tf"rceira s<,çào. ut.ilizmuos estas estimativas, teoria do grau e iteração mono tônica 

para obter resultado>; de existência para algumas classes de sistemas elípticos semílíneares. 

:\o c<~pÍt ulo :3. nos baseamos 11os dois capítulos anteriores e nos artigos rf'lacíonados il (0.4.), 

e conjt>durnmos alguns resultado.s. Alguns destes são. parcialmente, respondidos nos dois 

primeíros capítulos. O capítulo:} está dividido em duas seções. A primeira é dedicada à 

problt=>mas em R:\' (ou R~~·) e a :o;egunda, à problemas em domínios limitados. 

Os dois prinwiros capítulos çon.U~rn vários exemplos que refletem a írnportància e a 

aplicabilidade dos principais resultados deste trabalho. 

O final destas notas contém um apêndice com alguns re:mltados clássicos sobre a teoria 

das equaçôes elípticas lineares de segunda ordem que são utilizados ao longo da mesma, 

fazendo com que o texto esteja auto contido. 

Esperamos que, <1 forma com que est.o tese foi escrita e mga.nizada, .implique em uma 

.agradá\-c] leitura. 
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Capítulo 1 

O Conceito de Criticalidade para 

Sistemas Elípticos 

O. Introdução 

Durante a últim0 década, problemas de existência e não-existência de soluções desiste­

n.t<;s <'lípticos semi!inetlres, têm sido fonte de ativa pesquisa. Em particula,r, tem sido objeto 

de mnito interesse) a investiga,(;âo de soluções pam o seguinte sistema 

{ 

-!!.u=f(v) 
em n 

--6!' = g (u) 
u = O = v sobre 'DD., se 3D. i- Ç!, 

onde n é um domínio d(' R-'\ ;V ? 2. 

(0.1) 

Exiskm, basicRmente, duas razões que explicam o grande interesse no estudo de siste­

mas da formn (0.1 ). A primeira~~ de ordem física: estes sistemns aparecem, natl.tralmente, 

,·on10 eo-;tados ~--s1acionários de alguns modelos de reação-difusão. A segunda é de ordem 

matemática.: estes sisü:rnns têm estn1tura. variacional, isto é, existe um funcional as~ociado 

a ((U), cujos ponto~' críti<.0s sâo soluções hacas, em algum sentido, de (0.1). Em pat"ticu­

lar. B1.Ias soluçÕPs satisfazem algurnas interessantes identidades integrais (veja. [-±6],[.SlL[Ol]l: 

como identid;u.lc do tipo Pohõu.cv (veja. [4.6]). 

Em 199:2, Clément-Dc Figuciredo-.:\1itidierí[8] e Peletier-Van der Vorst[49] iniroduziram, 

independeutemt~nte, o conceito de criticalidade paTa o sistema (O.l), Cltrasés da. hipérbole 

crítica. I\os S(Cous argumentos, certas identidades integrais desempenharam papel funda­

lllf'ntaL corno. por exemplo, identidades do tipo PohôzatT. Posterionnente, De Figueiredo­

Ft'lmer[18] der<tm um lra1·anwnto va.riacional ao sisterna (0.1) com conceito de criticalidade 



apropriado. De a.cordo com estes trabalhos, e outros, tais como [35], [46], [49], [54], [56L [61] 

é natural colocarmos a seguinte questão: 

'-O conceito d<: critic:alidade para o sistema (0.1) está. rel<tcionado com o fato deste sis­

tema ter !O'strut.ura Yariaciona.E" 

Acreditando na negação desta questã.o, definiremos uma classe de sistemas que nos pos­

sibilitará. introduzir um conceito geral de criticalidade. No entanto, estes sistemas não são 

,-Jriacionais. e tão pouco, possuem identidades do tipo Pohõzaev. Portanto, é natural refb 

tirmos sobre a seguinte indagação: 

'·As ídentid<1.des integrais utilizadas no estudo do sístema (0.1) são realmente fundamen­
- ?'' uns. 

A rno1 ivação para definição do conceito geral de criticalidade aparecerá, de maneira natu­

ral, no. dernon:>traç.ii.o do teorema 1.2.1. Esle teorema genera.liza o seguinte resultado devido 

a Souto [59): 

Teorema 1.0.1: Sejam v, v E C 2(R1\-) funções não--negntivas satisfazendo 

onde N ;:::-_ 2, p, q >- O. 

{ 
~u + vP :::; O 
~t· +vez S O, 

em R.N 

Suponha que :~:~i < p!l + 
1
.!1- < 1, se ]\.' > 3, ou pq > 1, se f{ ~ 2. Então, 

u = O = 1' en; R·Y. 

Como em [?i9J. a demonstrnção do teorema 1.2.1 será baseada em um resultado do tipo 

Liou\·ilk devido a Gidas (n~ja o lema J.1.1 da seçào l). 

Este capítulo eslá. dividido ern 4 !>eções. 'i\ a primeir<t, enunct;:u·emos alguns resultados 

hem conh-xidos que serão Úteis ao longo deste trH.balho. Na segunda seçâ.o, definiremos uma 

classe de sistemas pa.ra a qual introduziremos um conceito ele criticalidade. Em seguida, 

demmJstra.remos alguns resultados do tipo Li01witle. Baseado na. técnica de demonstração 

dest.c;;, ddinircmos os conceitos de criticalidade, superlinearidade e sublinearidade para a 
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classe em questão. Na terceira seção, utilizaremos a técnica de blow-up para obter estimativas 

a priori para soluções nào-negativas de alguns sistemas elípticos semilineares com caráter 

superlinear e suhcrítico. Enfim, na quarta seção, utilizaremos a teoria do grau para obter 

alguns resultados de existênc-ia. 

1. Preliminares 

?\e!lta seção, enuuciaremos alguns fatos conhecidos que serão utilizados no decorrer 

destE' capítulo. Comeccrnos com alguns resultados do tipo LiouYille para equaçÕ(~s deYido a 

Gidas[:~O] e Birinde1li-l'v1itidieri[4]: 

J..,ema 1.1.1: Seja u E C 2 (RN) urna supersolução não-negati\o de .6.u + vP =O em Ri\'. 

com 1 .::; p S 1 :j~i, se N 2: 3, e p 2 11 se N = 2. Então, H = O em RN. 

Lema 1.1.2: Stja u E C 1 (R~) n C({:r: ·:r 1 ~,,? O}) uma supersolução não-negntiva de 

...J..u + vP =O em R~·. com 1 < p::; ~~;~~. Então, u:;:;;: O em R~. 

OBS 1.1.1: :\a. realidade, Gidas enunciou o lema 1.1.1 para solução e p > 1, embora, com 

a mesm<' demonstr<1çfio. o resultado seja válido para supersolução. O caso p = 1 pode ser 

t>nrontrado em [59]. Além disso, em [4], Birindelli e l\Jitidieri mostraram que o expoente 

p = ~~{ do lema 1.1.2 é o mdhor. • 

Pnra soluções, temos os seguintes resulta.dos devido a Gidas e Spruck ([32],[;33]): 

Lema 1.1.3: Seja 1.1 E C 2 (RN) mna soluç.ã.o não-negativa de !'.lv. + vP = O em Ri\', com 

1 -< p -< éi, .se X ~ 3, e Jl >- 1, se !Y = 2. Então, u = O em R"'-. 

Lema 1.1.4: Seja u E C 2 (R~')nC( {:r: :rs ?_O}) uma soluçã.o não-negati\·a de bu+uP =O 

em Rr u =O sobre :~:"' 1 =O. com 1 -< p-< ~'se JV ?_ 3, r p >-· 1, se i'·/= 2. Então, u:;:;;: O 

em R-;:. 
~ 

OBS L 1. 2: Atra;-és d<l tf:cuica de "?vioving Planes", como utilizada em [19], podemos 

demollstr<lr que o lema 1.1.:3 é válido para O-< p-< ~~;!}- Alérn disso, com a mesma demons­

traçiio dada em [:32], é fá.cil n;r que o lema, Ll.4 ocorre para- O-< p :S ~:~i·• 
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Sejam f E Uo(O) e L::::: L:~i=l Akj(x)Dki + I:f=1 bk(x)Dk um operador uniformemente 

elíptico, isto é, existem A,),>-- O tais que À I Ç )2,:S I:~'J=l AkJ(x)Ç";.Çj ::; A l Ç \2, Vx E D, 

VÇ E R~. 

O próximo lema trata da existência de uma. função barreira. 

Lema 1.1.5: Supon1L3 qtw n c RN é urn domínio de classe C2 , satisfazendo a condiçào 

da esfe-ra exterior em To E an1 1sto é, existe uma bola B = BR(x) (ou semi-espa~;o) tal que 

:r0 E O n B =DO n B. Seja u E C2 (!1) satisfazendo Lu =f em ft Então, existe uma fcmçà.o 

barreira w tal que 

w =O sobre DB, 

{ 

u(.l") S w(:r) + sup u(y) 
yEôfl 

I v~'(.r) ls c 
, 'h- E {y E íl :dist(y,8B) S a), 

OllCle o e r dependem apenas de R, N,A, À.))1r )I Lo;'' 11 f liL«· 

Dem: Veja [:14.], páginas ;3:35 e 3:36.6 

Sejam n C R"' mn domínio limitado de classe C 2
, N 2_ 2, L::::: I:~:J""' 1 Dk(Ak.J{.r)Dj) 

um operador uniformemente elíptico e A(x) = (a;1(x)) um<:l m x tn matriz simétrica e nà.o­

llf",g"<ltiYa, V:r E n. ond<· A;.:~ E C1(fi). O;[ E L00 (D), Vk,j = 1, ... , N, Ví, l = 1, ... ,m. 

( 'onsiderernos o seguinte sistem<L 

{ 
-!:11; = I:í::,1 a;1(x)u1 + J;(:r) em n, 
'li;= o sobre an' \h= l, ... ,m 

Vi=l, ... ,m 
(11) 

Antes de enunciarmos um re;mltado sobre príncipio de máximo para o sistema (1.1). 

fíxemos algumas rwtações. Sejam ...\ 1 >-O o primeiro autovalor de(-!, Hci(D)) e y 1 uma au­

tofunçil.o po>;itiva associada a ,\1 . Pelos lemas A.3 e A.7, o operador (-L): JJJ(D)nJ:J2(n) -;­

U{fl) possni inverso contínuo e positivo. Denotemos S = (--L.)- 1
, 11 ::=:. (u 1 , ... ,um.), 

F = (f1 , .... f,.) e p(.) a função raio espectTal. Dizemos que u ~O, se 'U-; ~ O, Vi= 1, ... , m. 

Considere {L 2( n))"' mnnido do produto interno ( u, v) = Li:!,1 ( u,, vi)p. 

Lema 1.1.6: Suponha quesupxEfl p(A(:r))-< .A 1 . Então, (Ll) satisfaz o príncipio de-máximo: 

Dedo F E (L'(Sl))"' tnl que F':> O em qtp(ll) e 11 E (Hd(íl))mn(H'(íl))"' satisfazendo (l.l), 
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temos u 2:: O em qtp(O). 

Dem: Seja T = diag(S, ... ,8) o A: (L2 (Q))m-+ (P(D))m. Inicialmente, mostraremos que 

li T 11-<!. De fato, li T IISII diag(S, ... ,S) 11. 11 A li. Afirmamos que 11 diag(S, ... ,S) 11= }, 
e que li A IIS sur,eo p(A(x)). Para ver isto, observemos que 11 diag(S, ... , S)u 11'= 2::::',1 

11 Sa; lll.•S i; I:i~r 11 u; lllr= fr 11 u 11),,, Yu E (L2 (0))m e diag(S, .. ,S)('Pr.···r'Pd = 
.~ 1 CY'1 ..... Y1 ). Por outro lado1 como A( :r) é simétrica, temos ( Au, u) = J0 ( A( x )u, u )Rmd:r :::; 

J~r p( A(cr) )(u, u )Rm der S sur,ee p( A(,.)) li u 11 2 Yu E ( L 2(0) )m. Port mllo, como A : (L 2( O) )rn 

--:. (L 2(f1))m é um operador linear, contínuo e simétrico, temos que 11 A IIS supxEO p(A(.r)). 

Logo. 11 T IIS {, sup,E0 p(A(J·))-< l. Agora, sejam F E (L2(0))m tal que F?: O eu E 

(HJ(D))"' n (li2(D))m satisfazendo (Ll). Observe que podemos escrever (1.1) corno 

u =Tu+ diag(S, ... , S)F (1.2) 

Como T é positivo e li T 11< 1, então I~ T é inYertível e (I- T)-1 é positivo. Portanto, 

a= I 1- T)"1 o diog(S. .... S)F?: o.• 

OBS 1.1.3: Quando !l(::r) =A, r~ é apena.s não~ negativa, a condição p(A)-< À1 é necessáritt­

c suficiente par<1 que o sistema (1.1) sntisfa.ça o princípio de máximo (veja o teorema 2.1 em 

[:?:3] e o teorema 2.6 {;m [-±ô}).o 

.:\gora. considere o seguinte resultado clássico da teoria do grau em cones: 

Lema 1.1.7: SE'ja. C mn cone em um espaço de Banach X e T: C-+ C uma aplicaçÃo 

compacta com T(O) =O. Assuma. que C'Xistam t 0 >-O, O-< r--< R tais que 

(i) u ftTu. Vu E C tal que 11 v llx= r, Yt E íO, 1], 

(i i) Existe urna aplicaçii.o compacta. li : C x R+ -+ C satisfazendo 

(iiJ) H(v,O) = Tv, y, E C com 11 u llxS R, 

(ii.2) H(u, t) f u. y, E C com 11 o llxS R, Yt 2: lo, 

(ii.:l) H(u,t) i u. V" E C com 11 v llx= R, Vt 2 O. 

Então. T possui, pelo menos, um ponto fixo v E C tal que r --<lltt l)x--< R. 

Denl: Veja [1.5] ou [41].8 

Lema 1.1.8 Seja B urnil m x m matriz não-negativa. Sejarn À E (O,+oo) e :r E R+' tais 

qtw ,\:r- B:r E R~. Entfto, p(B)-< .À. 
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Dem: Pelo teorema de Perrou-Frobenius, p(B) é um autovalor de B com um autovetor 

:r o E R~'. Para cada. t >- O, temos 

.\(x- tx·o)- B(.x- ix0 ) = Àx- Ex+ t(p(B)- .\).x0 • (1.3) 

Agora~ suponhamos, por a.bsurdo, que À :::; p(B). Para t >- O suficientemente pequeno, 

temos que Y ~ iTo E R~)' e para t >--O suficientemente grande. temos que .r~ t.r0 ~R:'. 

Assim. seja f o >- O ta.l que :r- t0.To E 8Rf.'. Obviamente, :r f t0 J..: 0 , poís caso contrário, 

.\.t'- B.r =lo(.\- p(B)).x0 ~R 'f', absurdo. Logo, x- 10cr0 E éiR+\{0). Por outro lado, (l.:J) 

implica que À(.r -l0 :r·0 ) E R~. Portanto, x- t 0x 0 E R~, absurdo.• 

2. Resultados de Não-Existência e o Conceito de 
Criticalidade para Sistemas Elípticos 

Consid("remos o seguinte sistema elíptico semilinear 

{
~Lu;= .f;(ut:r,) em O, Vi= L ... ,m 
u, =O sobre an, Vi= L ... ,m .se &n f:. 0, (2.1) 

onde n f: um domínio deRA". iY? 2, .f; :R+ .......,. R+ é uma função contínua, Ví = 1, ... , m, 

a: {1. ... ,-m}--+ {l, ... ,m.} é umafnnçâo. 

l;rn dos principnis objeti,·os desta. st'ção é introduzir um conceito de critic;c\lidade par<:~ 

sistt'Jn<ts da forma. (:2.1). Para isto. definlrernos a seguinte classe de sistemas: 

Definição 1.2.1: Diremos que o sistema. (2.1) é m-a.coplado, se cr: {l, ... ,m}--+ {l, ... ,m} 

f: nwa hijeçiio tnl que cr~ # L V h· = 1, .... m - 1. 

A introdução do nmceíto de criticalidade será motivada pela demonstração dt.' resultados 

de ni1o-exislência para os seguintes sistemas 

{ -àu; v"' em JRN Vi= 1, ... , rn 
"' . ' 

'U; > o em Jf1N Vi= 1, ... ,-rn, 
' 

(2.2) 

{ -61.Ii u"•' ern IR'v Vi= 1, ... , ·m 
"' +• 

v, > o em JRN Vi = 1, ... , m, +' 
(2.:3) 
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ond<:> !v' 2: 2. O: i > Ü1 \li = 1, ... , m, e t:J : { 1, ... , m} --t { 1, ... , m} é uma função. 

Antes de ennnciannos estes resultados, daremos a seguinte definição: 

Definição 1.2.2: Diremos que {u1 , ... ,um) E (C2 (Jl?."'.))"' é uma supersotução de (2.2), se 
\' u; 2: O em. D?· , e IR" V. 1 D' ( ) e1n · 1 1 = , ... , m. ln?mos que u1, ... , um E 

(C' 2 (1R~))'' n (C({.r : .rN 2' O)))m é uma supersolução de (2.:3), se u; 2: O em IR~· e 
-- ,,,. > .,,,, ''R" v· 1 -", __ rr, Pfll JJ +· i= , ... ,m. 

TI~l O;-· I 
Teorema 1.2.1: Suponhamos que (2.2) é m-acoplado e O ::;; < 

L,"~J (LJn~ll GT:J 1 
Do-!})+"' 

m c~ 2). se s 2: 3, ou n;~l O:j 2: 1' se j\/ = 2. Seja ( lh: ... , llm) E ( C2 (R;Y) )"' un~a super­

solução de (:2.2). Entáo, Ui;;;;;: O em RN, Vi= 1, ... ,tTL 

rrm.,[ o!- 1 
Teorema 1.2.2: Suponhamos que (2.:3) é m-acoplado e O < oz::=;:-,I"I:oá::'";"'IJ,TI;:~ 1 ;c 0 -,~,,~)+-m < 

' 
;d,2 _ 11 . Seja (u 1, ... ,u"') E (C'(R~))"' n (C'({.r: "N 2' O}))" uma supersolução de (2.:3). 

!- - o R.,~ v· 1 :,utao.u;:::::: nn +' t=, .... nL 

Passemos à dcmonstrar;iio do teorema 1.2.1; 

Dem: Suponhamos, por absurdo, que u1 tO em IR"-', para algliD1 l E {1, .. , m }. Então, pelo 

lema A.2. 'llrr-1 >-O em R·'-'. Como o sistema (2.2) é m.-a.coplado, apliu1.11do o lema A.2, 
' 

sucessiv<:llnentc>;, temos u; >-O e-m R'"·. Vi= l. ... ,m. Assim, definindo v= IT]~ 1 vj, obtemos 

(2.4) 

Corno (v 1 , ... , u,) é uma supersoluçào de (2.2), e ui>- O em R·''', Vi L ... , m, por (2.4), 

Para estimar o primeiro somatório do lado direito de (2.:3), obserw;mos que, em geral, temos 

(2.6) 
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V m t' L 2-('ilu,, 'ilu;)ax S (m- 1) L -i; I 'ilu, I'. 
i-<} 11;11 j i=ol ll; 

(2.7) 

Combinando (2.6) e (2.7), obtemos 

·v m-ll'i7vl 2 

L 2-( 'i7 v,, 'i7 uJlas S "'--=-'--'--~ 
HJ UiUJ m t' 

(2.8) 

Agora, parn. estimar o segu1Jdo somatório do lado ditei to de (2.5), mostraremos que existem 

~i 2 1. 8; >--O, 'h= l, .,.,rn~ tais que 

m t' ~ 
·c'l' = ll(--)<>;+lu·~• 

i""l U;V,-, o-, 
(2.9) 

m S L . =t. 
i=let;+J 

(2.10) 

Ignalando os expoentes correspondentes em (2.9), vemos que é snficiente most-rar que existem 

-, ;::: L s; >-O. \fi= 1, ... , rn, satisfazendo (2 10) e 

"' -'j S; + L, ' 
-""· n 2- o 1 

Agm-a. mwlisarernos dois C<lSos: 

1!1 Caso: I1;': 1 ü; >-- 1. 

Jr!.!J, 

CombíJJando (:L10) e (2.11), obtemos 

= í'. Vi = l, ... , m,. 

Vt = l, ... ,m. 

C1ilizrmdn (2.12) e ca.lcnlando .so-2 e .s":' em termos de s;, temos 
• • 

o;o-,-,n,-;(n('": + 1) 
$,-,-1 = .St- h --l)(o:,-,0,-2 + 00"2 + l)(ü,-3 + 1), 

' Oi+ 1 ' ' ' 
Vi=l, .... _m. 

Assim. procedendo indutivamente, concluímos que 

crrk-l o J )(o- k + 1) k-1 k-1 
sm• = _é~v_",c__ m, s;- (1 -l)(L(ll Ou<)+ !)(a"'+ 1), 

' et; + 1 .i==l l==i ' ' 

'"h:= l, .... m. 
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Como cr à uma. bijeção, temos 

(2.14) 

Portanto, como cr\ f. i, Vl =L ... ,m -1, por (2.13) e (2.14), temos 

m m-1 m-1 

-'• = (l} Oj)s,- (1- lJCL( TI <> 0 :) + I)(ai + l), Vi= 1, ... ,m. 
j=l r='l I=J 

(2.15) 

Por ontro Lodo, u1il-ízando (2.JO) e (2-.11), obtemos 

uq = 
m m m 

" . "' •'J _"' ( . '!)"' Si ,L...(s; + ~ --,-)-L., S.;+ m- _ L., 
i:=l jfi,,-, Oj T J io:::l i::ol IY.i + l 

(2.16) 

n: 

I.;s;+(m-2). 
i o= l 

Agori'!. combinando (2.LS) e (2.1G), obtemos 

= 2. (2.17) 

ObserYemo;; a seguinte rel<'lÇão 

"' m-1 m-1 m 

I;[(o, + 1)(L(ll o,•) + 1)] +m -m TI oi= 
i:;ol j=l /o=j ' j=1 

(2.18) 

m m-1 rn-1 

2(D L Cll ac.J) + m) · 
i=l j=l /o=J ' 

:\ssim. por (2.11) e (2.18). conduúnos que 

(2.19) 

Como e;tamos supondo que n~l Dj >- 1, temos1 por (2.19), que '"f>- 1, e, por (2.15), que 

,~,>-O. \h= 1, .... m. 

20. Caso: nz;,1 o; = 1. 
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Para cada -i E {L ... : m.} e n E N, seja ai >- et; tal que o: i ......Jo o.;, Vi = 1, ... , m. Observando 

que f1;·~ 1 o} >- 1, pelo primeiro caso, existem In 2::_ 1 e si >- O, i = 1, ... , m, satisfazendo 

sistema 

(2.20) 

Al?m disso. (('mos 

Vi = 1, ... , 1n, ( 2.21 I 

);> (2.22) 

Comhinaudo (2.21) e (2.2:2'), oh temos 

"m-1(rrm-1 n) ~ 1 
L...j=ol {o=j Ü I < 

s" = IJ, (o"...!.. 1) \fi=] .. m 
'I "~n ('\"'!' 1([1m _1 O' ti)) , FI .. ' 1 

' ' ., • • 
L..rcool L..-J=l I=; a-J T • 

(2.2:l) 

']' l ]' ., (•) '"'I (:1.'1'.3) ('' ·)Q) l • ornan( o o lllll .c t~n1 ~--- 1 _ _ e --~ 1 cone m1nos que 

1· = l e 

(2.24) 

si-ltisfClzem (:2'.10) e (2.11). Além disso, por (2.24), 8i >-- 0: \fi= 1, ... ,m. 

Enfim. mostramos que existem í 2': 1, s; >-- O, \fi = 1, ... , rn, ::;atisfa.zendo (2.10) e (2.11 ). 

Agora, utilizando (2.9), (2.10) e a desigualdade de Yonng, obtemos 

L:m s; ( v ) o +1 < ---u, 
- + 1 "• ·í=l Oi ll;lt17 , 

(2.25) 

n . ,... s; v o· 
L... -u,y'. 
í=J o,-+ 1 u; ' 

Combinando (2.3), (2.8) e (2.25), concluímos que 

< I:;2-"-.('Vv;, 'Vvj)RN- t (1- s; ) "-v~; 
Í....(; tl;l!j i::::l Q; + _1 U; 

(2.26) 
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Utilizando a mudança de variável v= wm em (2.26), obtemos 

1 
~w + -wm>'-m+t :5_ O. 

m 

Agora. aplicando o lema 1.1.1, concluímos a demonstração. • 

(2.27) 

A demonstra~;iio do teon'•ma 1.2.2 é a.náloga à. aCima. Apenas, ao lm··és do lema 1.1.1, 

devf:'mos utiliznr o lema 1.1.2. 

OBS 1.2.1: Quando m = 2, o teorema 1.2.1 coindde com o teorema L0.1 devido a Souto.• 

Agora, nos hasearemos na reduçâ.o ao caso escalar, expressa por (:2.2í), e nas noções 

dt' criticalidade, superlinearidade e sublinearidMle para equações, e introduziremos estes 

conceitos para flistemas da forma (:2.1). Para isto, basta comparar o expoente m"'/- m + 1 
\'+., I 

com :Y-::Í e . 

Suponhamos que o sistema (2.1) é rn-a.coplado, e que existem o;,fli >-O, Vi 

. J;(v) 
hm -- = p,·, Vi= 1, ... ,rn. 

u-+X' u"; 

Definição 1.2.3: rr'" 1 
D. . ("' 1) . ' . \" > 3 ,. 'o, -1remos que o s1stema ~· (~ cnt.Jco, se J · _ e "'m ("'m 1(IT"' i 

0 
I+~ 

L.,,,.j L;oel b) ,.;} 

Definição 1.2.4: Diremos que o sistema (2J) é subcrítico: se 

-·'7,~ ~,)-quando X :2:3. e o·,>- O, \li= 1, ... ,m, quando 1V = 2. 
"'\· ~~ -

Diremos que o sistema (2.1) é supercrít.ico, se N > 3 e 

Definição 1.2.7: Diremos que o sistema (2.1) é superlinear, se Tij~ 1 O'j >-· 1. 
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Definição 1.2.8: Diremos que o sistema (2.1) é sublinear, se Tij=1 O:j::; 1. 

As três observaç,ões abaixo fortalecem os conceitos introduzidos acima. 

OBS 1.2.2: Quando m = 2, o conceito de criticalidade representado pelas definições 1.2.3, 

l. 2.-1 e l.:Uí. se igual<'~ à noção de criticai idade introduzida, independentemente, por Clement­

De Figtwiredo- l'vfitidieri e Peletier-Van der VorsL Em particular, 1{~ coincide com a hipérbole 

rritica.o 

OBS 1.2.3: Consideremos o seguinte problema 

{ 
( -~)'m.u = .\u + vluls-l em B 

Dku = O sobre âB, V k = O, ... , m- L 
(2.28) 

onde B C RN é a bola unitária, N 2: 2. 

Em 1990, Fucei e Serrin[.52] introduziram o conceito de criticalidade para a eqnaf~ào 

poliharmônich (2.28) com condições de: fronteira de Dirichlet. ?\a verdade, eles generaliza­

ram o 1rabalho ele Brézis e Xirenberg[6], sobre soluções positivas de equações semil.ineares 

involn'n<.1o o:po{'nt.e crítico. Supondo qne N > 2m, o problema (2.28) é crítico, quando 

5 = ;~:=:;_~, 1 • Posteriormente, J\fitidieri[46] obteve o mesmo conceito de criticalidade para 

t'rtuaçôes polihannônicas com condlçõe<> de fronteira de N a;.·ier. :\I ais precisamente, foi con­

sirkuv]o o problema de não-existência de solnçào posítiya (veja [58], para o problema. dt~ 

exi:-;1t'nc1cl) pan1 o seguinte problema 

{ 
( -c:'.)"'u = ulul·'-1 em n 
(.:~fu =O sobre 8D, Vk =O .... , rn -1, 

(2.29) 

ond(' n C R 1
" é um dominio limitado, suave e estrelado, N > 2m e s 2: ~;~:. 

A seguir, mostraremos que, quando escrevemos {2.29), equivalentemente, a um sistema 

da forma (2.l), os dois conceitos de criticalidade, coincl<krn. 

Definindo v;= (-·6.)i-'ltí,Vi = 1, .... m, podemos escrever (2.29) 1 equivalentemente, 

como 

(2.;JO) 
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Sejam fi= id,Vi = l, ... ,m -!, fm(u) = ulul'-1 e cr: {!, ... ,m}-> {!, ... ,m} 

deftnida por a; = -i+ ll Vi = 1, ... , m- 1, am = L Com esta notaç.ão, (2.30) de reduz a 

(2.1). Pela definiçáo de cr, temos que (2 .. '30) é m-acoplado. Além disso, temos lim f,(u) = 
u-++oo " 

1. \fi = l, ... , m - 1, e lim+ 1":_S•) = 1. Conseqi.iêntemente, a; = 1, Vi = 1, ... , m - 1, 
u- oo 

<" n, = s. Para obtermos as definlç_ões L2 .. 3, 1.2.4 e 1.2.5 em termos de s, necessítamos 

escrever Li~ 1 (2:=]~
1
(TI/:~it n";)) em função de s. Para isto, observemos que 

m-1 m-1 

L(Iln,:)=(m-i)B+(i-1), Vi=l, ... ,m. 
}=1 l=J ' 

(2.31) 

Logo. por (2.:H), temos 

(2.32) 

Portanto. substitt1indo (2.:32) nas definições L2.3, 1.2.4 e 1.2.5, concluímos que o sistema 

(:2.:30) é crítico, se (N ~2m )B = i\'+ 2m, subcrítico, se (J'V- 2m)s -< N +2m e supercrítico, 

se (X- 2rn)8 >- N +2m. Observe que, se 2m2:: N, o sistema (2.29) é sempre snbcrítico. 

Além disso, se 2m -< N, coucluímos que este conceito coincide com o introduzido em [52].• 

OBS 1.2.4: Considerernos o seguinte sistema m-a.coplado 

(2.:B) 

ond<' .:Y 2:3. o"n =o>- O e o: lk+J = /3 >-O, V/.:= 1, ... 1 m. ' ,, 
Rf'Cf'IÜemente: Senin e Zou [56] mostraram que, se 0 ~ 1 + 8 ~ 1 :::; '':;/ então o sistema 

{ 

-6u =v" . 
·" em R'' 

-LJ.v = u"' 

' v,v >-O í:m R' 

(2.34) 

possui solução radial em (C1 (R1Y)f. Portanto, se 4 :
1 
+ r,:1 ::=; 1 ~;/, (2.3:3) possui solução 

rrtdial ("nl (C 2(R"')r"'. De falo, seja ('u,t:) E (G'2 (RN)) 2 solução radial de (2.34). Definindo 

ua-2k = u e 11 2q1 = t'. obtemos uma solução radi.:tl para (2.33). Por outro lado, esperamos 
l (T l 

que, S(' o ponto (o 1, ... ,o2,.,) com o""ik =a e a,.,~k+J =(i, Vk = l, ... ,m, estiver sobre ou 

acimn do (2m-· 1 )-hip('rhólde crítíco, entào (2.33) possua solução radia.l em (C2(RN)) 2m. 
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De fato, isto ocorre. Para ver isto, basta mostrar que est.a. última condição é equivalente a 

(a' m estar sobre ou ac:ima da hipérbole crítica. 

A seguir, mostraremos que 

2m ?rn-1 2m-l m-1 

D L ( IT "o')) + 2m = m( n + P + 2) L ( o;l)'-
i=l k=l j=k ' k=D 

(2.35) 

ObserYemos as seguinte;:~ relações 

2m 2m-1 z,r,-1 Zm 2m-l 2m-1 

D L I II ""' l l = D L I II ""i" l J = 
;=1 k=l j=k ' -i'=l k=d j=k 

Zm m Zm-1 2m m-1 2m-1 

DD II n,,.,JJ+DLI II 'V"ll= 
f=l ~·=J J=2k-l 

1 
t=l k=1 j=Zk 

1 

m m Zm-1 m m 2m-l 

DD II ""'H+,)l + DD II o,;'" li 
f=l l:o=J )=Zk-1 

1 
1""1 k=cl j=Zk-1 " 

Zm m-l Zm.-1 

+ D D II ",;+, JJ 
bol k=l ]='Zk 

(2.:JG) 

Agora. é fúcil Yf:rifrcar que 

rn m 2m-1 m-1. 

ü· H-1+1 )) =mo ~(o3)k, u, ~ 

f""l k=l j=2l:-l b:oO 
DD II (2.3T) 

m rn 2m-I m-1 

LI L( IT "ci'+,)) = m:) L(<>B)'-
f=l h::ol j=Zk-1 k=O 

(2.:18) 

2m m-1 2m-1 1'1-1 

L( L( IT o,:+,))= 2m L(afl)'-
f=l k=l j=2k k=l 

(2.:39) 

Substituindo (:?.:37). (2.:38) e {2.;{9) em (2.:36), obtemos (2.3F)). 

Sejn (o 1 .... ,o 2,) E R~" um ponto sobre ou acima do (2m-l)-hlperbolóide crítico. lsto 

pode ser traduzido matematicamente por 

[12m ] 
i-· I Oi~' 

'''"'("2m l(f!'m 1 . )) +? L...,=:l L•bol r=l.: Cl'o-; ~In 

' 

4 
>~~-

2m(A- 2) · 
(2AO) 

Suponhamos que n,.,n = n e o,.,~"+J = (3, Vk = 1, ... , m. Então, por (2.~)5) e (2.40), temo:o 
' ' 

-~(c._B)"' -! > . .::.4 __ 

m(a + (l + 2) l::Z~ 0
1 (a;J)' - 2m.(N- 2) · 
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Assim, por (2.41), obtemos 

Implicando que 

n,3- 1 2 
u+B+2 2: N -2' 

1 1 
~~+--, < 
a+! ;3+1-

N-2 

Consideremos o seguinte problemél 

,O 

{ 
( -.6..)mv > 11° em RN 
(-iJ.)ku >-O ern RN, Vk =O, ... ,m -1, 

onde ~Y 2: 2, o >- O. 

Basf'ado na <.1bsenaçào 1.2.:3 acima. temos o seguinte corolário: 

(2.42) 

Corolário 1.2.1: Suponhamos que o 2:1 e (N- m -l)o:::; .A'+ m- J, se A' 2:3. Então. 

(:2A2) não possui solução em C'2"'(R:Y). 

OBS 1.2.5: Utiliza.ndo a técnica da média esférica: como enl [4.7]. podemos melhorar o 

teoremA 1.2. L quando o-1 2 1, \h= L .... rn. Porém, as m-uplas de ois obtidas, permanecem 

t>stritamcnt~ abaixo do (m- 1)-hip-erbolóide crÍtico. Em particular, o corolário 1.2.1 pode 

ser melhorado. mas, uào até o expoente crítico. Notemos também qu<'. em [.58], foi mostrado 

(ptf•, qnaudo X> 2m e 1 ,::::; ü < ~~!~;;-. o problema (2.42) não possui solução radial.• 

3. Estimativas A Priori para Sistemas Elípticos Via 
Blow-Up 

Consideremos o seguinte sistE-ma 

{ 
-L~u; __ =. j;~ .. T. ~~~ ... , ~:)em~' Vi= 1, .... rn 
H,- ç., sob.e a .. , Vl- 1, ···; m., 

(3.1) 

onde n c R"' é um domínio limitado de classe C'2 , N 2 2, <?,- E l>"'(Dn), Vi= 1, ... , m, .C1 ::= 

~' '' ( )lJ. +",v I'' )D ' 1 'f t !' t' w 1 L...-k.1=1 hkJ :r k1 J~k=l Jk\·T k e tun opera< or un1 onne1nen e e 1p 1co, v<= , ... , m. 

I\(:sta Sf"Çào, utilizarernos a técnica de blow-up para obtermos estimativas a priori para 

algumas classes de sistemas da forma (3.1). Um dos principais resultados que apresentare­

mos, o teorema 1.3.2, trata da obtenção de est.Írn<Ltivas a priori para sistemas com cMáter 

sup\''rliBe<lT e suhcrítít":o, segundo as definições da seç.ão anterior. 
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Ko que segue, assumiremos as seguintes hipóte:oes: 

(H.l) AiJ, b[ E C(!1), Vk,j = 1, ... ,N, Vi= 1, ... ,m, 

(H.2) Existem funções de Carathéodory 9il h;1: f/: X R~ -+R, i 1 l = 1, ... , m, tais que 

m 

J,(:r, u) = 9i ( , .. ") + L h a( x, u ), V( x, u) E !1 x R:;:, Vi = 1, ... , m, 
1"'1 

(H.3) Existe (J >- Ota.lque lg;(:r,u,, ... ,u.m) I:; a(Lí~luf>~ +l)~V(.T,'I.l!J ... ,um) E nx R+', 

Vi= l ..... m, onde B,-1 2:: O, Vi.l = l, ... ,m, 

'H 4) ]' h,d•·"•· ,o,.,) -- -} (") 'f' t · t. . un, 1 ~+= ~ .-,,1 - 1-if .l- , unt onuenlen .e en1 x 
' 

r 'f l, onde Oi! 2:: o e "·i/: n-.------? R é contínua, Vi, { = 1, ... , m; 

(H.5) h;\'(.) = sup ,, ER;-. ! h"(., uJ,. .. , um) I E L=(íl), v.vr >-O. Vi, I= 1, ... , m. 
"''"'\, - -"'- ';H 

0-<(t<(--<ll! 

Ant.(~s de pa.ssa.rmos aos resultados. dPstaquemos dois lemas que serâo úteis nas demons-

1 rações: 

Lema 1.3.1: Seja().,), uma seqüência de números positivos tal que~\, --')-o. Seja h; n X 

R~ -----+R uma função de C<1rathêodory tal que limu1-+-x' h(.r,u~,~--·'"m) = h.(:r), uniformernentP 
- ' 

em .r E n, Ur E R+, V r= 1, ... ,;n, r i l, onde a>- o, h E L'Xl(n), e h'\J(.) = sup t<rER+. 

I h( .. u, .... ,um) I E L'"(íl),VM >-O. Então, 

"'li~-~ ,\~h( :r, 'U" ... ,ul-l, ~~ , UJ+l, ... , 'i1 111 ) - h (.r )uf = O, 

uniformemente ern :.r E n. Ui E [0, 1], u,. E R+, 

Vr = l. .... m,r =f:.l. 

Dem: Dado ê >-· O, 3A! >- O tal que 

I h(.T,'IlJ, ... ,v.m_)- h(.r)u[j::; t:uf, V.T E n, Vur E R+, 

y,. = L ... ,m,r -/:-1, Vu1 ;::=: M. 

Seja n.0 E N tais quC' 
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À~i1P" H h llv,::; i' Vn 2: no. (3.4) 

Agora, suponha que U.t E [0, 1] e n 2:: n0 . Se Ç 2: Af, por (3.2), temos 

I o ( u, -
À,., h X, 'Ut 1 ···, U[-1) Àn, UJ+l 1 ... ,Um) - h( X )ur I.$ éU/ _$ é, (3.5) 

V.r E í!, Vu, E R+ Vc = 1, .... m,r #I. 

Por outro lado. se?,:-< Ai, por (~L3) e (3.4), temos 

u, -I À~ h( :x 1 l/.1, ... , U[-1, -:\, Hl+ll ... ,Um) - h(:r )u/ I 
I 

(3.6) 

S .\~ 11 hM IIL~ + 11 h IIL~ u/ 
S ,\~ 11 hM I)Lx + .\~j\jl 11 h 1!1.~S [ • 

Assim. concluímos a demonstração. 11 

Lema 1.3.2: Seja (o; 11 ),:2'. 1 uma seqüência. de reais positivos e ,B; >O, Vi= 1, ... , rn. Supo~ 

nl-wmos que 

lim ah = +oo, 
~>-+x 

(3.7) 

p<'~ra algurn l E {L ... ,m}. Entã.o, existe r E {l, ... ,·m} tal que, a. menos de subseqüência, 

temos 

rr rn --lo +o::· 

(/ {!,. > n{J, w· 1 V E ~~ 
rn _ '--'In • VI = , ... , 1n, vn .1:v. 

(3.8) 

(3.9) 

Dem: Se existe uma subseqüência tal que (3.9) ocorre com ·r= l. a afirmação está. demons­

tn:da. Senão. seja r2 E {1, ... ~ m} t.a.l que. a. menos de subsequência, temos 

!J,, ·> u, v·_ 1 v E N o'll;;,_a;,,vi- , ... ,m,vn _t\. (3.10) 

l'tilizando qne /}; > O,Vi = 1 .... ,m, por (3.7) e (3.10), conduímos que (3.8) ocorre com 

r:;;::; r 1 . Is1o tennina c1 ckmoustrar,ào. 11 

ConH:•cemos estudando a classe de sistemas que satisfaz, além de (H.l)- (H.5L as se­

guintes bipóte:'les: 

(H.6) ),,,(,r)>- O. V.1· E í!. e hil =o O em í!. VI= 1, ... ,m,l #i, Vi= l, ... ,m, 
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(H.7) 1 --<cri;-< ~!;,se N;::: 3, Ví = 1, ... , m, ou 1--< nii--< +oo~ se N = 2, Vi= 1, .. . ,m, 

Par(! um melhor entendimento das hipóteses (H.6), (H.7) e (H.8), vejamos o seguinte 

exemplo no caso m = 2: 

Exemplo 3.1: Consideremos o segu.inte sistema 

{ 

~:::).u = O{U"' 1 + b11·u 1111 + b 12 t·~n 

~_:l.p = O.:z~-'"'1 + hzlv.i12t + bnrJn 

li =O= v sobre 80, 

tmdt' a;, b,) siio constantes, Vi.}= 1, 2. 

Hipr)tese (H.6): o1 • a2 >-·O. 

Hipótes~ (H.7): 

Hipótese (H.8): 

em n 

Teorema 1.3.1: S·uponlumws que o sistema (8.J) satisfaz (H.l) ~ (H.S). Então, existe 

r >- O, depPndo?mlo apenas d(" fL L,, f;, V·i = l, ... , m, tal que qualquer solução nào-negatíva 

(u, .... ,um) E (C2 (!l))m de (3.1) satisfaz 

11 'Ui IIL<Ó c, Vi= l, .... f)L 

Dern: Suponhamos, por absurdo. que o teorema é falso. Entào, existe um<~. seqüência 

\(u 1,. .... u,,,)J,;:o:J C (C 1(D))"' de soluções não-negativas de (3.1) tal que 

11 'U[n !!L:x·........,. +oo para algum l E {l, ... ,m}. (3.1!) 

P<:lo lema LL2, existe r E {L .... m-} Utl que) a menos de subseqüência, temos 

(3.12) 

ll·u,., lll~'0:-
1
~11 v;, IIL~~-l 1 Vi= 1, , .. , rn 1 Vn E N. (3.13) 

Consíderernos a seqi.iéncia (À,), defiuida por 

(3.14) 
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Por (H.7) e (3.12), temos 

\,-+o. (3.15) 

Para cada n E N, seja Xn E D tal que 

(:3.16) 

Para cad<~ -i E {L .. ., m} e n E N, defina 

,. 
íl" ~{v E R' : .\"y + "'" E íl} , (3.17) 

--'-
t'in(Y) = À~"- 1

'Uin(À 11 y + Yn), \:ly E Dn (:3.18) 

Por (:l.J:l). (3.14). (3.16), (:3.17) e (:3.18). temos 

r,(O) ~ 1, Vn E N, (:3.19) 

(3.20) 

Como 0. é lirnitado, passando a uma subseqüência, se necessano, podemos asstm1n que 

.r"-+ .r0 E n. Agora. analisan:mos dois cnsos: 

1Í! Caso: Xo E n. 
E L.íril Yelificar quE> 

m 

E:, r;,(y) + g,,(y) + ~ h:1"(y) = O, Vy E !l,, 
J'o=l 

Vi= l, ... ,rn, 'in E[\', 

or:de 
!'.' l\' 

f,, li= L Ai·jn(y)DkjU+ "L.,),nbtn(y)lhu, 
k,j""l k=l 

AI.j,(!l) = AC(Àn!J +:r,), bL1(Y) = biP.-nY + :rn.), 
~ 

[/ir,(Y) = À~"- 1 g;(\,y + :r,,-uln(.\ 11/J + Tn), ... ,llmn(À,y +-r")), 
22u_ 

frijn ( y) = À,~'" -J hiJ (ÀnY + x,, 111 ,(À,y + a·,), . · ., Umn ( À,y + Xn) ). 

(:3.21) 

(3.22) 

(.1.2:3) 

(3.2.J) 

FíX{'lllOS R>-· o. Como To E n, por (:3.15), temos que, para n suficientemente grande,BzR(Ü) 

C ft,. Assim. podemos analísar 2. com'ergência em-B2H(O) dos termos que aparecem em 



('l 21 ). 

Por (H.l) e (:3.1.5), ternos 

,.,l_i~-~ AL(>.ny + xn) = AL(xo), uniformemente em B2n(O), 

Vk,J=l, ... ,JY, Vi=l, ... ,rn, 

lím bL()'nY +;r")= b~(.'ro), uniformenwnte em H2R(O), 
n~+""' 

lfk=1, .... N.Ifi= l, ... ,m. 

Em particubr. por (:3.1!)). ternos 

lim /\,,biPnY + .rn) =O, uniformemente em B:m(O), 
11-+c<-

\fk=l, .... i\', Vi=l, ... ,nL 

Por (H.4),(H.5), (:l.lõ), (3.20), (3.2•1) e lema U.1, temos 

uniformemente em B 2 R.(O), Vi,j = l, ... ,m. 

Em p<1Uicular, por (H.8), existe c>- O tal tp1e 

I h,,,(.v) I:S c. \fy E B 1R(O), lfi,j = 1, .. ,m, \fn E N. 

Pm (H.3). (3.13), e (:3.14), ternos 

m 

lg,(J·,vr,. ... ,v.,,) I < a(I.; 11 u,,,li~'~ + 1) 

m 

< o(I.; 11 o,, 
~~ 

IIL;n-• + 1) 

m - 2'\ 

a(I.; À, "•r' + 1 ). 
j::=l 

Porumto. por (H.8). O.l.S) e (~~.2:3), ternos 

lim g; 11 (y) =O. uniformemente em. B 2R(O), Vi= 1, ... ,m. 
n-·+?.~-
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Aplicando o lema. A.6, de regularidade LP, à equação (3.22), obtemos 

m 

+L H hiin IJLP(B2R)), Vi= 1, ... , m, Vn E N, 
i=l 

onde c>- O é uma constante independente de n. 

(3.32) 

Conseqii0ntemen1 <',por (:3.20), (3.29) e (;3.:31 ), concluímos que (t\n ), é limitada em H12 ·P(Bn), 

Vi= L .... HL Tomando p >- ;Y, temos, pela compacidade ela ime-rsão }l'2·P(Bn) "--+ C 1·"'(BR), 

qut." ( t'in ), é limitada em C'L0 (BR) p<tra algum ü E (0, 1 ), Vi = 1, ... , -m. Assim, podemos 

extroir urna subseqiiC.ncia, que continuaremos a denotax por (tr;,),, tal que 

·rtilizando. no\·arnenti:'. o lema A.6, temos 

(3.34) 

DI ~ 

+L \1 h;J"- h;{;; 1\LP{Bn) + Í: 11 Af . .in- Ai_i11 JJrx 11 DkjV;; llo·(BR) 
J=l k.j=! 

'" +L li bc, -~>;;;li L·' li DF'{{ llr."(BRl)• Vi= 1, .... m, Vn E N. 
/;:::; 1 

.\gore. por (H.6). (H.8). (:l.2c5), (3.26), (3.28), (3.31), (.J.3:J) e (.3.:14), concluímos que (v,,),, 

é Cat_tchy em H-"2-r-(BE), '<h= J, ... ,m, implicando que , 

Por (H.6), (H.S). (:3.28) e (:3.3:3). temos 

lim h;;,(y) = h . .,(x0 )r'i''(y), 
1>-+-:x 

(3.36) 

uniformemente em Bn(O). \li= 1, ... , m, 

(:3.37) 

nníformemente em Bn(O), Vi,j = 1, ... , m, j -f- 1 .. 

Fint·drncntc: tomando limite em (3.22), temos, por (3.2-S), (3.27), (3.:31), (3.3E:i), (3.36) e 

t:3.:3'1). qtw 
.v 
L A;!(r0 )D;, ro, + h.,(r 0 )u~''(y) =O, qtp(BB ). , (3.:38) 

k,_i=l 
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Como R >- O é arbitrário, argumentando com subseqüência diagonal
1 

concluímos que existe 

l'r E nZ,[(R"") satisfazendo 

Fazendo umn mudança. de Yari~veL reduzimos (:3.39) a 

{ 

L'>rc + t·~"(y) =O em R'.(qtp) 
<' > O em RN . -
c,( O) = 1 

(3.39) 

l."tilizando os lemas A.-·'5 e A.7. e a.rgumen1o de bootstrap, concluímos que l', E C 2(RN). Por 

tH.7). i.:;to conüadiz o lema 1.1.:3. 

2º- Caso: :r0 E DO. 

Como D é de classe C 2 , podemos, por mudança. de coordenada., se necessário, assumir que 

fl C R~- e que existeb >-O tal que B,.(:t 0 )nR~- C n. Para cada n E N. seja d,1 = dist(.rT,ôí'!.). 

Obsern~rnos que, como Vrn = 6,. sobre an c Ór E Lçç'(DD), por ( :3.12) e (:3.16), temos que 

:r, E D pa.ril n suficientemente grande. (3.40) 

Fixemos H>- O. Par.:t n suficientemente grande, temos 

(:3.41) 

Se (f:lr. possui alguma snbseqü(,ncia. conwtglndo a +oo, argumentando como no 1º caso, 

chegamos a um<~ contradição. Agor<-t, afirmamos que existe í' >- O tal que t~ 2:: T De fato, 

pelo lema l.l.G, existem uma seqüência (:.,;11 )n de funções barreira, e constantes a, c >- O, 

illdt>p('ndente:-; de n. tais que 

d,., N-1 
.c,.(y,, ... ,!J.v-1.-.\) =O, V(y,. .... ys-t) E R , 

" 

{ 
I'n, (y) ~ .:<..'n (,y) + À,f'~- 1 

SUPrEélí1 if!r( X) 
I Vcu,(y) b '• 

Vy E fl, n {y E R'"' YN + ~" <:;a} • Vn E N 
" 
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Suponhamos, por absurdo, que (t:' )n possui alguma subseqüência1 que continuaremos a 

denotar por et- )n, convergindo a zero. Entãol por (3.40L para n suficientemente grande, 

O E fl, n {y E RN: YN + ~ S: a). Logo, por (3.19), (3.42) e (.3.43), temos 

{ 
1 = v,.,(O) S w,(O) + >.~·;_, sup,E&O Ç,(x) (3.44) 

I w,(O) I= I w,(O)- w,(O, -~) IS: c~ 
Tomnndo limitE' em (:3.41). chegamos a uma contradição. Portanto, podemos supor, sem 

perda de genera.lidack, q1.1e t'--+ $>-O. Por (3.41), podemos argumentar como no primeiro 

caso. t' concluir que, passando a uma subseqtlência corn:ergente, temos 

(3.45) 

,. } 
onck Hs = {y E R' : Y.Y >- -s . 

Além çlisso, r, sa.tisfa.z (1.:38} em Hs. e por (3.4.2) e (3.4.3), temos que t'r se estende con­

tilJ\.Jamcut<' a H, com r, =o ~obre DH.~. Resmnindo. obtivemos t'r E rv1!:Uls) n C(Hs), 

satísfnendo 

1 
2::;',"1 A;,(.x:o)DkJ'', + h .. "'(xo)v~"(y) =O em H,(qtp) 
t',. ::=::::: O sobre ôH~­
Or 2: o em Hs 
v,( O) = ] 

Fazendo uma mudanç<t de variável, reduzimos (3.46) a 

r 
!'.v, + v:'' (y) = O em H, ( qtp) 

l 
Vr =O sobre 8H~ 
v., 2: O em Hs 
u,(O) = 1 

(346) 

Ctilizando os l<'lHilS A.5 e A.7, e argumente\ de bootstrap, concluímos que Vr E C2(Hs) n 
C(llJ. Por (H.7), isto contradiz o lema 1.1.4.111 

Exemplo 3.2: Consider<"!nos o seguinte sistema 

{ 

~_!1·a,: = a;(:r)u"· + zr~1 b:~(:r·)uf' 1 +f;( :r, 111, ... , u,) em Q, 
"ift=l, ... ,rn 
ui= O sohre 80., \h= 1, ''"' rn, 

(3.4 7) 

onrle n c Rx é um domínio limitado de classe C2
, ]1,' 2: 2, a1 : n -} R+ é um<t função 

contínna, bi! : n .....ry R c f-i : n x R+ ..---t R são funções de Carathéodory limitadas, Vi, I = 

1 . .... m. 
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Assuma as seguintes condições 

JY +2 
1 <O';< i\.'_·)' se N 2::3, ou a 1 > 1, se ;V= 2, Vi= l, ... ,m, 

" -
(3.48) 

O < f3il a; V. I - -- < , ~, = 1, ... , rn. 
0:1- 1 a,- 1 

(3.49) 

Et1tào. o siste-ma (.3.41) satisfaz as hipóteses do teorema 1..3.1. Observemos que as condições 

acima implicam que- B,; <o;, Vi= 1. ... ,m. e que existem exemplos em que (3,-1 2: ,·~o 

~para 

algum i.l E {l. .... rn}. qnando iY 2::3. 

Suponha que b;1 ::;::: O em D, Vi.l = 1. .... m,l #- i, a;, onde (í : {1, ... ,m} -+ {L ... , m-} é 

urna função. Assim. podemos escreYer (3.-17) , como 

{ 

-_'j,_v.; = n;(r)-uf' + bi;(:r)u(,; + bía,(x)v~;"• + .f;{.T, 111, ... ,um) 
em D,Vi = l, ... ,rn 
u; =O sobre ô!!, Vi= L ... , m. 

.\t"stf' ca.so. a wndição (:=J.49) f:. eqninl.}ente a 

Ví=1, ... ,m.. 

(3.50) 

(3.51) 

OBS 1.3.1: As hipóteses (H.7) e (H.8) irnpliram que, eventualmente, a função g; possa ter 

crescimento crítico t.'m algumas v0riáveis diferentes de ~l;.• 

OBS 1.3.2: Se h;1 (J",u) =O. V(:r.u) E D x R+m, então <l hipótese~, < 
. QIJ-

pode ser 

climinadr..e 

Sf:'jêl rr: {L .... m}-;. {L_ ... ,m} urna. bijeção tal que- rr? f 1, Vl-.: = l, ... ,m- L Conside­

remos n classe de sistemas que sati:-;faz, além de (H.l) -- (H.5)) as seguintes hipóteses: 

(H.9) h,-r, (;r) >-· O. V.r E D. Vi = L ... , rn. hij ?_ O em D, se CXif1i = cr.,-<~, 'Yt>,, Vi,j = 1, .. , rn, 

(fLll) 3;j'"'tJ--< o;,:r,~j,.,,, O:;j"!j:::; o;,.,.,/,.,.,, \/{.j = l, ... ,rn, 

ou de 
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Para uma melhor visualização das hipóteses (H.9),(H.l0) e (H.ll), darem()s um exem­

plo no caso m = 2. 

Exemplo 3.3: Consideremos o seguinte sistema 

{ 

-0-u = anu"'n + O.JiU"'n + buuBll + btz1'!3n 

-,:1v = OzJl/"21 +. anv"'<2 + b-nui32J + bzit!!hJ 

v= O= l' sobre cJD, 

em n 

]·!· ·· 't "' ,, (H 9)· 0 > 0 . _ o:n(n-zl±.U ----:, 0 _ _ <>n(n-u+l) lf-C> c,c . . au_, a11 > , o:u _ , se nu- C<Jz+l , e o:.n:::.. , se üzz- (o:n+l) . 

HiJ)()tese (H.lO): s-:1 < - 1 - + - 1 - <L 
1\ - ou+l o:u+l 

HinÓt0Sf' (H.ll): O< f3 < "' 12(an+ll. O< •3 ,, < <>n(e<n+l) O < j3 < o:· O< {3 < 
' --.11 n-n+l . -12- n:::+l ' - 12 12> - 21 

n 
0 

-<' ou(i<n+1) e 0: < <'2l(c•n+1) 
zt, . ll..::::: (>ll+l - 12 _-::, o-21+1 . 

OBS 1.3.3: As hipótE•5eS (H.9) e (H. lO) expressam o caráter superlinear e subcrít.ico desta 

dasst; de sistemas. segundo as definições 1.2.4 e L2.7.e 

Teore1na 1.3.2: Suponhamos que o sistema (3.1) satisfaz (H. I)- (H.5) e (H.9)- (H.ll). 

::lc_ía L-:::::: L:~-;= 1 !lkJ(:r)Dkj + ;[~ 1 bk(.1.:)D~: um operador uniformemente elíptico, e assuma 

qne L 1 = ... = Lm =E. Ent~o. existe c>- 01 dependendo apenas de n, L k Vi= 1, .. , 1n. 

tal que qualquer soluçào não-negativa (v. 1 , ... , 1tm) E (C1 (!1))m de (:3J.) satisfaz 

11 u; IIIFS c, Vi= 1, ...• rn. 

Dem: Suponhamos, por ;,bsurdo, que o teorema é falso. Então, existe uma seqtwnCJa 

(('u!J< ..... u,,,))r.·?l C (C2(!1))m de soluções nã.o-negativas de (;3.1) tal que 

(3.52) 

Pelo lema L:~.2., temos que 3r E {1, ... , rn.} tal que, a menos de subseqüência, terno~ 

(3 .. 5:3) 

.L ..L 

li v,, 1!1'"2-ilu,, llí:',., Vi= L ... , m, \In E N. (3.54) 
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Consideremos a seqüência (.\n)n definida por 

Por (H.lO) e (3 .. 53). temos 

.\, -+o. 

P3rit C<HL-1 11 E N. seja ::r fi E n tal que-' 

Para cada 1 E {l. .... m} e n E N. defina 

Pur ('l.•iJ ). 0.65). (:3.57) e (:3 .. 59), temos 

v,,(O) = 1, Vn E N. 

os 'U;,::;: 1 em n,, Vi= l, ... ,m. Vn E N. 

(3.55) 

(3.56) 

(:l.57) 

('3.58) 

(:3.59) 

(:J.60) 

(:3.61) 

Como n é limitado, passando a uma subseqüência, se necessário, podemos assumir que 

.r li___,. .l'o E n. Ag:ora, ana.lisaTernos dois casos: 

lu Caso: :1·0 E D. 

~~ fá(il veriftcar que 

"' 
[,,·..,(y) + g,,(y) +I: h;j,(y) =O, 'dy E íl,, (3.62) 

Vi= L .... nt, \In E N, 

onde 
.V I': 

L,. v= I: Arj.(y)DcjV +I: !.,b,,(y)Dcn, (:3.6:3) 
k,y=1 k=l 

A,,,(y) = Acj(!.,y + x,), bc,(Y) = b;(!.,y + ,,), 
!hn (y) = ,\~'+ 2 g;(Àn Y + :1' 11 , 11In(.\nY + .Tn ), •.. , '1/.mn ( ÀnY + :<:,) ), (3.64) 

ObsenT·mos que 

(:J.66) 
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Fixemos R>- O. Como .To E 0, por (3.56), temos que, para n suficientemente grande,B2 R(O) 

C 0,. Assim, podemos analisat a convergência emB2n(O) dos termos que aparecem em 

(:l.G2). 

Por (H.l) e (3 .. \6). temos 

lim Ak;(..\n!) + .1'n) = Akj(:to). 
n-+x 

(3.67) 

uniformemente em B 2R(0), Vl:,j = l, ... ,N, 

lim b,(>.,y +.r,.)= bd'"o). 
'11-+·-X 

(:l.68) 

uniformemente em B 2R(0), VI.:= 1, ... ,S. 

Em Ililrticular, por (:3.56), temos 

lim ),,..hk(>."y + :rn) =O, 
'<-+-"'-• 

(:3.69) 

uniformement-e em B 2R(0), Vk = 1, ... , ~Y. 

Por (:3.66), (H.4).(H.5), (3.59), (:3.61), (3.65) e lema 1.3.1, temos 

l. ['(s,,o,-,.,,.,o,.,)/ ( ) -h (.\ ) '''] O 
Jnl_ .An 1i;n !J - í; nY + Xn L'jn = , 

n-+-x-
(3.70) 

uniformernente em B2R(0), Vi,j = 1, ... , m. 

Em particular, por (H.ll). existe c>- O tal que 

I h:j,.(Y) IS: c, Vy E B2R(O), Vi,j = 1 .... ,m, Vn E N. (;).71) 

Por (H.3), (:J .. \4) e (:J .. \5), temos 

m 

I !l:(:r,nr,., ... ,u,,) IS: a.(l:: 11 n;, llf~ + 1) (3. 72) 

m ~,. m 

S: a(l:: l]u,. l]f.,'J,, + 1) = o(l:;.\~/1,,,, + 1). 

Portanto. por (H.ll ), (:3.56), ('3.64) e (:3.66), tenros 

lim g;,(y) =O, unifonnement.e em B2n(O), Vi= 1, ... ,m. 
"-+::..• 

(3.7:3) 
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Aplicando o lema A.6 à equação (3.62), obtemos 

(3.74) 
m 

+L 11 h;jn llu(B")), Vi = 1, ... , m, 'in E N, 
j=l 

ou de c>- O(, unw constante independente de n. 

Consf'qüi·ntemente, por ( :3.61), (:3.TL) e (:3. 73), condulmos que (vi,.,},., é limitada em Hl2 ·P(Bn), 

'i!= L ... , m. Tomando p >-- N, temos, pela compacidade da imersào n-·l,p(BR) '---+ CL"(BR), 

que ('c;n)r, é limitada em CL0 (BR) para algum 0: E (0.1), Vi= l, ... ,m. Assim, podemos 

extrair uma subseqüéncia.. que continuaremos a denotat por (v.,),, tal que 

1 n-
l'in-----+ 1'i em C · (Bn), Vi= 1, .. ., -m. 

·rtilizando. UO\'ilJ11E'nk. o lema A.6, t.E>mos 

li l'tn - V{); li W 2 P(B;;: ):S c( 1\v;n - V;;; IILP{BR) + Jl Y;n - g;;_ I!LP(BR) 
T 

m ,y 

+L 11 hijn- h;;;; lbiBn) + L 11 A,,,- A,,;; IIL~II Dk,t';;; lb(Bnl 
j:;;l k,j=::l 

;\' 

+L 11 bkn- bG; IIL~II D,v,;; llu(Bnilr Vi= l, ... ,m, 'in E N. 
k:::ol 

(3.7.5) 

(3.76) 

Agora. por (H.9), (H.ll), (:3.67), (il.68), (:3.70), (3.73), (:3.75) e (:3.76), concluímos que (v;,J, 

é C'<tuchy em H''2·P(B.-a), \fi= 1. ... , m., implicando que 
' 

t';n ___,.V; em \cV2·P(BBL Vi= 1, ... ,m. 
' 

(3.77) 

Defina 8i.i =L se o· 1ru = O;rr;''irr,, on li;j =O, se Ct;j~/j < a-;..,.,')·17,, Vt:,j = 1, ... ,m. Por (H.9), 

(H.ll), (:3.70) <' (3.7.5), temos 

1im hijn{Y) = Ó;;l;;j(:rc.)vj'J (y), 
n-+o;,· 

(3.78) 

uniformemente em Bn(O), Vi .j = 1, ... , m, 

(3.79) 

Finalmente, tomando limite em (3.62), t<~rnos, por (3.67), (3.69), (3.7:3), (3.77), (3.78) c 

(:).19L que 
;Y m 

'L: J-1~:j(-r 0 )Dk{V; +'L: D;_J'!;j(x0)l•;') :::::O qt.p (B~), Vi= 1, ... ,nL 
~·,j;;=l j:=l 

(:!.80) 
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Como R >-- O é arbitrário, argumentando com subseqüência. diagonal, concluímos que existe 

( l't ..... r.·m) E ( Hí!:(RN) )m satisfazendo 

{ 

~k\:J=l Akj(x~)Dk 1 ·t~ + L:j,;,1 b1jhij(a:0 )vj;1 =O em R'v(qtp), Vi= l, ... ,m 
1, 2: O ern R , Vt ~ 1, ... , m 
t',.(O) = 1 

l.·1 ilizõ.nclo os lemas A.5 e A. 7, e argumentando por bootstrap, concluímos que { Vt, ... , Vm) E 

(( '"RY)\"' ']' d' ('3 -9) ~l · , . i""\ em Isso, por .. r· , temos 

l 
~~=l Ak1 (:ro)DkjV; + h.;IJ',(xo)v~;"• 
v~.-- L ... ,rn 
t'; 2: O em Rx, Vi = l, ... , m 
v,( O)= 1 

Fa.zendo uma mudança de variáveL reduzimos (3.81) a 

{ 

. . ~v,+ r~;"'• (1~~- S: ~ ~rn RN (qtp ), v,· = L .... ·m 
t,2:0emR ,V1~l, ... ,m 
t',(O) = 1 

Pcn (H. lO). isto contradiz o teorema 1.2.1. 

2!l Caso: .ro E ôD. 

(3.81) 

Como D é de classe C 2 , podemos. por muda.nça de coordenada. se necessário, assumir que 

n C R~· e que existe 6 >- O tal que Bt (:r 0 ) nR~- C .11. Para cad<t n E N, sejn dn = dist( x,, 3D). 

Observemos que. ('()JHO tlm = Or sobre ôD e 9r E L00 (âfl), por ( 3.5:.3) e (3.67), temos que 

.T, E n para 11 suficientemente grande. (8.82) 

Fíxemos R>-- O. P<Ha n suficientemente grande, temos 

(3.83) 

Se ( ~~ ln possui alguma subsc,ql.iência convergindo a, +oo, argumentando como no primeiro 

caso, chegamos a uma contradição. Agora, nfi.rmamo.s que existe ~f>- O tal que ;t~ ::2' í'· De 

{ctt o. pelo lema 1.1..5, existem, para cada. -i E { 1, ... , m}, uma seqüência (win ), de funções 

barreira. e constantes a,c >-O, índependentes de n, tais que 

V(y,, ... , YN-d E R 1V-1 



{ 
Vin(Y) 'S: Win(Y) +À~' sup·"E80 ?i(x) 
I v~.,.(y) IS c, 

Vy E íl, n {y E R N : YN + ~' -<; a}, 
n 

Vi= l, ... ,m, Vn E N. 

(3.85) 

Snponhamos. por absurdo, que C:t )n possui alguma subseqüência., que continuaremos a. 

denotBr por ( dln )n· convergindo a zero. Então, por (3.82), para n suficientemente grande, .. 
O E P, n {y E R'.: YN +:/':-<;a). Logo, por (.1.60), (3.84) e (3.85), temos 

{ 
1 = r•n,(O) S w,(O) + >.;•;_, sup,E&n o,(.T) 
I w, (O) 1=1 w, (O) - w,(O, -'!"-) I'S: c'!"-

""n An 

(:1.86) 

Tomnndo limíle em (:3.86), chE'gamos a uma contradição. Portanto, podemos supor, sem 

fH'rda de gc>1wra.lidade. que f'- --+ .s >- O. Por (3.83), podemos argumentar como no primeiro . ' 
G\SO. e concluir que. passando a uma subseqüência conYergente, temos 

(3.87) 

{ \ } oade H h = y E R· : Yx >- -$ . 

. .\lérn disso. {-t.·1 ..... ·1r 17.) satisfaz (3.80) em Hs, e por (3.84:) e (3.8-5), temos que (t'l, ... ,v,.) 

.-.:e e"tende continuamente a}{.$ com v,= O sobre OH~, Vi= l, ... ,nt. Resumindo, obtivemos 

(l'J· ... Cm) E (H',~·;(ff,))m n (C(H,))m satisfazendo 

Ltj~, 1 A~.y(:ro)I\j'u; + I:j:1 b);,,.;(xo)r.i''.! =O em Hs(qt.p), 
v;= 1, ... , m 
'-'i = O sobre DHs, 'Vi = 1, ... , m 
t•; 2: O em H:;, \h= 1, .... m 
·t·,.(O) = 1 

·rtltizaudo os lernas A .. s t~ A.7, e argumentando por bootstrap, concluímos que (vJ, ... ,vm) E 

(C 2(/I,))m n (C(l!,))'". Além disso, por (:3.79), temos 

! 
~~""' 1 lhJ(:ro)D~.:.rv; + h.;,.,(:ro)v;,""• 
Vt-l, ... ,m 
v.;?_ O em I-is, Vi= l, ... ,nt 
r,(IJ) = 1 

:J4 

(3.88) 



Fazendo uma mudança de variável, reduzimos (3.88) a 

{ 

Llv; + v~;"•(y) <:;O em H,(qtp), \li= l, ... ,m 
v; 2:: O em H 8 , \h= l, ... ,m 
v,.( O)= I 

Por (H. lO), isto contradiz o teorema. 1.2.2.• 

Exemplo 3.4: Consideremos o seguinte sistema 

{ 

-~~~~; = L~1 a;r( .r )vf'1 + I:í~ 1 bit(.r: )uf'1 + fi( X, 1111 ... , 1tm) em D., 
\h-L .... m 

u; = O sobre ân. Vi= 1, .... m, 

(3.89) 

ond(~ n c R;Y é um domínio limítado de dasse C2
' ]\' > 2, au : D --+ R+ é uma função 

coutinua. G;n, > o em D, b;· : D --+ R e fi : n X R~ --+ R são funções de CaTathéodory, 

Ví .l = L .... nL a : {L ... , m} --+ {L ... , m} é uma bijeção tal que a f i 1, Vk = 1, ... , m - 1, e 

na 2: O. Vi,!= L .... m. 

Agora. assumiremos as seguintes condições 

onde 

•) 
< - -
- m(N- I)' 

(3.90) 

(3.91) 

.Então, o sistema (:189) satisfaz as hipóteses do teorema 1.3.2. Observemos que as condições 

<tcinli'l implicnm q1.1e O::; Buc, < 0;""•' Vi= l, ... ,m. Além disso, é fácíl \·erificar que 

l_,_ ['"' 'I IT"" '"' )"] -'-_,;""t 1~ 1 "'1 l=j P_,.1,.,~+t , -rn 
. ' ' 

Snponha que o;1 =O:.:::: b;1 em fl, \:f·i, l =L ... , m, l =F i, a;. Entào, (3.89) se reduz a 

{ 

' (·) "'" + ( ) "•c, + b ( ) "" c b (" ) fi,c, + r ( . ) -:.;,.vi= Oâ J' ti; a;.,., x u.,-, ,-,-X 11; T ;,,.; ;r 'tr:;, . i :r, 11.1, ... ,Vm 

em 0.. Vi = 1. ... , m 

"Vi= O sobre ôíL Vi= L .... m, 

(3.92) 
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;;otemos que a. condição (3.91) pode ser escrita
1 

como 

(3.93) 

Além disso. ao cont-rário do exemplo ~~.2, (3.90) e (3.93) permitem que a:;; ou /3ii possa ser 

mmor qne :~:!;.para algum i E {1, ... , m.}, quando N?:: 3. 

4. Existência de Soluções para Sistemas Elípticos com 
Caráter Superlinear 

:\f•st a se(; à o, utilizaremos os resultados sobre príncipio de máximo e teoria do grau em 

cones eu1mciados na seção 1, para obtermos existência de soluções positivas para algumas 

classes de sistemas elípticos da forma. (3.1). 

Sejô L:::= 'f;t~-= 1 D;.:(A1.)T)D_i) um operador uniformementE' elíptico tal que Akj :::= Aj~c 

f'rn n. \fÃ· . .1 = L .... N. f\ o qne seg1w, assumiremos que L 1 :::= ... :::= Cm = C. 

( 'omecemos com um resultado de existência para a classe de sistemas que satisfaz a.s 

o:eg1tintes hipóteses: 

(H.l2) .4 1, E C1 (fl), Vk,j 

Vi= l. .... m. 

!, ... ,11', f, o =R' "" X + -+ R+ e uma função continua. 

(H.l3) Existe f?_>- O tal que .f;(:r.u1 , ... ,urn) ~ u~:, V(J:,u1 , ... ,um) E fi x R~' satísfa·· 

Zf'udn I:7~ 1 u.i :::; R, \fí = 1, ... , tn, onde r : {1, ... , m} -+ { 1, .... m} é uma bijeção tal que 

; 1k 7!: J. \fk = 1. ... , m - 1, B,- >O, \li= 1, ... , m, e I1{~ 1 ;3,. >- 1, 

(H.l4) Exüite c> o tal qne .fi(;r, 'U1, ... , u;,) '2: I:j~l b;jUj -c, \f(x. Ut, ... , Vm) E n X R~+\ Vi = 

L .... m. onde 13 = (b;1 ) é uma rn x m matriz tal que 

( n) B é nào-uegati\·a. p( B) >- ,\1 e b;a, >- O, Vi = 1, ... , rn, onde O' : {1, .... m} ~r { 1, ... , m} é 
I .. .. I r -f. 1 "' l l HilHl )ljeçao ta que a 1 r , vt.: = , ... ,m ~ , ou 

(h) 13~ 1 é nfio-negativn. e p(B-1 )-< .\; 1
. 

Teorema 1.4.1: Suponhamos que o sistema (:3.1) satisfaz (H.2)- (H.8).(H.l2}:(H.l3) e 

(l:LI4), (ou (H.I4)h). EnUio, (;3.1) possui, pelo menos, uma solução forte não-negativa e 

nào-trivi<d em (W~''(fl))m n (W'·'(il))"', Vp E [I, +co). 
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Dem: Fixemos p >- N. Consideremos os espaços X:::;:: {u E (C(fl))m: Ui';::::; o sobre an, Vi= 

!.. ... m ). Y = (L'(fl))m e Z = (W~''(Q))m n (W2·'(fl))m munidos das nocmM 11 u llx= I:::; r 

/i u, /Ir~. 11 " Ih·= I:c;r 11 Ui 1/L' e 11 u llz= I:c;1 11 Ui llw'·' . Sabemos que X, Y e Z 
são espaços de Banach. Seja C o cone positivo de X. isto é, C = {u E X : u; ?: O em 

fl. Vi= L. .. ,m}. Seja c'=(!, .... !). Para cada v E C e tE [O,+oo), por (H.l2), temos 

cpte (f1(:r. 1·) . .... fm(;t. v))+ i1:/ E (C(fl))"n C Y. Conseqüêntemente, pelo lema A.7, podemos 

1lefinir a aplica<;ão H: C x R+--+ Z por ll(v, t) = tt, onde -u satisfaz 

{ 
--~,- ~ ~;~:r._t' 1 , ... ,_v.,:)+ tem O, Vi= 1, ... , m 
ui- O sobre à!!, \h- 1, ... , m 

( 4.1) 

Pela e.stimaüva fornecida pelo lema :\.7, temos que H é contínua e lírnitada, isto é. a imagem 

de subconjulltos limitados em CxR+ é limitada em Z. Por outro htdo, corno p >-X. a. imersão 

Z '-.--.-t X é compacta. Portauto, pela limitação, a aplicação li : C x R+ --+ X é compacta. 

,\]i•m disso, por (H.l2).(H.13) e lema A.4, temos que H(C, .) C C e H(O,O) =O. Defina 

T: C-+ C por Tu= H(v,O). Agora. mostraremos que o operador T: C-+ C :;;atisfaz (i) do 

lemn J .L7. Fixemos q >- _ nwx {1, (IT}=o _8
7

) )-
1 

}. Pelo lema A.7, existe c>- O tal que 
'E{l, ... ,m} ' 

kE{O, ... ,m-1} 

ll11 llr•:S c 1/ Lu llro , Vu. E lV2
'2(il) n W~·q(ll), 

ilv /!L'•' <:c li Lv llu.o , \lu E W',q''(fl) n W5·'·'(íl), 
k 

Vi=.l, .... m. Vk=O, ... ,m-1, ondeq;k=(ITfJ,;)q. 
j:=O ' 

"'"'-JITI' " J+r 
F. o R- l L...-k-[l ·-o,, J tTI"' e -l)q I v· 1 lXf'tnOS -< T-< ta que C - ·- r, . r ;=J-) ---<( , /. = 1 ... ,1TL 

(4.2) 

(4.3) 

Seja u E C 

corn ,1)11 Hx= r e tE [0.1] tal qcw u = tTv. Pela. definíção de T~ temos que u. satisfaz 

{ 
---~; = tf~~-J'.' li], ... _, ~m) em n: Vi= 1, ... , Tn 
u,- O sobH: Dn, v,- l, ... , m 

(44) 

Se.i<1 i0 E {1, .... m} tal que v, 0 ::J- O em n. Aplicando (H.l3) em (4A), e utilizando (4.2) e 

(4.:3). obremos 

( 4.1) 

( 4.6) 
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Combinando ( 4.5) e ( 4.6), concluímos que 

Vi= 2, ... ,m. ( 4. 7) 

Tomando i= m em (4.7), obtemos 

(<1.8) 

/\gora. COtnO Vi,, .:S '/' E'J11 $1, por (4.8), temOS 

(4.9) 

Por (-L9) e pda escolha de r. concluímos que uio =::-O em ft absurdo. Assim, u 'f. tTu, \lu E C 

tal qn<> livllx =,.e tE [0, 1}. 

Agora, mostrnremos que a aplicação H: C X R+-+ C satisfaz (i i) do lema 1.1. 7. Pela. 

deflui1:ào de T. temos qut> (ii.l) é satisfeito. Seja u E C e tE [O,+x) tal que H(tLt) =v .. 

P{'la definiçào de H, temos que u satisfaz 

\/1: = 1, ... ,m 
(4.10) 

Ctilizando (H.14) em (4.10), obternos 

m 

-Cu;~ L b;:!Hj + t- c em f1, Vi= 1, .. , m. (411) 
J=1 

Suponhamos que t >- c. Ent à o, por (4. 11), temos que existe i0 E { 1. ... , m} tal que U;0 ?/=. O em 

ft Assuma (H.14),. Então, por (4.11) e l<"ma AA, concluímos que u; >- O em !1, \11. = 1, ... , m. 

Em pnrticnlcu, 

j v,r.p 1dx >-O, Vi= 1, .,., m. 
D 

Sí~j0 À 1 -<.À-< p{B). I\.hlltiplicando (4.11) por 1.p1 e integrando por partes, obtemos 

-1 j 1};y1d:;:- t·b;j 1 Uj,:P 1dx 2: (,\- 1\) 1 u,.r.p 1d:r 
n J=l n n 

+(t- c) f y 1dT ~ (..\ - )q) j u;y1 ch:, V-i= 1, ... , m . . k o 

(!J- B).r 2 y. 

(4.12) 

(4.1:3) 

(4.14) 



Como :r,y E R~\ pelo lema 1.1.8, concluímos que p(B) -< À, absurdo. Agora, assuma 

(H.l4)b. De acordo com a notação acima, podemos escrever (4.14L corno 

;\lultiplica-nclo (4.1-1) por s~l' obtemos 

(4.16) 

Porl anto. ramo B-1 é nào-nega.tiva e p(B-1 ) < Ãl1 , concluímos que x ::.; O. Isto implica que 

u.- :=:O em D, \fi = 1, ... , m., absurdo. Então. t:::; c. Conseqüêntemente, por (H.2) ~ (H.8) 

t.' (H.l2), podemos aplicar o teorema L~.l a.o sistema (4.10). Logo, existe A1 >-O tal que 

]i' ·u [:lxS 1\f. Tomando t0 >-c e R>- AI, obtemos (ii.2) e (ií.3) do lema 1.1.7. Portanto, existe 

u E C tal qne r -<!I1J llx-< R e Tu= u, conduíndo a demonstrRção. 11 

:\gor<J. consideremos as seguintes hipóteses: 

(H.l2)' A~,,~ E C 1 (0), \fk,j = L .... X, f;,Du
1
f;: O x R~ -t R+ são ft.mções contínuas, 

\:/i.j = 1. .. ., n1, 

(H.l5).{;(cr,0)=0, VrEíl. Vi=l, ... ,m, 

(H.l6) A m X m matriz .Jacobiana Jj(a:) = (Du)f;(x,O)) é simétrica. e não-negativa, V.r E n, 
e sul~p(.J 1 (.r))-< À1 . 

. >-EU 

Teorema 1.4.2: SupoJJhamos que o sistema (:3.1) satisfaz (H.2)- (H.8), (H.l2)', (H.14)a 

(011 (H,14)!,). (H.15) e (H.16). Então, (:3.1) possui, pelo menos, uma solução forte não­

negal"i\·a E' não-tri\·ial em (lVJ'P(D))' 11 n (r!I2·P(f1))m, Vp E [l,+oc). 

Dem,: Corno o sistenm (:3.1) satisfaz (H.12)', podemos definir as aplicações compactas 

H : C x R* ........ C: e T: C --> C. como na demonstração do teorema anterior. Alérn disso, por 

(H.15). temos que I'( O)= o. Por (H.l2)' (.' (H.l6), podemos tomar E>- o~ suficientemente 

pequeno, tal que supp{JJ(;r) + EQ)-< )q, onde Q é a m x m m<l.hiz cujos elementos são 
.rEl! 

igu;\is a 1. Por outro lado, po1 (H.l2)' e (H.l5), existe r> O ta i que 

m 

/;(.r, U; ..... um) S 'L_(D",f,(cLO) + s)uj• (4.17) 
y=l 
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m 

V(::r,Ut 1 •• -,um)E0xR~ talque L:ujs;r. 
j;:;;:J. 

Agora. seja u E C com 11 u llx= r e tE [0,1] tal que u = tTu. Pela, definição de T, ternos 

que- u satisfaz 

{ 
-Lu;=tf;(x,u1 , ••• ,!!m)emfl, 
-vi = O sobre 8D, Vi = 1, ... , rn 

Vtilizilndo (4.1.7) em ("1.18). obtemos 

Vi= l, .. "m 

{ -L~,, :S E;~J(f,uJ:I~,O) + ó)Uj em n, 
u,- O sobre 8 ... Vt -l, .... m 

Vi=l, ... ,m 

(4.18) 

(4.19) 

Aplicando o lema Ll.G à (4.19), concluímos que -·u ~O em [L Logo, H_ O em D, absqrdo. 

Assim. u i- !Tu. Vu E C tal que 11 v llx= r e t E [O, 1]. Pa.ra mostrar que a aplicação 

!1 : C x R+ __,. C O>atisfaz (íi) do lema 1.1.7, basta ptoceder como na demonstr<1ção do 

1eon:ma anterior. PortiHÜO. c.plicando o lema 1.1.7, concluímos a demonstraçã.o. 11 

Teore1na 1.4.3: Sup(mbamos que o sistema (:3.1) satisfaz (H.2)- (H.5), (H.9)- (H.13), 

(H.14)." (ou (H.l4)h). EntRo, (3.1) possui, pelo menos. uma solução forte não-negativa e 

ni.crt:iYid em (W,i''(íl))"' n (W2·P(íl))m, \lp E [L +oo). 

Dem: A demonstraçã.o é análoga à do teorema 1.4.1. Observemos apenas, que ao im·és de 

utilizarmos o teorema 1.3.1. devemos aplicar o teorema 1.8.2. 9 

Teorema 1.4.4: Suponhnrnos que o sistema (3.1) satisfaz (H.2)- (H.5), (H.9) ~ (H.ll), 

(H.12)'. (H.l4)a (ou (H.l4h), (H.l5) e (H.l6). Então. (3.1) possui, pelo menos, um<l 

solução forte não-ncg;d.iYa e não-triYial cn1 (YF~·P(D))rn n (H'2'P(n))m, \fp E [l,+cx:;). 

Dem.: .\ demonstraçào é análoga à do teorema 1.4.2. u 

Agora, consideremos a classe de sistemas que S.:Jtisfaz: 

(H.17) Existf'm funçôes h; E L""'(Q) tais que bi(:r) ~ b >-O, J;(x,u 11 •.. ,um) :2: bi(:.r)u~; ~c, 

V(:~·. t/j .••• ,11-m) E n X RT' Vi = 1, .... m, e I1~1 b?'(x) >-- m.\1; unifonnemente para :t E n, 
onde a: {l, .... ·m}-----+ {L .... m} é uma bijeçã.o tal que ot f. L \lk = l, ... ,m-1, 1Ji = 

'"""'-\ rrm-> 
Lhot ( J"'k 0 ,;; )+l . m 

"'~"''""-cr"~'"'"~' rrm-l ' OI>- o, v,= 1, ... ,'ln, nio=I O';= 1 e c>- O, 
L.,~o,J(L,k.,l ( J""k o,.J)l-1--m 

' 
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Teorema 1.4.5: Assuma que C= .6... Suponhamos que o sistema (3.1) satisfaz (H.2)­

(H.5),(H.9)- (H.l3) e (H.l7), Então, (3.1) possui, pelo menos. uma solução forte não­

Hf'gati,·a e nào-trivial em (H 7 ~'P(n))m n (Hf2,P(n))"\ Vp E [1,+x). 

Den1: Como o sistema (a.l) satisfaz (H.l2), podemos definir as aplicacões compactas H: 

C x R+ ---J- C e T: C---!- C', como na demonstração do teorema 1.4.1. Além disso, por (H.12) 

e (I-1.13). ~<dwmos quC' a coudiçáo (i) do lema l.L7 é satisfeita e T(O) =O. Por definição, 

(ii.l) ocorre. Agora. most.rr>n.'mos as condições (ü.2) e (ii.3). Seja. tt E C e tE [O,+oc) ta! 

que H(u. t) = "IL Pela rlefiniçâo de H, t.emos que ·u satisfaz 

{ 
-[u;=J;(r,v1 , ... ,1tm)+temD. 
v;= O sobre 80, Vi= l, ... ,m 

{"tiliz<lnrlo (H.17) em ( 4 .. 20), obtemos 

Vi= L ., .. m 

-L~v;~b;(.r)u~;+t-cemO, Vi=l, ... ,m. 

Snponhamos que t >c. Entào, por (4.21). ternos 

-lu;>- IJ;(.r)u~: em D, Vi= 1, ... , rn. 

( 4.20) 

(4.2!) 

( 4.22) 

Logo, pel.:1 defí.nii;ão de a e lema. AA. concluímos que v; > O em ft Vi = 1. ... , m. Seja 

r= f1;:~ 1 u,. Como .C=:::: .6... utilizando as idéias contidas na demonstração do teorema 1.2.1 

fwjn (2.8)-(2.10) na página 12 c (2.24) na página 14), mostramos que 

"' 
)' ry; ~ !. 
~ 

;,J 

Aplicam lo a desigualdade de Young em (.-1-.24), obtemos 

Por outro lado, temos 
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(4.23) 
v 

(4.25) 

(4.26) 

( 4 27) 



Agora, combinando ( 4.23), ( 4.26) e ( 4.27), obtemos 

m 

"''' + rrr b?'(x))v < ( 4.28) 
i;;;;l 

< 

CtíliZMldo amudauça de variável -v= ::m em (4.28), concluímos que 

1 m 

c',z +- IT b)'(.r)z SOem il. 
rn i""l 

( 4.29) 

).fultiplicando ( 4-.29) por y;1 e integrando por part-es, obtemos 

(4,30) 

Assim. por (H.17), temos que z =O ern D, absurd0. Portanto, t ::S c. Conseqüêntemente, 

por (H.2) ~ (H.5) e (H.9) -- (H.l2). podemos aplicar o teorema 1.3.2 ao sistema (4.:20). 

Logo. ('Xiste :\f>- O tal que llv llx < Jl. Tomando t0 >- c e R>- ]1.1, obtemos (ii.2) e (ii.:3) 

do lema LL7. Portanto, existe 11 E C tal que r -<li u ilx-< R e Tu = v. Isto termina a 

denwnst ração. a 

Teorema 1.4.6: Assuma que [ = ....:-.... SuponJ1amos que o sistema (;3.1) satisfaz (H.2)­

(H.5).(H.9)- (H.ll),(H.l2)' e (H.l5)- (H.l7). Então, (3.1) possui, pelo menos, urna 

solu(;ào forte não-negativa e nào~tri,:ial em (HrJ'P(fl))n1 n (1V2•P(Q))m, Vp E [l,+oo). 

Dem: Scjam H: C x R 7 -+ C e- T: C-+ C, como na demonstração do teorema 1.4.1. A 

Ycríf1ccH)to d<;' que HS condições do lema 1.1.7 são satisfeitas, est<Í contida nas demonstrações 

dos koremas lA.l e 1.4.5. Assim, aplicando o lema 1. 1.7, concluímos a demonstração. 11 

Agora, daremos exemplos que sâo cohE."rtos por alguns dos teoremas acima. 

Sr;:ja U c Rs um domínio limitado de classe C2 , N ?: 2. 

Exemplo 4.1: Consideremos o seguinte sistema 

{ 

-~Ui= o;(.r)u7' + f;(.r, Vt, ... ,'Um) em n, 
u; =O sobre Dí1, Vi= 1, ... , ·m, 
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onde o; : D ___..... R+ é uma função contínua, fi : O x R~ ~ R+ é uma função de classe C1 tal 

que f;{:r. {11, ... ,11m).:; a(Z~r u{1íl + 1), V(:r, ul, ... ,Um) E n X R.';.\ \li= 1, ... , m, onde a>- o 
e 3112:: O. Vi.l = l, ... ,m. 

c• l 1 N±Z w· • w 1 ,-lllpon 1atnoR que <a;< 1v_ 2, vl = 1, ... ,m, se;\ .2: 3, ou a;> 1, vz = , .,. 1 m, se 

\ . _ ') o o,(c.,-1) w /- 1 J·( , O)_ 0 w O w· _ J ( ·) ' ' '( ' -· ·--- •. )<f-< ,,, 1 , vL - , ... ,rn, , .T, - ,vx E ... vt-l .... ,m,, f :1. es1me ncae 

n;icHtt:gatiYa. \f:r E D, e :;;up_,ED p(JJ(x)) < À1. Então, pelo teorema 1.4.2, (4.:31) possui, pelo 

menos. nma solnçào não-negativa e não-trivial em (lV1J·P(f!:))m n (lV2-P(Q))m, Vp E [l,+oo). 

l"m modf'lo que cumpre as condições acima: 

{ 

--"'·11 -a·(·r·)ua<' ''\'m a·u· em O 
.:.J. ·' - ' ' •i T L,j:;;l I) J • •·; 

tt,· =O sobre iJD, Vi= 1. ... ,m, 
\h= 1, ... , m 

onde 1 -< o; -< :~:!;, Vi = 1, ... ;m., se .\" ~ :3. ou o; >- L \h = 1, .. ,, m. se N = 2, 2a; < 
n,-o 1 + J, Vi., l = 1, .... m, e A= (aiJ é uma. m x m matriz simétrica e não-negativa tal que 

p(A)-< --\1. 

:\otemos que, pela observação 1.1.:3, a simetria. de A não ê necessária. 

Exemplo 4.2: Considerf'rnos o seguinte sistema 

{ 
-' - ·( ·) "" ' . ( ·)· "'~'(· ) + b··(· ·) s,, + b· ( ·) B,,, ' f·( . . . ) '~~~ ~· :~~ .1 U; T O.w, 1 U.,-, .r 1l X Ui to', .I U.,-, T , 1., U1, ···;Um 

1.m ... Vt--l, ... ,rn 
u; =O sobre ()!.1, Vi= l, ... ,m, 

(U2) 

onde a i i· o;,.,,' b;;. h;c;, : n --'t R+ são funções contínuas, 0;0", > o em n, f; : TI X R~ -7 R+ é 

nrn<t fuw)io declasseC'1 Jimit<uJa, Vi= l, .... m, a: {l, ... ,m} --r {L ..... m}éumabijeçâo 

tal qu<" a}#- J, Vk = l, ... ,m -1. 
'l nm_l<:>;c;-1 2 /) 1 
"uponJaDl()S que"'"' i'i:""''"-rfl" 1

0 
)l+m ~ rn{:Y l)'Oit > 1, /Ji 1: > 1, 1 </ia,< 

L,..,=l'L~;"'l ( 1=; ..,1 111+1 • · 

nw,. O :S .>i10; < n;a, ív,, O,;í'; ~ ü;,r,í',-,, \ii = 1, ... , m. Então, pelo teorema 1.4..4, (L1.32) pos· 

s11i. pelo menos. uma solução não-negativa e nilo-trivial em (H>"J,P(fl))m n (VV2·P(f1))m, Vp E 

[!.+x). 

Exemplo 4.3: Cousídr-~remos o seguinte sistema m·acopla.do 

{ 
-!lu,-= a;(:r)u~: e~n D, \fi= l, ... ,m 
u; =.::O sobre an, V·t = 1, ... ,m. 

omh· o,: fi--+ R+ é mna funçào contínua, \fi""" 1,.H,m. 

(4.33) 



IT" Suponhamos que a, >-O, Vi = 1, ... : m, e O< 1 '-"J~l < 2 
L:~rL;:/tllZ:,/a,.t)}+m- m{N-1)" 

' Então, pelo teorema L4.,5 e lema A.4, ( 4.33) possui, pelo menos, urna solução positiva 

em (ll',;''(\1))'" n (W2·'(!1))m,\ip E [l,+cc), Logo, tomando a;= 1 em !1, \fi= l,,,,m, 

ob1emo::;. para os ai-:> acima, solução p<tra o .sistenw 

{ 

-L1.u; =v~.; ern fl, \:li= 1, ... ,-m 
u;>-Oem n, Vi=l, .... m 
v,-= O sobre ôíl, Vi= 1, ... ,m. 

Ern particnlar, quando m = 2, temos existência de soluçào para 

{ 

-:'>u=v" 
,.. 3 em D 

-;__}.v= u 

u,v>-0 emn 
v =o= v sobre an, 

d J J 1 1 > K-1 supon o que n/ >- . e cY+l + }+l _ ~-

Por ontro lado. pela ohsen·ação 1.:2.:3. ternos existência de soluçã.o para 

{ 

(-D..)mu=v"' emn 
v >--0 emn 
(-D.) 1u =0 solweà\1,\ik=O,,,,.m- L 

:.:npondo que n >-· 1 e (N- m)o :::; N + m. 

( 4.:J,l I 

(4,35) 

OBS 1.4.1: Em [lR]. De Fígueiredo e Felmer mostraram, vw mét-odo \"ariacional, que se 

l > 1 ' 1 ',,_, 'l '">'3 8< N±4 l ">' ~- (434) ', ;+ 1 , i!+l ~> ---;_::;-. quonc o .\ _ '· ~ e 0:, / _ N-4 , quan( o i\ _ ~), en ao ··· possm 

soht<_:ilo. Observemos que o exemplo cL3 fornece existência de soluçâ.o para pares (o, fJ) não 

contidos em [18], quando X 2: 5. Além disso, em [.SS], Soranzo mostrou que, se f1 é um 

domínio limitado, snave e com·exo, ]\;' >- 2m e 1 -< o -< ~~~;~-,então o problema (4.35) 

pos:-;ni sohu;ão. Por outro h1do. o exemplo 4.3 mostra existência de solução para o-'s estrita.­

mcntc abaixo de~;?_:~;;;, porém. não exigimos convexidade do domínio.• 

OBS 1.4.2: Suponha qne n é dc das se C2·o, Aki E Cl,c•(n), Vk,j = 1, ... , /\'.e J,- : f2 xR~ ------l­

R+ {• nma função de classe C>-",Vi = l, ... ,·m. Então, as soluções fornecidas pelos teoremas 

acima estão em (C2•o-(O))"' .o 
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OBS 1.4.3: Assuma, ao invés de (H.l6), que 

(H.l6)' J(:r) é uma matriz cooperativa (isto é, Du;f;(J:,O) :2: O, Vi,j;;:;:: l, ... ,m, i :f }) 1 

V.r E D. tal que 2:::;'~ 1 DuJ.f;(x, O)--< À1 1 Vi;;:;:: 1, ... , m. 

EHtào. os teoremas acirno., perma-I1ece111 válidos. De fato, basta observar que a hipótese 

(H.l6) foi usada para garantir um princípio de máximo para sistemas (lema 1.1.6). Por 

o1!1rn lado, (H.16)' irnplic<1 em urn princípio de máximo (veja o coro!iÍrio 1.1 em [2.3]).• 
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Capítulo 2 

Existência de Soluções para Sistemas 
Elípticos com Caráter Sublinear 

O. Introdução 

Consideremos o segninte sistema elíptico semilinea.r 

( 0.1) 

onck 0 C R\' é um domínio limitado de classe C2
, lv' ~ 2, L= L.k,J D~.:(A~<:j(.r)Dj) é um 

OpC'rador \mifonnement<:' el:íptlco tal que Akj ::= Aj_J.: em n, 'r:fk,_j = l, ... ,N, e fi: o X R+.------,. 

R+ é nrna função de CarathPodory. Ví = l, ... ,m. 

:\o c0pítulo .1. estudamos o problema de existência de soluçào nâo~nega.tíva para sistemas 

fia forma ((U), com cariÜer superEnear e subcrítico. T\este capítulo, analisaremos esta 

questão pnro sistemas elípticos semililwares com caráter sublinear. 

Heceutemente. Clhnent-\·an d(~r Vorst [11] e F'elmer-Martinez [28], ,.-ia método vnriacio­

n<tl. mostraum1, em particular._ a existêw:ia. de solução dássica positiva para o sistema 

( 0.2) 

omk n C R:Y é um domínio limitado e suaw, N :2:2, n,fJ >-O e o!3-< J. 

O tr:orem<c 2.:3.6 contém ~~ste resultado, quando m = 2. Além disso, este teorerna e o 

teorema :2.:).5 tratam não-linearidades não estudadas 12~m [28]. Quando o;B ::--' 1, a. questão 

de existência é mais ádicâda. pois há prohlema de ressOIJâucia. O caso ressommte é tratado 
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nos teoremas 2.3.1 - 2.3.4. :L\ ossos argumentos sã.o baseados em estimativas L= das soluções 

de ( 0.1 ), teoria do grau e iteração monotônica. 

Este capítulo está dividido em 3 seç.ões. Na primeira, introduziremos alguns espaços 

de int.erpolação e um conceito de solução fraca. Além disso, enunciaremos um resultado 

simples de existência-. baseado no método de subsoluções e supersoluções. Na segunda seção, 

obteremo~ es1irnati\·as a priori para soluções fracas (~fortes de alguns sistema~ elípticos 

semilillf'ares com caráter subliuea.r. Finalmente, na terceira seção, utilizaremos teoria elo 

gran e iteraçr1o monotônica para obtermos alguns resultados de existência. 

1. Preliminares 

;\t'st a seção, fornn!lan:mos um conceito de solução fraca para certas classes de sistemas 

dn formil (0.1), o qn<tl nos permitirá estudar a existência, de solução não-negativa J)at'a 

a!gnns .sistemas com car~ter suhlüwar. Para isto, introduziremos alguns espaços de Sobole\· 

frccionários. 

S<darn (p 11 ),:;: 1 C HJ(D) uma base Hilbertiana de L2 (0) formada por autofunçóes do 

prohkrna -D.p = ,\y em O. y = O sobre â0., e (.\n).,.:;:1 os autovalores associados. Tome 

; 1 ;.-O em n. Sabemos que P(íl:) = {-v= z:=;~ anYn :L~~ a;,-< +oo}. Consideremos a, 

seguinte famílin de espaços (H 8
) .. :;:o e operadores A~: !! 8 ---+ L2(f1), s 2: O: 

+·)_) +~ 

lf 8 
= { U = L 0,-,',;'-n E L2(fJ)' I>\;a;-< +oo}, v, 2' O, (l.l) 

""'1 n:=l 

+ex. , 
A'' H'_, L2(fJ), j 'u- "'A:tt, , / - - L_. n -nYn' Vs 2: O. (1.2) 

,,o=l 

Pela dPhni(Jw de JF. temos que o oper<:t<.lor A~ está bem definido e é linear. Além disso, 

como .\, --------; +::;.o, ]c >- O tal que 

(U) 

Srja (., .)f-1-' : }-)-!' x }[I' --------; R definido por (-u 1 v)lf·" = j 0 A•u;Fud:t. Por (1..1), temos 

qlH' ( ., . )!!, é um produt-o int12rno, e que 1{ 8
, munido desse produto interno, é urn espa.ço 

rle Hillwrt. Denotemos por Jl. IIH" a norma. pron~niente desse produto interno. Por (1.1) 

t' p<'l<L deFinição dE' (."')w. temos que A' é um isomorfismo isométrico. Observemos que 
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H 0 = L'(íl) e 1!1 = HJ(íl). 

Agora, consideremos urna impmtante propriedade sobre imersões desses espaços de in­

terpolaçào: 

Lema 2.1.1: Dados>- O, ternos: 

(<'1) .\ inwrsào JF <.---e; Lq(fl) é contínua, Vq E [1, 1 ,)l~';J, se 2s -< X, e Vq E [l,+oo), se 

28 ? S. 

(h) A imers~o Hs '----+ U(D) é compacta, Vq E [1, ./'}:_~J, se:?$ -< A, e Vq E [1, +oc), se 

2s? _\". 

Dem: Veja [-50] (' as referéncia::; lá contidas. • 

Sejo rr: {l. .... m} ~--J- {l, .... m} uma bijeção tal que af -.:j:.l, Vk = J, ... ,m- L Suponha 

que o sistema (0.1) satisfaz a seguinte condição de crescimento: 

(H) 

onde a>- O e 0; >-O. Vi= 1. ... ,nL 

Snponhamos que existam -'i>- O, ';h= 1, ... , m, tais que 

Si+ Sr:r, = 2, (L5) 

1 1 .S.,-, . ·-- >-·-- - .. Vt = ] .... ,rn. 
o;+l 2 ~\· · 

(Ui) 

Assumindo qui" (0.1) satisfaz (1.4)-(1.6), podemos íutroduzir mn conceito de soluçã.o 

frvca para (0.1 ), o qual<; inspirado no trabalho [18]. 

Definição 2.1.1: Diremos que {u1 .... ,H,,) E EBi:-1 Hs, é uma solução frnca de (0.1), se 

(Li) 

:\o que segue. necessit<uemos do seguinte resultado de regularidade: 
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Lema 2.1.2: Seja (ui> ... , um) E EB~ 1 H~>; uma solução fraca de (0.1). Então, (ull··-, um) E 
"' 'l 1 é"< +1 

EBi~1 w·2
, "~ (D) n EB~ 1 nro' "i (D), e é uma solução forte de (0.1), isto é, 

- .Du; = f;(x, uh ... ,um), qtp(fl), Vi= 1, ... , m .. (L8) 

Dem: Por (J .i). temos 

f A~'u;A""''if)(/.r: = r f;(:r,ut, ... ,u,)Çd.r, 
Jn Jn (1.9) 

'dó E H2 (rl) n Hi(il), 'di= !. ....• m. 

Por outro bdo. por (1.5), temos 

(1.10) 

Por (lA-), temos que 

c.,+J 
f;(cr. !IJ, ... , <tm) E L-;;- (fl), 'di = 1, ... , 111. (1.11) 

«·+J 1 " +1 
Então. pdo lema A.7, existe V; E VV' 2

'~(D) n H~',, (Q) tal que 

-Ct·; = .fi(:r,v 1 , ... ,v.,), qtp(D), Ví = l, ... ,rn. (1.12) 

AJf.m clísso, por (l.G), temos que t >---- o~+ 1 -7} >-- o:~+l- ,~"- Assim, por imersão de Sobolev, 

t('IllOS 

v; E L 2 (1!), 'di= 1, ... m. (1.13) 

Con;;eqi_if•ntenwnte, por (1.9), (1.10) e (1.12), temos 

- f tJ;Lr;}(h: =- r .Lv;tj>d:r =- f 'I';LÇd:r, Vi= 1, ... , rn. .In ln ln (1.14) 

S('jct w, = u;- c;. Vi= l .... ,nL Por (1.14), temos 

(!.15) 

Como H.'; E L 2(0).'rfi = l, ... ,m, então, por (1.15) e lema AT, conclulmos que 1.v, =O, Vi= 

l. .... m. Isto termina a demonstração. 11 
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Agora, enuncíaremos um resultado de existência. Para isto 1 necessitaremos da seguinte 

definição: 

Definição 2.1.2: Sejam u = ( u,. ... , ·nm), l' = ( v1 , ... , Vm) E ( C 2
·"( íl) )m tal que u, v 2' O em 

n. Dizemos que ué mna suhsolução ( supersoluçã.o) de ( 0.1 ), se v; = O sobre ôD, Vi = 1, ... , ·m., 

e ~[.u, :S ( 2:) f,(.L.Ut····,um) em n, Vi= l, ... ,m. Dizemos que "U. :S t' em n, se Ui :S l'i 

t~m fL Vi= L ... , m. 

Lema 2.1.3: Sejam 3!.. = (ll1 , ... , g,J, V= (UIJ ... , U,.J E (C2·c.-(n) )m. 1!..· V ?. O em ll, uma 

subsoluç~o t' urna supersoluçào de (0.1). respectivamente. Suponhamos qu"' n é de cla.sse 

('V>{' qne f; : n X R~\ --)-R+ é de classe co. tal que, se UJ ::; Vj e tt;, Uj E [0, 11!], Vj = L"'' "!TI., 

então f 1( .r, u 1 , ... , u,) ::::; j;(::r, v1 , ... , vm ). V:r E n, Vi = 1, ... , m, onde AI = máx {1[1!.; [[vx, 
iE{l .... ,m} 

jjV, iiL""}· Ent<lo. (0.1) possuisoluções·u1.u·2 E (C2·"(0))m tais quel.f:S u1 :::; u2 :SI/em 5:1. 

Dem: Pelo 1..-t:'ma ..-L). pé!.t"a ca.da u = (u 1 .... ,vm) E (C:1·"'(fi))"', existe um único r= 

(ch .... v,,) E (C2·0 (D))"' satisfazendo 

Vi=l, ... ,m 
(1.16) 

Assim. podemos definir il 11plicação 

Sejnm u1 .u2 E ((,<!.o(fi))m tais que"(.;:::;; u2 em n e I! vi !lu"", li u7\lv:-.o$ Af,Vi = L ... ,TrL 

En1ão. Tu 1 :::;; 1'11 2 em n. De fato, pela definiçào de T, temos 

{ 

~L[(Tu 1 ); ~ (Tu 2 1;] = f;(x,u;, ... ,u;,)~ 
f<(:v.vi, .... u·;n)::::; O em D, Vi= 1~ ... ,m 
(Tut) 1 - (Tu?)= O sobre f)D., Vi= 1, ... , m 

Port auto. pc-lo Lema A. .. 2, concluírnos que 

' 7" 1 V'O 2
- 2 T'V>O u,+ 1 = _ u,, 11 :::: • e v.0 = 11, u,+1 = ·u;. n _ · 

f' u;, :S v; em D, Vn 2-. O. De falo, temos 

{ 
-.C{:!L;

1
- ~ti;) ~ I:~J:,.!Ll, ...... ~) -- f;(T,ll.l, ... ,:U.m) =O 

JL;- u11 - O sohlE DD, Vt ~ 1, ... , m 
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Aplicando o lema A.2, concluímos que ·ub ::; ui em !1. De forma análoga, temos que uõ ;::: ui 
em n. O restante da demonstração segue1 utilizando (1.18) e indução. Portanto, temos 

funções u\u 2
: n --t R~~ definidas por v.;,-+ u 1 eu~ --t u2 em n, pontuahnente. Pelo 

teorema da convergência. dominada, temos que v\ -u2 E (LP(f!))m, 11 u.~;- u! I)LP-+ O e 

li v;,,- -u·~ llu------> O.Vi = l, .... rn, Vp;::: L Fixemos p >- 1 ~-"- Pelo lemaA.7, temos que 

11 1 . _ 1 I' , < li !·(· . 1 , 1 ) _ I'( . , , ) li :1l(J.:+1), u{n+l)i IJ.t-l,p_C, ':r,ukt•··•,ukm ,I .t,u,.ll""'unm LP, 

2 2 2 2 2 2 IJ 11(k+l),- u(,+l)i llw~.p:S c ll.f;(:r,ukl~ ... ,vkm,)- J;(;r.unl, .... u,n,) ))L-P, 

Vi= l .... ,m. 

(1.20) 

(L21) 

i"tilizando. nonnnente, o teorema cl.a. convergência dominada em (1.20) e (1.21), concluímos 

que u1. 11 2 E (H"2·P(n))"'. 11 u~,- v f lhr<.p---+ O e 11 u~;- uf lh-P . .r_,. O, Vi= 1, ... ,m. Por 

itm~rsáo d1~ SoboleY. temos qne -u 1. v1 E (CLu(!1))"', I! t/~ 1 - vf lh.a-+ O e 1111;; -uf lh.a-t 
O. v~·= 1. .... m. Por outro lado1 pelo lema A .. ~\ obtemos 

li u(k+t)i- v{"+l)i 112.,,:::;; c li .U:r, v L .... , uL,,) - f;(:r' u;,_I' .... v;,"') 11,;, 
11 vf(+l)i- ·ufn+l)i lb.ú:::; c li };(x, url, ... ,ukm)- J;(x, ll~ll ... , 'U~m) II(H 
\fi= !, ... ,m .. 

(1.22) 

(1.2:3) 

ConsNp~i(·ntt"mt'IÜE'. u1.u2 E (C'2.c'(0))m, il u~,- v:[ 112.a--t o e 11 'V~;- ur 112.<>--+ o, VI. 

l, .... rn. impErando que u1 e u2 são soluçóes de (0.1). • 

2. Estimativas A Priori para Sistemas Elípticos 

::'\ec-;ta se--ção. obteremos algumas e~stirnativas a priori para soluções fracas e fortPs de Cf~r­

t ns classes de sistemas c1íp1 icos semilincares com caráter sublinei'tr. Antes de enunciarmos os 

principais r<esultados desta S(~ção. consideraremos algnns lemas que serâ.o ÚtE'is no decorrer 

deste capítulo. 

Lern.a 2.2.1: Sejam 0'1~ .... Om reais positivos, m 2::2, tais que rr""'l ü; 5: 1, e O': {l, ... ,rn}-+ 
{L .... rn} uma hijeçilo satisfazendo a~ f.l, Vk = 1, ... ,Tn --1. Entii.o, existe ·r E {l, .... Jn} 

tnl qne 

11k 
· O O m-i 
,-' ' 17, 

o:,.+ 1 
::=:; 1, Vk= l, ... ,m -1. (2.1) 
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Dem: Argumentaremos por indução. Se m = 2, então, claramente, o lema se verifica. 

Suponhamos que existe n/ .2: 2 tal que o lema ocorre para qualquer mE {2, ... , m'}. Sejam 

(}1' .... Qm'+l reais positivos tais que rr~:l Q; ::; 1, e (J: {1, ... , m' + 1} -..:,. {1, ... , m' + 1.} uma 

bijeção satisfazendo uf i: l,Vk = l, ... ,m1• Então, como TI~{ 1 o 1 ::; 1, uma, e apenas uma, 

das segtlintes alternativas ocorre: 

(a) Ot :S 1. V/= 1. .... m' +L 

(h) 3r' E {1, .... m' + 1} tal que u,, >- 1 e n; :S 1, Vi -:f:. r', 

(c) 3r1 E {l. .... m' + 1} tal que o,,.,>- 1 e o:,.r, >-1, 

(d) (b) <"(c) não se verificam, :3r' E {1, ... ,m' + 1} e i 0 E {1, ... ,rn'- 2} t<:tis que CY 1 < 
q ,, 

L Vj = 1. .... lo. o,.,>- 1 (:' n:~.o O"J :S 1. ,, 
.\ seguir, estudan_'mos cada uma destas alternatiYa.s: 

.\lrPrn?.ti-..-a (a): J~ imediato que (2.1) se verifica. para. qualquer r E {l, ... ,m' + 1}. 

:\!tnnatin-1 (h): Basta tomar r= r'. A verificação de (2.1) é simples. 

:\lteruatiYa (c): Sejarn 31 = oi''Ct,.,-" .B,- = o-tr', , Vi = 2 .... , m-', e T : { 1, ... , m'} _.... { 1, ... , rn'} a 

aplícaç<"lo deflnidc1 por í; = i+ 1. Vi = 1, .... 1;/ - _1, Tm' = L Como IT?~ 1 ,B,- $ 11 pela hipótese 

de induçào. existe r 1 E {1, .... m'} tal que 

.:3,, + 1 
< 1, Vk = l, ... ,m'-1. (2.2) 

Supouhamos que r-1 E {2, .... nr'}. Seja r= 

(:2.1). l1ast;t mostrélr que 

Para. "i/erificar que (2.2) implica em 

Tim'+l-J'J 
i=D (\' m 1+l-• 

~-· "' <L 
o.,.+ 1 

(2.3) 

A vc>riflca(:ào quP (2.1) ocorre pa.ra h· -:f:. m' + 1- ·r1 , segue imedíatament.c de (2.2). Por 

(2.:2). temos 

rlm'+2- q 
i=O 0: m'+l-i __ a~,~·--

01- + 1 
(2.4) 

Como 0
0

; 1 -J =o,.,>- 1, por (:2.4), concluimos que (2.:3) é sa-tisfeito. Agora., suponha que 

r 1 =L .Seja r= r.t. Entào, ternos 

,TI.,7=-o"'-'/3:cmc_' +c:.lc:-C'i ] \lk I ' l - ::;: _ , .. = , ... , rn - . 
{!1 + 1 

(2.5) 



Corno {.lçr,, >-· 1, por (2.5), temos que 

(2.6) 

Hesta verificar que (2.6) é satisfeito para k = m'. Mas isto é imediato, pois TI~{ 1 o:;:::; L 

Alternativa (d): Sejam /31 = cr,,a,.,.,'· 32 = rt~ 1 a,.,.,, (3,- = o,.i+í0-z, Vi= 3, ... ,m1 + 1- i 0 , e 

T : { l ..... m'+l-lo} .........,. { l, ... , m'+.Í'-i0 } a aplícaçâ~' definida. ~;~r Ti= i+ 1, Vi= 1, ... ,n/ -i0 , 

'm'+t-in = 1. Como fE::tl-io 3,-::; 1, pela hipótese de indução, existe r 1 E {1, ... ,m.' + 1- í0 } 

tnl que 

(2.7) 

Snponhamos qw: t" 1 E p, .... m' + 1- í0}. Seja r= cr;:+io-2. Pn.ra Yeriflca,r que (2.7) implica 

em (2.1 ). basta mostrar que 

(2.8) 

m' + r 1 +i o- L 

A wrificaç{Jo qnE' (2.1) ocorre para os Yalores de k restantes, segue de (2.7). Por (2.7), temos 

DI] -J 

,,.Q f>":'''+l-< ) ,· _ '"_. 1 , . 1 
, ... 1 ::.::; 1. l mtnnto. como o,.,.,'+J-k- 0: "''+•·.~+•o-1--' S: 1, Vk- m + r1 - 1, -.., m + 
.. , rr, 

l't + iu- :3, temos que (2.8) se ·verifica pnril k = ,.;/ + r·1 - l, ... ,n/+ 7'1 + i0 - 3. Além disso, 
. [1m'+I'J+;o-1 "' 1 . (•J ') .. k ' + . 1 S ] ! (0!110 '""'''''+•1_1 o-,.,'+J-> ::::, , ternos __ (') para = rn + r1 to- . k upon 1a que r1 = :... 

. ' 

Seja r= a;.~. Então. segue de (2.7). que 

(2.9) 

Como o "'''"'!-, ::; 1, Vi = 1, .... i0 - L por (2.9L obtemos "t . 

(2.JO) 

OhsetTi\lldO que n~;,o ü <1;"'+1-, ::; 1, concluímos que (2.10) se verifico para os \'alül'('S restantes 

de k. Finalmente. suponha que 1'1 = L Seja r= r'. Então, por ( 2.í), temos 

(2.11) 



Como o_<r"'' :s;_ 1, por (2.11), segue que 
c' 

a,+ 1 
(2.12) 

:\otando que ü rn'+J-k :s;_ L Vk = m' - i 0 + 1, ... , m 1 
- 1, ternos que (2.12) se veríftca para 

rr ,. 

1.- = m' - i0 + l, ... , m 1 
- 1. hüo conclui a demonstraçáo. a 

Lema 2.2.2: Assnma. que o sistema. (0.1) satisfaz (1.4). Seja r E {l, ... ,rn}. Dado o .2: ün 

defin<~ 

·o llf '-"'"E' ;;e --< q; .. _,~--< . (C ma Pk.c.· = -;;;,::;-· Jntao, ternos: 

f a) se P~ ...... +l >- 1 então :Jc >- O t.ai que 
• <> m-~ 

c, 

+ l] 

G' m-k 

li U m-e li' "·•+' :'Ô c(JJ U m+>-' ]],;', H + 1 ), c, '__ v, " ~,ex 

'" m-1.' lF ..-, 

V ;:;oln~;ão forte ( llt, ... , u,) E ( H-'2·q( 11) )m n ( H~·q (D) )"' de (0.1) ta.l que u,.:"+l-k E Uk-"+
1 (O), 

nnde IJ E [l,+x). 

(h) Exlsrc c>- O tal que 

V coluçào forte (11 1, ... , ""')E (W 2 ·'~(0))"' n (W~·'~(íl))"' de (0.1) tal que u,, E L=(íl), onde 

'I E [L+x) e r E {l, ... ,m}. 

Dern: (a) Como PL<>+i >- 1, pela. lema A.7, temos 
O m-!,· ,, 

['1iliznndo (JA) em (2.L3), obtemos 
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(b) Seja. p >- N Ctr. Pelo lema A. 7, temos 

(2.15) 

l~tilizando (1.4), obtemos 

11 "• llw' ••• S c( I lu,, IIJ:; + I) S c( li v,, IIJ:'" + 1). (2.16) 

Como p >-- .Yer,. por imersão de Sobolev, concluímos que 

Agora, ar,gumentando indutivamente. concluímos a demonstração.• 

Lema 2.2.3: Assuma qu(' o sist.ema (0.1) satisfaz (1.4) e rii: 1 o; :S 1. Sejarn r E {L ... ,mJ, 

como uo lema 2.2.1 e o 2:: 0 0 • Suponhamos que qk,o >--O, Vk = l, ... ,m. Então, ::lc >--O tal que 

V snlu(;i1o forte (u 11 ... , um) E (H-'2 ·º(ft))m n (H/~·º(0)) 111 de (0.1) tal que u,h E Lo-+1(D), onde 
'i'\'"'-!Jnm-1"' I 'i .

3 
., w,-l J-· .,.m-) + I . ? o+ (o:,.+ 1)-p, JL = .Y · >-O, q E ),+cc). 

Detn: Corno ro;,+l = ~~ 1 >-- 1, pelo lema 2.2.2(a), existe c>- O tal que 

(2.17) 

Obscrvelll()S que, como qk,,, >- O, Vk = 1, ... , m, pelo lema 2.2.1, concluímos que 

(2.18) 

Vk =O ..... m ~ 1. 

l'tilizcmdo (2.t8) e imers<i.o dE' Sobolev em (2.17), obtemos 

(2.19) 

Por (2JS), podemos proceder iudutivamen1e com o lema 2.2.2(a) e concluir que existe c>- O 

tal qne 

+ 1). (2.20) 
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Em particular, tomando k::::: me {3 = Pm,cn obtemos 

11 u,, IILW'Ó c(ll u,, IJJ1:;,' "• + 1). (2.21) 

Além disso. temos 

1 1 1 1 
(2.22) 

n+l Pm.c.-+1 
1 -n'n " ' l ·t 

+ 
+ !] 

Como fl'~ 1 O; :5 L concluímos que J .2 n- +(a:,.+ 1)2fL • 

Lema 2.2.4: SuponhA que o sistema. ((U) satisfaz (1.4) e TI~ 1 üt ~L Sejam r E {1, ... ,m}, 

como no lPma 2.2. L e ü 2_ a, .. Ent·ào. existe c>- O tal que 

( ? '>'3) 
.~-~· 

V solução forte (u 1 • .... u,) E (Hr2·1(fl))mn(H~ 1 · 1 (.0))m de (0.1) tal queurrr E I/'"+1(0), onde 

q E [L +x ). Em ]Jolticular. ( u, .... um) E ( \V2·'( !l) )m ri ( w;·v(il) )m, \lp E [1, +x ). 

Dem: A demonstl'aíJío será dividid<:~ em dois casos: 

lQ caso: Existe J/ E {l, .... m} taJ que 

q.,Oc }-o. Vj =o, ... ,!./~ 1, e Cjk',O:r:::; o. (2 24) 

Ftilízando o lt'JTlil 2.2.1 <:argumentando como no lema 2.2.2(a), concluímos que 

(2.2)) 

Como qk'.Dc -s.. o. t~ntão :2(Pl·'-l,Q, + 1) > I\'a. m+l-k'· Conscqúêntemeute, por imers<"i.o de 
~ <Y, 

Sobolev. tt'mos 

+ 1), \lp E [l,+oo), (2.26) 

onde c>- O dqw!lde de p. 

Sej<l p >-X o ,.,-u. Por uma es:timati\·a análoga a ohtida no lema 2.2.:2(a), temo::; 
c, 

+ 1 ). (2.27) 
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Assim. por lmersã.o, temos 

+ 1). (2.28) 

Agora. como I1~ 1 cr,- ~ 1, utilizando (2.28) e o lema 2.2.2(b), sucessivamente, concluímos 

quf' exíste c>- O tal q11e {2.23) ocorre. 

2Q C.<'~SO: C]j,n, >--O, Vj =O, ... , m .. 

Em p<nticul<1r. kmos 

(2.29) 

Apllcrmdo o lema :2.2.:3. temos que existe c>- O tal que 

(2.30) 

onde d 2:: o,.+ (o,+ lflp. 

Agor<L defina .:3o = 0'c, .81 = {J e 3,-+1 = Jlrn/3,, se n 2:: L Se existe n E N tal que qJ.Bn >--

0. \fj =O .... , l/ ~ 1. e fJk'JJ., ::_;O para .algum J/ E {1, ... , m }. então argumentando como no lQ 

Ci'ISO. condnímos que existe c>- O tal que 

(2.:31) 

(2.:32) 

Como rr~r o, ~ L isto implíca que existe c>-- O tal que (2.23) é satisfeito. Caso contrário, 

pelo kma 2.2.:3. {1, 2:: O r+ n (O' r+ 1 )2 p. Assim, podemos tomar n E N tal que {3, + l >-- NO. r· 

Ctilinmdo o lem<1 2.2.2(a), temos 

(2.33) 

rtilizando iwersii.o. obtemos 

(2.:31) 

Port<1nto. ê!plicando o !Pma 2.2.2(b) sucessivamente, concluímos que 

[]
m 

li ,,, o, ' 1) 
LJ$nfl T · (2 . .35) 
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Por outro lado, pelo lema 2.2.3, tem-os 

(2.36) 

Como rr.~l O; ::::; L combinando (2.3.5) e (2.36)l concluímos que existe c >-- o tal que (2.23) 

ocorre. Isto conclui o ::>egnndo caso. Logo, em particular, mostramos que u,., E L00 (fl). Pelo 

lcma2.2.2(h), kmos que (v 1 . ... ,um) E (L':c(D))m. Assim, aplicando o lema. A.7, concluímos 

<]li<' ( u, . .... Um I E (11'2•1 ( rl) I"' n (H~·'( íl) lm. Vp E [1, +x I" 

Seja(]': {L ... ,m}----+ {L .... m} uma bijeção tal que o-~ f::.l,Vk = l, ... ,m- L Primeira­

nwnte, estud<nemos a classe de sistemas que satisfaz as seguintes hipóteses: 

(H.l) ;t,J E C'~(Q).\:/k,j = L .... x. e f;: n X R~--+ R+ é uma função de Canühéodory, 

Vi=1 ..... m. 

(H.2) Existem funções h; E L00 (0}. Vi = L ... ,m. tais que h;( :r) 2.:: b >- O e limu.,.,-+oo 

J,r..,, .. ,,,, I( I 'f t E~ ER" I 'J v 1 ·-·- ,:•-, = J; .T. un1 orrne1nen-t." enl.?" ·H, UJ +• vJ = , ... ,nt, J 1 a;, v1 = , ... ,rn, .. , 
011de o,:>-- O. Vi= L ... , -m. 

(H.3) VM >-O. fiu(.l = Sup,,ER+, f;( .. u1 , ... ,um) E Lx(í1), Vi= 1, ... ,m, 

(HAI TI:~, o;= 1, 

"J"'l, ·"'- J#·"· 
o...;u,.,-<.U 

~? ( ) (H.5) o;-< \--.2' Vi= l. ... ,m. sem É' ímpar, e N- 2s 0 11;k-t 

S + 2t. VI.:= 1, ... , 3-, sem é par, onde$. t >-O e .s + t = 2, 

"'"-'![]"-' I L.,i;"'l J=k !)~+I 

(H.61 TI:'~, ~t:''(T) >- m!.,. qlp(fl), onde q; = "'" I"'" 'i!1"" . · 
f_,!""! L..k=J J"'k "'""')) -t-"' 

' 

Por (H.5) e-lernn. :?.LL ,,xist('nl s, >-O, \:h= 1, ... ,m, tais que 

$;+sO", =2, Vi=.l, ... \In, (2.37) 

}j'<r, '----.:- L'''+1 (0) C contínua. e compacta, Vi= 1, ... ,m. (2.:38) 

Pnra ver isto. hasta tornar .s; = 1, Vi= 1, ... , m, sem é ímpar e .s,.;l,-t =se s ,.H = t,_Vk = 
' 1, ... ,~·-se m é par. Akm disso, ohsern~mos que (H.2) e (H.3) implíca.m em (1 A} Portanto, 
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~e o sistema (0.1) satisfaz (H.2) 1 (H.3) e (H.5), podemos considerar o conceito de solução 

fraca introduzido na seção 1. 

Para. uma melhor visualização da hipótese (H.6), vejamos um exemplo no caso m = 2. 

Exemplo 2.1: Consideremos o seguinte sistema. 

{ 

-L'.u = b,(,;)v" 
emn 

-L'.u = b2(x)u" 
u =O= v sobre DO, 

onde Ó; E Lx(D). b;(.r) >h> O em O, Vi= 1, 2, o:, ,B 2: O. 

Ohst~rvemos que. se O--< n,/3-< ;~~!!, qutmdo /V 2: ô. então (H.5) é satisfeito. Por outro 
' ' lado. se cd = 1 então (H.6) st' reduz a (h(:r))"+1 · (b 2 (x))~>+ 1 > 2)'1, qtp (D). 

Teorema 2.2.1: Assuma que [ :::::::: .6.. Suponhamos que o sisterna (0.1) satisfaz (H.l)­

(fL6). Então, exíste c>- O tal que 

I! v; llu><S: c. \fi= 1, .... m. (2.39) 

V solnçào frtiC<I e não-negatiYR (vt, ... ,um) E Ef!~ 1 Hs, de (0.1). 

Den1: Suponhamos, por <1bsnrdo, qne o tcmeJna. é falso. Então, existe uma. sequenoa 

{ (v 1 " ..... um,) )1,2: 1 C ffi}~ 1 Ifs, de soluções fracas c nã.o-negi'tt.ivas de (OJ) tal que 

(240) 

Se}.illTl .31 c-;;; 1 e J_k = IT!.:~ 1 CI: •-l,VI.: = l, ... ,m -1. Pelo lema 1.:3.2, sabe.mos (_1.ue existe 
. "1 '·~ (! l . 

r E {1. ... Jn} 1al qne. a tnenos de subseqüência, temos 

(Vil) 

(2.42) 

Prtr{l c<~da i E {l. .... m.} e n E N, defina 

u;n 
{'!11, = ilr (2.4:3) 

llvrn jj~\,. 
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Por (2A2), temos 

(2.44) 

Portanto. por (2.:38) e lema 2.1.1, passando a uma subseqüência, se necessário, temos 

"-•+l(í) v L'in-+ 1'; en1 L "', ~ 1 vz = 1, .... ·m. 

Por ontro lado, (c1, •... ,1'm.n) é solu<;;á.o fraca do sistema 

{ 

-Ú'm =li V, 11~:,: f,(x, li U, 111lt Vvo, ... , 11 "'" 11~, V,w) 

em D. Vr - 1._ ... , m 
l'u =O solnf' âíL V1 = 1. .. . m 

.\s~im. (1·1, ... "/'mn) satisfaz 

J ps, ,,_ ,~s.,., ''dr _ .·t .,.>-t f'• - -
n 

t 
,, 

11 u, 11=:: fJJ·.II u,, 
. n " 

§L 

/!jfh 1'1n•···•ll11.rn 

\16, E Hs.,.,, \li= 1. ... , m .. 

""-
lllí'~r Vmn)Q;d.r, 

Por (2.-:16). passando a uma subseqüência, se necessá.rio, obtemos 

'Vin -·l- l.'1 q1p(D), \li= 1, ... , -m, 

ô ··l +I 
onde h; E L ", · (n), Vi= l, ... , m. 

Observemos q1w, por (H.4), temos 

.B<T, = a;fJ;, Vi= 1, ... ,m. 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2 .. 51) 

l"tilizando (H.2). (H.3), (2.4.~). (2.49)-(2.51) e o teorema da convergência dominada, temos 

f As't·;As,.,Ç>;ch: = ~ b;(:r)v~,'ó;dT, 
~ ~ 
VÇ>; E 1-F"'·, Vi = 1, ... , rrr. 
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-[v;= b;(.r)v~;, qtp('J.), \li= 1, ... ,m. (2.53) 

Pelo lema 2..2.-1, temos que 

(2.5!) 

PP:i'l definição de o e lamt AA, concluímos que v,- ::::: O em D; Vi = 1, .... m: ou Vi :=- O em 

O, Vi= L .... m. Agora, ônslisaremos estes dois casos. 

1º- caso: c;= O em n, Vi= l, .... m. 

Por (H.2). (H.3) e (2.01). podemos estimar (2.48), como 

[L _rt''''rrnAs,,.,.Çl,rL:r [::;C In v~;." [<f>r j d.1· + 

C !I um liJ/,, J I Ór [ d.T, Vó,- E H~"''· . n 

(2.55) 

:\.plicanclo a desigualdade de Hóldf"r em {:2.5-5) e ulll-izando (2.:38): obtemos c>- O tal que 

i .k A'•,.·,A'•·o,d.r IS c( fi•·,,, 11[.~.+• + 11 "'" lfíJ:,) 11 Ó, IIH···· 
Vó, E J-i""''. 

1s1·o implica que 

Agora. tonumdo o limite em (2.57), obtemos uma contradição. 

2º- caso: t', >--o em n, \/; = l, ... ,m. 

(2 .. 57) 

Seja::= (IT~ 1 r;)~. Como[,=!'-.., podemos argumentar como na demonstração do teorema 

l A.S. e nmcluir que 

] m 

J (~ TI b{'(x) -- .\,)z,o,dJ• S O. 
n m_ ;,1 

Por (H.6). ist.o implica que z ==:O em. n, <1hsurdo. Logo, exist.e c>-- O tal que (2.39) or:orre.• 

Corolario 2.2.1: Assuma que L ::.::: L:.. Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.l) ~ 

(H.6). Entiio. existe c>- O t<~l que 

(2.58) 
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V solução fraca nã.o-nega.tiva (u1 , •.. ,um) E $~ 1 Hs; de (0.1). Em particular, (u1 , ••• ,um) E 

(W2 ·'(il))"' n (Wd''(il))m, Vp E [I, +oo). 

Dern: Pelo teorema 2.2.1, temos que existe c>- O tal que 

li u; I lu•, õ': c, Vi = I, ... , m. (2.59) 

Por (2.:38). temos, em particular, que 

(2.60) 

"'+l L " +l 
Al!~m disso. pelo lema 2.1.2. sabemos que (ut>····um) E ED::1 Hl

2
'~(D)n EBi'~ 1 Hl0 ' a, (D). 

Portanto. aplicando o lema 2.2.4, obtemos r E {1, ... , nr} e c>- O tal que 

Finnlmeute. utilizando o lema 2-2.2(b), concluímos a demonstraçã.o. R 

Exemplo 2.2: Consideremos o seguinte sistema 

{ 
---~Ui= b;~:t)·l.~~,' +~~X, U1 1 ••• ,Um) ClTI n, 
u, --O sobe ô.2, 'rh- 1, ... 1 m, 

V1: = l., ... ,tn 

(2.61) 

(2.62) 

onde 11 C R-'" é un1 domínio limitado de classe C 2 , _N;:;:: 2, rY: {l, ... ,m}-+ {l, ... ,m} é 

Url1<1 bíjer;ào tal que rY~ i- l. 'í!k = 1' "'' m - l, h; ; n -+ R+ e fi : n X R: -+ R+ são funções 

de Carathéodory tais que b,'(:r)?. b >O, Vx E D, e f, é limitada, Vi= 1, ... ,-m. 

Suponh<mJOs que JJS hipóteses (H.4); (H.5) e (H.6) sejam satisfeitas. Entâ.o, o corolário 

2.2.1 foruece estimaJiYa a priori em (L'::o(f?))m para. (2.G2). 

OBS 2.2.1: A hipótese (H.4) expressa o e<1.d.tcr sublinear e ressonante do sistema (0.1). 

Ah~rn disso. a hipótese (H.5) permite que alguns dos o; 's possa ter crescimento maior que 

:~:~~' qnnndo m i- par.• 

OBS 2.2.2: Qunndo n-; = 1, \fi = 1, ... , m, podemos rnelhorar (H.6). Isto seguc como caso 

partíc11lu do teorem<t 2.2.2.• 

P<na a próxim<l classe ele sistemas, assumiremos as seguintes hipóteses: 

(H.7) Existe a >-- O tal que f;(x, tt1, ... , u,.,) :::; a(Lj~ 1 'Uj + 1 ), V(:1: 1 tt1) .... um) E D X Rf, V-i = 
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1. ... , -rn. 

(H.8) Existe c> O tal que J;(x, u1, ... ,um) ~ Lj"'1 bijUj- c~ V(.r7 'U1, ... l um) E !1 X R+ 1 Vi= 

1. ... , rn. onde B = (b;;) é uma m x m matriz tal que 

(a) Bénão-neg:ativa. p(B) >- ), 1 e b; 17 , >-O, Vi=L ... ,rn,onderJ: {l, ... ,m} -+{L ... ,rn} é 

mna bijN;iío t.al qne o} f:- 1, \;//-,; = 1, ... , m - 1, ou 

(h) B-1 é não-negativa e p( B-1 ) -< Xj 1
. 

Teorema 2.2.2: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.lL (H.7) e (H.B)a (ou (H.8)b). 

Enráo. existe c>- O tnl qw: 

ll·u; IIHJ.S c, Vi= 1, ... ,m, (1.6:3) 

V sohr(;iio fraco e não-negati\·a ( v 1 , .... v m) E ( HJ (n) )'m de (0.1 ). 

Den1: Suponhamos. por obsunio, que o teorema é falso. Então, existe uma seqnencia 

((u 1" ..... u,,)L;::1 C (HJ(D))m de soluçÕ<"s fracas e não-negativas de (0.1) tal que 

llurnllnr--++x paraaJgum lE{1, ... ,m}. (2.6t I 

P1c'lo lenv1 1.3.2, sabemos que existe r E {L ... ,m} t..-tl que, a menos de subs·eqúencia, temos 

P;na cadn i E {l .... m} e n E N, defina 

Por (2.GG}, temos 

Portrmto, passnndo a urna subseqliência, se necessário, temos 

t'in------)- t·; em rz(n), V-i= l, ... ,m. 
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Por outro lado, (vtn• ... , Vmn) é solução fraca do sistema 

{ 

-LV;" =li U,n 111fl fi(x, 11 Um !IH& VJ"' ... , 11 Um IIHt Vmn) 

em D, Vi= l, ... ,m 
v,,= O sobre OD, Vi= l, ... ,1n 

Tomando o= 'Pl em (:2.72) e utilizando (H.8}, oht,emos 

,\r t r,,yrd.t :2 f b;.í C 1..ljn'P1d:r- c 11 Vrn JIJ1} . o ;=1 k 
Vi= l ..... nL Vn E N. 

AgQra. tomi\ndo o límite em (2.7:3), concluímos que 

(2.71) 

(2. 72) 

(2. 7:)) 

(2.74) 

Além disso. afinnnmos que exish;o i E { 1, .... rn} taJ que v; não é identicamente zero. De fato. 

~nponhamos. por ahsurdo, que v,· =O, Vi = l, ... , m. Tornando <P = v,.n na r-estma equaçao 

de (2.72) e utilizando (H.7). obtemos 

Tomaudr_:. o lir.nite em (2.75), obtemos urna cont.radiçào. Suponhamos que o sistema (0.1) 

satisfaz (H.8),1 • En1ào, como B f. n~w-nega.tiva e 6irr, >-O. Vi= l, ... ,m, por (2.74) e pela 

definí<;ii.o de a. concluímos que 

f t';:.p 1d.r >-O, Vi= 1, ... , m. 
•• "1 

(2.76) 



Seja ,\1 -<À-< p(B). Por (2.74), temos que 

m 

À t Vi\'Idx- L: b;j 1 Vj'?IJX ?_:(À- À1) f V;cp1dx, 
.a j=l n ln 

( 2. 77) 

Vi= 1, ... ,m. 

(J,J- B)x 2: y. (2. 78) 

Como .r.y E R+'· pelo lema 1.1.8, concluímos que p(B)-< À, absurdo. Logo, neste caso, o 

teorema está provado. Snponha agorô, que o sistema (0.1) satisfaz (H.8)b. De acordo com a 

nota(;ào acima. podemo~ escrever (2.74) como 

(2. 79) 

:\Inltlplicando (2.79) por B- 1 , obtemos 

(2.80) 

Portcmto. como p(B-1 )-< A1 1 e B-1 é nào-negativa, concluímos que :r::; O. Isto implica que 

1·, :::::: íJ em n, Vi = 1, ... , rn, absurdo. Assim, t-erminamos a demonst raçã.o do teorema. 11 

OBS 2.2.3: Qw:mdo 0; =L Vi= 1. .... rrJ, a hipótese (H.6) se reduz a TI~~ 1 b,(.r) >-- ('m.Àl)m. 

Se as fnnçôes b/P são comtantes, a hipótese (H.S)a. melhora (H.6). Basta ver que, neste 

caso. (H.8), se reduz a I1;'~ 1 b; >-- ,\~n, pois p(B) = (f1i~ 1 b;) 1fm.• 

Corolário 2.2.2: Suponhamos que o sistema. (0.1) satisfaz (H.l), (H. 7) e (H.8 L,( ou (H.S)b). 

En1 iio. existe c >-- O ta1 que 

11 11 < v· 1 (?.CJ) 
1 'll; L""' __ c, t=., .... rn, -u 

V solução fraca t: nào-negotí va ( u1. __ .,Um) E ( HJ (n) )"' de (CU). Em particular. ( u1 , ... ,Um) E 

( Jr'-1'1 n) )m n ( H;i-PUl) Y". \fp E [L +=) 
Dem: Pelo teorema 2.2.2, sabemos que existe c>-- O tal que 

(2.82) 



Suponhamos que .:Y;:;::: 2. Então, por imersão de Sobolev, existe c>- O, dependendo de p, tal 

que 

(2.83) 

Se-ja p >-X. Por (H.7), temos que 

(284) 

Ftilizanrlo o lema A. I e (2.8c1), c:onduímos que existe c>- O tal que 

11 Vi llw'eÔ: c, Vi= 1, .... m. ( •)Q-) -·O;) 

Assim. por irnersão. obtemos (2.81). Suponhamos, agora, que 1Y _::::: 3. Por (2.82) e imersão 

de Sobole\·. temos 

li "!li li [PO::; C, \:fi= l. ... ,m, onde__!___=~-~ .. 
Po 2 J.\ 

(2.86) 

De forma anfílog<1. utilizando (H.7) e lenla Aí. obtemos c>- O tal que 

(2.81) 

Se :2p0 -< :\" ent ã.o. por imersão, temos 

11 u; llu' :S c. Vi= 1, .... m, 
1 1 2 

onde-=-----;:. 
Pt Po i\' 

(2.88) 

Snponlw que 

(2.89) 

Litúo. de m<ltwlra análoga. temos 

llu.- llwL.p,_::; c, Vi= l, ... ,m. (2.f!O) 

Por imersào. obtemos 

llui iju,d·l :S c, \fj = 1, ... , 1n, 
1 1 2 

onde--=----. ,v 
Pn+l Pn .~ 

(2.91) 

S . 1·. >11 ''\'Df't 1 11 1' , t' :!.p0 --< .. e:oste n0 __ ta que :..p,, 2:_: ·• c iL0 1 como Pn+J = p,.. ·~ y;;, couc uunos que 

1 1 2(n+l) 
---- = -~- -·--. Vn E N. 
Pn+l Po .Y ' 
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Então, 3 no E N tal que Pno >-- O e Pno+l :5 O. Portanto, ~, 1 
- /' ::; O, implicando que 

"o 
2Pno 2':: S. Por (2.90) e imersão, concluímos que existe c >- O, dependendo de p, tal que 

{2.83) é satisfeito. Finalmente, argumentando como no caso J\' = 2, obtemos (2.81).• 

Exemplo 2.3: Consideremos o seguinte sistema 

{ 
.-.~li= L~~1 b;jUj :!;(x' llJ, '"'Um) em n, 
u, -O sobre âD, \h- L ... , m, 

Vi= l, ... ,m 
(2.92) 

o;Hle n c Rs é um domínio limitado de classe C 2, A'~ 2, f;; !l X R+ -t R+ é uma função 

rle Carat héodory limitada, Vi = l, ... , m . 

. -\s:;uma que a m x m. matriz B = (bii) satisfaz (a.) ou (b) de (H.8). Então, pelo corolário 

2.:?.2. tf'mos estimativa a priori em (L=(f!))m para (2.92). 

FinalizarE>rnos esta seção com um resultado de estimativa a priori para a classe desistE'­

mas q;w satisfaz. além de (lA) e (H.l), a seguinte condü;ã.o de sublinenridade: 

(H.9) [f;~J o;-< 1. 

Teorema 2.2.3: Suponhan1.os que o »istema (0.1) satisfaz (lA), (H.l) e (H.9). Entiio, 

existt> c >- O t.a1 que 

11 u; 117~'"'-::S c, V·i = 1, .... m.. (2.93) 

2.a ~ +1 l,L>"-J+l 
V solução forte e não-negativa {u 1, ... 0 um) E Efli:;;,1 ~F· ", 

1 
(D)nEBi=1 1Y0 ' (H) de (0.1). 

Em parliruh•r. (v1 . ...• um) E (W'·'(fl))"' r1 (W~·'(íl))m, \fp E [l,+co). 

De111: Pelo lema 2.2.4-, temos que existe r E {l, ... ,m.} tal que 

(2.91) 

Portanto. u(f, E Lc-.:·(f1) e por (2.9-1). temos 

!1m 

11 11 < (li 11 '~'"' -'..]\ Um, uL~ __ C Vm, [P ' ,. (2.95) 

Como 11;':
1 

o;-< 1, por {2.95), concluímos que existe c>- o tal que 

(2.96) 

Agorn, aplica.udo o Jern<l. 2.2.2(h), obtemos (2.93). • 
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Exemplo 2.4: Consideremos o seguinte sistema 

em O, Vi= 1, ... ,m 
(2.97) 

·I O R·" ' d · ' . 1· . d I 1 C' '. ? { ) { 1 ) ' on<e --C e um omm10 nruta o c e c asse _.~. l\ .:2: _, a: 1\ ... ,m --t , .... m f.~ 

uma bijeção Url que O'~ -1- 1. \;f/;: = 1 .... 'm- 1, b; : n --t R+ e J; : !l X R:;- -+ R+ sào funções 

de Carat hf.odory limita.d<Js. \:li= L .... m. 

Assumindo (H.9). obtemos, pelo teorern<~ 2.2.3, estimati\·a a priori em (L=(f!))m. para 

(2.97). 

OBS 2.2.4: :\a realidade, na seção :3 mostraremos existência de solução forte para (0.1) em 

(H" 2 ·~'{11))"' n or~·P(f?))m com p suficientemente grande. Assim, neste caso, podemos dar 

nmc1 demonstraçiío bem simples para o teorema 2.2.:3. sem recorrer ao lema 2.2.L Porém. 

~·ste lema é [1mdamental nas demonstrações do teorema 2.2.1 e corolário 2.2.1.• 

3. Existência de Soluções para Sistemas Elípticos com 
Caráter Sublinear 

~\esta seçiio. utilizarernos teorii-1 do grau em cones e iteração monotônica para obter 

exístÊ'H\i<l de soluções não-neg;lti\·as para alguns sistemas elípticos da forma (0.1). 

Comt:'\Pmos analisando <1 exist.éncia de solução pa.n.1 sistemas que satisfazem a.s seguintes 

hipóteses: 

(H.IO) A;.."' E C'1(D),Vl ... j = l, ... ,S, f;: Q x R~ --t R+ é uma função contínua, Vi= 

J, .... I/L 

(H.ll) Existe if >-o tal que J;(.Lu.l, .... u,).:; u.~;, V(:Y,llJ, ... ,'Um) E n X R~ S<'llisfa-

Lf'Hdo L.;'~ 1 uJ S:, R. \!i= l. ... ,m, onde T: {L ... ,m} ~ {l, .... m} é uma bijeção tal que 

Tt" f. 1. Vk = l, .... m -·1. ); >-O, Vi= l, ... ,m, e TI~ 1 :3; >-1, 

(H.l2) A úmç.ão b, ern (H.2) é contúma em O. Vi= L .... m. 
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Teorema 2.3.1: Assuma. que L.:::::: 6.. Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.2)-(H.6) 

e (H. lO)- (H.l2). Então, (0.1) possui, pelo menos, uma solução forte não-negativa e não­

trivial em (!Vg''(íl))m n (W2''(íl))m, 'lp E (1, +oo), 

Dem: ObsetTernos que, por (H.2), {H.3), (H.6) e (H.l2), existem e>- O e c>- O tais que 

(:J, l) 

(;J,2) 

.-\ demonstra<;ão é análoga à do teorema 1.4.5. l\otemos que, ao invés de utilizarmos o teo­

n~ma 1.:1.2. den'nlos utilizar o corolário 2.2.1. 11 

Teorema 2.3.2: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.7),(H.8)a(ou (H.8)!,) e 

(H. lO)- (H.ll). Ent.ão. (0.1) possui, pelo menos: uma soluçii.o forte não-negativa e nào­

tri\'ial em (ll',;'P(fl))m n (!V2''(\l))m, 'fp E(!, +oo), 

Dem: Basta proceder como na demonstração do teorema 1.4.1. .'\ote que devemos utilizar 

u corolário :2-2.2. no luga.r do tE'orerna 1.:3. L • 

Agora, consideremos as seguintes hipóteses: 

(!1.10) 1 A.J.oi E (' 1 (0), Vk,j = 1. ... , /V, j;,D"'-Jf; : !1 x R~ -+R+ são funções contínuas, 

Vi,;= L ... ,m. 

(R13) j,(,r,O) ~·O, Vx E íL Vi= l, ,,, m. 

(H.14) A rn X m matrix Jacobiana J(T) = (Djf,{r,O)) é simétrica e não-negativa, Vx E n, 
e snpp(J(•r))-< ,\1 , 

TE-ri 

Teorema 2.3.3: Assuma que L =. .6.. Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.2)­

(H.6).(H.l0)' e (H.l2)- (H.14). Eut~o. (0.1) possui, pelo menos, urna sohv~ão forte não­

ncgnti\'a e não-tr]\cial em (í·F;;d'(D)) n (H'1,P(fl))rn, Vp E [l,+oo). 

Dern: A demonstração é a.ruíloga. à do teorema 1.4.6. • 

Teorema 2 .3.4: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H. 7), (H.8 )a (ou (H .8 )r,), (H.lO)', 

(H.l3} e (H.l4). Então. (0.1) possui, pelo menos, t1ma solução forte não-negativa e não-
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trivial em (W,i·'(fl)Jm n (W'·'(fl))"', Vp E [l,+oo). 

Dem: A demonstração é análoga à do teorema 1.4.2. • 

Teorema 2.3.5: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (lA), (H.9) e (H.lO). Então) 

( 0.1) possui, pelo menos, urna solução forte não-negativa em (H.tJ•r( !1) )m n (tll2•P(fl) )''\ Vp E 

[L+x). 

Dem: Fixem.os p ;- A. Denote u = (11r, .•• , u111 ). Como na demonstração do teorema 1.4.1, 

ronsidf'remos os espaços X= {u E (C(n))m: v.;= O sobre ôf?.,Vi = l. ... ,m}, Y = (LP(D:))m 

e Z = (1\''·"(il))"' n (lF~·"(fl))'"' munidos das normas 11 u llx= 2:::~ 1 11 u; I!L~, 11 u lly= 2::7~ 1 
li v; !luei!·u [iz= '>':;'~- 1 llv; !hv~-r- S{'jaC= {u EX :ui 2::0em!1,Vi=l, ... ,m}. Paracada 

r E C e I E [0. l). por (H. lO), temos que (tt;(x, e), .... lfmCr, v)) E (C(íl))m C (L'(l.l))m 

Logo. por (H. lO). podemos aplicaT o lema A.? e definir a aplicação H: C x [0, 1] --> Z por 

fT( L t) = u, onde u satisfaz 

{ 
.-.L~~,~tf;.(:r_.~,···:~)emD, 'ii=l, ... ,m 
u, ~-O sobre â, .. Yz- 1, ... , m 

(3.3) 

Pela estimativa J,l' coutida no lema A.7, temos que H é contínua e linútada. Como p >- N, 

a imen;ào Z '--+X é compacta. Portanto, pela limitação, a aplicação H :C x [O, 1] -t X é 

compacta. Além disso, por (H. lO) e lema A.41 H( C,.) C C e H( C, O) = O. Seja. u E C taJ 

que lf(u, f)= 1t para algum tE [0, 1]. Então, pela. definiçã.o de H, temos 

{ 
~[~t; =. tf;_( J.·_, v 1 , ••• _, ~n.) em n, Vi= l, ... , m 
u,- O soh.te JO, Vt- 1, ... , tn 

(3.4) 

Aplictmdo o tl;"ore-mrt 2.2.:3 ao sisterna (.3.4). obtemos c>- O tal q11e IJ 'fi l,lx.:s; c. Observe que, 

de acordo com a demonstração do tf"oremR 2.2.:3, c índepende de t E [0, 1]. Seja _M >-- c. 

:\s;;;im. se 11 E C e I! tt ll.x= A1 t:.·ntfto H(tt,t) -::J u, Yt E [0,1]. Portanto, pela invariância 

homotópica da teoria do gnm de Lera_y-Scha.uder, obtemos 

d(I- H(.,O),BM,O) 

d(I,BM.O) = 1 #O. 

Conseqúêntemente. existe u E C tal que H(tJ, 1) = 11. • 

(:3.5) 

OBS 2.3.1: O teorema 2.3.3 é interessante no ca;.;o em que f;(.r, O) não é idcntícamente zero 

pora algum -i E {l. ... ,rn}, pois, caso contrário, v.= O em n é soluç?..o de {0.1).• 
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OBS 2.3.2: Supondo que fl é de classe 0 2·": Aki E C 1 ·C\'(O), Vl.:,j = 1, ... l N, e f1 : O x ~ _,. 

R+ é uma furH)io de classe C:", Vi = 1, ... , m, temos que as soluções dadas nos teoremas acima, 

estão em (C''"(fl))m, 0 

Como dissemos na introdução, em [11] e [28], foi mostrado, Yia método varíacional, que 

o si~tema 

{ 

-!C.n=v0 

-.:3,1• = 'UB em fl 

v = o = l' sobre an. 
oudt' n C R:v é um domínio limitado e suave,}\';,::: 2, o.,B >O e a,B < 1, possui solução 

clcíssíca posítiYa. 

Agora. utilizaremos iteração monotônicR para obter um resulta do de existéncia. de solução 

positív<l que rontém o resultado acima, quando m = 2. Além disso, consideramos não­

liuearidades não contidas em [28]. 

Suponlunno::: que o sistema (0.1) sntisfaz <L'> seguintes hipóteses: 

(I-!.15) I: n X R~--+ R+ é umo função de classe C'' tal que, se o~ Uj:::; 1-'j, Vj = l, . .,,m. 

ent~o f;(.T' 'UJ •. .,, n,) :::; /i(:r, rl .... , Cm), V.r E n. Vi= 1, '"' m, 

(H.l6) Existe Vo >-O tal que f;(.r.u1, ... ,vm) 2: 11'~,', V(x,v 1, .... Um) E D X R~, satisfa-

Z<>lldo lfy .:=:; 7fo, Vj = l, ... ,·rn. Vi= L .... m. onde _B,: >-o, Vi= 1, ... ,m, n;:l;3;-< 1 e 

T: { l. .... m} _ ___.__. {1, .... rn} é uma bljeçào tal que T 1k -f; 1, Vk = 1, ... : m.- 1. 

Teorema 2.3.6: Ass1tm<t que n é de classe C 2
·c-: e que L = .3.. Suponhamos que o sistema 

(0,1) satisfaz (L4), (R9HR10),(R15) e (R16), Então, (0,1) possui, pelo menos, uma 

;.;olltção {u1, .... um) E (C' 2 ,~(Q))m tnl qHell; >-O em f!,W= l, .... m. 

D !' I t ,, '3 - I · ,, 'l ,, , t - (- - ) E (C'·'(~))"' 1at .. , etn: e o .eorenw _ ..... }c o.1serva.çao -·· .~, exlSP u = u1 , ... ,u.m - ~t I . '"' 

algum 3 E (0.1), satisf<~zenJo 

{

-!..\Ui=::: a(ll~' + 1) em D, Vi= 1, .. -.m 
'fi; >- O em o·,' Vi = 1, ... , rn 

u1 =O sobre à!J, Vi= 1, ... ,m 

Por (1.4-). Ué uma supersoluçilo de (0.1). Além disso._ pelo lema A.l, sabemos que 

iJ 
c-) U;-< O sobre 80, W = 1, .... m. 
c 1/ 
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Agora, construiremos urna subsolução _y E (C2·i1(n))m de (0.1) tal que O-< 11-< ü em f!. 

Defina í'r" = /JTk. Vk = o! ... ' m- 2, e "' m-1 = 'V, onde "/ >- o é escolhido tal que 
l 1 ~ I 

Tim "y--1 ? o -< )""1 ) < ... 
<c'm ["m l(f]"' 1 )] , - , ( \' !) L..,i:=ol L..,jo;;l l=J "'f,,l + ·m rn 1 · -

Pdo t('Ol"emo 1.4.-J. lema A.2 e obsen:ação L4.2, o sistema 

{ 

-6v; = u;: em 0, Vi= L ... , m 
u1 >-O em H, Vi= l, ... ,m 
Vi= o sobre on, Vi= 1, ... , m 

Agor<L para carla t >- O. d0fína. as funções ·w1 = il'r, 

E fhil n~rificar q11e 
3 k 

- 6u:-,-t = U';-f~l em n, Vk =O, ... , m- 2. 

Além disso. pan1 i > O suficientemente pequeno, temos 

Implicando qut: 

n"' 1 
-i\(t ;=ü ..,"'{ 

[:J m-J 

- 2!.?.J?~m-l :::. {_cl'"l em n. 
' 

(3,8) 

Vk = !, ,,, m- L 

(3,!0) 

:\gcn-;L tomando f > O menor. se necessário, concluímos, por (H.l6), (0.7), (3.9) e (3.10), 

que 

1P;-< V; (~m n. Vi= 1, ... , m, 

-D.w, ~ f;(::r,tc 1 , •.• ,wm) em fL \h= 1, ... ,m. 

(:Jll) 

(3.!2) 

Port ;wto. 1L = ( u· 1 ..... Wm) é uma subsolução de (0.1) satisfazendo O -< lL -< U em fl. Final­

mel\le. utilizando o lema 2.1.8, concluímos que (0.1) possui soluçáo positiva em (C 2J1{fl))"' . 

. -\gorn. utilizando o lema A.S, termirwmo.s a demonstração. 2 

Finalizarf'mos este capítulo com alguns exemplos em que se aplíca.m os- resuLtados acima. 

Seja n c Rs um domínio limitndo de classe C2, !Y 2: 2, e 17: {l, ... ,uc}---+ {l, ... ,m} 

uma bijc(~ão tal que uf· fo 1, VI._:= 1, .... m -1. 

72 



Exemplo 3.1: Consideremos o seguinte sistema rn-acoplado 

Suponhamos que 

{ 
-é>u; = f,(x, u";) em f!, \li=!, ... , m 
ui=Osobreâfl, Vi=l, ... ,rn · 

f; : fi x R+ ----+ R+ é uma função contínua., Vi= 1 .... , m, 

l. fi(.r,u) I() 'f <l v· u,n , = J, :r , um orn1en1ente ern :r E. , z = l, ... , rn., 
u~..,.-x v-'• 

I. J;(.r, u) . . n v· . 
rm --... -=O, un1fornwn1ente em x E ~t, t = l, ... ,rrt, 

u~r)+ u·1• 

onde h, : O ---->R-'- é nma função contínua. a;, _8, >- O, Vi= 1, ... , 1n. 

(3.13) 

(3.!4) 

(3.15) 

(:3.16) 

Assumindo (H.4),(H.5).(H.6) e que IJ;:,1 Bi >- 1, concluímos, pelo teorema 2.3.1, 

q1.w (:3.B) possuí. pelo menos. uma soluçâo náo-nega.ti\'i.j. e niio-trivial em (IV~·P(f2))"' n 
(\\'

2 '(íl))'". \lpE [L-;-x). 

A.gorH. ao inY{'s dE' (:lU) e (:~.lG), suponha. que 

.f,. D,.f;: f2 x R+----+ R+ sâo funçôes contínuas. Vi= L ... ,m., 

.f;(.r, O)= O. D,fi(,-, O)~ O, 'cfir E ll, \li= 1, ... ,m . 

(:3.1 T) 

(3.18) 

.-1u,:;im. se (H.4),(H.5).{H.6j e sup_,E(1fii~ 1 (JJ,J,{:r,O))-< À~n sao satü>feit.os, tem.os, 

pdo temema 2.:3,:~. a existência de, pelo menos, nrna solução não~n.egati\'a. e nâo-tri\'ial em 

(ll;:"(íl))" n(W 2 ''(íl))"', \lpE [L+x). 

Exemplo 3.2: Consideremos o seguínte sistema m-a.coplado 

Snponhamos qu(' 

{ 
~.6.u; = Ji(zto.,) em D, V·i = 1, ... , m 
11; =o :-;obre an, \li:= 1, ... , m 

fi: R+----+ R+ é umi'l função contínua, \li= 1; ... ,m, 

lim J;(u)=b;,'ii=l, ... ,nL 
u-+00 U 

ondt' b,- . ..1,- ?-O. \li= 1, ... , nL 

(3.19) 

(3.20) 

(:l.21) 

(:3.22) 



Assumindo que I1i~ 1 ;31 >-- 1 e que [1~ 1 bi >- >..t, temos, pelo teorema 2.3.2,. a existência 

de, pelo menos, uma solução não~ negativa e não~trivia1 em (WJ•P(fl))m n (Vll2·P(f1))m, 'ifp E 

[l,+oo), 

Por outro lado, se em vez de (3.20) e (3.22) 1 assumirmos que 

f; : R+ ~ R.,.. é diferenciável, Vi = L ... , m, (3.2:l) 

(3.24) 

C(mduímos que as condições rr~l(D,J;(O)) -< Àj e n~l b; >- À~ 1 implicam. pelo teorema 

2.:5.-L [I existt'-rwia de. pelo menos, mna solução não-negativa. e não-trivial em (VV~·P(D))"' n 
(W1 '(í1))'". \fp E [I, +:xo). 

Exemplo 3.3: Comideremos o seguinte sistema rn~acoplado 

Suponhamos qlW f, : n X R: ......,. R+ é uma. função contínua f' limitada, Oi >- O, Vi = 

L .... rn. e ITi~ 1 O;-< 1. 

Sf:> existE' i E {1, ... , rn.} tal que .f,-(-,0) tO em n, então, pelo teorema 2.3.5 e lema A.4. 

( :1.2.)) possui. pelo menos. uma solução positiva. ern (lV0
1'P(f}) )m n (iV2·P(f1) )"\ Vp E [1, +oc ). 

Por outro lach se n é d~ classe Cz"', .fi(·, O);;:;;: O em !1 e f, satisfaz (H.l5), \h= 1, ... ,m, 

concluímos, pelo teorema __ 2.:3.6. que (:3.25) possui, pelo menos. uma solução positiva em 

( ("1P(fl') vr,. Em particuli'!L o sistema 

{ 
-!1u; = u~,; em fl, V·i = 1, ... , m 
u; = O sobre dD, Vi= 1, ... , rn 

possui solnç<io positi,·n, se n; >-O. Vi= 1, ... , m, e ft'~ 1 n;-< 1. 
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Capítulo 3 

Algumas Conjecturas para Sistemas 

Elípticos 

O. Introdução 

( 'onsid{>remos o seguinte sistemn rn-acopla.do 

{ 
~.6.u; = .f;(urr,) em D, Vi= l, ... Jn 
u; =O sobre DO._ Vi= 1, ... , m, se 8!1 f- 0, 

(0.1) 

l il R'" . l . . . > f R R . . ~· l o~\(<:> . C · f' um (_ ommw, Iv ;:::: :_, "i : + -+ + e contmua, v1 = ., ... , m. 

O fnto do sistema (0.1) n~o ter estrutura variacional, quando rn 2:3, o torna bastante in-

teressantt> e uos le,·a. <'J, questionarmos sobre a valídade de alguns resultados que sâo extensões 

do u;so escalar. 

.:'\e~tc capítulo. nos bnse.-tremos em d.rios trabalhos desta d6cada sobre sistemas da forma 

(0.1) com m = :2. e nos 01pítulos 1 e 2. para conjecturànnos a.lguns resultados de existência 

I' nào-exi;;;1Ê'ncia para (0.1) rel<u:ionados aos conceitos de criticalidade, superlínearidade e 

suhlínearidade pora sistemas introduzidos no primeiro capítulo. Alguns destes resul.tn.dos 

.~;lo lH~m conhecidos. qn.<mdo n1 = 2. Além disso, algumas destas questões são, parcialmente, 

respondidas nos cnpíttdos 1 c 1. 

Esre capítulo está díYidido em 2 St'çôes. Ao prinwira, enunciaremos alguns resultados de 

t•xistt'ucia (' não-existi>ncia de f>Ohlçiío positiva para (0.1), snpondo n =Ri\' ou n =R:;:. Na 

segunda. faremos o mesmo par<t D limitado. 
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1. Algumas Conjecturas para Sistemas Elípticos em 
R.v e Rx 

+ 
( :onsideremos o seguinte sistema 

(Ll) 

onde ~'" 2: 2. o. 3 >- O. 

Em 1992. Sout({5Y] obtt>ve não-existência de solução para (1.1), quando ~~;=~ ~ a~I + 
~;~J s; L se S 2: :3. e o} 2: L se X= 2. Posteriormente, .:\Etidíeri[-16} mostrou não-existência 

de solw~ão radiaL quando "~ 1 + ô~-l >- "';;;'d. (isto é, abaixo da hipérbole crítica) e a, /3 >- L 

scudo ?. segunda. hipÓté'se nwlhorada por Serrin e Zou[5-5] para o, B >- O. Em 199-1, Üt' 

Fíga~iredo f' Fdmcr[19] utilizaram a técnica de '':'vloving Planes" para obter não-existência 

de solnç2.o. qnnndo 0. 3 -< ~}. Fin<Üme:ntf', em 1996, Serrin f> Zou[54] mostraram não­

exif;tÊ'ncia de solução. quando n/1 -< L em geral, e 0 ~ 1 + )~l >- .\:::2
, quando X = 3. Em 

!98.). Lions[44] mostrou existência de solução radial, quando N 2:: :3 e 01 ~ 1 + 3! 1 = '\:_;:/. Re­

centenwntt:, Serrin e Zou[56] obtiveram o mesmo resultado. quando S 2:: :3 e o:~I + t 1 ~ 1 -< ·":;:1
. 

Todos estes trabalhos sngerem que. qmmdo I\: 2:: :3, a hipérbole crítica "'~ 1 + 11: 1 = 1
\;

2 sç-ja 

dí\·isora pi-lrn. t'XÍstência e não-t'Xistência. Assim, ternos a seguinte conjectuta: 

C ' 3 ( l 1 . ' l l ) S I 1 + 1 x -'2 '. > 3 E' · onJectura .1.1 c a uper)o f': upon wmos que :;:;+1 /i+l >- --y;:;, se h _;. ··nino, 

(1.1) não possui solur~ào em (C:2 (R"")) 2
• 

:\I; ora. ('OHsiderc o seguinte sistema m-acoplado 

{ ~ . -b..·u: =v"'' em R· . \h= 1, ... , m 
' é', X , ' 

v;>- O em R·, 'íh = 1, .... m, 
(12) 

onde X~ 2 ç n; >-O, '11 = l, ... ,m. 

l.-1 iEzamlo <l técnica da média esférica como ern [.54], concluímos qne se Tii~ 1 cr; -< 1 

enTi:o o sistema (1.2) Hào possui solução. Por outro lado. Felrner[27] obteve, em particubr, 

nào-existêncl;:1 de solução, quando o;-<~. Ví = l., .. ,m .. Como o ponto C~~!;, ... ,~~:!~) 
pcrlenn: ao ( m - 1 )-hiperholóide critico, temos não-existência de solução para pontos su­

flcienternenk próximos desta (m -- 1)-variedade. Al~m disso1 o teorema 1.2.1 nos fornece 
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não-existência de solução para m-uplas de a/s ilimitadas (isto é, com algumas das coorde­

nadas, suficientemente grandes), porém, estritamente abaixo do ( m -1 )-hiperbolóide critico. 

De acordo com tudo que foi dito acima, é natural fazermos as seguintes conjecturas: 
rr Conjectura 3.1.2: (do (m -1)-hiperbolóide): Suponhamos que L"' I::"'..:! 1 1 ~~" -/ -< 

•=l( J=l ( bJ a,..il}+m 
1 ' \" > 'l E t' (J ')) ' ' ] ' ((''2 (R"))m ' :;;fY-l)' se' _ ._. 'n -no, -~ nao possm so uç:ao en1 .-' . 

. s n:jiYJ-1 > 4 E t-
conjectura 3.1.3: ,''uponhamos que X 2: ;~e'\"'""('>'"' l(n"' 1 }}+ m(N 2}' n ao, 

L<=o1 LJ"'l bJ "',.: m 

11 ')) " ' J ' ·d' J ( ) (('2(RN))m ~-- possm so uçao r a. 1a Ut, ... , Um E .· . 

OBS 3.1.1: ('omo foí dito acima. a conjectura ~3.1.2 está proYada, quando rr::l Üi-< 1. 

0 r:aso f1;'~ 1 ni = l es1á contido no teoremi'l. 1.:2.1. Além disso. pela_ observação L2A-. a 

conjectura :1.1.:3 está provada para o sistema (2.33) do cap.ítulo 1.• 

Consideremos o s<:>guinte si.<::tema m-acoplado 

{ 

-iiu.í =v~,' em R~, \fi= 1, ... , m 
tt; >-O em R~', Vi= 1 .... , m 
a; =O sobre ~.},.=O, 'V·i = 1, ... , m, 

011de X? 2 e n,- >-O. Vi= l. .... m. 

(L3) 

Em [;~2]. Gidas E' Spruck obti\·eram nã.o-existt~ncia de solução para (1.3), quando m = 1 

c O -< n 1 ::; ~~ (n~ja o lema 1.1.4 e a observação 1.1.2). Recentemente, Felmer[27] mostrou 

nào-0xistf.nçi.il de solução. qn<~ndo o; s; :~: ~;, Vi = 1, .... m. Conseqüentemente, temos não, 

('Xistê-nciA dP solução pan rn-npla.s de a;'s suftcienternente próximas do (m -1)-hiperbolóide 

crítico e inclusiw tocando esta (m --1)-Yariedade. Por outro lado, pelo teorema 1.2.2. temos 

wlo-existf>ncin paTa ·m-uplas de n;·s ilimitadas, porém. estritamente abaixo do (m- 1)·· 

hipe:·bol6ide crítico. A~>siln, t'- rnzoáwl conjedur.:1rmos o seguinte resultado: 

n"' a -1 
Conjectura 3.1.4: Suponhamos que;['" (2:.:"' ·;Ú"l~" 10 • m < ;:;{7~- 2 }, se N 2:3. Então, 

""''"'' J""l ("') ,.!))-r 

( L.:~) niio possui soluçiio crn ( C 2 (R~') )"' n (C( {.:r : :rs 2: Ô}) )m. 
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2. Algumas Conjecturas para Sistemas Elípticos em 
Domínios Limitados 

Consideremos o seguinte sistema 

{ 

-!lu= v" 
em n 

-.:3.1' = u3 

u.v>-0 emft 
tt =O= v sobre DO., 

omk n C R""' é um dornínio limitado e suave, N;::,: 2, o. J >-O. 

(2.1) 

Em 1992. Clêment, De Figueiredo e :\Iitidieri[S]. utilizando mÉ-todo topológico, rnostra­

rnm (P,!e. s<" <"L 3 E [L +x), mas não Rmbos iguais a 1, e ,.,~ 1 + 13! 1 >- 1
\:;

2
, se S ?. :), então 

(1.1) possui sohH;iio. Posteriormente, De Figueiredo e li:>lmer[18]. via. método variacionaL 

nwlhorannn esk resultado, porém. quando Jl.f ?. 5, tem-se a restrição o, :3 ~ ~~::-::. Pelo 

exemplo -1-.g. sa1wrnos que. quando f',:_;. 1 :S 
0

:
1 
+ _[:!

1 
-< 1. (2.1) admit.e solução. Por outro 

la(lo. :\litidieri[-Hl] mostrou que, quando 0 é estrelado, S?. 3 e 0 ~ 1 + /:1~ 1 :S ~;,;. 2 , (2.1) não 

pos:'iui solução. Ht'centernente, Clément-Yan der Vorst[ll] e FelmeJ.·-}1artlnez[28] mostraram 

zp!~'. se nB--< 1 então (2.1) possui uma única. solução. 

Consid":remos o seguinte sistema m~acoplado 

{ 

--.6u,: = u~; em O, Vi= 1. ... ,m 
·u; >- O em 0., Vi= 1, ... , m 

u; = O sobre â!1, Vi= 1, .... m, 

onde 0. C Rs {~um domínio limitado e suave, l\r :2: 2, o,>- O, Vi= 1, ... , rn. 

(2.2) 

Pelos (>Xemplos 4.:3 do capítulo l e 3.3 do capitulo 2: sabemos que, se O -< 
TI'" t"' L"' ~J 11 o·;"-)

1 

- < c0- l) ou TI
1
?1.. 1 Üj --< l, então (2.2) possui solução. 

( ( ,-, •))+m- "'·' ... 
'~"l ,!"'! l=J cc: 

Os resnltndns acima fortalecern as seguintes conjecturas: w 1 
Conjectura 3.2.1: Suponhamos que O--< z::~(L~: 1 ;·h1::~'o,.l)l+m --< m(<~ 21 , se N > 3. 

Entiilo. (2.2) possui. pelo menos .. uma solnç.ào (u 1 , ... , um) E (cL··(D))m. 
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[]m 
Conjectura 3.2.2: Suponhamos que !l é estrelado, N ;::: 3 e ~""m"""~m"T:, 1 '"rr",;;;;c,-co,-

1

--: 1 :---0,"'1 (L,p•l I:; 0 "1 } + m 
' 

m(:~ -w Ent.ão, (2.2) não possui solução em (C2·"(i1))m. 

> 

Conjectura 3.2.3: Suponhamos q1w TI~~ 1 o:1 -< L Então, (2.2) possui uma única solução 

(ul·····"m) E (('2'"(il))m. 

OBS 3.2.1: ..\a wrdade. a. conjectura :3.2.3 trata da unicidade de solução para (2.2), pois a 

cxistf'nóa foi mostrada no teorema 2.:3.6.o 

Agora. cou:1ideremos o seguinte sistema m-acoplado 

{ 

-.é1.ui;:::::: 71~,' + JliVtr, ern n, Vi= 1, ... , m 
v;>-Ot•mD, Vl=l, ... ,m 
v,= O sobre 8!1, Vi= 1, .... rn, 

l o ·R" . I .. 1· · d '' > ·3 O 11· l onc e-- C · e unl c onunw urnta o e suave, H _,. o;. fi-i >- , t = , ... , m .. 

(2.:3) 

Em 198:3, Brézis e l\'irenberg[6] mostraram que, quando m = 1, .N 2:. 4, o.1 = ~0!; e 

11 1 E (0. À1 ), (:?.:3) possui solução em C'2·0'(D). Posteriormente, Fucei e Serrin[52] genera­

lizaram este wsnltado para equaçào poli harmônica com condiçào de fronteira de Dírichlet. 

RecenteJll-<~lltc, Hnlshof, :\'Iitidieri c· van der Vorst.[35] analisaram a questão de existência de 

solw)1o para (2.:3). Eks mostra.ra.m que, quando m = 2, N ;:=:: -1, ,,1+1 + 
0

"
1+1 = '~::/ e 

p 1p 2 --< .\f, (2.:3) possuí solução em (C2 ·0'(D:)) 2
• Observemos que a condição ft 1p 2 -< ,q é 

11<~tmal. Para ver ú:üo, reescreYemos (2.3) como 

etn D 

(24) 

( "') (
0

) sobre 80, 
"' () 

onde L= diog{.6., .6.) e A= ( ~;'~ ) 
Agora, a condiçào em qut'stão pode ser escrita como p(A)-< ,\1 , justificando a afirmaçãü 

arirnn. Port;-mto, pela obsf'n·açt-to 2.2.3, é razoável esperar o seguinte resultado: 
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C . rr~l 0 )- 1 4 OUJectura 3.2.4: Suponhamos que N >_ 4, e fim " J 
- '\'m- <;:"""" 1(fi"' 1 - m(N 2) j=l rJ ' t_..,.,,(L.-;=1 I"'J a"d) + m 

,\~'. Enbio, (2.:3) possui, pelo menos, uma solução (u1 , ... , um) E,(C 2'"'(!1))m. 

Pan finalizar este \apítulo, gostaríamos de fazer algumas observações relativas aos teo­

remas 2.:3.1 - 2.:3.4. 

Consideremos o seguinte sistema. m-a.coplado 

J -!lu;:;:::: / 1{u.,J em D:, Vi::=:: l, ... ,m 
) ui >- O em fL Vi = L ... , m 

l ll; =O sobre Dn, Vi= 1, ... , rn, 

unrk D C Rs é um domínio lirnitado e suave, S 2: 2, fi: R+_, R+ é uma função contínua, 

Vi= L .... HI. 

Snponhamos qee 

(2.6) 

onde a;, o; .. :1, E (O. +oo), b.- E [0, +x ), Vi = 1. ... , m, e D~ 1 o; i = 1. 

Pelos teoremas 2.3.1 e 2.:3 .. 3. sabf'mos que, se n~ 1 /Ji >--- 1 e bi = O, Vi = 1, ... , m, ou 
"'"'-l(fim-J ,., ) + 1 
L., ..... ). J'"'k ,.J 

1, = L Vi= 1, .... m .. e fE~~ 1 b, -<..\~,e Tii""1 a?' >-- m,\ 1 : onde í< =L"' L"' l(Ir ·1 ~ ll m, 
l.d( k"'l J""k (1'} + 

' 'i/= l. .... m. então (2.Ei) possui solução forte 1 desde que os o/s satisfaçam (H.5) do capítulo 

:2. Claramente. (H.5) é 1unn hipótese nrt.ificial. Por outro lado, pelos teoremas 2.:3.2 e 

:!.:3.-t (ou obstT\'RÇ<io 2.2.:3). concluímos que. quando n; = J, \fi= 1, ... , m, a. hipótese acima 

(lf' n~o-ressonância no infinito pode ser melhori'lda. para TI~ 1 a; :>-- À;". Conseqiiéntemcntc, 

ncredii ;mws qtlc a condiçiío de não-rc.ssoniíncía no infinito utilizada nos teorern<tS 2.:3.1 e 

:2.:3.:3 podt ser refinadéL Da mesma forma, conjecturamos a exístência de condições de 

nfJtJ-res:wnância na origem para /l;'s mais gerais que os tratados acima, ou sejn, quando 

fi
m •J l 
•::::1 .7; = "' Portanto, condições gerais de não-ressonância para sistema.'> m-acoplados é 
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Obviamente, poderíamos conjecturar muitos outros resultados razoáveis. Entretanto, 

<'!creditamos que um estudo dos problema..<> acima, abriria caminho para análise de outras 

qnestões. 
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Apêndice 

Seja n C R·Y um domlnio limitado, N 2: 2. Considerernos os seguintes operadores de 

!Oegnnda ordem 

s v 
!, L A,,(.r)Dcj +L IJ,(x)lh + c(x). 

k.,J='l k=l 

s 
!, L D,(A,,(cr)Dj) + c(.T). Vx E n. 

k,j"'-1 

Suponhamos que os operadore~ ,[1 e D2 são estritamerlti~ elípticos, isto é, 3o >- O tal que 

'Li1Fl A,,j I T )f<.l;j ::> o I ' I'. V.r E n' V( E Rx 

:\ ~wguir. enunciaremos 0lguns resultados clássicos da teoria das equações diferenciais 

pinhais elípticas. 

Lema A.l(Hopf): Suponhamos que .4h. bk> c E L00 (n), Vk, j = L ... , N, e c :=:; O em fL 

Assuma que ·u E C 2 (0) satisfa:t. l.1 ·n _:::;O em O. Seja :r0 E Dn tal que 

( 1) u é contírnw em :ru, 

(ií) u(.r0 )-< u(.r).Vr E D. 

(iii) DD satisfM a condição da esfera intE-rior em .1:0. 

Ent.:'io, o derivada uormal exterior deu em :r0 , se existe, satisfaz 

i! 
Ov v(:r 0)-< O. 

Dem: \'eja o lema 3.4 em [:34-].D 

Lem_a A.2 (Princípio do máximo clássico): S1!ponh<1mos que Ak;, bk, c E L=(n),Vk,j = 

1 ..... S. e c::; O em n. Se-u E C2 (f!) n C(D) satisfaz L 1v :C O em D~ eutào max"é'íu(.1:) ::; 
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maxrE&n u+(:r). Além disso, u não pode atingir um máximo não-negativo em ü, a menos 

que v seja constante. 

Dem: Veja os teoremas :3.1 e 3.5 em [:34].11 

Lema A.3 (Princípio do máximo generalizado): Suponhamos que Ak1 , c E L00(f!), Vk,j = 

1, ..... \', e c :S O em fL Se u E ]Jl ( 0.) satisfaz .C 2 u 2:: O em fL cnt.~o sup_,Efl u( 3") :S 
supiE:'lD u+(:r). 

Dem: Yejêl o ieorema 8.1 em [:34].• 

Lema A.4 (Princípio do máximo de Aleksandrof): Suponhamos que Ak;, bk. c E 1./:-c(D), 

VLj = L ... c\', e c <: O em íl. Seja f E L"(O). Se v. E Hí;:''(íl) n C(íl) satisfaz 

L. lu 2:. f E'lll n( qt p ). então existe k >-- o. independente de f e y. tal que SUP:rED u( :1') ::; 

snpJ·E::1n u(x) +~·li .f 11Ls . Além disso, se-u E Hí~~\'(!1) satisfaz [ 1u 2 O em D, então u não 

pock atingír um máximo não-negativo em f!, a menos que u seja constante. 

Dem: Yeja os teoremas 9.1 e 9.6 em [:34].• 

Len1a A.5 Suponhamos que f! é de classe C 2
·"". A.kj, bb c E Co(DL Vk, j = 1, ... , IV', e c :S O 

em O Se f E Cü(f'l) e r.,p E ('2 '"(0.) então existe uma. única função v E C' 2 ·'~(D) tal que 

{ 
~L. 1 u=fem0 
'U = :p sobre an 

. ..\lt~m di;-;so. existf' /,; >-- O. independente de f e u, tal que 11 'U. ll2,n:S k(jj y Ih,,, + 
!i f 1!.,). 
Dem: \'cja o tcorem<~ G.l4 em (J1].• 

Lerna A.6 Suponhamos que AkJ E L""'(O) n C(D), bk,c E L'"::v(O), Vl·j = 1. ... ,/1:. Sejam 

Jl E ( j. +~x;) e f E LP(O). Se 1). E H'~~~~(fl) n LP(D) é solução forte de [.111 =f em n, então 

jMrii cad<l fr CC [L eú;te Á">- 0. independente de f e <it. tal que li 'lf 11w2.P(D'):S k(\1u 11u•(O) + 
!I f i:LP(!I) ). 

Den.1: \'eja o teoremR 9. il em [3il.j.ll1 

Len1.a A.7 Suponh<~rnos que D é de dn.sse cu, AkJ E C(D), bk.c E L=(D.), Vl:,J 

1., .... S. e c < o E'!ll n. Se p E (1. +x) e f E LP(f2) então existe uma única função 
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u E lF2 ·'(!1) n H!~·'(!1) tal que 

{ 
-L1u=fem!1 
u =o sobre an 

Além disso: existe J.: ;-O, índependente de f eu, tal que 11 u llwz.ps;: k 11 f IIJ...P· 

Dem: Yeja o teorema 9.15 em [:34]. • 
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