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Capitulo 0

0. Introducao
Consideremos o seguinte sistema

(0.1)

(usde — Ay = fla,uy, . up) em BxQ, V=1, ..m
u; = () sobre Rx 9}, se 00 £ 8, Vi=1,...,m,

onde @ C RY é um dominio, N 2 2, fi : O X RT — Ry éumafungéo, ¥i=1,...,m,m> L
Sistemas da forma (0.1} aparecem. naturalmente, em alguns modelos fisicos, quimicos e
biolégicos (veja, por exemplo, [21,[29].[48],157]). Portanto, é extremamente importante obter

informagao sobre a existéncia de estados estacionarios para o sistema {0.1), 1sto €, existéncia

de solucao para
—Aug = fillwug, gty em 0, Vi=1,.,m (0.2)
u; = 0 sobre 30, se QN #£ 0, Vi=1,..,m -

{) sistema acima, ¢ denominado de sistema eliptico semilinear. Quando m = 1, (0.2) se
rediz a0 problema semilinear {caso escalar)

{ —Aw = flz,u) em O (0.3)

u = 0 sobre 90, se 8Q # 0 -

Durante os ultimos 25 anos, multos matemiticos tém se dedicado & questdo de existéncia

de solucdes para (0.3). Em geral, isto é obtido via método monoténico {veja [5],]15],[16].[40]),

variacional {veja [1].[61.[39].[33]) e/ou topoldgico (veja [3],]7],015],[16],[21]). O método mo-

notonico depende da existéncia de subsolugdo (isto &, fungio que satisfaz (0.3} com desi-

gualdade <)} e de supersolugao {isto é. fungho que satisfaz (0.3) com desigualdade >). O

método variacional consisie em encontrar pontos criticos de um certo funcional I que séo

solugdes, em algum sentide, de {(1.3). A aplicabilidade deste método depende de alguma

condi¢do de compacidade {como, por exemplo, Palais-Smale, Cerami, etc) e da geometria

do funcional. Um problema deste método & sua restricio a problemas semilineares, ou seja,



nao se aplica quando [ depende do gradiente. Finalmente, o método topolégico consiste da
obtengdo de estimativas a priori para solugdes de {0.3) e da aplicagdo da teoria do grau de
Leray-Schauder. Em geral, a parte mais delicada deste método é a obtencéo de estimativas
a priori. Sdo conhecidas, pelo menos, trés téenicas para sua obtenglo. A primeira é devida
a Brézis e Turner[T]. e se baseia em designaldade do tipo Hardy-Sobolev {veja [38]). Esta
técnica {o1, posteriormente, aplicada a sisternas por Clément-De Figueiredo-Mitidieri[9] ¢ De
Morais Filho[25]. A segunda téenica é devida a De Figueiredo-Lions-Nussbaum[21], e se
haseia na téenica de “Moving Planes” (veja [31],[42L[60]) e identidade do tipo Pohozaev.
Sendo generalizado para sistema por Clément-De Figueiredo-Mitidieri[8], A terceira técnica
¢ devida a Gidas e Spruck[31]. Esta é denominada de blow-up, e se baseia na reducao do
problema de obter estimativa a um problema de nac-existéncia, Uma parte deste trabalho
trata da extensdo desta téenica a certas classes de sistemas {veja [10],[62]).

Quando o dominio 0 ¢ limitado, na aplicagio do método variacional ou topeldgice,
notamos a importancia do crescimento em u da fungdo f. Suponhamos que hiy, e f:;“ =
af{r). vniformemente em a € 2, onde p > 0 e alz) 2 ¢ > 0. Quando N 2 3 e p ¢ menor

N . - oy 4 » nT - . 3 i e
que o2, temos que a imersiao HI(2) — LPF{Q) é compacta. Neste caso, as condighes de

compacidade exigidas por esses métodos sio, sob certas hipdteses, atingidas. Por outro lado,
na literatura existem varios resultados de existencia e nac-existéncia de solugdo positiva para
[?7?} em dominios limitados e ndo-limitados, quando f{x,u) = v? (veja [6],[211.{32],133],{46]),
1M1 que o expoente p = '_'-L & divisor para a questio de existénela. Assim, o problema (0.3) é
denominado subcritico, se p ~< M# critico, se p = ;J.J’”‘ e SUpercritico, se p o 3 ~i~ {Juando
0 é ilimitado, devido & nio-compacidade da imersdo () < L), dizenms que ha
{alta de compacidade para (0.3) (veja [6],[44]).

O estudo do problema {0.2) ¢ mals delicado que (0.3}, pols é mais dificll a aplicagdo
do método monotdnice ou topoldgico devido ac acoplamento do sistema. Além disso, em
geral, {02} nio é um problema variacional, isto é, néo existe wm funcional associado a
(0.2), cujos pontos criticos sdo solugdes, em algum sentido, deste sistema. Este método
somente pode ser aplicado em casos excepcionals, como sistemas gradientes, isto &, 3G :
0 x BRI — Ry de dlasse C7 tal que V.G = (fi,..., fn), ¢ Hamiltonianes, isto é, m =
e 3 : 0 x R2 - R, de classe O tal que (Hy,, Hy,) = (fi, f2). O estudo de sisternas
gradientes {veja [12].13],[26]}.

Hamiltonianos {veja [14],118].122],135L[36]). Isto é devido ao fato da parte quadratica do

2]

via método variacional, €, em geral, menos dificil que sistemas

]



fancional associado a um sistema gradiente ser uma norma, implicando numa geometria
mals simples.

Embora o tratamento de sistemas seja mais complexo que de equagdes, durante os wtimos

10 anos, muitos trabalhos relacionados a (0.2} tém sido publicados (veja, por exemplo, [9]-

114),120].{22] [25)-[27].137]). Destes, grande parte tem se concentrado na questdo de existéncia

de solucho positiva pars o sistema |

— Ay = p®

—Ap = P
u =0 = v sohre 8§, se I # §,

em {1} (0.4)

ende Q ¢ RY é um dominio, ¥ > 2, o, 3 > 0.

Muitos resultados interessantes sobre o problema {0.4) foram obtidos ao longo destes
anos. Isto se deve, fundamentalmente, ao fato deste sistema ter estrutura variacional. Im-
plicando, em particular, que suas possiveis solugoes satisfacam certas wdentidades integrals
no decorrer destes anos, foram: {8, [11], [18], [19], [28], [35], [36], [46], [47], [49], [54]-[56], [39]
e [61]. Em 1992, Clément-De Figueiredo-Mitidieri[8] e Peletier-van der Vorst[43] introduzi-

{veja [46],[5111611) que sio muito vitels no estudo em questido. Os trabalhos desenvolvides,

ram, independentemente, o conceito de criticalidade para (0.4}, dado pela hipérbole critica
Tty = B Além disso, outros conceitos, tais como superlinearidade e sublinearidade
para {0.4), sdo conhecidos. O sistema {0.4} é dito superlinear, se off = 1, e sublinear, se
o < 1 {vela, por exemplo, [17],[28]). Os trabalbos anteriores e posteriores a estes tém con-
tribuido para firmar estes conceitos como “apropriadns” para o sistema (0.4). O significado
preciso da palavra “apropriados”, € que todos os resultados de existéncia e nac-existéncia
relacionados a estes conceitos coincidem com o3 do caso escalar. No capitulo 3, descrevemos
a evolucho e o contetido destes trabalhos.

Esta dissertacao foi desenvolvida a partir da seguinte indagacio:

“Serd que existe algnm conceito de criticalidade, superlinearidade e sublinearidade para

sistemnas elipticos semilineares “gerais” 77

Esta é uma guestio importantissima pois, uma resposta afirnativa sugeriria a existéncia
de uma teoria unificadora. No capitulo 1, damos o significado da palavra “gerais” e pro-

curamos responder afirmafivamente & questio colocada. Os conceitos que definirernos, sdo



fortalecidos pelos trabalhos relacionados a (0.4) e os artigos [46], [52] e [58]. Estas nogées
aparecerdo, naturalmente, na demonstracido de um resultado do tipo Liouville, o teorema
1.2.1, que generaliza o teorema 1.0.1 devido a Souto[39].

Este trabalho estd organizado em 3 capitulos. O primeiro esta dividido em quatro secées.
Na primeira, enunciamos alguns fatos conhecidos que sao utilizados ao longo do capifule. Na
segunda secdo, mostramos alguns resultados do tipo Licuville e introduzimos os conceitos
de eriticalidade, superlinearidade e sublinearidade para sistemas elipticos semilineares, Na
terceira secdo, nos baseamos nos resultados de ndo-existéncia da segdo anterior e utilizamos
a técnica de blow-up para obter estimativas a priori para alguns sistemas elipticos semiline-
ares com carater superlinear e subcritico, Enfim, na quarta secio, utilizamos as estimativas
obtidas e teoria do grau em cones para obter existéncia de solugdes para algumas classes de
sistemas da forma (0.2}, O segundo capitulo esta dividido em trés secbes. Na primeira, enun-
clamos alguns fatos bisicos sobre imersdes de espagos de Sobolev fraciondrios e introduzimos
un conceito de solugdo fraca para sistemas que € Uil no decorrer do capitulo. Na segunda
secac, obtemos algnmas estimativas para sistemas elipticos semilineares com cardter subli-
near. Na terceira segdo, utilizamos estas estimativas, teoria do grau e iteragao monotdnica
para obter yesultados de existéncia para algumas classes de sistemas elipticos semilmeares.
No capitule 3. nos baseamos nos dois capitulos anteriores e nos artigos relacionados a {0.4),

e conjecturanos alguns resultados. Alguns destes sio, parcialmente, respondidos nos dois

-

primeiros capitulos. O capitulo 3 esta dividido em duas secbes. A primeira é dedicada 2
problemas em RY {ou RY) e a segunda, & problemas em dominios limitados.

Os dois primeiros capitulos contém vérios exemplos gue refletem a importincia e a
aplicabilidade dos principais resultados deste trabalho.

0 final destas notas contém wm apéndice com alguns resultados classicos sobre a teoria
das equagdes elipticas lineares de segunda ordem que sio utilizados ao longo da mesma,
fazendo com que o texto esteja autocontido.

Esperamos que, a forma com que esta tese fol escrita e organizada, implique em uma

agradivel leitura.



Capitulo 1

O Conceito de Criticalidade para
Sistemas Elipticos

0. Introducao

Durante a iltima década, problemas de existéncia e ndo-existéncia de solugdes de siste-
mas slipticos semilineares, tém sido fonte de ativa pesquisa. Iim particular, tem sido objete
de muito interesse, a investigacio de solncées para o seguinte sistema

~Au = f{v)

—~Av = g {u)
v =} = v sobre 08}, se J01 £ ¢,

emn £ ( 0.1)

onde £ é um dominio de RN, N > 2,

Existem, basicamente, dnas razdes que explicam o grande interesse no estudo de siste-
mas da forma [0.1). A primeira € de ordem fisica: estes sistemas aparecem, naturalmente,
como estados estaciondrios de alguns modelos de reagao-difusko. A segunda ¢ de ordem
matematica: estes sistemas tém estrutura variacional, isto é, existe um funcional associado
a {0.1), cnjos pontos eriticos sao solugdes fracas, em algum sentido, de (0.1). Em particu-
lar, suas solucdes satisfazern algumas interessantes identidades integrais (veja [46],[31],1611),
como identidade do tipo Pohdzaev [veja [46]).

Em 1992, Clément-De Figueiredo-Mitidieri[8] e Peletier-Van der Vorst[49] introduzivam,
ndependentemente, o conceito de criticalidade para o sistema ((L.1), através da hipérbole
critica. Nos seus argumentos, certas identidades Integrais desempenharam papel funda-
mental, como, por exemplo, identidades do tipo Pohdzaev, Posteriormente, De Figueiredo-

Felmer{18] derarn wmn tratamento variacional ao sistema (0.1) com conceito de criticalidade



apropriado. De acordo com estes trabalhos, e outros, tais como [35], [46], [49], [54], [56], [61]

4 natural colocarmos a seguinte questio:

“0 conceito de criticalidade para o sisteme (0.1} esta relacionado com o fato deste sis-

tema ter estrutura variacional?”

Acreditando na negacao desta questdo, definiremos uma classe de sistemas gue nos pos-
sibilitard introduzir um conceito geral de criticalidade. No entanto, estes sistemas néo sio
variacionais, e 140 pouco, possuem identidades do tipo Pohdzaev. Portanto, é natural refle-

tirmoes sobre a seguinte indagacao:

“As identidades integrais utilizadas no estudo do sistema (0.1) sdo realmente fundamen-

fais?”

A motivacao para definicio do conceito geral de criticalidade aparecera, de maneira natu-
ral, na demonstragio do teorema 1.2.1. Este teorema generaliza o seguinte resultado devido

a Souto [59):

Teorema 1.0.1: Sejam v, v € CHRY) funcdes nio-negativas satisfazendo

Ay vf <0 .
_ TrS em RN
Av 4wt <,
onde N> 2 p,g= 0,
Suponha que :—}f < E}r—l + ﬁ:{ < 1,se N > 3, oupg 2 1, se N = 2. Entio,

vz==e em RS,

Comeo em [59]. a demonstragdo do teorema 1.2.1 serd baseada em um resultado do tipo
Liouville devido a Gidas (veja o lema 1.1.1 da se¢lo 1).

Este capitulo estd dividido em 4 secbes. Na primeira, enunclaramos alguns resultados
bem conhecidos que serao Uteis ao longo deste frabalho. Na segunda se¢do, definiremos uma
classe de sistemas para a gqual introduziremos um conceito de criticalidade. Em seguida,
demonstraremos alguns resultados do tipe Licuville. Baseado na técnica de demonstracio

destes, definiremos os conceitos de criticalidade, superlinearidade e sublinearidade para a

6



classe em questio. Na terceira secao, utilizaremos a técnica de blow-up para obter estimativas
a priori para solugdes ndo-negativas de alguns sistemas elipticos semilineares com cardter
superlinear e subcritico. Enfim, na quarta seciio, utilizaremos a teoria do grau para obter

alguns resultados de existéncia.

1. Prehiminares

Nesta secao, ennnciaremos alguns fatos conhecidos que serdo utilizados no decorrer
deste capitulo. Comecemos com alguns resultados do tipo Liouville para equacdes devido a
Gidas[30! e Birindelli-Mitidieri[4]:

Lema 1.1.1: Seja u € C*RY) uma supersolugio ndo-negativa de Au +u? = 0 em R,

com 1 < p< T"}g se N >3 ep>1,se N =2 Entdo, u =0 em RV,

Lema 1.1.2: Seja u € C*RYY N C({z: 2y > 0}) uma supersolugio nio-negativa de

Au4uP =0em RY, com 1 < p < 5}\—?:—% Entdo, v =0 em Ri?f.

OBS 1.1.1: Na realidade, Gidas enuncion o lema 1.1.1 para solucdo e p > 1, embora, com
a mesma demnonstracio, o resultado seja véilide para supersclugdo. O caso p = 1 pode ser
encontrado em [59]. Além disso, em [4], Birindelli e Mitidierl mostraram que o expoente

A 4oy oa
p= \—:i do lema 1.1.2 é o melhor. »

Para solugbes, temos os seguintes resultados devido a Gidas e Spruck ([32],(33]):
Lema 1.1.3: Seja v € C*(RY) uma solugio ndonegativa de Au + u? = 0 em RV, com

1~ p .\ff, se N >3 ep>1 se N =2 Fatio, u=0emR".

Lema 1.1.4: Seja v € C*RY)NC({z 1 ax > 0}) uma solugio ndo-negativa de Autuf =

emn RY. v = (0 sobre 2y =0, com 1 < p < ::J’_%, se N >3, epr1,se N=2 bEntdo,u=10

ern R

OBS 1.1.2: Através da téenica de “Moving Planes™, como utilizada em [19], podemos

w oy o TH | 4 14
demonstrar que o lema 1.1.3 é valido para 0 < p < ‘2%3 Além disso, com a mesma demons-

- oy 4 P 3\.’
tragéo dada em [32], é facil ver que o lema 1.1.4 ocorre para 0 < p < 528



Sejam f € LM e L = }:}jj:] Ap;(2)Dij + N, bi{2) Dy um operador uniformemente
eliptico, isto €, existem A, A » 0 tais que A | £ |*< E?,}:z Azl S ATER Ve €
vE € RV,

O proximo lema trata da existéncia de uma funcgao barreira.
Lema 1.1.5: Suponha que & C RY é um domfnio de classe C2, satisfazendo a condicio
da esfera exterior em 2p € J, isto é, existe uma bola B = Bp{z) {ou semi-espago) tal que
20 € QN B = N B. Seja u € CHQ) satisfazendo Lu = f em . Entao, existe uma fungio

barreira w tal que

w = U sobre I8,

ul(zr) < wlx)y+ sup uly
) (=) ,1;66‘!9 “W) . Yre{y e Q:dist(y,0B) < a},
| V() < ¢

onde ¢ e ¢ dependem apenas de B, N, A A w ||peo, f £ iz -

Dem: Veja [34], pginas 335 e 336.®

Sejam 0 C RY wn dominio limitado de classe O%, N > 2, £ = ¥, DelAy(2)0))
um operador untformemente eliptico e A{z) = (ay{x)) wma m X m matriz simétrica e ndo-
vegativa, Va € Q, onde Ay, € CHO). ay € L9(), Vh, 5 =1, N, Vi,l=1,..,m.

{lonsideremnos o segninte sistema

{ — L = Yo, aﬂ(a:)u‘; + filzyem Q, Vi=1,...,m (1.1)
;= O sobte 302 , Vi=1,...,m

Antes de enuncliarmos um resultado sobre principio de maximo para o sistema (1.1},
fixemos algumas notacdes. Sejam A; > 0 o primeiro antovalor de {~L, Hp{)) e ¢y uma au-
tofungio positiva associada a Ay. Pelos lemas A3 e A7, o operador (—£) : HI{OINH* () —
L) possui inverso continuo e positive. Denotermos § = {(~L)7Y = {ug, oty ),
Fre=A{fi,.... fm) e p(.}) a funcio raio espectral. Dizemos que v > 0, 8¢ u; 2 0, Ve = 1,...,m.

Considere (L2303} munido do produto interno (w, v} = 20, (us, vz,

Lema 1.1.6: Supouha que sup,cq pfAl2)) < Ay Entdo, (1.1) satisfaz o principio de méximo:
Bado F € (LHO))" tal que F > 0 em qtp() e w € (Ha ()™ N {(H*{Q))™ satisfazendo (1.1),

8



temos u > 0 em gtp(0).
Dem: Seja T = diag(5, .., 8) o A {L*(Q))™ — (L}(Q))™. Inicialmente, mostraremos que

Il T« 1. De fato, | T I|<l| diag(S,...9) || . | A}l . Afirmamos que || diag(S,....5) ||= &
e que | A |[< sup,eq A A(z}). Para ver isto, observemos que || diag(S,..., S)u ]] v
5w IS ST | wi o= & 1w [, V€ (1)) e diag(S,... S)(en ) =
S UZIRRAT ) Pox outro lado, LOIIIO A(::;) é simétrica, temos {Au, u) = fQ(A( u, u)Rmcffz <
Jo p {( o ulrmdr <sup_cq p(Al2)) || v |2 Yu € (L3(Q))™. Portanto, como A : {L2(0))™
— {LHQ))™ é um operador linear, continuo e simétrico, temos que || A ||< sup,eq plA(2)).
Logo. || T |€ s-sup,eq p(A(2)) < 1. Agora, sejam I € (L*(2))" tal que F' > e u €
(HHMY™ N (H{))™ satisfazendo (1.1). Observe gue podemos escrever {1.1) como
u == Tu+ diag(§, .., 5)VF (1.2)

Como T ¢ positivo e || T Ji< 1, entdo ] — T é invertivel e {{ — T)™! é positivo. Portante,
we= (I — Ty odiaglS,...,.S 1 F > (.8

OBS 1.1.3: Quando A{2) = A, e é apenas ndo-negativa, a condigdo p{A) < A, € necessaria
e suficiente para que o sistema (1.1) satisfaga o principio de maximeo (veja o teorema 2.1 em

(23} e o teorema 2.6 em [45]).0

Agera, considere o seguinte resultado cldssico da teoria do grau em cones:
Lema 1.1.7: Seja € um cone em um espago de Banach X e T : ¢ — ¢ uma aplicagio
compacta com T{0}) = 0. Assuma que existam 1o > 0, 0 < r < R tais que

() u £ tTu, Yu € O tel que Ju flx=r, ¥t €(0,1],

(17} Existe ura aplicagio compacta H : ¢ x Ry — C satisfazendo

(i) H{u,0)=Tu, Vue Ccom ||ullx< A,
(1.2 H{w,t)stu, Vue Ccom Jullx< R, Vi > tg,
(12.3) H{uw.?)#Fu, Yu e Ccom |Julx= R, ¥I2>0.

Entao, T possui, pelo menes, um ponto fixo v € € tal que r <} u ||x< R

Dem: Veja [15] on [41]®

Lema 1.1.8 Seja B uma m x m matriz ndo-negativa. Sejam A € (0, +oo} e 2 € RY tais

que Ar — Bx € BT Entdo, p(B} < A



Dem: Pelo teorema de Perron-Frobenius, p(B) é um autovalor de B com um autovetor

xp € RY. Para cada 1 » 0, temos
Ala — tag) — Blx — txg) = Az — Ba + t(p(B) — A)xo. (1.3)

Agora, suponhamos, por absurdo, que A € p(B). Para f > 0 suficientemente pequeno,
temos que v — frg € R, e para 7 > 0 suficientemente grande, temos que 7 — tag ¢ ﬁ:
Assim, seja fo > 0 tal que x — forp € ORT. Obviamente, z # toxq, pols caso contririo,
v By = 15(A — p( BY)ze ¢ RT, absurdo. Logo, 2 —fpzg € ORT\{0}. Por outre lado, (1.3}

implica que A —tozp) € RY. Portanto, z — toz¢ € RY | absurdo ®

2. Resultados de Nao-Existéncia e o Conceito de
Criticalidade para Sistemas Elipticos

Consideremos o seguinte sistema eliptico semilinear

{ —Au; = filu; Yem ), ¥i=1 . ,m (2.1)

u; == 0 sobre 9, Vi = 1,...,m ,se 80 £ ),

onde 1 é um dominio de RY, N > 2, f,: Ry — R, é uma funcdo continua, Vi = 1,...,m,
o {l..om}—{I,...m}éuma fungio.
tim dos principais objetivos desta secdo é introduzir um conceito de criticalidade para

sisternas da forma {2.1). Para isto, definiremos a seguinte classe de sisteras:

Definigio 1.2.1: Diremos que o sistema (2.1) é m—acoplado, se ¢ : {1,...,m} — {1,...m}

é wina bijegio tal que of # L VE=1,...m — L

Alntroducio do coneeito de criticalidade serd motivada pela demonstragao de resultados

de nac-existéncia para os seguintes sistemias

—Au; = wyl em RN, ¥i=1,..,m (2.2)
w, =z 0 em RY Vi=1,..m, i
e A ; \
— - — T g mmn 1)
Ay U2 em {}’.w ‘\;’z 1,...,m (23)
w, = 0 em Ry Vi=1..m,
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onde N>2, o >0,Vi=1,..meo:{l,.,m}~ {1, m}éumafuncio.
Antes de enunciarmos estes resultados, daremos a seguinte defini¢io:

Definigio 1.2.2: Diremos que {uy,...,1t,) € (C*{RV}))™ é uma supersolugio de {2.2), se
w; » 0 em .}R"x, e —Au; > ul em RY) Vi=1,..m Diremos que {uy,..,u,) €

CRHIRT Y C{{z : zy 2 0}}))™ € uma supersolugao de (2.3), se w; 2 0 em MY e
".;}&?.é.r_' > -u;;: e fﬁ’; LYi=1,...m

[
Teorema 1.2.1: Suponhamos que {2.2) é m—acoplado e § € —= gj"‘ f,.u
p | ( ) {3t E: 1§Z“ {H

}-!":r
ETE""‘?"T se N2> 3, on [[h,05 > 1,58 N =2 Seja (uy,...,u,) € {CHRY) _]m uma super-

solucao de (2.2). Entdo, w; =0 em RY, Vi=1,. . m.

=1

[ e -1

Teorema 1.2.2: Suponhamos que (2.3) é m—acoplado e § < TEL e
I 1 ) P S ln ;

o )b m T
sy Seja (v ...glum) e (CHRYY" N{C(H{x s 2y > 0})” uma supersolugao de (2.3).
Eutdo, u; = 0 em R:‘ Vi=1,...,m

Passermos a demonstracio do teorema 1.2.1;

Denu Suponhamos, por absurdo, que 1; # 0 em R”Y, para algum 7 € {1,...,m}. Entdo, pelo

lema A2, v, > 0 em RY. Como o sistema (2.2} é m—acoplado, aplicando o lema A.2,
!

sucessivamente, temos u; > 0 em R, ¥/ = 1,..,m. Assim, definindo v = 11%; vy, oblemos

9 = (Vu;, Vupr m-fm : 2.4

Z 1t b ViR + ?_—; (2.4)

Como (), .., Uy, ) ¢ uma supersolugio de (2.2), e w; = 0 em RN, Vi = 1,...m, por {2.4),
temos

Av < 7-w—— Var;, Vu T*‘__.ﬁm , 2.5

% Uit ( & J)R ?_.1 Uf ( )

Para estimar o primeiro somatério do lado diveito de (2.5), observemos que, em geral, temos
as seguintes relacoes

T

v]? — ')_‘2m—~(‘{"u Vi ry + Z}"? | N A {2.6)
z ;“;’; IRty - W

|V

11



S 2V, Vujlry < (m — 1)2 - | Vo (2.7)

i<j Uk

(lombinando {2.6) e (2.7}, obtemos

Z?

i3

m— 1] Ve P
(Vu”'i”u )R\ < 1 ¢ 1 .
i U} m e

Agora, para estimar o segundo somatono do lado direito de (2.5}, mostraremos que existem

w218 -0,V =1, ...,m, tais gque

k1t
o e (

4

(2.9)

)a_i“s“u

U, o

o5 , -
Y=l (2.10)
faml TUF -

Teualando os expoentes correspondentes em (2.9), vemos que é suficiente mostrar que existem

5 2 1 os - 0, V1 = 1, ., satisfazendo (2.10) e

s & Z i = Vi= Lo, (2.11)

Agora, analisavemos dois casos:
0 . T
1% Caso: Hf;f o > 1,
Combinando (2.18) e (2.11), obtemos

_oglog, 4+ 1)

€x; - 1

si— (v — Do + 1), Ve=1,..,m. {212}

t‘gl-
Utilizando {2.12) e caleulando s,2 e s, em termos de s;, temos
L] 1

e (o2 + 1)

Ba2 = et g = (= o, + Moz +1), Vi=1,..,m,
N kg -§— 1 ¥
itrg o2 (e, + 1)
53 = - s — (7 = Dlog a0 + o + e, + 1),
: o+ 1 : ; i
Yo=1,....m

Assim, procedendo mmdutivamente, concluimos que

(HFOQ J)[GL*{“I) Eed et
8ok _____i l 1 .
5! o 1 (v — 1)( ;(g 1)+ ey + 1),
Y = }_?...._???‘ (213)



Como o é nma bijecio, temos

§; = 55?1: Wy 1, e TILL

Portanto, como of ¢, ¥l = 1,...,m — 1, por (2.13) e {2.14), temos

7 -1 m-1

5= (T a)si (v~ {3 A 1 o)+ D)o +1), Vi=1,..,m

J=1 j=1 0 by
A - 0 - oy "
Conseqténtemente,

(v — DT (T o) + 1)

& = : (e + 1), Vi=1,....m .

‘ (Ilie o) —1

Por outro lado, utihzando (2.10) e (2.11), obtemos

ZS + {m

my = {3; +
ml NEIRa @

¥

= 5 s+ {m—2).

A
i=1

Agora, combinando (2.15] e {2.16), obtemos

(Bl D O o) +1)
' . (H;j—.;la")j

Observemos a seguinte relagdo

1 m—% m—1

Zm&l)fg Haf,f Tl)]vr???meaJ =
7=l Ju=l

i=1 l=j

we om—1 m—1

A US(TT ap)) +m)
=y

i=1 g=1

Agsim, por (2.17) e (2.18), conclulmos que

‘-'r = l _E-‘- it (Fn«n";};} : (.Tn")— j-
S T o) £

™m

1‘"1

_, m)

(2.14)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Como estamos supondo que [[7L; a5 > 1, temos, por (2.19), que v » 1, e, por (2.18), que

0. Vi=1,..m
28 Casor 117, a; = 1.
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Para cada i € {1,__ m}en €N, sefa of > o tal que a — @y, Vi = 1,...,m. Observando

que I[L, o} > 1, pelo primeire caso, existem 7, > 1 e s? > 0, 1 = 1,...,m, satisfazendo
sistema N
i’ P A VL .
X + Eﬁ%“» o a;‘+1 = Tfng Vi = l: ey T2 (;) 90)
oS = 1 e
=1 cv“+1 -

Além disso, temos

T ﬁi“ o)+ 1
0= )(( 7 ;H; 2 D i i L,
(H =1 0’“) -1

Zii}( m— 1( ?;-;1 g])+??:.'

Combinando (2.21} e (2.22), obtemos

m*l(ni’;;* o) + 1 |
g7 ‘ (Q" 4+ 1), Vi=1,....m.

<y ml( ;1}102‘!))_7_ "

Tomando o limite em (2,22}, (2.23) e (2.20), concluimos que

vl oe

m ](Hmwl O,'JE_) "'i’ }.
H= L qn - - l'
(T 1(H£mjj y1)) +m

{a;+ 1}, Vi=1,..,m

—..4} =7
satisfazern {2.10) e (2.11). Além disso, por (2.24), s, > 0, Vi = 1, ... , 1.
Enfim, mostramos qgue existern v > 1, & = 0, Vi = 1,...,m, sat-mfazendo {2.10) e

Agora, wilizando (2.9}, {2.10) e a desigualdade de Young, obtemos

LT ANy v L
ol e H(_w_.,_,)a +1u < Z ( ) T
U U b o+ 1w i
- =y i1 tthe;
A T
= —
o —,— T, ™

Combinando (2.5}, {2.8) e (2.25), concluimos que

¥
v
Ar v’ < Vg, V) ( ) T
- E ¥ UJ( v J Z —}~ 1/ 7
$43 =1
m—1]Ve{?
< LZ {(Vu, Vujjpr < - ~|--——-~
S5 g Y] e

14
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.
T
[

oy

(2.11).

Pt
N
Q]
o

S

(2.26)



Utilizando a mudanca de variavel v = w™ em (2.26), obtemos

Aw + }—wm”"“m“ < 0. (2.27)
™

Agora. aplicando o lema 1.1.1, concluimos a demonstragao. ®

A demonstracio do teorema 1.2.2 é analoga A acima. Apenas, ao invés do lema 1.1.1,

devemos utilizar o lema 1.1.2
0OBS 1.2.1: Quando m = 2, o teorema 1.2.1 coincide com o teoremna 1.0.1 devido a Souto.e

Agora, nos basearemos na redugo ao caso escalar, expressa por (2.27), e nas no¢des
de criticalidade, superlinearidade e sublinearidade para equagdes, e introduziremos estes

conceitos para sistemas da forma {2.1), Para isto, basta comparar 0 expoente my —m 4+ 1
Niz o -
com =% e L.

suponhamos que o sistema (2.1) & m—acoplado, e que exister o, gy = 0,Vi = 1,...,m,

fal que
Al |
lim =t =gy, Vi=1,..,m
T e O T At ’
.. , , y e - : Hrf—': %y =1
Definigio 1.2.3: Diremos que o sisterna (2.1) é critico,se NV > 3 e e
: . 1{2 (ﬂf_j & I} m
4 —
W{N-2V
T
- - B - Nt I
Defini¢io 1.2.4: Diremos que o sistema (2.1) é subcritico, se R I(H,HWI T <
=1 rr

wrf»—.f}_, quando N 2> 3. ew; - 0, Vi1, .. m, guando N = 2.

wi{ A2

Definicio 1.2.5:  Diremos que o sistema {2.1) é supercritico, se N 2 3 e
I-Im 4)“1 4
T }"j’*‘"l{ﬂ”‘“ et T mINTEy
..._.-t'i:_i I ol '
i

Deﬁmgao 1.2.6: Seja H™ a (m — 1)-variedade definida por H™ = {{ay, .., @) € Ry
oy~ 1

S = Hm T l*m = n“ 2}} Denominaremos H™ de {m — 1}-hiperboldide critico.
=3 b

Definigao 1.2.7: Diremos que o sistema (2.1) é superlinear, se [T, o > 1.



Definigao 1.2.8: Diremos que o sistema (2.1) é sublinear, se [TL, o; < 1.
As trés observagdes abaixo fortalecem os conceitos introduzidos acima.

OBS 1.2.2: Quando m = 2, o conceito de criticalidade representado pelas definiges 1.2.3,
1.2.4 e 1.2.3, seignala a nogio de criticalidade introduzida, independentemente, por Clement-
De Figueiredo-Mitidieri e Peletier-Van der Vorst. Em particular, H* coincide com a hipérbole

critica.e
OBS 1.2.3: Consideremos o seguinte problema

{(~AY"u = Au+ u|ul]*! em B (2.28)
Dy == sobre B,V h=0,...,m~1, T

ande B C RY é a bola unitaria, ¥ > 2.

Em 1990, Pucci e Serrin[52] introduziram ¢ conceito de criticalidade para a equagio
poliharmdnica (2.28) com condigbes de fronteira de Dirichlet. Na verdade, eles genevaliza-
ram o trabalho de Brézis e Nivenberg[6], sobre solucdes positivas de equagbes semilineares
involvendo expoente critico. Supondo que N > 2m, o problema {2.28) € critico, guando
s = SAML . Pogteriormente, Mitidieri[46] ohteve o mesmo conceito de criticalidade para
equacOes poliharmoénicas com condiges de {ronteira de Navier. Mals precisamente, {oi con-
siderado o problema de ndc-existéneia de solugdo positiva {veja [38], para o problema de
existéneia) para o seguinte problema

(—AY™u = uful’™ em 5 o0y
{ (AYu =0 sobre 90, Vb =0....,m—1, (229)

onde 0 C RY 4 um dominio limitado, suave e estrelado, N > 2m ¢ 5 > %—Jf%{i

.

A seguir, mostraremos que, guando escrevemos {2.29), equivalentemente, a nm sistema

da forma {2.1), os dois conceitos de criticalidade, cotncidem.

Definindo u; = {(~AY Y, Vi = 1,....m, podemos escrever {2.29), equivalentemente,
£OITIO
— Ny = U X
(=2 Jus il s em O, Ye=1,...,m .
{— AVt = uylug] {2.30}
u; = 0 sobre 31, Vi=1,...,m
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Sejam f; = id. Vi = 1,....m — 1, fu(u) = ufu|* e o : {1,...,m} — {1,...,m}
definida por oy =i+ LVi = 1,...,m—1, g, = 1. Com esta notagao, {2.30) de reduz a

(2.1). Pela definicdo de o, temos que {2.30) é m-acoplado. Além disso, temos 111;1 f": -
U+

1,91 = .m—1, e liinmi’l;-?fl = 1. Consequéntemente, o; = 1,Vi = 1,...,m — 1,

¢ ¢, = & Para obtermos as definicdes 1.2.3, 1.2.4 ¢ 1.2.5 em termos de $, necessitamos

escrever 372 (3701 }’;’} a0} em funcio de 5. Para isto, observemos que
5 Ol ! ;

sl i1

2l ey=(m=0s+(i-1), Vi=1,...m (2.31)

j=b =i
Logo, por {2.31), temos
m ezl med (m 1} mi{m — 1)

2 A2 (T aw)) = s (2.32)

=l =1 i=j

Portanto, substituindo (2.32) nas definigbes 1.2.3, 1.2.4 e 1.2.5, concluimos que o sistema
(2.30) é critico, se (N — 2m)s = N + 2m, subcritico, se (N —2m)s < N + 2m e supercritico,
se (N —2m)s = N +2m. Observe que, se 2m > N, o sistema (2.29) é sempre suberitico.

Além disso, se 2m < N, conclufmos que este concelto coincide com o ntroduzido em [32].0

OBS 1.2.4: Consideremos o seguninte sistema m-acoplado

—Ap; = ufl em RN, ¥Vi=1,....2m (2.33)
;= Dem RY, Vi=1,.. 2m, e
onde N Z 3, g2k =2 O - (e Qg1 = A0, Vi=1,..
Recentemente, Serrin e Zou [56] mostraram que, se — + # +1 < 3{"‘1 entao o sistema
AL T A
. em RS .
~ Ay = u? {2.34)
u,v > 0 em RY
s ey Fr g L . I NWE P N-2
possui solugho radial em (C#{RV))*. Portanto, se /Ha + ,5“ < = £ (2.33) possui solugio

radial em (CHRY))*™. De fato, seja {u,v) € (C*{BY))? solugio radial de (2.34). Definindo

Uk == w € Uygeen = v, obtemos wma solugao radial para {2.33). Por outro lado, esperamos
“1

que, se 0 ponto {ay, ... o, ) com o = ¢ € o, gk = = f, Yk = 1,...,m, estiver sobre ou

acita do (2m ~ 1}-hiperbdide critico, entdo (2. 33) possua solucho radial em (C2(RN))*™.
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De fato, isto ocorre. Para ver isto, basta mostrar que esta ultima condicio é equivalente a
(o, 3) estar sobre ou acima da hipérbole critica.

A seguir, mostraremos que

2m Fm—1 2mal LT
AN e +2m=mla+8+2) 3 (aB) (2.33)
i1 =1 =k - k=p
Observemos as seguintes relagdes
2w 2eneml Zame] Im 2m—1 2m-1
ONAIEDIEDI N H o)) =
=1 k=1 j=k £l k=l &
e ?rf;‘ Zm—1 Im m—1 Zm-1
SECT oo+ ST oo =
im1 k=1 jemikel =1 k=1 =2k
moom Ime1 m om Im—1 .
Z ]___[ & "I——l-rg y+ Z Z 0:'0_%.'?--}3'))
f=1 k=1 j=2k-1 f=1 k=) j=2k— i
I om—1 Zm—
+Y 2 H &0t ))- (2.36)
f=l b=1 y=2%

Agora, é fdcil verificar que

moom 2wy

1
Z ST T e, 2145, )} = ma ')_‘(03 {2.37)
#2:1 k=] jm2Eed

moorn el m—1

> Z( 11 aﬁf;eﬂ)) =i Z(&_ﬁ)k, (2.38)

E=1 k=l g=3k—1
D o] Zm—1

Z(Z H o £+;) = %m L c:z,?)}‘ {2.39)

=1 g=2k
Substituindo (2.37). (2.38) = {2.39) em {2.36), obtemos {2.35).
Seja {ay, ...,o.-z.m) = R2™ um ponto sobre ou acima do {2m-1)-hiperboléide eritico. Isto
pode ser traduzido matematicamente por

Frar—1 4 .
: T = s . 2.40
S (0 ) 4 2m - om(N — 2) =40

Suponhamos que cax = o e o = B, Vi =1, ... m. Entao, por (2.35) e {2.40), temos

{a3)™ — 4

TEEE ) saicr ) (2.41)
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Assim, por {2.41), obtemos

al—1 S 2
a+B+27 N -2
Implicande que
1 1 N —2
+ TS
a-+1 pB4+17 N

Constderemos o seguinte problema

(—A)"u > v em RY 9 49
{ (~AY¥u = O0emRBRY, Vh=0,..,m—1. (2.42)

onde N > 2, e > 0.

Baseado na observacio 1.2.3 acima. temos o seguinte corolario:

Corolario 1.2.1: Suponhamos que o 2 1l e (N —m — lla < N4+ m ~1,se N > 3. Entdo,

(2.42) nao possul sohugdo em CP(RY).

0BS5S 1.2.5: Utilizando a féenica da média esférica, como em [47], podemos melhorar o
teovema 1.2.1, quando a; 2 1,Vi = 1, ..., m. Porém, as m-uplas de os obtidas, permanecem
estritamente abaixo do {m — 1}-hiperboléide eritico. Em particular, o corolario 1.2.1 pode
ser mmelhorado, mas, nio até o expoente critico. Notemos também que, em [58], foi mostrado

gque, guando N >Imel S a < %{i-ff— o problema (2.42) ndo possui solucho radial.e

3. Estimativas A Priori para Sistemas Elipticos Via
Blow-Up

Consideremos o seguinte sistema
~Lou; = fi{z g, unyem £, Vi=1,....m 3.1)
g = @y sobre OO, Vi=1,... m,
onde O ¢ B® éum dominio limitado de classe €%, N 2> 2, ¢, € LM Wi =1,...,m, L; =
‘\' P ; . - i A Lo N . . . . - + N
Fi e Al + L, bi(x) Dy é wm operador uniformemente eliptico, Vi = 1, .., m.
Nesta segdo, utilizaremos a técnica de blow-up para obtermos estimativas a priori para
algumas classes de sistemas da forma (3.1). Um dos principais resultados que apresentare-
mas, o teorema 1,32, trata da obtencéo de estimativas a prioni para sistemas com carater

superlinear e subcritico, segundo as definicdes da segio anterior.
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No que segue, assumiremos as seguintes hipéteses:

(H.1) AL, 5, € C(Q), Yk, 5 =1,..., N, Vi= 1, m

[H.2) Existem funcoes de Carathéodory g; by 2 % BT — R, e, l=1,.,m, tais que

file,u) = gila, u)+ZFrd:ru) V{iz,u) e @ x RY, Vi=1,..,m,

fex}

(FL.3) Existe o > 0 tal que | gz, uy, .., um) [< o500, w4 1), V(2w ey i) € £ X RY,

Vi l...omuonde 8y >0, Vill=1..m

T AR REE Fres — e . . p— ]
{H.4) By —poo USTESCIPRCES R hl;( ), uniformemente em z € O, u, € Ry, Vr = 1,...,m,

G
{J-i

r#l onde ay 2 0 e hy: TS Ré continna, Vi,{=1,..,m,

(H.5) hif{() = sup wenm, [ halouts e un) | € L7 VM >0, ¥il=1,...m

Vr.:i..._._m‘._ b1
ey &1

Antes de passarmos aos resultados, destaguernos dois lemas que serdo 1iteis nas demons-
tracoes:
Lema 1.3.1: Seja (A}, uma seqiéncia de niimeros positivos tal que A, — 0. Seja £ {2 x
R7 — R uma fungde de Carathéodory tal que imyeqn m‘) = h(x), uniformemente
emr e, u € R, Vr=1_.mr#londea>0 he L”(Qj e hM{) = sup e €RY,

Wranl, ..., THE

. 01t <M

PR 1, on ) | € L79(0), VM > 0. Entéo,
‘!121 _}s Bla, uy, oy, % Upp1s oo thm ) = B(2)UF = 0,
uniformemente em 2 € O, w € {0, 1], u, € Ry,
Yr=1,...m7r L.

Dem: Dado ¢ » 0, 3M = 0 tal que
[ A{a, Uy, e, b ) — h( g 1< ey, Ya € Q2 Vu, € Ry, {3.2)
V=1 AL Yu > M

Beja ng € N tais que

XA B {lpS 2, ¥ 2 7o, (3.3)
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Y 2 ng . (3.4)
M, por (3.2), temos

MM R g £
27
L >

Agora, suponha que u; € [0, en > ng. Se &

2

1Ag&(l‘:uu-ww—-hS“"sﬂz.;-a}---?um) fzfx) < eup Le {3.5)
VeeQ, Yu, e Ry, Yr=1,...mr# L

Por outro lado, se $£ < M. por (3.3) e (3.4), temos

U

[ /‘\gh(grg L5 FIETTR 17 I f:“f-{ul} A Hm) - ?&(TJN? I (36)

SANEM oo + PRz wf
<A AT s + XM R =S e

Asgsun, concluimos a demonstracio, B

Lema 1.8.2: Seja (a;,).>; nma seqiéncia de reals positives e J; > 0,¥i = 1,...,m. Supo-

nhamos que

h;}} ap, = +00, (3.7}
para algum [ € {1....,m}. Entdo, existe r € {1,...,m} tal que, a menos de subseqiéneia,
fermnos

Gy — S ate o (38)
o’ > el Wi=1,...,m, Yn € IV, (3.9)

Dem: Se existe uma subseqiiéncia tal que (3.9) ocorre comn r = [, a afirmagdo estd demons-

trada. Sendo, seja rg € {1,....m7} tal que. a menos de subsequéncia, temos

o > Wi=1,...m, VYne N (3.10)

o

Utilizando que 3, > 0,¥i = 1,...,m. por (3.7} e (3.10), concluimos que (3.8} ocorre com

¢ = ory. Isto termina a demonstragio. B

(lomecemos estudando 2 classe de sisternas que satisfaz, além de (H.1) — (H.B), as se-
guintes hipdteses:

(H6) hla) - 0. Vo e ehy=0em O Yi=1,..,ml#1 Vi=1,..,m



(H.7) 1 <oy = %ﬁ%—%,se N23. Vi=1,.,moul <a;<+oo,se N=2, Vi=1,... ,m,

(H.8) il < fa. 8t < & W [=1]

foap—1 m‘i{_l G-l — "Rn

Para um melhor entendimento das hipdteses (FH.6), (H.T) e (H.8)}, vejamos o seguinte

exemplo no caso m = 2

Exemplo 3.1: Consideremos o seguinte sistemna

—Au = qgu™ + byyuft 4 by
—Av = 0™ + 621?1.-*32" e 522.1_,.132-2
v =0=1v sobre 50,

em O

onde «;, by sdo constantes, Vi, j = 1,2

Hipotese (FL.8): aq, 09 = (L
Hipotese (H.T): 1 < a3,y < 5}:—%—3— se N 23, ou gy, 00> 1,58 N =2
Hipstese (H.8): 0 < By < oy, 0< Bay <0, 0K fyy < 2ol 0 < gy < 22fazl),

o1

Teorema 1,3.1: Suponhamos que o sistema {3.1) satisfaz (H.1) — (H.8). Entdo, existe
= {, dependendo apenas de §£2, L;, fi, Ve = 1....,m, tal que qualquer solu¢io nac-negativa
{_':.:.1,_...,-;;..m_) = (CHO)™ de (3.1) satisfaz

g flpeee, Vi=1,....m.

Dem: Suponhames, por absurdo, que o teorema € falso. Entdo, existe uma seqiéncia

2 e o ey € (CHDYY™ de solugdes nio-negativas de {3.1) tal que
f wp, flpee—r oo para algum e {1,...,m}. {3.11)
Pelo lema 1.3.2, existe r € {1.....m} tal que, a menos de subseqiiéncia, temos
H tten {lLes— 400, (3.12)
e 52720 v B2, Vi=1,..m, Yne N . {3.13)
Consideremos a seqiiéncia (A, }, definida por

= P R (3.14)
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Por (H.7) e (3.12}, temos

Ay = 0. {3.15)
Para cada n € N, seja z, € £ tal que
Upa (T ) =Y Upm |1 - {3.16)
Para cada i e {1,....,m}en & N, defina
Q, ={y e RV : \y+2,€0}, (3.17)
vy} = .Q“_?:Tu?;.n(h.ﬂ_y +1,), Yy € Q, . (3.18)

Por (3.13), (3.14). (3.16), (3.17) e (3.18), temos

Ven(D) =1, VR e N | {3.19)
<y, <lem, Vi=1..,m YneN. (3.20)

Como  é limitado, passando a nma subseqiéncia, se necessario, podemos assumir que
2, — xq € §1. Agora, analisaremos dois casos:
1% Caso: xp € O,

B fécil verificar que

Livvie{y) + g ly) + Z hignly) = 0, Yy € . (3.21)

3\2 1

Vi=1,..,m, Vne N,

onde
iy A
Liu= Y Al {y)Piu+ Y A, () D, (3.22)
k=1 k=1
Iiiug(f}) = Aij(’:\n?} “+ "?"’Ti)a bin(y) = 5}(}~,&y + :Bﬂ-) i
Ginly) = AT gl Ay T (Aol 4 2ad ot { Ay 4 24)), (3.23)
héjn(y) = )\ﬂ s h‘ij(Any “'I" 33139”1-&(}‘;13} + ‘Ff-rn)a e umn()\ny_'f' x-n))’ (32'{)

Fizvermos B > 0. Como x € 1), por (3.13), temos que, para n suficientemente grande, By r(0)

< 0,. Assim, podemos analisar 2 convergéneia em Bop{() dos termos que aparecem em



(3.21).
Por (H.1) e (3.15), temos

r.—ij{;}m Al Oy + 2,) = A}:cj(:rgL uniformemente em Bog(0), {3.25)

Yhog =1, N, Ye=1,. . ,m,

}“EE_}X Bl Ay + 2,) = bifzo), uniformemente em Byg({0), (3.26)
Yh=1, . N Yi=1 ..m

Fin particular, por {3.15), temos

Ii:;{q ,\ﬁ,b}b( vy + 2,) = 0, uniformemente em ﬁgﬁ(ﬁ), {3.27)
V=1, N, Ye=1.,m

Por (H.4). (H.5), {3.15), (3.20), (3.24) e lema 1.3.1, teros

Gl Dewsy )

P Sl W |
lim {A T

k% ---—'—"‘3\,‘

hie(y) = by + 2)057] = 0, (3.28)

uniformemente em Bgp(0), Vi, 7 =1,...,m.
Em particular, por {H.8), existe ¢ = {1 tal que.
| E}’T-?'ﬂ- (y) l_<_ C: VU E .‘gER(O): ‘?!Z‘] = 1-. ---??n: Vn E N (%29)

Paor (HL.3}, (3.13}, e (3.14), temos

lgi(.ll-',?.1:1-;;_?...,'1{?,,,-;;) l < “(Z “ Yin 1?“’{“ “+ 1) (3‘30)
=1
_._.i"* -——1]
< a(Z o o™ 1)
ey
— (} }\’)‘1 7 ”‘l‘}.)
i=1
Portanto. por [H.8), (3.15) e (3.23), temos
hm Jm[f;}_ﬁ uniformemente em B,p(0), Vi=1,...,m. {3.313
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Aplicando o lema A6, de regularidade I?, & equagéo (3.22}, obtemos
| vin w2e@ay S el Vin lre@yny + I o Hrr(Ben) (3.32)

+ Z i hisn ”L?’(Bgﬂ}) Vi=1,..,m, ¥ne N,
je=1
onde ¢ > 0 € nma constante independente de n.
Conseqiiéntemente, por (3.20), (3.29) £ (3.31}, concluimos que (v ), élimitada em W*P{Bg),
Vi = 1,...,m. Tomando p > N, temos, pela compacidade da imersao W?2?(Bpg) ~» 1% BR),
aue (3,1}, & limitada em (1 (ER) para algum o € {0,1), V¢ = 1,..,m. Assim, podemos

extrair wna subseqiiénela, que continnaremos a denotar por (U, }a, tal que
vin = v; em OV (BR), Vi=1,..., 3.33
v =+ v em O (Be), Yi=1,..,m. 3.3
Utilzando, novamente, o lema A6, temos

l

Vin — U3 iiﬁ-"?'l“{Bﬁ}S C(” Vin — W ||L?(BR} + ” Yin — 455 ”L?’(Bze] (‘334‘)

EiE

+ S | }I‘J"t - zju “LP(Blﬂ + Z ]1 1}?’1 L;m HI«WIE ’*DA‘ in !LP(BR
)_wl k=1

+T I ?}m - ?}M Hose| Divg lre@a) Vi=1,..0m, Vn € N
ezt

Agora. por (H.6}, (H.8). (3.25), (3.26), (3.28), (3.31}, {3.33) e (3.34), conclnimos que (v, ),

é Canchy em W2r(B 2 }, W= 1, ..., me, implicando que
Vin —F ¥ €M 1"5"'2‘-3’(8;%), Yi=1,...m. {3.35)
Por (H.€), (H.8}, (3.28) e {3.33), temwos
hm iy} = oz (y), (3.36)

1.1.111ioz’memente em Bpl0), Vi=1,..,m,

bm fiply) =0, {3.37)

i b ol

uniformemente em Bgr(0), Vi,7 =1,..,m, j#£7.

Finalmente, tomando limite em (3.22), temos, por (3.23), (3.27), (3.31}, (3.35), (3.36) e

{337}, que
Y

S AL (o) Dt + s (mo)ul™ (y) = 0, gip(Bs). (2.38)

g1
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Como H > 0§ ¢ arbitrario, argumentando com subsegiiéncia diagonal, concluimos que existe

P, € ¥--1-";‘i’p (R‘N) safisfazendo

o

S s AL (06 Dt + e (20)037 () = 0 em RV (qtp)
v, > 0 em RV (3.39)
v (0) =1

Fazendo uma mudanca de varidvel, reduzimos {3.39) a

Av, + 27 {y) = 0 em R (qtp)
v, > 0 em RY
e {0) =1

Utilizando os lemas A5 e A7, ¢ argamento de bootstrap, concluimos que v, € CHRN), Por
{H.7}), 15to contradiz o lema 1.1.3.

2¥ Caso: xy € 0.

Como © é de classe %) podemos, por nudanca de coordenada, se necessdrio, assumir que
0 ¢ Ry equeexiste § = 0 tal que Be(o)RY C (L Paracadan € N, sejad, = dist{x,,00).
Observernos que, como u,, = ¢, sobre 3 e ¢, € L™=(00), por { 3.12) e {3.16), femos que

x, € {1 para n suficientemente grande. {3.40)

Fixemos R » 0. Para n suficientemente grande, temos

e AT 'Z'ﬂ_
B {y € RV tyy = =721 C Q. (3.41)

Se (£*), possui alguma subseqiibncia convergindo a 4oc, argumentando como no 12 caso,
o :

chegamos a uma contradigio. Agora, afirmamos que existe v = 0 tal que %‘*L = ~. De fato,

pelo lema 1.1.5, existem uma seqiiéncia {(w, ), de fungdes batreira, e constanies a,¢ » 0,

imdependentes de n, tals que

. d;?__ ) 7 o s

L‘J‘-r?{\yls“':yf\;vwl:_rﬂ_ = [)'. V(y}.’:"‘: y:!\i‘—l) &« R)\i 11 (342)
Ve (1) < (y) + ASTT SUPLean ¢r{2) (3.43)
| v""’”(y) ]E <y

. d .
V{,f € Qn i {f}' & R‘!\ N + ”A_n“ ﬂ (3} g’?fn & N

En



Suponhamos, por absurdo, gque (%’“}n possui algnma subsegiiéncia, que continuaremos a
n
denotar por (%‘*)n convergindo a zero. Entdo, por (3.40), para n suficientemente grande,

0e, NiyeRY 1 yx + f:—: < a}. Logo, por (3.19), {3.42) ¢ (3.43), temos
{ L= 0,0(0) < wa(0) + A7 SUPzean Qf‘;(f-) (3.44)
| wn(0) [=={ wq(0) — w, (0, ~§2) | o=

Tomando limite em (3.44), chegamos a uma contradicio. Portanto, podemos supor, sem
perda de generalidade, que 2{& — & = 0. Por {3.41}, podemos argumentar como no primeiro
Ty

caso, e concluir que, passando a uma subsequéncia convergente, temos
B '2 N d -
Vi = vy em WHHY, Vi=1,..,m, (3.45)

onde H, = {y ¢ RN : yx » —s}.
Além disso, v, satisfaz (3.38) em H,, e por {3.42} e (3.43), temos que v, se estende con-

tinuamente a H, com v, = § sobre #H,. Resumindo, obtivemos o, € W, ;if( HYnNC(H,),

satisfazendo . N _ _
Zi;}':l Aplag) Dy, + he{zo)v? (y) = 0 em H(qtp)
v, = 0 sobre GH, 2 4g
7 & 3.“ 6
v, = B em H, (3.46)
v (0) =1

Fazendo wma mudanca de varidvel, reduzimos {3.46) a

( Aw, FvP(y) = 0 em H (glp}
v, = { sobre 8H,

z, > O em H,

v {0) =1
Utilizando os lemas A5 e A7, e argumento de bootstrap, concluimos que v, € C*HH,) N

(7(H,). Por (H.7), isto contradiz o lema 1.1.48

Exemplo 3.2: Consideremos ¢ seguinte sistema

L B -
— A = (@)™ + T bl 4 filw g, L v ) em (3
Vi=1,..,m
w; = 0 sobre 00V = 1, ...,m,

(3.47)

onde O ¢ RY ¢ um dominio limitado de dasse C2, N > 2, «; : @ — R, é uma funcho
comtinua, by : 0 — Re f;: @ x R — R sdo fungdes de Carathdodory limitadas, Ve, [ =

1....m.



Assuma as seguintes condi¢des

N+2
1 <oy < IS j), se N23, ouagy>1,se N=2, Vi=1,...,m, {3.48)

fgzl

oy - 1 Cep -

0 < T Vi l=1,..,m. {(3.49)

Entdo, o sistema (3.47) satisfaz as hipdteses do teorema 1.3.1. Observemos que as condigdes
acima implicam que 8; < o, Vi = 1,...,m, e que existem exemplos em que f; 2> “i“ para
algum 7.1 € {1,...m}, quando N > 3.
Suponha que by = 0em O Vel =1....m I # {0, onde o : {1,....m} — {1....m} ¢
uma fungao. Assim. podemos escrever (347} , como
—Au; = (@ + byl + by (z )u:f:”‘ + film g, ot )

em LVi=1,...,m {3.50)
i; = 0 sobre OOV = 1, ..., m

Neste caso, a condigio (3.49) € equivalente a

p iy — 1 ,
0< 8 <a;, 0L 6 < _J_(M Vi=1,...m. {3.51)
Oy — 1 )
OBS 1.3.1: As hipdteses (3.7) e (H.8) implicam que, eventualmente, a fungéo ¢; possa ter
crescimento oritico em algumas varidaveis diferentes de u;.e

OBS 1.8.2: Se hy{x,u) = 0, V(z,u) € O x RY, entdo a hipdtese -“Tf—f < 25— pode ser

&)

ehminada.e

Seja o : {1,...m} — {1, ...,m} nma bijecio tal que of # 1, Vk = 1,..,m — 1. Conside-
remos a classe de sistemas que satisfaz, além de (H.1) — (H.5), as seguintes hipdteses:

(H.9) :"uz'!-__.,?. ()= 0. Vx € Q. V=1, ...m, E.{-J- > Oem {2, se a7y = oy Ve, V53 = 1,5,

rre .i
H? 1(‘}"J .

HA0} 0 < e L b

{ A P E. 1{H “,—;‘..ﬂ_ﬂ)] 4o T mN-1)

(}1 ]1) 359 = gy iy QY S Cia Yo Vi j = 1.,
3y i YK i ¥

Ol’li‘iﬁ

TS S o) + 1
~ T 17t .
a Hjml Gjo, — 1
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Para uma melhor visnalizagio das hipdteses (H.9),(H.10) e {H.11), daremos um exem-

plo no caso m = 2,

Exemplo 3.3: Consideremos o seguinte sistemna

._..__fl:“_ - a],}'l'.-"n‘“ _+ &]_21?&12 + b“uﬁll + Z;l.z'pﬁlz
-—*."f'i'f) — 621,&021_ + azzvﬂ“22 __]_ b‘jjuﬁﬁ _i_ 5221}13‘3?
uw = 0 = v sobre ),

em

onde a;;. b sho constantes, Vi, j = 1,2, oy 20, Vi,j = 1,2

e . . ) L
Hipotese (H.9): ayp, 090 > 0, a3y 2 0, se oy = azlentl) o g 2> 0, se tvgy = gzuloaztl)

; . eryz+1 {api+1}
Hipstese (H.10) : ‘5‘"_,{__?1 < mfﬂ + m:'_H < 1.

Hipdtese (H.11) : 0 < 8, « 2mleatl) g < 5 sl g < 50 < gy, 0< 8, <

a1 ezl
) o omagleard e farfeantd
G 0y = UTS T € G I RO

OBS 1.3.3: As hipoteses {H.9) ¢ {E.10) expressam o carafer superlinear e subcritico desta

classe de sistemas, segundo as definicbes 1.2.4 e 1.2.7.0

Teorema 1.3.2: Suponhamos que o sistema (3.1} satisfaz (H.1) — (FL.5) e {H.9) - (H.11).
Seia L = Z}:‘:}-zl Awi (YD + o8, be{2) Dy wm operador uniformemente eliptico, e assuma
que £y = ... = L, = L. Entdo, exisle ¢ » U, dependendo apenas de §), L, f;, Vi=1,...,m,

tal que qualquer solugio nao-negativa (vq,..., 1, ) € (CHO)™ de (3.1) satisfaz

LMS [ V?’; pas 1}...,?7?-.,

[

Dem: Suponhamos, por absurdo, gue o teorema é falso. Entdo, existe wma seqgiencia

(M. oo U Vet C (CPH{T))™ de solugdes ndo-negativas de (3.1) tal que
I} upy || oo para algum 1€ {1,...m}. (3.52)

Pelo lemea 1.3.2, temos que 3r € {1,...,m} tal que, 2 menos de subsequéncia, temos
” Upn ||L::x‘-,'"—§' -E~C>O: (3"—)3)

|t 172> win [y Wi = Loy, Vn € N (3.54)



Consideremos a seqiéucia {A,), definida por
Al ” tyy “sz 1. (355)

Por (H.10) e {3.53), ternos
A, =+ 0. (3.56)

Para cada n € N, seja 2, € §) tal que

Ven(2n) =l ten |1 . (3.57)

Paracadar € {l....m} en € N, defina
Q={yeRY : Ay+ax, € 0}, {3.58}
Vi) = A i { Ay + 20), Vy € Q. (3.59)

Por {3.54), {3.55), (3.57) e (3.59), temos
(0} =1, ¥n € N, | (3.60)
<y, <lemf),, Vi=I1,..,m VneN, {3.61)

Como © é limitado, passando a uma subseqfiéncia, se necessario, podemos assumir que
2y~ vg € 81, Agora, analisaremos dois casos:
1% Casa: ap € 0.

¥ facil verificar qgue
]

=1
Yi=1,...m, Vn € N,
onde
N N
L:r}.u = Z A&gn(y)DLJU + Z )iﬂbkﬂ(y)Dkua (363)
k=1 k=1
*A-lk_;.—"ﬁ(y_) == A-L—j()‘ny + :I'-.n), bkn(y) == 5‘&(}\77?! + xn.}n
Ginly) = ’\13"25}5()‘:?.9 + X, uin(/\ny b T}y s um-n()tny + 2 })s (364’)
‘Fé-ij-n (,’E/) = ’!\::H‘thj()‘ny + &y, uin()\ny + "r'-'i-.)t umﬂ-(’\ny -+ xn)) (365)
Observemos que
Y F 2 = e, Vi= b (3.66}
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Fixemos K = 0. Como 2o € (2, por {3.56), temos que, para n suficientemente grande, B, r(0)

¢ {,. Assim, podemos analisar a convergéncia em Byg(0) dos termos que aparecem ern

{3.62).
Por {H.1) e (3.56). temos

Hm Ay lAy + 20) = Ayj(ao).

N— o

uniformemente em Byg(0), Vh,j =1,.... N,

Jim b Ay + ) = bilia),

nniformemente em Ezn(f}_}, Yh =1, N
Em particular, por {3.56), temos

ﬁlll\; /\'ﬁ, E}k (Aﬁ'y + 3"7?-.) = 0?

it

umformentente em ﬁm({)), Vi=1,....N.
Por (3.66), (F1.4), (HLB), (3.59), (3.61), {3.65) ¢ lema 1.3.1, temos

fim (A0 ) = T Oy + 2050 = O,

Fl—x

uniformemente em Bya(0), Vi, 7 = 1,...,m.
B partienlar, por (H.11), existe ¢ = § tal que
Vhin{y) 1< ¢, Yy € Byp(0), V4,7 =1,..,m, VYne N,
Por (H.3}, (3.54) e (3.55), temos

m By
Lgila, s e i) 1S (20 | 0 flose + 1)
i=1

a3 [ I + 1) = (30X 4 1),
F=t

i=1

Portante, por {H.11), {3.56), (3.64) e (3.66), temos

W g:.(y) = 0. uniformemente em EQR_(O); Vi=1,..,1m.

5 e e 5

31

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)



Aplicando o lema A.6 a equacde {3.62), obtemos

“ Vin “Wz'p(BRfié C(” Bin ”LP{BQR} + |l gin HLp(BzR) {3‘74)
+ Z | is ”LF(B::,R))-'J Yi=1,..m, ¥n e N,
Fa=i

onde ¢ = 0 é uma constante independente de n.

Cfi}nse(g‘iéntemen‘f? por (3.61), (3.71) e {3.73), concluimos que {v;, }, € imitada em W2#(Bg),
9= 1,...,m. Tomando p = N, temos, pela compacidade da imersao W??(Bg) — C*{Bg),
que (v ) é limitada em C'*{Bp) para algum o € (0,1), ¥/ = 1,...,m. Assim, podemos

extrair uma subseqiiéncia, que continuaremos a denotar por {v, ), tal que
vi, — v; em OB, Vi=1,...,m. (3.75}

Utilizando, novamente, o lema A6, temos

| v = v llwee@ < elll vom — vz o + 1 9in = 95 lern) (3.76)

+Z U i — R hsmgy + Z | Agjr — Az el Digogg lremp
=1 AJ_”

“}"Z I brw — by l;m“ Dypegs Hf_p ER)) Yi=1,..,m, ¥n & N.

Ageora, por {H.9), (H.11), (% RT), (3.68), (3.70}, (3.73), (3.73) e (3.76), concluimos que {vy, Jn

6 Cauchy em WP (_B{;)? Y= 1, ...m, mnphcando gue
v, — v em W 2'?“’(BR] Vi= 1, {3.77)
Defina §; == 1, se 0y = QipyYeer 00 &5 = 0, 5€ 0457 < Qin,Your Vi, = 1,..,m. Por (H.9),
[H.11), (3.70) e (3.75). temos
i o) = 8ol (1), (3.75)

uniformemente em B rO), Vi,j=1,..,m

8ishis(x0) 20, Vij = 1,..,m. j # au. {3.79)

Finalmente, tomando limite em (3.62), temos, por (3.67), (3.69), (3.73), (3.77), (3.78) ¢
(3.7, que
N

> Agi(@o) Dyjvi + Zrﬁg?hu(?n)v Yo 0 ogip (B;q) Vie=1,..,.m. (3.80)

.ﬁ‘,jzl




Como R » 0 é arhitrdrio, argumentando com subseqiiéncia diagonal, concluimos que existe
(et ) € (Hfa‘p(RN)} satisfazendo

Z}?; 1 ‘41») (TU)DRJ W 3 =1 33;}123(70) = {J em R\‘(qtp) Yi= 13'“1"’71
1;>Oeme‘ Vi=1,,
(0) =1

Ltilizendo os lemas A5 e AT, e argumentando por bootstrap, concluimos que {vy,...., v} €
(CHRY)™, Além disso, por (3.79), temos

S iex A () Dijvs + has {zo)val™ < 0 em RY,

Ve 1,....m o
02 Dem RY, Vi =1,.pm (3.51)
1‘?‘(0) — l

Fazendo wma mudanga de varidvel, reduzimos {3.81) a

" Av+ v ) £ 0em RY(gip). Ve =1,..,m

R 0 em RV, Vi=1,....m

5,(0) =
Por (H.10), 1sto contradiz ¢ teorema 1.2.1.
28 Casor xg € 00,
Como 2 ¢ de classe C?, podemos, por mudanga de coordenada, se necessério, assumir que
02 C RY equeexiste § » 0 tal que Bg(z)MRY C 0. Paracadan € N, sejad, = dist{x,, 80).
Observemos que, ¢como u,., = ¢, sobre 0 e &, € L=(80), por { 3.53} ¢ (3.57), temos que

T, & O para n su.ﬁcientemente grande. (3.82)
Fixemos R = 0. Para n suficientemente grande, femos
BoaN{y e RY 1y >—~~—-}ch (3.83)

Se { JL)” possul alguma subseqiténeia convergindo a +oo, argumentando como 1o primeiro
Xa

caso. chegamos a uma contradigdo. Agora, afirmamos gue existe 7 > 0 tal que ;:- > ~. De

fato, pelo lema 1.1.5, existem, para cada i € {I,...m}, uma seqiéncia {wi,), de fungdes

barrerva, e constantes ¢, ¢ = 0, independentes de n, tals que

d-n. ;o ‘o
wiﬁ(yls e BN __):M) = {J, V(?;fla --~?‘3’;’N-1) = R;\{ ' 1 (Sb})
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{ ‘b‘m(‘y) < wiﬂ(y) + ’\?; SUR..can éf(x)
| vwﬁ?l(y) lg o,

, d -
Yy € QN {y € RY iyy + = < a, (3.85)
T
Yi=1,..,m, ¥n &N,
Suponhamoes, por absurde, que (i’l)n possul alguma subseqiiéncia, que contimiarernos a

denotar por (%’j).,,,_ convergindo a zero. Entdo, por (3.82), para » suficientemente grande,
e NniyeBRY yy + {ZI: < a}. Logo, por {3.60), (3.84) e (3.85), temos

-
{ L= 07 (0) < wa(0) + A sup,ean 0r(w) (3.86)
|0} =] 00 (0) — {0, =42) [ o2

Tomando limite em (3.86), chegamos a uma contradigao. Portanto, podemos supor, sem
. & G s ] '
perda de generalidade, que §= — s > 0. Por (3.83), podemos argumentar como no primeiro
An

caso. € concluir gque, passando & wma subsegiiéncia convergente, temos
:’23 ; r
Uiy —+ 1y € ﬁ'gof(f-{s): Yy = 1,...,m, {38f)

onde H, = {y € RN 1 yy > —s}.
Além disso. (vy, ..., vy ) satisfaz (3.80) emn H,, e por (3.84) e {3.85), temos que {vy, oy V)
se estende continuamente a H, com v; = 0 sobre 8H,, Vi = 1,....m. Resumindo, obiivemos

(b1 o) € (WEPCHYY™ 0 (C(H )™ satistazendo

[

Son je1 Ari(w0) Digvi + Ty Sijhag(zo)v” = 0 e Hy(qtp),
Ye=1,...,m

v = (0 sobre gH,, Yi=1,...,m

e lem H, Vi=1,....m

v, {0y =1

Utilizando os lemas A5 ¢ AT, e argumentando por bootstrap, concluimos que {1, ..., 0, ) €

(CRHHN™ QO (CIH DY, Aldm disso, por (3.79), temos

S e Ans{a) Digvs + Rig(w0)vs, ™ €0 em H,,
Vi=1,....m

yerne TR 3.88
v x> 0em H,, Vi=1,..,m ( )
v, (0} = |



Fazendo uma mudanga de varidivel, reduzimos {3.88) a

Avi + 5" (y) € 0 em H,(qgip), Vi=1,..,m
vy 20em H, Vi=1,..m
v,{0) =1

Por {H.10), isto contradiz o teorema 1.2.21

Exemplo 3.4: Considerenios ¢ seguinte sistema

w Ay e T ag{a ™ A 0 bﬂ(m)u."?"‘ + fi{w, g, ot ) em £,
Vi=1,....m {3.89)
;= 0 sobre g Vi =1,....m,

ende Q ¢ R™ é um dominio limitado de classe C*, N > 2, ay : 0 — Ry é uma funcio
coutinua, 0, > 0 em £, by : Q — Re fi : O x RT — R sio fungdes de Caaathec}dm}
Viill=1...m.e:{1,...m} — {1, m} é uma bijecao tal que of # 1,Vk =1,. -1 e
ap > 0, Y l=1. .., m

Agora, assuwmiremos as segiintes condigdes

" iy = 1 2

1« J~1' 37 < E | 500

'?11[;;%1]( 5251 aa_‘-ai‘“)] +m = m{N — 1) (3.90)

0% But < Qior Ve 0N S 0o Yo VO 1= 1,00, m, (3.91)
onde

— e}
. 2 H?__, 1(Hm d -’55,,5%1) + 1] s
T — - ——— Y= 1, ..., M.
,?"";'1 Qe 1

Entdo, o sistema {3.89) satisfaz as hipoteses do teorema 1.3.2. Observemos que as condigbes

acima implicam que 0 € F,,, < o4, V2 = 1,...,m. Além disso, é facil verificar que
M fa - T
j=1 Do, — 1 < ; =1 aw; -1
i/l el i1l 4 ’ ; N
izl { ARpEy ) ( = ';‘jg{.mi-i— k) )] m}L m ] 1[ (Hf” r'}cricri"'l )] + m
Suponha que ey = 0= bypem O, Ve, = 1,...,m, 5 1,0, Entéo, (3.89) se reduz a
_.L ¥dy N T Bir 3 }9‘5'1
Uy = (.r“( )“ + &, ( )Urﬁ‘m + b;‘i(ﬂfjﬂg T bi{r;(g )i oy o f(i‘ iy, u‘m)
em ), Yi=1,...,m (3.92)

u; = { sobre GQ? Vz' =1,...m



Notemos que a condicdo {3.91) pode ser escrita, como

0 < Bige < gy, 0 S Biii < Qg Yos GiiYi € Cig Vo Yo = 1,.m. {3.93)

Além disso, a0 contrario do exemplo 3.2, (3.90) e {3.93) permitem que a,; ou f;; possa ser

maior que %{% para algum ¢ € {1,...,m}, quando N > 3.

4. Existéncia de Solucgoes para Sistemas Elipticos com
Cardter Superlinear

Nesta secho, utilizaremos os resultados sobre principio de méximoe e teoria do grau em
cones emmeciados na secdo 1, para oblermos existéncia de solugdes positivas para algumas
classes de sistemas elipticos da forma (3.1).

Seja L = Z? i1 Dl Ag(2)D; ) um operador uniformemente eliptico tal que Ay = Ay,

Comecemos com um resultado de existéncia para a classe de sistemas que satisfaz as
segriintes hipoteses:
(H.12) 4y € CMQO), Yy = 1N, fi:

Ye=1,....m,

-]

L o . - Fl
! x R, — R, é uma funcio continua,

o

(H.13) Fxiste B > 0 tal que fla, v, o um) < ul Yz, o un) € 0 X R satisfa-

zendo 3070wy < R.VWi=1,.,m, onde 7 : {1,..,m} — {1,...,m} é uma bijecio tal que
r{l“ L1 Ve=1 . m—-1 Z>0,%Vi=1..m, e [[[%; 5> 1,

(H.14) Existe ¢ > 0 tal que filr ug, oo um) 2 200 by —o, (@ug, o un) € OxRY, Vi=
1o...m, onde B == (b;;) é uma m x m matriz tal que

fa) B é nao-negativa, p(B) > A e by, » 0, YVi=1,..,m,onde o: {1,....m} — {1,....m} ¢é
unia bijecdo tal que of £ 1, ¥h=1....,m — 1, ou |

{h) B! ¢ ndo-negativa e p{B7') < AT,
Teorema 1.4.1: Suponhamos que o sistema (3.1) satisfaz (H.2) — (H.8), (H.12),(H.13) e
(H.14), {ou (H.14);). Entdo, {3.1) possui, pelo menos, uma solugdo forte ndo-negativa e

nio-trivial em (WP (02))™ N (W2e(2))™, ¥p € {1, 4+00).
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Dem: Fixemos p > N. Consideremos os espagos X = {u € {C(2))™" : u; = 0 sobre 90, Vi =
Looom}, Y = (L)Y e Z = (W ()™ (W2?(M))™ munidos das normas || u |{x= 1,
y= 2o || % fize e | u lflz= T2, || w Jlwee . Sabemos que X, Y e Z

how flees ||
sao espagos de Banach. Seja € o cope positivo de X, isto é, €' = {u € X 1 w; 2 0 em
0.V =1,..,m} Seja ¢ = (1,...,1). Paracadav € C et € [0,+o0), por (H.12), temos
que (fi{z o) o fnlz, o)) 4+t € (G C V. Conseqiidntemente, pelo lema A7, podemos

definir a aplicacio H : ' x By — Z por H{v, t} = u, onde u satisfaz

—Lu; = fi{x vy, vy Htem 2, Vi=1,..,m (11)
u; = 0 sobre 0, Vi=1,...,m N
Pela estimativa fornecida pelo lema A.7, temos que H é continua e limitada, isto &, a imagem
de subconjuntos imitados em (xR, € limitada em Z. Por outro lado, como p > A, a imersio
Z — X ¢ compacta. Portanto, pela imitagio, a aplicacio H : € x Ry — X é compacta.
Além disso, por (H.12),(H.13) e lema A4, temos que H(C,.) C C e H{0,0) = 0. Defina
T = Cpor Tu = H{u,0). Agora, mostraremos que o operador 7 : € — (7 satisfaz (i} do
lema 1.1.7. Fivemos ¢ >  max , {1, (Hf__g 519?3')"1}. Pelo lema A7, existe ¢ > 0 tal que

i€{1,...m -
keff..m-1}

| llze< e b Lo flge , Yu € WHHQ) N W0, (4.2)
o llpen < e )l Lo ||gow > Ve € WTR(Q) 1 W54 ((1), (4.3)
&
Vi=1,...m ¥Yk=0,..m~—1, onde gz = (][ £.i )¢
Fuefd

m—=2
{

3
A . TP ML e s , .
Fixemos 0 < » < B tal que ¢—*° H‘"Gj’e} AL L, YVi=1,..,m Sejaue(

com | u ffx=1ref €01 tal que v = tTu. Pela definicio de T, temos que u satisfaz

wLupm tfi{a uy, gty em Q, Vi1, 0.,m (4.4)
u; = 0 sobre 961, Vi= 1,....m '

Seja iy € {1,....m} tal que uy, £ 0 em 1 Aplicando (H.13) em {4.4), e utilizando (4.2) ¢

(4.3}, obtemos

3},‘ -

i, lze< ¢ ] Ur, “-Lgiﬂq : (4.5)
ok

I Uk | poiotis; < € ] Uity | ags » Yh=1.,m—1 (4.6)
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Combinando {4.5)} e (4.6), concluimos que

2 & -l
el Tl aa B 5 31 oh.s
o e 77T s fageeny®s Vi= 2, m. (4.7)

Tomando 1 = m em (4.7}, obtemos

Zm—?(l—[k‘mu ¥ }+ nm a X
| iy o< T (4.8)
Agora. como u;, < em §2, por {4.8), temos
oo (T 2 .
TR [ e SRR LSS o VP (4.9)

Por (4.9} e pela escotha de . concluimos que w,, = 0 em 1, absurdo. Assim, u 6 t7Tn, Yu e C
tal que fluflx =r et € [0, 1]

Agora, mostraremos que a aplicagio H : ¢ x By — ( satisfaz (ii) do lema 1.1.7. Pela
definicio de T, temos que {i1.1) € satisfeito. Seja u € (' e ¢ € {0, +oc) tal que H{u 1) = «.
Pela definicio de H, temos que v satisfaz

—Lu; = fila, vy entm)Ftem 2, V=1, om
{ u; = 0 gobre 902, ¥i=1,..,m (4.10)

Utilizando (H.14) em (4.10), obtemos

— Lu; > ‘}_‘bnu At cem 2, Vi1, (4.11)
=1
Suponhamos que § > . Entao, por (4.11), temos que existe io € {1....,m} tal que u;, # O em

0. Assuma (H.14),. Entéo, por {4.11) elema A4, concluimos que u; = Gem ), Vi =1, ..., m.

m particular,

f weordr = 0, Vi=1,....m. (4.12)
!

Seja Ay < A =< p{B). Multiplicande (4.11) por v, e integrando por partes, obtemos
A L wsoy e — g bis L wiorde > (A — Ay} /Q wpyda (4.13)
+{t — ¢} / widr 2 (A= A) f_} upprdr, Vi = 1,...,m
Jo 0
Denotands = = ({nwipr1dr)i<icm, ¥ = (A — Ay ), podernos escrever {4.13) como
(A — Bz 2 y. (4.14)
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Como z,y € RY, pelo lema 1.1.8, concluimos que p(B) < A, absurdo. Agora, assuma

(H.14)p. De acordo com a notagio acima, podemos escrever (4.14), como
(M1 = B)z > 0. {4.15)
;‘x-iultip}ic.;a.n_do (4.15) pot B™1, obtemos
(I—A7PB Hx <0 (4.16)

Portanto, como B~ é ndo-negativa e p( B™1) < AT}, concluimos que z < 0. Isto implica que
w; = 0 em £,¥: = 1....,m, absurdo. Entdo. t < c. Conseqiiéntemente, por (H.2) — (H.8)
e (H.12), podemos aplicar o teorema 1.3.1 ao sistema (4.10). Logo, existe M = 0 tal gue
I |lx< Al Tomando tg > ce R = M, obtemos (i1.2} e {i1.3} do lema 1.1.7. Portanto, existe

w & U tal que r <] u lx< R e Tu = u, concluindo a demonstracao.

Agora. consideremos as seguintes hipdteses:
(H12) Ay € CHOY, Vh,j = 1,7, by fi i % R) — Ry sio fungdes continuas,
Vi, i =1,..,m,

(H.158) fi(2,0) =0, V2 €Q, Vi=1,...,m,

(H.18) A m X m malriz Jacoblana Ji{a) = (Dy, fi(z,0)) é simétrica ¢ ndo-negativa, Yo € O,
e sup plI )} < Ay
well

Teorema 1.4.2: Suponhamos que o sistema {3.1) satisfaz (H.2) — (H.8),{H.12), (H.14),
four {H.14),), {H.15} e (}.18). Entdo, (3.1) possui, pelo menos, uma solugio forte nio-
negativa e ndo-trivial em {15 P{Q))™ O {WH))™, ¥p € [1, +oo).

Dem: Como o sistema {3.1) satisfaz (H.12), podemos definir as aplicacbes compactas
H:CxRe— CeT: 0 — C, como na demonstracio do teorema anterior. Além disso, por

(H.15). temos que T'(8) = 0. Por (H.12) ¢ (H.16}, podemos tomar ¢ » 0, suficientemente

']

pegueno, tal que sup p{Jelx) + Q) < Ay, onde ¢ é a m X m matriz cujos elementos sao
reiy

ignais a 1. Por outre lade, por {(H.12) e (H.15), existe » > 0 tal que

flw ugeum) < Z(Dﬂ_} ff[:;?.‘_._{}) - 5)1{.3-? (417)
F=1
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(2,1, tm) € O % RT tal que Zuj <

7=l
Agera, sejau € C com || v f[y=71 e t € [0,1] tal que u = #T'u. Pela definigio de T, temos

que u satisfaz

~Lu; = tf{xr, Uy, e tn)em 8, Vi=1,...m
{ u; = ) sobre 90, Ve =1,...,m (4.18)

Utilizando {4.17) em (4.18), obtemos

—Lu; € T (D, fil I})-i— )ud, em, Vi=1,...m (4.19)
u; = 0 sohre g2, ¥i =1, o
Aplicando o lema 1.1.6 & (4.19), concluimos que —u > 0 em Q. Logo, u = 0 em {2, absurdo.

Assim. v o Tu Ve € C tal que || u
H . ¢ xRy — C satisfaz {ii) do lema 1.1.7, basta proceder como na demonstracao do

x=r et ¢ [0,1]. Para mostrar que a aplicagdo

teorema anterior. Portanto., aplicando o lema 1.1.7, concluimos a demonstragio. B

Teorema 1.4.3: Suponhamos que o sistema (3.1) satisfaz (H.2) — (H.5), (H.9) — (H.13},
{H.14), {su {H 14) ). Enrdo, {3.1) possui, pelo menos. uma solugdo forte ndo-negativa e
nio-trivial em (W P(Q))™ 0 (W2H(Q))™, Vp € [1, +o0).

Dem: A demonstragam é analoga & do teorema 1.4.1. Observemos apenas, que ac invés de

utithzarmos o teorema 1.3.1, devernos aplicar o teorema 1.3.2. %

Teorema 1.4.4: Suponhamos que o sistema (3.1) satisfaz (H.2) — (F.5), (H.9) — (H.11),
(H.12Y.(H.14), (ou {H.14),),(H.15) ¢ (H.16). Entdo, {3.1) possul, pelo menos, uma
solucio forte ndo-negativa e nioc-trivial em (W3 P(Q))™ N (WM™, Vp € [1, +oo).

Dem: A demonstragdo é andloga & do teorema 1.4.2. ®
Agora, consideremos a classe de sistemas que satisfaz:

(.17} Existem fungdes b; € L*{Q) tais que h{a) = b > 0, filw wa, o un) 2 b{ahull — ¢
V(. um) € 8 X RY, Vi =1, m, e [T2, b7 (z) > mA;, uniformemente para & € (1,
onde ¢ @ {1,...m} — {1....m} é uma bijecio tal que of # 1, Vb =1, ,m~1, 5, =

Yo Il e s _
m {Zm T hm-—i 5 }_rrf Cky - GJ, VE = 13 e TR, ?_?_.1 0y == 1 e C 0,
._J!m i mik Pgpirrt
{
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Teorema 1.4.5: Assuma que £ = A, Suponhamos que o sisterna (3.1) satisfaz (H.2) —

{(H.5).(H.9) — (H.18) e (H.17). Entdo, (3.1) possui, pelo menos. uma solugio forte nio-

negativa e nao-trivial em (WP ()™ N (W2R(O)™, ¥p € [1, +o00).

Denm: Como o sisterna {3.1) satisfaz (H.12), podemos definir as aplicacdes compactas H :

xR, — Cel : - (', como na demonstracio do teorema 1.4.1. Além disso, por (H.12)
e (H.13). sabemos que a condigdo {1) do lema 1.1.7 é satisfeita e T(0) = 0. Por definigio,

{11.1} ocorre. Agora, mostraremos as condigbes {ii.2) e (113}, Seja u € C et € [0,4cc) tal

que H{w, 1) = u. Pela definicio de H . ternos que u satisfaz

{ e Lag; = f.;(:rf}fq., ...?"um'). +tem O, YVi=1_..m (4.20)
u; = ( sobre J{), Vi=1, .., m
Utthizando (H.17) em (4.20), obtemos
— Ly 2 b{xjul +t—~cem 1, Vo= 1. m. {4.21)
Supenhamos gue t > ¢. Butdo, por {4.21), temos
— Ly = b{xhulrem O, Vi= 1, m. (4.22)
Logo, pela definicho de o e lema A4, concluimos que v, > 0 em V2 = 1,...,m. Seja

po== {12, u;. Como £ = A, ntilizando as idéias contidas na demonstrag¢ao do teorema 1.2.1

tveja (2.8)-(2.10) na pagina 12 ¢ (2.24) na pégina 14), mostramos que

-1 [Vl
Z?mmvm Vu; < = [Yol” (4.23)
SrU Y m v
i3
- i ,.(or 0 4.24
v H(u ug (4.24)
}:m =1 {4.25)
i
Aplicando a designaldade de Young em (4.24), obtemos
o o bi{zye e i w .
W) = ~ Ly e < N b () S 4.26
H E( Uilhy, ) 7 . 2 1ib{z) uy (4:26)
Por outre lado, temos
"
= 3 9——~Vi: Ve Z — Ay & - Vi — (4.27}

2 i 1 oy nuJ

z bi{: —k;
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Agora, combinando (4.23), (4.26) e {4.27), obternos

278

m——l»}‘?v[z m

Mot (e < F3- Db (28)
i1 m v
. o m~1 [ Vo |?
m v
Utihizando a mmdanca de vandvel v = z™ em (4.28), concluimos que
1 .
Z_\.,_J—;“Hb”‘ )z <0 em Q. (4.29)
ti=1

Multiplicando (4.29) por i, e integrando por partes, obtemos

o

[(MHb’“mm Jzgda < 0. (4.30)

ymo

Assim, por (H.17), temos que z = 0 em 0, absurdo. Portanto, ¢ < ¢, Conseqiiéntemente,
por (H.2) — (H.5) e (H.9) ~ (H.12). podemos aplicar o teorema 1.3.2 ao sistema (4.20).
Logo. existe M » 0 tal que | « ||y € M. Tomando &, > c e B > M, obtemos (1.2} e {ii.3)
do lema 1.1.7. Portanto, existe u € ( tal que v <|| u fx< R e Tu = u. Isto termina a

demonstracao, ®

Teorema 1.4.6: Assuma qgue £ = A. Suponhamos que o sistema {3.1) satisfaz {H.2} —
{H.5).(H.9) ~ (Hll).(H.lZ)’ e (H.15) — (H.17). Entdo, (3.1} possui, pelo menos, uma
solugho forte nao-negativa e nio-trivial em (WP ()™ N (WHP(0))™, ¥p € 1, +o0).

Dem: Sejam H : C xRy — O e T : 0 — €, como na demonstragio do teorema 1.4.1. A
verificagao de que as condigdes do lema 1.1.7 sio satisfeitas, estd contida nas demonstragdes

dos teoremas 1.4.1 e 1.4.5. Assim, aplicando ¢ lema 1.1.7, conchumos a demonstragao. ®
Agora, daremos exemplos que sio cobertos por alguns dos teoremas acima.

Seia 2 C RY um dominio limitado de classe C?, N > 2
] 3

Exemplo 4.1: Consideremos o seguinte sistema

— By = afe el + filmu uelem 2, Vi=1 o om (4.31)
w; = 0 sobre 90, Yi=1,...,m, '



onde a, : ! — R, é uma fungio continua, f;: (I x R} — R, ¢ uma fungio de classe C* tal
que Sttt S al SR U+ 1), V(@ ug, oy u,) € @ x R, Vi= 1, .., m, onde a > 0
e 3y >0 ‘v’z._l = L,

Suponbam{)q que 1l < oy < b_;i-i;.?' Vi=1,..m, se N >3, oua >1 Vi=1,.,m,se
No=2, 34 < f'——{ﬁwﬁ Viill=1,..m, fi{z,0) =0,Vz € Q. Vi=1,...m, Ji{z) ésimétricae
nio-negativa, V;}. € ), e sup,qq p{J5(2)) < Ay Entédo, pelo teorema 1.4.2, (4.31) possul, pelo
menos, uma solugdo ndo-negativa e nao-trivial em (W 7 ()" N (WH2(Q)™, Vp € {1, +oo).

Um medelo que cumpre as condigGes acimas:

{ ~Aug = aleiu + T agu; em , Vi=1,...,m
u; = {) sobre 1, Vi=1,...,m
onde 1 < e %‘t% Viml,.omse N2>3owe; =1, Vi=l,...m, se N =2 2q <
oo+ 1, Vil =1, m, e A= {a;;) € uma m X m matriz siméirica e nao-negativa tal que
At A) ~

Notemos que, pela observacio 1.1.3, a simetria de A nio € necesséria,

Exemplo 4.2: Consideremos o seguinte sistema

g = g o s (1) + b2 4 by (D 4 S0 )
em 3, Vi=1 ..m (4.32)
u; = O sobre g0, Vi=1,...,m

— . — s s
onde @i, i, Uiy, bie, © § —2 By sdo fungdes continuas, a,,, > O0em , fi 1 @ xR, — Ry ¢

uma funcio de classe C* limitada, Vi = 1,....m, o {1, ....m} — {1.....m} é uma bijecio
tal que of A1, Vh=1,.,m— 1.
™ e, 1
8 : . e, < g > 1, 1< By <
Suponhamos que R Ry G > I, B > 1, 1 < G,
t 13

Oiors B Firvi < O Yoy s Qi § Qip Yoy ¥i = 1,...,m. Entdo, pelo teorema 1.4.4, (4.32) pos-
sui, pelo menos, wma solucio nio-negativa e nao-trivial em (W F{(Q))™ n (W2P(Q)™, ¥p €

1. +2c).

Exemplo 4.3: Consideremos o seguinte sistema m-acoplado

—Auy = afxiull em Q, Vi=1,.,m
{ w; =} sobre 90, Ve =1,...,m, i

onde ¢ ;8 -+ R, & uma fungdo continua, Vi = 1,...,m.
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H”&Iﬁ)‘-“i < 2
LT e dlm = -1

Entao, pelo teorema 1.4.5 e lema A 4, (4.33) possui, peio menos, uma solugio positiva
em (WP (O))™ N (W*P(Q)™, ¥p € [1,+ec). Logo, tomando o; = 1 em ), Vi = 1,...,m,

obtemos, para o5 als acima, solugdo para o sistema

Suponhamos que o; > 0, Vi =1,...,m, e 0 <

~ Dy = udl em V-r"--: 1..
u; »~ B em Q Vi=1,.
‘-——050})1839 Vz_l

Em particular, quando m = 2, temos existéncia de solugao para

AL
—Av =
w, v =0 em 0

1 = {) = v sobre J(},

(4.34)

, Noi
supondo que off = 1 e wle 4 o 53*1 >

Por outro lado, pela observacho 1.2.3, temos existéncia de solucdo para

(A" = u" em (]
u > em §} {4.35)
[~ AV = sobre d0L.VEk =0,....m — 1,

supondo que o > 1 e (N —mla <N +m.

0OBS 1.4.1: Em [18]. De Figueiredo e Felmer mmttalam via método variacional, que se

1> ;_-:‘ﬁ + gil > lfﬁ quando N > 3, e o, 8 £ %55, quando N 2> 3, entdo (4.34) possui

solucdo. Observemos qne o exemplo 4.3 fornece emstenma- de solugdo para pares (o, 8} néo

contidos em [18], quando N > 5. Além disso, em [38], Soranzo mestrou que, se Q) é um

T Na-Zm - g
daminio limitado, swave e convexo, N » 2Zm e 1 < a < 5732, entdo o problema (4.35)
possui sehigao. Por outro lado, ¢ exemplo 4.3 mostra existéncia de solngao para o’s estrita-

mente abaixo de £522 porém, nio exigimos convexidade do dominio.e
, . . o . \ . ol
OBS 1.4.2; Suponha que 0 éde classe 0*°, Ay € OOV, j=1,... N, e i 1 OxR_ —

R, é uma funcao de classe O, Vi = 1,...,m. Entdo, as solu¢des fornecidas pelos teoremas

acima estdo em (C37((1) 0
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OBS 1.4.3: Assuma, ao invés de (H.16}, que

(H.16)" J(z) é uma matriz cooperativa (isto é, D, fi(z,0) > 0, ¥4,j = L.om, 1 # j),
Vre Q. tal que 270, Dy fi(2,0) < A, Vi= 1, . m.

Entdo, os teoremas acima, permanecem validos. De fato, basta observar que a hipdtese
{H.18) foi usada para garantir um principio de mdximo para sistemas {lema 1.1.6). Por

outro lade, (H.16)" implica em um principio de maximo (veja o coroldrio 1.1 em [23]).»



Capitulo 2

Existéncia de Solucoes para Sistemas
Elipticos com Carater Sublinear

0. Introducao

Consideremios o segninte sistema eliptico semilinear

— Ly = flzm g, o thy) em £, Vi1, m (0.1)
w; = ( sobre @0, Vi =1,..,m, ’

onde 0 C RY é um dowminio limitado de classe 0%, N > 2, L = 5, Di(Ai(2)D;) é um
operador uniformemente eliptico tal que Ay = A em 0, VE 7= 1, N, e f; 1 O x RY —
R, ¢ uma funcao de Carathéodory, ¥i = 1,...,m.

No capitulo 1. estudamos o problema de existéncia de solugio ndo-negativa para sistemas
da forma (0.1}, com cardter superlinear e subcritico. Neste capitulo, analisaremos esta
(uestao para sistemas elipticos semilineares com carater sublinear.

Recentemente, Clément-van der Vorst [11] e Felmer-Martinez {28], via método variacio-
nal, mostraram, em particular, a existéncia de solucdo cldssica positiva para o sistema

— Ay oz p® em 0
—Ap = T (0.2)

u = 0 = v sobhre 31,

onde O C RY é um dominio limitado e suave, N > 2, 0,8 > 0e af < 1.
O teorema 2.3.0 contém sste resultado, quando m = 2. Além disso, este teorema e o
tegrema 2.3.5 tratam nao-linearidades nao estudadas em [28]. Quando o8 = 1, a questdo

de existéncia é mais delicada. pois ha problema de ressonancia. O caso ressonante é tratado
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nos teoremas 2.3.1 - 2.3.4. Nossos argumentos sao baseados em estimativas L das solugdes
de {0.1), teoria do grau e iteracio monotdnica.

Este capitulo estd dividido em 3 seqdes. Na primeira, introduziremos alguns espagos
de interpolacio e um conceito de solugio fraca. Além disso, enunciaremos um resultado
simples de existéncia, baseado no método de subsolucdes e supersolugbes. Na segunda secio,
obsterermos estimativas a priort para solugbes fracas e fortes de alguns sistemas elipticos
semilineares com carater sublinear. Finalmente, na terceira secio, utilizaremos teoria do

grau e iteracdo monotonica para obtermos alguns resultados de existéncia.

1. Preliminares

Nesta secio, formularemos um conceito de solugdo fraca para certas classes de sistemas
da forma (0.1}, o gual nos permitird estudar a existéncia de solugdo ndo-negativa para
alguns sistemas com cardter sublinear. Para isto, introduziremos alguns espagos de Sobolev
fracionarios.

Sejam (%‘«"n.)nga C HYHOY uma base Hilbertiana de LE(-.Q) formada por autofungées do
problema —Lp = Az em 2, ¢ = 0 sobre 3, e {A,)ny1 05 autovalores associados. Tome
21 = 0 em ©. Sabemos que L) = {u = Y52 anyn ¢ 05 a2 < +oo}. Consideremos a

seguinte familia de espagos (H*),u0 € operadores 47 : H* — L*(Q), 5 2 0

o

H={u=73 anpn € LY ZA < oo}, Ve >0, {1.1)
el
o
A H - LAQ), Au =5 Maugs,, Vs> 0. (1.2)
=1

Pela definicio de H*, temos que o operador A* estd bem definido ¢ é linear. Além disso,

come A, — +oo, de - § tal gque

(1.3)

\
b

A% iizzellulipe, Va2

Seja (., )y 0 H® x H* — R definido por (w,v)ge = [, AuA%de. Por (1.3), temos
que {4, )y é um produto interno, e que H®, munido desse produto internc, é nm espago
de Hilbert. Denoctemos por || . [+ a norma proveniente desse produto interno. Por (1.1)

e pela definigio de (...}, temos que A" é um isomorfismo isométrico. Observemos que



HY = [}Q) e H' = HY(Q).

Agora, consideremos uma jmportante propriedade sobre imersées desses espagos de in-
terpolagao:
Lema 2.1.1: Dado s > (. temos:
(a] A mersao H® < LY({1) é continua, Vg € [1, szf;s], se 28 < N, e Vg € [1,40c), se
2 > N,
(b} A imersdao H® — L8} é compacta, ¥g € [1, z\é_\gs) se 28 < N, e Vg € [1,+0), se
Zs > N,

Diem: Veja [50] e as referéncias 13 contidas. P

5%

Seja & : {1....m} — {1,...,m} uma bijecdo tal que of # 1, vk = 1,...,m — 1. Suponha

que o sistema {0.1) satisfaz a seguinte condigdo de crescimento:
ooy o tm) [Saluy +1), Yi=1,....m, {1.4)

onde a = 0eo; = 0¥ =1, m.

Suponhamos que existam s; » 0, Ve = 1, ..., m, tais que

Sit So = 2, (1.5)
1 1 S, B )
;}_} n - 3TN Vi=1,....m. (1.6)

Assumindo que {0.1) satisfaz {1.4)-(1.6}, podemos utroduzir wm conceito de selugao

fraca para (0.1), o qual ¢ inspirade no trabalbo [18].

Definigao 2.1.1: Diremos que {1y, ..., 1, ) € BL, H* é wna solugéo fraca de (0.1}, se

[ AmuA i = [ .o, (1.7)
S S0
Vo, € H, VYi=1,..m.

No que segue, necessitaremos do seguinte resultado de regulandade:



Lema 2.1. 2' Seja (uy, .. um) EE B2, H* uma solugio fraca de (0.1). Entdo, (uy,...,un) €

r I’ 4
e W B {0) Nepm, Wy ™ (), ¢ é uma solugio forte de (0.1), isto &,
— Lu; = filz, vz, L um), gtp(Q), Yi=1,..,m. {1.8)
Dem: Por (1.7}, temos

/A“u.g-As"*éd;r »‘:tffg {2y, ey i B2, (1.9
Yée HH )N HMD), Vi=1,....m.

Por outro lado, por (1.5), temos

}{}r‘is"ug_ﬁl"‘”iéd&r = {u;A““"i odr = —Lugﬁ{,ﬁd:t; (1.10)
Ve e HH Q)N Hy(Q), Vi=1,....m

Por {1.4), temos que

. ol )
filowoug, ugn) € Lo (), Vi=1, .. m. {1.11)
eutl
Entao, pelo lema A7, existe v, € W (0) MW, ™ () tal gue
— Loy = fxug, ---Ji-m); gipl{), Ye=1,..,m. {1.12)

3

. . ) e i i o o a . . -
Aldm dias : N 1, j ; : , . i : .
Alem disso, por (L6), temos que 5 » Sy — =g > 2 — % Assim, por imersdo de Sobolev,

[Ligagter

v € LM, Yi=1,..,m. _ (1.13)

Conseqiiéntemente, por {1.9), (1.10) e (1.12), temos

- / u Lode = —j Lv;odr = ——/ whgde, Yi=1,...,m. (1.14)
Ja n 3
Seja te; = w; — vy, ¥i = 1,..,m. Por {1.14), temos
[ wiLddr =0, ¥é € HAHO)N HIQ), Vi =1,..,m. (1.15)
Jo

Como u; € LH(0),V1 = 1,...,m, entdo, por {1.13) e lema A.T, concluimos que w; = 0,V =

I,....m. Isto termina a demonstragao. ®
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Agora, enunciaremos um resultado de existéncia. Para isto, necessitaremos da seguinte

definicdo:

Definigdo 2.1.2: Sejam u = (ty, o im ), © = (01, 1y ) € (CP(D))™ tal que u,v 2> 0 em
£}, Dizemos que u é nma subsolugio (supersolugio) de {0.1), se u; = O sobre 8Q, Vi =1, ..., m,
e —Lu, <{Z ) iz v uy)em £, Vi =1, ...,m. Dizemos que v = v em {1, se u; < v

em 1, Vi =1,..,m.

Lema 2.1.3: Sejam v = {uy,..,u,.), @ = (T, wn i) € (OO, 1,7 > 0 em O, uma

subsolucdo e uma supersolugio de (0.1}, respectivamente. Suponhamos que {2 € de classe

(% e que fi e Qme — R, éde classe (% tal que, se u; < vje u; v € (0,M)Yi=1....m

entda fi{r vt ) < fillz vy, oot Ve €,V =1,...,m, onde M = {ma,x { w ||z,
ief1

1% [[p=}. Entéo, (0.1) possui solugdes «l. u® € (CP*(O))™ tals que x < u' Lu? <Wem O,

Dem: Pelo Lema A5, pata cada u = (ug, ..., %) € (C*(Q1))7, existe um fnico v =

(01, o) € (O satisfazendo

—Lv; = fla ugty) em Q Vi=1,....m (1.16)
=0 sobre 00, Vi=1,..,m o

Assim. podemos deflnir a aplicagéo
(C“-;' n('f')) (.sz,(l‘(ﬁ))ﬂ'?- por Tu — 1.

Sejam vl u? € (C2(ON™ tais que w* < vlem Qe |l vl flp, || uf 1S M Vi=1,...m.

Fattao, ;T'z:.]' < Tu? em Q. De fato, pela definicio de T, temos
— LTty — (Tu®y] = filz,ud, ) —

flewd, cul) <0 em @, Vi= 1“..,m {117

(Tuly, — (Tu?) =0 sobre 90, Vi=1,...,m

Portanto. pelo Lema A2, concluimos que
'Cu? em Q0 = Tl <TY em O, {1.18)
. .a : Ty L 1 ..
.»'-‘&n‘om‘ consideremos as segiténeias (ul), g, (u?)ose C (CP*(02))™ definidas por uo =
— + 1 .

ey = Tul, Yo 2 0. eug =7, wlyy = Tul,Vn > 0. Afirmamos que u, < uly, wl >l

eu)l <u?em Q, Vo 2 0. De fato, temos

Wﬁ(g—f - u;i) g ;’(? Ui E'mj e fi(_‘“t?ﬁla”':yam) :0 ern Q$ VE = 1’?‘-*:?-”' (I ](3)
y; —uy; = 0 sobre 80, Vn =1,....m o
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Aplicando o lema A.2, concluimos que uj < u} em Q. De forma andloga, temos que ud > u?
em 2. O restante da demo:;stra@éo segue, utilizando (1.18) e induglo. Portanto, temos
fungdes wl,u? 1 Q — R, definidas por ul — u' e u? — u? em (2, pontualmente. Pelo
teorema da convergencia dominada, temos que 1, u? € (LP(ON™, || ul; — ul flpo— O e

fo?, = w? o 0, ¥i=1,....m, 1E~z Pelo lema A.7, temos que

Fesnyi = asy liwee S e ] filomugy, otk ) = file s o ) sy (1.20)
” T‘*‘?ﬁ;%—l} U{n+1)e Hu 2% ii fz( P ukl* "'?uim) - f;(ilf,_ uii: U’im) ”L s (121)
Vi=1,..,n

tiliza ndo. novamente, o teorema da convergéncia dominada em {1.20) e {1.21), concluimos

e u’ e (WA, 4wl — 11 par— 0 e || vl = ul [luwee— 0, Vi =1,.,m. Por
nnerséo de Sobolev. temos aue vl u? € (CH(ON™, || v}, —ul [ho— el b, — o 1o

0, ¥ = 1,....m. Por ontro lado, pe.lo lfﬁma A.3, obtemos

il u%k-&—l}é - U‘En*ﬂ]i H‘?_,ag 4 H .fi(zrsu]ﬁ;la -“au}-m) - fi(:r?“i,lﬂ. “'.‘u-}ma) ”m (12-'3

ll fi(:r?uila - ”km] - f&(q’ unla ey fom) ”lf" “23)

f u?i-nm_}i - 'Ufn.ﬂ)s o< c

Yi= Lo

Conseqiiéntemente, ul,w? € (2™, {| vl — ul llaa— Oe || ud ~ uf ||s0 O, Vi =
1,...m. imphicando gue -u..l e u* sdo solucdes de (0.1). ®

2. Estimativas A Priori para Sistemas Elipticos

Nesta seqio, obteremos algumas estimativas a priori para solugdes fracas e fortes de cer-
tas classes de sistemas elipticos semilineares com cardter sublinear. Antes de enunciarmos os
principais resultados desta secio, consideraremos alguns lemas que serdo iteis no decorrer

deste capitulo.

Lema 2.2.1: Sejam oy, ..., &, reals positives, m 2> 2, talsque [[lmq v L Leo o {1, .,m} —
{1.....,m} uma bijecio satisfazgendo oF £ 1, Yk = 1,...,m — 1. Entdo, existe r € {1,....m}

tal que
HL 0 Q m—-'

oy +

-1, Y =1,..,m—1. (2.1}
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Dem: Argumentarernos por indugdo. Se m = 2, entdo, claramente, o lema se verifica.

Suponhamos que existe m’ > 2 tal que o lema ocorre para gualquer m € {2,...,m’}. Sejam
N Ve . -

€1y oo Cpryy TEAIS positivos tais que [[2H e <1, eo: {1, ,m'+1} — {I,...,m'+1} uma

41
P

bijecde satisfazendo oF # 1,Vk = 1,...,m". Entdo, como [] o; < 1, uma, e apenas uma,
das seguintes alternativas ecorre:
{a o, <1, We== 1, .om' 4 1.
by 3 € {L...om’+ 1} tal que e >~ 1 e 0y < 1, Vi # 7/,
{e}y I e {l,...m + 1} tal que v > 1 & as, > 1,
(d} (b} e (¢} nao se verificam, 3" € {1,...m'+ 1} e @y € {1,...,m' — 2} tals que o, =
LY = Lo, 00> Lo [[2oa, <L ’
A seguir, estudaremos cada uma éiestas alternativas:
Alternativa (a): E imediato que (2.1} se verifica para qualguer r € {1,...,m' + 1},
Alternativa {(b): Basta tomar r = v, A verificagdo de (2.1} & simples.
Alternativa {c): Sejam 8y = apa,,, i =0 Vi=2..,mler:{L...m'}— {1, m}a
aplicagdo definida por 7; = 7+ 1.V = 1, ...??";2.” — 1, 7 = 1. Como f;jl 3; < 1, pela hipdtese
de inducho, existe ry € {1, ....m"} tal que
0B ,. .
ﬁm <L, VE=1,..,m — 1L (2.2)
Suponhamos que vy € {2,....m}. Seja r = c:r:’,"“*z“'”. Para verificar que {2.2) implica em
{2.1}. basta mostrar que
H?q':j{fl"rl O ! i
a, + 1

A verificagao que (2.1) ocorre para & # m’ + 1 — ry , sepue imediatamente de (2.2). Por

{2.2), temos

s LT yyp Fryg—1 ¢
e " SIS SR fml) -"375-’,*‘_"
_ it - e < ], {2.4)
o + 1 B +1

Como a_n- = an = 1, por (2.4), concluimos que (2.3) é satisfeito. Agora, suponba que

r1 = 1. Seja o= /0 Entdo, temos

. k . i
o, H‘-mﬁ ﬁﬁr;""&'l"i Hi:{} :‘gm"%-l«—-f
g 0+ 1 B+l

o}
[N



Como o, , = 1, por (2.5}, temos que

ni-—ﬂa m LRSS

CHL Yh=1,....m'—1. 2.
owH = m (26)

Resta verificar que {2.8) é satisfeito para & = m’. Mas isto é imediato, pois [[™ o; < 1.

Alternativa {d}: Sejam f; = o, s Oy = ['IJ SRR J o707 Viam 3, m + 11 e
o {lml—ig ) — {1, ...m + —~zg} a aphragao definicla pm ekl Vi =1, ml i,
Tt 215, = 1. Como [T Fli gy pela hipdtese de indugio, existe vy € {1,...,m'+ 1 ~ iy}

=1
al que
L ;
p=f) ] !3 et} iy —a
o <1, Yh=1,...,m — 4. 2.7)
Sl Y=L, (
Suponhamos que vy € {3, ....m' + 1 — iy}, Seja r = o72T°7%, Para verificar que {2.7) implica
em {2.1}. basta mostrar que
I Ot 1
f-—{} 7rel e ] g . .
PRI ) k= by — 1, oy 4 do — 3, (2.8)

oy 4 1

; :
™oy + g — L.

A vertficagio que (2.1} ocorre para os valores de k restantes, segue de (2.7). Por {2.7), temos

e
Limg M omldied

——— < 1. Portanto, como o pmiick = O £ bip ik <L, Vh=m'+r—1,...m+
F1 -kt — A, temos que {(2.8) se xem‘lca para k = m’ Ay — 1 m ey g — 3. Além disso,

COmo H,’if’tif:"_ll @ mae S 1L temos (2.8) para k = m’ + 7y + 49 — 1. Suponha gue ry = 2.

Reja r = o3, lzm.acx__ segue de (2.7}, que

H%"‘“f) aﬂ_\ln* +h—i

ip—1 :
Hl‘“‘ﬁ ¥ ?!1 Pt et +

<L Vh=1t+1.,m =1, (2.9}

Como n_pi- <1,V =1, .4 — 1, por (2.9}, obtemos

)

*

ri:— (‘L{_,,, 1—i ?
im,ﬁ,_*f <1 Vh=ip+1,.,m ~1. (2.10)

a4 1

Ohservando que HM] & _mrsiee < 1, concluimos gue (2.10) se verifica para os valoves restantes

de &, Finalmente, suponha que ry = 1. Seja r = r'. Entao, por { 2.7), temos

o 1, Ve =2,...m —ig,m. {211}



Como 0gm < 1, por {2.11), segue que

&
Hizo O m 1
a4 1 -

Notando que @ ik < LVE=m' — i+ 1,.,m ~ 1, temos que (2.12} se verifica para

1, Ve =1,...,m —igm’ {2.12)

e’ — g+ 1, ., m' — 1. Isto conclui a demonstragio. ®

Lema 2.2.2: Assuma que o sistema. (0.1) satisfaz (1.4). Seja r € {1,...,m}. Dado o = «,,

define
1 o 2
0.0 = ¥ 1: 91,0 — + 1 %\_—‘5
II ——E} 'fl i ‘2 (H}"‘"l ﬂ‘g:.“"j) + 1]
i = - t

Yh =2 .., m.

1—gp o

Se } < gp, < 1, defina pg, = . Entio, temos:

Pratl atl

‘-3‘ n-»k

ko

{a} se 82— » 1 entdo dc » 0 tal que

et | peats € clll st i + 1,

W
¥ solucio forte (g, ..., 1) € (W2HAN™ W)™ de (0.1) tal que v me—c € LPrat1(Q),
onde g £ [1, 400,
(b} Existe ¢ > 0 tal que

s e < el || ug, 15 + 1), Vi=1,00m,

¥ solucan forte {uy, .., v, ) € (W)™ N {1 W)™ de (0.1) tal que u,, € L*({1), onde
g€l +oc)erell, . ..m}.

Dem: {a} Como ;‘”ﬁ' = 1, pela lema A7, temos
m
.

DU s | o Phatl Sell fomr{au, o tin Pratl - {2.13)
b e Pral
; e A

Utilizando {1.4) em (2,13}, obtemos

W

2 Pko“i't < C(H 114 m-}—]—f\ “I_Pka‘“ + 1) (2-14)

m»-k
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(b} Seja p > Na,. Pelo lema A.7, temos

H Uy ”Hfz "E" “ fl"(‘r ul? m) ”L% * (2'15)
Utilizando (1.4}, obtemos
e ez S elll v, 125+ 1) < el uo, 175 + 1), (2.16)

Come p » N, por imersio de Sobolev, concluimos que
[ ur flex< el v, 175 + 1)
Agora, argumentando indutivamente. concluimos a demonstracio.®

Lema 2.2.8: Assuma que o sistema {0.1) satisfaz {1.4) ¢ [T/L; o; < 1. Sejam r € {1, ..., m},
como no lema 2.2.1 e o > o, Suponhames que g0 > 0,V = 1, ., m. Entdo, Jc > 0 tal que

hres

e, llzmen S elfl o, lzaet ™ + 1),
I-f

Y solucho forte (v, ..., 1, ) € (W3O N (11’1"3(9))’” de (0.1) tal que u,, € L*7H{0}, onde
Zm =1 H;_’i-t\—k m_} + ,1]

B2 a+ (o, + 1V, p= _ =0, g €11, +oc).
Dem: Como M c% =1, pLIo lema 2.2.2(a), existe ¢ > 0 tal que
[ HW&PS;:‘H < elff uo, 70n + 1) (2.17)

Observemos que, como ¢, = 0,¥E = 1,...,m, pelo lema 2.2.1, concluimos que

Pe, + 1 B .

j"’""’”‘——} o ¥ ~le 2(}3.{:,& -+ 1) = ‘Naafl_k’ (218}
f},’o_ni—:{:

Ve =0 ...m~—1

Utilizando {2.18) e imersdo de Sobolev em (2.17), obtemos
s [lpprass < ell] v, {7os -+ 1) (2.19)

Por {2.18), podemos proceder indutivamente com o lema 2.2.2(a) e concluir que existe ¢ >
tal que

f‘{j 1 c|_m-{-l —F

|t ggosscs fgonnn < e s, g 1), (2.20)



Em particular, tomando k =me 8 = p,, ,, obtemos

” e, “Lﬁ"’l'( C(“ U, HL&+1 'i" }.). (221:}
Além disso, temos
S SRS SUN (2.22)
o+1  F4+1 -+l Pumae-tl
o 1- i o
- a + 1
[ [ (I—[A o m_}) + j‘]

Como [TL o < 1, concluimos que 3 2 oo + (g, + 1120 ®

Lema 2.2.4: Suponha que o sistermna (0.1) satisfaz (1.4) e 12, oy < 1. Sejamy € {1,...,m},

como no lema 22,1, e & > o,. Entdo. existe ¢ = 0 tal que

e, (2.23)

2o, fl=< el ua,
¥ solugao forte (uy, ... 1, ) € (WA (W10 de (0.1) tal que u,, € LT}, onde
g € [L, +20). Em partioular, (g, ...t ) € (W2R(Q))™ 11 (WP ()™, ¥p € {1, +oc).

Dem: A demonstracdo serd dividida em dois casos:
1% caso: Existe ¥ € {1,....m} tal gue

a0V =0 1 e g, <0 {2.24)

Utilizando o lema 2.2.1 e argumentando como no lema 2.2.2(a), concluimos que

[Tes i s
Lll uﬁm-_ﬁ-l-—k’ %1 Frfog g +1 < {’_,(“ o, :{m—:l o ’ —+ 1) (-22’))
F 2 - rr1+1 k!
i

W
Como qro, < U entdo 2{pr-1,, + 1) > j\-’“aﬂmﬁﬂkr. Consequéntemente, por imersio de
Fy

Sobalev. temos

H u ”+] e ¥‘{F< c || ug 1{‘;{7::-}1 |71ﬂ+1 3 1)‘ VP 6 []l_[..:\c])} (.: .a

o]
bt
o
e

onde ¢ > 0 depende de p.

Seja p - ;\"rc}-g;_nwkf. Por uma estimativa andloga a obtida no lema 2.2.2{a}, temos
Hk :.,.1 (:\fP.rI“,{_]_,J ) o ]
g 1 aa < ell e o ™ 1), (2.17)
W
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Assim. por imersdo, temos

T i

o mire, .
H uﬂrf‘“k! ”st C(” uﬂr ”L‘:r':l i + }‘) (2‘2b)
Agora. como [IZ,; o; < 1, utilizando (2.28) e o lema 2.2.2(b), sucessivamente, concluimos
que existe ¢ = 0 tal que (2.23) ocorre.

2% caso: g, > 0. Vi=0,..,m

Em particular, temos

P o 1 .
%ML o 1 2Apjo, +1) < Nopmes, Vj =0, (2.20)
'.rr.:.n_"a
Aplicando o lema 2.2.3, temos gue existe ¢ = 0 tal gque
b Ny T2, 940
oy, IEL*’3+1_<_ ((“ U, [[Lf*r“ + 1), {2.30)

onde 72 o, +{a, + 1_)2;;
Agora. defina 3y = a,, 1= Fe Fo11 = pua,, se n > 1. Se existe n € N tal que g5, >
0.V = 0., F — 1. e qup, <0 para algnm & € {1, .., m}, entdo argumentando como no 12

caso, conchiimos gue existe ¢ > 0 tal que

e, o < el o, IR+ 1), (231)
e, e S el g, ”?; a1 T 1 Vi=1,. {2.32)

{omo H_‘f"il a; < 1. isto implica que existe ¢ > 0 tal gque (2.23) é satisfeito. Case contrério,
pelo lema 2.2.3, 8, > a, +n{w, +1)° . Assim, podemos tomar n € N tal que 5, +1 > Na,.

Utilizando o lema 2.2.2(a}, temos
o 1 s S el e, [Z5mn + 1) (2.33)

Uitilizando imersao, obtemos

e e < ol gy (|F50er -+ 1) (2.34)

Portanto, aplicando o lema 2.2.2(b) sucessivamente, concluimos gue
| | W o
e, o el 12, 4 1), (2.35)

on
b



Por outro lado, pelo lema 2.2.3, temos

Heis 9y wj=1,.,n. (2.36)

L:ﬁ'} g +1

[ PR

Como 1%, o; < 1, combinando (2.35) e {2.36), concluimos que existe ¢ > 0 tal que {2.23)
ocorre. Isto conclui o segundo caso. Logo, em particular, mostramos que u,, € L=(§1). Pelo
lema 2.2.2(b), temes que {44, .., 1wy ) € {L2{0)Y", Assim, aplicands o lema A 7, concluimos

que (i, ...y ) € (¥-5f--’2‘p(§2))”“ O {WE )™, Vp € [1, +oc)®

Seja o : {1....m} — {L....m} uma bijecio tal que of # 1,¥k = 1,..,m — 1. Primeira-
mente, estudaremos a classe de sistemas que satisfaz as seguintes hipdteses:
(FL1) 4y € CYO)LVE,j = ANoe fi i O xRY — Ry é uma fungdo de Carathéodory,
¥r=1.....m
(FL.2) Existem fungdes & € L={0)V) = 1,...,m, tais que bz} 2 b > 0 e limu, 40
H7M = b;{x), uniformemente em 2 € Q, w; € Ry, Vy =1, . ,m, 1 F o, Vi=1,.,m,
onde Jc‘i >0, ¥Vi=1,..,m,

(ﬁg} Vlj > ﬂ f;‘f() = SHP'H-JQR+= fi('f'ule —--:um) € -{*’ ( 1) V 11 oy TR

Wisml,. .. me, JgE=;

LA
(H.4) T8, op = 1,
(H.5) 0; < 3% : Vi =1...,m, se m é impar, e (N — 2s)oroi < N + 25, (N — 2)ergm =
N2t Vb = Zosem épar,onde st~ 0e s 1= 2,

. E"""‘lf\l" gk &c,-} A
(F.6} TT0, 67 (2) = mAp, ¢ip(0)), onde 5, = = —
} (7} 1. 4ipf ) == AN 1 H)w T «;'}Hhm

f=l

Por {H.5) e lema 2.1.1, existem 5; > 0,¥i = 1,...,m, tais que

84 g, = 2, V=1, .,m, {2.37}
Hooi s LOPHOY @ continua e compacta, Vi=1,..,m. {2.38)
Para ver isto, basta tomar s, = L,Vi= 1, ,m, se m é impare s, =5e s o = = 1, Vo=

L., 8. sem é par, Além disso, observemos que (H.2) e (H.3) m1phc&1‘1’1 em (1. 4) Portanto,
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se o sistema (0.1} satisfaz (H.2}, (H.8) e (H.5), podemos considerar o conceito de solugiio

fraca introduzide na segio 1.
Para uma methor visualizacio da hipdtese (H.6), vejamos um exemplo no caso m = 2,

Exemplo 2.1: Consideremos o seguinte sistema

—Au = bz
—Av = by(z)u?
v = (} = v sobre JQ,

em {1

onde b € L(Q), b{z) > b>0em Q.Vi= 12, . >0

Hipdtese (H.6): (51{:1-})wiﬁi? (b)) A s 2A1, qip ().

Observemos que, se § < o, 8 < :\Lﬁ quando N 2> 5, entdo (H.5) é satisfeito. Por outro

lado, se o = 1 entdo (H.6) se reduz a (bl(:t.‘j)a"}?? . (bg(x))"é'h > 2, atp (8).

Teorema 2.2.1: Assuma gue £ = A. Suponhamos que o sistema {0.1) satisfaz (H.1} —

{H.6). Entdo, existe ¢ = B tal que
Hu lpa<e Vi=1,...m, {2.39)

Y solucdo fraca e nao-negativa (vy,..., Uy ) € G, H* de (0.1).
Dem: Suponhamos, por absurdo, que o teorema ¢ falso, Entdo, existe uma sequéncia

{0y e e U V1 C B, H™ de solugoes fracas e ndo-negativas de (0.1} tal que

W g, ||go— +oo para algum [ € {1,...,m}. {2.40)
Sejam 3y = 1 e _;'3{,%- = [15, a1, ¥h = 1,...om — 1. Pelo lema 1.3.2, sabemos que existe
re {1.....m} tal gque, a menos de subseqiiéncia, temos
“ Upp, ”yap—m) OG0, (2.%1.)
Bt 50 2| tie Wby ¥i=1,.om, Y€ N (2.42)
Para cada i ¢ {I,....m} e n € N, defina
Uin .
Vin = L (2.43)



l‘\.}

Por (:

B

A2}, temos

” Din “H-‘?;S“ Ven IJHUrm 1: V:": = 13 ...3?‘}1, Vn E N- (2.44)
Portanto. por {2.38) € lema 2.1.1, passando a uma subsegiiéncia, se necessaric, temos

— & HY Vi=1,..,m, e (2.45)

e A 1L1{f?!), Yi=1,...m. (2.46)

Por outro lado, (€. ... v, ) € solugdo fraca do sistema

— L =t |g5r Fila, || v || e Vine oo ] tn [[ff’s‘, Vi ) o
em L, Vi=1....m (2.47)
vi, = U sobre 30, Vi=1,.. m
Assiy, {01y, 0on Uy ) Satisfaz
/ Asip,, A% podir = (2.48)
_._%:_; 'gj‘ B
/{‘.r || Urn "H:: f‘i(:r'. [E EE .Hj'—j;‘ﬁr Uine. - “ Uorn HH £ Emn) (}T:
Vo€ H, YVi=1....,m.
Por (2,46}, passando a uma subseqlifncia, se necessdrio, abtemos
v = vy gtp(Q), Yi=1,..m, {2.49)
| bar S b, qt(Q), Vo €N, (2.50)
o +1
onde hr e L o0 (), Wi=1....,m.
Observemos que, por (H.4), temos
5“6)«":' = (,\«_555,;‘. Vi = 1, caes THEL (251)
Utilizando (H.2). (H.3), {2.43), (2.49)-(2.51) e o teorema da convergéncia dominada, temos
que {248} converge a
/.A.S"tﬁ-iﬁi‘*"f O;dz = / bz Yo dudr, (2.52)

Vo, € H, ¥i=1,..,m.



@i+l

. +1 1 .
Pelo lema 2,11 (1), ... vm) € @7 W5 () N BT, Wy~ (Q) o satisfaz

— Ly = 51'(:}:)11;"_", gtp({l), Vi =1,...m. (2.53)
Pelo lema 2.2.4, temos que
(1. oo v} € (WPPLON™ N (WP, Wp € [1. +00). (2.54)
Pela definicio de o e lema A4, conclufmos que v, = 0 em Qi = 1,...m, ou v; = 0 em
Q¥ =1.... m. Agora, analisaremes estes dois casos.
12 casor vy =0em O, Vim1, ..,
Por (H.2). {H.3) e {2.51), podemos estimar (2.48), como
[ f APy, A% dody |< (,/ 57 | 6 [ do + (2.53)
3

el 12, / |6, | de. Yo, € H.
a
Aplicando a desigualdade de Hélder em {2.55) e utilizando (2.38), obtemos ¢ > 0 tal que

| [ A A0, 15 el von 5505 it 1720 1 0 oo (2.56)
Yo, & Hr,

Isto implica que

b2
At
=
e

L=h v, Taee < ofl] vopn 55050 + || 2en 55 (2.
Agora. tomando o limite em {2.57), obtemos uma cortradigdo.
2% case: vy =~ Dem O, Vi=1,...,m
meja r = {1, 2 ) w. Como L = A, podemos argumentar como na demonstragao do teorema

145, e conclulr que

f ) Hh”‘ )~ A)eorda < 0.
4

rn

Por [H.8). isto implica que z = 0 em §2, absurdo. Logo, existe ¢ > 0 tal que {2.39) ocorre ®

Corolario 2.2.1: Assuma gue £ = A. Suponhamos que o sistema {0.1) satisfaz (H.1) —

(H.8). Entac, existe ¢ > 0 tal que

[ g <o, Vi=1,..,m, (2.

]
o
b o)
o
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V solugdo fraca no-negativa (v, .., uy) € @, H* de (0.1). Em particular, {(u1,...,8m) €
(W)™ N (W7 ()™, Vp € (1, +oo)-

Dem: Pelo teorema 2.2.1, temos que existe ¢ > 0 tal que
“ EIN Hys,-g o, Wi == 1} vy TR, (259)
Por (2.38). temos, em particular, que

[| g ”L“a."i“ <e YVi=1,.,m. (2.60)

y Sl

Além disso, pelo lema 2.1.2, sabemos que {uy, ..., un) € P2, W (0) Adn, W, = (0).

Portanto, aplicando o lema 2.2.4, obtemos r € {1,...,m} e ¢ > 0 tal que
g, =< c. {2.61)

Finalmente, utibzando o lema 2.2.2{b}, concluimos a demonstracio. ®

Exemplo 2.2: Consideremos o seguinte sistema

— Ay = Blayudi 4 file, oy, un)em @ Vi=1,.0m (2.62)
w; = 0 sobre g}, ¥i=1,...,m e
ande 0 ¢ RY é um dominio limitado de classe (%, N > 2, o : {1,..,m} — {1,...,m} é
uma bijecao tal que of #£ 1. VE=1,..,m~1, D = RBie fi: O x Rm — R 5o fungées

de Carathéodory tais que b{x) > b >0, Ve € Q, e f; é hmitada, Vi =1, .,m
Suponhamos gue as hipdteses (H.4), (H.5) e (H.6) sejam satisfeitas. Entdo, o corolario

2.2.1 forvece estimativa a priori em {L*°(0})™ para (2.62).

OBS 2.2.1: A hipdtese (H.4) expressa o cardter sublinear e ressonante do sistema {0.1).
Além disso, a hipdtese {H.5) permite que alguns dos ¢; 's possa ter crescimento maior que

N2 -
£ gquando m e par.e

X
OBS 2.2.2: Quando o; = 1,¥7 = 1, ...,m, podemos melhorar (H.6). Isto segue como caso
particular do teorema 2.2.2.0

Para a proxima classe de sistemas, assumiremnos as seguintes hipdteses:

(HL.T) Existe a > 0 tal que file,wg, oum) S a3 s H1), V(20,0 un) € QX RY, Vi=
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{H.8) Existe ¢ > 0 tal gue fi(,u1, o um) 2 20y byuj — ¢, (7,1, 0 tn) € Ax RY, Vi=
1.....m,onde B = (§;) é urna m X m matriz tal que

(a) B é ndo-negativa, p(BY > M e by, =0, Vi=1,....,m,onde ¢ : {1,..,m} — {1, m} é
uma bijecao tal gque of #1, Ve=1,...,m~1, ou

{b) B! é nao-negativa e p{ B~1) < AT,

Teorema 2.2.2; Suponhamos que o sistema (0.1} satisfaz (.1}, (H.7)  (I.8), {ou (H.8),).
Entdo, existe ¢ » 0 tal que
s [[H&g e, Vo=1,...,m, {2.63)

¥ solugio fraca e ndo-negativa {uy, ... Uy, ) € (H3(2))™ de {0.1).
Dem: Suponhamos, por absurdo, que o teorema é falso. Entdo, existe uma sequéncia

gy oo s Vo1 C {HJON™ de solugdes fracas e nic-negativas de {0.1) tal que
[ g — +oo pare algum (€ {1, ,m}. (2.64)

Pelo lema 1.3.2, sabemos que existe v € {1,...;m} tal que, a menes de subseqiiéncia, temos

” Uop ||H$"""> 00, . (263)
s a2l vin i, Vi=1,om, Yne N. (2.66)

Para cada s € {1....m}en & N, defina
g = e (2.67)

i tn |l
Por {2.66), temos

i oy €l v = 1, Wi = 1, cm, Y € N, (2.68)

Portanto, passando a uma subsegiéncia, se necessario, temos

von — v € HHQ), Vi = 1,..,m, (2.69)
Vi 2 v em L0}, Wi = 1., m. (2.70)
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Por outro lade, (vyn. ..., e ) € solucdo fraca do sistema

~Lwin ""H Uy ”H‘ f( T, H Yrn “H& Ulna'”?H trn HH& 'L’mﬁn)

em 2, Vi=1,...,m (2.71}
vy = ( sobre 80, Vi=1,..,m
Assiin., (Uyn, e Uy ) satisfaz
] S Ay (2) Dy D, de = (2.72)

1
/ ” Uy, HHI f; I IE Upr [|H1 Plny - :I[[ Upn “Hg vmﬂ)@d’i'ﬂ

Yo e ]{G(QL Vi=1,..,m,

Tomando ¢ = ¢y e (2,72} e utilizando {H.R), obtemos

T
A [Q.m.n%d;r >3 by j;)vjn_c,ﬁd:r ~ ¢l v “};’E l& Padr, (2.73)

=

Ye=1...m, ¥ncN.

Agora, tormando o limite em (2.73), concluimos que

Fi

A / viprde > Za%v?%d? Vi=1,..,m. (2.74)

Alem disso, afirmamos que existe ¢ € {1, ....m} tal que v; nao ¢ identicamente zero. De fato,
suponhamos, por absurdo, que v; = 0,¥: = 1,...,m. Tomando ¢ = v, na r-ésima equacao

de {2.72) e utihizando (H.7), obtemos

.
™
ot}
i 4

L

1 m“ L H}){{‘; < / Z ‘hj T)Dkl'n D T*'.-ﬂdv}f

< Z/ VinUpg A —]wf Upndx ).

Tomaundo o lunite em {2.73), obternos wma contradicio. Suponhamos que o sistemna {0.1)

satisfaz (H.8),. Entdo, como B é ndo-negativa e by, = 0.Vi = 1,....m, por {2.74} e pela

definigao de . concluimos gue

/ vipydr = 0, Vi = 1, .., mm. (2.76)
iyl
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Seja Ay < A < p{B). Por (2.74), temos que

A Lv;gid:z: — 3"k fQ viprde 2 (A — /\1}[ o d, {2.77)

j=1 @

Vi=1,...,m.
Denotando o = { [y viprdr)icicm, ¥ = (A — ALz, podemos escrever (2.77) como
(M —Byr>y. (2.78)

Como o,y € RY, pelo lema 1.1.8, concluimos que p( B} < A, absurdo. Logo, neste caso, o
teovema estd provado. Suponha agora, que o sistema (0.1) satisfaz {H.8),. De acordo com a

notagao acima, podemos escrever (2.74) como
{AI— B z0. {2.79)
Multiplicando (2.79) por B™Y, obtemos
(I — B Yz <0 {2.80)

Portanto, como p{ B~} < AT! e B! é nio-negativa, concluimos que z < 0. Isto implica que

v, = em LY = 1, ...,m, absurdo. Assim, terminamos a demonstragio do teorema. ®

OBS 2.2.3: Quando a; = 1,Vi =1, ..., m, a hipdtese (H.8) se reduz a [T, bz} » {mA)™
Se as fungdes by sho constantes, a hipdtese {H.8), melhora (H.8)., Basta ver que, neste

caso. (H.8), se reduz a [17, b; > AP, pois p{B) = ([I%, b)Y/ "0

Caroldrio 2.2.2: Suponhamos que o sisterna (0.1} satisfaz (H.1), (H.7) e (.8} {on {H.8),).

Entao, existe ¢ > 0 tal que
I]J 1 ”ng o, Vi = L weay HTT (281)

¥ solngao fraca e ndo-negativa (uy, ..., U ) € (Hg{0))™ de {8.1). Em particular, (uy, ... otm) €
('{,1_.-"2‘,;' L 3§ ))ﬁm N (H}}’*‘G{Q ))m ) V'p c [j. + :)0)

Dem: Pelo teorema 2.2.2, sabemos que existe ¢ > 0 tal que

ffwifim<e Vi1, .om, (2.82)
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Suponhamos que N = 2. Entdo, por imersio de Sobolev, existe ¢ = 0, dependeﬁde de p, tal

que
uifles< e, Vi=1,..,m, Vpe[l,+oo). {2.83)

Seja p > N. Por (H.T), temos que
P fle g, o) e e, Vi 1, m. (2.84)
Utilizando o lema A.T e (2.84), concluimos que existe ¢ = 0 tal que
(| 2 [lwee< e, Wia= 1. m. {2.85)

Assim. por hmersio, obtemos (2.81). Suponhamos, agora, que N 2> 3. Por (2.82) e imerséo

de Sobolev, teros

, I 1 1 .
g lpm< e ¥i=1,..,m, onde — = - — —. {2.86)
' P 2 N
De forma andloga. utilizando (H.T) e lema A 7, obtemos ¢ > 0 tal que
s e < e, Wi= 1,0, m. (2.87)
Se 2py ~ N entdo, por imersio, temos
, - i1 2 .
Hu flim < e, ¥i=1,...m, onde — =~ — —, (2.88)
' 1 po N
Suponha que _
| lpen< e, Vi=1,...,m, & 2p, < N {2.85)
Entao, de maneira andloga. temos
Houe Hwzen e, Vi1, .,m. (2.90)
Por imersao. obtemos
, . 1 2 y
fa ppnn €0, Y2 =1, ., m, onde 2= e - {2.81)

Pt P N '

Se 2po < N, existe ng 2> 1 tal que 2p,, > N. De fato, como o = o

Hn 4
Sl *“_(’i{m}l Vo € N.
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Entdo, 4 ng € N tal que pny, > 0 € oy < 0. Portanto, -+ — ﬁ— < 0, implicando que
fn
2pae = N. Por (2.90) e imersio, concluimos que existe ¢ = 0, dependendo de p, tal que

{2.83) é satisfeito. Finalmente, argumentande como no caso N = 2, obtemos (2.81).4

Exemplo 2.3: Considerernos ¢ seguinte sistema

— A= 3 by il v, tm) em 2, V=1, m (2.92)
w; = 0 sobre 00}, ¥i=1,..,m,

onde 0 € RY 4 um dominio imitado de classe ¢, A > 2, fi 1 xR7T — R € uma funcio
de Clarathéodory limitada, Vi= 1, ...,m.

Assuma que a m X m matriz B = (b;) satisfaz (a) ou (b} de {H.8). Entdo, pelo coroldrio
2.2.2, temos estimativa a prior em (L7{Q})™ para {2.92}.

Finalizaremos esta secao com um resultado de estimativa a priori para a classe de siste-
mas que satisfaz, além de (1.4} ¢ {HL.1), a seguinte condigdo de sublinearidade:

(H.9) T, o < L.

Teorema 2.2.3: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz {1.4), (H.1) e (H.9). Entéo,

existe ¢ = { tal que
Hu s, Vi= 1, 0m, {2.93)

) 9 I‘ngvf“l +1
¥ solugao forte ¢ nao-negativa (ty, ... Uy ) € Pl W N, W, 7 (0)de(D.1).

Em particular, {uy. ... u,) € (WO N (WP (0™, ¥p € {1, +co).

Dem: Pelo lema 2.2.4, temos que existe r € {1,...,m} tal que

:Qgé——} +1

me

|ty 1< el wo, [l183 + 1) (2.94)
Portanto. u,, € L™({¥) e por (2,94}, temos
s, o< ell] s, JELFT70 2 10, (2.95)

Como [T, oy < 1, por (2.95), concluimos que existe ¢ > 0 tal que

|| 2y, Jre<c. (2.96)
Agora, aplicando o lema 2.2.2{b), obtemos {2.93). ®
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Exemplo 2.4: Consideremos ¢ seguinte sistema

~Aug = blzjudi + filz,ug, o un) em Q, Vi=1,...,m (2.97
u; = 0 sobre g, Vi=1,....,m, 2.97)
onde 0 C RN é um dominio limitado de classe 2, N > 2, o : {1,..,m} — {l,...m} é
ura bijecdo tal que o # 1, Vh=1,.,m—~1, b : 0 — Ry e fi:  x R — Ry sho fungdes

de Carathéodory limitadas, Vi=1, ... m.
Assnminde {H.9). obtemos, pelo teorema 2.2.3, estimativa a priori em {£°°{Q))™ para

(2.97).

OBS 2.2.4: Na realidade, na secdo 3 mostraremos existéncia de solucio forte para (0.1) em
152,08 " Ly . .

(WRPLON™ N (W P(2)™ com p snficientemente grande. Assim, neste caso, podemos dar

uma demonstracao bem simples para o teorema 2.2.3, sem recorrer ao lema 2.2.1. Porém,

este lema ¢ fundamental nas demonstracdes do teorema 2.2.1 e corolario 2.2.1.0

3. Existéncia de Solucbes para Sistemas Elipticos com
Carater Sublinear

Nesta segho, utilizaremos teoria do grau em cones e iteragdo monotdnica para obter

existéncia de soluches ndo-negativas para algurs sistermas elipticos da forma (0.1).

Comecemos analisando a existéncia de solugio para sistemnas que satisfazem as seguintes
hipdteses:
(H.10) Ay € CHOYLWE.f = 1, ., N, fi: O x ﬁf — R, é uma funcio continua, ¥i =
1,..,m.
(H.11) Existe B > 0 tal que filz, oy, uy) < ul, Vo ug, o u,) € 0 x RY satisfa-
zendo 270, w; < F.¥i=1,..m, onde 7 : {1....,m} — {1,...m} é uma bijegao tal que

TFE L V=1 m -1, F-0, V=1, moe I, B 1L

(F.12) A fungio & em (H.2) é continna em . Vi = 1.....m.
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Teorema 2.3.1: Assumaque £ = A. Suponhamos que o sistema {0.1) satisfaz (H.2)—(H.8)
e (.10} — {H.12). Entdo, (0.1) possui, pelo menos, uma solugio forte ndo-negativa e nio-
trivial em (W7 ()™ N (W2P(O)™, ¥p € [1, +oo).

Dem: Observernos gue, por (H.2}, (H.3), (H.6) e {H.12), existern £ > 0 e ¢ > 0 tais que

Fi s ctin) 2 (Bi(2) = €15 — €, V{11, ) € @ % R, (3.1)
TT(hilx) = =) > mhy, Vr €14, {(3.2)
[E51

A demonstracdo é andloga & do teorema 1.4.5. Notemos que, ao invés de utilizarmos o teo-

rema 13,2, devemos utilizar o corclanio 2.2.1. @

Teorema 2.8.2: Suponhamos gue o sistema (0.1) satisfaz (H.7), (H.8),(on (H.8)) e
(H.10) — (H.11). Entdo, (0.1} possui, pelo menos, uma solugdo forte ndo-negativa e nao-
trivial em (WL F(ON™ O (W)™, Vp € [1, +oo).

Dent: Basta proceder como na demonstragao do teorema 1.4.1. Note que devemos utilizar

o corolario 2.2.2, no lugar do teorema 1.3.1. ®

Agora, consideremos as seguintes hipoteses:
(FL10Y Ay € CHO), Vi) = 1. N, fi,D fi : 1 x R} ~» R, sdo fungdes continuas,
Vi =1...,m, '

(H.13) fi(z.0) =0, Va €], Vi=1,...m.

(H.14) A m x m matrix Jacoblana J{z) = (D, fi(#.0))} é simétrica e ndo-negativa, Vo € £,

e sup I [(r)) < Ay

agfl

Teorema 2.3.%: Assuma que £ = A. Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.2) ~
(F1.6). (H.10) e (H.12) — (H.14). Entso. (0.1} possul, pelo menos, uma solugio forte nao-
negativa e nio-trivial em (W, *(Q)) N (WH2(0))™, Vp € [1, +oe).

Derm: A demonstracio é andloga & do teorema 1.4.6. ®

Teorema 2.8.4: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (H.7}, (H.8), {ou (H.8),}, (H.10},

(H.13) e (H.14). Entao, (0.1} possui, pels menos, uma solugao forte ndo-negativa e nao-
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trivial em (W, P(ON™ 0 (W*(ON™, Vp € [1, +oo).

Dem: A demonstracio é andloga & do teorema 1.4.2. ®

Teorema 2.3.5: Suponhamos que o sistema (0.1) satisfaz (1.4), (H.9) e (H.10). Entéo,
{0.1] possui, pelo menos, uma solugio forte ndo-negativa em {WyP(O))™ N{W2H{Q)Y™, Vp €
1. o),
Dem: Fixemos p > N. Denote v = {1y, ..., up, ). Como na demonstracio do teorema 1.4.1,
consideremos os P%paqm X ={ue{C{Q))Y cu; = 0sobre N Vi = 1,...,m} Y = (L2(Q))™
e Z = (WA Q)™ n{W, 70" munidos das normas [ v fx= 50, s 2o 6 fly= 57,
|2 Breefl u|lz= T’”I [l u; Jiwep. SejaC = {u & X :u; > 0em,Vi=1....,m}. Paracada
v e Cete D1 por (H10), temos que (£fi{z.v), . tfn{r,0)) € (CLO)™ ¢ (L {O)™
Logo. por (H.10). podemos aplicar o lema A7 e definir a aplicagio H : ¢ x [0,1] — Z por

H{v. 1) = u, onde v satisfaz

—Lu; =t v, en ) em ) Vi=1, 0 om (3.3)
w; = 0 sobre 90, Vi=1,...,m :

Pela estimativa L7 contida no lema A.7, temos que H & continua e limitada, Como p > N,
a imersio Z «» X ¢ compacta. Portanto, pela limitagio, a aplicagio H : C'x {0,1] — X é
compacta. Além disso, por (H.10) e lema A4, H{C,.) C C e H{C,0) = 0. Seja v € C tal
que H{u, 1) = u para algum ¢ € [0, 1]. Entdo, pela definicio de H, temos

{ Loty == 'if,;{:::j Uy Uy em £, Yi=1, .. m (3.4)
u; = 0 sobre J0, Vi=1,...,m

Aplicando o teorema 2.2.3 ao sisterna {3.4), obtemos ¢ > 0 tal que || u |[x < ¢. Observe que,
de acordo com a demonstracao do teorema 2.2.3, ¢ independe de ¢ € [0,1]. Seja M »
Pu fly= M entdo H{u.t) # u, ¥t € [0,1]. Portanto, pela invaridncia

Asaim, se v £ (' e

homotdpica da teoria do gran de Leray-Schander, obtemos
{HI - H(.I)‘ B‘M,U); = O’,(I - H(.?O),BM{,O) (35)
- (!(TBu‘ﬁ) =] # {1

Consequéntemente, existe v € ' tal que Flu, 1) = u. B
! i

OBS 2.3.1: O teorema 2.3.5 é interessante no caso em que f;{z, ) nio é identicamente zero

para algum ¢ € {1, ...,m}, pois, casc contrario, u = 0 em {1 € solugdo de {0.1).0



OBS 2.8.2: Supondo que {} éde classe C>*, 4y; € CV(Q), Yk, 5 =1,.., N, e f; 1 OxR] —
R, éuma fungio de classe 0, Vi = 1, -y 112, temos que as solugdes dadas nos teoremas acima,

estdo em (CH{Q))™ e

Como dissemos na introdugio, em [11] e [28], foi mostrado, via método variacional, que
o sistema
— Ay = v?
— A = u?
u = 0 == v sobre 0,

em {2

onde 02 C RY é um dominio imitado e snave, N 2> 2, 0,8 > 0 e o8 < 1, possui solucio
classica positiva.

Agora, utilizaremos iteracao monotdnica para obter wm resultado de existéncia de solugdo
positiva que contém o resultado acima, quando m = 2. Além disso, consideramos nao-
linearidades ndo contidas em [28].

Suponhamos que o sistema (0.1} satisfaz as seguintes hipdteses:

(H.15) f: O x ﬁf — Ry 6 uma fangio de classe O tal que, se 0 < w; vy, Yy =1,.,m,

entdo fla,uy, oty ) < Hileso, Lon), Ve e, Ye=1,...,m,

(H.16) Existe ug > 0 tal que fi{o. vy, .. tm) = 'u--ff, V{z, ug, ..ot} € & x RY, satisfa-

zendo v; < ug, ¥ = 1 .om, Vi = 1,.,m,onde 8; = 0, Vv = 1,.0m, [[L, 5 <1e

oAl Lmb = {1, Lom) é uma bijecho tal que 7F £ 1, V=1, ...m ~ L.
. 1

Teorema 2.3.6: Assuma que 0 é de classe 07 & que £ = A. Suponhamos gue o sistema

(0.1} satisfaz (1.4}, (H.9).(H.10),{H.15) ¢ (H.186). Entao, {0.1) possui, pelo menos, uma

solucdo (tq, ... ) € (CP(ON™ tal que vy > Bem O Ve = 1,....m.
Denu Pelo teorema 2.3.5 ¢ observacido 2.3.2, existe ¥ = (Uy,...%.,) € (Cﬁvﬁ(ﬁ))m para

algumn 7 € (0. 1), satisfazendo

~ AT = (I.(?_fg: +lem O, Yi=1,...m
e 0em Q, Vi=1,..,m (3.6

;= ( sobre 90, Vi=1,..,m

Por (1.4}, ¢ uma supersolugio de {0.1). Além disso, pelo lema A1, sabemos que

,—a—@g ~< 0 sobre 80, Vi=1,....m. (3.7
e
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Agora, construiremos wma subsolugio y € (C*F(T))™ de (0.1) tal que 0 < u < & em €.

Defina Yrk = Tf?Vk =0,...,.m—2 ¢ Tent = % onde v » 0 € escolhido tal que

T .
G=1 Y =1 2

S S m (N = 1)

0

Pelo teorerna 1.4.5, lema A2 e observagio 1.4.2, o sistema

—Auy=ulem} Vi=1,..m
u=Dem§, Vi=1,...,m {3.8)
u; = 0 sobre 90, Vi=1,...m
possui solugio emn (O™, Seja v = {1y, ... v,) € (Cg‘s(ﬁ)) " uma solucdo de (3.8).
v

. i . . =g T .
Agora. para cada ! > 0, defina as fungles wy = oy, W == U v, Vh=1,m -1
: rks
& tacil verificar que
-
T o
—Dwr = w g, em ), V=0, m -2 (3.9)
,'1 )
Além disso, para ¢ > 0 suficienternente pequeno, temos

R N .,_,__L_....._
1"1"1"'?-; ﬁmv—..ﬁ U o1 ig
=2 3 I=0 “n L =1
—’\(t ! . T"’!“m_l ) i 1 . {_}1 1 f: (fq}l) 1

H

Implicando que
i3 -1

- A’u?,"_mﬂ-i <ty ' em Q. {3.10)

Agora. tomando t > 0 menor, se necessario, concluimos, por (H.16), (3.7}, (3.9) e {3.10),

fue

w; < em 1), Vi=1,. | {3.11)
—Auy L fl @y, e Wy ) em £, Vi= 1, (3.12)

Portanto, u = {1y, ...} € wna subsoluco de (0.1} satisfazendo 0 < ¢ < % em 2. Final-
mente. utilizando o lema 2.1.3, concluimos que (0.1} possui solugao positiva em (C3(1)).

Agora. nlilizando o lema A3, terminamos a demonstragio. ®

Finalizaremos este capitulo com alguns exemplos em que se aplicam os resultados acima.
ikl " % El . - -~ M)) - 5 . .
Seja 0 ¢ BY um dominio Hmitado de classe €2, N > 2, e o {1,....om} — {1,...,m}

unia bijecdo tal que of £ 1, Vh=1, .. .m~ L



Exemplo 3.1: Consideremos o seguinte sistema m-acoplado

—Au; = filz,u, em O, Vi=1, . ...m (3.13)
w; = 0 sobre 00, Vi=1,...,m o
Suponhamos gue
fi: @ xRy — Ry éuma fungéo continua, ¥i = 1,..,m, {3.14)
- HER! _ , .
hili'}] filzv) = b{x), uniformementeem 2 € 0, Vi =1,..,m, {3.15)
L
. filax o ‘
lim JMWJ_)_ = (}, umformemente em z € {2, Y= 1,...,m, (3.16}

p—t
onde b; 1 (F — R, ¢ uma fungho continna. ap, & = 0, Vi =1, ..., m.
Assumindo (H.4},(H.5),(H.6) ¢ que T2, 4 > 1, concluimos, pelo teorema 2.3.1,
e {3.13) possul. pelo menos, uma solucio nio-negativa e nio-trivial em (W3 TN 1
(‘ﬂ i.P(»-BJm‘. \,;(’p e [ .....{_\j‘}

Agora. ao nves de {3.14} e (3.16), suponha que

fo DL F D x ﬁ+ — R, s30 funcdes continuas, Vi =1,...,m, (3.17)
Jle, 0y =0, D fi{e. )20, Ve e, Vi=1 . ,m. {3.18)

Assim. se (H.4), (H.5). (H.6) e sup g5 {15, {Dufil2,0)) < AP sdo satisfeitos, temos,
pelo teorema 2.3.3, a existéncia de, pelo menos, uma solucéo ndo-negativa e nao-trivial em

)" N V@)™, Vp € {1 Foc).

Exemplo 3.2: Consideremos o seguinte sistema m-acoplado

(e e = (319
Suponhamos que
fi: Ry — Ry ¢ uma fancéo continua, Vi = 1,...,m, {3.20)
Jim f"_f:"') = by, Vi1, .. m, (3.21)
i L0 g i1, (3.22)

u—trt p

opde b ;= 0, ¥i=1,..,m.



Assumindo que [IZ,; 8, > 1 e que [[% & > AT, temos, pelo teorema 2.3.2, a existéncia
de, pelo menos, uma solugio nio-negativa e nao-trivial em (WoP(Q)™ N{WP(Q)™, Vp &
1, +oc).

Por outro lado, se em vez de (3.20} e {3.22), assumirmos que

fi: R, — R, ¢édiferencidvel, Vi=1,...,m, (3.23)

FA0) =0, Dufif0) 20, Vi=1.....m,

————
it
R
il

e

concluimos que as condigdes [[%, (D, fi{B)) = AT e T, & > AT implicam, pelo teorema
. C . - - . - .. 7l ;
2.3.4, a existéncia de, pelo menos, uma solugio nio-negativa e ndo-trivial em (W ()™ n

(W)™, Vp € [1, +o0).
Exemnplo 3.8; Considerermnos o seguinte sistema m-acoplado

~ Dy = ul o flrun s ug)em {2, Vo= 1, 0,m (3.25)
u; = {) sobre 90, Vi =1,....m o

Suponhamos que f; @ & x R} — R. é uma fungho continua e limitada, o; > 0,Vi =
Looomye JI0, o < L.

Se existe € {1,..,m} tal que f;(-,0) 3% 0 em 0, entdo, pelo tecrema 2.3.5 e lema A4,
(3.23) possui, pelo menos, uma solugdo positiva.em (W ()Y N(W2R(QN™, ¥p € [L, +oc).
Por outro lado, se €1 é de classe 0%, £i(-,0) = 0 em e f; satisfaz (H.15), Vi = 1,.. m,
concluimos, pelo teorema 2.3.6, que {3.23) possul, pelo menos. nma schigdo positiva em
(2017, Em particular, o sistema

~Au; = ul em 0, ¥Vi=1....m
u; = O sobre ), Vi=1,...,m

possui sohucao positiva, se o; =0, Yo =1, ,m,e 1L 0 < L



Capitulo 3

Algumas Conjecturas para Sistemas
Elipticos

0. Introducao
{‘onsideremos o seguinte sistema m-acoplado

—Aau = fillugjem @, Vi=1,...m (0.1)
w; = {} sobre 90, ¥i =1,..,m, se d0 £ 8, e
onde 0 C RY é um dominio, ¥ > 2. f;: R, — R, é contfnua, Vi =1, ..., m,

O fato do sistema (0.1} ndo fer estrutura variacional, quando m 2> 3, o torna bastante in-
teressante e nos leva a questionarmos sobre a validade de alguns resultados que sdo extensoes
do caso escalar,

Neste capfiulo, nos basearemos ern varios trabalhos desta década sobre sistemas da forma
(0.1} com m = 2, e nos capitulos 1 & 2, para conjecturarmos alguns resultados de existéncia
2 nao-existéncia para {0.1) relacionados aos conceitos de criticalidade, superlinearidade e
sublinearidade para sistemas infroduzidos no primeiro capitulo. Alguns destes resultados
sho bem conhecidos, quando m = 2. Além disso, algumas destas questdes sdo, parcialmente,
vespondidas nos capitulos 1 e 2.

Este capitulo esta dividido em 2 segdes. Na primeira, enunciaremos alguns resultados de
existéneia e ndo-existéncia de solncio positiva para {0.1), supondo Q= R ou 0 = R: Na

segunda, faremos o mesmo para O limitado.

-3
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1.  Algumas Conjecturas para Sistemas Elipticos em
RY e R}

{onsideremos o seguinte sistema

AN T Thd A
_ 4 em RM ~
AL TE (11)
w,v 0 em RY,
onde N > 2 e, 8 > 0.
Em 1992, Souto[59] abteve ndo-existéncia de solugio para {1.1), quando =2 < glj; +

“{—1 <1se N2> 3 eaid > 1,z N =2, Posteriormente, Mitidieri[46] mostrou nio-existéncia

de solugio radial, quando “;T 4 ﬁ s 3‘—,—:—% {isto €&, abaixo da hipérbole critica) e o, 4 > 1.

sendo a segunda hipdtese melhorada por Serrin ¢ Zou[33] para o, 8 > 0. Em 1994, De
Figueiredo e Felmer[19] utilizaram a téenica de “Moving Planes” para obter nao-existéncla
de solucdo. quando o, 3 < %{% Finalmente, em 1996, Serrin e Zou[34] mostraram nao-
existénela de solucdo, quando ad < 1, em geral, e ~—1— + "",3"'_1;:1" - }4"3 . quando & = 3. Em
1985, Lions[44] mostrou existéncia de solugio radial, quandc N2 3 e E_ﬁ —3-};? = ﬁ::..% Re-
centemente, Serrin e Zon[56] obtiveram o mesmo resultado, quando N > 3 e a+1"",4?~L1 < &2,

- ‘53 1\
Todos estes trabalhos sugevem que, quando & > 3, a hipérbole critica ~ L4 .JH = 222 seja

divisora para existéncia e ndo-existéncia. Assim, temos a seguinte c.c)nject MLa:

Conjectura 3.1.1 (da hipérbole): Suponhamos que ﬁ + [il > 5{-'-‘3 se N > 3. Entao,

(1.1} nao possui solugdo em (CHRY))2

Agora. considere o seguinte sisterma m-acoplado

— Ay = ult em RY Vi=1,..,m (1.2)
u; =0 em R"\ Vi=1,...m,
onde N2 20 o = 0, Vi= ]
UtiBzando a técnica da z'né.di,a esféz'ica como em [54], concluimos que se [[n, on < 1

entao o sistema (1.2) ndo possul solugae. Por outro lado, Felmer[27] obteve, em particular,

e . N#2 v , N Ng2
nho-existéncia de solugio, quando o; < 2, Wi = 1., m. Como o ponto ({22, .. &%)

pertence ao {m — 1}-hiperboldide critico, temos nao-existéncia de solugao para pontos su-

ficienternente proximos desta {m - 1)-variedade. Além disso, o teorema 1.2.1 nos fornece

76



nao-existéncia de solugio para m-uplas de /s ilimitadas (isto é, com algumas das coorde-

nadas, suficientemente grandes), porém, estritamente abaixo do {m—1)-hiperboldide critico.

De acordo com tudo que foi dito acima, é natural fazermos as seguintes conjecturas:

Conjectura 3.1.2: {do {m —1)-hiperboléide): Suponhamos que = ?ﬁfl 2 :
) PR S I ¢ § M ) B

ey

;?{"{_"%Tﬂ*- se N > 3. Entdo, {1.2) ndo possui solugao em {(C2(RY))™

m

—~ 1
+ ) Tre— > ’_’__“__
:'1(2):1}{1}%; r,:r(ri)} 4o T m{N—

(1.2} possui solucao radial {uy, ....um ) € (CHRM))™.

. Entéo,

Conjectura 3.1.3: Suponhamos que N > 3 e

OBS5 3.1.1: Como foi dito acima, a copjectura 3.1.2 estd provada, gunande [I7, o; < 1.
0O caso [10, o; = 1 estd contido no teorema 1.2.1, Além disso, pela observacao 1.2.4, a

conjectura 3.1.3 esta provada para o sistema {2.33) do capitulo 1.e

Consideremos o seguinte sistema m-acoplado

—Au; = ull em Rf, Vi=1. ..,m
w = fem RY, Vi=1,....m {1.3)
w; =0 sobre an =0, Ve =1,...,m,
onde N >2e0; >0, Vi=1,....m
Em [32]. Gidas e Spruck obtiveram nao-existéncia de solugao para {1.3), quando m = 1
el < ap & ‘\‘-ﬁ% {vela o lema 1.1 4 ¢ a observagao 1.1.2), Recentemente, Felmer[27] mostrou
nao-existéncia de solugdo, guando o; < -:{% Vi = 1,....m. Conseqiiéntemente, temos nao-
existéncia de solugio para m-uplas de o/s suficientemente préximas do {m — 1)-hiperboldide
critico ¢ inclusive tocando esta {m - 1)-variedade. Por outro lado, pelo teorema 1.2.2, temos
nao-existéncia para m-uplas de s ilimitadas, porém, estritamente abaixo do (m — 1}-

hiperboldide critico. Assim, € razodvel conjecturarmos o seguinte resultado:

M N H?n & 1 4 AT o -
d s R P SN 1TRATIOS 7 T e—1 S O y 5 i¥ > . A =R
Conjectura 3.1.4: Suponhames que ST I{Hrm P S Ry 8 YV > 3. Entio,
{1.3) ndo possui solugio em (CHRIW™ O (C{{x -5 3}) ",



2.  Algumas Conjecturas para Sistemas Elipticos em
Dominios Limitados

Consideremos o seguinte sistema

TAUEV 0
—Av = uf T
w,v >0 em 2

w = {} = v sobre JQ1,

onde O C RY é um dominio limitado e snave, N > 2, 0.9 > 0.
Em 1892, Clément, De Figueiredo e Mitidieri[8], utilizando método topoldgico, mostra-
1 1 N2 . AT ; b 5
pereti v orwn =, se N > 3, entéo
(2.1} possul solucio, Posteriormente, De Figueiredo e Felmer[18], via método variacional,

ram que, se o, 7 € i o), mas nao ambos iguais a 1. e

melhoraram este resultado, porém, quando N > 5, tem-se a restrigio o, J < %}} Pelo
sxemplo 4.3, sabemos que, gquando L_,_ < T+ ?31;; <1, {2.1} admite solucdo, Por outro
lado, Mitidieri[46] mostrou que, quando © é estielado N2der+ ;;"IJ:{ = \Nza (2.1) nao

possut sohu;éo, Recentemente, Clément-van der Vorst[11] e I4e1me1~.\&a.1tmez{ 8] mostraram

que, se off < 1 entdo {2.1) possui uma unica solugdo.
Consideremnos o segninte sistema m-acoplado
—Bug = uZiem ), Ve=1....m

;- Dem O, Vi=1,. m ' {2.2)
u; = 0 sobre g0, ¥i=1,....m

onde 0 C RY ¢ um dominio limitado e suave, N 22, a; > 0, Vi=1,....m

Pelos exemplos 4.3 do capitule 1 e 3.3 do capitulo 2, sabemos que, se 0 =

rrL . - _i
e o < el p ou [iLy e < 1, entao (2.2) possui solugao.

Zn’z .Zwr—.'-l(z—z Fir—] a 3}}+ o — T'ﬁo{ﬂ;—l

(s resultados acima fortalecem as seguintes conject.uras:

Conjectura 3.2.1: Suponhamos que § < T }3 1'(1_1,,, T ~ -(-;—2} se N > 3.

) N+m

Entao. {2.2) possui, pelo menos, uma solugdo (1, ..., ) € (C2*{Q))™.

=]
s



Ceonjectura 3.2.2: Suponhamos que ( é estrelado, N > 3 ¢ wuz mnfflail:ll
3 i { J'=1{ iy aai}}-}-m -

1=

“‘T‘;'?"E"{}"':“é")“ Entdo, {2.2) ndo possui solugio em (Czrﬁ(ﬁ))m.

Conjectura 3.2.3: Suponhamos que I, a; < 1. Entdo, (2.2) possui uma tnica solugio

{'i*’-'i.-.---w'f-"r:r;) & (('zw{‘ﬁ'))m

OBS 3.2.1: Na verdade, a conjectura 3.2.3 trata da unicidade de solugio para (2.2), pois a

existenciz fol mostrada no teocrema 2.3.6.0

Agora, consideremos o seguinte sisterna m-acoplado

— Ny = uli b g, em £, Vis 1, m
w; >0em{l, Va=1,..,m (2.3}
u; = {J sobre 981, Vi = 1,....m,

onde O C BY é wm dominio limitado e suave, N 2 3, ooy > 0,Vi = 1,...,m.

B 1983, Brézis e Nirenberg[6] mostraram que, quando m = I, N 2 4, oy = %it:i- 2

iy € (0,290, (2.3) possul solugho em C%°{Q2). Posteriormente, Pucel e Serrin{32] genera-
lizaram este resultado para egquacio poliharmdnica com condigio de fronteira de Dirichlet.
Recentemente, Hulshof, Mitidieri ¢ van der Vorst[33] analisaram a questéo de existéncia de
e para (237 Eles - _ . N-2
solugdo para (2.3}, Eles mostraram que, quando m = 2, N > 4, — +1 -+ mH = oIat e
fapa < A3, {2.3) possui solugio em (CH7(0))% Observemos que a condigio pyps < Al é

natural, Para ver isto, reescrevemos (23) COIO
>3
Uy U U
—L = A +{ 1) em Q
s i) g
Uy {0
= sobre ),
iy {}

) _ 0 44
11 EEEr e F {, £ A=
oude £ = diog{ A, Ay e A ( 1 0 ) i

(2.4)

Agora, a condigdo em questdo pode ser escrita como p{A) < Ay, justificando a afirmagic

acima, Portanto, pela observagiio 2.2.3, é razoavel esperar o seguinte resultado:



m
o

Conject 3.2.4: 8 . > N = 0 T ! o 4 mo
onjectura 3.2.4: Suponhamosque N 2> 4 S e ey N e flios gy <

A7, Entao, {2.3) possui, pelo menos, uma solucio (g, tm) € (Oz*"(ﬁ))m.

Para finalizar este capitulo, gostarfamos de fazer algumas observagdes relativas aos teo-
remas 2.3.1 - 2.3.4.
Consideremos o segninte sistema m-acoplado
—Dy = flus,em @, Vi=1,..,m

i~ Gemfl Vi=1,..,m
1 w; = ) sobre ), Vi=1,...m,

——
| S
At

s

onde @ C R é um dominio Hmitado e snave, N Z 2, f;: R, — R, é uma fungao continua,

i =

i

e I

Suponhamos que

lim M = a; lim f—{%ﬂ = b, Yi=1,..,m, (2.6)
sumhon gH P L ]

onde o0 3 € (0. Foo), b€ [0 +oc)h Vi=1om, e 12 00 = L.

Pelos teoremas 2.3.1 e 2.3.3, sabemos que, se [I2, 8, = Le b = 0, Vi = 1,....m, ou
el e ] A
k=l {ng:c wcf) +1

=1 Vi=1, . m, e TT, b <A™, e TI7, aff = mAy, onde ¥ = cmresroy
: d g : f i 1 s Hg_,‘; ; L i Zm;{.zxwl{n T

=1 gek ﬂd}.}) +
i

¥ = 1.....m, entio (2.5) possul solugaoe forte, desde gue os ¢/'s satisfacam (H.5) do capiiule
2. Claramente, {H.5} é uma hipdtese artificial. Por outro lado, pelos teoremas 2.3.2 ¢
234 {on observacdo 2.2.3), concluimos que, quando ¢; = 1, Vi = 1,...,m, a hipdtese acima
de nac-ressonhncia no infinito pode ser methorada para [{.,; a; = AT, Consequéniemente,
acreditamos que a condicdo de nic-ressondncia no infinito utilizada nos teoremas 2.3.1 e
2.3.3 pode ser refinada. Da mesma forma, conjecturamos a existéncia de condi¢bes de
nao-ressonancia na origem para fAis mals gerais que os tratados acima, ou seja, guando

o8 = 1. Portanto, condigdes gerais de nao-ressonancia para sistemas m-acoplados é

winta guestio em aberto,



Obviamente, poderfamos conjecturar muitos outros resultados razoivels. Entretanto,
acreditamos que um estudo dos problemas acima, abriria caminho para andlise de outras

quesioes.
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Apéndice

Seja © € R um dominio limitado, N > 2. Consideremos 05 seguintes operadores de
segunda ordem

S

N
131 = L ALJ( )DM ‘> F}gb( )Dk'i‘(( )

k;r:[

Ly = T DA () D)) + elz), Yz € Q.

k=1

Suponhamos que 0s operadores £ e L 530 estritamente elipticos, isto é, Jov » 0 tal que

YA; SN h; )fu; =0 i £ | Vo €0, V€ RN

A seguir, enunciaremos alguns resultados cléssicos da teoria das equagbes diferencials

parciais elipticas.

Lema A.1{Hopf): Suponhamos que Ay, by, ¢ € L), VA =1, N, ec <0 em L
Assuma que v € C2HO) satisfaz Liu < 0 em Q. Seja 2o € 98 tal que

{+} ¥ & continua em g,

(17} u{re) < u{a). Vo € @,

{117} 08 satisfaz a condicao da esfera interior em xg.

|2

ntao, a derivada normal exterior de u em xg, se existe, satisfaz

i
e Y=< 0.
EY u{zg) < 0

Dem: Veja o lema 3.4 em [34].8

Lema A.2 (Principio do maximo cldssico): Suponhamos que Ay b, ¢ € L=(0),VE, 7 =
Lo.Nece<0em Sewe CHOIN C{%Y) satisfaz Liu > 0 em (), entdo max, g u{z) <

52



maxzean t{z). Além disso, u nio pode atingir um méximo nio-negativo em 11, a menos
que u seja constante,

Drem: Veja os teoremas 3.1 e 3.5 em [34].2

i

Lema A.3 (Principio do méximo generalizado): Suponhamos que Ay, ¢ € L®(Q), Vk, j
LN, ee £ 0em L Sew e HYQ) satisfaz Lou > 0 em £, entho supyequ{r) <
SUP,ean U (),

Dem: Veja o feorema 8.1 em {34].8

Lema A.4 (Principio do miximo de Aleksandrof): Suponhamos que Ay, b ¢ € L2(0),
Vi o= 1., N, ec < 0em ) Seja f e LNQ). Se v e W2N() N C) satisfaz
Lyuw 2 [ em Qgtp). entdo existe b > 0. independente de f e u, tal que sup equ{z) <
SUpoean Wat + k1 F v - Aldm disso, se v € WEN(Q) satisfaz Lyu > 0 em £, entdo v ndo
pode atingir um maximo ndo-negativo em §2, a menos que « seja constante,

Dem: Veja os teoremas 9.1 e 0.6 em {34].8

Lema A.5 Suponhamos que 0 é de classe C* Ay, by, c € C°(0), Vh,j = 1,.., N, ec <D

emi 2. Se f & (1) e p € (2™(D1) entdo existe wma tinica funcio u € C**(0) tal que

—Lyu="fem O
w = 0 sobre O
Além disso, existe b = 0. independente de f e wu, tal que || u |2 A ¢ jaw +

iF )

Dem: Veja o teorema 6.14 em [34].®

Lema A.6 Suponhamos que Ag; € L=(QYNC), b, e € L7(Q), Yk, 7 = 1,...,N. Sejam
pE{ldec)e f € LO). Sewe WEHQ) N LP(Q) é sclugio forte de Lyu = f em £, entdo
para cada ' CC Q. existe b > 0. independente de f e w, tal que || v |lyreon< Al v s +

U ey
Dem: Veja o teorema 9,11 em [34].®

Lema A.7 Suponhamos que () é de classe CP', Ay € C{Y), b.c € L=, Yk, =
L. N.ec < Oem . Sep € {l+oo) e f € LP(Q) entdo existe uma unica fungao

83



w € W22 N WL P(Q) tal que

~Lynz= fem O
u = {) sobre 00

Além disso, existe k > 0, independente de f e u, tal que || u lwer< k| f llze.

Dem: Veja o teorema 9.15 em [34]. ®
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