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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Apresentacao

Os problemas estudados nesta tese sao os seguintes:

O Problema de Inequagoes Variacionais
Dada F : IR™ — IR" ¢ Q) C IR™ um conjunto convexo e fechado, encontrar
z. € {1 tal que

{(F(e.),w — z,) > 0, para todo w € Q. (1.1)
Este problema é denotado por VIP(F ).

O Problema da Complementaridade
Este problema, que é o caso particular mais importante do VIP(F, ),
{Q = IRY}). Consiste em encontrar z. € IR} tal que

F{z,}) >0, 2, > 0, 2] F(z,) = 0. (1.2)

Este problema é denotado por NCP(F), Quando a func@o F do problema
é linear (i.e.: F{z) = Mz + ¢) o problema chama-se de complementaridade
linear e ¢ denotado por LCP{M,q).

Os problemas NCP e LC P serdo estudados como parte de um problema
mais geral: o problema misto, onde o conjunto {2 é uma caixa.



Também estudaremos dois problemas que nao sao casos particulares do

problema de inequagoes variacionais:

O Problema Horizontal
Dadas Q, R € R™ ", encontrar z, z € IR?, tal que

Qr+Pz=b, 27z=0.
Este problema sera denotado por HLC P((Q, R, b).

O Problema NCP-Generalizado
Dadas G, F : IR® — IR", encontrar r. € IR", tal que

F(z.) 20, G(z.) 20, F(z.)G(z.) =0
Este problema sera denotado GNCP(F,G).

O seguinte diagrama ilustra as relacées entre os problemas

(1.3)

VIP
Histo
l_ - 3
NCP |
mo:w:‘t‘:ﬁlf =1 |
| : i l
N

I

l NCP -Generaljzado



A motivagao para estudar os problemas de inequagbes variacionais e seus
casos particulares provém em principio da necessidade de dar uma resposta
eficiente a resolugao do problema do equilibrio geral e suas aplicagoes: teoria
de jogos, producao, consumo, taxagao e subsidios, emprego e salario, “spa-
tial price equilibrium”, “invariant capital stock”, o problema de produgéao de
Nash-Courton, “ traffic equilibrium problem”, etc. Em todos estes proble-
mas as condicdes de equilibrio podem ser formuladas como um problema de
inequacdes variacionais ou como um problema de complementaridade. Além
disso, em um trabalho recente, Ferris e Pang [26](1996) apresentam aplicagoes
importantes em engenharia, como problemas de contacto mecéanico, proble-
mas de estrutura mecanica, “nonlinear obstacle problems”, problemas de
lubrificacao eletrodindmica, etc. Gabriel e Kydes [46](1995) aplicam o pro-
blema da complementaridade nao linear ac modelo matematico para a com-
putagao do equilibrio entre preco e quantidade de combustivel no sistema
energético dos E.U.A., chamado projeto NEMS (The Nationa! Energy Mo-
deling System).

Inicialmente, os métodos para resolver os problemas de equilibrio ge-
ral basearam-se nos resultados obtidos no trabalho de Lemke e Howson
[82]}(1964). Estes métodos chamaram-se de ponto fixo ou homotépicos, pela
estratégia usada. Ainda hoje, muitas aplicagbes sdo resolvidas de forma efici-
ente por estes métodos {ver [54],[114],[121]). Mas o crescimento da economia
e as planificagdes industriais sofisticadas requerem a resolugao de problemas
de grande porte. O melhor exemplo disto é o projeto PIES (Project Indepen-
dence Evaluations System) ([57]). Nestes casos os métodos tradicionais sao
ineficientes, e ainda no caso de problemas de porte médio eles 4 apresentam
dificuldades.

QOutra estratégia tradicional para resolver modelos de equilibrio estd ba-
seada na possibilidade de que o problema de inequagdes variacionais venha
a constituir o conjunto de condi¢des de primeira ordem de um problema de
minimizagao, cuja funcdo a minimizar seria da seguinte forma:

flz)y = fol Fzg+ t{z - mo))T(a: — Zo)di

onde zo € IR™ € um vetor arbitrario e a fungao F € continuamente dife-
renciavel.



Para que isto seja possivel € necessario que o Jacobiano de F seja simétrico
(ver [101]). Esta condigao é muito restritiva e dificil de ser satisfeita em
muitos exemplos praticos (ver {7], [18]). Logo, esta estratégia nao ¢ uma boa
alternativa aos métodos de ponto fixo ou homotopicos.

Diante da ineficiéncia provada para resolver problemas de grande porte
dos métodos homotépicos ou de ponto fixo e da falta de generahidade da
estratégia de integragdo, fica justificada a assergao de Harker e Pang em
([57]):  Os problemas de inequagdes variacionais em dimensao finita e de
complementaridade emergem como os candidatos a encher o vazio deixado
pelas estratégias de otimizagdo e de ponto fixo”.

O problema horizontal serve de marco para a maioria dos algoritmos de
pontos interiores do tipo primal dual, e caracteriza as condigbes de Karush-
Kuhn-Tucker do problema de programagao quadratica, como estd explicitado
em [6], [41], [53].

O problema NCP-Generalizado, proposto por Fukushima e Kanzow em
[70], é uma generalizagéo do problema de Quasi-Complementaridade ou tam-
bém chamado problema de complementaridade implicito, e tem suas aplicagdes
nas versoes discretizadas do problemas de controle impulsional e parada
6tima. Estes problemas estao descritos nos trabalhos de Pang [104], [105]
e de Noor [99], [100].

Os fatos citados acima revelam a necessidade de encontrar formas efici-
entes de resolver diretamente o problema de inequagbes variacionais e com-
plementaridade. Esta € a principal motivagao desta tese.

Para alcangar o objetivo proposto, estabelecemos uma equivaléncia dos
problemas que nos propomos resolver neste trabalho (que chamaramos de
originais), com problemas de otimizacdc equivalentes com restrigbes simples
(caixa), nio pela integra¢ao da fungdo F (cuja limitagdo ja foi indicada), mas
pela formulagao de um problema de otimizacéo com fungao objetivo tal que
seus minimizadores globajs fornecam as condigées para que o problema

Bﬂéifrli(F(a:* he — z.)

tenha como solugdo z., solugdo do problema original. A fungao objetivo do
novo problema constitul uma fungédo de mérito para o problema original.

Com isto conseguimos a equivaléncia dos minimizadores globais do pro-
blema de otimizagdo associado com as solugbes do VIP(F,(}), sem colocar
nenhuma condigao sobre a fun¢ido F do problema original.
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Embora existam bons métodos para resolver o problema de otimizagao
global em alguns casos particulares (por exemplo o problema de programagao
quadratica (ver [35], [60], [108])), este é sempre um problema dificil. Encon-
trar pontos estacionarios € muito mais simples e todos os métodos tradicionais
de otimizagao fazem isto com sucesso comprovado na pratica. Isto justifica
a busca de condigoes sobre F' para que os minimizadores locais (ou outros
pontos criticos) do problema de otimizagio associado sejam minimizadores
globais, de maneira a conseguir a equivaléncia entre os pontos estacionarios
e as solugbes do problema VIP(F Q).

Resumindo, os passos seguidos para atingir nosso objetivo sio os seguin-
tes:

(1) Formular uma func¢io de mérito;

(2) Formular o problema de otimizagao equivalente;

(3) Encontrar a equivaléncia com os minimizadores globais;
(4) Encontrar a equivaléncia com os pontos estaciondrios.

Embora os problemas horizontal € NCP-generalizado nio sejam casos
particulares do VIP(F,}), estes também podem ser resolvidos usando a
estratégia anterior.

A principal contribugao deste trabalho é a formulagao, para todos os ca-
sos, de um problema de otimizac¢ao equivalente, cuja funcio de mérito tem
o mesmo grau de diferenciabilidade que as fungdes envolvidas no problema
original. Além disso, as propriedades tecdricas que obtivemos fazem que na
maioria dos casos, as exigéncias feitas ao Jacobiano de F para obter a equi-
valéncia com os pontos estacionarios, sejam iguais ou menores as exigidas
nos trabalhos existentes para solucionar os mesmos problemas.

Além disso, o problema de otimizagio equivalente € simples e computéavel
{e o que nao sempre se verifica nas outras estratégias conhecidas).

No capitulo 2 apresentamos a equivaléncia do VIP(F,§) com problemas
de otimizagdo com restri¢does de calxa ou restrigdes lineares(politopo) e as
diferentes condigdes que tem que ser pedidas a funcao F do VIP(F,§) para
obter a equivalencia com os pontos KKT. No Capitulo 3 fazemos uma par-
ticularizacdo dos resultados para o caso em que {} ¢ uma caixa, definiendo
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para isto uma no¢io de regularidade. No capitulo 4 apresentamos a resolucio
dos problemas horizontal e NCP-generalizado. No capitulo 5 desenvolvemos
uma teoria de pertubagdes que nos permite estender os resultados para o
caso em que a funcdo F' é mondtona. Baseado nesta teoria apresentamos um
algoritmo de tipo homotdpico, a teoria perturbagoes tem resultados tedricos
e praticos originals muito interessantes. No capitulo 6 apresentamos também
um algoritmoe para a resolugao de sistemas nao lineares indeterminados com
restrigbes, que tém uma aplicacao imediata na resolugao dos problemas ana-
lisados nesta tese. Para este algoritmo desenvolvemos uma teoria completa
de convergéncia.

A seguir daremos a notagao usada nesta tese € algumas defini¢des e re-
sultados basicos.

1.2 Notagao.

¢ Denotaremos por || - || a norma Euclidiana de IR" e a norma matricial
associada.

e Seja § € IRy e zy € IR™, chamaremos

Bp(zo) ={zx € R" | ||z — xo|| < B}
4 bola com centro em zg e ralo S.
s Se g{z) = (q(2),--.,9n(2))7, denotaremos
gi{z) = Vai(a)"
paratodoi=1,...,ne

d'(z) = (Va(a),...,Vgm(z))"

Como ¢ usual, V2g; denota a maitriz Hessiana de g;.
3 g g

10



Se Be IR™*", B> 0 (B > 0) indica que B ¢é semi-definida (definida)
positiva.

Chamaremos

R ={zecR" | z > 0}.

A i-ésima componente do vetor x sera denotada [z];. No entanto, se
nao houver ambiguidade, sera denotada simplesmente por z;. O mesmo
acontece com as matrizes, [A); ; € a componente que representa a linha
¢t e a coluna j de A, também neste caso usaremos ¢; ; quando o contexto
o permita.

Denotaremos por {ej,...,e,} a base canénica de IR™.

Dado um vetor y € IR", a matriz diagonal de IR**" gerada pelo vetor
y sera denotada por Y, ou s¢ja,

Y = diag(y)

onde
iY];; =y paratodo i, € [Y],‘J =0, se 2}

Sejar € IR, e y € IR", definiremos y" da seguinte forma

r

r T
¥ = (¥l ).

Logo,

Y" = diag(y")

Seja a seguinte caixa

Q:{.TEIRH l 12,‘2(1{, iEI]UIQ, Iiéfg, iEIzUIs},

11



onde Il = {1,...,31} e Iz = {Sl + 1,...,52}, I:_z, = {52 -+ 1,...,53},
coma € R*? et € IR*™*, e também chamaremos 7 = {1,...,n} e
I4 = {83 + 1,...,?’1}. .

O vetor z € IR" sera composto da seguinte forma:

T T
o7 = ((="), &), )T, (=)
Onde ' € IR*, 22 ¢ R~ 23 ¢ JR»~% ' ¢ [R"%.
Assim, definimos z € IR, & € IR**™", por

X 0 0 0
o x2 0 o
X=10 0 % o
0 0 0 X,

Onde, X] € IRslxs], X2 c -IR”_EIXSZ_”': X3 € Bsa—ssza—32’X4 e
IRr—s3Xn=% onde:

X1 = diag(z'), X = diag{z?), X3 = diag(z?), e X4 = diag(z?)

Conseqiientemente, definimos X € R#*% ¢ X ¢ JRs2-s2xs3=s2_ por
5 X 0
X =
(%2

- [ Xy 0

X = ( 0t Xs )
Seve R*,0=(0,...,0)T € IR"*, denotamos

(v,0)" = (v7,07)".
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Se(=1(0,...,00T € R",r € R**,0={(0,...,0)T € IR**, denota-

maos ~ ~
(0,7,0)" = (07, r7,0T)7

e Dada A € JR™*" denotaremos por O, a matriz na qual as colunas
formam uma base do nicleo de A. Ainda mais, por £ denotaremos a
matriz na qual as colunas formam uma base do seguinte subespaco:

{ceR"'|Ae =0, z:1=... =1z, =0}

¢ A submatriz da matriz M, indicada por um conjunto de indices & € 5,
sera denotada

[M]or.ﬁa

e seus elementos serdo, m,;; comi1€aej € g, e
Mla = Muyn.

Também

Fé,cx(m) = (iagj;gx)

LEﬁTJEa
denotara a submatriz do Jacobiano da fungio F computada em z.

1.3 Definicoes e resultados

1.3.1 Definicoes

Definigao 1.1. Dizemos que o problema LCP(M,q) ¢ factivel se existe z €
IR tal que Mz + ¢ > 0.

13



Definigdo 1.2. M € IR™" € dita uma

(a) Qo-matriz, se LCP(M,q) é factivel para todo ¢g. A esta classe
chamaremos de Go.

(b) Q-matriz, se LCP(M,q) tem solugio para todo g. A esta classe
chamaremos de Q.

(c) Sp-matriz , se existe 0 # = 2> 0 tal que Mz > 0. A esta classe
chamaremos de Sp.

(d) S-matriz, se existe £ > 0 tal que Mz > 0. A esta classe
chamaremos de 5.

(e) Py-mairiz, se todos os menores principais sac nao negativos. A esta
classe chamaremos de F;.

(f) P-matriz, se todos os menores principais sio maiores que zero. A esta
classe chamaremos de P. )

(g) matriz semi-definida positiva, se para todo x € IR se campre z7 Mz >
(h) matriz definide positiva se, para todo 0 # = € IR" se cumpre z7 Mz >

(1) matriz coluna-suficiente, se dado z € IR™ se cumpre,

{z:{Mz]); <0 para todo 7} = {z[Mz}; =0 para todo ¢}

(j) matriz linha-suficiente, se MT é coluna-suficiente.
(k) matriz suficiente, se ela é coluna-suficiente e linha-suficiente.

(1) H-matriz, se existe d € IR® com d > 0 tal que para todo i = 1,...,n
imat > Y lmisld;.

#]

A esta classe chamaremos de H.

14



(m) ([110]) M -matriz se existe s > 0 e B € R™™ com B = (b;), b; > 0,
e s > p( B), onde p(B) € o raio espectral de B, tal que M = sI — B.

Definicao 1.3. Seja ) C IR", fechado e convezo, a funcdo F' : IR® — IR™ ¢
dita

(a) mondiona sobre {1 se

(F{z)—~ F(y),z-y) >0 Vz,yc il

(b) estritamente mondtona sobre §) se

(Flz)— Fly),z—y)>0 Vr,ye Qe #y.

(c) fortemente mondtona de modulo p sobre 1, se existe p > 0, tal que

(F(z) - F(y),z —y) Z pllz - y|* Vz,yeq.
(d} Coerciva sobre §} se existe um vetor z, € §} tal que

P(2)(z — ao)

= o0,
2€Q,|jzf|— o0 ||

(f) Po-fungdo sobre £ se
max {(Fi(z) - Fi(y))(zi —y:)} 20 Vz,yeq.

1<i<n

(g) P-fungdo sobre {1 se
max {{Fi(z) — Fi(y)){z: —9:)} >0 Vz,yeQ, z#y.

1<i<n

(h) fungdo P-uniforme sobre {1 de médulo g, se existe um escalar u > 0
tal que '

max {(Fi(z) — Fi(y))(z: — 3:)} > pllz — il Yo,y e Q.

1<i<n

15



1.3.2 Resultados

Proposicdo 1.1. [17], [28], [29], [110}. Seja M € IR**",
(1)

(a) Se M ¢ definida positiva, entdo M € uma P-matriz.
(b) Se M € uma P-matriz, entdo M € uma S-matriz.
(c) Se M € uma S-matriz, entdo M € uma Qo-matriz.

(ii)

(a) Se M € semi-definida positiva, entio M € uma Py-matriz.
(b) Se M € uma Ps-matriz, entdo M ¢ uma Sp-matriz.
(¢) Se M € uma Sp-matriz, entio M ¢é uma Qo-matriz.

(i1i)

(a) Se M € definida positiva, entdo M ¢ semi-definida positiva.
(b) Se M ¢ uma P-matriz, entdo M é uma Py-matriz.
(c) Se M € uma S-matriz, entdo M € uma Sy-matriz.
(d) Se M ¢ uma Q-matriz, entdo M é uma Qo-matriz.

(iv)

(a) Se M € ume P-matriz ou semi-definida positiva, enido M € uma
matriz suficiente.

(b) Se M € coluna ou linha-suficiente, entdo M € uma Py-matriz,

{¢) Se M € uma H-matriz ou M-matriz, entdo M ¢ uma P-matriz.

Proposigao 1.2. {17],(28], [94]. Seja M € IR™*"

(a) M € uma S-matriz se, e somente s¢, {y |y > 0,ATy < 0,y # 0} €
vazio. -

(b) M € uma Sp-matriz se, e somenie se, {y |y > 0, ATy < 0} € vazio.
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Proposicao 1.3. [93], [94], [101]. Seja F: R* — IR ¢ F € CY(Q). Entdo:

(i) F(z) € mondiona sobre Q se, e somente se, F'(x) ¢ semi-definida
positiva sobre £2.

(ii) Se F'(z) ¢ definida positiva sobre Q, entdo F(z) € estritamente
mondtona sobre €.

(iii) Se F'(z) € ume P-matriz sobre §, entdo F(z) € P-fungdo sobre §.
(iv) Se F'(z) € Po-matriz sobre §}, entdo F(x) é Fo-funcdo sobre (1.

Proposicio 1.4. [28]. Seja M € IR™™ uyma P-malriz, entdo para todo
u € IR™ com u # 0, exziste D, > 0 matriz diagonal, tal que

w'D . Mu > 0.

Proposicao 1.5. [28]. Seja M € IR™™ wma S-matriz, entdo para todo
u € IR™ com u > 0, existe ¢ tal que

[MT‘UJ]; > (.

Proposicio 1.6. (28], [95]. Seja F': IR* — IR™ uma Py-fungdo, € > 0,
entdo F(z)+ ex € uma P-fungdo.

Proposicao 1.7. [57], [93] Dade Q € IR™, ndo vazio, convezo e fechado, se
F(z) € uma funcdo P-uniforme , entao o problema VIP(F,Q} tem solugdo
e € unica,

Proposigao 1.8. [21] Seja F : R* — IR™ continua. Se Q € limitado e ndo
vazio, entdo o problema VIP(F,§}) tem solugio.

Proposicao 1.9. (Teorema Frank-Wolfe) [37], Se a fungdo f: IR" — IR
€ quadrdtica, limitada inferiormente sobre o politopo I € IR", entdo f atinge
seu valor minimo sobre I'. (i.e., existe x. € T, tal que f(z.) < f(z), para
todoz €T.)
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CAPITULO 2

O problema de inequacoes
variacionais (VIP)

2.1 Apresentacao

Neste capitulo, trabalharemos com o problema de inequagdes variacionais
(1.1), para um conjunto § definido da seguinte maneira:

Q={z€R"|g(z) <0, Az = b,
z; 2 e, set € LUT,, 7, <1, se1 € I UT) (2.1)

onde g = (g1,...,9m )7, gi € C*(IR™) é convexa para todo ¢ = 1,...,m,
A & ﬂ%qxn, I} = {1,...,31} Iz = {31 =+ 1,...,52} € Ig = {32 + 1,...333} cCOom
c€ R? ef € [R5,

Observe-se que este conjunto inclui os casos particulares j4 mencionados
como NCP, LCP, o problema misto, aquele em que {2 é um politopo e também
inclui o VIP quando o conjunto € dado somente por restrigoes de desigualdade
convexas.

Chamaremos

Q. ={zeR" |a;2¢c,1€hiUDL, ;<t, 1€ LUTL}.

Rescrevemnos o VIP(F, 1) como um problema de otimizacao equivalente
com
(i) Restrigoes simples {caixa)
(ii) Restrigoes lineares {politopo).
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2.2 Equivaléncia com um problema de oti-
mizacao com restrigcoes simples (caixas)

Seguiremos os passos ja explicados na introdugao.

(a) A Funcao de Mérito Proposta

Seguindo estratégias similares as feitas em [40] e [41], definimos nossa
func¢ao de mérito como f: Q. x IR} x IR x IR x IR? x R?™™ — IRy, da
seguinte maneira

flz,y, z,u,0,7) = | Fz) + ¢'(2)Ty + ATu — (v,0)" + (0,7, 0)°1"

+p1llz + g(z)||* + pall Az — bl}*

+p3 [(i(y;z;)‘) + (i((:rf - Ci)vi)l) + (i((fi - m;)r;)‘) ]

onde P1, P2, P3,Pp > OaI > 0.
Observe quesep> 1,12 1e p, | € IN, a funcio de mérito proposta tem
o mesmo grau de diferenciabilidade que as func¢ées do problema original (F

€ g;).
(b) O Problema de Otimizagao Equivalente

Minimizar f(z,y,z,u,v,7)

y 2 0
z 2 0
Sujeitoa < v = 0 (2.2)
r > (0
z € 0.

Este problema que estamos propondo, a pesar do aumento no nimero de
variaveis, tem as seguintes propriedades:
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(a) A funcéo objetivo proposta nao deteriora o grau de diferenciabilidade
préprio do problema original.

(b) A fungao objetivo é totalmente computével.
(c) As restrigdes sao canalizagdes simples.

As outras estratégias para resolver este problema, propostas por Fu-
kushima ([42] e [43]), nos trabalhos do mesmo autor com Taji, Ibaraki e
Yamashita ([71], [118], [126] e [125]), e também no trabalho de Wu, Florian e
Marcotte ({122]), possuem uma fungao de mérito com as mesmas caracteris-
ticas de diferenciabilidade que a nossa, mas nelas o problema de otimizagio
equivalente estd baseado em projecoes sobre o conjunto (1. Isto faz com que
a funcao seja computavel s6 em casos muito especiais, como por exemplo
no caso em que o conjunto é um politopo. Fukushima e Taji em [11€6] e
[117] tentam usar este fato linearizando as restrigdes. Mesmo nestes casos a
implementagio é limitada e de duvidosa eficiéncia.

Qutros trabalhos como os de Jiang [62], Jiang e Kanzow [72], Jiang e
Qi [65], Xiao e Harker [123] e [124], Chen e Harker [8], Facchinei, Fischer e
Kanzow [22] e [23] usam para resolver este problema a estratégia de coloca-lo
como equivalente a um sistema de equagdes nao lineares nao diferenciivel.
Os métodos propostos siao do tipo Newton e Newton inexatos em suas versoes
nao diferencidveis. Embora estas estratégias sejam implementaveis compu-
tacionalmente, os métodos usados para resolver estes problemas sio muito
especializados. Nossa estratégia tem a vantagem de permitir a aplicagio de
qualquer método de otimizagados conhecido. Além disso, na nossa abor-
dagem as exigéncia tedricas feitas ao Jacoblano da fungdo F do problema
original para se obter a equivaléncia com os pontos ‘estacionarios sdo iguais
ou mais fracas que em qualquer uma das estratégias mencionadas acima.

(c) A Equivaléncia com o0 Minimo Global

Antes de apresentar o teorema de equivaléncia, daremos uma definicao
que nos serd util,

Definicao 2.1. Dizemos que §) satisfaz uma “constraint qualification” (ver
[8]) se uma das seguintes condigdes € verdadeira:
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(i) g; sdo fungbes lineares para todo i =1,...,m;
(ii) {Condicdo de Slater). Se exziste z € (1, tal que

g:(z) < 0 para i€ {l,...,m},
Z; > ¢ para 1 € 1, U 2y,
z; < t; para t€ L, UZ;.

Teorema 2.1 Se () satisfaz uma “constraint qualification” ¢ z, € uma solugdo
do VIP(F,QY), entio existem z,,y. € IR}, u. € IR?, v, € IRY?, r, €
IR*=91 tais que {Tu,Yu, 2oy Un, Vuy Ta) € um minimizador global de (2.2) e
F(Tuy Yur Zay Uy Vsy 7)) = 0. Reciprocamente, se (Tv, Yo, Za, s, Un, T} € Lal que
Te € Qo 420, 2.20, 0. 20, 1, 20, & flzs,¥a, 2u, U, 0, 7)) = 0 (e,
um mintmizador global de (2.2)}, entdo . € uma solugdo do VIP(F, (1),

Demonstragao. Se z. € (), ésolucdo do VIP(F, 1), entdo para todo w € 2,
se cumpre

(F(z),u) > (F(z.), 2.)
Logo, . € o minimizador global do seguinte problema de programagao linear

Minimizar (F(z,}, w} sujeita a w € §2. {2.3)

Dado que €} satisfaz uma “constraint qualification”, as condi¢des de otimali-
dade do problema 2.3 cumprem-se, € sdo as seguintes: existem z.,y. € IRT,
u, € R v. € IRY?, r. € IRY™, tais que

Fz,) 4 ¢'() 9 + ATuy — (02,007 4+ (0,7.,0)* =0, z. € Q.

gla.) = =z, Az, = b, 7z, =0. (2.4)

Deste modo , f{@., Y, 25, tas Uay ) = 0, € dado que f{z,y,2,u,v) > 0, entio
(Zus Yus Zay Usy Ve, Tu ) € um minimizador global do problema 2.2.
Reciprocamente, s€ f(Z., Yu, Ze, Usy Vs, o) = 0, com z, € Q, 2.,y € RT,
u. € IR, v, € R}, r, € RP™", claramente z. € {} e se cumprem as
condigoes de primeira ordem para o problema 2.3, em conseqiéncia, z, €
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solugao do VIP(F,{l). QED

E importante notar que no caso da equivaléncia com o problema de oti-
mizagao global, nao é preciso exigir nenhuma condigao sobre a funcao F do
problema original. Com isto podemos dizer que a equivaléncia verifica-se
com qualquer problema VIP(F,{l), onde Q cumpra uma “constraint quali-
fication™.

A condicdo da “constraint qualification” nao pode ser removida, Isto fica
claro no seguinte exemplo.
Exemplo 2.1: Consideremos n = m = 1, ¢ = s = 0, p; = p3 = 1,
g{z) = 2%, F(z) = 1. Aqui, o unico ponto factivel é z = 0 e o problema
equivalente €:

Minimizar f{z,y,2) = (1 + 2zy)? + (2® + 2)* + (y2)*
sujeita ay > 0, z > 0,
e € claro que f(0,y,z) > 1, para todo y,z € IR,.
(c) Equivaléncia com os Pontos Estaciondrios

Os resultados de equivaléncia com os pontos estacionarios serdo dados
para trés casos diferentes.

Caso geral
Neste caso nao colocaremos nenhuma condigio sobre o conjunto Q. O
teorema de equivaléncia é o seguinte:

Teorema 2.2 Se (2., Y., 2a Us, 00, o} € R X RT x IR} x IR x R x IR% %

€ um ponto estaciondrio de (2.2) comp> 1,121, p+1> 2 € §) ndo vazio,
se

07 |F'(z.) + Y [¥-)iV2gi(z.) | O > 0,

i=1

entdo z, € a solugdo do VIP.

22



Demonstracio. Seja (z., Y, 2., U, ¥, T) um ponto estacionario de (2.2).
Chamaremos

H = Fl(z.) + Y luliV0(z.), (2.5)

=1

wy = F(z.) + ¢'(2)7ye + ATuw ~ (v.,0)"+ (0,7, 0)", (2.6)

) 6 00
T=(0T 0],
000

onde V,C,R,T € R™", V,C ¢ IR*** R T € R%-"*%~9_{ g JR"*" ¢
C = diag{c), V = diag(v.),R = drag(r} e T = diag(t). Além disso, definire-
mos Y € R™*™, Z2 € R™™, X € IR"*" da seguinte maneira:
| Y = diag(y.), Z = diag(z.), X = diag(z.),
e também
wy = g(T.) + 2, (2.7)
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0y = L)y 0 = 3ol = @loah b= (0 - (o1

As condigdes KKT sao0 as seguintes:

Existem o € RY, B € R, n € RE™, v € R¥™,vy¢€ R}, p € IR},
tais que

2Hw, + 2p19'(2.) ws + 292 AT (Az. — b) + plpab} ' (X = C)V)' " (va, 0

— plpa02 Y (T — XVR)1(0,7.,0)f — (2,0 + (0,9,0)t = 0, (2.8)

2¢'(z.)wy + plps® (Y Z) 1 zs — 4 = 0, (2.9)
2p1wy + plpab] (Y Z) 'y — = 0, (2.10)

Aw; = 0, (2.11)

— 20y + plpsy H{(X = COW)Y HE—e) - =0 (2.12)
Uo; + plost (T — XOR) 't —5)—v=0 (2.13)
(Zo — ) =0, (2.14)

(t—#l)n =0, (2.15)

yIy =0, (2.16)

zIp =0, (2.17)

I8 =0, (2.18)
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Ty =0, (2.19)
x € ., (2.20)

-’ElZUgU*Zojy‘tzo'sz*zo!r*zo‘}nzoi
v20,a>20,820v2>0,u20. (2.21)
Por (2.9) e (2.10), temos que

29’ (z.)wy = —plpsbl ™ (Y Z) 20 + 7

21wy = —plpabl (Y Z)" 'y + po.
Desta forma, por (2.16) e (2.17),
tpw] ¢ (z.) we =

(—plpsty (Y Z2)' " zu + 11T [—plpsbl (Y Z)' 'y, + p]
= p' Pty (Y Z)P % + 4T (2.22)
Por outro lado, por (2.12) e (2.13), obtemos

2, = plpat (X — C)V)' (. — <) — B, (2.23)

2y = —plpaf2 ' ((T — X)R)Lt — ) + v (2.24)
Usando (2.14), (2.15), (2.18), (2.19) {2.23), {2.24) e (2.21), temos que
20] (plpst} ™ (X — O)V) 7 (0., 0)" — (@, 0))
+2uw] (—plpaf3 (T — X)R)'71(0,7.,0)" + (0,7,0)")) =
23] (plosty (X — C)V)' v, — a)
—24] (plps5 ((T - X)R)"'ru + ) =
pHP0 Nz, — o) (X — C)V)¥ %0, + o B+
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PO — 2)T(T = X)R)* r. + nTw. (2.25)
Pre-multiplicando (2.8) por 2w?, e usando (2.22) e (2.25), obtemos
4wT Huy + p*P2p207" 9T (Y 2V %2 + 47
+0° 20777 (2. — (X — C)W) P, + a7 B+
PO - 2)T(T - X)) e + 07y = 0.

E claro que

(F. — )T (X — CYW)¥ o, = i([x. — ¢ifva]i)? 1,

=1

83

(t—&)7((T = X)WV)H%r, = 3o ([ - ailn]) ¥,

i:s;

yI(Y 222z, = i([y..l‘-[z.l,-)”-l-

Deste modo, por (2.11), (2.21} e OTHO > 0,

wl Huw, = 0, (2.26)

™

(D _{lylilz)y- 22 (lwlilz])¥ ! = (2.27)

=1

2

(e = o) P2 Sl - o)™ =0, (238)

(__i([t-z, r 2”22tﬂx] 1331 = 0 (2.29)
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pIy=0 o'g=0 gfv=0. (2.30)
Assim por (2.27), (2.28) e levando em conta (2.21) fica (ainda parap =1 = 1)

ylz, =0, (2.31)
(Z, - )T, = 0, (2.32)
(t—£) r.=0. (2.33)
Dado que, OTHO > 0, (2.11) e (2.26) implicam que

Por (2.7), (2.8), e (2.34), temos:
2019'(2.) (9(2.) + 2) + 2p, AT(Az. — b)

+plps8] 7 (X = CYW) 7 (0, 0)F — (o, 0)' 4+
— plpat2 (T = X)R)1(0,7,,0) + (0,1,0)' = 0. (2.35)
Assim, dado que p+1 > 2, por {2.32) e (2.33), obtemos

2016 (24)7 (9(2.) + 2.) + 2p2 AT (Az. — b) — (0, 0)*+ (0,7.0) = 0. (2.36)
Agora, por (2.7), (2.10), (2.31) e p+ 1 > 2, temos:
2plg(z) + 2] — = 0. (2.37)

Definamos

K,: _ {3 € {1,...,m} ! [Z,],‘ = U}
Se 1 ¢ K, entao [2.]; # 0. Assim, por (2.17), p; = 0. Deste modo, por (2.37),

g:(z.)+[2.)i =0, paratodoi ¢ XK. (2.38)
Ainda mais, por {2.37),

gi(z) = £ > 0forall i € K. (2.39)
2,01
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Por (2.36) e (2.38), obtemos:

250 3" gi(2)V gi(2.) + 2p2AT(Az. — B) — (@,0)' + (0,7, 0 = 0. (240)
tEX

Seja zo um ponto arbitrario do conjunto ndo vazio §1. Pre-multiplicando
(2.40) por x. — xp, obtemos:

T

20 ) _ gi(z. 2.)(. — @0) + 202]| Aa — bl = (£ — o) o + (. — 0) 7 = 0.

1EX

Agora por (2.14) e (2.15)} e (2.20), resulta que

—(Ze—30)  at(E.— o) 1 = —((Zu— )+ (e 20)) @+ (2.~ 1) + (t~Z0)) Ty =
(20 — )T + (¢t — 36} > 0.

Desta forma

2p1 Y g:i(2.)g{(2.)(z« — o) + 2p2)| Aza — Bl < 0. (2.41)
IeX

Mas, como as g;(z) sdo convexas , temos que

gi(z ) (ze — z0) 2 gi(2.) — gi(z) para todo 1.

Assim, por (2.41), levando em conta que gi{z.) > 0sei € K,

21 Y gi(z.)[gi2s) — gi(20)] + 2p2l| Az — B]J* < 0.
iEX

Deste modo, por (2.39), e dado que g;(zo) < 0 para todo 7, temos que

201y gi{z.) + 2p2l| Ae — B <251 Y gi(z)gi(wo) < 0.
EX el

Portanto,
Az, — bl =0, (2.42)
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e gi(z.) = 0 para todo ¢ € K. Isto implica que gi(z.) + [2.]; = 0 para todo
i € K. Assim, por {2.38)},
glz.)+ 2z, =0. (2.43)

Logo, usando (2.6), (2.34), (2.43), (2.42), (2.31) e (2.32) (2.33), temos que
f(Zus Yoy 2o, Ux, ) = 0, com o que fica provado o proposte. QED

Temos que observar que a condigdo F'(z) > 0, ndo garante a existéncia de
solugdo do problema VIP(F, Q). Para mostrar isto apresentamos o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.1, Seja ) = IR, e F(z) = —e™%, neste caso F'(z) = e ® >
0 paratodo z € IR, eo NCP(F) nac tem solugao.

O Teorema 2.2 nos diz que se F'(z) > 0 e o problema 2.2 tem um ponto
estacionario, a solugdo do VIP(F, (1) existe ¢ pode ser achada usando nossa
estratégia. Mas o fato de F'(z) ser definida positiva, ainda que o VIP(F, )
tenha solugdo, nao implica a existéncia de um ponto estacionario do pro-
blema 2.2, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2: Sejao VIP(F,Q),com F(z)=z+1,g(z) =2 n=m=1
e ¢ = 8 = 0. Tomemos no problema de otimizagdo associado p; = p; = p3 =1
el=1 p=2 0O VIP(F ) tem uma Unica solucao, no 1inico ponto factivel
=10

Neste caso a fungio de mérito é:

oy, 2) = (z+ 14 229) + (22 4+ 2)2 + (2),
o problema de otimizagio equivalente é
Minimizar f{z,y,z}, sujeitaa y >0, z > 0.

As condig¢des Karush-Kuhn-Tucker sdo:

2(1 4+ 2y)(z + 1 + 22y) + 2z(z? + 2) = 0, (2.44)
22{z + 1+ 2zy) + p(zy)* 'z — a = 0, (2.45)
22+ 2) +plzy)p— ly — =0, (2.46)
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ya = 0, {247)
28 =0, . (2.48)
y>0,2z20az20, 20 (2.49}

Por (2.45), (2.46), (2.47) e (2.48}, temos
do(z + 1+ 2zy)(z® + 2) = PP(2y)? " + af. (2.50)
Premultiplicando {2.44), por 2{z + 1 + 2zy}, e considerando (2.50), obtemos
403 429z + 1+ 2zy)* + PP (zp)™ ' + B = 0. (2.51)

Levando em conta {2.49), temos (1 + 2y) > 0, entdo por {2.51), temos

41422y =0, (2.52)
zy=0 af=0.
Por (2.52) e {2.44), obtemos
z(z? +2) = 0. (2.53)

Entao por (2.53), temos que = = 0, mas isto ¢ contraditdrio com {2.52), de
onde fica claro que o problema associado nao tem pontos estacionarios.

A situagao em que p = [ = 1, é interessante de ser analisada porque além
de simplificar o problema de otimizacao associado, no caso em que a fungao
F' e as restrigdes do VIP(F,{}) sejam lineares, o problema de otimizacao
associado fica um problema de programagao quadratica com restri¢oes sim-
ples{caixa) e isto permite analisa-lo com estratégias de otimizacao global.

Teorema 2.3 S€ (Tus Yy Zuy Usy Uny Ty) € IR" X IRT X IRT < IR % IRY X IRE™
€ um ponto estaciondrio de (2.2), comp=1=1,

o7 [F’(x.) + i[y,wzgi(:c_)} 0 >0,

1=1

30



e Vgi(z.), .., Vgm(z.)ra1,. .- aq €, .. €, sdo linearmente independen-
tes, onde AT = (@15...,84), £ {11,...,%¢} € &, onde

E={jeT|lz;=¢;se5 € iUy oufz.; =1; se 5 € T, UL},
entdo z. € a solucdo do problema VIP(F, Q).

Demonstracio. As equagoes (2.31}, (2.32), (2.33) e (2.34}, sao obtidas da
mesma forma que no Teorema 2.2. Agora por (2.35) com p =1 =1, temos
que

2019’ (&) (g(.) + z.) + 2p2 AT (Az, — )+

p3(v,,0)" — p3(0,7.,0) — (. 0)" + (0,5,0) = 0. (2.54)

Entéo, se [Z. — ¢}; > 0 com ¢ € I; U T;, temos, por (2.32), que [v,]; = O e,
por (2.14), que o = 0. Se [t — Z.}; > 0 com ¢ € T, U Z3, temos, por (2.33),
que [r.]; = 0 e por (2.15}, que 7; = 0, de onde. chamando

Pa['v-li -y =7 = Pa[h]i + ;= T,

temos
pa('v,){))t - (a}O)t — p3(0, 7o, U)t + (0,7, U)t =

S [+ wlies. (2.55)

icf€

Substitwindo (2.55) em (2.54), obtemos

2p1(g(zs) + 2.)

202(Ax. — b)
[Vgl(ac.],...,ng(.r-*),a],...?a-q?egl,...ge,-[] [T_ﬂ-]"z = 0.
[T - ’*’T]i,

{(2.56)
Pela independéncia linear dos vetores considerados na hipdtese, fica

z2+g(zs) =0, Az.—-b=0.
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Isto completa a demonstragdo. QED
Observe que se o conjunto € uma caixa ou /R como no importante pro-
blema da complementaridade, as hipdteses de independéncia linear pedidas

pelo teorema sao safisfeitas.

O exemplo que damos a seguir mostra que as hipdteses de independéncia
linear pedidas no Teorema 2.3 nio podem ser removidas.

Exemplo 2.4, Seja

Ty + 3
F(.’I—'],l‘g) .’1‘213 )

Il
P e

e o conjunto
N={ze R |z1—2,—1=0, 2, >0, zp > 0},

Note que F'(z1,29) = I e com isto F(z,,x,) é fortemente mondtona de
moédulo 1. O conjunto € nao vazio e cumpre uma condi¢do de Slater em
(z1,22) = (2,1). O VIP(F,f), tem solucéo unica em ([z.];. [z.]2) = (1,0).

Agora, a funcdo de mérito comp=1=1, po = p3 = 1 é a seguinte:

f(x'l;x2321-.22:u} = {I] +3+U,"’ 21)2 +(I2.—t_3_u _52)2_!—

{2y — 25 — 1)2 + T12y + T2z;.

O problema de otimizagdo equivalente é:

zzng,lz%{) flz,u, z) (2.57)

O ponto (z1,x3, 21,22, 1) = (0,0,3,3,0), é um ponto KKT do problema
(2.87), ja que:

oy +3+u—z21)+ 2z —x - L)+ =23-3)+2(—-1)+3 =1,

Azp+3—u—2z)—2er — 20— D)+ 2,=2(3-3) —2(~1) + 3 = 5,
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Az +34+u—zi)+2(z1+3—u—2)=23-3)+2(3-3)=0,
2z +34+u—zn)+a=-23-3)+0=0,
—2zy+3+tu—zm)+zo=-2(3-3)+0=0.

Mas (0,0) néo é solugao do VIP(F, ), j4 que nao ¢ factivel.
Caso em que as restrigoes lineares de {2 geram um po-
litopo limitado

Este caso é uma generalizagdo do trabalho de Friedlander, Martinez e

Santos [40].
Definamos o seguinte conjunto:

T={xeR"|Az=0b, z€Q.]}.

Agora enunciaremos o teorema de equivaléncia.

Teorema 2.4 Seja T limitado e ndo vazio, (T.,Ys, Zeyla, Vu,7a) € IR™ X
IRT x IRT x IR x IR x IR*~* um ponto estaciondrio de (2.2} com p >
1,i1>1, p+1>2,

o7 [F’(z,) + i[y,]fvzg,-(m,)J O >0,

=1

ET [F'(J:,) + i[y*]fvzgf(m*) E >0

=1

Entdo , z. € a solugdo do VIP{F,Q).

Demonstragao. Como no Teorema 2.2, obtemos (2.6)—(2.33). Por (2.11),
w; estd no nicleo de A. Por (2.23) e (2.24), levande em conta (2.21),(2.32)
e (2.33), obtemos '

2['{1)1]{ = —,8,; ﬁ 0 se S I] U Ig,
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2[1{)1]“ =y, 2>0se 1€, U7,

Com isto fica
[wn); <0 se ¢ €T,

[ws}i = 0 se 1 € Iy,
2[’”)1]{ 2 0 se z S Ia.

Ja que Y é nao vazio, escolhamos zo € Y. Se fazemos 5 = o — Aw{ é claro
que ) € T para todo A > (, dado que

[.’E;]" = [;Eg],' - )\[wﬂ; > [C],‘ se 1 € Il,

[.’L‘)\],‘ = [:I:g]{ se 1 € Iy,

[z:)i = [zo)i = Alun]i < [t]i se ¢ € Is,

Az, = b.

Logo se [wi); # 0 com ¢ € I; UTZs, o conjunto T nao é limitado, ja que
zx € Y, o qual é uma contradicao. Portanto, w; estd no nucleo de A e
[wil; = ... =[w),, = 0. Entio w; é uma combinagio linear das colunas de
E. e dado que ETHE > 0, por (2.26), obtemos

= 0
Logo, a demonstracao se segue como no Teorema 2.2. QED

Caso em que a funcgao F' é linear e (? é um politopo
Tomaremos a fungao F(z) = Mz + h e o seguinte conjunto:

O={zcR"|Bz<d, Az=b z€Q.}. (2.58)

Em {41], Friedlander, Martinez ¢ Santos estabeleceram a equivaléncia
com os pontos estacionarios para o LU P, exigindo a monotonia da funcao
F. O que fazemos nesta secdo é estender este resultado para o caso geral.
Enunciamos o teorema de equivaléncia neste caso:
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Teorema 2.5 Sejam ! como em (2.58), F(z) = Mz + h € suponha que
VIP(F,Q) tem solucdo. Sejo (T, Y, 2uy Un, Vu, 7o) € IR® X IRT x IRT x IR X
IR x IR um ponto estaciondrio de (2.2) comp>1, 121, p+1>2¢

0"MO > 0.
Entdo z, ¢ solucdo do VIP{F,{).
Demeonstracao. Fazendo F(z) = Mz + h, g(z) = Bz — d, temos que

H = MY, e g'(z) = B. As expressdes (2.2) (2.8)-(2.33) sdo obtidas da
mesma forma que no Teorema 2.2, e como p+1 > 2, as condigées KKT ficam

QMTwl + gplBTwz + QPQAT(A% —b) — (e, U)i + (0,7, 0)t =0,

2Bw; — v =0,
2pwe —p =0,
Aw, = 0,
-2, — =0,
2w — v =1,
(2. —)Tea =0,
(t=3lm=0,
vy =0,
2Tu=0,
vIB =0,
Ty = 0,
x € §,,

5-2031’-2 an* 2012*201?”* 2017? 2071’20,0—‘20,/5?_0,‘}’ 2 O,HZO

Estas sao as condigées KKT do seguinte problema convexo
Mininimizar [[Mz +h + B%y + ATu — (v, 0)' 4 (0, r, 0)*]2
tprllz + Ba + df? + pafl Az — b
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(2.59)

sujeita a

L= S TR - T~
m IV IVIVIV
D oocoo

™

Dado que VIP(F, ) tem solugao, o problema (2.59) tem solugio com valor
nulo da funcéo objetivo. Entdo, ja que {z., Y., Zv, Us, Vs, 7} € também solugido
de {2.59), o valor da funcéo objetivo neste ponto é zero, de onde

'U)1=U

A prova que r, € factivel segue-se como no Teorema 2.2. Com isto temos
J (s Yoy 2y U, Uy 7o) = O cOM (0, Yoy Za Um, U4y 7 ) € JR™ X IRT X IRT > JRY %
IR} x IR17% e z, € §l. Pelo Teorema 2.1 z, € uma solucao do VIP(F, Q).
QED '

Os Teoremas 2.4 e 2.5, mostram que se colocamos as condigdes de que o
conjunto {2 seja limitado ou que a F seja linear e £ um politopo, pode-se
estender os resultados quando a fungdo F' do VIP(F,Q) é mondtona. Mas

esta extensao nao € valida se a fungao F é nao linear e o conjunto {2 ilimitado.
O seguinte exemplo mostra isso.

Exemplo 2.5. Seja

-1 <1
F(m):{ (z-1"—1 z>1

comn = 2
Esta fungao ¢é derivavel até ordem n — 1, ela é convexa e monétona.

’ _ O -T<].
F(I)_{n(x-l)’"’_l z>1

A func¢éo de mérito para o problema NCP(F) é a seguinte:

36



_ (-1 ~z)? + (z2)* r<l
fla,z) = { (z—1)"-1-2P2+(22)* z21
com & = p,I > 1. Nosso problema de otimizagao equivalente é
Minimizar f(z,z), sujeitoa x,z2 20
O ponto (0,0} é um ponto KKT, ja que

az® 2" =0
2(1 - z)+az®z* 1 =2> 0.

Mas este ponto nao é solugao do NCP(F).

O seguinte diagrama ilustra as relagoes entre as condigdes pedidas a
funcao F do VIP{F,(1) e os conjuntos §) onde o VIP(F,{) sera resolvido.

i -
!

T ; _.—1 ;
: O FM0%0, L1 seral
TR e e i
' I_ETF’cx-uE7OI' ] I [ acat, xe0yt T
» | | - L\ml'téalp l
O Fee10%0 | ||

T

|
|
|
X

T
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2.3 Equivaléncia com um problema de oti-
mizagao com restrigoes lineares (Polito-
po)

Uma das possibilidades ao formularnos o problema de otimizac¢ao associado
é que as restrigdes sejam um politopo, Assim o problema associado fica mais
complexo de se resolver, mas ¢ sempre preferivel trabalhar com restrigoes
lineares de que nao lineares. A existéncia de algoritmos especializados em
resolver problemas com restrigoes lineares (ver [50]) é uma boa razao para
estudar nos as vantagens tedricas desta estratégia.

A fungao de mérito e o problema de otimizagao equivalente neste caso sao:
(a) A fun¢ao de Mérito

A funcao de mérito é f : . x IRT x IRT x IR? x IR} — IR, e estd
definida da seguinte maneira:

f(@y,zu,0,0) = [|F(z)+¢/(2)Ty+ ATu— (0,0 + (0,7, 0 [P +pullg(2) + 2|

+ p3 ,:(__i(ziyi)I) + (i((x,- -~ c,-)v,-)‘) + (i((t,— — m,—)r,-)’) J , (2.60)

onde g, p3,p > 0, > 0.

(b) O Problema de Otimizagao Equivalente

Minimizar f(z,y,2,u,v,7)

[y 20
z 2 0
sujeita a vz 0 (2.61)
| » 20 '
z € {1
Az = b
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Note que a expressao ||Az — b|| fol retirada da funcao de mérito, e incor-
porada nas restrigoes, que neste caso definem um politopo.

O teorema de equivaléncia com o minimo global demonstra-se de forma
idéntica ao Teorema 2.1.

(c) Equivaléncia com os pontos estacionarios
Daremos os resultados para dois casos:

Caso Geral

m q 51 F3 =48
IRT x IR* x IR} X R¥

Teorema 2.6 Se (Tu, Yuy 2y Uu, Vay T ) € I X IR x
21, p+1>2 ¢ e ndo

€ um ponto estaciondrio de (2.2) com p > 1,
vazio, SE

07 |Fllz.) + 2 _wiVi(z.) { 0> 0,
i=1

entdo r. € a solugdo do VIP{F,Q).

Demonstraggo. A demonstracao segue como no Teorema 2.2, com as
seguintes modificagoes:

Dado que na fungdo de mérito ndo existe mais o termo ||Az — b, as
condigoes KKT sao as mesmas no Teorema 2.2, exceto por (2.8), que fica

2Hwy + 2p,9'(e) Twy + AT 4 plpaf3 (X — )V o, 0

— plpaB5 (T = X)RY (0, 7., OV — (e, OY + (0, 7,0} = 0, (2.62)

onde A € IR? sao os multiplicadores da restricio Az = b. Esia restrigao
também tem que ser acresentada como:

Az, = b.
A demonstracao segue como no Teorema 2.2 até a (2.34), Logo (2.35) fica
20m¢'(2.) (g(za) + 2) + ATA
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+plpst (X = CW)Y ' (0., 0) — (@, 0)'+
— plps85 7 (T = XHYR)1(0,7.,0)' + (0,7,0)" = 0. (2.63)
Por (2.31}, (2.32) e (2.33), temos que (2.63) fica

2019 ()T (g(z) + 2) + ATA — (@,0) + (0,7,0) = 0. (2.64)

Com um raciocinio idéntico ao do Teorema 2.2, temos que {2.64) fica

2013 0:(2.) V(2. )ATA = (,0)' + (0,9,0) = 0. (2.65)

1€

Agora, se Tp um ponto arbitrario do conjunto nao vazio §1, é claro que
x, — Tg esta no nucleo de A. Pre-multiplicando (2.65) por z. — g, obtemos:

201 3 gi(2)gi (2 )z — 20) — (8. — Zo) e + (F. — Zo)p = 0.
ied

Desta forma, fazendo o mesmo que no Teorema 2.2, obtemos o resultado
proposto.  QED

Também aqui mostraremos os resultados de equivaléncia para p =1 = 1.

Teorema 2.7 St (T, Yu, Zns Ues Vay 7o) € IR X IR x IR x IR x IR RE—"
€ um ponto estaciondrio de (2.2}, comp=1=1,

of )+ Z[y* gi(z.) | O >0,

e Vai(2 i ng( ~),a1,---1aq,€s,,---=€.‘, sdo lnearmente independen-
tes, onde AT (a1,-..,aq). €

{ir,«. iy ={jeT|la.);=¢jsej €U oulr.]; =1; sej € ToUTs}

Entao z, € a solucdo do problema VIP(F ().
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Demonstragio. Até (2.34) a prova é igual & do Teorema 2.2, logo (2.35)
fica

2019 (2)T (g(x.) + 2.) + AT Apa(vs, 0)F — p3(0, 7., 0)° — (@, 0)T + (0,7,0)* = 0.

Agora com o mesmo raciocinio do Teorema 2.3, segue-se a demonstragao.

QED

Os outros teoremas da secgdo anterior, no caso da equivaléncia com o pro-
blema de otimizagao com restri¢des simples, podem ser demonstrados com
as mesmas hipdteses.

2.4 Caso em que ! é uma caixa
Trabalharemos com o conjunto
QCI{IERR1.T,'ZC,'., iEI]UIQ, z; <14, ?I-GIQUI:_;}.

O fato de trabalhar com uma caixa, faz com que as exigéncias feitas a
fungdo I’ do problema original para estabelecer a equivaléncia com os pontos
estacionarios sejam menores.

Para este caso particular a fungao de mérito e o problema de otimizagac
ficam:

f(IaU!T) = “F(T) - (Uﬁo)t + (Ua 7 O)tHQ

+p3 [(i((ms - Ci)’“f)l)p + (i ((t: — ;c,-)r{)I) ”} ;

3'"_“3]

min_ f{z, v, 7). (2.66)

&L, v 20
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Os resultados de equivaléncia com os pontos estacionarios serdo dados
para trés casos diferentes de acordo com as propriedades de F(z) e do con-

junto ..

Caso F(z) nao linear
Neste caso o teorema de equivaléncia com o ponto estacionario é o se-

guinte:

Teorema 2.8 Se (z,,v.,7.) € um ponto estaciondrio de (2.66) com p > 1,
121 e F'(z.) € uma P-matriz, entdo z, € solugdo do VIP(F,L.).

Demonstragao.  Seja (z.,v.,r.) um ponto estacionario de (2.66). As
condigées KKT ficam:
Existem o € R}, 8 € IR} .p € IR?™™ v € IRY™™ tais que

2F(z.)w; + plpsby " (X — C)V) " (w,, 0}

— plpsbs (T = X)R)1(0,7..0)" — (0, 0)' + (0,79,0)' = 0, (2.67)

— 201 + plpaty (X — CW) (&, — ¢) - B =0, (2.68)
20, + plpsfy ™ (T~ X)R) Nt —3.) —v =0, (2.69)
(z, — )T =0, (2.70)

(t—2.)np =0, (2.71)

vl =0, (2.72)

riy =0, (2.73)

z € Q. (2.74)
2.20,0.20,rn>0,720,v>0,a>0,82>0. (2.75)
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Por outro lado, de (2.68) e (2.69), segue que:
(i) Se: € Il UIQ, entao

2[ws)i = plpsth ™ [z — o) ([eali) ™! = Be. (2.76)
(ii) Se ¢ € Z, U I, entao
20wl = —plpaf T ([r]) ([ — z]i) + v (2.77)

Usando (2.70), (2.71), (2.72), (2.73) (2.76}, (2.77) e {2.75), temos que
(1) Seie T, U,

Aenli(plosth ([ — el {[ouls) — @) =
1262 ([z, — ckv.J)H " + o B (2.78)
(2) Set € I, U s,

2unli(~plpsbs ([t - 2.J) 7 (Ir)) + ) =

PPt — 2D 4 nav. (2.79)
Usando (2.78),(2.79) e (2.67) temos
(a) Sei € I,
4w )il F' (2 ywi)s + p*12657 ([ — Lifou]) 7 + of B = 0. (2.80)

(b) Se i € T,

Junfi[F' (22w + p 07 [z, — o)) + of Bitr

PO ([t — 2 Jr )P 4w = 0. (2.81)

(c) SeicTs,
4w} [F/(z)w )i P67 ([t — zu][r )" + v = 0. (2.82)

(d) Se i € Ty,
A ) [Flz)w]i =0 " (2.83)
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Por (2.80),(2.81),(2.82), (2.83), (2.75) (2.74), temos que

[wn )il F'(z.)wy); <0 para todo 7. (2.84)
Agora se
[wl],-[F’(:c*)wll,- = 0, (285)
temos que
([.’IT*],' - C;‘}[U*]{ =0 se 1 € I1 U IQ, (286)
(£ — [l‘,],‘)[?‘*]{ =0 se 1€, UZs, (287)
e
0!,',6" = 0} Y, = Q0. (288)

Agora, suponhamos que wy # 0. Dado que F'(z.}) é uma P-matriz, pelo
resultado dado em [28] temos que existe D, > 0 matrix diagonal tal que

w! Dy, F'(2.)wy > 0.

Logo

0 < ’LUr{Dw] F’(.'B*)wl = Zn:[dwl-_l,",‘{wl]g[F"( .)wl],- g 0. (289)

t=1

A expressdo (2.89) € claramente uma contradigdo, portanto w, = 0. Com
isto f(T4,ve.Ta} = 0, logo, {2, v.,7«) € um minimizador global do problema
(2.66) com valor nulo na funcdo objetivo. Pelo Teorema 2.1, z, é solucao do

VIP(F,Q). QED

Caso em que (1. é limitado

Teorema 2.9 Se (z,,v.,7.) € um ponto estaciondrio de (2.66) com p > 1,
1> 1, p+1 > 2 § Umitado, se F'(z.) € coluna-suficiente entdo z. € a
solugao do VIP(F, Q). .
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Demonstragao. Como no Teorema 2.8 chegamos a (2.84}. Ja que F'(z.) é
coluna-suficiente temos que

lun)i[Fl{z.)wr )i = 0 para todo z.

Com isto, como no Teorema 2.8, obtemos (2.86) e (2.87). Dado que (. esta
limitado e p +{ > 2, por (2.76) e (2.77) temos que

’UJ]ZU

Logo a demonstragao segue-se como no Teorema 2.8. QED

Notar que as hipdteses pedidas sde mais fracas que no caso geral, ja que
se uma matriz é semi-definida positiva ou P-matriz ela é coluna-suficiente.

Caso F(z) Linear
Neste caso tomaremos F(z) = Mz + h.

Teorema 2.10 Se (z.,v.,7r.) € um ponto estaciondrio de (2.66), p > 1,
L2 1, p+1 > 2 MT € coluna-suficiente e o problema VIP(F,(,) tem
solugdo, entdo z. € solugdo do VIP(F,f.).

Demonstragdo. A demonstracao é andloga ac Teorema 2.8 até (2.84),
pois MT é coluna-suficiente. Obtemos assim

[wi)i[F'{z.)wi]i = 0 para todo :. (2.90)

De (2.90), obtemos (2.85)-{2.87), como no Teorema 2.1. Como p+ 1 > 2, as
condigdes KKT ficam

2MTw; — (2, 0) +(0,7,0)" = 0,

—2u — =0,
2ty - =0,
(2. — Ta =0,
(t—2l)y =0,
v f =0,
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7

z € Q.
2.200.20n20720v20,a>07320.

v =0,

Estas sao as condigées KKT do seguinte problema convexo

min_ [{Mz 4k~ (v,0)' + (0, r,0)7| (2.91)

zeflp v

Com um raciocinio idéntico a0 do Teorema 2.5, obtemos o resultado
proposto. QED

Para o caso geral, conseguiu-se estender o resultado de definida positiva
para semi-definida positiva quando F é linear. Neste 1ltimo caso nio se pode
estender o resultado de P-fungdo para Fy-fungio, quando a funcao F € linear.
O exemplo seguinte mostra 1sso.

Exemplo 2.6. Seja

1 +z2—4 1 10 z3 —4
F(x1,$2,$3)= $2—2+\/g = 01 0 Tq + __2+\/5
Ty -1 1 00 T3 —1
Com isto
110 —4
Fiiz)=M=] 010 e g=| -2+5
1 00 -1

O Problema LCP(M, g) tem uma solucao em (x1. 22, x3) = (4,0,0). A matriz
M associada é uma Pyp-matriz e a funcdo de mérito é dada por

flz,z) = (@14 29— 4—20) 24 (22 - 24+ VB — ) +(a; — 1 —23)° + (ZS: x.2)2.
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O problema de otimizagio equivalente é

min f(z, 2). (2.92)

220
O ponto
-1 3
Tx = (211'- 2 )3 Ze = (01 _‘%:iﬂo)

V5-1
cumpre as condi¢des KKT com v = (0,0,0), g = (2+/5,0,0), com

'I:T’T:Os zTﬂ'=01 35*:2"%#20-

Logo, z. € um ponto KKT, mas néo é solucéo do problema LCP(M, ¢).
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CAPITULO 3

Extensao dos resultados para
uma caixa

3.1 Apresentagao

Neste capitulo formularemos o problema de otimizagao equivalente para resol-
ver o problema misto, isto é solucionar o problema de inequacoes variacionais
no seguinte conjunto:

Qo={ze R | z;2c¢, 1€V, <, 1€LUT) (3.1)

onde Ty = {1,..,s1}, Lo ={s1+1,..,82},e T3 = {s2+1,..., 3} com ¢ € IR*
et IR,

Com o objetivo de encontrar as condigdes mais fracas que se possam pe-
dir & funcdo F do problema original para que 03 pontos estacionarios sejam
solugdes do problema VIP(F, 1.}, nos serviremos de uma versio melhorada
da definigao de regularidade dada por Moré em [94] para o caso NCP. Com
isto procuramos encontrar os limites de nossa estratégia do ponto de vista
tedrico. Além disso foi analisado o caso p = ! = 1, que tem importancia
porque no caso que F' é linear o problema associado é um problema de pro-
gramagio quadratica.

Existem outras estratégias associadas a resolugao do problema misto como
a baseada na funcao formulada por Fischer em [30], dada por Facchinei,
Fischer e Kanzow em [24], a qual consegue melhores resuitados tedricos no
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sentido que fazem exigéncias menores ao Jacobiano para obter a equivaléncia
com os pontos estacionarios, mas trabalha com problemas nao diferenciaveis.
Também existem as formuladas por Gabriel e Moré em [47] e Chen, Qi e Sun
em [10], que também propoem estratégias nao diferencidveis com resultados
tedricos similares aos nossos.

O importante problema da complementaridade constitui uma preocupagao
sempre presente nesta area. Assim, temos os trabalhos baseados na funcao
dada por Fischer como [25], [32], [34], [33], [31], [49], [63]. [66], [68], [69],
[73] e [83]. Neles propbem-se problemas nao diferenciaveis ou com fungdes
de mérito cuja derivabilidade é so de primeira ordem independendo da de-
rivabilidade da funcao F do problema VIP{F,.). Por outro lado temos
os trabalhos de Gabriel e Pang [45] e {102], Harker e Xiao [55] e Subrama-
pian [115], baseados em sistemas nao lineares B-diferenciaveis, e também o
trabalho de Mangasarian e Solodov em [89], cujo problema associado € uma
formulagao tipo Lagrangeano aumentado.

Embora algumas das propostas baseadas na funcédo dada por Fischer te-
nham resultados {edricos methores no sentido de fazerem menos do exigéncias
menores ao Jacobiano da fungdo I para obter a equivaléncia com os pontos
estacionarios, devemos observar que as unicas estratégias que sao totalmente
diferenciaveis sao : a de Moré [94], a de Friedlander, Martinez e Santos [41] e
a proposta aqui. A falta de diferenciabilidade das outras estratégias invalida
a aplicacdo dos classicos métodos de Newton e quasi-Newton e faz necessaria
a cria¢do de métodos especiais para solucionar estes problemas.

A func¢io de mérito e o problema de otimizagho equivalente que se deri-
vam da formulacido geral para este caso sido os seguintes:

A fungao de mérito

flz,y,2) = |F(z) + (0,5,0)" — (z,0)]*+

Os vetores z € IR2 e y € JR**™" estao definidos como na introdugao
(notagdes) para o caso de uma caixa, e chamaremos
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EL] a3

6, = Z((:E: - a,-)zt-)‘, 8, = Z((ti - :r;)y,—)l.

=1 i=3#

O problema de otimizagéo equivalente

Minimizar f(z,y, %)

y = 0
Sujeitoa ¢ z = 0 (3.3)
r € 1,

Observe-se que para o caso NCP esta formulagio tem como casos parti-
culares a de Moré [94] ( p=1el=2) e a de Friedlander, Martinez e Santos

[41] (I =1).

Antes de enunciar as condigoées KKT do problema associado (3.3), as quais
se basetam na defini¢ado de regularidade, esclareceremos algumas questdes de
notacao.

Seja (ZuyYxs2«) um ponto KKT do problema (3.3). Vamos definir os
seguintes vetores:

u=F(z.)+(0,5.,0) — (2.,0)", (3.4)
w = pplf} (X — C)2) (2., 0), (3.5)
v =ppdy (T - X)¥)71(0,4.,0), (3.6)

¢ =w—v—(7,0)" + (0,40, (3.7)

e as seguintes matrices



) 0
Y={0VY 0
0

) 0 00
T={o0o T 0],
00 0

onde Z, C.Y. T € B>, 7.C ¢ R2*2 Y,T ¢ Re~nxs-1 (¢ [RH* ¢
C = diag(c), Z = diag(z.),Y = diag(y.) e T = diag(t).

o) =
= o
\-“—/

Com isto, as condi¢oes KKT no ponto (., «, 2.} sdo:

2F (z)u +( =0, (3.8)

— 2+ pptt (X - C)Z) M (E. — ) —a =0, (3.9)
20 + ppby (T — X)Y)Y Mt —3.) =B =0, (3.10)

(a — )Ty =0, (3.11)

(t—%.)7p =0, (3.12)

e =0, (3.18)

yI B =0, (3.14)

r € {1, (3.15)

720,420 220920020 820 (3.16)

3.2 Regularidade

Primeramente, definiremos alguns conjuntos que simplificardo nossa definicao
de regularidade.

(1) Conjuntos relacionados com {1,

B1 = {3 e I] | [mm]t > Cg},
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By={ieD|a<z.): <t}
Bs={i €Iz | [z.]:i < ti}, .
By={i € UL, | |z.) = ¢},
Bs = {i € L, UTI; | |z.): = ti}.
Observe-se que

5
{1,...,?’1}: UB,UI‘;

i=1
(ii) Conjuntos onde se cumprem as condicbes de complementaridade

cl = {i' e B‘-l [ R(xt) 2 0}:
C2={3681U82U83UI4|F;(.T,,)=U},
Ca={i € Bs| Fi(z.) <0},
C=CUCUCs.

(i11) Conjuntos onde ndo se cumprem as condigdes de complementaridade
(a) Caso Fi{z) < O:

M ={i € ByUL| Fi(x.) < 0},
J\""Q = {? =) BQ UB3UB4 | F,’(l',.) < U}
N:N1UN2.
(b) Caso Fi(z) >
Pr={1€ B UBUB;s| F(z.) > 0},

Py ={i € B3UZI| Fi(z.) > 0},
'P = pl U ,IDQ-

Agofa definimos o conjunto total onde nao se cumpre a complementari-
dade

D=NUP.
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Os seguintes lemas sao importantes na definicao de regularidade e mos-
tram a relagao entre os conjuntos definidos acima e os vetores que aparecem

no problema (3.3) e nas condigoes KKT.

Lema 3.1. Se (2u,Yu, 2«) € um ponio KKT do problema (5.8) com p,1 > 1,

enigo
ue =0, uy <0, up>0.

Demonstragao. De (3.8)-(3.14), obtemos
(a] Setecdy UIQ,

— 2u; + plpf} 7 ([2.]i — i) [z )i — i = 0,

se [z.]; — ¢; > 0, entao v; = 0,
se [2.]; > 0, entao o; = 0.

(b) Se 1 c Iz UIa,
2u; + plpfy 7 (; — 2] w7 — i = 0,

se t; — [z.]; > 0, entdo p; = 0,
se [y,.],— > 0, entdo f4; = 0.

(¢) Se i € Iy,
ui = Fi(z.).
Separemos os diferentes casos
(1)SezeC

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(i) Se i € C,, por (3.18), temos que 0 > 1/2 o; > w; > Fi(z.) — [2.)i.
Suponhamos que u; < 0, logo [z.); > 0, por (3.19) ; = 0. Com isto u; = 0,

contradizendo o suposto.

(i) Se i € C;
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(al) Se i € By, entdo u; = —[2.); < 0. Suponhamos que u; < 0, logo
[2.): > 0, por (3.19), fica o; = 0. Agora, por (3.18), obtemos u; > 0, o que
contradiz o suposto.

(a2) Se : € B,, por (3.18) e (3.20), temos que u; = 0.

(a8) Se 1 € Bs, entdo u; = [y.): > 0. Suponhamos u; > 0, logo
[vs]: > 0, por (3.21), fica 8 = 0. Agora, por (3.20), fica u; < 0, o que
contradiz o suposto.

(a4) Se: € I,, por (3.22), temos que u; = 0.

(iii) Se i € Cs, por (3.20), temos que 0 < 1/2 ¢; < u; < Fi(z.) + [y}

Suponhamos que u; > 0, logo fy.); > 0, por (3.21) B; = 0. Com isto u; = 0,
contradizendo o suposto.

(2) Sei e N

(i) Se s c N]
(al) Se : € By, entdo u; = Fi(z.) — [z.); < 0.
(a2) Se : € I, por (3.22), obtemos u; < 0.
(iii) Sei € N,
(al) Se : € By, entdo u; = Fi(z.) + [5.]i — [2.}i- Suponhamos que
u; > 0, logo [y.}; > 0, por (3.21), obtemos 3 = 0. Por (3.20), fica u; < 0.
Isto contradiz o suposto.
(a2) Se 1 € By, a prova de que u; < 0 € idéntica ao caso anterior
{a3) Se i € By ei € I, entao uy = Fi(z.) — [z4); < 0. Se i € By,
por {3.18), 0 > u; > Fi(z.) + [v.);. Suponhamos que u; = 0. logo [y.]; > 0,
por (3.21}, obtemos 3; = 0. Com isto de (3.20), temos que u; > 0, o que
contradiz o suposto.

(3) Set € P. A prova que up > 0, se faz usando 0s mesmos argumentos que
em (2), com as mudangas de sinal correspondentes. QED

Com o objetivo de analisar as propriedades do problema associado quando
os escalares p e ! varlam, separaremos o lema seguinte em 3 partes: (a)
p=1=1,{b) p=1 (fungao de Moré) e (¢} { = 1 (funcio de Friedlander,
Martinez e Santos).

Lema 3.2. Suponhamos que se cumprem as condicdes KKT. (a) Sel > 1
ep ~ 1, entao
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CCg = 01 CJV-} = 0? Cl\rz S 0 Cpl 2 O? CPQ == 0' (3'23)

(b)Sel>1lep2z1
ou
(c)Sel>lep>1,e

([.’IT*],' — (11‘)[2.]1‘ = 0, se i € I-l U Iz
(t; — [z)i)wa)i = 0, se ¢ €T, UTs,

entao
(e, <0, (c, 20 {3.24)

Demonstragao. Definiremos cada um dos termos dados em (3.7)

p—1 BRI N N S I .
w; = { pzpﬁl ([3:*]‘ a") ["*]i Se & e I}. UI'Z (3.25)
0 caso contrario
p=ley A1 1 ;
vi = { gfpﬂz (t: — [z.)) " Yup.]; Seie o U I; (3.26)
caso contrario

Como no Lema 3.1, se obtem as expressoes {3.18)-{3.21),
(a)I>1lep21

(i) Se i € By, entdao {; = w; — ¥i. Por (3.17), w; = [z.]; = 0, com isto
de (3.25), se deduz que w; = 0. Por (3.19), temos que 4; = 0.

(i1) Se? € B,, entdo (; = w;—¥i—~v;+p;. Por (3.17), Ui = [Yuli—[zy =
0. Por (3.19) e (3.21), obtemos v = g, = 0. Agora por (3.17), temos
que u; = [y.}i — [#}i = 0. Suponhamos que [z.}; > 0, entdo de (3.19),
fica a; = 0. Logo usando (3.18), resulta u; < 0, isto contradiz o suposto.
Portanto [y.]; = [z.)i = 0. Agora por (3.5) e {3.6), obtemos v; = w; = 0.
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(iii) Se ¢ € Bs, entdo {; = —v; + p,. Por (3.17) w; = [y.)i = 0, logo
por (3.26), v; = 0. Usando (3.21), obtemos u; = 0.
(iv) Sei € Iy, por (3.22), {; = 0.

(2) Se i € My

(i) Se ¢ € By, entdo {; = w; —v. Suponhamos que w; > 0. Por
(3.5), se deduz que [2.}; > 0, considerando (3.19}, obtemos a; = 0. Logo, por
(3.18), resulta u; > 0. Isto & uma contradigdo com (3.17). de onde w; = 0.
Agora usando {3.19), obtemos 4; = 0.

(ii) Se i € T4, por (3.22), obtemos {; = 0.

(3) Se i € N,

(i) Se i € By, entdo §; = w; — v; — v + 4;. Igual que em (2}, caso (i),
w; = 0. Por {3.19) obtemos y; = 0.
(ii) Se 7 € B, entdo {; = —v; + p;. Usando {3.21), obtemos p; < 0.
(iii) Se i € By. A prova que {; < 0, se faz igual que em (i) e (ii),
deste item. )
{4) Se1 € P;. A prova que {p, > 0, se faz usando os mesmos argumentos
que em (3), com as mudancas de sinal correspondentes.

(5) + € P,. Também neste caso a prova que (p, = 0. se faz usando os
mesmos argumentos que em (2}, com as mudangas de sinal correspondentes.

(b)i>lep>1
(1) Sei €
(1) Se i € I,, entdo {; = w; — . Ja que { > 1, por (3.25), wy = 0.
(i1) Se i € I,, entao = wi — 45 — v + pi- igual que em (i) deste

item, w; = 0. Usando (3.21), obtemos g; < (.

(2) Se ¢ € Ca. A prova que {¢,»0 se faz como no item anterior, com as
mudancas de sinal correspondentes.
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(c)Sel>lep>1le
([za)i — ai)|z.]i =0, 1€ U,
(t; — [af-]i)[y.]f =0, i€hUI;

Neste caso temos que §; = #, = 0. Como p > 1, das expresdes (3.5) e
(3.6), temos que w; = v; = 0. Logo a prova segue-se como em (b). Com isto
conclui a demosntracao do lema. QED

Este lema exprime o sinal do vetor { quando temos um ponto KKT. As-
sim, definimos os seguintes conjuntos:

Z=0CUMNMUP;
£=61UN2
G=CUPy

Note que pelo Lema 3.2, se z ¢ wmn ponto KKT do problema de otimicagao
associado, temos que {z =0, { <0 e {g > 0.

Os lemas a seguir mostram algumas propriedades dos pontos KKT do
problema (3.3).

Lema 3.3. Se {(z.,Y..z.) € um ponto KKT do problema (3.3}, 1> 1,p > 1
e u;[F'(z.)u); = 0. Entio

([#.)i —ai)lz.]i =0 se 1€ UDy;

(i — [z pu)i =0 se i€ T UTs. (3.27)

Demonstracdo. Como no Teorema 2.8 do Capitulo 2, obtemos (2.86) e
(2.87), que s&o os resultados desejado. QED

Lema 3.4. Seja (2.,Y.,2.) um ponto KKT do problema (3.3). Entdo
ui[ F(z)u); <0 pare todo i, (3.28)
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u,-[[F'(:c,.)]pup]; = u,-[F"(w.,)u]g S 0 para todo 1. (329)

Ainda mais, se [F'(z.)]lp € coluna-suficiente, entdo

w(F(z)Tu)i =0 para todo 1, (3.30)

e se cumpre (3.27).

Demonstragdo. Como no Teorema 2.8 do capitulo 2, por (2.84) temos
(3.28). Jé que u; = 0, se i ¢ D, temos (3.29). Logo, se [F'(z.)]p ¢
coluna-suficiente, considerando (3.29), temos o resultado (3.30). E usando o
Lema 3.3, temos que se cumpre (3.27). QED

Lema 3.5. Se {z.,¥s, 2.}, € um ponto estaciondrio do problema {3.3) e
u = 0, entdo z. € solucdo do problema VIP(F,Q.).

Demonstragao. Dado que u = 0, é claro que u;[F(z.)7 u); = 0 para todo :.
Logo pelo Lema 3.3, temos que

fla,y,2) = v’ + P((é((f-f = ai)z) )P + (‘_i ((t: — 2)ys)')") = 0

O fato de ser um ponto KKT faz o ponto z. factivel, e o valor da funcio
de mérito de nosso problema de otimizagio € zero. Logo, considerando o
Teorema 2.1, temos que z, é a solugdo do problema VIP(F,f.). QED

Definigao de Regularidade

O ponto z, € regular com respeito ao Problema (8.3) se para todo 0 # u €
IR lal que

ue =0, uy <0 e up >0, {3.31)

eriste um vetor h € IR™ com
he <0, hg >0, (3.32)

tal que
ul F'(z) h > 0. (3.33)
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Observacio. Parao casop > 1 el > 1, o fato que se cumpra (8.27) permite
estabelecer @ mesma definigo de regularidade.

Para o NCP (i.e., T = I; e ¢ = 0}, a defini¢do de regularidade de Moré
em [94), considera as mesmas hip6teses que as nossas com a diferenga que
exige que houc, < 0, de onde fica claro que nossa definigdo é mais geral que
a dele.

Teorema 3.1 Seja F': JR® — IR diferencidvel. Se (z.,y.,2:), € um ponto
estaciondrio do problema (3.3), comp>1 el > 1, entdo

z. € regular se, ¢ somenie se, . € solugdo do problema VIP(F,Q.).

Demonstracao. Se z., é um ponto KKT, entao
wT Flz) 4+ ¢T = 0. (3.34)

Suponhamos u da forma dada em (3.31) e u # 0. Logo, se z. € regular existe
h € IR™ da forma dada em (3.32) tal que

uT F{2,)Th > 0.
Levando em conta o Lema 3.2, e o fato de que p > 1 e [ > 1, obtemos
Th>0

Por (3.34), resulta

ul F{(z.)Th < 0.
Isto € uma contradi¢ao com a definicdo de regularidade, Com isto u = 0.
Logo pelo Lema 3.3 x, é solugao do problema VIP({F, Q).

A reciproca tambem é verdade, pois se z. ¢ solugdo do problema, temos

queu=10. QED
A regularidade pode ser expressa em termos de vetores nao negativos
mediante a seguinte transformacdo. Seja 0 # u € IR™ cumprindo (3.17) e

W € IR™*" uma matriz diagonal nao singular definida por
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W= diag(w:)

w‘:{ 1 SeieCUP (3.35)
—1 caso contrario
e definamos

J(z) = WF"(x)TW. . (3.36)

Tomando & = Wu estamos em condi¢oes de formular a seguinte definigao
de regularidade equivalente: X

“z é regular se para todo @ = Wu tal que @ > 0, existe h = Wh satisfa-
zendo

aTJ(2)h >0, h 20 sei¢ Z7. (3.37)

3.3 Resultados de Equivaléncia

Nesta secao enunciaremos as condigdes que a fungao F do VIP{F,{,), deve
cumprir para que um ponto estacionario do problema de otimizacdo seja

solugao do VIP(F,Q.).

Da transformagao feita para colocar a regularidade em termos de vetores
positivos resulta o seguinte teorema.

Teorema 3.2 Seje F': IR" — IR™ diferencidvel para todo x € Q,, € seja a
matriz J(z) definida como em (3.95) ¢ (8.36). Se [J(2)]n € uma S-matriz

para um conjunto de tndices H 2 D, entdo z € regular.

Demonstragio. Se [J(z)]x, é uma S — matriz, entao existe um vetor hx,
tal que hy > 0 e [J(z)jnhn > 0. Se chamamos

Q=T1I\H,
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temos que

G () hln = uf([J (@) + [J(z)k.0ho).

Dado que iic = 0 @p > 0 e D C H, e tomando th = 0, é claro que h satisfaz
(3.37), de onde =z € regular.  QED

Um corolario imediato do Teorema 3.2 € o seguinte:

Corolério 3.1. Se F : IR* — IR" diferencidvel em z € IR}, e [F'(x))p ¢
uma P-matriz, entdo ¢ ¢ regular,

Demonstragao. Este resultado segue do Teorema 3.2 de forma imediata

pois se [F'(z)}p é uma P-matriz, entdo [J{z)]p é também P-matriz, e por-
tanto uma S-matriz. QED

Este resultado mostra que se [F'(z)lp é uma matriz definida positiva, ou
uma M-matriz, ou uma H-matriz, a regularidade esta garantida.

O teorema a seguir mostra que o resultado para P-fungdo é valido para
p=1=1.

Coroldrio 3.2. Seja {z.,yx, 2.) um ponto KKT do problema (3.3), F :

IR* — IR" diferencidvel, p > 1,1 > 1 em 2 € IR} e [F'(z.)lp € uma P-
matriz, entdo . € solugdo do problema VIP(F {.).

Demonstragao. Pelo Lema 3.4 temos que
[UD],'[[F}($.)]DUD];' <0 se :€D.

De onde, dado que [F'{z)7]p é uma P-matriz temos up = 0, com isto temos
u = 0, logo levando em conta o Lema 3.5 fica provado o resultado. QED

Teorema 3.3 Seja F': IR® — IR" diferencidvel em z € IR} e [F’( Np, €
uma Po-malriz ndo singular, entdo x € regular.

Demonstragdo. Desde que [F'(z)]p é uma Fy-matriz, [J(z)]p é também
uma Fy-matriz e portanto uma Sg-matriz. Dal existe um vetor & # 0, com
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he =0 e hp > 0, tal que [J(.T)]'D?‘lhp > 0. Suponhamos que z nao é regular.
Dado que iip > 0, resulta [J{z)]php = 0, 0 que contradiz o fato de [J(z)]p
ser nao singular. QED ’

Teorema 3.4 Seja Y = N1 UP,, e F: IR* — IR® diferencidvel. Se [F'(x)]y
¢ ndo singular e o complemento de Schur de [J(z)]y em [J{z)lp € uma §-
matriz, entdo x ¢ regular.

Demonstragao. Chamemos
U= NQ U p].

Claramente Y C Z, logo, da definicdo de regularidade, com os vetores po-
sitivos temos que hy pode ter qualquer sinal, e by > 0. Agora, escrevemos
[J{z)}p, da seguinte forma

()] = ( ilj A ) | (3.38)

onde A,; = [J{z)]y. Vamos mostrar que existem vetores hy e hy > 0, tais

que
An A hy {0
(A2,1 Az.z) (hu)_(q)’ 9>0. (3.39)

Como A, é néo singular este sistema ¢ equivalente a

A A N[ hyY _ (0
( 0 A ) ( ol =le (3.40)
onde As = Azz — Az1A471412, é o Complemento de Schur de [J(z)]y em

[J(z)]p. Como As é uma § — matriz, existe by > 0 tal que Ashy = g > 0,
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e dado que [J(z)]y é ndo singular, existe hy tal que, Aja1hy + Ai2hy = 0.
Entdo

W (z)loho = ( 0 ) .

q

Isto sastifaz a regularidade, jd que ic =0 e 4p > 0. QED

Por enquanto, os resultados dados mostram que com as mesmas hipdteses
pode-se estender para caixas s resultados dados por Moré para o NCP em
94]. .

Agora, expressaremos os resultados que obtivemos para os casos parti-
culares, isto €, quando apenas alguns dos tipos de restricdes da caixa estao
presentes. Primeiro colocaremos os resultados para o caso sem restrigbes,

onde resolver o problema VIP(F,{}.), é equivalente a resolver o sistema
F(z)=10.

Teorema 3.5 Seja (2., Ya, z«) um ponto KKT do problema (3.8) com p >
LI>1,DC1, e [F(z.)]p ndo singular. Entdo z. € solugio do problema
VIP(F,Q,.).

Demonstragiao. Dado que D C 7,4, e que (z.,y..2.) é um ponto KKT,
obtemos

[F'(z.)ulp = [F'(z.)]pup = 0.

Como [F'(x.)]p é nao singular, entdo up = 0, de onde temos u = 0. Pelo
Lema 3.5 segue o resultado proposto. QED

O seguinte corolario € imediato.
Corolério 3.3. Seja (z.,y.,2.) um ponto KKT do problema (3.3},p > 1,
1> 1,2 =14 e [Fllz.)]x nao singular, com D C K. Entdo z, € solucdo do
problema VIP(F Q,).

Demonstragao, Dado que Z =Z,,
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F'(z)u =0 (3.41)

de onde, se D C X, (3.41) pode ser escrita como
[F'(z.)]cux = 0.

Pelo fato de [F'(z.)]c ser nao singular temos ux = 0, portanto up = 0. Logo
u =0, e pelo Lema 3.5 temos o resultado proposto. QED

Consideremos agora o caso de uma caixa limitada.

Teorema 3.6 Se (z.,Y.,2.) € um ponto KKT do problema (3.3}, p > 1,
21, p+1>2 e [F{z.)]p € coluna-suficiente com D C I, entdo z. €
solucdo do problema VIP(F,(1.).

Demonstragao. Pelo Lema 3.4, temos que se cumpre (3.27). Logo, levando
em conta que p+ ! > 2, se i € Z,, temos

U = —oy SU, 2'&,‘:[3" Z 0.

Logo, [u]z, = 0, mas como D C I, fica u = 0. Pelo Lema 3.5 fica provado o
proposto. QED

O seguinte coroldrio € evidente:
Corolario 3.4. Se (z.,9.,2.) € um ponto KKT do problema (3.3), p > 1,
121, p+1>2 Q € uma caiza limitada e F'(z.)p coluna-suficiente, entdo

z. € solugcdo do problema VIP(F,f),).

Demonstragao. Se {1, é uma caixa limitada, T = I, de onde P C T,. Logo
estamos nas hipétesis do Teorema 3.6. QED

Por 1ltimo, consideramos o caso em que as restrigdes sao do tipo = > ¢
ou z < t {aqui estd incluido o problema NCP).

64



Teorema 3.7 Seja (2.,%.,2.) um ponto KKT do problema (3.3), p 2 1,
1>1, p+1>2 e [F'(a.)]} linka-suficiente e S-matriz. Se
(@)PCLhuUl
ou
(b) D C T, U T,.
Entio z. € solucdo do problema VIP(F, )

Demonstragéio. Ja [F'(z.)]}, é linha-suficiente, temos que [F*{z,)]p é coluna-
suficiente. Procedendo como no Teorema 3.6, temos que em ambos os casos

(a) e (b)
u; = 0 se 1 € 1.

Logo, como p + [ > 2, temos que:
No caso (a), tem-se D C T, logo

2u; = —o; <0, se 1 €D,

Isto implica que up < 0 e [F'(z.)|pup > 0.
No caso (b), tem-se D C I3, logo

2u; = 3; <0, se i €D,

Isto implica que up > 0 e [F'(z.)]jpup < 0.
Destes analise temos que em ambos os casos existe ¥ > 0 tal que

[F(z.)]p? < 0.

Isto contradiz o fato que [F'(z.)7]p é uma S- matriz. Logo up = 0, de onde
u = (. Usando o Lema 3.5 temos o resultado proposto. QED

Coroldrio 8.5. Seja (= ,,y.,z,) : um ponto KKT do problema (3.3),p>1,
121, p+1>2, [Fi{z.)T)p ¢ knha-suficiente ¢ [F"(a:.) I com D CH ume
S- matmz Se

() I=1I
(b)f’; = T4
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Entio z. € solu¢io do problema VIP(F,().).

Demonstracio. Como no teorema anterior chegamos a que, no caso (a),

obtemos
Qu; = —o; <0, se 1 € H.

Isto implica que ux < 0, e [F'(z.)|nun = 0.
No caso (b), obtemos

2u; = 7, <0, se 1 €H.

Isto implica que uy > 0, e [F'(z,)]yun <0.
Suponhamos agora que D # @, entdo uy # 0. Isto implica que em ambos
os casos existe ¥ > 0 e ¥ # 0, tal que

[F(x.)]d <0.

Isto contradiz o fato de que [F'(z.)]%; é uma S- matriz. Logo ux = 0, de

onde u = 0. Usando o Lema 3.5 temos o resultado proposto. QED

Com este resultado fica estendido o resultado dado por Moré em [94].
(coroldrio 3.4). A hipdtese pedida por ele é que a matriz [F'(z.)]p fosse
semi-definida positiva e [F'(z.}]} uma S-matriz, sendo que a hipdtese pe-
dida em nosso caso é [F(z.)]p linha-suficiente e [F(x.)] uma S-matriz. Da
proposicao 1.2 da introdugéo, temos que semi-definida positiva implica linha-
suficiente, mas a reciproca nao é verdadeira, como mostra o seguinte exemplo.

(07)

¢ fila-suficiente € § — matriz, mas nao é semi-definida positiva.

Exemplo 3.1. A matriz

Caso Linear

Tomaremos F(z) = Mz + g. O seguinte teorema mostra que neste caso
podemos pedir condigoes mais fracas para estabelecer a equivaléncia com os
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pontos estacionarios do problema associado.

Teorema 3.8 Se (z.,¥.,2.) € um ponto KKT do problema (3.8), Mp ¢
linka-suficiente, p > 1, 1 2 1, p+1 > 2 e o problema VIP(F,(}.) tem
solugdo, entdo z. € solucdo do problema VIP(F,,).

Demonstragdo. Ja que [M|p é linha-suficiente, do Lema 3.4, temos que
u;[MTu); = 0 para todo i
Agora a demonstragao segue como no Teorema 2.10. QED

O resultado dado no Teorema 3.8, estende o resultado conseguido por
Friedlander, Martinez e Santos em [41]. A hipdtese pedida por eles para o
LCP era que a matriz M fosse semi-definida positiva. Neste caso a hipdtese
pedida ¢ linha-suficiente que como ja vimos no exemplo 3.1. é mais fraca.

Deve-se observar que no trabalho de Moré [94] todos os resultados pro-
postos sido para o caso da complementaridade nao linear e, de fato, todos os
resultados de equivaléncia com os pontos estaciondrios que se obtém exigem
condigbes mais fortes para F'(z.) que a de linha-suficiéncia. Aqui vimos que
no caso linear o resultado é valido para a estrategia de Moré, com a hipdtese
de linha-suficiente.
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CAPITULO 4

O problema Horizontal e
NCP-Generalizado

Neste capitulo colocaremos como problemas de otimizagao com restri¢oes
simples 0s problemas horizontal e NCP-generalizado (NCPG).
Como ja vimos na introdugao o problema horizontal consiste em encontrar

(2, z.) tal que

Qs+ Rz =b, 212.=0, z.,2.>0, (4.1)
que denotaremos por HLC P(Q, R).

O problema NCP-Generalizado, que denotaremos por GCP(F, G}, con-
siste em encontrar z, tal que

F(z.,) >0, G(z.)>0, F{z,)7G(z.)=0. (4.2)

4.1 O Problema Horizontal

O problema que analisaremos ser a seguinte generalizag&o do problema ho-
rizontal:
Encontrar (z., 2.) tal que

Flz)+G(z)=0, zlz, =0, z.z >0. (4.3)
A este problema denotaremos por HNCP(F,G).
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Para formular o problema de otimizagio equivalente seguiremos os passos
ja explicados na introdugao.

(a) A Funcao de Mérito

fo2) = 1) + Gl + (Ltern) (4.4
(b) O problema de otimizagio equivalente
g}i;})f(x,Z)- (4.5)

(c) Equivaléncia com o minimo global

Teorema 4.1 Seja (z.,2.) um minimizador global de (4.5} com valor nulo
da fun¢do objetivo. Entdo (x.,z.) € solugdo do probleme HNCP(F,G)}.

Reciprocamente, se (2.,2.) € solucdo do problema HNCP(F, (), entdo
(Tu, 2.) € um minimo global de ({.5) com valor nulo da funcio objetivo.

Demonstracao. Trivial. QED

Os resultados de equivaléncia com os pontos estaciondrios do problema
de otimizacao associado serao dados para dois casos: nao linear e linear.

(d) Equivaléncia com os pontos estacionarios
Os resultados serdo dados para dois casos:

Caso nao linear

Teorema 4.2 Sejam F,G € CYIR}), (2.,2.) um ponto estaciondrio do
problema (4.5), p 2 1 el > 1. Sejam G'(z.), F'(z.) tais que, para todo
0 # u € IR, existe D(u) € IR diagonal, com D{u) > 0 tal que

TG (2)TD{u)F'(z.)u < 0.
Entio (z., z.) € solugdo de HNCP(F,G).
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Demonstragao. Chamemos
u= F(z.)+ G(z.),

n

6= ([z.}ilz0)"

1=1

Sejam X € IR**" e Z € IR**" definidos por X = digg(z.) e Z = diag(z.).

As condigdes KKT neste caso sio

2F (z)u+ 2p10" 1 (X Z) 12, — 4 = 0,

2G' (2 )u + 2pl0P N X Z) g, — p = 0,
-’Bir’?' =0,

Zp =0,

2.20 2z.20 v20 pu>0.
Por (4.7} e (4.8}, temos

2P (z.)ul = ~2pl°7 2] 2] +

206 (zuyuls = ~200 [z e ]t 4 g,
para todo 7. Por (4.12),(4.13) e (4.7)-(4.11), temos

AF (2 Juld G (2 )ul:

= (=2pl67 " [.)}  [z )i 4 1) (= 2P0 [z el A )

= 4(p1)? 0" *([2i[ )" + i,

para todo 2, de onde fica claro que

4[F" (2. )uli{G' (2. )uli 2 0
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para todo ¢. Suponhamos que v # 0. Logo, dado que por hipétese existe
D(u) = diag{d,,...,d,}, com d; > 0 tal que

wI G (2,)D{u) F'(z.)Tu < 0.

Por isto e (4.15), temos que
0 > u’ G'(2.) D{u) F'(z.)u = 3 _[F'(2.) ulid G'(z) u]: 2 0,
i=1

o que ¢ uma contradi¢io. Logo, u = 0. Portanto considerando (4.14), obte-
mos

4(p1) 67 ([zLile ) + pip = 0 (4.16)
para todo :. Por (4.11), temos que
[2ilza)i = i = 0. (4.17)

Por (4.17) e u = 0, temos que (z.,2.) é solugdo de HNCP(F,G). QED.

Note que neste caso a hipdtese colocada, para o caso NCP ( G = —1I),
equivale a dizer que F'(z.) é uma P-matrix (ver [28]).

O caso linear

Teorema 4.3 Se (., z.) € um ponto estaciondrio do problema ({.5), p > 1,
I121,p+1>2eo0 problema HLCP(Q, R) tem solugdo. Se @, R € IR"*"
sdo tais que, para todo u € IR", se cumpre

{{RTu):[QTu); > 0, para todo 1,} = {{RTul;[QTu)i =0, para todo i},
(4.18)
entdo (z.,z.) € solugdo de HLCP(Q, R).

Demonstragao. Aqui, v = Qz. + Rz, — b, F(z) = Qz, G(z) = Rz — b, logo
{4.7)-(4.15) sdo obtidas como no Teorema 4.3. Logo,

[RTu];[QTu]; 2> 0, para todo 1.
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Pela hipotese temos
[RTu};]QTu): = 0 para todo 7.
Por (4.14}, resulta

4(p)26% ({2 ilz ) + v = 0 (4.19)

para todo z. Portanto
ezl = s = 0. (8.20)

Por (4.20) e o fato p+ ! > 2, as condigbes KKT ficam:
2RTu — 4 =0,
2QTu — p =0,
zv =0,
zir.“ =0,
.20 2,20 v20 p20.

Estas sio as condigdbes KKT do seguinte problema convexo

min ||Qz + Rz — b||*. (4.21)

x20,z20

Com um raciocinio idéntico a0 do Teorema 2.5 do Capitulo 2, obtemos o
resultado proposto. QED.

Este resultado estende o resultado dado por Friedlander, Martinez e San-
tos em [41]. Eles pedem que —R7Q), seja semi-definida positiva, o que implica
em .

uTRQTu = i[RTu],v[QTu],- < 0.

=1

Logo se [RTu);[QTu); > 0 para todo ¢, entdo [RTu);[@Tu); = 0, para todo
¢, que é nossa hipdtese. Com isto temos provado que a hipétese pedida em
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[41] implica a nossa. Entretanto a reciproca nao € certa. Para vernos isto
basta tomarnos o exemplo 3.1, dado no Capitulo 3.

Também ¢ evidente que para o caso LCP (i.e., R = —1), esta hipotese
equivale a que ()7 seja linha-suficiente.

O resultado obtido no Teorema 4.3 também € valido fazendo-se per-
mutacao de linhas. Isto esta expresso no Coroldrio 4.1 a seguir. Primei-
ramente escreveremos da seguinte maneira as matrizes ¢} e R:

Seja I = {1,...,n}, logo

T
'8 r{
93: Tn

Coroldrio 4.1. Se existe alguma particio T = {1,...,n} = [T, T1], tal que
se definimos:

Q1 T .
- : -4 sei€ Ty
Q ~.T [ com ‘L { r?‘ se ?. e I]
n
F’{ r! sei1 €1,
P : g i 0
R H , com 7y { q‘T seic
Tﬂ

se cumpre pare todo u € ™,
{[RTw{@%u)i > 0 para todo i} = {{RTul[QTul; = 0 para todo ;}
e (2., z.) € um ponto estaciondrio de (4.5), entdo (2., 2.} € solugdo de HLC P(Q, R).

Demonstragao. Definamos



. [y, sei €y
[2.);, sei€Zy ’

. | m osei€
TTY o seicd !

N {,u,— se1 €Ty
@ = ) : 1
~ sei €14

e X = diag(#.,), Z = diag(3,).

As condigdes de KKT, podem ser escritas da seguinte forma:

20T u + I8P Y (X Z) 12, — 5 = 0,

2RTu 4 2plP (X 2) %, — o = 0,

e
-~
I}
e

2,20 220 420 p>0.
Agora, considerando o Teorema 4.3, temos que
u=0, #%, =0.

Por (4.22), usando as definigoes de I, e Z,, temos que

T

u=10, z,2, =0,

o que conclui a demonstragio de corolario.  QED.
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4.2 O NCP-generalizado

Também neste caso para formulamos a equivaléncia com um problema de
otimizagao seguiremos os passos Ja indicados na introdugao.

(a) A fungao de mérito

) = P ol + 16 = =1+ (Sl ) . (2)

(b) O problema de otimizacao equivalente

min f(z,¥y, ). (4.24)

y,220

(¢) Equivaléncia com o minimo global

Teorema 4.4 Seja (T.,Ya, z.) um minimizador global do problema ({.24)
com f(Te,Yu,z.) = 0 entdo z. € solugdo do problema ({.2).

Reciprocamente, se T, € solfug:&o do problema ({.2), entdo existem z,,y. >
0 tais que (T.,Ya, 2.} € um minimo global de ({.24) € f(ze,yuy2.) = 0.

Demonstragao. Trivial. QED

Também aqui a equivaléncia dos pontos estaciondrios do problema de oti-
mizacao associado e a solugio de GNC P(F, (), sera analisada em dois casos:
o linear e o nao linear.

4,2.1 Caso nao Linear

O teorema de equivaléncia é o seguinte:

Teorema 4.5 Seja F,G € CHIR") e (2., yx, 2.) um ponto estaciondrio de
(4.24). Suponhamos que exista G'(z.)7! e que G’'{x.) 7 F'(2.) seja uma P-
matriz. Entdo z, € solucio de ({.2).
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Demonstragao. Chamando

as condigbes KKT do problema (4.24), sao

2F (za)(F(2.) — z.) + 2G'(2.)(G(2.) — y) = 0,

— 2(F(z,) — 2a) + p2pl0P (Y Z) ya — v = 0,
= 2(G(z.) = yu) + p2plP (Y Z) 20 — p = 0,
Zy=0, ylup=0,

220y 20720420

Por (4.25), como G{z.) é nao singular, temos que

Fl(z)(F(z.) - 2.) = ~G'(2.)(G(z2) - 3a),
C GNa) T F (@) Fs) — 24) = —(G(za) - yo)-

Por (4.26) e (4.27) ternos que

QIF(fﬂ*) - Z;]i = pZPwP_l[z*]i_l[y*];{ = Tis

2(G(2.) — ya)i = poplt™ )i 2] — pa.

Por (4.26)-(4.32), podemos escrever

4[F (2.) — zil (@) T F (@) (F(2.) = 2.))i

-2/(G(2.) — g )J2[Fz.) — 2.];
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= —(4(p2lp)*(0)"*(lylsl2.])* 7 + wip)

Portanto,

[F(z,) — 2)]G (2.0 F (@ (F(2.) — z.)]i £0,

para todo i. Como G'(z.) 1 F'(z.) é uma P-matriz, temos que

Flz.)—2.=0
Em conseqiiéncia, voltando a (4.30), obtemos

G'(z)T (G(z,) —y,) = 0.

Como G’(z.) é ndo singular, temos que

G(z.) —y. = 0.
Agora, por (4.33)

4palp 077 [y + s =0,

Finalmente por (4.29), obtemos

[yufilz)i = 0

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

para todo ¢. Por (4.35),(4.36) e (4.38), e pelo Teorema 4.4 fica provado o

proposto.  QED.

Da demonstracio do teorema fica claro que as hipdteses podem ser as
mesmas, trocando F por (G. Para expressar isto de uma forma mais com-

pleta enunciamos o seguinte corolario:

Corolério 4.2. Sejam

T={1,....n}, P(z) = (F(2),. ... fa(@)), Clz) = (gi(z), ..

Se existe alguma particio T = [Iy, 1], tal que definindo

Fo={ 0 1T

(i

L gn(2))T.



G(z) =

gi(z) sei1 €Ty
fi(z) seiely’

ezista G'(2.)71, (G'(2)7) 1 F'(2.)7 seja uma P-matriz ¢ (2..9., 2.) Seja um
ponto estaciondrio de (4.24), entdo z. € solugdo de (4.2).
Demonstragao. E sé reescrever as condi¢oes KKT chamando

Ze =

Com esta mudanca, temos que

F'(z.) (F(z.) -

ZVf, (ze)(filza )} —

Y Viilz)(fiz.) -

i€lp

> Vi

i€,

D filz.

Fi(a)" (B(e.) -

{[% se i €74

= {
{7, sei € To
=1

)~ [z + 3 Vaila.

: SGiEIl

*l

v, sei €
[2.);, secey ’

pi set €y

N SeteI[}
~ set €Iy

z) + G'(z.)" (G(z.) —v.) =

)gi(wa) — [z.i) =

+ng,

[2.]:) + Z Vgi(z T.) -
iy
icTo

2) 4 Gz (G(z.) — §a) = 0.
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As outras equagtes (4.26)-(4.29) ficam

~ 2(F(z.) — &) + pplP (Y 2)- ‘g.'e 5 =0, (4.40)
— G (3) = i) + poplP YV Z) 5 - =0, (4.41)
#y=0, @p=0, (4.42)

£ 20,5.2 0,72 0,4 >0. (4.43)

Com isto, € considerando o Teorema 4.5, obtemos

F(z.) = 2. =0, G(z.) —§.=0, 7y, =0. {4.44)
Com um simples cilculo, (4.44) nos permite concluir que
F(z.) = 2. =0, G{z.)—y. =0, zly.=0.
Portanto, z. € solugao do problema (4.2). QED.

4.2.2 O caso linear

Aqui também podemos colocar hipoteses mais fracas. FEnunciaremos o teo-
rema que mostra isto.

Seja F(z) = Mz +d e G(z) = Rz + v. Chamemos

mi rf
M = . R=1{ ¢
mT T

Teorema 4.6 Se eriste alguma particdo de T = [I,,7;) tal que, definindo

Q__ . com T = m‘T 33?:61-0
. 1 | M TT SEE.EI]l

1
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e
I

com T; — i
’ ' my seiedy ’

L}

r
1 .
{r"T set €1y

resulta R ndo singular, (RT)"IM7T coluna-suficiente e (Za,ys,2.) um ponto

estactondrio de ({.24), entio z. € solugdo de (4.2).

Demonstragdo. Pela definicao de F(x),G(z), temos que Vfi(z) = m; e
Vg; = ri. Logo a demonstragao é a mesma do Coroldrio 4.2. até (4.43).

Com a hipétese de que (R™*)T M7 é coluna-suficiente temos que:

Mz, +d— 2L [(RTYMT(Mz, +d - 2,)) = 0,

para todo ¢. Por {4.33) e (4.45), obtemos

4(!02213)2(9)2?_2([y‘]t‘[z-:]i)ﬂ-*] + Yifi < 0.

Portanto,

[y.)i[z.): = 0,
para todo 1. Por (4.47) e p 4+ 1 > 2, as condi¢oes KKT ficam

oMT(Mz, 4+ d - 2)+ 2RT(Rz. +v —y,) = 0,

—2(Mz.+d—2z)—v=0,
—2(Rz +v—y)—p=0,
Zy=0, ylp=0,

ze 2 0,320,720, > 0.

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
(4.49)
(4.50)
(4.51)

(4.52)

As equagdes (4.48)-(4.52) sdo as condi¢des KKT do seguinte problema con-

VEXO0.

mig [Ma +d - 2]+ | Rz + v~ y]]
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Seguindo um raciocinio idéntico ao do Teorema 2.5 do capitulo 2, obtemos o
resultado proposto. QED.

As estratégias para resolver o problema linear dadas por Pang em [104] e
[105], e por Noor em [100] e [99], usam métodos iterativos e se limitam a dar
alguns resultados tedricos sobre convergéncia no caso LCP. Ja a estratégia
baseada na fungdo de Fischer [30] dada por Fukushima e Kanzow em [70] e
Jiang, Fukushima, Qi and Sun em [64], formulam um problema de otimizagao
associado melhor do ponto de vista tedrico, j4 que as exigéncias tedricas sdo
mais fracas para obter a equivaléncia com os pontos estacionirios. Com
efeito, eles pedem que exista G'(z)™! e que a matriz G'(z.)" ' F{z,) seja
uma Fy-matriz, enquanto que no nosso caso a exigéncia é P-matriz para o
caso nao linear e coluna-suficiente para o caso linear. Porém, o problema
associado formulado por eles é nao diferencidvel em [64] e no méximo C?
em [70]. Esta falta de diferenciabilidade é uma desvantagem com respeito a
nossa estrategia, como ja foi explicado nos capitulos anteriores.
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CAPITULO 5

Teoria das Perturbacoes

5.1 Apresentagao

Como j4 vimos no Capitulo 2, os resultados de equivaléncia com os pontos
estacionarios para o caso geral sio validos quando a funcéo F ¢ estritamente
mondtona. O exemplo 2.5 dado no Capitulo 2 mostrou que estender o re-
sultado para fungdes monodtonas nao era possivel. O objetivo de desenvolver
uma teoria de perturbacdes € superar esta limitagao.

A estratégia usada fol a chamada perturbagio regularizante, citada no
livro de Cottle, Pang e Stone [17] para o problema da complementaridade
linear. Com esta perturbacao consegue-se, no caso da monotonia, que os pro-
blemas perturbados possam ser resolvidos usando o problema de otimizagao
associado dado nesta tese. A solugao do VIP(F,Q1}, que chamaremos de
original, sera obtida pela aplicacdo de wm método homotdpico mediante a
resolugao sucessiva dos problemas perturbados.

QOutros trabathos propostos para resolver o NCP baseados em métodos ho-
motdpicos sdo os de Watson [119], que utiliza a equivaléncia com um sisterna
nio linear dada por Mangasarian em [86], e o trabatho de Kojima, Megiddo
e Noma [78], que estd baseado em um sistema néo linear equivalente de 2n
variaveis.

A justificativa tedrica da aplicagéo de perturbagdes para resolver o pro-
blema original seguira o seguinte esquemas:

Dado o VIP(F, ) que tenha solugao, verificar que:
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(i) os problemas perturbados tenham solu¢ao que possa ser encontrada com

a nossa estratégia.
(ii) a sequiéncia de solugdes perturbadas seja limitada (garantindo a existéncia

de um ponto limite).
(iii) todo ponto limite da seqiiéncia de solugdes perturbadas seja solugdo do

problema original.

5.2 Definigoes

Apresentaremos um conjunto de definigdes que serao usadas em todo este
capitulo.

Definigao 5.1. Chamaremos sequéncia perturbadora a uma seqiiéncia {cx}ren
com as seguintes caracteristicas:

€r >0, e >cpy1 € € — B

Definigao 5.2. Dada F : IR® — IR" chamaremos a seqiéncia de per-
turbagdes da F' a seqiéncia de fungdes Fy : IR* — IR" definida por

Fi(z) = F(z) + exz,
onde {ex}ren € uma seqiéncia perturbadora.

Definigao 5.3. [57] Seja Q@ C IR™ fechado, ndo vazio e convezo. Se existe

xo € §) tal que
B={zeQ|F(z)(z—zo) <0}

¢ limitado, dizemos que F' cumpre a condi¢io B1 em 20.

Se o conjunto
B={zcQ|F(z)"(z -z <0}

€ imitado, dizemos que F cumpre a condi¢do B2 em z¢.
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Se o conjunto _

B={z € R | Flz)l(s - z) < 0)

€ limitado, dizemos que F' cumpre a condigao B1F .em zg. Finalmente, se
B={c€ R"|F(z)'(z — 20) < 0}

€ limitado, dizemos que F cumpre a condi¢do B2F em z.

As condicoes B1 e B2, estdo dadas em [57] e sdo suficientes para que o
conjunto de solugdes do VIP(F, (1) seja limitado.

Definigéo 5.4. Seja Q C IR" definido como em (2.1). Os conjuntos a seguir
sao definidos por
O ={zeR" | g(z) <0},
Qa={zeR" | Az = b},
Qe={ceR" [z;>2c, 1 €LHUI, z;<t, 1€ T,UTs),
Qac={z R | z € Q.NN,Y,
Qe={zeR | zeQ. N},
I=A1,...,n}, M={1,....m}, @={1,...,q},
S =1{1,...,8}, 8 = {s1,...,83}.
Definicao 5.5. Dizemos que o conjunto {3, cumpre uma condigdao de Slater
sobre 1 em xo € 1 se

gi(zo) < 0 para todo ¢ € M.

Definigao 5.6. Consideremos VIP(F,1). Chamaremos Py(§)) ao problema
de otimizagdo associado, f & funcdo de mérito de Pr(f1) e T() ao conjunto
de restrigoes de Py(Q).

Definimos os segutntes conjuntos

T() = {¢= (2. 9) € T(Q) | fi¥(¢) < ™8},
onde >0, ¢
' Re(@) ={z e R | ¢ = (z,¢) € T(Q)}.
Dizemos que z\ € uma solugdo inezata do VIP{Fy, Q) se zx € Ri(Q).
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5.3 Solugoes Exatas dos Problemas Pertur-
bados

Nesta secao analisaremos o que acontece com as solugbes exatas dos proble-
mas perturbados. A questao (iii) da apresentagdo 5.1 estd respondida com o
seguinte teorema.

Teorema 5.1 Se VIP(F;, Q) admite ume solugdo = pare todo k € IV,
entio todo ponto limite da seqiéncia {x1} € uma solu¢do do VIP(F,).

Demonstragao. Sejam K, um subconjunto infinito de IV e z, € (1 tais que

lim xy = z..
ke iy

Seja w € (. Dado que z; é uma solucio de VIP{F}, 1}, temos que
(F(zi) + exzp,w — zx) > 0 paratodo k€ IV.
Entao, tomando o limite para & € K, obtemos
(F(za),w—=z.) > 0.
Como w € §} é arbitrario, z. é uma solugio de VIP(F,§}). QED

Note que neste teorema nao ha nenhuma condigio adicional, além do fato
da existéncia de um ponto limite.

5.3.1 Caso Geral

No caso geral dado no Capitulo 2, os resultados conseguidos exigiam que
a fungho fosse estritamente mondtona. Mostraremos em geral que com a
hipotese de monotonia as perturbagdes cumprem o objetivo de estender os
resultados tedricos.

Teorema 5.2 Seja F(z) mondtona. FEnido Fi € fortemente mondiona de
modulo €.
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Demonstragao.
(Fi(z) - Fely)o —y) = (F(z) - Fly) + ez —y), 2 —y) =
(F(z) - Fy),z —y) +exllz — gyl 2 exllz — 91>, QED

Note que com este teorema e a Proposicao 1.7, se {1 é ndo vazio a monoto-
nicidade da funcdo garante a existéncia de solugdo do problema perturbado.
Isto responde & questdo {i} da apresentagao 5.1.

Teorema 5.3 Sejam F' mondtona e o conjunto de solugdes do VIP(F,Q)
ndo vazio. FEntdo, {x} converge & dnica solugdo de morma minima do

VIP(F,Q).

Demonstragao. Seja 7 uma solugao do VIP{F,Q). Dado que Z € R e x4
é a solugdo de VIP(Fy, (1), temos que

(F(iﬂk) + ExTk, T — xk) Z 01

para todo k € IN. Logo, como (F(x),zy — z) > 0, obtemos, usando a
monotonicidade de F, que

0 < {(Flzi) — F(Z), 2 — &) < ex{zne, @ — 24) — {(F(Z), 2 — F)

< exlee, T — ak) < exl{l@ellliz) — lizxll®) = exllzelllzh - llzel)).

Deste modo,
izell < ||2]] para todo k€ IN. (5.1)

Portanto, a seqiéncia {z;} é limitada. Pelo Teorema 5.1, qualquer ponto
limite de {zx} é uma solugao do VIP(F,Q1}. Agora, por (5.1) os pontos
limite de {zx} tém que ser solugdes de norma minima do VIP{F,). Pelo
resultado dado em [[57], Proposi¢do 3.1] o conjunto de solugdes do VIP &
convexo e, portanto, a solugdo de norma minima € dnica. QED

Observe que com este teorema a monotonicidade garante algo mais forte
que o fato da segiiéncia de solugbes dos problemas perturbados estar limi-
tada: sua prdpria convergencia. Além disso, caracteriza a solucao a qual
converge. Este resultado é apresentado por Cottle, Pang e Stone em [17], no
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caso do problema da complementaridade linear.

O teorema que pede uma condi¢ao diferente da monotonia, com a qual
conseguem-se 0s resultados pedidos na apresentagao.

Teorema 5.4 Sejam F : IR* — IR® uma fun¢do continua e 1 C IR" con-
vezo, fechado e ndo vazio. Se alguma das seguintes condigbes se cumpre
(a) 2 € kimitado; '

(b) F satisfaz a condigdo B1,
entio o problema original e os perturbados tém solucdo e a seqliéncia de
solugdes perturbadas € limitada.

Demonstragao.

(a) No teorema basico da complementaridade em [21] temos que se o con-
junto {2 é limitado e néo vazio o problema original e os perturbados tém
solugao. Além disso zx € 2, logo a seqiiéncia gerada estd limitada.

(b) Se Q esta limitado estamos no caso (a). Suponhamos entdo que ) é
ilimitado e definamos a seguinte seqliéncia de conjuntos

0, = B.(0)NQ,

T, =2\ Q.

Logo, 0, C Nup1 e =0, UT,..

Agora existe ng € IV, tal que zg € (), para todo n > ng. Pelo teorema
fundamental da complementaridade, VIP{F,{},) tem solugio z7, para todo
n Z g

Suponhamos que VIP(F,) nao tenha solucdo. Mostraremos que
=¥l = n. Suponhamos o contrario, ||z}}] < n. Logo, pela convexidade
de 1, para todo y € Iy, existem w € £} e A > 0 tais que

y —z; = Mw —z7),
e dado que z7 é solugdo de VIP{F,{,),
F(zhY(y—at) = AF(aM)(w — 22) > 0
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para todo y € T,.. Logo, z7 ¢ solugao do VIP(F, 1) em contradigao com o
suposto. De onde fica }jz7|j = n, para todo n > n,.
Agora, dado que 77, é solucao do VIP(F,Q,), temos

F(zMT (2" — ) €0, para todo n > ng.

Isto contradiz a validade da condigdo B1. Logo, VIP(F,Q) tem solugdo.
Agora, vamos provar que Fy cumpre a condi¢ao B1.
Dado que F cumpre a condi¢do B1, temos que se {z,;} é uma seqiiéncia
tal que l|z;|| — oo, entdo existe jp tal que

(F(2;) + ez, 25 — 2o} 2 (F(25),2; = 20} + exllz;l| (25| - [|zoll) > 0

para todo j > jo, de onde temos que F, cumpre tambem a condigio B1.

Com isto esta completa a demonstracio da existéncia de solugao do pro—
blema original e os perturbades.

A prova que {z;}, a seqiiéncia de solu¢les perturbadas, estd limitada se
faz como segue:

Como z; é solugao do problema perturbado, temos

(Flzk) + exzry 26 — o) < 0.
Logo, como Fj satisfaz B1,
(Fzp)2x — zo) < —erlzr, 2 — o) < —exllaxl|(llzxll — ljzoll)

Portanto, {zx} tem que estar limitada. QED

Agora apresentaremos o teorema que trata a condigao B2.

Teorema 5.5 Se F sastifaz a condigdo B2, e o problema original € os pro-
blemas perturbados tém solugdo, entdo a seqi€ncia de problemas perturbadoes
{z} estd limitada.

Demonstragao. A demonstracio é idéntica a do Teorema 5.4. QED

Que a monotonicidade néo implica a condigio B2 fica claro com um exem-
plo que tenha o conjunto §) ilimitado e F(z) = 0. Por sua vez o seguinte
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exemplo mostra que a condi¢do B2 nao implica a monotonicidade.

Exemplo 5.1. Seja

o
F(z1,22) = ( __1:;2 )
x2+1

Entao, se cumpre a condigao B1 com zg = (0,0), mas

1-z?

- 0

F’(xlami) = ( #itl 2 )
0 T+aZ+1

nao € semi-definida positiva. Isto implica que F néo pode ser monétona (ver
[101)).

Hd de se observar que a condigao B1 é mais fraca que a coercividade
definida na introdugéao (ver [93] ). Se a condigao B1 nao é valida, entdo para
todo zo € 0 existe uma seqiéncia {z;} C Q com |jzx|| — oo, tal que

kl:im Fzy)T(ex — z0) <0,

de onde est4 claro que F 130 pode ser coerciva. A reciproca nio é verdadeira.
Vejamos o seguinte exemplo:
Exemplo 5.2. Seja F(z) =1e Q = IR;. A condigao B1 se cumpre em

z =0, pois F(z)(z - 0) =z > 0. Porém a funcao nao é coerciva, dado que

jim LM —20) _

200 2| ’

para todo xo € IR,
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5.3.2 Caso em que (] é uma caixa

A motivagio para analisar este caso separadamente estd no fato de que a
condicado de equivaléncia com os pontos estacionirios, como ja se mostrou
no capitulo 3, exige condigoes mais fracas para Jacobiano da funcao F do
problema original {P-fungao no caso nao linear ou que a M fosse coluna-
suficiente no caso linear). Mostramos no exemplo 2.6 que néo se podia atingir
o resultado com a condi¢do de Fy-fungio.

Considerando a proposigao 1.6, se a fun¢do F' do problema original é
uma Py-funcao, a funcao perturbada Fj se converte em uma P-fungio e com
isto estamos em condigbes de achar a solugao dos problemas perturbados
usando nossa estratégia. Isto justifica a idéia de se estender os resultados
para Fp-fungdes.

Antes de comegarnos a analisar tal extensdo, mostraremos que com a
condigao de monotonicidade, podemos garantir que os conjuntos de nivel do
problema de otimizagao associado ao problema perturbado estdo limitados,
o que tem uma grande importancia do ponto de vista algoritmico.

Teorema 5.6 Se F € P-uniforme entio os conjuntos de nivel de

f(z,v,7) = |iF(z) = (v,0)" + (0,7, 0)'}j+

1=1 1=8;

p [(i((z; — C{)‘U")I’) + (i ((f" — 2?{)?"()!) :l 3 (52)

definida sobre (U, x IRP? x IR3?™", sdo limitados.
Demonstragao. Dado g > 0, defimos
S = {(z,v,r) € Q. x B2 x R¥™™ | f(z,v,7) < B}.

Se (z,v,r) € S, entdo
[P (2) ~ (v,0)" +(0,r, 0)')il < /8, (5.3)
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)#t se i€ T UL, (5.4)

(4 — z)rs < (2)7 se i € LU Ts. (5.5)

- |

Dado que F é P-uniforme e z¢ € £}, temos que para todo z € {1, vale

ellz — oll* < max{(Fi(z) - Fi{zo))[x — wol:}

= II]P.X{[F(?«') - F(ffo) - (1), O)t + (0! T O)t]"["r - :Cg];
+[(1F, 0) - (0! Ty O)tlt[‘r - mﬂ]i‘}
< lla = zoll (L (@)l + /B) + max{( — Foli + [ — ol

< llz = aa (| F (@o)l| + /) + max{(Z - clios} + max{[t — 2]}r;}

O
< ||z — o (“F (woll + \/B+ llz '") 0”)

Logo

2 LYW
Lol + VB + ek
£

llz = zoll <

Isto implica que para todo (z,v,7) € &, = esta limitado. Com isto e (3.3),
temos que existe o > 0 tal que

= (2,0) + (0,7, 0} = zv+z (imr)?+ 3 P <o (56)

t=3; t=38y

91



Logo, as unicas componentes de v ou r que podem nao estar limitadas sao
as 1 € T,. Mas se isto acontecer, v; — oo e r; — 0o. Logo, de (5.4) e (5.3)
temos que x; = a; = 1; e entdo esta seria uma restricdo de igualdade, que
nao se considera neste caso. Portanto r e v estdo limitadas. QED

Extensido para uma Py-fungéo.

O primeiro ponto a observar é que o fato de se perturbar o problema
original nao garante a existéncia de solucdo do problema perturbado, ainda
que o problema original tenha solugdo. Vejamos o seguinte exemplo

Exemplo 5.3. Seja
_ -1 1 T —1
Fo=-[ 3 o] [2]+ ]

O conjunto solugao de LOP(M, q) é o seguinte
S={z e B | {27 = (0, 14M0,1)) ou {7 = (O, 1)+ XL 1)}, e A >0,
A fungao perturbada fica

FE(I)zl:fl(m)j'_‘_g{xl:l:[(5—1)$1+I2—1

fa(z) Ty ET9

Se o problema LC P perturbado tivese solugao, teria que satisfazer
[Fe(z(e))222(e) = eza(e)* = 0.

Logo,
Iz(é') = ().

Com este valor de x;(€), para z4(¢) > 0 temos que
[Fe{z)]y = (e — D)z1(e) - 1< 0,

se 0 < ¢ € 1. Isto mostra que o problema perturbado néo tem solugio se
D<e<t,
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Por isso, para darnos uma resposta adequada ao ponto (i} da apresentacao
deste capitulo, teria que demonstrar o seguinte:

“Se a fungio F do problema original é uma F; fun¢io, e ele tem solugio,
os problemas perturbados também tém solugio.”

Tal resposta foi obtida no caso linear. Mas para o caso nao linear, nio se
conseguiu nem uma demonstra¢do nem um contra-exemplo. Ha de se obser-
var que também nao foi achado na literatura nenhum resultado a respeito.
Logo, isto se constitui em um interessante problema aberto.

Para o caso nao linear encontrou-se um resultado importante do ponto de
vista pratico, que diz que se as solugbes dos problemas perturbados existem,
elas sdo tnicas.

Lema 5.1. Se F € uma P-fungio e o problema VIP(F,§,) tem solugdo,
entdo ela € unica.
Demonstracao. Seja z. solugio do VIP(F,{l.), entao

, se [z,i=¢ entao Fi(z,) >0
para t S Il { ge [Ix]i > ¢ entio E(m*) =0 ! (5.7)
se [z.)i =« entao Fi(z.) >0
para i € I, se ¢; < [z.]i <1, entdo Fiz.)=0 {(5.8)
se Tl =1 entao F,-(:r*) <0
: se [z.]; =1; entdao Fi(z.) <0
para 1 € Iy { se |z.)i <t entdo Fifz,)=10" (5.9)
para ¢ € I, entdo Fi(z.) =0. (5.10)

Suponhamos agora que existem z.,y. solugdes do problema VIP(F,{1)
com T. # Yx, € chamemos

wi = (Fi(wa) — Filya))([z.]: — [3:]:)-

Analisaremos o valor de w;, em todos os casos:
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(a) Se [z.]; = ¢, entao

w‘{ ={ Se [y.)i = ¢
"l <R a—[p) €0 Se [mli>a

(b) Se [z.); > ¢, entdo

wi{'—”ﬂ Se [y.)i >«

< —F;(y,)([;r,],- —¢) <0 Se [y«)i =

Portanto, se ¢ € Z;, temos que w; < 0.

(2)Se: e 1,

(a} Se [z.]; = ¢, entao

=0 Se [y.]i=«
w;{<F(I)a—[y]) Se o <fyli<t;
< (Fi(za) = Filp))ei =) <0 Se [puli =t

(b) ¢ < [x.); < 1i, entdo

Filge)(lzali — ) €0 Se [y.)i

Fi(y)(le]i =) €0 Se [u.);

< - li=c
w; ¢ =0 Se ¢ < {ya)i < &
< - =t

{¢) [z.); = ti, entdo

< (File) ~ Ry )t —e) €0 Se [g); =
wiy S Fi(x)(ti—[wai) £0 Se e < [y
= () Se [y*]t =
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Portanto, se ¢+ € Iy, temos que w; < 0.

(3) Sei € T,
{a) Se [r.)i < ¢, entdo

w-{ =0 Se [w.); <t
< —Flw)((zi - ) <0 Se [l =t

(b) Se [z.): = t., entdo

w‘{ < Fi(zo){ti ~ [5]) €0 Se [p]i <t
=0 Se [y =

Portanto, se ¢ € T3, temos que w; < 0.
(4) 1 €14

Fi(z.) = Fi(y.) =0, entdo w; =10

Com isto fica

wi = (Filz.) = F(y)([z) — k) <0,

para todo 1.
Como F é uma P-funcao, isto implica que z, = y., € com isto conclui a
demonstragio. QED

Este resultado é a extensao para uma caixa, do dade por Moré em [92],
para o NCP.

O ponto (i) da apresentacao, propunha verificar que a sequencia de
solugbes dos problemas perturbados era hmitada. O exemplo que daremos
a seguir, mostra que se a fungdo F do problema original é uma F,-fungéo,
ainda que este e os problemas perturbados tenham solugao, nao esta garan-
tido que a seqliéncia de solucdes dos problemas perturbados seja limitada.
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Exemplo 5.4. Seja

Claramente a matriz
0 1
00

é uma Fy-matrix. E o conjunto solucao de LOP(F) é o seguinte
S={ze R | {7 =(0,)+2(1,00} ou {zT = (0, 1)+ M0,1}} e A >0}

A fungao perturbada é dada por

F.z)= [;:g”-l-e{ii}= [wl -i;;;z—l}j

e a solugao do LOP(M +¢el,(—1,007) é

(€)= é 23(€) = 0

Lm Jjz(e)|| = oc.

£—0

Com este exemplo, mostramos que a seqliéncia de solugdes perturbadas néo
estd limitada mesmo no caso linear.

Este exemplo obriga a encontrar as condigoes que deve cumprir a fungao F
do problema original para que as solugées dos problemas perturbados sejam
limitadas,

No caso nao linear as condigdes encontradas estao dadas nos Teoremas
5.4 e 5.5, que como ja vimos garantem também a existéncia de solugdes. Isto
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sera expressado nos seguintes corolarios.

Coroldrio 5.1. Sejam F : IR® — IR" uma fungdo continue e ). nao vazio.
Se algumas das seguintes condigoes se cumprem
(a) Q. € kimitado;

(b) F satisfaz a condigde B1,
entdo o problema original e os perturbados tém solugdo € a seqiéncia de
solugdes perturbadas € limitada.

Demonstracéo. Igual a do Teorema 5.4. QED '
Corolario 5.2. Se a fung¢do F satisfaz a condigdo B2, € o problema origi-
nal € os problemas perturbados tém solucdo, entdo a sequéncia de problemas
perturbados {x;} estd limitada,
Demonstragao. Igual a do Teorema 5.5. QED
Caso Linear

No caso que a fungdo F' seja linear, daremos uma resposta completa ao

ponto (i) da apresentagdo, que pedia verificar que a solugido dos problemas
perturbados existissermn. Isto estd apresentado no seguinte teorema.

Teorema 5.7 Seja F: IR® — IR™, da forma F(z) = Mz + q ¢ seja M uma
P-fun¢do. Entdo o problema VIP(F,Q.), tem solugio e € unica.
Demonstragao. Seja o seguinte problema

a2 3
Minimizar |Mz 4 ¢+ {0,7,0)' = (0, 0)41> + Y (z; — &) + Y_ (8 — =)
i=1

ll-——.ﬁ

£z eﬂc B
sujeitoa r=>0 . {(5.11)
v>0
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De acordo com o Coroléario 3.2, se (z.,7.,v.) € um ponto KKT do problema
(5.11) e M é uma P-matriz, entao . é uma solugao do problema VIP(F, ().
Dado que ). é ndo vazio, pelo teorema Frank-Wolfe, o problema (5.11) tem
solucao e esta é um ponto KKT. Logo, ela é solugdo do problema VIP(F, (1)
e a unicidade estd dada pelo Lema 5.6. QED

O exemplo 5.4 mostra que ainda no caso linear, o fato de M ser uma
FPp-matriz nao garante que a seqiliéncia de solugbes dos problemas perturba-
dos seja limitada. No seguinte teorema daremos as condic¢bes para que isto
acontega.

Teorema 5.8 Seja F: IR" — IR", F(z) = Mz 4 g, € 0 seguinte conjunto
A=s{zelR" | 2:20:1€Zy, 2,=0i€l, 2, <0 i€ I3}

e seja F(z) = Mz, Se o problema VIP(F,A) tem solugdo dnica, z = 0,
entdo {zx}, a sequéncia dos problemas perturbados do problema VIP(F,.),
estd limitada.

Demonstragao. Seja z € ). da seguinte forma

Ti=¢ setg€l
1?;{:;";—5" SeiEIZ
;=1 sei€l;
T, =0 se 1€ Ty,

3
I

Dado que z\ ¢ solugdo de VIP(Fj, {1,), obtemos

[Fre(zr)i([ze)i — [2]:) = 0, [Fr(ap)]i 20, [za]i—-[2li 20 se i €Ty (5.12)
(lzx)i — [£]:) € Limitada se i € T, (5.13)

[Filze)li(lzeli — [2]:) = 0, [Fiu(ze)]i €0, [2ei - [ S0 se 1 € T5, (5.14)
[Fk($k)]i =0 se z € Iq. (515)
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Suponhamos que ||zi]i = oc. Logo, existe uma subsequéncia de {z;} tal que

Tp — I
—+p

[z — 2|

com ||p|| = 1.
Agora, dividamos por ||z — #|| cada componente de Fi(zi). Entao

Filza)li (M +ed)(zp — 2) + (g — Mi — g,2)];

lze— &l 2 — Zi]

(2 =8)  g-Mi-ed) (5.16)

|zx — Z|] |z} — 2|

(M + D)

i

Atendendo a (5.12)-(5.16}, obtemos

[Mpllpli =0, [Mpi >0, [pli >0 se i€Z,. (5.17)
[pli =0 se 1 € I, (5.18)
[Mplilpli =0, [Mp}i <0 [p: <0 se 1 € T, {5.19)
[Mpl; =0 se i €71, (5.20)

De (5.17)-(5.20) é claro que p é solugéo do problema VIP(F,A), o que con-
tradiz a hipétese. QED

Observe-se que a condi¢do dada no Teorema 5.8 é uma exiensio para uma

caixa, da dada por Cottle, Pang e Stone em [17] para p caso LCP{M, g), onde
a condigao pedida é que LC P(M,0) tenha solugao unica.
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5.4 Solucoes Inexatas dos Problemas Per-
turbados

Do ponto de vista computacional, ¢ muito interessante analisar o comporta-
mento tedrico e pratico de nossa estratégia no caso dos problemas perturba-
dos serem resolvidos de forma inexata. O que faremos nesta secgdo serd dar
uma resposta a esta questao.

Antes de apresentarnos os resultados, propomos o seguinte lema que nos
sera util para as demonstragoes.

Lema 5.2. Seja 2 um conjunto ndo vazio da seguinte forma
Z={z€IR" | Bz >0}
e seja {zi treny C Z uma seqiéncia tal que
Azy — b

Entdo existe x, € Z tal que
Az, = b.

Demonstragao. Pelo teorema Frank-Wolfe (proposi¢ac 1.9.) o problema:

min tAz — b|| {5.21)

tem solugao. Seja z. a solugdo de norma minimade (5.21). Entéao ||Az.—b}| <
Az — b|| para todo k € IN. Tomando limite
|Az. — bl = 0,

o que conclul demonstragao do lema. QED

Primeiramente vamos verificar que se a sequéncia de solucbes inexatas
dos problemas perturbades estd limitada, entido seus os pontos limites sao
solucdes do problema original. O seguinte teorema mostra isto.
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Teorema 5.9 Seja {zi}ren uma seqiéncia limitada de solucées inezatas do
problema P(}). Suponhamos que o conjunio Q; satisfoz uma condicdo de
Slater sobre Q. Entio todo ponto limite de {z}ren € solugdo de VIP(F,(1).

Demonstragdo. Seja z. um ponto limite da seqiiéncia {z,} e a seguinte
sequéncia (Zk, Yk, 2k, Uk, Uk, Tk) € Te(}). Definamos os seguintes conjuntos
assoclados com esta sequiéncia:

Ky={te M | [y}i - o0},

H{g = {3 € Q | [uk]i — OO},
Ks={ic S | [w]i = oo},
Ky={1€8 | [rs)i — o}

Dado que (i, ¥k, 2k, Uk, vk, 7) € Ti(Q) temos que existem {9, }, {ar}, {0k},
{6:} e {7+} tais que

Fla) +enmi+ ¢'(26) ws + ATup — (00, 0)T 4+ (0,7,0) = 9, (5.22)

2z + glzx) = ag, (5.23)

Az + b= iy, (5.24)

vi 2k = bk, | (5.25)

(Zx — )T vk = v, (5.26)

(t — &) re = o, (5.27)

zx € Q, (5.28)

ye 20,2, 2 G0 2 0,1y 2 0, (5.29)
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onde
19:ll < Bex, vkl € Bex, lawfi < Ber, bky Yiy 05 < Ber (5.30)

Logo, a equacdo (5.22) pode ser escrita como

Y Valzi)yeh + Y afurli — D [orles + Y [ridies =

ick, ie Ko ek, ey

o Vadzyei+ Y afurli— D [wlet

teMAK) iC @\ ES\K;

Z [rk]{e; - F(i!:k) — EpTi + ‘19;:. (531)

1€85\ Ky

Dado que o segundo termo da ignaldade {5.31) esta limitado, existe uma
subseqiiéncia de {zi} que chamaremos também {z;}, tal que

Z Vgi(ze) el + z a;(us)i — Z [vr]ie; + Z [riler — 1. (5.32)

te K, ieK: tE K icK,

Chamemos
9k = ([yeliss -+ -5 ye)in) com 1; € K.

Suponhamos IK; # @. Dividamos a expressio (5.32) por |l#:]]. Logo, existe
uma subseqiéncia de {z;} que chamaremos {zx} tal que

) [uk]ia > [ve: e+ ¥ [r): e; — @, (5.33)

B Y R~ 773 -2 P
COIT1
o=~ Valz ),
el
p#0eu 20
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Agora, chamemos

[

lig&ll’

gl

-1 [uk] )
[ = g el =

[Peli =

Por (5.29) temos que 9% > 0, 7 > 0. Logo podemos escrever (3.33) da
seguinte forma

Z [ig)ia; — Z [6 )€ + Z [fx]ie — 0. (5.34)

[t 10 el e Ky

Com isto, se [; = cardinal (IJK;), aplicando o Lema 5.2, temos que existe
(4,,7) € R x R% x IR}, tal que

3 aifi]— Y [Ohei+ Y [Flies = - Y Vaila)u. (5.35)

1 oo e, €y 1€

Por outro lado, por {5.23)-(5.27), temos que:

g:(z.) =0 para todo 7 € K, (5.36)
[z.): = ¢ para todo i€ K, (5.37)
[z«): = t; para todo i€ Ky (5.38)

Como z. esta limitado, levando em conta (5.23), (5.24) (5.26) e (5.27) temos
que z, € (. Logo se ¢ € 1, de (5.37) e (5.38) obtemos

af(z —z.)=0 se i€ K,
lr—x.]. 20 seie K, (5.39)

L

[z —2.], <0 se i€ K,

Por (5.39), multiplicando (5.35) por —(z — 2.}, obtemos

(2 — 27 ZK Vgiz ) = 0. ) (5.40}
€K,
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Logo, pela convexidade das g; como p; > 0 e por (5.36) temos que para todo
x € §}

0<(z—z)" Y Valzdm £ Y {giz) —gil@))w = 2 gila)ui. (5.41)

[1=3 ¢ ek, e,

Jaiquez € Neg(r) <0, por {5.41) e g # 0, temos que existe 1 € M,
tal que g;(z) > 0 para todo z € Q. Isto contradiz o fato que o conjunto €2,
satisfazer a condicao de Slater sobre (). Logo K; = @. Com isto {5.32) fica

z a,-[uk],- — E ['Uk],'e,‘ + Z: [rk],-e,- — 7. (5.42)

te Ky ie K4 €K,
De (5.42), aplicando o Lema 5.2, existe (&,9,#) € IR x lRf X IR{j tal que

Y aldfi— Y [Bhei+ 3 [Fliei = 7. (5.43)

ied, i€k 7

Logo, podemos afirmar que estamos nas condigbes do Teorema 2.1, isto é,
existemy, 2 0,2, > 0,9, 2 0,7, > 0, z € {1, tais que f{Z.. Yuy Zu, Un, Vay Ta ) =
0. Logo z. € solugdo do VIP(F,Q}}. QED

Observe-se que a 1inica condigdo pedida no Teorema 5.9 é uma condigao

de Slater sobre o conjunto. No seguinte teorema colocamos as condigdes que
tém de se verificar para que uma seqiiéncia de solugdes seja limitada.

Teorema 5.10 Seja {xi}rew uma sequéncia de solugies inezatas do pro-
blema P;(§1) com resirigoes simples, que cumpre Az, = b, € suponhamos que
eriste xo € §1 tal que:

(1) A condigio B2F se cumpre em zo;

(i1) O conjunto §), sastifaz uma condigdo de Slater sobre 8 em 2g.

Entdo {xi}ren € limitada.
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Demonstragao. Como no Teorema 5.9, temos que se cumprem as equagoes
(5.22)-(5.30) e
A:L'k —b= 0. (5.44)

Com isto,
(F(ak),zx — o) = {—exze — ¢'(x) yx — ATug + (v, 0)7

—(0,74,0) + 9k, Tk — z0) € —ex{@k, 2 — o) + (20 — 24) g (2) ¥

+ u;{(A.’Ek — b) + (Ek - fg)TUk - ?"{(ik - 50) — lg;l:(xk — :1'2[;). (545)
Agora, analisaremos os diferentes termos de (5.45). Definamos

R, = {1 EM | [yk]; — oo}.
Pela convexidade das g; e yx > 0, temos que
(zo — 2)7g'(ze) Ty < (g(z0) — glz4)) yi

= 3 [g(z0) — glzi)lilyeli + 2 [9(za) — glan))lynls.

13 ¥} ig K,

Por (5.23) se ¢ € K, entao gi(zx) — 0, e pela hipotese, gi(zq) < 0. Isto
implica que existe kg tal que

Y lofzo) — g(z)liluhi < 0 (5.46)
=Y i

para todo k > kg.
Agora, chamemos

M= gg)lc[yk],-.

~ Este valor existe dado que se 1 ¢ K1, as sequéncias {[y;];} sdo limitadas.
Logo por (5.23), temos

Y lo(zo) — glae)llyali < 3 [2x — oulilueli

ié'\’1 ieh'l
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< b + |Otk|M _<_Ek(1 +M)ﬁ (547)
Por {5.26) e (5.27}, resulta que
(@x — Zo) vk — 77 (1 — #0) < (Ta — ) e — (1 — &) re <
T+ ox < 268 (5.48)
Por {5.46),(5.47) e {5.48), a expressdo (5.45) fica

(Flag),zp — o) £ —€r{zp, @k — zo) + (1 + M)erB + 2ex8

_34+m+4 on”)

+97 (00 — 20) < —Besllon (unu ~ o] 1
B

Claramente, se ||zx|| — oo, existe ky > ko tal que zx € B(zo) para todo k >
kg, 0 que contradiz o fato de se cumprir a condigdo B2F. Entao {z;} estd

limitada. QED

O seguinte teorema € uma conseqiiéncia dos Teoremas 5.9 e 5.10.
Teorema 5.11 Seja {xi}rev uma seqiéncia de solugées inezatas de Pi(S2),
com Az, = b, e suponhamos que existe o € Q tal que:
(i) A condi¢io B2F se cumpre em zo;

(i1) O conjunto §Q, sastifaz uma condigdo de Slater sobre 1 em xy.
Entdo todo ponto limite de {zy}ren € solugdo de VIP(F, Q).

Demonstragao. Pelo Teorema 5.9, fica claro que a seqliéncia {z;} estd li-
mitada. Usando o Teorema 5.10, se z. é um ponto limite de {z;}, temos que
z. € solucdo do VIP(F,1). QED

Observe-se que no caso que VIP(F, 1) seja resolvido com um problema

associado com restrigbes lineares(politopo), a condicdo Azy = b é cumprida
automaticamente.
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Os corolarios a seguir mostram os resultados para casos particulares do
conjunto ).

Coroldrio 5.4. Seja {xk}rev wma sequéncia de solugées inexatas de P (£, ),
e suponhamos que existe o € §1 tal que:

(1) A condicdo B2F se cumpre em o,

(i1) O conjunto O, sastifaz uma condigdo de Slater sobre & em xzo.
Entdo todo ponto himite de {xx}reN € solugio de VIP(F,Q, ).

Demonstragao. Claramente tomando A = 0, b = 0 na demonstragio dos
Teoremas 3.9 e 5.10 resulta o proposte. QED

Corolério 5.6. Seja {zi}ren uma seqiéncie de solugbes ineratas de Py(f1.).
Se a condi¢io B2 € satisfeila, entdo todo ponto limite de {zix}ren € solugdo
de VIP(F,{.).

Demonstragao. Neste caso nio existem as restrigdes g(z) < 0, 4z = b
e z; € .. Colocando a condigao B2, a demonstracio se segue como no
Teorema 5.11. QED.

Se o conjunto é limitado, ndo se precisa pedir nenhuma hipdtese sobre F'.

Isto esta expresso no seguinte teorema.

Teorema 5.12 Seja {xx}rev uma seqiéncia de solugbes inezatas de Pr(€),
suponhamos que §1 seja limitado e que §}; cumpre uma condigio de Slater
sobre (1. Entdo todo ponto limite de {xx}repn € solugdo de VIP(F, ).

Demonstragao. De (5.23), (5.24) e (5.28), temos que

g(l'k) + 2z — 07

Az +b—0,
zr € ..
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Dado que ) é fechado e limitado, ele ¢ compacto. Portanto a distancia entre
z € §) tende a zero, ou seja

d(zi, 1) — 0.

Logo, a seqliéncia {z;} estd limitada. A demonstragio segue-se como no
Teorema 5.11. QED

Agora enunciaremos o teorema que mostra que no caso de uma caixa, a
condi¢ao de monotonia € suficiente para garantir que as solugdes inexatas dos
problemas perturbados estejam limitadas.

Teorema 5.13 Seja {z,} uma sequéncia de solugoes inezatas dos proble-
mas VIP(Fi,.) e suponhamos que o VIP(F,}.) tem solucao. Se F €
mondtona, entdo {z:} € kmitada.

Demonstracdo. Como {z,} € uma segiiéncia de solugdes inexatas, existem
bx € IR", vk, 01 € IRy e kg € IN com |[|&)l, 7k, o < PBei tais que para todo
k > kg cumpre-se

F(zi) + exxi + (0,4, 0)" — (2, 0) = &y, (5.49)
T 2.) —

Yp (t = 26) =, (5.50)
T e —

2 (Zx — ¢} = o, (5.51)

yE 20,z € Qca zr 2 0. (552)

Por (5.49)-(5.52), temos que
(F(zx) — F(z0), 2 — w0) < {Flak), 2k — 30) <

(—exxi + (2, 00 — (0, 9k, 0)" + by, 2 — 0} <
—ep{zp, 2k — za) + +i8llllzr — zoll + {&k — Fo, 2) + {Fo — Tk, Yx) 'S
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el (uuu izl - 8 (1 4 H)) (i —om) + (= Ew) <

el (el — oo — 2 (3 + U)) .

||l

Logo se ||zi|| — o0, existe ko € IV, tal que
(F(zx) — Flzo), 2z — 20) < 0

para todo k > kg. Isto contradiz a hipdtese da monotonia. Logo, {r;} estd
limitada. QED

No caso em que §? é uma caixa, este resultado completa a extensao para
a monotonia. Com efeito, os resultados dos Teoremas 5.2 e 5.6 garantem
a existéncia e a possibilidade de se encontrar com a precisio desejada as
solugbes dos problemas perturbados, e este ultimo o Teorema 5.13 mostra
que a seqiiéncia de solugbes inexatas esta limitada.

5.5 Um Algoritmo

O algoritmo apresentado nesta secgdo estd motivado pelos resultados obtidos
na teoria de perturbagées. Vamos supor que se r = max A(F'{x)), existe b < 0
tal que r > bpara todo £ € IH". Assim, se T > ~b, a funcio F(z)+T(z—a)
é fortemente mondtona. Com isto, se T > 0 o problema de inequagdes
associado a esta funcgido tem uma solugio que esté perto de a. Desta maneira,
usando qualquer algoritmo de minimizagéo com restri¢des simples, encontra-
se a sotugao (z(T), y(T), z2(T}, u(T),v(T), r(T)) do problema perturbado com
a precisio desejada. Esta situagio afortunada pode ser estendida para todo
t < T tal que F(z)+t{x—a) seja fortemente mondtona, e para cada t a solugao
(z(2),y{t), z(t),u(t),v(t),r(t)) pode ser achada com algoritmos cldssicos.

A idefa é a seguinte: se Ty € o infimo t tal que F(z)+t(z —a) é fortemente
monétona, os pontos {z(t),t > Ty} provavelmnete geram uma curva que
pode ser computacionalmente tragada. Muitas vezes, a solugao do problema
de otimizagao associado ao problema de inequagtes variacionais para ¢ < Tp
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pode ser obtida usando minimizagdo. Chamaremos 7y ao infimo ¢ tal que a
“curva” de solugoes X (7T') possa ser tragada. Se Ty = 0, o algoritmo funciona
sem problemas. Se T; > 0, sdo possiveis virias alternativas, a maioria delas
ligadas a “métodos de tragado homotopico para resolugio de sistemas nao
lineares”. Ver [36], [111], [120].

No algoritmo apresentado estd sugerida uma mudanga de homotopia
quando uma aproximagao de um ponto singular € computada. Isto é feito
usando a iltima iteracio que foil computada como o vetor da nova homotopia
e trabalhando com um novo T'.

Antes de descrevernos o algoritmo, definiremos a notagio utilizada.

Chamaremos P{a,t} ao problema de minimizagao associado ao VIP(F, ),
definido por (2.1} € o operador F(a,t,z} = F(z)+ t(x — a), isto é, P(a,t) é
dado por

Minimizar f,+(z.y,z,u,v,7)

sujeitaa z€0,y>20,2>20,0v>0,r>0

onde
fatl@ g, 2,u,0,7) = | F(z) + tz — a) + ¢'(2) Ty + ATu — (v,0)' + (0,7, 0)7|?

tollz + g(@)* + pall Az — BI* + pal(y" 2) + (27 0)7),
e p1,p2,p3,p > 0. Claramente, P(a,0) é o problema (2.2).

Algoritmo 5.1.
SeiaT >»0ea€ .
To—a, yo+— 0, 20— —g(xp), uo—0, v90, ro 0.
Fase 1

Passo 1: Tentar resolver (2.2)
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Usando um algoritmo de minimizagdo com restrigbes simples, com a
aproximacao inicial (zo,yo, 20, %0, v0, Tg), €ncontrar um ponto estacionario

f(.’l-i', gszaﬁuﬁaf) S f(xﬂa yﬂszU:anv[}er)- (553)

trado.
Caso contrario, comec¢amos o processo homotopico, fazendo ¢ — 7.

Fase 2

Passo 3: Tentar resolver P(a,t)
Usando um algoritmo de minimizacao com restrigdes simples, com apro-
ximagao inicial (zg,yo, zo, %0, V0, 7o), encontrar um ponto estaciondrio

t,—t, t_ 0

¢ continuar com a fase 3 .
Fase 3
Passo 5: Solucionar o problema de minimizagdo para t_

Usando um algoritmo de otimizacdo com restrigdes simples, com
(Zg, Y0, 20, U0, Vg, T0) “— (Tuy Yu» Zuy Us, Va, T ) COMO aproximagao inicial, encon-

Parar.
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Passo 7: Testar se um novo ponto sobre a curva homotépice foi achado

e ir ao Passo 5.

Passo 8: Incrementar i_

te+1-
2

i -

e ir ao Passo 5.

Passo 9: Mudanga de Homotopia
Se fou (%.9,2,4,0,7) > 0 mas ¢, —t_ < 0.01¢, fazer

a — Zy,  {Zo, Yo, 20, U0, V0, T0) — (T, Yous Zuy Uy Uns )

e retornar ac Passo 1.

Este algoritmo foi aplicado em [1] ao problema chamado “Singular Broy-
den”, o qual segundo as provas feitas em [52] e [25], € um problema dificil de se
resolver, porque tem muitos minimos locais que nfo sao solugio do problema.
Os resultados obtidos com esta estratégia foram satisfatérios, mostrando que
ela é muito competitiva, j& que este problema ndo pode ser resolvido por
aquelas estratégias, mas foi resolvido em muitos casos pela nossa em um
tempo razoavel.
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CAPITULO 6

Sistemas Indeterminados com
Restricoes

Neste capitulo apresentaremos um algoritmo para resolver o seguinte pro-
blema;
Encontrar z, € I' C JR", tal que

F(z.) =10, (6.1}
onde I' C IR" é fechado, convexo e F' : IR® — IR™, F € CXI).

Se m = n, temos a resolugao de um sistema nao linear quadrado com
restrigoes, estudado em [79]. Quando I' = IR" temos um sistema indetermi-
nado.

Isto se relaciona com os problemas de inequagbes variacionais pelo fato
dos problemas de otimizagio equivalentes, propostos nos capitulos anteriores
( associados aos problema de inequagdes variacionais, problema horizontal
e problema NCP-generalizado ) serem facilmente transformados em um sis-
tema indeterminado com restrigbes, onde o conjuntoe I' é uma caixa ou um
politopo.

6.1 Definicoes

Daremos aqui definicdes relacionadas com propriedades do sistema F(z) = 0
e com o conjunto T
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Definicao 6.1. Seja T C IR"™ fechado e convero. Dizemos que z. €I’ € um
ponto estaciondrio do problema (6.1) se € um minimizador global do seguinte
problema

min|F(z.) + Pz - 2. 6:2)
Definigao 6.2. Suponhamos que z, € T ¢ F(z,) = 0. Se existeme > 0 e
¢ > 0 tais que:
|z — z.|| € e\ F(z)|| para todo z € T,

com ||z — z.|| £ ¢, dizemos que F' cumpre a condigdo de unicidade forte em
x. sobre T.

Definigdo 6.3. ([4]) Seja T C IR"® e = no fecho de T'. O cone tangente de T
em z, denotado T(T',z) € o conjunto de todas as diregées d € IR™ tais que

d= khm )\k(:ltk - .’B),

onde A\, >0, 2, €T paratodo k ez, — .

Definicdo 6.4. Seja I' C IR" e = no fecho de T. O conjunto de direcdes
com norma unitdrias do cone langente de I em z, denotado V(I', 2), €:

V(I[z)={deT{T,z) | {ld}| =1}

6.2 Um Algoritmo Newton-Inexato

Antes de apresentar o algoritmo, propomos o seguinte lema que serd impor-
tante na sua construgao.

Lema 6.1. Se z. € um ponto eslaciondrio de (6.1), entdo z.« sastifaz as
condi¢oes de primeira ordem do sequinte problema
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mip | F@)I. (6:3)
Demonstragio. Se z. é a solugao de (6.2), temos que para todo ¢ € I se
cumpre

[F(z.) + F'(z)(a = z)* 2 }F ()]
Entao, podemos escrever
(2F'(z.) F(z.) + F/{z) F'(z)(z — z.),2 —~ 7.} 2 0 paratodo z €T,
Logo, para toda dire¢do no cone tangente, temos que
(F'(z,)TF(z.),z — z.) > 0, paratodo z €T.

Estas sao as condigbes de primeira ordem do problema (6.3). QED.

Observe-se que é equivalente achar o minimizador global ou local de (6.2),
j& que este é um problema convexo.

Ter a equivaléncia entre os minimos locais do problema (6.2) e as condi¢oes
de primeira ordem do problema (6.3) nos leva a formular o seguinte algoritmo:

Algoritmo 6.1.

Sejam 8 € [0,1), B> 0,0 € (0,1), ;1,72 € (0,1), n; < n; dados. Sejam
zo € I um ponto inicial arbitrario e ag = 1. Dados 4 € T, ax e 6, o5 passos
para obter Zyyq, @xyq € Ory1, 830 0s seguintes:

Passo 0. Se F'(z;) = 0, parar. (A solucao foi encontrada.)

Passo 1. Encontrar dy € IR tal que

m+di €T, |ldill < BIF (2]
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| F'(zi)dx + F(ze)|| < 0|l Fzx)]. (6.4)

Se a direcdo di que sastifaz (6.4) néo existe, definir 2441 = 23, fxsa =
(14 8;)/2, e ir ao Passo 1. Se a diregao d; que satifaz (6.4) € encontrada,
definir 841 = 8.

Passo 2. Se
| F(zk + arde)l| < ||F (@) (6.5)

definir zxy1 = x4 + axdi. Sendo, definir zp41 = 2.

Passo 3. Definir % = 1 — 2. Se

OO
1Pl < (1= 222 R (6.6
definir axy = 1.
Senao, escolher
Oks1 € [rok, n2og). {6.7)

Ir ao Passo 1.

Um antecedente deste algoritmo para o case quadrado pode-se encontrar
no trabalho de Kozakevich, Martinez e Santos (ver [79]).

Na pratica, podemos achar ou determinar se nio existe a diregio dy que
sastifaga (6.4) pela resolugio do seguinte subproblema:

Minimize | F'{(z4)d + F{z})]|)?

sujeito a zx +d €T,  |d|| < Bl F(xx)ll (6.8)

A funcao objetivo do problema (6.8} € convexa e quadratica. Desta forma,
(6.8) pode ser resolvido de maneira eficiente em algumas situagbes, por exem-
plo quando T € um politopo e || - || = || - |lco-
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6.3 Resultados de Convergéncia

No primeiro teorema desta segao prova-se que se §; € incrementado um
mimero finito de vezes, entao o Algoritmo 6.1 encontra a solugdo de (6.1).

Teorema 6.1 Sejam

{z e T IF() < [[F(zo)l} (6.9)
limitado e {24} uma seqiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 6.1 com 6 <
<1, k=0,1,2,.... Entdo, todo ponto limite de {z;} € uma solugdo de
(6.1).

Demonstragao. Vamos chamar
K, ={k€{0,1,2,...} tal que (6.6) seja verdadeiro }.

Suponhamos primeiro que K; € infinito e limsupag > 0. Seja K, um sub-
keK,

conjunto infinito de K, tal que
ar > a>0

para todo k € K;. Entio, definimos § = 1 — #2, obtemos

1—”“"51—%9-5r<1

para todo k € K. De onde {||F(z4)]}} é uma seqiiéncia nado decrescente tal
que | F(zeg1)ll £ r||F(zi))| para todo k € K3. Isto implica que || F(zk)|| — 0,
e desta forma todo ponto de acumulagio é solugao.

De (6.4) temos que

1F'(z)dx + Fze)l® < 02 Fze)lI%,
de onde

1P (ze)dil)” + 20F (zx)dx, F i) < (6 — DIF (2],
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Logo, chamando 4 = 1 — 82, temos que
(F'(z0)ds, F(a)) < - EIP@IP < 2P @)’
Definimos p{z) = 3||F(x)||?>. Logo Ve(z) = F'(z)T F(z), de onde obtemos
(Velan),de) < = PP ()l < =2 IF (o)l (6.10)

para todo k= 0,1,2,....
Ficam por considerar as seguintes possibilidades:

(i)

K, éinfinito mas lim oy = 0; (6.11)
keK,
(ii)
K, ¢ finito. ' (6.12)

Vamos considerar primeiro (i). Por (6.9) existe z. € T' e K3, um subcon-
junto infinito de A tal que

Im 2 = z..
keX;

Suponhamos que F{z.) # 0. Logo , F(x;) # 0 para todo k¥ = 0,1,2,....
Sem perda de generalidade suponhamos que o < 1 para todo £ € K,. Logo,
de (6.7) e (6.6), temos que , para todo k € K,

ox € [mak-1, Nek—1] (6.13)

2||F($k_1)1|2. (6.14)

HF(mk—l + Ctk_ldk_])“2 = (1 _ a?kak—l)

Por (6.11) € (6.13)

hrn Qp_1 = 0.
kek, k
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Desta forma, ja que j|dx|| € Jimitada, obtemos

lim 231 = Ta.
ke K- k-3

Agora, por (6.14),

@(zp-1 + prdia) = (@) oW F(a)l® | o3 e | Fee-1)l?
7T 3 + 8
k-1

para todo k € K;. Dado que ay—qy — 0 e ||ds-1| é limitada, temos que
Tiy + apadi1 — z. para k € K;. Mas F(z.) # 0 assim F'(z) existe
e é continua em uma vizinhanca de z,. Para um k € K, suficientemente
grande temos que ambos zg 1 € Tip_; + ar—1dr—1 €stao nesta vizinhanca.
Assim, podemos aplicar o teorema do valor médio, o qual implica que para
um k € K, suficientemente grande, existe £, € [0,1] tal que

(Vp(zr_1 + Eoroi1diaa )y dgey ) >

oA\l F{ze-1)|I* | 0¥ ara||F(ze1)||?
- 5 + . .

(6.15)

Dado que ||di|j < B|[F(z0)l| para todo k, existe K3, um subconjunto infinito
de K3, tal que

limd,_y =d.
Al dys

Tomando limite para k € K3 sobre ambos os membros em (6.15), obtemos

o F ()l
(Ve(z.),d) > I

Assim, para k € K3 suficientemente grande, definindo o' = "gll, temos que

U"r”F(ka—i]”Q) A F(ze_1)]|?
_ : _ : .

(Volrg-1), di-1) 2 (6.16)
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Desta maneira, (6.16) contradiz (6.10). Isto prova que F(z,) = 0. Logo,
dado que {||F(zx)}{} é monétona, qualquer outro ponto limite de {zx} tem
que ser solugio de (6.1).

Vejamos (ii). Dado que K} ¢ finito, existe kg € {0,1,2,...} tal que (6.6)
nao ¢ verdade para todo k > kp. Assim , o — 0, e a demonstragao € igual
ao item (i), com isto estd provado que todo ponto limite tem que ser solugao
de (6.1). QED.

Teorema 6.2 Suponhamos que no Algoritmo 6.1 6 ¢ incrementado um
nimero infinito de vezes e seja

Ky={ke{0,1,2,...} | By3 >.6:}.
Entdo, todo ponto limite da seqiéncia {zy}iex, € estaciondrio,

Demonstragdo. Seja . € I' um ponto limite de {zx}rex,. Se F(z.) =0
o resultado estd provado. Assim, suponhamos que ||F(z.)|| > 0. dado que
F'(z) existe e € continua em x,. Suponhamos que z. ndo é estacionario.
Desta forma existe, d € IR" tal que ||d} < Bl F(z.)||/2, z. +d € T, tal que

[ F{z.)d + F(z.)[| < || F(z.)l]-
Logo,

1F(z.)d + F(z.))
(£ (=)

=r<l,

Escolhendo ' € (r,1), pela continuidade de F e F', temos que

W (zx){e + d — z) + F(ay)]] " _
IFGD] = (6.17)

para k € Ks suficientemente grande. Mas, dado que ld|| < 8| F{z.}||/2 para
k € K, suficientemente grande, jjz. + d — 2| < Bl|F(z+)!|. Assim, (6.17)
contradiz o fato de (6.4) nao poder ser atingidaem k € Kz ef, — 1. QED.
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Lema 6.2. Se F(xi) # 0 ¢ (6.4) € verdade, entdo || F'(z)|| #0 e

lldil] = ”F,( )“ o (@)l (6.18)

Demonstragdo. Dado que 6 < 1 é F(zx) # 0, temos que F'(zy) # 0.
Agora , por (6.4},
WF (@l = LF (zo)llldell < WF (2x)de + Flxi)ll < 0| F(zi)ll-

Assim,

[F (ze)lidell = (1 — O:) | F (i)l
e da hipotese se segue a desigualdade. QED.

Lema 6.3. Seja {Tr}iso. uma seqiéncia em IR™ e suponhamos que

i' ”$k+1 - xk“
m ——
b=oo Jlzk — T

= 0. (6.19)

Entao, a sequéncia converge R-superlinearmente a algum z, € IR™,

Demonstracao. Por (6.19), existe k; € IV tal que

%iigi” < - para todo k > k. (6.20)
ko~ Thot
Assim,
1 k—kg
feiss — 2l < (5) Homsn — 2ol (6.21)

para todo k > ky. Agora, dado ¢ > 0, existe k; € IV tal que

[zks1 — zill < € para todo k> k.
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Definamos k; = max{k;,ko}. Para todo I,7 > ks temos que

i=1 j-1 i—I+1
z; — =l < z llzir — 2l < [Z (%) ] lei— ol €V -e=e

1={

Entdo, {zi} € uma seqiiéncia de Cauchy, o que implica convergéncia para
algum z, € IR".
Agora, se k > k;, temos que

2k — 2all <20 2o — 2ill < 20|zagn — 24l {6.22)
=k

Deste modo, a seqiiéncia {||zy—z.]|} estd limitada pela seqliéncia Q-superlinear
{2)|zx41 — zk|l}. Isto implica que a convergéncia de {zy} é R-superlinear.

QED.

Teorema 6.3 Sejo F' € CYT') e suponhamos que se cumpre (6.9) e a se-
guinte condigdo de Lipschitz sobre F'{x)

1F'(z) = F'(y))| < Lllz — y|| (6.23)

para todo z,y € I,
Suponhamos que para a seqiéncie {xx} gerada pelo Algoritmo 6.1, existe
ty — 0 tal que
|F'(zi)dx + F(zi)]| < Gl Flay)] (6.24)

para todo k =0,1,2, .. ..
Entdo, existe kg € {0,1,2,...} tal que

Tl = g + d . (6.25)
para todo k > ko. Mais ainda,
. |[F(@en)l]
Im ——= =0, 6.26
2 TRl 16.20)
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e a seqiéncia € R-superlinearmente convergenie a algum z. € T tal que
F(z,) = 0. Finalmente, se F' cumpre uma condigcdo de unicidade forte em
z. sobre T', a convergéncia € Q-superlinear.

Demonstragido. Por (6.23) e {6.24), temos que

L
1F (2x + axdi)ll € [ Flzi) + anF(zi)dill + Folldel?

< N Plex) + Flen)dil | + (1 = an) | Fla)l + 2ol
< e |[F(@nl + (1 = anl F(awl + odldil?
< autsll Flall + (1 = sl F(s)] + 3 ol B2 F (o)
L 292
— (ote +1 - o + SatBIF ()] ) IF (2]

=1 - e (1=t FauBIFEI)|IFE (627

Assim, dado que tx — 0, a4x/2 € (0,1) e usando o Teorema 6.1, || F(z4}l] —
0. Logo, existe ky € {0,1,2,...}, tal que

Yl

SE) (@)

P+ ondi)] < (1-

para k > k. Pela definicio do algoritmo 6.1, ay = 1 para todo k > ky =
k1 4+ 1. Desta maneira, (6.25) se cumpre para todo k > ky. Por (6.27) com
ar = 1 para k > ko, obtemos '
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IF(essll L ]
b < <[t-a(1-t-FadiFE@l)] -0 ©628)

Pela hipétese de compacidade, existe 9 € IR, tal que ||[F'(z)|] € ¥ para
todo k=0,1,2,.... Entao , pelo Lema 6.2 existe kp € IN tal que

RN

=l 2 55 AR 2 8F ()] (6.29)

com é = 55. Por (6.4), (6.29) e (6.26), para todo k > ko

loeon = 22l < 1P (a0 < B (Y e, )

< Bugllex ~ zaal,
onde ur — 0. Desta forma
| fk” =0
N2k — k-1l

Pelo Lema 6.3, x; converge R-superlinearmente a alguma solugio z, € T,
Dado que F cumpre uma condigdo de unicidade forte em z. sobre I, existe
k. € IN tal que para todo k > ki,

1 2kt1 — 2a]| < | Fl@rsa)]- (6.30)
Mas, por {6.23), existe L; > 0 tal que

1
i = 2]l 2 Z-1F ()] (631)
1
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De (6.30) e (6.31), obtemos

HF(:;:H])H
|Fze)ll

[Zks1 — .||

<ecly

|zx —

Desta forma , por (6.26}, z) converge Q-Superlinearmente para z.. QED.

O teorema a seguir estabelece uma condigdo necessaria e suficiente para
que se cumpra a condi¢ao de unicidade forte.

Teorema 6.4 Seja F : IR — IR™, F € C}(T'). As seguintes proposicoes
sdo equivalentes;
(i)
min ||F'(z.vll=(>0
oo [ F (ol = ¢

(ii) Ezistem c,e > 0, tais que

diF(z) - Flz.)|| 2 [}z - 2.

para todo z € B.(z.)NT.

Demonstracao. Vamos provar inicialmente que (i) = (ii). Como F ¢
CHT), existe 0 < ¢ < %, tal que

1F(z) — F(z.) = F'lz.)(z — 2.)| < effz — 2|
para todo z € Be(z.). Logo,
[Fle.)(e — 2] - |Fle) - F(a)] < ellr = 2.

Entao, se z # z. e ¢ € B, (z,} N T, temos que

T — Iy

< ”F(‘T) - F(‘T*)

¢
+§.

F(z,)

(=<

Iz — 2.l liz — 2.l
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Desta maneira, tomando ¢ = %

= — zl} < el F(e} = F(z.)]|
para todo z € B.{z.)NT.

Vejamos agora que (i1) = (i). Suponhamos { = 0. Entao existe {zx} C [,
zx — 2o € { M} C IRy, com A = (llz — z.]])7?, tal que

LAmbL Y (6.32)

k-—)m

lim UF’(&:*)

iz — 2.l

Dado que F € C(T'), existe €1 < ¢, tal que
|F{z) — F(z.) — F'{z.){z — z.)| < é1ljz — .||
para todo z € B, {z,). Por (6.32) existe ky € IV, tal que

“F’(x‘)_jﬂ_";"rf:__ < e
ze — 2.
para todo k > ky. Desta maneira,
F — Fa.
P = Pzl

e — .|

Escolhendo ¢; = 5, temos a contradigio do fato de (ii) ser verdadeira .
QED.

6.4 Aplicagao ao Problema de Inequacoes
Variacionais

Nosso algoritmo soluciona o problema

| (@)l = 0.
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Nos capitulos anteriores encontraram-se condigbes para que um ponto KKT
fosse um minimizador global com o valor da funcac objetivo igual a zero.
Nestes casos nosso algoritmo chega a solugdo do problema VIP(F, Q). Isto
nao implica, teoricamente, uma velocidade de convergéncia boa. Portanto
procuraremos as condigbes para que uma solugdo de nosso sistema tenha a
condicao de unicidade forte.

O VIP(F,Q), neste capitulo, sera colocado como um sistema da seguinte
forma: '

[ o)+ ge)y + ATu - (v,0) + (0,7,0)"
z+ g(z)
Az — b
y'z
(z - ¢)Tv
(t—&)Tr

‘F(xaya Z,U,U,T) =

y20
220
sujeitoa¢ v =0 (6.33)
r>0
z € ),

No Capitulo 2, demonstramos que se F(Za, Y, Zu, Us, Vs, Tw) = 0, entao
z. € a solugdo do VIP(F,{1). Agora, queremos achar as condi¢des para
estabelecer a unicidade forte para o sistema {6.33).

Notemos que neste caso o conjunto I' € o seguinte:

F = {(a:,y,z,u,v,'r) € ‘Q’C X HT X BT X IRQ A IR-? X IR““—‘“}&

com {1, como na Definigao 5.4.

Agora vamos definir uma condicio de nio degeneracio para este pro-
blema.
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Definigao 6.5. Dizemos gque (T.,Yu, 2ay Uy Va, T ) € uma solugéo ndo dege-
nerada do sisterna (6.93), se

2t+yi>0, ja_c+vt>01 t—j‘+r*>0.

Agora definiremos alguns conjuntos em funcéo desta definicido de nao de-
generagao.

I={1,...,n},
M={1,...,m},
Q=1{1,...,q9},
P=T,UT,
U=I,0TI,
JS={ieh | [z.}y — >0},
M={iehul, | [z)i— ¢ =10},
Jo={1€1, ] 0<[z.]i— ¢ ou t,-—[m,.],—>0},
Ja={1 €Tz | t: — [z.]; > 0},
My={ie,UT; | t — [z.): = 0},
R={teM | [l >0}
S={ieM| {z) >0}

E, para facilitar a notagao, definimos

T=0uTlUJUul,

H= Fr(x-) + ng;(I.)[y*]{,

i=1
como no Capitulo 1.

Enunciamos abaixo o teorema que garante a condigao de unicidade forte.
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Teorema 6.5 Sejam F,g diferencidveis € (Zu,Yu: Ze, Un, Vs, Ta) Uma solugio
néo degenerada do problema (6.33). Sejam o0s conjuntos J, R, e Q definidos

comoe acima. Se a malriz

Hy s [9"(1?, )T] - A7) 0
[g'(m*]]R‘J 0 0 (6.34)
[A]Q'J 0 0

¢ ndo singular, entdo F cumpre uma condicdo de unicidade forfe em
(IM Youy Suy Uuy Vay rn) sobre T,

Demonstragao. O plano tangente ao conjunto de restrigoes I' em (., yu, 2u, U, Var 7a)
é dado por

T =A{(z,y, z,u,v,7) € B" x IR™ x IR™ x IR x IR*™ | zp, 2 0,
LA ..<_01 ySE‘l Z'RZO'; v 203 0.3'220-, ?”JZZU, rj320}
V={deT | ||d| =1}
A derivada do sistema F em (Z., Yus Zay Uu, Uy, Te ) €

F( Ly Yur Zuy U, Vs 7o) =

[ H ¢'(z.)T

0 R ]I,u
9'(z.) 0 I 0 0 0
A 6 0 0 0 0 .
0 470 0 0 (6.35)
(vT;07) 0 0 0 (& -7 0
| —(0T,»T0"y 0 0 0 0 (t—z)7 |

Seja (z,y,z,u,v,7) € T tal que
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= 0. (6.36)

}"(x's Uss z,.,u,_,v‘,r,.)

e T - - T - =

De (6.36) temos que

(a)
Zy+ylz =) [z + Y[z = 0.
iES iER .

Ja que (z,y,z,u,v,7) € T e pela definicio de R e S temos que ys = 0 e
R = 0

(b)
i d (@ - o= S lodat 5 (k- adu

ieN] IERVT:

Ja que (z,y,z,u,v,7) € T e pela definigao de My, J1 e Jo, temos que
voug, = 0exy =0,

(c)
—rTi4 (t— ) 'r = - Z [rafizs + z (ti — [z]i)r

tEN; 1eJ2UTs

Ja que (z,y,z,u,v,7) € T e pela definigio de N2, T2 e T3, temos que
rous, = 0exy, =0.
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Considerando (a),(b) e (c), podemos reescrever (6.36) como escrever da
seguinte maneira:

z7
Hrz [9'($-)TJIR 0 AT gy, Ul !f;z
‘ s
(') pe s 0 Nus O 0 0 “ =0
T
[4T],, 0 0 0 0 0 o
| 7w, |

Agora, como a matriz -

Hy7  |g'(es)] sr Alse
¢'(z.)]r 7 0 0
[Alp 7 0 0

é nao singular, considerando os termos, [Ilz v, []z.n; € [Ia.s obtemos que
a matriz

Hz g {9’(37:)]1 IR 0 AT [I]I,M [I]I,Na

l'(z ) mz 0 Hpms 0 70 0

[AT] s 0 0 0 0 0

€ nao singular. Assim,

T7
YR
“s 0.

VA,
[ TN
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Por (a), (b) e (c), temos que (z,y,2,u,v,7} = 0.
Alisemos o seguinte problema

I}]élxl} ”f’(x*aym Cuy U-»vuﬁ)dn = B (638)

Dado que o conjunto V é fechado e limitado e de dimensao finita, ele é com-
pacto. Logo, existe o minimo do problema (6.38). Se # = 0, existe d € V, tal
que F'(Zuy Yus 2as Uy Vuy T ) d = 0. Mas, pelo antes demonstrado deveriamos
ter d = 0 o que é uma contradigao com o fato de d*€ V. Logo, estamos na
hipétese do Teorema 6.4, de onde se deduz o resultado proposto.  QED.

Analisando a hipdtese colocada no Teorema 6.5 em relagdo ao problema
VIP(F,), observando os termos [¢'(x.)7]7z e [AT]7.¢ de {6.34) e levando
em conta que se 1 € R se cumpre que g;{z.) = 0, temos que a condigado de
regularidade do conjunto § no ponto z. é uma condi¢ao necessdria para que
se cumpra a condigio de unicidade forte. Mas, como era de se esperar nao
¢ uma condi¢do suficiente, ja que com ela estamos considerando soamente
o conjunto 1. J& a matriz [H]s,7, leva em consideragao a funcao F do
problema VIP(F Q).

Enunciaremos a seguir os teoremas que se derivam do teorema geral para
0s casos particulares.

Caso (2) 9, = {z € B || g(x) <0)
Corolério 6.1. Sejam F, g diferencidveis e (z,,y., z.) uma solu¢do do pro-

blema VIP(F,Q,). Suponhamos que a solugio € ndo degencrada e 0s con-
juntos J e K sdo definides como acima. Se a matriz

Hryz [g’(ﬂ"-)T]J.R

lg'(z)lp 5 0

€ ndo singular, entdo a fungdo F do sistema associade ao problema VIP(F,Q,)
cumpre uma condicdo de unicidade forte em (z.,yu, 2.} para Ty,
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Demonstragao. E um caso particular da feita no Teorema 6.5. QED.
Caso (b) Qa.={z € R" | Az=b, z¢€Q.}
Corolario 6.2. Sejam F,g diferencidveis € (Z,,U., Vs, 7,) uma solugdo do

problema VIP(F,Q4.). Suponhamos que a solugdo € ndo degenerada e os
conjuntos J, ¢ Q sio definidos como acima. Se a matriz

s o]

€ ndo singular, entdo a fungdo F cumpre uma condicéo de unicidade forte em
(LuyUny Va, Ta) s0bTE T,

Demonstragao. E um caso particular da feita no Teorema 6.5. QED.

Caso (c)
O caso NCP (€2 = IR} ), onde temos que

J={ie{l,....,n} | [z.)i > 0}, H=F(z.). (6.39)

Corolario 6.3. Seja F': IR™ — IR" derivdvel em z., solugdo ndo degenerada
do problema NCP(F). Se F'(z.)7,5 € ndo singular entdo o sistema

A= [ 077 | =0

zfz
sweita ¢ ¢ > 0,z > 0,
cumpre uma condigdo de unicidade forte em (7., z.).

Demonstragao. Por (6.39), o Teorema 6.5, se reduz a este teorema.

QED.

Esta condigdo estd dada em [88] para garantir a unicidade da solugéo do
problema NCP no caso nio degenerado. Também garante a convergéncia
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superlinear de diversos métodos para resolver o problema NCP com um sis-
tema nao linear. Ver por exemplo {94], [9], [45] e [52].

6.5 Caso Horizontal

Este problema nao é um caso particular do problema geral, mas pode ser
resolvido aplicando sistemas indeterminados. Veremos em que condigdes po-
demos garantir unicidade forte.

Consideremos o sistema

sujeitoa = > 0,z > 0. (6.40)

Suponhamos como antes a hipdtese de nao degeneragéo na solugéo (z., 2.),
isto é
T+ 2. 2> 0.

Além disso, definiremos os seguintes conjuntos
I={1,...,n},

Jz{iEI | [I.],‘)U},

K={ieI]| [z);>0}

Com isto enunciaremos o teorema que dd as condigbes para que uma
solugao do sistema (6.40) cumpra a condicao de unicidade forte.

Teorema 6.6 Sejam F,G : IR® — IR" diferencidveis, sejo (2., 2.) uma
solugcdo nio degenerada do problema HNCP(F,G), e sejam J,K e I de-
finidos como acima. Se

| Fiz(z) Gielz) |
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¢ nio singular, entéo o sistema (6.40) cumpre uma condigdo de unicidade
forte em {z., 7.).

Demonstragao. Claramente, o cone tangente no ponto (z,,z.) é:

T={(z,z) e B"xIR" | 2x > 0,27 >0}

V=_{deT | |d]=1}.

A derivada da funcio do sistema (6.40) em (z., 2,) é:

f t
j_-'r(x*’z‘) - [ F(gt) G (;t) } (641)
z z;
Agora, seja (zr,z) € T tal que
' T '
f('.b":,Z*) [ 2 ] = 0 (642)
Por (6.41) e (6.42), temos que
23‘3 + $*TZ = Z[Z*]{xi + Z[xw]:'zi = {.
i€ €K
Ja que (z,z) € T, obtemos que
zx =0, z7 =0 (6.43)

Levando em conta {6.43), podemos reescrever {6.42) da seguinte forma

[ Fy 5(z.) Gixlz) ] [ ol } = 0.

Portanto, em virtude da hipdtese, temos z7 = 0 e zx = 0. Logo, por (6.43),
z = z = 0, repetindo os argumentos do Teorema 6.5, temos o resultado pro-

posto. QED.
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Observe-se que a matnz

[Fz,7(z.) Gre(2)]

é quadrada, dado que (z., 2.) € um ponto néo degenerado, e em consequéncia
cardinal(T) = cardinal(J) + cardinal(K).

6.6 O problema NCP-Generalizado

Também neste caso queremos encontrar as condigoes para obter a unicidade
forte.

Vamos considerar o sistema

Flz) -y
f(xayiz)z G(&?)—Z
y'z
sujeitoa y >0, z2>0. (6.44)

Suponhamos também neste caso a hipétese de nao degeneragéo na solucio
(Tuy Yus 2 ), i8tO €
Yo + 2o > 0.

Além disso, definamos os seguintes conjuntos
I= {1? ceay n}
J = {t € {13 ..,TL} l [y*]l' > 0}
K={ic{l,...,n} | [=]i >0}

Com isto enunciaremos o teorema que nos da as condigdes para que uma
solugdo do sistema (6.44) cumpra a condigéo de unicidade forte.
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Teorema 6.7 Seja F,G : IR — IR" diferencidvets, seja (T., Y., 2.) uma
solugdo ndo degenerada do problema (6.44) € sejam T, K e I definidos como
acima. Se

[ F.E",I(‘T*) ]

;c,:r(mt)

€ ndo singular entdo o sistema (6.44) cumpre uma condi¢do de unicidade
forte em (2., Yur 2.).

Demonstracio. Claramente, o cone tangente em (Z,, Y., z.) é:

T = {(z,y,2) € R" x R* x " | yx 2 0,27 > 0}
V={deT | |d| =1).

A derivada do sistema (6.44) em (z.,y., 2.), € a seguinte:

0 2T 3T

Flz) =1 0
FlTayyuyzn) = | G'(z) 0 —1]. (6.45)
Seja (z,y,2) € T tal que

-'Fr(wh y,,z,) { :| =0 (646)

w2 oM R

Por {6.45) e (6.46), temos que

ny + yTz = Z[Z-.]iy{ + Z[y;]izi =0.
i€ i€k

Como (z,y,2) € T, temos
ye =0, z7 =0, ' (6.47)
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Por (6.47), pode-se escrever (6.46) da seguinte forma

Pz U, O T
S [ﬂr,x}[ﬁ}_o

Agora, se

¢ nao singular, entao

{F}(L) Uy O }
Gi(z) 0 [

¢ nao singular. Logo, z =0, y7 = 0 e zx = 0. Com,isto e (6.47) temos que
x =y = z = 0. Repetindo os argumentos do Teorema 6.5, temos o resultado
proposto.  QED.

Observe-se que a matriz

[ f:r,:r(i"*) ]
G ()

é quadrada, dado que {z«,ys, z.) é um ponto nédo degenerado, e em con-
seqiéncia, cardinal{Z) = cardinal(J) + cardinal(K).
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CAPITULO 7

Conclusoes

Nesta tese formulamos os problemas de inequagoes variacionais, horizontal
e NCP-generalizado (que chamamos de originais) como problemas de oti-
mizacdo. Estabelecemos condicoes para que os pontos estaciondrios destes
problemas sejam solugbes dos respectivos problemas originais.

Os problemas de otimizacdo associados tém as seguintes vantagens:

(a} Tém o mesmo grau de diferenciabilidade que as fungdes envolvidas
no problema original. '

(b) Sao totalmente computaveis.
(c) As restrigées sdo do tipo caixa.

(d) As exigéncias tedricas para estabelecer a equivaléncia com os pontos
estacionarios sd0 iguais ou menores que nNas outras estratégias propostas para
resolver os mesmos problemas.

No caso do problema de inequagoes variacionais, para um conjunto {2
geral, a Unica estratégia que cumpre as condigdes (a) e (b) em forma conjunta
€ a nossa. ‘

No Capitulo 3, propomos uma defini¢do de regularidade que é melhor que
a dada por Moré, no sentido que a inclui, obtendo-se melhores resultados
tedricos. '

Com o objetivo de ampliar teoricamente nosso campo de atuagdo, de-
senvolveu-se uma teoria de perturbagoes. Com isto conseguimos estender de
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forma completa os resultados, para o caso em que a fungao F no problema
original seja monétona. Observemos que para o VIP{F,(}) com (} geral, este
fato constitui uma importante vantagem de nossa estratégia. Além disso, a
teoria de perturbagdes proporciona um algoritmo de tipo homotdpico, testado
em [1] com bons resultados.

Também, para resolver sistemas indeterminados com restrigbes, propo-
mos um algoritmo, para o qual desenvolvemos uma teoria completa de con-
vergéncia. Com respeito as aplicagdes de tal algoritmo aos problemas de
inequagoes variacionais, horizontal e NCP-generalizado, estabelecemos con-
digoes para a convergéncia Q-superlinear, com as mesmas exigéncias que em
outros trabalhos, que conseguem resultados similares.

Um resultado nao explorado nesta tese é o da equivaléncia das solucgbes
dos problemas de inequagdes variacionais, horizontal e NCP-generalizado,
com os minimizadores globais dos problemas de otimizagao associados. Aqui
a unica exigéncia que se faz € que o conjunto {} cumpra uma “constraint
qualification”. De fato, nao colocar nenhuma condi¢ao sobre a funcao F, nos
permite afirmar: se for encontrada uma forma eficiente de resolver o problema
de otimizagdo global, pode-se resolver qualquer problema VIP(F, ), cujo
conjunto {} cumpra uma “constraint qualification”.

Esta linha de pesquisa ja foi explorada para resolver o LCP(M,gq).

As primeiras estratégias basearam-se no fato que as solugbes do
LCP(M,q), se existiam, eram algun vértice do seguinte politopo

S={zcR" | Me+¢>0, 2>0}.

Também, existem as estratégias baseadas no resultado de Mangasarian
em [87], que estabeleceram a equivaléncia de LCP(M, ¢) com um problema
de minimizagdo céncavo, cuja fungdo é linear por partes. Pardalos e Rosen
em [109] usam um problema concavo de programagao quadratica e Jidice
em [67] propoe métodos enumerativos.

Para o NCP(F}, Pang em [103] propde uma estratégia nao diferenciavel
de otimizagao global, com uma fungao de mérito baseada em projecoes.

No nosso caso, a simplicidade e as propriedades ja explicadas do proble-
ma associado sugerem a aplicagdo de uma estratégia de otimizagio global.
Alguns fatos devem ser lévados em consideragio:

e No caso que o conjunto {2 é geral, se um ponto KKT ¢ tal que

w = F(z,) + ¢'(z.) g + ATy — (0,,0)7 + (0,r.,0)" = 0,

140



entdo, este ponto é um minimizador global.

Este é um resultado interessante, ja que indica que, se um dos termos
da fungéo de mérito é nulo, foi achado o minimizador global.

e Na elaboragio de algoritmos para achar diretamente os minimizadores
globais, também exite a vantagem de conhecer o valor da fungao obje-
tivo nestes pontos.

o Se {} é um politopo e a fungao F é linear, para p = [ = 1, o problema de
otimizagao associado é um problema de programagao quadratica, cuja
resolucdo esta extensivamente tratada na literatura.

o Se ) é uma caixa e a funcao F € linear, a funcio de mérito pode-se
escrever

A IF(z) + (0,,0) — (2,0)']°+

(1= 2) (O~ ) + (3 (ks — 20)))) =

i=1 i=5

Aoy + (1 — Aog,
onde
A€ [0,1],

oy = [[F(z) +(0,y,0)" — (z, U)tllz 20,

32 a3

o2 = (L (i — e)z)' Y + (3 (L — = )wa) ) 2 0.

=1 i=a

Neste caso temos o seguinte resultado: se (., Y., z+) é um ponto KKT
do problema de otimizagao associado, € &1 ou &3 sdo nulos, entao z, é
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solugao do problema VIP(F,),). Portanto (z., 9., z.) é um minimiza-
dor global.

Este resultado sugere a possibilidade de usar o parametro A como pe-
nalizador dos termos da funcao de mérito.

Com isto e os resultados obtidos na teoria de perturbacoes, pode-se ela-
borar estratégias para se tentar escapar dos pontos estacionarios néo
desejados.

Pelo exposto acima acreditamos que esta é uma linha de pesquisa que
tem perspectivas de sucesso.
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