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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo sobre as isometrias no plano, apre-
sentar conceitos e propriedades importantes e mostrar os exemplos fundamentais: a simetria
em relacdo a um ponto, a reflexdo em relacdo a uma reta, a translacio, a rotacao e a reflexao
com deslizamento. Também procuramos apontar alguns problemas que envolvem o conceito
de isometrias, além de uma selecao de questdes da Obmep -Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas, que envolvem o mesmo tema. Em seguida, apresentamos o software
matematico GeoGebra e assim como algumas das ferramentas que ele dispoe para o trabalho
envolvendo isometrias. Finalizamos com uma sequéncia didatica composta de atividades que

possuem diferentes abordagens do conceito de isometrias para faixas etarias variadas.

Palavras-chave: isometria, simetria, transformagoes.



Abstract

In this work we do a study of isometries in the plane. We introduce important concepts and
properties as well as fundamental examples: the symmetry in relation to a point, the reflection
in relation to a straight line, the translation, the rotation and the reflection with sliding. We
also present some problems that involve the concept of isometries besides a selection of questions
from the Obmep - Brazilian Mathematical Olympiad of the Public Schools which works with
the same theme. We present the mathematical software GeoGebra and some of the tools that it
has for the work involving isometries. We close with a didactic sequence composed of activities

that have different approaches to the concept of isometries for varied age groups.

Keywords: isometry, symmetry, transformations.
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Introducao

O estudo de isometrias e sua importancia no curriculo escolar basico tém oscilado bastante
durante os anos assim como a importancia atribuida ao ensino da Geometria. A Geometria em
si nem sempre tem a relevancia necessaria durante as aulas de Matematica, disputando espago
com a Algebra que, frequentemente, é trabalhada de forma mais cuidadosa pelo professor. Essa
oscilacdo entre Algebra e Geometria é um fato que nao teve inicio recentemente, mas vem de
longa data.

Foi em 1931, com a Reforma Francisco Campos que surgiu a disciplina que hoje conhecemos
como Matemaética a qual foi formada juntando-se as cadeiras de Trigonometria, Aritmética, Al-
gebra e Geometria que, até entao, eram estudadas de maneira independente. Nesse periodo,
aparentemente existia um equilibrio entre os quatro campos, fato que nao indica que os profes-
sores e elaboradores de documentos da época tinham consciéncia da importancia de cada uma
delas para a formacao do estudante. Pelo contrario, esse equilibrio se deve justamente a falta
dessa consciéncia, considerava-se que todos os conteudos tinham importancia cultural e, por
isso, apostava-se num curriculo enciclopédico.

O Movimento da Matematica Moderna na década de 60 veio tentar unificar os trés campos
da Matematica através da introducao de elementos unificadores como a teoria de conjunto, as
estruturas algébricas e as relagdes que constituiriam o alicerce dessa nova Matematica. Essa
visdo quebraria o equilibrio entre o ensino de Aritmética, Algebra e Geometria no curriculo
escolar. A Algebra, entao, se destacaria uma vez que todos os avancos matematicos dos tultimos
dos séculos se deram em funcao do rigor, precisao e abstragao cada vez mais ligados a linguagem
formal.

No ensino da Geometria, o movimento veio substituir a abordagem euclidiana classica por
abordagens que eram consideradas mais rigorosas e atualizadas como, por exemplo, a geometria
das transformagoes de Klein na qual os conceitos de fungdo e grupos tiveram um papel de
destaque.

Varios pesquisadores, em nivel internacional, criticaram esse movimento, os citados por
Miguel, Fiorentini e Miorim [10] foram Thom e Dieudonné que defendiam que a Geometria
Euclidiana nao deveria ser excluida do curriculo da escola secundaria o que deveria ser mudado

era 0 modo ja ultrapassado de ensiné-la.
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Miguel, Fiorentini e Miorim [10, p. 52|, afirmam que a introdugdo do espirito da Algebra
Moderna nos diversos campos da Matemdtica contribuiria para que o ensino da Geometria
sofresse um processo de descaracterizagdo, levando-o ao seu quase abandono na sala de aula.

Segundo Veloso [15], o movimento em questdo nao obteve sucesso devido a perspectiva
estritamente formal das transformagtes geométricas apresentadas a jovens de 12/13 anos.

Nao passou muito tempo, para que tentativas de corregoes e superagoes dos equivocos
desse movimento comegassem a surgir. Para reestabelecer o ensino da Geometria, nao se
buscou retomar a sua abordagem classica, ou seja, seu estudo puramente baseado na Geometria
Euclidiana e sim manter conceitos e propriedades da Geometria Euclidiana, porém, dando
énfase inicialmente aos aspectos intuitivos e experimentais para posteriormente partir para
dedugoes mais formais.

Além disso, a Geometria passou a ter um papel essencial no processo de ensino/aprendiza-
gem da Aritmética e da Algebra como podemos perceber no Parametros Curriculares Nacionais

de Matematica.

O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situacoes-problema e é
um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O trabalho com
nogoes geométricas contribui para a aprendizagem de niumeros e medidas, pois esti-
mula o aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar reqularidades
ete. [13, p. 51]

Dentro da Geometria, o estudo de isometrias possui grandes potencialidades no que se refere
ao enriquecimento do processo de ensino/aprendizagem dos diferentes campos da Matematica.
Auxilia o aluno a desenvolver seu raciocinio 16gico e sua capacidade de argumentacao, permite
que ele amplie sua capacidade de observacao e percepcao de regularidades, além de possibilitar
que ele coloque em pratica sua capacidade criativa o que o auxilia a passar do estudo intuitivo
para o estudo formal dos conceitos.

Segundo Veloso [15, p. 60], a nogio de transformagio que acrescenta uma perspectiva
funcional a geometria, passou a constituir um meio poderoso de estudo, de organizacdo dos
conceitos geométricos e mesmo de definicio de geometria. A capacidade de interpretacio e
resolucao de problemas aumentou consideravelmente quando passamos a dispor do método das
transformagoes geométricas.

Vindo de encontro com esses pensamentos, esse trabalho foi pensado visando contribuir com
a pratica de sala de aula e buscando oferecer ao professor diferentes propostas de atividades.

No primeiro capitulo, apresentamos um estudo das isometrias no plano. Apresentamos con-

ceitos e propriedades importantes e os exemplos fundamentais, ou seja, a simetria em relagao
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a um ponto, a reflexdo em relacdo a uma reta, a translacao, a rotacao e a reflexdo com des-
lizamento. O objetivo é estabelecer os conceitos e resultados necessarios para demonstrar o
Teorema de Classificacao das Isometrias no Plano. Além disso, estabelecemos alguns resulta-
dos referentes a composicao de reflexdes e composicao de rotagdes os quais serdo usados na
resolucao de problemas por meio de isometrias que apresentamos no Capitulo 2.

Ja no Capitulo 3, apresentamos alguns problemas que envolvem o conceito de isometrias
e podem ser solucionados através de experimentos. FKEsses problemas sao 6timas propostas
de atividades para sala de aula uma vez que, a partir de uma atividade concreta, os alunos
comecam de forma intuitiva a pensar sobre os conceitos envolvidos e, posteriormente, podem
sistematizar sua resolucgao.

O Capitulo 4 tem como finalidade apresentar questoes da Obmep - Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Ptublicas cujo contetido abordado envolva isometrias para que essas
sejam trabalhadas em sala de aula e, assim, possam motivar o aluno a participar da mesma.

O Capitulo 5 é destinado a apresentacao do software matematico GeoGebra e visa apresentar
algumas das ferramentas que ele dispoe para o trabalho envolvendo isometrias.

E, finalmente, o Capitulo 6 tem como finalidade apresentar atividades que possuam dife-
rentes abordagens do conceito de isometrias para faixas etarias variadas. Atividades essas que
foram pensadas e desenvolvidas a fim de envolver o aluno e instiga-lo a procurar respostas e

ampliar seu conhecimento.
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Capitulo 1
Isometrias no Plano

Neste capitulo estudamos as isometrias no plano as quais sao fung¢oes do plano no plano
e preservam distancias entre pontos. Apresentamos conceitos e propriedades importantes e
os exemplos fundamentais: simetria em relagdo a um ponto, reflexdo em relagdo a uma reta,
translacao, rotacao e reflexao com deslizamento.

O objetivo é estabelecer os conceitos e resultados necessarios para demonstrar o Teorema de
Classificagao das Isometrias no Plano. Além disso, estabelecemos alguns resultados referentes a
composicao de reflexdes e composicao de rotagoes que serao usados na resolugao de problemas
por meio de isometrias no Capitulo 2.

Para a elaboragdo deste capitulo foram usadas as Referéncias [8], [2] e [14].

1.1 Definicao de Isometrias e Caracteristicas

Inicialmente admitimos uma unidade de comprimento e indicamos por AB o comprimento

do segmento de reta com extremidades nos pontos A e B, ambos pertencentes ao plano .

Sabemos que um ponto C' pertence ao segmento AB se e somente se AB = AC + CB.

Definicdo 1. Uma isometria entre os planos m e " é uma fungao T : 7 — 7' que preserva as
distancias iniciais, ou seja para quaisquer pontos A, B € w, se A’ =T(A) e B' = T(B) temos

A'B’ = AB.
Proposicao 1. Toda isometria € uma fungdo injetiva.

Demonstracio. Sendo A # B, temos AB > 0. Como AB = A'B’, entao A’B’ > 0. Logo,

A’ # B’ e, portanto, a isometria é injetiva. n

Uma isometria ¢ também uma func¢ao sobrejetiva, entretanto esse fato serd demonstrado

posteriormente.
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Proposig¢do 2. Toda isometria T : m — 7' transforma retas em retas.

Demonstracao. Seja uma reta r no plano w. Consideramos dois pontos A e B na reta r com
A# Besejam A =T(A), B =T(B) e areta r’ no plano 7’ que passa pelos pontos A’ e B’.
Qualquer que seja X € r, distinto de A e de B, um dos trés pontos A, B e X estd entre os
outros dois pontos.

Supondo X entre A e B, entio AB = AX + XB. Sendo X' = T(X), temos A'B’ =

A’X"+ X'B’ e, consequentemente, X' estd entre A’ e B’. Portanto, os pontos A’, B’ e X’ sao

colineares. De modo andalogo, verificamos os demais casos.
Sendo assim, se X pertence a r, sua imagem X' pertence a 7/, ou seja, a imagem de r estd

contida em 7.

Figura 1.1: Proposicao 2

Para provar que a imagem de r é exatamente 7/, tomamos um ponto arbitrario X’ na reta
r’ e mostramos que existe X na reta r tal que T'(X) = X.

Para isso, consideramos um ponto qualquer A em r e seja A’ =T (A) em 7.

Seja d = A’X’. Se d = 0, temos A’ = X’ e como T ¢ injetiva, concluimos que T (A4) = X'.
Nesse caso, encontramos X = A com T (X) = X'.

Se d > 0, temos X; e X5 distintos em r tal que X;A = XoA = X'A’. Como T é injetiva,
sabemos que X] # X} onde X| = T (X)) e Xj = T (Xy). Além disso, X]A' = XJ A’ = d, com
isso, X’ = X{ ou X’ = X/. Sendo assim, encontramos X = X; com T (X;) = X' ou X = X
com T (Xy) = X',

Assim, podemos concluir que T transforma a reta r em 7’.

OJ

Proposicdao 3. Toda isometria T : m1 — «' transforma retas perpendiculares em retas perpen-

diculares.
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Figura 1.2: Proposicao 2

Demonstracdo. Sejam as retas r, s perpendiculares em 7 e A o ponto de interseccao entre
elas, como na Figura 1.3. Pela Proposicao 2, as imagens das retas r e s sao retas em @’ que
denotamos 77 e &', respectivamente, ou seja, T'(r) = r’ e T(s) = s’. Tomamos um ponto D,
distinto de A, em s e escolhemos dois pontos distintos B e C' em r tais que BA = C'A.

Pelo caso de congruéncia LAL, os tridngulos BAD e C AD sao congruentes, pois AB = AC,
BAD = CAD = 90° e AD é lado comum aos dois triangulos. Assim, BD = CD e o tridngulo
BCD ¢ isésceles de base BC'. Além disso, AD ¢é a altura e a mediana desse triangulo.

Sendo T'(A) = A, T(B) = B, T(C) = C" e T(D) = D', como T ¢ isometria, temos
B'C"= BC,C'D' = CD e B'D' = BD. Portanto, o tridngulo B'C’' D’ também ¢ isésceles, uma
vez que C'D’ = B’D’. Além disso, como B'A’ = BA =CA = C'A’, ou seja, B’A’ = C" A/, A'D’

¢ a mediana do tridngulo isésceles B'C' D’ de base B'C’. Assim, como em tridngulos isésceles a

mediana e a altura coincidem, A’D’ é a altura do triangulo B'C'D’. Logo, B'C’ é perpendicular
a A'D" e, como B'C' Cr'e A/D" C ¢, concluimos que 7’ e s’ sao perpendiculares.

O

Proposicdao 4. Toda isometria T : m — 7' é uma bijecio cuja inversa T~' : #’ — 7 ainda é

uma isometria.

Demonstracao. Para demonstrar que T' é bijecao, precisamos verificar que T' é injetiva e sobre-
jetiva. Na Proposi¢ao 1, vimos que T ¢ injetiva. Para verificar que é sobrejetiva pegamos um
ponto qualquer X’ em 7’ e determinamos o ponto X em 7 tal que T'(X) = X.

Para isso, tomamos uma reta r qualquer contida em 7. Pela Proposicao 2, a imagem de
r por T' é uma reta 7’ contida em 7/. Se X' estd em 7/, entao, novamente pela Proposigao 2,

existe um ponto X em 7 tal que T'(X) = X'.
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Figura 1.3: Proposicao 3

Caso isso nao ocorra, ou seja, se X’ nao pertence a 1/, seja s’ a reta perpendicular baixada
de X’ sobre ', como na Figura 1.4. Chamamos de Y’ o ponto de interseccao entre as retas r’
e s'. Como Y’ estd em 77, existe Y em 7 tal que T(Y) = Y’'. Seja a reta s perpendicular a r e
que passa por Y. Pela Proposicao 3, a imagem de s pela isometria T' é perpendicular a reta r’
e Y/ pertence a s'. Logo, T'(s) = s. Como X' pertence a s', existe um ponto X em s tal que

T(X) = X'. Portanto, a isometria é sobrejetiva. O

Figura 1.4: Proposicao 4

Proposicdo 5. Se T : 71 — 7' e S : n' — 7" sdo isometrias entre planos entdo a composta

SoT :m— 7" é também uma isometria.

Demonstragio. Sejam os pontos A e Bem me A" = T(A), B = T(B) em 7’. Além disso,
sejam A” = S(A’), B = S(B) em 7",
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Assim,

(S0 T)(A) = S(T(A)) = S(A) = A"

(SoT)(B) = S(T(B)) = S(B) = B".

Como T e S sdo isometrias, A’B’' = AB e A”B" = A'B’. Logo, A"B" = AB.
Portanto, a composicao SoT preserva a distancia entre os pontos A e B, isto ¢, A”B" = AB
e, pela Definicao 1, a composigao é isometria.
Ol

O exemplo mais trivial de isometria ¢ a fun¢ao identidade Id : m — 7.

Definigdo 2. Seja T uma isometria. Dizemos que o ponto X ¢é fizo por T se T (X) = X.
Além disso, o conjunto F = {X € m;T(X) = X} é chamado de conjunto dos pontos fixos de
T.

Proposicdao 6. Se uma isometria T : m — 7 possui trés pontos fixos nao colineares, entdo T

é a identidade.

Demonstragcdo. Dados trés pontos nao colineares A, B e C' pertencentes ao plano 7 , tais que
T(A)=A,T(B)=BeT(C)=C, consideramos as duas retas r e s com r = AB e s = AC.

Figura 1.5: Proposicao 6

A imagem da reta r pela isometria 7' é definida pela reta que passa pelos pontos T'(A) = A
e T (B)= B,ouseja, T (r)=r.

Seja X pertence & reta r, distinto de A e de B. Supondo T (X) = X’ # X, como AX =
T(A)T (X)=AX"e X' € r, pois T (r) = r, entdo A seria o ponto médio do segmento X X'.

Da mesma forma, B também seria o ponto médio desse segmento. Sendo assim, A e B seriam

pontos coincidentes. Logo, como A e B sao distintos, temos 7' (X) = X para qualquer que seja
Xer.

Da mesma forma, temos 7' (Y) = Y para qualquer que seja Y € s.
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Em outro caso, seja Z um ponto qualquer do plano m nao pertencente as retas r e s.
Tracamos uma reta t passando por Z e intersectando as retas r e s nos pontos distintos X e
Y, respectivamente. Podemos concluir que, como T (X) = X e T (Y) =Y, T torna todos os
pontos da reta ¢ pontos fixos. Em especial temos 7' (Z) = Z. Como T(Z) = Z para qualquer

ponto Z pertencente a 7, obtemos que 1" ¢é a identidade. O

Proposicao 7. Dados S, T : m— «' isometrias. Caso existam no plano 7 trés pontos A, B e
C' nao colineares sendo que S (A) =T (A), S(B)=T(B) e S(C)=T(C), temos S =T, ou
seja, S(X) =T (X) para qualquer X € .

Demonstracio. Respeitando as condicoes acima citadas, a isometria S~ o T : 7 — 7 mantém
fixo os pontos A, B e C. Logo, a isometria S~! o T' = identidade. Assim, S =T. n

1.2 Isometria e Triangulos Congruentes

Proposigao 8. Sejam ABC C w e A'B'C' C 7’ triangulos tais que AB = A'B’, AC = A'C" e
BC = B'C". Existe uma, e somente uma, isometria T : 7 — 7' tal que T (A) = A', T (B) = B’
eT(C)=C".

Demonstragcao. Mostramos o resultado em quatro partes, citadas a seguir, sendo que as trés

primeiras mostram a existéncia da isometria e a quarta mostra a unicidade.

(7) Definimos T
(7i) Mostramos que T estd bem definida.
(73i) Verificamos que T' é isometria.

(iv) Verificamos a unicidade de T

(1) Devemos considerar dois casos distintos para definir T : 7 — 7’ tal que T (A) = A/,
T(B)=B eT(C)=C" Sendo P um ponto no plano 7, vamos definir o ponto P’ que

serda a imagem de P, ou seja, P’ = T'(P).
1° Caso: P pertence a uma das trés retas suportes dos lados do tridngulo ABC'.

Se P pertence a reta AB e P estd localizado entre os pontos A e B, entao definimos P’
como sendo o ponto localizado entre A’ e B’ tal que AP = A’P’. Se P pertence a reta
AB porém B esta localizado entre A e P, P’ serd o ponto tal que B’ estéd localizado entre
A" e P'e AP = A/P’. O mesmo ocorre caso tenhamos P com A localizado entre P e B.
Procedemos do mesmo modo com os pontos nas retas suportes dos lados BC' e CA do
triangulo ABC.
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22 (Caso: P nao pertence a uma das trés retas suportes dos lados do tridngulo ABC.

Caso P nao pertenca a nenhuma das retas suportes dos lados do triangulo ABC', devemos
considerar uma reta que passe pelo ponto P e tenha interseccao com pelos menos duas
das trés retas suportes dos lados do triangulo, sendo X e Y os pontos de intersec¢ao com
X #£ Y com duas das retas. Como ja definimos, no caso anterior, 7" nos pontos X e Y,
P’ & definido como o ponto pertencente a reta X'Y’ com X'P' = XPeY'P' =YP.

E facil ver que no 1° Caso T estd bem definida. Para mostrar que T estd bem definida
para pontos do 2° Caso, escolhemos aleatoriamente um ponto P o qual nao pertence as
retas suportes dos lados do triangulo ABC. Tracamos uma reta passando por P e que
tenha intersec¢ao com pelos menos duas das trés retas suportes ja citadas, sendo X; e V)
os pontos de interseccao com X; # Y;. Em seguida, tracamos outra reta que passe por
P e que tenha intersec¢ao com pelos menos duas das trés retas suportes ja citadas, sendo
X5 e Y5 os pontos de intersec¢ao com X # Y;. Vamos analisar a situacao ilustrada na

Figura 1.6.

Figura 1.6: Proposicao 8

Considerando a definigdo do 2° Caso, denotamos 7' (P) = P’ para a primeira reta tragada
e T (P) = P” para a segunda reta tragada. Vamos mostrar que P’ e P” coincidem, o
que implica que a definicao da imagem de P independe da reta X;Y; ou X,Y5 passando
pelo ponto P considerada. Sabemos que AB = A’B’, BC = B'C" e AC' = A’C', portanto
pelo caso LLL temos que os tridngulos ABC ¢ A’B'C’ sdo congruentes. Logo, BAC é
congruente a B’;l\’C”, ABC ¢é congruente a A'B'C’ e AC'B também ¢ congruente a A'C'B'.

Além disso, sabemos que BAC = X 1EY1, pois sao angulos opostos pelo vértice. O mesmo
ocorre com B'A/C' = X|A'Y/, como mostra a Figura 1.7. Logo, X;AY; = X|A'Y/. E,
utilizando o primeiro caso da defini¢ao, sabemos que AX; = A’X] e que AY; = A'Y/.

Entao, pelo caso LAL, os triangulos AX;Y; e A’X|Y/ sdo congruentes.
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Da mesma forma, temos que ABC = XQB’YQ, pois sao opostos pelo vértice e A'BC' =

XQB\’YQ’, pois também sdo opostos pelo vértice, o que implica que X;BY, = XQB\’YQ’

Novamente, pela defini¢do do primeiro caso, temos BXy; = B'X) e BY, = B'Y;. Logo,

pelo caso LAL concluimos que os triangulos BX,Ys e B’ X1Y] sao congruentes.

Observando o triangulo CX; X5 e o tridngulo C" X| X} podemos concluir que sao congru-
entes pelo caso LAL uma vez que CX; = C'X{, ACB = AC'B' ¢ 0 Xy = C' X}, devido

as congruéncias vistas. Logo, podemos concluir que X; X, = X[ X} e CX1 X, = C’S(YXQ

Como Ajf\lYl, C'j(\ng e ng(\lP sdo suplementares e o mesmo ocorre com A’jf\{Yl’ ,
C”j(\{Xé e Xéj(\{P’, obtemos Xo X, P = X}, X| P

Assim, utilizando o caso LAL, o tridngulo PX; X5 é congruente ao tridngulo P’ X| X} e,
portanto XoP = X, P’. Como também Xy P = X, P”, pela definigao de P”, com X/, entre

Y, e P”, concluimos que P’ e P” coincidem, ou seja, P’ = P".

Utilizando argumentos analogos, podemos mostrar que P’ e P” coincidem em outras

situagoes distintas da ilustrada na Figura 1.6.

Dessa forma concluimos que T esta bem definida.

Figura 1.7: Proposicao 8

(131) E facil ver que T restrita a cada uma das retas suportes dos lados do tridngulo ABC
¢ isometria. Ja para mostrar que 7' em questao ¢ uma isometria, pegamos dois pontos
aleatérios P e () de tal forma que possamos tragar uma reta passando por P e () e tenha
intersecao com pelos menos duas das trés retas suportes dos lados do triangulo ABC,
sendo X e Y os pontos de intersecao com X # Y. Vamos analisar a situacao ilustrada

na Figura 1.8.
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Figura 1.8: Proposicao 8

Pelo primeiro caso da definigao temos BX = B’X’ e BY = B'Y”’ (ver Figura 1.9). Além
disso, como os tridngulos ABC e A'B'C’ sao congruentes, ABC' é congruente a A’ B'C' e,
portanto, os correspondentes angulos opostos pelo vértice X BY e X'B'Y sio congruentes.
Assim, podemos concluir que, pelo caso LAL, o triangulo X BY é congruente ao tridngulo
X'B'Y’. Logo, XY = X'Y’. Pelo segundo caso da definicdo de T no ponto P, temos
XP = X'P’ e, do mesmo modo, QY = Q'Y".

Como QY = XY + XP + PQ e QY' = XY+ X'P' + P'(), entao PQ = P'Q)’.

Utilizando argumentos analogos, podemos mostrar que PQ = P'Q’ em outras situacoes

distintas da ilustrada na Figura 1.8.

Assim, concluimos que T é uma isometria.

Figura 1.9: Proposicao 8

(iv) A unicidade é consequéncia direta da Proposigao 7.
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Observacgdo 1. Para definir a isometria 7" na Proposicao 8 podemos proceder da seguinte
forma: dado o ponto P no plano, consideramos r; = AP, 7o = BP e r53 = CP e tomamos P’
como sendo a interseccao das circunferéncias ¢; de centro A’ e raio rq, ¢o de centro B’ e raio 79
e c3 de centro C' e raio r3, como na Figura 1.10. Outra forma muito importante e apropriada
para exibir a isometria é a que apresentamos no comentario 1 da pagina 40 que utiliza reflexces

que definimos na Se¢ao 1.3.

~——-

~
~———

Figura 1.10: Observagao 1

1.3 Exemplos Fundamentais de Isometrias

1.3.1 Simetria em Relacao a um Ponto

Definigao 3. Seja um ponto A no plano w. A simetria em torno desse ponto A é a fungao
Sy :m — m definida por S4 (A) = A e, para X # A, Sy (X) = X’ com X’ o ponto pertencente

a semirreta oposta a semirreta AX, de origem A passando por X, com AX’' = AX.

Note que o ponto A é o ponto médio do segmento com extremidades em X e X' e é

denominado o centro da simetria.
Proposicdao 9. Toda simetria em relagio a um ponto é uma isometria.

Demonstragio. Sejam X e Y dois pontos quaisquer distintos e distintos de A. Observe que o
simétrico do triangulo AXY em relagao ao vértice de A é o triangulo AX'Y” congruente, pelo
caso LAL, ao anterior, pois os angulos X AY e X'AY’ sdo opostos pelo vértice e AX=AX" e
AY =AY" pela Definicdo 3, como mostra a Figura 1.11. Sendo assim, XY =X'Y".

Caso X ou Y sejam o ponto A, podemos facilmente ver, pela Definicdo 3, que XY =X"Y".

Portanto, a simetria em relagao a um ponto ¢ uma isometria. O
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Y' X
Figura 1.11: Tridngulos Simétricos em Relacao ao Ponto A

1.3.2 Reflexao em Relacao a uma Reta

Definicao 4. Seja r uma reta contida no plano 7. A reflexdo em torno de r é a fungao
R, : m — 7 definida por R, (X) = X para todo X € r e, para X nao pertencente a r ,
R, (X) = X', com r mediatriz do segmento X X'.

Perceba que se Y é o pé da perpendicular baixada de X sobre r, entao Y é o ponto médio

do segmento X X', como na Figura 1.12.

Figura 1.12: Reflexao de um Ponto em Relacao a uma Reta

Proposig¢do 10. Toda reflexao em relagdio a uma reta € uma isometria.

Demonstracao. Para provar que I, é uma isometria, devemos considerar dois casos distintos.

19 Caso: X e Y estao do mesmo lado da reta r no plano 7.

Seja s a reta paralela a r passando por X. Se Y € s, como na Figura 1.13, XYY’'X’ é um
retangulo e, consequentemente, XY = X'Y".

Se Y ¢ s, como na Figura 1.14, seja A a intersecgao de s com a reta YY’ e A" a imagem
de A pela reflexdo. Os triangulos retangulos X AY e X’A’Y’ possuem catetos correspondentes

congruentes, portanto suas hipotenusas XY e X'Y’ sdo congruentes, ou seja, XY = X'Y".
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Figura 1.13: Reflexao em Relagao a uma Reta - 1° Caso
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Figura 1.14: Reflexao em Relagao a uma Reta - 1° Caso

2° Caso: X e Y estao em lados opostos da reta r no plano 7, como na Figura 1.15.

Sejam A, B e C os pontos de interseccao de XY, XX’ e YY’ com a reta r, respectivamente.
Os triangulos retangulos ABX e ABX' tém o cateto AB em comum e os catetos BX e BX'
congruentes, portanto esses tridngulos sdo congruentes e AX = AX’ . Do mesmo modo temos
AY = AY’. Logo, os tridangulos AXX' e AYY’ sao isosceles e por isso suas medianas sdo
bissetrizes. Assim, @ = BAX = BAX' =o' ¢ f = CAY = CAY' = §3.

Como a = 3, pois sao angulos opostos pelo vértice, e, além disso, a = o' e § = [/, entao
o = f'. Logo, o e ' sao angulos opostos pelo vértice o que implica que X', A e Y’ sdo
colineares. Sendo assim, XY’ = X'A+ AY' = XA+ AY = XY

Caso um dos pontos pertenga a reta r, como na Figura (1.16), temos XY = X'Y pela

congruéncia entre os tridngulos retangulos XY B e X'Y B.
E se X e Y pertencem a reta r, pela Definicao 3, XY = X'Y".

Portanto, a reflexdo em relacao a uma reta é uma isometria. [

Os pontos da reta r sdo pontos fixos da reflexdao R, : m — w. Para qualquer que seja X € ,
temos R, (R, (X)) = X, portanto R, o R,= identidade, ou seja, (R,)”" = R,, com (R,) " a
inversa da reflexao R,.

Um dado geométrico muito relevante sobre a reflexdo R, : m — 7 é que ela transforma o

triangulo ABC' num triangulo A’B'C" no qual o sentido de rotagao dos vértices A” - B" — C" é
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Figura 1.15: Reflexao em Relagao a uma Reta - 2° Caso

X

Figura 1.16: Reflexao em Relagao a uma Reta - 2° Caso

oposto ao sentido gerado pelos vértices A — B — (', como mostra a Figura 1.17. Isso significa
que a reflexao em torno de uma reta é uma Isometria Impropria, ou seja, inverte a orientacao

no plano. Uma isometria que nao inverte a orientacao ¢ denominada Isometria Propria.
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A—-B—-C

(sentido anti-horario)

(sentido horario)

A= B =

Figura 1.17: A Reflexdo Inverte a Orientacao

Comentdrio 1. Considerando dois tridngulos congruentes ABC e A’B'C’, a isometria de
reflexdo pode ser utilizada para definir a isometria 7' que transforma o tridngulo ABC no
triangulo A’'B’'C" com T'(A) = A, T(B) = B’ ¢ T(C) = " (ver Proposigao 8). Para isso
consideramos quatro casos:

1° Caso: Se A= A", B= B e C = (", aisometria ¢ a identidade, que pode ser vista como
o produto de duas reflexoes.

2° Caso: Se A= A", B= B e C # (', entao os tridngulos ABC' e A’B’'C" sao relacionados

pela reflexao em relagao a reta AB.

Figura 1.18: Caso 2

3° Caso: Se A = A", B # B' e C # (', consideramos a reflexdao de ABC' em relacao
a mediatriz m do segmento BB’. Sendo o triangulo AB'CY, imagem do triangulo ABC' por
esta reflexao, existem duas possibilidades: se C" = C], a isometria T' é a reflexdo em m, caso
contrario, T é a composicao da reflexdo em m com a reflexdo em relacao a reta A’B’ e a imagem
do tridngulo ABC' por esta composicao sera o triangulo A’B’C”. Nesse caso, a isometria T é o

produto de duas reflexoes.
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Figura 1.19: Caso 3

4° Caso: Se A+ A", B# B e C # (', tomamos a mediatriz m do segmento AA’. Sendo o

tridngulo A’B]C] a imagem do tridngulo ABC' pela reflexdo em m, temos duas possibilidades:

7

(a) B' = B
= c a

Neste caso, se C' =

1, a isometria T' é a reflexdo em relagao a m e se C' # C1, '
reflexao CY de C] em relagao a reta A’B’, e T' é a composicao da reflexdo em m e a reflexao

na reta A’B’, como mostra a Figura 1.20.

3

e m e m———nd

Figura 1.20: 4° Caso: (a) B' = B*

(b) B # B,
Seja my a mediatriz do segmento B{B’. Sendo o triangulo A’B'CY a imagem do triangulo

A'BiCY pela reflexdo em my, temos duas possibilidades: se C) = €', a isometria 7' ¢ a
composigao das reflexdes em m e my, caso contrario, se Cy # C’, considerando a reflexao
em relagao a reta A'B’, a imagem C% de C} por essa reflexao é o ponto C’, como na Figura

1.21, e a isometria T' é a composi¢ao das reflexdes em m, m; e na reta A’'B’.

Como uma isometria ¢ unicamente determinada por seu efeito em trés pontos nao colineares,

temos o resultado desejado.
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Figura 1.21: 4° Caso: (b) B' # B*

1.3.3 Translacao

Definigao 5. Sejam dois pontos distintos A e B no plano 7. A translagao Tsp ¢ a funcao

Typ : ™ — m definida para X € m, por:

(i) Se A, B e X sao pontos nao colineares, a imagem X' de X ¢é o quarto vértice do parale-

logramo formado pelos pontos A, B e X, como na Figura 1.22.

X
xl

A B

Figura 1.22: Translagao para A, B e X nao colineares

(ii) Se A, B e X sdo pontos colineares, a imagem de X ¢ o ponto X’ com X X’=AB e tal que

o ponto médio do segmento AX’ é também o ponto médio de BX, como na Figura 1.23.

Figura 1.23: Translagao para A, B e X colineares

Note que para qualquer que seja a posicao de X no plano 7, isto é, nos casos (i) e (ii), sua
imagem X' = Typ (X) fica sempre caracterizada pelo fato dos segmentos AX’' ¢ BX terem
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o mesmo ponto médio. Portanto, podemos colocar como definicdo de translacao que para
qualquer posicdo de X sua imagem é o ponto X' tal que os pontos médios de AX' e BX
coincidem. Além disso, para construirmos geometricamente o ponto X’ partindo de A, B e X,
devemos tomar o ponto médio M do segmento BX e prolongar o segmento AM até X' tal que
MX' =AM, com M o ponto médio do segmento AX'.

Nao podemos deixar de mencionar a importancia da ordem em que A e B aparecem. As
translacoes Tap e Tpa sao diferentes. Podemos perceber que Ty = (TAB)_I. Utilizamos o
segmento de reta AB para mostrar que o ponto A foi tomado como origem e o ponto B como
extremidade. Analogamente, o segmento orientado BA tem origem em B e extremidade em A.

Devemos notar que a translacdo T'4p nao possui pontos fixos. Na verdade, para qualquer
ponto X € m, com T(X) = X', temos XX’ = AB # 0.

Proposicao 11. Toda translagcio é uma isometria.

Demonstragdo. Para mostrar que a translacdo Typ : ® — 7 é uma isometria, pegamos dois
pontos arbitrarios X,Y € 7 e suas respectivas imagens X' = Typ(X) e Y = Tap(Y) e
consideramos trés casos.

1 Caso: Sejam X e Y pontos pertencentes a uma reta paralela a reta AB, como mostra
a figura 1.24. Pela definicao 5, os pontos X’ e Y’ sdo os quartos vértices dos paralelogramos
ABX'X e ABY'Y, respectivamente. Assim, XA = X'B e YA = Y'B. Além disso, XA é
paralelo a X'B e YA é paralelo a Y'B. Logo, os angulos XAY e X'BY’ sdao congruentes e,

pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL, concluimos que os tridngulos X AY e X'BY’ sao
congruentes. Portanto, XY = X'Y".

A

Figura 1.24: Translagao - 1° Caso

2° (Caso: Sejam X e Y pontos no plano tais que a reta XY nao é paralela a reta AB, como
mostra a figura 1.25. Observemos que X X’ e Y'Y’ sdo ambos paralelos a AB, logo X X' e YY’
sao paralelos. Além disso, X X' = AB =YY’ o que implica que XX’ =YY’ Assim XX'Y'Y

¢ um paralelogramo e, portanto, XY = X'Y".
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Figura 1.25: Translagao - 2° Caso

3% Caso: Sejam X e Y pontos pertencentes a reta AB. Considerando X e Y, como mostra
a figura 1.26, sendo AB = XX’ =YY" e, além disso, XX’ e Y'Y’ ndo tendo pontos interiores
em comum, temos XY’ = X'Y +YY’' = X'Y + XX’ = XY. Assim, neste caso a translagao

preserva distancias. De modo andlogo podemos verificar que preserva distancias para outras

possibilidades de posi¢oes relativas entre os pontos X, X', Y e Y’ na reta AB.

Figura 1.26: Translacao - 3° Caso

Portanto, como a translagao preserva distancias nos trés casos possiveis, temos que ¢ iso-

metria. O

A nocao de translagao esta relacionada com o conceito de vetor que significa transportar.
Podemos definir os vetores de um plano através da translacao. Dados dois segmentos AB e
C'D orientados no plano 7, dizemos que eles sao equipolentes quando Typ = Trp. Esse fato
corresponde a defini¢ao tradicional, uma vez que Ty = T p se, e somente se, os segmentos AB
e CD sao paralelos, congruentes e possuem a mesma orientacdo, ou seja, se os pontos médios
de AD e BC' coincidem. Consequentemente, dizemos que o vetor v = 1@, de origem A e
extremidade B, é o conjunto dos segmentos orientados equipolentes a AB. Logo, ao invés de
escrevermos 145, podemos escrever T, e dizer que T, é a translacdo de vetor v. Sendo dados
o segmento orientado AB e o ponto P pertencente ao plano 7, como na Figura 1.27, existe
apenas um ponto ) € 7w tal que os segmentos orientados AB e P(Q) sdo equipolentes, ou seja,
PQ = AB = v. Temos que () é o ultimo vértice do paralelogramo formado pelos segmento AB
e AP. Sendo assim, denotamos () = P + v e dizemos que o vetor v = /@ transportou o ponto
P para a posigao Q. Portanto, Q = Tap (P) =T, (P).

Os vetores no plano © podem ser somados. Sendo os vetores u e v, com u = A§, peguemos
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A P
Figura 1.27: Segmentos Orientados Equipolentes
um ponto () tal que Bﬁ = v e definimos u + v = @ Também podemos tomar C' tal que

AC = v e definir u + v = B no qual D ¢é o ultimo vértice do paralelogramo formado pelos
segmentos AC' e AB.

A A
Figura 1.28: Soma de Vetores

E importante introduzirmos o vetor nulo indicado por 0, com 0 = ﬂ Nesse vetor, a origem
coincide com a extremidade. Sendo assim, podemos incluir a identidade como uma translacao:
Ty = identidade. Perceba que T, 0T, =T, 0T, =T,.,. Temos que, por defini¢ao, se v = zﬁ ,
entao —v = E)ﬁl, ou seja, (Tv)_1 =T_,. Os vetores, além de somados podem ser multiplicados

por numeros reais. Sendo v = ﬁ e dado um ntmero real ¢ > 0, o produto de ¢ por v é o vetor
—

tv = AB;, no qual B; é o ponto da semirreta AB tal que AB, _ t. Caso tenhamos ¢t < 0, temos

AE

—
tv = —|t|v e, caso t = 0, temos 0.v =0 = AA.

1.3.4 Rotacao

Definic¢do 6. Sejam O um ponto no plano 7 e a = AOB um angulo de vértice O. A rotacio

de a em torno do ponto O ¢ a funcao po, : @ — 7 definida por:
(i) se X =0, poa (0) = O;

(ii) X # O, a imagem de X ¢ o ponto X’ com OX’ = OX, XOX' = a e tal que AOX' e

BOX possuem a mesma bissetriz, como mostra a Figura 1.29.
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N
@)
Figura 1.29: Rotacao em Torno de um Ponto

Observagao 2. Observe que dizer que AOX' ¢ BOX possuem a mesma bissetriz, coincide

com ideia intuitiva que temos de que o sentido de rotacao de A para B é o mesmo de X para
X',

Proposicao 12. Toda rotacao é uma isometria.

Demonstragdo. Sejam os pontos X e Y pertencentes ao plano 7, diferentes de O e nao colineares,
como na Figura 1.30. Sejam suas respectivas imagens X’ e Y’ pela rotagao po . Como, pela
Definicao 6, os angulos X OY' e X'OY possuem a mesma bissetriz, temos X oy = X'0Y".
Como OX = OX’ e OY = OY’, podemos concluir que os tridngulos XOY e X'OY" sao
congruentes pelo caso LAL. Sendo assim, X'Y’ = XY, ou seja, a rotacao preserva a distancia
entre X e Y.

Figura 1.30: Rotacao em Torno de um Ponto

Também podemos verificar que a rotagao preserva distancias para outras possiveis posigoes
relativas dos pontos X, Y e O, assim como, se um dos pontos X ou Y coincide com o ponto O.

Portanto a rotacao po, ¢ uma isometria de um tnico ponto fixo O. O

No caso em que o angulo a = AOB = 180°, ou seja, quando 1@ e @ sao semirretas

opostas, a rotagao po, coincide com a simetria Sp, em torno do ponto O. Para definirmos
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bem a rotagao po . de centro O e angulo av = AOB, precisamos levar em conta a ordem das
. - @ . -~ ? . - ~
semirretas OA e OB. A primeira deve ser OA e a segunda OB. Dizemos entao que a« = AOB

¢ um angulo orientado diferente do angulo orientado —a = B OA. Podemos verificar facilmente

que po.—o = (po.a)

1.3.5 Reflexao com Deslizamento

Definigao 7. Sejam dois pontos distintos A e B no plano 7 e uma reta r paralela a reta AB.
A reflexao com deslizamento T:m—7 é definida por T=T45 0 R,, onde T p é a translacao dada
pelos pontos A e B e R, é a reflexdao em relacao a reta r paralela a reta determinada pelos

pontos A e B.

Note que essa transformagao é obtida ao realizarmos uma reflexao seguida de uma transla-
¢do, com a translacao paralela a reta da reflexao.

A Figura 1.31 mostra a imagem X’ de um ponto X pela reflexdo deslizante dada pela
composicao da reflexdo em relagao a reta r e a translagdo dada pelo vetor v, ou seja, por
T = T, o R,. Também, mostra a imagem A'B’'C’ do tridngulo ABC pela mesma reflexao

deslizante.

o x

\j

Figura 1.31: Reflexao Deslizante

Proposicao 13. Toda reflexio com deslizamento é uma isometria.

Demonstragao. Pela proposicao 5, como a reflexao com deslizamento ¢ a composta de duas

isometrias, reflexao e translacao, é também uma isometria. O

Como a translacao T4 nao apresenta ponto fixo, a reflexao com deslizamento também nao

tem ponto fixo e, como AB é paralelo a reta r, verificamos facilmente que Typo R, = R, 0T p.
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1.4 Propriedades e Classificacao das Isometrias

Proposicdao 14. Caso uma isometria T : m — 7 possua dois pontos fizos distintos ouT € a

identidade ou a reflexao em torno da reta determinada por esses pontos.

Demonstragio. Sejam dois pontos A e B pertencentes ao plano m com A # B, tais que T'(A) =
AeT(B)= B. Sendo assim, T' deixa fixos todos os pontos pertencentes a reta r = AB. Seja
um ponto C, pertencente ao plano 7, porém que nao pertenca a reta r. Se T (C) = C, entao
T possui trés pontos fixos A, B e C' nao colineares e, pela Proposicao 6, T' é a identidade.
Caso tenhamos T (C') = C" com C" # C, como AC = AC" ¢ BC = B(", entao a reta r ¢ a

mediatriz do segmento C'C’, logo C" = R, (C'), como na Figura 1.32. Sendo assim, T coincide

com a reflexdao em torno de r nos pontos nao colineares A, B e C', portanto, pela Proposicao 7,
T =R,.

Figura 1.32: Proposicao 14

O

Proposicdao 15. Sejam S, T : m — 7’ isometrias. Caso existam em 7 dois pontos distintos A,
B tais que S(A) =T (A) e S(B) =T (B) temos que ou S =T ou S =ToR,, com R, :m — 7
a reflexdo em torno da reta r = AB.

Demonstracio. Desse modo, T-'0 S : m — 7 é uma isometria com dois pontos A e B distintos

e fixos. Portanto, pela Proposicao 14, ou T ' o S = identidade e T = S ou T o S = R,, ou
seja, S =T o R,. Denotando s = T (r), podemos perceber que T'o R, = RsoT. 0

Proposicao 16. (Teorema de Classificagao das Isometrias no Plano) Existem apenas quatro
tipos de isometrias T : m — 7w do plano w, além da func¢do identidade. Sao elas: translagdo,

rotagdo, reflexao e reflexao com deslizamento.

Demonstragdo. Seja uma isometria T : m — 7 diferente da identidade. Existe um ponto A € 7
tal que T'(A) = A" com A" # A. Seja T (A’) = A”. Temos

AA7 = T(AT(A) = A4 > 0.
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Consideramos trés casos distintos:

1° Caso: A, A" e A” sdo pontos nao colineares.

A

Figura 1.33: Proposicao 16 - 1° Caso

A imagem do triangulo is6sceles AA’A” pela isometria 7' é um triangulo T'(A)T(A")T(A")
isésceles, que tem os pontos A’ e A” como dois de seus vértices, pois T(A) = A" e T(A") = A”.
Como os lados desse triangulo imagem sao congruentes aos lados do triangulo AA’A” e A’A”
¢ um de seus lados, existem duas possibilidades para a posigdo do terceiro vértice T'(A"),
uma em cada um dos semiplanos determinados pela reta A’A”. Denotamos por T(A”) = By
a possibilidade em que A e T(A”) estao do mesmo lado da reta A’A” e por T(A”) = B; a
possibilidade em que A e T'(A”) estdo em lados opostos, como podemos observar na Figura
1.33.

1
I
1
I
]
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
~ -
€]
0

Figura 1.34: Proposicao 16 - 1° Caso

Na primeira possibilidade, o ponto By = T (A”) e A, A’ e A” formam a poligonal convexa
AA'’A”B; cujos lados tém comprimentos iguais e os angulos A e A" sdo congruentes. Sendo

assim, ela pode ser inscrita em uma circunferéncia de raio OA e centro O, no qual o ponto O

é o encontro das mediatrizes dos segmentos AA’, A’A” e A” By, como mostra a Figura 1.34.
Sendo O" = T'(0), como OA = OA” = OA”, temos O'A’ = O'A" = O'B;. Portanto O’

pertence as mediatrizes dos segmentos A’A” e A” By, o que implica que O' = O. Se consideramos
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a rotagao p de centro O e angulo AOA', podemos verificar que p(A)=A =T (A), p(4) =
A" =T (A) e p(A”") = By = T(A"). Logo, pela Proposigao 7, T = p e, assim, T é uma
rotagao.

Ja na segunda possibilidade, ou seja, T'(A”) = B,, temos um paralelogramo com AA" e A” By
lados opostos e A’A” uma diagonal. Assim, os pontos médios M, P e N desses trés segmentos
em questao se encontram sobre uma reta r, como na Figura 1.35. Considerando a isometria
S = Tyn o R,, composta da translacao T,y com a reflexdo em torno da reta r, podemos
verificar que S e T coincidem nos pontos A, A" e A” os quais nao sao colineares. Portanto, pela
Proposicao 7, T' = S e, como a direcao da translagao T, n coincide com a direcao da reta de
reflexao r, concluimos que 7' é uma reflexdao com deslizamento, fato que encerra a anélise do

primeiro caso.

Figura 1.35: Proposicao 16 - 1° Caso

2° Caso: A, A" e A” sdao pontos distintos e colineares.

Como AA" = A’A” A" é o ponto médio do segmento AA”. A reta r, na qual os trés pontos
dados pertencem, é transformada em si prépria pela isometria 7' (ver Figura 1.36). Além disso,
nos pontos A e A’, T coincide com a translacao Ty .

Consideremos um ponto B fora da reta r.

A isometria T transforma o tridngulo AA’B em outro tridngulo, o qual possui A" e A”
como dois de seus vértices, pois T(A) = A" e T(A") = A”, e cujos lados possuem os mesmos
comprimentos que os lados de AA’B. Existem duas possibilidades para a posicao do terceiro
vértice T'(B), uma em cada um dos semiplanos determinados pela reta r. Denotamos por
T(B) = By a possibilidade em que B e T(B) estao do mesmo lado da reta r e por T'(B) = By
a possibilidade em que B e T'(B) estao em lados opostos, como podemos observar na Figura
1.36.

Na primeira possibilidade, ou seja, quando T'(B) = By, AB ¢ A'B; sao lados opostos de
um paralelogramo. Assim, considerando a translagao T4 : m — 7w, podemos observar que ela
coincide com a isometria 7" nos pontos nao colineares A, A" ¢ B. Portanto, pela Proposicao 7,

temos T' = Ty 4/, logo T" é uma translacao.
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B,
Figura 1.36: Proposicao 16 - 2° Caso

Na segunda possibilidade, ou seja, quando T'(B) = B, o ponto By ¢é simétrico ao ponto
By em relacao a reta r. Se consideramos a reflexao com deslizamento S = Tya o R, : m — 7,
temos S(A) =T (A)=A", S(A)=T(A)=A"e S(B)=T(B) = B,. Logo, pela Proposicao
7, S = T. Portanto, T' ¢ uma reflexao com deslizamento, fato que encerra da discussao do

segundo caso.

3° Caso: A" = A.

Como T(A) = A" e T(A") = A” = A, o segmento de reta AA" é transformado nele mesmo
pela isometria e, se M é o ponto médio do segmento AA’, temos T (M) = M. Além disso,
como uma isometria transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares, a mediatriz s
desse segmento ¢ transformada em si mesma pela isometria 7.

Caso B seja um ponto pertencente a mediatriz s, porém diferente de M, temos duas possi-
bilidades para sua imagem 7'(B). Podemos ter T'(B) = B ou T'(B) = B’ no qual B’ é o ponto

simétrico de B em relagao a reta r = AA’, como na Figura 1.37.

Figura 1.37: Proposicao 16 - 3° Caso
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Na primeira possibilidade, T" coincide com a reflexao em relagao a s, Ry : m — 7, nos pontos
nao colineares A, A’ e B, logo T = R,. Na segunda possibilidade, T' coincide com a rotacao
p:m — mem torno do ponto M, com angulo de 180°, nos pontos nao colineares A, B e M,
logo T' = p.

Assim, no terceiro caso, concluimos que 7' é uma reflexdo ou uma rotagao de 180° (simetria

em relagao ao ponto M). O

1.5 Figuras Congruentes e Figura Simétrica

1.5.1 Figuras Congruentes

Defini¢cao 8. Duas figuras F; e F, no plano sao congruentes se é possivel transformar uma
figura na outra por uma isometria, ou seja, se existe uma isometria tal que F, ¢ a imagem de

JF1 por essa isometria.

Dizemos que duas figuras F; e JFy sdo simétricas quando existe uma isometria tal que a

imagem de F; pela isometria é F».

Exemplo 1. A Figura 1.38 ilustra duas figuras F; e Fy congruentes. A figura F5 pode ser
obtida a partir de F; pela composicao da translacao definida pelo vetor u e a reflexao na reta

r.

A,
2’

Figura 1.38: Figuras congruentes

1.5.2 Figura Simétrica

Definicao 9. Um subconjunto F do plano é chamado invariante pela isometria 7" se

T(F) = {T(P)/P € F} = F.
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Observacao 3. Note que se o subconjunto F contém apenas um ponto P, dizer que F é
invariante é o mesmo que dizer que o ponto P ¢ fixo de acordo com a Definicao 2. Assim, dizer
que o ponto P é fixo pela isometria é o mesmo que dizer que o ponto P é invariante. Além
disso, se um conjunto nao unitario F é invariante, nao necessariamente seus pontos sao fixos

(invariantes).

Dizer que uma figura é simétrica significa que podemos aplicar certas isometrias, chamadas

operagoes de simetria, que deixam a figura inteira invariante.

Defini¢cao 10. Uma isometria que deixa uma figura geométrica F invariante ¢ chamada uma

simetria de F.

Definigcao 11. Uma figura geométrica F ¢é dita ter uma reta de simetria r se é invariante pela

reflexdo em relacao a reta r.

Ezxemplo 2. A borboleta da Figura 1.39 tem simetria em relagdo a reta vertical. Neste caso

dizemos que a figura tem simetria bilateral.

Figura 1.39: Simetria da borboleta

Definicao 12. Uma figura geométrica F tem uma simetria f-rotacional se é invariante por

uma rotagao de um angulo 6.

Exemplo 3. As letras A e E da figura 1.40 tém simetria bilateral. A reta de simetria é vertical

para a letra A e horizontal para a letra E.

Exemplo 4. A letra N da figura 1.41 é simétrica pela rotacao de 180° em relagao ao ponto
central A da letra N, ou seja, pela simetria em relacao ao ponto A. Essa simetria pode ser obtida
pela composicao de duas reflexdes em relacao as retas r; e ro perpendiculares, uma vertical e
outra horizontal, e o centro da rotagao de 180° é a intersegao A destas retas. A simetria em

relacdo ao ponto A é também chamada de simetria central ou reflexdo em relagio a um ponto.
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E

Figura 1.40: As simetrias das letras A e E

Figura 1.41: A simetria da letra N

1.6 Composicao de Reflexoes

Nesta secao analisamos qual o tipo de isometria obtemos ao fazer a composicao de duas

reflexoes R, e R, em relacao as retas r e s, respectivamente.
Proposicdao 17. Sejam as reflexoes R, e Ry em relagdo as retas r e s, respectivamente.
(i) Ser =s, R, o R, = identidade.

(ii) Se r € paralela a s, Rso R, é a translagao T de dire¢io perpendicular ds retas r e s,

deslocamento o dobro da distancia entre as retas e sentido da reta r para a reta s.

Demonstragio. (i) Se s =r temos R, o R, = identidade trivialmente.

(ii) Sejam r e s paralelas. Consideremos pontos A, B e C' nao colineares, sendo A e B pontos
distintos em r e C' em s com o segmento AC' perpendicular a r, como mostra a figura
1.42. Tomemos A" = Ry(A) ¢ B = Ry (B). Assim, ABB’A’ é um paralelogramo com
AA"= BB e AC = CA’. Agora, consideremos a translacao T4 4. Temos,

TAA/(A) - A/ TAA/<B) - B/
[

Observagdo 4. O item (ii) da proposigao 17 implica que uma translacao T4 p pode ser expressa
como a composta de duas reflexoes R, e R, em torno de retas paralelas r e s situadas uma da
outra a uma distancia igual a metade do comprimento do deslocamento da translacao, ou seja,
Tap = Rso R, com d(r,s) = d(A, B)/2. As retas das reflexdes podem ser tomadas em qualquer

parte do plano, desde que mantenham essa distancia, que sejam perpendiculares a direcao do
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Figura 1.42: Composigao de reflexdes em retas paralelas

deslocamento da translagao e que o sentido de A para B seja o0 mesmo que o sentido da reta r

para a reta s.

Definigao 13. Sejam as retas r e s concorrentes no ponto O. O angulo da reta r para a reta
s é o angulo orientado nio obtuso & = AOB, com A € r e B € s, como ilustram as figuras
1.43(a) e 1.43(b). O angulo de s para r é —a = BOA.

Figura 1.43: Angulo da reta 7 para a reta s

Proposicdao 18. A composicao de duas reflexoes em relagio a duas retas distintas e concor-

rentes ¢ uma rotacao de angulo o dobro do angulo entre as retas.

Demonstracao. Sejam as reflexdes R, e Ry com retas de reflexdo r e s, tendo o ponto O em
comum. Sejam A, B, C'e D pontos em uma circunferéncia com centro O, como na figura 1.44,
com B e C nas retas de reflexdo r e s , respectivamente, e AB = BC = CD.

Note que a reflexao R, reflete o tridngulo OAB no triangulo OCB, e a reflexdo R, reflete

o triangulo OC'B no triangulo OC'D. Como uma isometria é completamente determinada por
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Figura 1.44: Composi¢ao de reflexdes em retas concorrentes

seu efeito em trés pontos nao colineares, e como a composicao R, o R, coincide com a rotagao
de angulo 20 = AOC (ou BOD) nos pontos A, B e O, pois
(R, 0 R)(A) = C, (R, o R,)(B) = D, (R, R,)(O) = O,
p20(A) = C, pap(B) = D, pap(O) = O,
a composicio R, o R, é a rotacdo de angulo 20 = AOC de centro O.
O

Observagdo 5. A proposicao 18 implica que uma rotacao pp, pode ser expressa como a
composta de duas reflexoes R, e Rs em torno de retas r e s, concorrentes no ponto O, e que
formam entre si um angulo igual a metade do angulo de rotagao, ou seja, po, = Rs o R, com
a o dobro do angulo da reta r para a reta s. Uma das retas pode ser tomada arbitrariamente,
desde que passe pelo ponto O, e a outra de modo a satisfazer a condi¢ao citada. Note que as
rotagoes Ry o R, e R, o R, diferem apenas pelo sentido de rotagao, se uma delas é no sentido

horério, a outra é no sentido anti-horario.

1.7 Composicao de Rotacoes

Nesta se¢ao analisamos qual o tipo de isometria obtemos ao fazer a composicao das rotagoes

P0.a, de centro O e angulo «a, e por g, de centro O’ e angulo f.

Proposigcao 19. Sejam as rotagoes po. € pors-
(1) Se O =0, po.a°pos = P0s°P0w = PO.at+s Quando a+[ =360° po.+s = identidade.
(ii) Se oo = =P, a composicio das rotagoes Roa € Rog) € uma translagdo.

(iii) Se a # —f3, a composicio das rotagoes Ron € Rogy € wma rotagio com centro em O",
distinto de O e de O', e angulo a + 3.
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Demonstragio. (i) Pela Observagao 5, sejam as retas r, s e t como na figura 1.45 tais que

PO, = Rs o Rr € pop = Rt o RS. ASSiIl’l,

P00 PO =R 0oR;0R;0R, =R oR,.

a
Sendo o angulo entre r e t igual a , pela Proposicao 18, a composicao R; o R, ¢ a

rotacao em torno do ponto O e angulo a + f3.

Figura 1.45: Composi¢ao de rotagdes de mesmo centro

(ii) Pela Observagao 5, sejam as retas 7, s e t como na figura 1.46, tais que pp, = R, o Ry e
porp = Ry o R, com r a reta determinada pelos pontos O e O'. Como o = —f3, as retas

s e t sao paralelas.

Figura 1.46: Composicao de rotagoes com a = —f3

Assim,

Po’ .3 © PO, =RioR,0o R, 0 Ry = Ry o R,.

Pelo item (ii) da Proposigao 17, a composigao R; o R, ¢ a translacao na dire¢ao perpendi-
cular as retas s e t, deslocamento igual ao dobro da distancia entre s e ¢t e no sentido da

reta s para a reta t.

(iii) Seja r a reta determinada por O e O’. Novamente, pela Observagao 5, sejam as retas s e ¢

como na figura 1.47, tais que po o = R, o R € por g = R, o R,. Neste caso, como o # —f3,
+

~ A - Q
as retas s e t sdo concorrentes em um ponto O” e o angulo de s para t é igual a 5




o8

Figura 1.47: Composigao de rotagdes com o # — 3

Assim,

pO’,,BO,OO,a = RtORTORTORS = RtORS.

Pela Proposicao 18, a composicao R; o R, é a rotacao de centro no ponto O” e angulo

a
igual ao dobro de e no sentido da reta s para a reta t.

O
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Capitulo 2
Isometrias na Resolucao de Problemas

As propriedades de isometrias podem ser utilizadas para resolver problemas interessantes
de forma simples. Neste capitulo apresentaremos alguns problemas que podem ser resolvidos

via isometrias.

2.1 Problema sobre comprimento de caminho inscrito
em Triangulo Equilatero

Problema 1. Seja ABC um equilatero de lado [. Se P e () sao pontos situados respectivamente
sobre AB e AC distintos dos vértices de ABC', prove que BQ) + PQ + CP>2l.

Inicialmente, construimos o tridngulo equilitero ABC', determinamos os pontos P e @

pertencentes respectivamente a AB e AC' e tracamos os segmentos BQ), PQ) e C'P.

A

Figura 2.1: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 1

Em seguida, refletimos o triangulo ABC' em torno da reta AC' e determinamos o ponto B’.

Também tracamos o segmento PQ’" o qual é a reflexdo do segmento PQ) em torno da reta AC.
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A P' B'
P
B‘ ;C

Figura 2.2: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 2

Novamente refletimos o tridngulo ABC, agora em torno da reta AB’ e determinamos o
ponto C’. Em seguida, tragamos o segmento P'C’ o qual é o segmento PC| refletido em torno

da reta AC e refletido novamente em torno da reta AB’.

c

Figura 2.3: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 3

Construimos o triangulo QP'C" tracando o segmento QC".

Podemos observar na figura que, pela desigualdade triangular no tridngulo QP'C" temos:

CP+PQ > CQ (2.1.1)
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Figura 2.4: Problema do Triangulo Equilatero - Passo 4

Além disso, pela desigualdade triangular no tridngulo BQC’, temos:

BQ+CQ > BO (2.1.2)

Portanto, pelas equacoes 6.5.1 e 6.5.2 temos:

BQ+CP +PQ > BC (2.1.3)

Logo, como temos C"P'=CP, P'Q=P(Q) e BC" = 2, por 6.5.3, concluimos que:

BQ+CP+PQ > 2

2.2 Problema do Triangulo Medial

Problema 2. Sejam D, E e F respectivamente os pontos médios dos lados AB, BC e C'A do
tridngulo ABC. Se O, Oy e O3 sao, respectivamente, os centros das circunferéncias circuns-

critas aos tridngulos ADF, BDE e CEF e (Q1, Q2 E Q3 sdo, respectivamente, os centros das
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circunferéncias inscritas nesses mesmos triangulos, prove que os triangulos 010503 e Q1(Q2(Q)3

sao congruentes.

Figura 2.5: Problema do Triangulo Medial

Podemos observar (ver a figura 2.5) que EF é a base média do tridngulo ABC relativa a
base AB portanto, pelo Teorema da Base Média, EF é paralelo a AB e 2EF = AB.

Analogamente, DE ¢ paralelo a AC' e 2DE = AC, assim como DF ¢é paralelo a BC e
2DF = BC. Logo, os triangulos FCE, AFD e BDE siao congruentes.

Sendo assim as circunferéncias circunscritas de centro O1, Oy e O3 sao congruentes e as
circunferéncias inscritas de centro @)1, Q)2 e (3 também sao congruentes.

Se efetuarmos uma translacao no sentido de B para D e com deslocamento igual ao compri-
mento de BD, o triangulo BDF ficard sobreposto com o triangulo DF A. Como nessa translagao
todos os pontos pertencentes ao triangulo também sofrem a transformagao, podemos concluir
que () serd levado a )1 e também que O; serd levado a O;. Sendo assim, concluimos que
Q1Q2 = 0,0s.

Da mesma forma, se a translagao for feita no sentido de B para E e com deslocamento igual
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ao comprimento de BE, Q203 = O>03. E ainda, se a translagao for feita no sentido de C para
F' e com deslocamento igual ao comprimento de C'F', Q3Q, = O30;.

Logo, os triangulos 010503 e (Q1(Q2()3 sao congruentes.

2.3 Problema de Napoleao (Teorema atribuido a Napo-

leao Bonaparte)

Problema 3. Seja um triangulo arbitrario ABC' e consideremos triangulos equilateros ABD,
BCFE e CAF construidos sobre cada um dos lados e exteriores ao triangulo ABC, como na
Figura 2.6. Sendo O, P e ) os centros desses trés triangulos equilateros, o triangulo OPQ ¢

equilatero.

Figura 2.6: Teorema de Napoleao

O teorema descrito no problema é atribuido a Napoleao Bonaparte e pode ser resolvido
utilizando a composicao de rotacoes.

Consideramos as rotagoes po.a, ppg € po~ no sentido horario, com a = AOB, 8 = BPC ¢
v = CQA. Como os tridngulos ABD, BCE e CAF sdo equiléteros, os angulos , /3 e ~v medem
120°. Além disso, poo(A) = B, pps(B) = C e po~(C) = A. Logo,

PQ.~ © PPB © Po.a(A) = A,

ou seja, a composi¢ao pg.~ © Pp,g © Po,. fixa o ponto A.
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Pela Proposicao 19 do Capitulo 1, a composi¢ao ppg © po.. ¢ a rotacao no sentido horario
de 240° com centro no ponto X tal que os angulos XOP e OPX medem 60°, como na Figura
2.7.

0]
v 60°

60°

WV

P

Figura 2.7: Teorema de Napoleao

Assim, o tridngulo OPX ¢é equilatero.

Se X # @), pela Proposicao 19, a composigao de pg € ppg o po,. ¢ uma translagao que nao
tem ponto fixo. Como ja mostramos que esta composicao fixa o ponto A, a suposi¢ao X # Q
que fizemos nao ocorre. Logo, X = (), ou seja, o centro X da rotacao pps o po,. coincide com
o centro () da rotagao pq .

Portanto, como o triangulo OPX ¢ equilatero e X = @), concluimos que o tridngulo OPQ)

é equilatero.

2.4 Problema de Fermat

Problema 4. Seja um triangulo acutangulo ABC'. Localizar no interior desse triangulo um

ponto P cuja soma dos comprimentos AP, BP e C'P é a menor possivel.

Esse problema é conhecido como problema de Fermat e pode ser resolvido utilizando o
conceito de rotagao.

Inicialmente consideramos um ponto P qualquer no interior do triangulo ABC' e os segmen-
tos AP, BP e C'P, como na Figura 2.8.
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B \J®

Figura 2.8: Problema de Fermat

Rotacionamos o triangulo APB de 60° em torno do ponto B, no sentido anti-horario, e

obtemos o triangulo A’P'B, como mostra a Figura 2.9.

A

Figura 2.9: Problema de Fermat

Como a rotagao é isometria, ou seja, preserva distancias, temos A’/P' = AP e A’B = AB.
Além disso, as medidas dos angulos PBP' e ABA' sdo iguais a 60°. Assim, os triangulos ABA’

e PBP' sao isésceles com um angulo de 60° o que implica que sao equilateros. (Figura 2.10)

A
Am

>

B o

\J

Figura 2.10: Problema de Fermat

Sendo PBP' tridngulo equildtero, temos BP = BP’ = PP’. Assim, o comprimento do
caminho poligonal A’P'PC' é igual a soma dos comprimentos dos segmentos AP, BP e C'P, ou

seja,

A'P'+ P'P+ PC = AP+ BP + CP.



66

Este caminho poligonal ligando A’ e C', formado pelos segmentos A'P’, P'P e PC, é minimo

quando é um segmento de reta, como na Figura 2.11.

A

B c

Figura 2.11: Problema de Fermat

Neste caso,
BPC =180° — BPP' = 120°

APB = A'P'B = 180° — PP'B = 120°.

Assim, o desejado ponto P, para o qual

AP+ BP+CP
¢ minimo, ¢ o ponto tal que
APB = BPC = CPA = 120°,

como na Figura 2.12, e ¢ chamado de Ponto de Fermat.

Figura 2.12: O Ponto de Fermat

A seguir, apresentamos duas construcoes geométricas do Ponto de Fermat e as respectivas

justificativas.

Construcao 1.
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o A partir do tridngulo ABC, fazemos a rotacao do ponto A de 60° em torno do ponto B,

obtendo o ponto A’, como na Figura 2.13.
o Construimos o segmento A'C.
o Construimos a circunferéncia ¢ passando pelos pontos A, B e A’

o A interseccao P do segmento A'C' e a circunferéncia ¢ é o Ponto de Fermat.

Figura 2.13: Construcao 1 do Ponto de Fermat

Justificativa da construcao 1.

Como o triangulo ABA’ é equilatero, os angulos AA'B e ABA’ tém medidas iguais a 60°.
Pela Proposicao 22 do apéndice C, sendo o quadrilitero AA’BP inscritivel, temos AA'B +
APB = 180° e APA' = ABA’ = 60°. Assim, APB = 120° e, como APA’ + APC = 180°,
temos APC = 120°. (ver Figura 2.14) Consequentemente, também BPC = 120°.

B c

Figura 2.14: Justificativa da construcao 1

Construcao 2.

o Construimos o segmento A'C', como na construgao 1.
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e Fazemos a rotagao do ponto B de 60° em torno do ponto C', obtendo o ponto B’, como

na Figura 2.15.
o Construimos o segmento B'A.

o A interseccao P do segmento A'C' e o segmento B’A é o Ponto de Fermat.

Bi

Figura 2.15: Construcao 2 do Ponto de Fermat

Justificativa da construcao 2.

De modo andlogo a justificativa de que o Ponto de Fermat pertence ao segmento A'C,

justificamos que esta no segmento B’ A. Portanto, P estd na interseccao dos dois segmentos.

Observacgdo 6. Na solugao do Problema de Fermat, note que os segmentos A'C' e B’A sao
congruentes e A’C' = B'A = AP+ BP+(CP. Além disso, também podemos considerar o ponto
C" obtido pela rotacao de 60° do ponto C' em torno do ponto A e o segmento C’B que também

serd congruente aos segmentos A'C' e B'A, ou seja,

AC=BA=CB=AP+BP+CP,

e os trés segmentos sao concorrentes no Ponto Fermat, como na Figura 2.16.

Como os tridngulos ABA’, BCB' e C AB’ sao equilateros, temos a consequéncia seguinte:

Consequéncia
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[Bi
Figura 2.16: O Ponto de Fermat como interseccao de trés segmentos

Se tridngulos equilateros ABA’, BCB' e CAB' sao construidos exteriormente nos lados de
triangulo acutangulo ABC, os trés segmentos A'C, B’A e C'B sdo congruentes, concorrentes

no Ponto de Fermat e com angulos entre cada dois deles iguais a 60°.

Comentdrio 2. Caso o triangulo ABC seja obtusangulo, devemos considerar duas situagoes
conforme descrito na Referéncia [1].

Na primeira situagao consideramos o caso em que os angulos do triangulo ABC nao excedem
120° (ver Figura 2.17).

Deseja-se encontrar o valor minimo para d = AP+ BP + CP, onde P é um ponto de regiao

triangular fechada. Rotacionamos o tridngulo APB de 60° com centro em B, obtemos C'P'B.

Figura 2.17: O Problema de Fermat no tridangulo obtusangulo 1

Os tridngulos ABC" e BPP' sao equilateros. Observamos que AP + BP + CP = CP' +
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P'P+ PC, ou seja, d é o comprimento da linha poligonal C'P'PC'. Sendo assim, d sera minima
se os pontos C, P', P e C' forem colineares. Neste caso, BPC = 180° — P'PB = 120° e
APB = (C'P'B = 180° — PP'B = 120°. .

Entao o ponto, P, para o qual d é minima é o que "enxerga'os lados AB, BC' e AC de
120°. Nos tridngulos com angulos menores que 120°, é sempre possivel determinar este ponto
P, conhecido como ponto de Fermat. As construgoes estao descritas na Referéncia [1].

Observamos que, se o angulo BAC' é de 120°, obtemos C'AC" alinhados e portanto a solu¢ao
para o nosso problema é P = A.

Ja na segunda situacao, supomos que o triangulo ABC' tenha um angulo maior do que 120°.
Vamos mostrar que o ponto-solugao para o problema é o vértice A. Isto é: AP+ BP +CP >
AB + AC (ver Figura 2.18).

Figura 2.18: O Problema de Fermat no tridngulo obtusangulo 2

Rotacionando o triangulo APB em A de tal maneira que o tridngulo obtido B’ P'A tenha
B, AeC alinhados, temos PAP’ < 60°. Isto implica que P’P < AP. Entdo d = AP + BP +
CP > P'P+ B'P+ PC, ou seja, d é maior do que o comprimento da poligonal B'P'PC', que
por sua vez ¢ maior que o segmento B'C'.

Temos entao: AP+ BP +CP > B'C =B'A+ AC = AB + AC.

2.5 Problema de Fagnano

Problema 5. Em um triangulo acutangulo, inscrever um triangulo cujo perimetro ¢ o menor

possivel.

Este problema é conhecido como o Problema de Fagnano. Foi proposto e resolvido utilizando
célculo por Giovanni Fagnano (1715 - 1797, Italia). A primeira solugdo que apresentamos ¢é
baseada na prova de Coxeter ([2], p. 21), Dodge ([4], p. 91) e Kazarinoff ([7], pp. 76-77). A
segunda soluc¢ao, também usando reflexoes, é uma adaptacao da prova devido ao H. A. Schwarz
(1843 - 1921, Polonia) que pode ser vista em Coxeter e Greitzer ([3], p. 88).

Apresentamos duas solugoes para o problema utilizando o conceito de reflexao.
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Solugao 1.

Consideremos um triangulo acutangulo ABC' e seja um triangulo qualquer DEF com D
em BC, F em AC e F em AB. Sejam D’ e D" as imagens de D pelas reflexdes em C'A e AB,

respectivamente, como na figura 2.19.

Figura 2.19: Problema de Fagnano

Entao, o comprimento do caminho D'EF D" de D' para D", que, em geral, é uma poligonal

com jungoes em E e F, ¢ igual ao perimetro do triangulo DEF, ou seja
DE+EF+FD=D'E+EF + FD",

Para D fixo, tal caminho de D’ para D” é minimo quando é uma reta. Logo, dentre todos
os triangulos inscritos com vértices D em BC, E em AC e F em AB, aquele com o menor

perimetro ocorre quando E e F' estao no segmento de reta D'D”, como mostra a figura 2.20.

Figura 2.20: Problema de Fagnano

Como AD'" e AD" sao imagens de AD pelas reflexoes em AC e AB, respectivamente, eles
sdo congruentes e D'AD" = 2BAC. (ver figura 2.21)

Assim, o triangulo AD'D" é isésceles cujo angulo em A é independente da escolha de D em
BC'. A base D'D" deste tridngulo é minima quando os lados iguais sao minimos, logo, quando
AD é minimo. Assim, a base é minima quando AD é perpendicular a BC, ou seja, AD é a
altura relativa ao lado BC'. Portanto, a desejada localizacao do ponto D é aquela em que AD

¢ a altura a partir de A, ou seja, D é o pé da altura relativa ao vértice A. (fig. 2.22)
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Figura 2.22: Problema de Fagnano

Agora mostraremos que os pontos E e F' obtidos sao também os pés das alturas relativas a
B e C, respectivamente.

Sendo D o pé da altura relativa ao vértice A, pelas propriedades de reflexdo, D'AD" = 2A
e o tridngulo D'AD" ¢ is6sceles de base D'D”, como na figura 2.23. Assim,

180 — 24 N

AD'D" = AD'"D' = 5 90 — A

Nos triangulos retangulos ADB e ADC, BAD = 90— B e CAD = 90— C, respectivamente.
Assim, BAD” =90 — B e CAD' = 90 — C. Além disso, temos

ABD" =B, AD'B =90, ACD' =C, AD'C = 90.

Logo, no tridngulo retangulo AD"B, BAD” = 90 — B ¢ no tridngulo retangulo AD'C,
CAD' =90 - C.
Assim, pelo Teorema do Angulo Externo nos tridngulos AD'E e AD"F aplicado aos vértices

E e F. respectivamente, obtemos

I
s

AEF = (90 — A) + (90 — C) =180 — (A + C)
AFE = (90 — A) 4 (90 — B) = 180 — (A + B)

[l
@)



— D'
50 — A '
A 1
1
90 - C \
\
1
A \
%0 - B, B{ XE \
o~ /l II
c /’ \
‘.
F, P \
7’ 1
~ / \
90— A v \I
,l, 1
y \
DN ,, |‘
7’ 1
N /, I|
\\\\ /,/l “
. ; \
\\ /, = \
N\, B/ Ch
[ B C
B D c
Figura 2.23: Problema de Fagnano

No quadrildtero AEBD", temos

ABD" = AED" = B.
Pela proposicao sobre caracterizacao de quadrilateros inscritiveis apresentada no apéndice

C, o quadrilatero AEBD" é inscritivel e, novamente pela mesma proposicao

AEB + AD"B = 180,
e, sendo AD"B = 90, temos AEB = 90, e, portanto BE é a altura do triangulo ABC' relativa
ao vértice B. Logo, E é o pé da altura relativa ao vértice B.

triangulo 6rtico ! do tridngulo ABC.

De modo andlogo, C' é o pé da altura relativa ao vértice C'. Assim, o triangulo DEF é o

Analogamente, se comecamos variando £ ou F' ao invés de D como fizemos, também ob-
temos que E e F' devem ser os pés das alturas correspondentes.

Assim, concluimos que o

triangulo 6rtico é o Unico triangulo inscrito em um triangulo acutangulo, ou seja, o triangulo
cujos vértices sao os pés das alturas relativas a cada um dos vértices do triangulo acutangulo.
Solugao 2.

10 tridngulo cujos vértices sdo os pés das alturas de um dado tridngulo é chamado tridngulo értico
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Consideramos um triangulo acutangulo ABC' arbitrario, seu triangulo értico DEF' e um

tridngulo qualquer UV W inscrito no tridngulo ABC, como na figura 2.24.

Figura 2.24: Problema de Fagnano - solugao 2

Aplicamos aos trés triangulos uma sequéncia de reflexdes, na ordem apresentada a seguir,
obtendo a figura 2.25.

o Reflexdo R4c em relacao a reta AC.

o Reflexo Rpc em relagao a reta B'C, com B’ = R,c(B).

o Reflexdo Ry p em relagao a reta A'B’, com A’ = Rpc(A).

o Reflexdo R em relagao a reta A'C’, com C" = Ry (C).

» Reflexdo Rprcs em relagao a reta B"C’, com B" = Racr(B').
o Reflexdo Rvpr em relagao a reta A”B”, com A” = Rpnei(A').

Seja T' a composicao dessas reflexoes, ou seja,

T = RA//B// [e) RB//C/ O RA/C/ @) RA/B/ O RB’C (@] RAC (251)

Sejam os angulos @ = BAC, 8 = ABC e v = BCA.

Pela Proposicao 18 do Capitulo 1 e propriedade de reflexao, Rgco Rac = Raco Rpic, pois
BC\'A == AC\'B/ == B/éA/ =7. Também, RA’C’ ORA’B’ = RA’B’ ORAlc, pOiS B’Z’C’ == B”:@Cl ==
BAC = a. Assim,

Rycro Rapr o R o Rac = Rarp 0 Rarg o Rac 0 Rpro = Rarpr 0 Rpro (2.5.2)

Logo, por 2.5.1 e 2.5.2, temos

T = RA”B” (@] RB//CI O RA’B’ o] RB’C (253)
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Figura 2.25: Problema de Fagnano - reflexdes

E, como pela Proposicao 18, Rap o Rpic ¢ a rotacdo Rp/(2p) em torno de B’ no sentido
anti-hordrio de angulo 23 e Ravpr o Rpner é a rotagdo Rpr(_gg em torno de B” no sentido
horario de angulo 273, temos

T'= Rpr(-2p) © Rp29)

Portanto, pela Proposicao 19 do Capitulo 1, 7' é uma translagao. Assim, sendo T'(F) = F}
e T(W) = Wy, a imagem pela translagao 7" do segmento W F' contido no lado AB do tridngulo
ABC é o segmento W, F, congruente e paralelo a W F' contido no segmento A”B”, como na
figura 2.25.

Como, pela Proposicao 23 do Apéndice C, as alturas do triangulo ABC bissectam os angulos
de seu triangulo ortico DEF', segue que apdés realizada a sequéncia de reflexoes, o segmento
FFy (ver Figura 2.25) é composto por segmentos provenientes dos lados do tridngulo értico
tendo comprimento igual a duas vezes o perimetro do triangulo ortico.

Além disso, a poligonal WV U WyVoUsW, (ver figura 2.25) tem comprimento igual a duas
vezes o perimetro do triangulo UV W . Esta poligonal e o segmento F'F} estao em destaque na
figura 2.26.

Como os segmentos WF e W,F, sao congruentes e paralelos, pela generalizacao da Desi-
gualdade Triangular (ver Apéndice A), o comprimento de F'F; é menor do que ou igual ao
comprimento da poligonal WV U W,VoUsW,. Consequentemente o perimetro do tridngulo or-
tico do triangulo ABC' é menor do que ou igual ao perimetro de qualquer tridngulo inscrito no
triangulo ABC'.



Figura 2.26: Problema de Fagnano - comparando comprimentos
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Capitulo 3
Experimentos envolvendo Isometrias

Nesse Capitulo apresentamos alguns problemas que envolvem o conceito de isometrias e
podem ser solucionados através de experimentos. Esses problemas sao <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>