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Resumo

Memorias associativas neurais sao modelos do fendmeno bioldgico que permite o armazena-
mento de padrdes e a recordac@o destes apds a apresentacdo de uma versdo ruidosa ou incompleta
de um padrdo armazenado. Existem vdrios modelos de memorias associativas neurais na literatura,
entretanto, existem poucos trabalhos comparando as vdrias propostas. Nesta dissertacdo compara-
mos sistematicamente o desempenho dos modelos mais influentes de memdrias associativas neurais
encontrados na literatura. Esta comparacao estd baseada nos seguintes critérios: capacidade de ar-
mazenamento, distribui¢cdo da informagdo nos pesos sindpticos, raio da bacia de atracdo, memorias
espurias e esfor¢co computacional. Especial énfase é dado para as memdrias associativas morfologicas
cuja fundamentacdo matemadtica encontra-se na morfologia matematica e na dlgebra de imagens.

Palavras-chave: Redes Neurais, Morfologia Matemadtica, Sistemas de Memoria de Computado-
res.

Abstract

Associative neural memories are models of biological phenomena that allow for the storage of
pattern associations and the retrieval of the desired output pattern upon presentation of a possibly
noisy or incomplete version of an input pattern. There are several models of neural associative me-
mories in the literature, however, there are few works relating them. In this thesis, we present a
systematic comparison of the performances of some of the most widely known models of neural as-
sociative memories. This comparison is based on the following criteria: storage capacity, distribution
of the information over the synaptic weights, basin of attraction, number of spurious memories, and
computational effort. The thesis places a special emphasis on morphological associative memories
whose mathematical foundations lie in mathematical morphology and image algebra.

Keywords: Neural Networks, Mathematical Morphology, Computer Memory Systems.
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Capitulo 1

Introducao

A primeira pergunta que surge em nossa mente €, o que ¢ uma memoria? A resposta ndo € simples
e nao é nosso objetivo discutir este assunto, mas podemos dizer que uma memoria €, simplificada-
mente, um sistema que possui trés fungdes ou etapas: I — Registro, processo pelo qual armazenamos
informacdo; 2 — Preservagdo, para garantir que a informacao estd intacta; 3 — Recordagdo, processo
pelo qual uma informacao € recuperada [12].

Existem vdrios tipos de memoria. Por exemplo, quando escrevemos o nimero de um telefone
num papel, estamos usando o papel como memoria. Depois poderemos ler e usar este nimero.

Sempre que registramos informag¢des na memoria, precisamos de uma chave ou algo que permita
recuperar o conteido armazenado. Por exemplo, quando deixamos uma bolsa num guarda-volumes,
pegamos um ticket indicando o compartimento onde ela ficard. Aqui, o ticket ndo possui nenhuma
relagdo com o conteddo da bolsa e podemos dizer que o endereco (ticket) é apenas um simbolo abs-
trato da memoria onde a entidade (bolsa) estd, e mais, este endere¢o ndo possui nenhuma relagdo com
o conteido armazenado. Este tipo de memoria € muito usado nos computadores digitais (memoria
RAM ou ROM). Em muitos casos este tipo de memdria apresenta-se eficiente, entretanto possui uma
série de limita¢des. Por exemplo, o que acontecerd se perdermos o ticket?

Suponha que perdemos o pequeno ticket. Teremos que usar um procedimento diferente para re-
cuperar nossa bolsa. Evidentemente procuraremos o responsavel e passaremos informagdes parciais,
mas suficientes, sobre a bolsa e seu contetido. E comum encontrarmos bolsas semelhantes, mas o
conteido geralmente € diferente e uma descricdo parcial dele é suficiente para que o responsavel
possa identificd-la, e provavelmente concordard em devolvé-la. Neste exemplo, podemos dizer que
o endereco (descri¢ao parcial do que tem na bolsa) € igual ao conteido e dizemos que esta é uma
memoria auto-associativa (também conhecida por memoria enderecada por conteido), um caso par-
ticular das memorias associativas.

Uma memdria associativa poderia recuperar um item da memoria a partir de informacdes parciais.
Por exemplo, se um item armazenado na memoria € “J.J. Hopfield & D.W. Tank, Biological Cyber-
netics 52, 141-152 (1985)”. A entrada “& Tank (1985)”poderia ser suficiente para recuperarmos a
informacao completa. Além disso, uma memdria associativa ideal poderia trabalhar com ruidos (ou
erros) e recuperar esta referéncia mesmo a partir de entradas incorretas como “& Rank, (1985)”. Nos
computadores digitais, apenas formas relativamente simples de memdria associativa tem sido imple-
mentadas em hardware. A maioria dos recursos para tolerancia a ruido no acesso da informacao sao
implementados via software [40]. Esta € uma das razdes para o estudo das memorias associativas.



2 Introducao

As memdrias associativas encontram aplicacoes em vdrios ramos da ciéncia. Por exemplo, Zhang
et. al. utilizaram um modelo de memdria associativa para reconhecimento e classificagdao de padroes
[111, 112]. A metodologia para classificacdo de padrdes baseada em memdrias associativas também
foi aplicada em problemas de detec¢ao de falha em motores [54], seguranca de rede [110] e apren-
dizado de linguagem natural [29]. Hopfield mostrou que seu modelo de memdria associativa pode
ser usado para resolver problemas de otimizagcdo, como por exemplo, o problema do caixeiro via-
jante [38]. As memdrias associativas morfoldgicas discutidas nesta dissertacdo foram aplicadas em
problemas de localizacdo de faces, auto-localizacdo e andlise de imagens hiperespectrais [68, 26].
Recentemente, Valle e Sussner apresentaram uma aplicagao das memorias associativas nebulosas em
um modelo de previsao [103, 98, 102].

O termo memoria associativa veio da psicologia e ndo da engenharia. Veio da psicologia porque
o cérebro humano pode ser visto como uma memoria associativa. Ele associa o item a ser lembrado
com um fragmento da recorda¢@o. Por exemplo, ouvindo um trecho de uma miusica podemos lembrar
da cancdo inteira, ou sentido um certo perfume podemos associar o cheiro a uma pessoa especial.
Nao s6 o cérebro humano, mas moscas de fruta ou lesmas de jardim também possuem memorias
associativas. Na verdade, qualquer sistema nervoso relativamente simples apresenta uma memoria
associativa [12]. Isso sugere que a habilidade de criar associacdes € natural — praticamente espontanea
— em qualquer sistema neural. Portanto, uma fonte de inspiragdes para os estudos das memorias
associativas encontra-se nos estudos do funcionamento de um sistema nervoso, em particular, do
cérebro humano.

O cérebro humano € composto por bilhdes de neurdnios interligados formando uma rede. Di-
zemos que o cérebro é uma rede neural bioldgica. Em nossos estudos, apresentaremos modelos
que descrevem um neurdnio e chamaremos este modelo de neurdnio artificial. Chamaremos de rede
neural artificial, ou simplesmente rede neural, uma rede formada por neur6nios artificiais [33]. A
teoria das redes neurais € vasta e possui aplicagdes em vdrias dreas, como por exemplo, no reco-
nhecimento de padrdes, controle, otimizacao e previsao de mercados financeiros [8, 45, 61]. Neste
trabalho voltaremos nossa aten¢o para a interse¢ao das redes neurais com as memorias associativas.
Especificamente, estudaremos as memdrias associativas neurais.

Neste trabalho também discutiremos as memorias associativas morfoldgicas que sdo modelos de
memoria associativa onde usamos a morfologia matemaética e a dlgebra de imagens como ferramenta
[70, 73, 76]. Este tipo particular de memoria associativa neural serd o enfoque principal do nosso
trabalho.

Antes de introduzirmos os conceitos sobre redes neurais e memorias associativas, apresentaremos
brevemente a historia das redes neurais, memdrias associativas, morfologia matemdtica e da dlgebra
de imagens.

1.1 Contexto Historico

1.1.1 Redes Neurais Artificias

Podemos dizer que os estudos das redes neurais artificiais iniciaram em 1943 quando o bidlogo War-
ren McCulloch e o matematico Walter Pitts apresentaram um modelo matematico de um neurdnio
bioldgico [55]. Eles assumiram que um neurdnio seguia uma lei “tudo ou nada” e acreditavam que



1.1 Contexto Historico 3

com um numero suficiente de neurdnios com conexdes sindpticas apropriadas operando de forma
sincrona (paralelamente), seria possivel, a principio, a computagdo de qualquer funcdo booleana com-
putdvel. Este foi um resultado muito significativo e com ele € aceito o surgimento das disciplinas de
redes neurais e inteligéncia artificial [33].

Em 1949, o neurofisiologista Donald Hebb publicou o livro “The Organization of Behavior”[34].
Neste livro foi apresentada pela primeira vez a formulagao de uma regra de aprendizagem. Hebb
notou que as conexdes sindpticas do cérebro sdo continuamente modificadas conforme um orga-
nismo aprende novas tarefas, criando assim agrupamentos neurais. Ele prop0s no seu livro o seguinte
postulado de aprendizagem: “A eficiéncia de uma sinapse ¢ aumentada pela interagdo entre dois
neurdnios através da sinapse”. Este postulado forma a base do que chamamos hoje de aprendizagem
(ou regra) de Hebb. Outras regras de aprendizado foram apresentadas posteriormente e muitas sdo
generalizagdes da regra de Hebb [2, 32].

Cerca de 15 anos apds a publicacdo do cldssico artigo de McCulloch e Pitts, uma nova abor-
dagem para o problema de reconhecimento de padrdes foi introduzida por Rosenblatt [82] em seu
trabalho sobre o Perceptron, um método inovador de aprendizagem supervisionada. O coroamento
deste trabalho encontra-se no teorema da convergéncia do perceptron, cuja primeira demonstracao
foi delineada por Rosenblatt em 1960. Este teorema garante que o perceptron sempre converge para
0S pesos corretos se 0s pesos sindpticos que resolvem o problema existirem. Na mesma época, Wi-
drow e Hoff introduziram o algoritmo do minimo quadrado médio (LMS, Least Mean-Square) e
usaram-no para formular o Adaline (Adaptive Linear Element, Elemento Linear Adaptativo) [107].
A diferenca fundamental entre o perceptron e o Adaline estd no procedimento de aprendizagem. In-
felizmente existem limites fundamentais para aquilo que o perceptron de camada tnica e o Adaline
podem calcular [58]. Rosenblatt e Widrow estavam cientes destas limitagdes e apresentaram redes
neurais de multiplas camadas que poderiam superar tais limitacdes, mas ndo conseguiram estender
seus algoritmos de aprendizado para estas redes mais complexas. Uma destas redes é o Madaline
(Multiple-Adaline), proposta por Widrow e seus estudantes, € uma das primeiras redes neurais em
camadas de treinamento com multiplos elementos adaptativos. Tais dificuldades e a falta de recursos
tecnoldgicos nos anos 60 proporcionou uma adormecimento nas redes neurais € poucos pesquisado-
res como James Anderson, Shunichi Amari, Leon Cooper, Kunihiko Fukushima, Stephen Grossberg
e Teuvo Kohonen permaneceram no ramo.

Nos anos 80, a auséncia de recursos tecnoldgicos foi superada e a pesquisa em redes neurais au-
mentou drasticamente. Computadores pessoais e estacdes de trabalho, que cresciam em capacidade,
tornaram-se vitais para o desenvolvimento da pesquisa em redes neurais artificiais. Além disso, novos
conceitos foram introduzidos. Dois deles tiveram grande influéncia no meio cientifico. O primeiro
foi 0 uso da mecanica estatistica para explicar as operagdes e convergéncia de algumas redes neurais
recorrentes. Este conceito foi introduzido pelo fisico John Hopfield em 1982 [40]. A segunda chave
para o desenvolvimento na década de 80 foi o algoritmo de retropropagacdo (back-propagation),
usado para treinar o perceptrons de multiplas camadas. Este algoritmo foi descoberto por pesquisa-
dores diferentes em diferentes pontos do mundo. Bryson talvez tenha sido o primeiro a estudar o
algoritmo de retropropagacao [13, 83]. Entretanto, a publicacdo mais influente foi o livro em dois vo-
lumes “Parallel Distributed Processing: Explorations in the Microstrutures of Cognition”, editado por
Rumelhart e McClelland. Este livro exerceu uma grande influéncia na utilizacao da aprendizagem por
retropropagacdo, que emergiu como o algoritmo de aprendizagem mais popular para o treinamento
de perceptrons de multiplas camadas devido a sua simplicidade computacional e eficiéncia.
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A histdria das redes neurais segue com muitos capitulos desafiantes e interessantes, mas ficaremos
por aqui, pois acreditamos que vocg, leitor, j4 estd bem situado no contexto historico das redes neurais
artificiais!. Agora voltaremos aos anos 50 e falaremos sobre as memdrias associativas neurais.

1.1.2 Memorias Associativas Neurais

Os estudos sobre memdria associativa iniciaram nos anos 50 por Taylor [100]. Em 1961, Steinbruch
introduziu o conceito de matriz de aprendizagem [88]. Nos anos seguintes surgiram as memarias
associativas hologrdficas [17, 22, 105, 106] que ndo serdo discutidas neste trabalho. Em 1972, An-
derson [4], Kohonen [47] e Nakano [60] introduziram, de maneira independente, a idéia de uma
memoria por matriz de correlacdo, baseada na regra de aprendizagem por produto externo que pode
ser interpretada como uma generaliza¢ao do postulado de aprendizagem de Hebb. Nestes artigos, os
autores apresentaram um modelo linear para os neurdnios formando a memoria associativa linear
que estudaremos no capitulo 4.

Em 1977 foi publicado o livro “Associative Memory — A System Theoric Approach” de Kohonen
[48]. Este foi um dos primeiros livros sobre memdrias associativas e apresenta uma andlise detalhada
das memorias associativas lineares. No mesmo ano, Anderson et al. introduziram o modelo do estado
cerebral numa caixa (BSB) [6, 5], uma das primeiras redes neurais que pode ser vista como uma
memoria auto-associativa dindmica. Entretanto, o comportamento deste modelo como uma memoria
associativa s6 foi amplamente estudado apds a publicagdo dos artigos de Hopfield. Além de ter
aplicacdes como uma memoria associativa, a BSB também pode ser vista como um modelo cognitivo
[S].

Em 1982, Hopfield publicou o cldssico artigo “Neural Networks and Physical Systems with Emer-
gent Collective Computational Abilities” [40] onde introduz a famosa rede (ou memdria associativa)
de Hopfield discreta. Neste artigo, Hopfield sugere que um sistema dindmico pode representar uma
memoria associativa dindmica onde cada estado estdvel do sistema seria um padrdo memorizado.
Para compreender a computacdo executada e mostrar a convergéncia da rede, Hopfield introduziu o
conceito de funcdo energia (fungdo de Lyapunov) para uma rede neural, um conceito que foi pos-
teriormente usado para a andlise de varias outras memorias associativas dindmicas [23, 24, 41, 42].
Hopfield também apresentou alguns resultados sobre a capacidade de armazenamento da memoria
auto-associativa de Hopfield. Dois anos depois, Hopfield publicou um novo artigo apresentando a
rede (ou memdria auto-associativa) de Hopfield continua, uma extensdo do modelo apresentado an-
teriormente que utiliza uma fungdo sigméide como funcdo de ativacdo [37]. Nos anos seguintes,
Hopfield e Tank apresentaram aplicacdes da rede de Hopfield em problemas de otimiza¢do, como o
classico problema do caixeiro viajante [38, 39, 99].

Na década de 80 e inicio da década de 90, foram apresentadas variacdes do modelo de Hopfield.
Entre elas, podemos citar a memdria associativa de Hopfield com armazenamento por projecdo. Este
modelo foi inicialmente discutido por Personnaz et. al em 1985 [67], e posteriormente por Kanter
e Sompolinsky em 1987 [44]. Em 1991, Chiueh e Goodman apresentaram a memdria associativa
de capacidade exponencial (ECAM), um modelo que abrange o modelo de Hopfield com armazena-
mento por correlagdo [15]. Em 1987, surgiram modelos de memorias associativas dindmicas para
heteroassociacdo [51, 62]. Entre estes modelos encontramos a memoria associativa bidirecional

IPara o leitor interessado em maiores detalhes da histéria das redes neurais, recomendamos os livros: [7, 28, 33]
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(BAM), introduzida por Kosko, que pode ser vista como uma uma generalizagdo da memoria associ-
ativa de Hopfield [51, 52].

Na metade dos anos 90 iniciaram-se os estudos sobre as memoarias associativas morfolégicas
(MAM), que usam a morfologia matematica e a dlgebra de imagens como ferramenta matematica para
descrever o neurdnio. Antes de entrar nos detalhes do contexto histérico das memorias associativas
morfoldgicas, vamos voltar novamente no tempo e apresentar brevemente a histéria da morfologia
matematica e da dlgebra de imagens, que sdo as ferramentas matematicas usadas nestas memorias
associativas.

1.1.3 Morfologia Matematica e Algebra de Imagens

A morfologia matemdtica surgiu em 1964 enquanto Matheron e Serra estudavam a geometria de
meios porosos e andlise de textura. Esta nova ferramenta matemdtica estd baseada nos trabalhos de
Minkowski e Hadwiger sobre teoria de medida geométrica e geometria integral [57, 27]. Os primeiros
anos, de 1964 a 1968, foram dedicados ao desenvolvimento de um corpo de notagdes tedricas e de
um protétipo para a andlise de textura. Deste periodo podemos citar o artigo “Eléments pour une
théorie dés milieux poreux”, de Matheron, onde aparece a primeira transformagao morfolégica para
investigar a geometria dos objetos de uma imagem. Podemos citar também o trabalho em hardware
especializado: “Texture Analyser” de J. Serra e J.-C. Kein. Neste periodo também foi criado o “Centre
de Morphologie Mathématique” no campus da Escola de Minas de Paris, em Fontainebleu, Franga.
Virios pesquisadores juntaram-se a este grupo e formaram o que chamamos hoje de “Escola de
Fontainebleu”. Entre eles, podemos citar: Klein, Lantuéjoul, Meyer e Beucher [85, 87].

No ano 1975, Matheron publicou o livro “Random Sets and Integral Geometry”, que contém as
primeiras fundamentacdes tedricas da morfologia matemadtica. Este livro foi bem aceito pelos interes-
sados em geometria estocdstica, mas infelizmente levou alguns anos para ser aceito pela comunidade
de processamento de imagens. Podemos dizer que a morfologia matemaética sé passou a fazer parte
das ferramentas para processamento de imagens ap6s a publicacdo do cléssico livro “Image Analysis
and Mathematical Morphology” de Jean Serra, publicado em 1982. Segundo Heijmans, este livro
pode ser visto como o primeiro tratamento sistematico da morfologia matematica como uma ferra-
menta para a analise de imagens [35]. Uma breve revisdo sobre a morfologia matemdtica em tons de
cinza, incluindo abordagens usando a teoria dos conjuntos nebulosos, pode ser encontrada em [96].

Na década seguinte houve uma explosao no nimero de artigos e pesquisadores trabalhando com
a morfologia matematica e seria impossivel listar todos eles. No Brasil encontramos os nicleos de
pesquisa liderados por Barrera, na Universidade de Sao Paulo, e Banon, no Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais em Sao José do Campos. Uma exposi¢ao detalhada contendo os trabalhos mais
influentes da morfologia matemdtica encontra-se em [84]. Esta explosdo ndo atingiu apenas a mor-
fologia matemadtica, mas todas as atividades envolvendo processamento de imagens e resultou num
excesso de técnicas, notacdes e operagcdes para o processamento de imagens. Surgiu entdo a ne-
cessidade de uma estrutura algébrica padrao, eficiente e com um certo rigor matematico, designado
especificamente para o processamento de imagens. Em resposta a esta situagdo, pesquisadores da
Universidade da Flérida desenvolveram uma estrutura matemdtica para andlise e processamento de
imagens conhecida como Algebra de Imagens (Image Algebra). Muitas sdo as vantagens da dlgebra
de imagens, mas ndo vamos listd-las aqui. Vamos dizer apenas que ela abrange todas as dreas de
processamento de imagens e visdo computacional usando uma linguagem comum. Para o leitor inte-
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ressado, recomendamos [69, 79, 81].

A dlgebra de imagens nasceu na metade da década de 80 e os primeiros artigos apareceram em
1987 [72, 78, 80]. Em 1990, Ritter,Wilson e Davidson publicaram o artigo: “Image Algebra: An
Overview”’[81]. Este artigo descreve as estruturas algébricas da dlgebra de imagens e teve um papel
importante na divulgacio desta teoria matematica. Nos anos seguintes, a dlgebra de imagens comegou
a ganhar aplicacdes. As redes neurais e as operagdes da morfologia matemética foram descritas e
estudadas usando elementos e operacdes da dlgebra de imagens [20, 71, 69]. Sendo descritas pela
mesma estrutura matemadtica, foi facil combina-las, criando as redes neurais morfoldgicas, antes
conhecidas como redes da dlgebra de imagens (1A networks).

Uma rede neural morfolégica é uma rede neural onde os neurdnios sdo descritos pelas operacoes
da morfologia matemadtica. Estas opera¢des podem ser formuladas usando a dlgebra de imagens,
mas esta ndo € a unica formulacdo matematica de uma rede neural morfolégica. Uma formulacao
diferente, que ndo serd discutida aqui, pode ser encontrada em [108]. Entre as redes neurais mor-
foldgicas, encontramos as memdrias associativas morfolégicas (Morphological Associative Memory,
MAM). O estudo das memdrias associativas morfoldgicas € recente, a primeira publicacdo apareceu
em 1996 [73]. Outras publicacdes vieram depois [74, 76, 91, 92, 93, 94, 97], mas ainda sdo pou-
cas e com certeza existem muitos modelos e teorias para serem descobertas e estudadas. Uma nova
classe de memorias associativas neurais baseadas na teoria dos conjuntos nebulosos conhecida como
“Memorias Associativas Nebulosas Implicativas” (Implicative Fuzzy Associative Memories, [IFAM)
[103, 98, 102]. As memorias associativas nebulosas implicativas generalizam as memdrias associa-
tivas morfoldgicas quando a dltima é aplicada a padrdes nebulosos. As memorias associativas nebu-
losas implicativas, por sua vez, podem ser vistas como um caso particular das memdorias associativas
morfolégicas nebulosas que serdo discutidas em trabalhos futuros. Neste trabalho nao discutiremos as
memorias associativas nebulosas implicativas nem as memdrias associativas morfoldgicas nebulosas.

1.2 Objetivos e Organizacao da Dissertacao

Muitos modelos de memoria associativa neural foram apresentados nos tltimos anos, entretanto, nao
encontramos na literatura um trabalho reunindo e comparando os modelos mais influéntes. Esta
dissertacdo de mestrado tem como objetivo principal discutir os principais modelos de memdria asso-
ciativa neural, incluindo as memorias associativas morfoldgicas. Os modelos de memdria associativa
neural mais influéntes sdo essencialmente modelos bindrios. Por esta razdo, esta dissertacdo é dedi-
cada principalmente as memorias associativas neurais bindrias.

Também nao existe na literatura um critério comum de comparagao para o desempenho de memdrias
associativas neurais. Esta dissertacdo de mestrado também tem como objetivo formalizar conceitos
usados empiricamente na literatura para a comparacao de modelos de memdrias associativas. Forma-
lizados os conceitos, usamos estes para comparar os modelos mais influéntes de memoria associativa
bindria.

Resumindo, os objetivos desta dissertacao de mestrado sao:

1. Reunir os modelos mais influéntes de memoria associativa neural (bindrias) incluindo as memorias
associativas morfoldgicas.

2. Formalizar critérios para comparacao do desempenho das memorias associativas neurais bindrias.



1.2 Objetivos e Organizacao da Dissertacao 7

3. Comparar os modelos mais influéntes com base nos critérios discutidos no item anterior.

Esta dissertacdo de mestrado estd dividida em 8 capitulos. Os capitulos 2 e 3 tratam dos conceitos
basicos de redes neurais e memorias associativas neurais. Especificamente, no capitulo 2, discuti-
mos o conceito de rede neural artificial e como classifica-la. Apresentamos alguns modelos neurais
e falamos brevemente sobre regras de aprendizado. No capitulo 3, apresentamos uma formulacao
matemadtica para o problema das memdrias associativas, como classificd-las e apresentamos uma lista
contendo as caracteristicas desejaveis para o bom desempenho de uma memoria associativa neural.

Os capitulos 4, 5, e 6 tem como objetivo apresentar os modelos mais influéntes de memoria as-
sociativa neural incluindo as memdrias associativas neurais morfoldgicas, isto €, estes trés capitulos
cobrem o primeiro item dos objetivos desta dissertacdo. Precisamente, no capitulo 4, discutimos as
memorias associativas lineares. Estes sdo os modelos mais simples de memdria associativa neural e
possuem um papel fundamental: definem as principais regras para armazenamento de padrdes numa
memoria associativa neural. No capitulo 5 examinamos varios modelos de memdrias associativas
dinamicas para auto e heteroassoci¢do. Introduzimos neste capitulo a Memdria Associativa Bidire-
cional com Capacidade Exponencial que é uma extensdo da Memdoria Associativa com Capacidade
Exponencial para o caso hetero-associativo. No capitulo 6 discutimos as memdrias associativas mor-
foldgicas.

O capitulo 7 cobre os objetivos listados nos itens 2 e 3 acima. Neste capitulo formalizamos
alguns conceitos para comparagdo das memorias associativas neurais bindrias. Neste capitulo também
apresentamos resultados tedricos e empiricos para a comparacdo dos modelos mais influéntes de
memoria associativa neural. Terminamos a disserta¢do no capitulo 8 com a conclusao.

Foram realizados vérios experimentos computacionais nesta dissertacdo de mestrado. Todos eles
foram conduzidos no software MATLAB. As implementacdes dos modelos de memdria associativa
apresentadas nos capitulos 5 e 6, bem como as rotinas usadas nos experimentos computacionais do
capitulo 7, podem ser obtidas com o autor em sua pagina pessoal [104].

As imagens usadas nesta dissertacdo de mestrado podem ser encontradas na péagina eletronica
do grupo CVG (Computer Vision Group) [1]. As imagens originais foram convertidas em imagens
menores de dimensdo 64 x 64 pixels usando o comando imresize do MATLAB com o método de
interpolagdo padrdo. Depois transformamos cada imagem num vetor coluna com 4096 componentes
usando o comando reshape do MATLAB. As imagens bindrias apresentadas na figuras 1.1 e 1.2
serdo usadas com frequéncia nos exemplos computacionais com imagens bindrias. Estas imagens
foram obtidas aplicando um threshold nas imagens com tamanho reduzido, antes de serem transfor-
madas num vetor coluna. Os niveis dos thresholds foram calculados usando o método de Otsu que
minimiza a variancia entre os valores preto e branco dos pixels [63] e pode ser obtido usando o co-
mando graythresh no MATLAB. Nesta dissertacdo, o valor 1 representa o preto (objeto) e o valor
0 representa o branco numa imagem bindria. As imagens apresentadas na figura 1.3 serdo usadas nos
exemplos computacionais com imagens em tons de cinza.
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Fig. 1.2: Padrdes y!, y2, ..., y” usados nos exemplos computacionais com imagens bindrias.

Fig. 1.3: Padrdes x!, x2, x®, x* usados nos exemplos computacionais com imagens em tons de cinza.



Capitulo 2

Conceitos Basicos de Redes Neurais

Neste capitulo discutimos os conceitos basicos de redes neurais artificiais; a notagao e a nomenclatura
que serd usada durante toda a dissertacao.

2.1 Introducao

Podemos dizer que os computadores modernos sao retardatdrios no mundo da computagdo, pois 0s
computadores bioldgicos — o cérebro e o sistema nervoso animal e humano — existem por milhdes
de anos e s@o extremamente eficientes no processamento de informacdes sensoriais € no controle da
interacao entre o animal e o meio em que vive. Tarefas como procurar um sanduiche, reconhecer uma
face ou relembrar coisas s@o operagdes simples, como somas e multiplicacdes, para o nosso cérebro.

O fato dos computadores biol6gicos serem tao efetivos sugere que possamos extrair caracteristicas
similares a partir de um modelo do sistema neural. O modelo matemdtico que descreve o sistema
nervoso biolégico é conhecido como rede neural artificial ou simplesmente rede neural' [33]. Apesar
de nossos modelos serem apenas metdforas do sistema nervoso bioldgico, eles fornecem um modo
elegante e diferente de compreendermos o funcionamento de méaquinas computacionais, além de
oferecer informagdes uteis sobre o funcionamento do nosso cérebro.

Uma rede neural € caracterizada por trés fatores:

1. Modelos (ou caracteristicas) neurais,
2. Arquitetura (ou topologia) da rede,

3. Regra de aprendizado.

Nas proximas se¢des discutiremos estes fatores.

2.2 Modelos Neurais

Os neur6nios, ou células nervosas, sdo os elementos computacionais usados pelo sistema nervoso.
Podemos identificar trés elementos basicos no modelo neural:

! As redes neurais também sio referidas na literatura como neurocomputadores, redes conexionistas ou processadores
paralelamente distribuidos.
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1. Um conjunto de sinapses (ou elos de conexéos), cada uma caracterizada por um peso. Espe-
cificamente, um sinal x;, na entrada da sinapse j do neurdnio 7, interage com 0 peso sindptico
wj;. Note que o primeiro indice de w refere-se ao neurénio em questdo e o segundo refere-se
ao terminal de entrada da sinapse.

2. Uma regra de propagacdo, que define as operagdes usadas para processar os sinais de entrada,
ponderados pelas respectivas sinapses. Normalmente estas operacdes constituem um combi-
nador linear. As operagdes usadas no modelo classico é a multiplicacdo seguida da soma;
entretanto, no modelo morfolégico do neurdnio, usaremos a soma € uma operacao de mdximo
ou minimo.

3. Uma funcgdo de ativagdo, usada para introduzir ndo-linearidade no modelo e/ou restringir a
amplitude da saida de um neurdnio. Neste trabalho usaremos basicamente quatro tipos de
funcgdes de ativacdo: identidade, funcdo linear por partes, func¢do sinal ou limiar, e a fungdo
exponencial. Deixaremos a funcao de ativacdo implicita quando usarmos a identidade.

E comum encontramos um bias nos modelos neurais artificiais. O bias pode ser visto como uma
sinapse (w;p) conectada a uma entrada constante (x(). Por efeito de simplicidade, ndo acrescentare-
mos o bias nos nossos modelos neurais.

Encontramos varios modelos neurais na literatura [55, 73], como por exemplo os modelos neurais
nebulosos [65, 103, 98, 102]. Neste trabalho, discutiremos somente o modelo neural cldssico e o
modelo neural morfologico. Apresentaremos a seguir cada um destes modelos.

2.2.1 Modelo Neural Classico

O modelo neural classico foi proposto por McCulloch e Pitts [55]. Neste modelo, um neurdnio ¢ é
descrito pelo par de equacoes:

n
vV = E WijTj, € Y= ¢(Uz')7 (2.1)
Jj=1
ou pela unica equacado
n
Yi=¢ E Wi Tj |, (2.2)
j=1
onde x1, xs, ..., T, sd0 os sinais de entrada, w;;, w;s, . . . , W;, sS40 0S pesos sindpticos do neurdnio 7,

¢(+) é a fungdo de ativagdo, v; € a ativagdo do neurdnio e y; é o sinal de saida. Na figura 2.1 temos
uma representa¢ao simbolica de um neurdnio cldssico com n entradas.
Um conjunto com m neurdnios em paralelo poder ser escrito na forma matricial através da
equagdo
y = ¢(Wx), (2.3)

onde x € o vetor coluna contendo os sinais de entrada, W & R™*" representa a matriz de pesos
sindpticos, ¢ € uma fungao vetorial com componentes ¢; : R — R e y € o vetor coluna contendo a
saida da rede. Note que cada linha da equacdo (2.3) representa um neurdnio descrito por (2.2).
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Fig. 2.1: Representa¢do do modelo matematico cldssico de um neurdnio artificial.

2.2.2 Modelo Neural Morfol6gico

O modelo neural morfolégico foi proposto por Davidson e Ritter no inicio dos anos 90 [20, 73, 74, 76].
Neste modelo, a soma € substituida pelo maximo ou pelo minimo e a multiplicac@o € substituida pela
soma. Uma motivacdo bioldgica para esta substituicdo € fornecida em [77]. Matematicamente, um
neurdnio morfolégico i € descrito pela equagao

V; = (wﬂ + LL’1) V (wiQ + 1’2) V. \/ wm + an \/ U)ZJ + LL’J (24)
7=1
ou .
v; = (Wi + 1) A (wig +22) A v oo A (Wi, + 2) = /\ (wij + ;) , (2.5)
j=1
em conjunto com a equagio
yi = o(v;). (2.6)

Note que a equacdo (2.6) € idéntica a segunda equacdo de (2.1). Logo, a diferenca entre o modelo
classico e o modelo morfoldgico estd no cédlculo da ativagdo do neurdnio (v;). Neste trabalho usa-
remos somente a funcio identidade e a funcdo limiar como funcdo de ativacdo no modelo neural
morfoldgico.

O modelo neural descrito pelas equacdes (2.4) e (2.6), e o modelo descrito pelas equagdes (2.5) e
(2.6) sao conhecidos na literatura como modelo neural morfolégico porque (2.4) e (2.5) representam
as operacoes bdsicas da morfologia matemadtica: dilatacdo e erosdo, respectivamente [79, 85, 87].

Um conjunto com m neur6nios morfolégicos em paralelo também pode ser escrito na forma
matricial de um modo andlogo a equacdo (2.3) do modelo cldssico. Para tanto, precisamos definir
um produto matricial em termos das operagdes de maximo ou minimo, € da soma. Para uma matriz
A € R™P e uma matriz B € RP*", o produto matricial C = AN B, também conhecido como
produto mdximo de A por B, é definido por

p
=1

k
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O produto minimo de A por B é definido de modo semelhante. Especificamente, os elementos de
C = AN B sao dados por

p
Cij = /\ (aik -+ bk]) . (28)
k=1
Um conjunto com m neurdnios morfoldgicos, expresso na forma matricial, € dado por:
ou
y=6(WEx). (2.10)

As equacdes (2.9) e (2.10) generalizam o par de equacdes (2.4) e (2.6), e o par (2.5) e (2.6), respecti-
vamente.

Os neurdnios morfolégicos descritos pela equagao (2.9) estdo baseado em operacdes da estrutura
algébria (R, Vv, +), conhecida como belt [18, 19]. Analogamente, os neurénios morfolégicos descritos
pela equagdo (2.10) estdo baseados em operac¢des no belt (R, A, +). Os belts (R, V,+) e (R, A, +)
podem ser combinados formando a estrutura algébrica de grupo ordenado-reticulado (lattice-ordered
group) (R, V, A, +). Existe uma elegante dualidade em (R, \VV, A, +) obtida a partir da equagdo r A\u =
—((=r) V (—u)), vdlida para os nimero reais. Dado r € R, definimos o conjugado aditivo r* como

r* = —r. Desta forma, (r*)" =rer Au = (r*Vu*)" paratodor,u € R. Se A € R™*", entdo a
matriz conjugada A* de A é a dada por A* = — AT, Segue entdo que

ANB=(A"V B")", (2.11)
e

AW B = (B*'® A", (2.12)

para matrizes de tamanho apropriado. Consequentemente, uma rede neural morfolégica formulada
usando a operacdo [/ pode ser reformulada em termos da operacdo [Al, e vice-versa, usando a relagdao
expressa na equacdo (2.12). Além disso, toda proposi¢do em (R, V, A, +) induz uma proposi¢éo dual
obtida substituindo o simbolo A por V e vice-versa, e revertendo as desigualdades.

Note que o modelo neural morfolégico ndo envolve operagdes de multiplicagdo, mas apenas
operagdes como maximo ou minimo e soma. Temos entdo um modelo neural com computacdes
rapidas e de f4cil implementacdo em hardware. Problemas de convergéncia e longos algoritmos de
treinamento praticamente ndo existem [75]. Além disso, as redes neurais morfoldgicas sdo capazes
de resolver os problemas computacionais convencionais [73].

2.3 Arquiteturas de Redes Neurais

A arquitetura (ou topologia) de uma rede neural consiste na estrutura de interconexao dos seus
neurdnios que sao geralmente organizados em camadas com um ou vdrios neurdnios. Na literatura
encontramos a seguinte classificacdo para as camadas de neurdnios:

e Camada de Entrada: Camada de neurdnios que introduz as entradas externas na rede. Os
neurdnios desta camada sdo chamados de neurdnios de entrada.
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Entrada Ocultas Saida

Fig. 2.2: Nomenclatura das camadas de uma rede neural. Rede neural progressiva totalmente conexa
de multiplas camadas.

o Camada de Saida: Camada de neurdnios que produz a saida da rede. Os neurdnios desta
camada sdo chamados neuronios de saida.

e Camada Oculta: Camada de neurdnios que interage com outras camadas da rede. Os neurdnios
desta camada sdo aqueles que ndo pertencem nem a camada de entrada nem a camada de saida
da rede.

Na figura 2.2 apresentamos uma rede de multiplas camadas com duas camadas ocultas, sendo
uma delas composta por um Gnico neurdnio.

E comum caracterizarmos uma rede pelo nimero de camadas. A contagem das camadas ¢ feita
considerando apenas as camadas com pesos ajustdveis. Nao contamos a camada de entrada, pois ela
nao tem pesos ajustdveis. Uma rede neural que ndo possui camadas ocultas € chamada rede de camada
tinica, pois encontramos pesos ajustdveis somente na camada de saida. Na figura 2.3 apresentamos
uma rede de camada tnica. Numa rede de miiltiplas camadas encontramos uma ou mais camadas
ocultas. A figura 2.4 ilustra como € feita a contagem das camadas.

Uma rede de maltiplas camadas € dita progressiva® quando as conexdes sindpticas avangam para a
saida da rede, ou seja, quando ndo houver lago de realimentacio® na rede. Apresentamos exemplos de
redes progressivas nas figuras 2.2, 2.3 e 2.4. Chamaremos rede recorrente quando houver conexdes
entre neurdnios de uma mesma camada e/ou conexdes retropropagadas. Apresentamos na figura 2.5
uma rede recorrente com uma camada de neurdnios ocultos.

Uma rede de multiplas camadas € dita totalmente conexa quando cada neurdnio de uma camada
estd conectado a todos os neurdnios da camada seguinte. As figuras 2.2 e 2.3 apresentam redes
totalmente conexas. Se alguns elos de comunicacgdo (conexdes sindpticas) estiverem faltando, diremos
que a rede € parcialmente conexa. Na figura 2.4 encontramos uma rede parcialmente conexa. A
mesma nomenclatura vale para uma rede recorrente de camada unica. Na figura 2.6 apresentamos
uma rede recorrente de camada Unica totalmente conexa. Neste caso, todos 0s neurdnios possuem
lagco de alimentacdo de modo que a saida da iteracdo ¢ € usada como entrada na iteracdo ¢ + 1.

Tradugdo para o termo inglés “feedforward”.
Existe realimentagio quando a saida de um elemento influencia em parte a entrada aplicada aquele elemento particu-
lar.
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Fig. 2.3: Rede neural progressiva totalmente conexa de camada unica.
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Fig. 2.4: Numeracdo das camadas de uma rede neural de multiplas camadas. Rede neural progressiva
parcialmente conexa com multiplas camadas.
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Fig. 2.5: Rede recorrente com uma camada oculta.
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Fig. 2.6: Rede recorrente de camada tnica totalmente conexa.

2.4 Aprendizagem

A capacidade de aprender € uma das principais caracteristicas da inteligéncia. O aprendizado numa
rede neural € realizado ajustando-se os pesos das conexdes sindpticas. Em outras palavras, aprendi-
zagem € o processo onde os parametros livres de uma rede sdo modificados. O tipo de aprendizagem
€ determinado pela maneira pela qual ocorre a modificagdo dos parametros.

Existem dois tipos bdsicos de aprendizagem numa rede neural: aprendizado supervisionado (ou
aprendizado com professor) e aprendizado ndo-supervisionado (ou aprendizado sem professor). Em
ambos os casos precisamos de um conjunto de dados, conhecidos como dados de treinamento.

O aprendizado supervisionado consiste na apresentacdo de exemplos de entrada-saida. Durante
o processo de aprendizado € feito um ajuste nos pesos de forma a minimizar a diferenca (erro) entre
a resposta da rede e a resposta desejada*. Temos assim a acdio de um “professor” que apresenta a
resposta correta indicando a ac@o 6tima a ser realizada pela rede neural.

No aprendizado ndo supervisionado, apenas os dados de entrada sdo fornecidos. Neste caso, o
aprendizado estd baseado em agrupamentos de padrdes. Os pesos sdo ajustados de modo que padrdes
semelhantes produzam a mesma saida.

Nos estudos das memorias associativas usaremos somente o aprendizado supervisionado, pois
sempre teremos os dados de entrada e as respectivas saidas desejadas.

2.4.1 Aprendizado Supervisionado

Uma rede neural articial com n neurdnios na camada de entrada e m neurdnios na camada de saida
pode representar uma fungdo GG : R® — R™ [21]. Por exemplo, uma rede neural progressiva cldssica
de camada tnica pode ser escrita como

y = G(x) = o(Wx).

4A aprendizagem supervisionada pode ser vista como aprendizagem por corregio de erro.
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Lembre-se que a reciproca também € verdadeira visto que as redes neurais cldssicas sdo aproxima-
dores universais [33]. Temos que observar, porém, que falta conduzir pesquisas sobre a utilizacdo de
redes neurais morfolégicas como aproximadores de funcdes.

No aprendizado supervisionado conhecemos o conjunto de vetores de entrada x¢ e suas respec-
tivas saidas y¢, para & = 1,2,..., k. Podemos entdo interpretar a rede neural como uma fungio
dos pesos sindpticos e resolver um problema de otimiza¢do onde minimizamos o erro cometido pela
rede neural. Por exemplo, para encontrar a matriz dos pesos sindpticos de uma rede neural cldssica
progressiva de camada unica, resolvemos o problema:

mwi/n ly¢ — ¢ (Wx®) ||, paratodo&=1,... k.

Existem varios algoritmos de aprendizado supervisionado que resolvem um problema de otimizagao.
O mais conhecido € o algoritmo de retropropagacdo (backpropagation) [21, 33]. Entretanto, devido
ao elevado custo computacional, ndo utilizaremos nenhum algoritmo de otimiza¢cdo complexo para
encontrar a matriz dos pesos sindpticos. Neste trabalho utilizaremos somente regras simples, como o
armazenamento por correlacdo ou o armazenamento por projecdo, para treinar nossas redes neurais
(veja Capitulo 4).



Capitulo 3

Conceitos Basicos de Memorias Associativas
Neurais

Neste capitulo apresentamos os fundamentos matematicos das memdrias associativas neurais e espe-
cificamos a notag¢do e a nomenclatura que serd usada durante toda a dissertagao.

3.1 Formulacao Matematica, Armazenamento e Associacao

Uma memoria associativa (Associative Memory, AM) representa um sistema de entrada-saida (input-
output) que armazena varios pares de padrdes (x,y), onde x € R" e y € R™. Numa memdria
associativa criamos um mapeamento entre a entrada e a saida dado por y = G(x), onde G : R" —
R™ é o mapeamento associativo da memoria. Cada par entrada-saida (x,y) armazenado na memoria
€ dito uma associacdo. A entrada do sistema (vetor x) € conhecido como padrao-chave (ou memoria-
chave) e a saida (vetor y) é chamado padrao recordado.

A formulag¢do matemadtica para um problema de memoria associativa pode ser escrita como: Dado
um conjunto finito de pares de entrada-saida {(x%,y*) : £ = 1,2,...,k} a ser armazenado, nossa
tarefa é encontrar um mapeamento que recupere cada um destes pares, isto €, determinar uma funcao
G tal que G(x%) = y&, paratodo ¢ = 1,...,k [31]. Além disso, desejamos que G tenha tolerancia
a ruido (capacidade de corre¢do de erros). Assim, se %¢ é uma versdo ruidosa de x¢, isto é, se
%6 # x% e d(x%,%%) < 0 com § > 0 pequeno, desejamos que x¢ e X° produzam a mesma saida, ou
seja, G(X%) = y* (a fungdo G ndo € injetora). Nas memorias associativas neurais utilizamos uma rede
neural para representar o mapeamento associativo GG e a fase de armazenamento reduz-se a determinar
a(s) matriz(es) dos pesos sindpticos.

Note que, se um par (x%,y*) foi corretamente armazenado numa meméria associativa e se 3
¢ um mapeamento fmpar, entdo G(—x) = —G(x) = —y, ou seja, o par (—x*, —y*) também foi
armazenado na memoria. Podemos mostar que uma rede neural cldssica com funcdes de ativacio
impares produz um mapeamento GG impar. Este fato ndo vale para as redes neurais morfoldgicas
devido as operacdes de maximo e minimo usadas no modelo neural morfolégico. Vérias memorias
associativas neurais cldssicas utilizam fun¢des de ativagdo impar e, consequentemente, representam
mapeamentos impares. Como exemplo temos a rede de Hopfield, a BAM e a BSB.

O conjunto das associacdes {(x%,y%),& = 1,...,k} é chamado conjunto das memérias funda-

17
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mentais. Cada associa¢do (x%,y®) neste conjunto é uma memdria fundamental, cada padrio x° é
uma chave fundamental e cada padrido y¢ neste conjunto é uma recordacdo fundamental. Quando o
conjunto das memérias fundamentais é da forma {(x¢,x%),& = 1,2,..., k}, dizemos que esta é uma
memoria auto-associativa. Neste caso particular, os termos memoria fundamental, chave fundamen-
tal e recordaciio fundamental sio sindnimos. No caso geral, quando y* é diferente de x¢, temos uma
memoria heteroassociativa.

O processo usado para determinar (ou sintetizar) uma memdria associativa € conhecido como
fase de armazenamento. Um dos principais objetivos numa memoria associativa € criar um mape-
amento com uma grande capacidade de armazenamento, isto €, uma vasta quantidade de memorias
fundamentais podem ser armazenadas [33]. Um dos maiores problemas em uma memdria associa-
tiva € a criagdo de associacdes que nao fazem parte do conjunto das memorias fundamentais. Estas
associagdes, armazenadas indevidamente, sao as chamadas memdrias esptirias.

Quando a fase de armazenamento estd completa, inicia-se a fase de recordacdo. Aqui, uma
memoria pode ser testada para verificar se as memorias fundamentais foram corretamente armaze-
nadas e a capacidade de corre¢do de erro pode ser medida apresentando as chaves fundamentais
corrompidas com vérios tipos de ruidos e observando a saidas resultantes, i.e., comparamos a saida
de uma entrada ruidosa com a saida desejada. O conjunto dos pontos x € R” tais que G(x) =y é
chamado regido de recordacdo do padrao y.

3.2 Classificacao das Memorias Associativas Neurais

As memdrias associativas neurais podem ser divididas em duas grandes classes: as memdrias as-
sociativas estdticas e as memdorias associativas dindmicas (Dynamic Associative Memory, DAM).
As memorias associativas neurais estdticas podem ser descritas por uma rede neural progressiva.
Uma rede neural recorrente usada como mapeamento associativo produz uma memdoria associativa
dinamica. Portanto, a arquitetura da rede neural utilizada (progressiva ou recorrente) define a arqui-
tetura da memoria associativa neural (estdtica ou dinamica, respectivamente).

Os padrdes armazenados numa memdria associativa neural podem ser bipolares ({—1, 1}), bindrios
({0, 1}), discretos (Z) ou continuos (R). Apresentaremos nesta dissertagdo modelos de memdrias as-
sociativas neurais para padroes continuos mas daremos &énfase as memorias associativas bipolares e
bindrias.

A fase de recordacdo de uma memdria associativa dindmica pode ser interpretada como um pro-
cesso temporal que assume valores discretos ou continuos. Deste modo, classificamos as memorias
associativas dindmicas como sendo discretas ou continuas no tempo. Nesta dissertacdo nao discutire-
mos as memorias associativas dindmicas continuas no tempo [33, 37, 36]. Na figura 3.1 apresentamos
um diagrama com a classificacdo das memdrias associativas neurais. Os modelos com caixas ponti-
lhadas ndo serdo discutidos neste trabalho.

As memorias associativas dindmicas discretas no tempo podem ser descritas pelas equagdes

y(t) = Fx(@), (3.1)
x(t+1) = H(y(t)), (3.2)
vVt = 0,1,... (3.3)
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Memoria
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Estatica Dinamica
Padroes Padroes Padroes Tempo Tempo
Bipolares Discretos Continuos Discreto Continuo
Padroes Padroes Padroes
Bipolares Discretos Continuos

Fig. 3.1: Diagrama para classificacdo de uma memdria associativa neural. Os modelos com caixas
pontilhadas ndo serdo discutidos neste trabalho.

onde F' : R" — R™ e H : R™ — R" sdo fung¢des ndo lineares. Dizemos que o par (x,y) é um ponto
estaciondrio de uma memoria associativa dindmica se F'(x) = y e H(y) = x. Um ponto estaciondrio
¢ também referido como ponto fixo no caso auto-associativo. O conjunto dos pontos x = x(0) para o
qual a seqiiéncia dos pares {(x(0),y(0)), (x(1),y(1)),...)} gerada através das equagdes (3.1)-(3.3)
ndo converge é conhecido como regido de indecisdo. Note que uma memoria associativa dindmica
sempre converge para um ponto estaciondrio independente do padrao-chave se e somente se a regido
de indecisdo for vazia. Devemos impor um nimero méaximo de itera¢des na auséncia de informagdes
sobre a regiao de indecisao ou quando soubermos que esta é ndo vazia.

A interpretacdo das equacdes (3.1) e (3.2) depende do tipo de atualizacdo das componentes dos
vetores y (t) e x(t+1). As duas formas de atualiza¢do mais comum so: sincronizada (ou paralela) e
assincrona (ou seqiiencial). Numa memoria associativa com atualizac¢do sincronizada, todas as com-
ponentes dos vetores y(¢) e x(t + 1) sdo atualizadas simultaneamente a cada iteracdo. Na atualiza¢do

assincrona, a cada iterac@o ¢, definimos /; como sendo uma permutagdo do conjunto {1,2,...,m},
J; como sendo uma permutacdo de {1,2,...,n} e computamos

yit) = Fi(x(t)), i€l (3.4)

nt+1) = Hy®), jed; (3.5)

seguindo a ordem proposta em I; e J;. Em outras palavras, na iteracdo ¢, atualizamos uma tnica com-
ponente de cada vez nos vetores y(¢) e x(¢ + 1) seguindo uma seqiiéncia aleatéria de indices até atu-
alizarmos todas as componentes. Na itera¢do seguinte, repetimos o processo escolhendo seqiiéncias
diferentes de indices I; e J;. Note que as atualizacdo assincrona adicionam incerteza na seqiiéncia en-
tre o padrao-chave e o padrao recordado. Por esta razao, podemos dizer que uma memoria associativa
dinamica com atualizag¢@o assincrona representa um modelo estocdstico.



20 Conceitos Basicos de Memorias Associativas Neurais

O modo de atualizacdo das componentes pode afetar drasticamente a fase de recordacdo de uma
memoria associativa dindmica. Por exemplo, a memdria associativa de Hopfield com atualizacdo
assincrona sempre converge para um ponto fixo se certas condi¢des forem satisfeitas. Por outro
lado, a mesma memoria associativa com atualizac@o sincronizada pode ter uma regidao de indecisao
ndo vazia. Nesta dissertacdo de mestrado, embora usamos com frequéncia uma notagao vetorial
semelhante as equacdes (3.1) e (3.2) para descrever uma memoria associativa dindmica, consideramos
apenas atualizac¢do assincrona.

O mapeamento associativo G de uma memdria associativa dindmica € definido como segue. Dado
um padrdo-chave x, tome x(0) = x e compute a seqiiéncia finita {(x(0),y(0)),..., (x(ts),y(ts))}.
onde ¢ €, ou o menor ¢ tal que (x(t), y(¢)) € um ponto estaciondrio, ou o nimero maximo de iteragoes
permitidas. O padrio recordado pela memdria associativa apés a fase de recordacdo é dado pela
seguinte equagao

y =G(x) =yl(ty). (3.6)

Note que o mapeamento associativo G inclui a dindmica da memdria associativa e considera, indire-
tamente, o modo de atualiza¢do das componentes.

3.3 Caracteristicas para um Bom Desempenho

E de nosso interesse caracterizar o desempenho de uma memdria associativa. Um conjunto de carac-
teristicas desejaveis para uma classe de memorias associativas encontra-se em [31, 32, 64].

Uma memoria associativa de baixa performance € aquela incapaz de armazenar todas as memorias
fundamentais ou com baixa tolerancia a ruido. Ela possui um grande nimero de memorias espurias,
e estas possuem grandes regides de recordagcdo. No caso das memorias associativas dinamicas, uma
baixa performance também pode ser caracterizada pela presenca de oscilagdes, onde um estado ini-
cial préximo a uma memoria armazenada tem grande probabilidade de convergir para uma memoria
espuria ou para um ciclo limite.

Uma memdria associativa dindmica ideal € aquela que possui grande tolerancia a ruido, um
nimero relativamente pequeno de memdorias espurias, € cada memdria espuria possui uma pequena
regido de recordacdo. No caso das memorias associativas dindmicas, ela deve ser uma memoria asso-
ciativa estavel no sentido de ndo possuir oscilagdes e possuir uma convergéncia rapida para quaisquer
padrdes-chaves apresentados a rede. Resumindo, diremos que uma memdoria associativa possui um
bom desempenho quando possuir as seguintes caracteristicas:

1. Grande capacidade de armazenamento,

2. Tolerancia a ruido ou entradas incompletas,

3. Existéncia de poucas memorias espurias,

4. O armazenamento da informagao deve ser distribuido e robusto.
5. Recordagdo rdpida e baixo custo computacional.

Utilizaremos estas caracteristicas no capitulo 7 para comparar os varios modelos de memdrias asso-
ciativas neurais apresentados nesta dissertacao.



Capitulo 4

Memorias Associativas Lineares

Neste capitulo apresentamos as memorias associativas lineares que foram introduzidas em 1972 in-
dependentemente por Anderson, Kohonen e Nakano [4, 47, 60]. Numa memdoria associativa linear
(Linear Associative Memory, LAM) criamos um mapeamento linear G : R” — R™ entre a entrada
e a saida. Neste caso, o mapemento GG pode ser representado por uma matriz, digamos W € R™*", e
dado um padrio-chave x € R", encontramos o padrdo recordado y € R™ através da equacao

y = Wx. “4.1)

Uma memdria associativa linear € descrita por uma rede neural cldssica progressiva de camada
unica (veja Figura 2.3 no Capitulo 2) com a fun¢do identidade como fun¢do de ativa¢do. Discuti-
mos dois procedimentos diferentes utilizados para obter a matriz W da equacdo (4.1). Precisamente,
o armazenamento por correlacdo (Correlation Recipe) e o armazenamento por projecdo (Projec-
tion Recipe) [31, 32]. Estes dois procedimentos definem a base para o aprendizado das memorias
associativas discutidas nos préximos capitulos.

4.1 Armazenamento por Correlacao

O armazenamento por correlacdo (Correlation Recording), também conhecido como aprendizado de
Hebb, € um dos procedimentos mais usados para obter a matriz dos pesos sindpticos W/ e estd baseado
no postulado de aprendizagem de Hebb [34]. O postulado de Hebb afirma que se um neurénio A é
ativado por um neurdnio B repetidas vezes, entdao o neurdnio A se tornard mais sensivel aos estimulos
do neurdnio B e a conexdo sindptica entre A e B serd aumentada [21, 33]. Em resumo, o peso
sindptico w;; sofrerd uma variagdo dada pela correlacio entre a entrada x; e a saida y;. Se temos um
conjunto finito de pares {(x¢,y¢) : £ = 1,..., k} a ser armazenado numa memoria associativa linear,
0 armazenamento por correlacao fornecerda uma matriz W € R™*" onde

k
wiy = 3. @2
e=1
Usando uma nota¢ao matricial temos
k
W=YX" =) y'(x)", (4.3)
e=1

21
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Fig. 4.1: Padrdes recordados pela memoria auto-associativa linear com armazenamento por

correlacdo quando usamos como entrada as chaves fundamentais x', . . ., x°.

onde X = [x!,x2 ... x¥] € R"** ¢ a matriz obtida tomando as chaves fundamentais como coluna e
Y = [yl ¥?, ..., y*] € R™*k ¢ obtida concatenando as recordagdes fundamentais.
A memoria associativa linear com armazenamento por correlagdo pode ser facilmente determi-

nada, mas possui sérias limitagdes. Por exemplo, substituindo (4.3) em (4.1) e assumindo que x" &
uma chave fundamental, encontramos a seguinte expressdo para o padrio recordado y™:
k k
= | o[ = Y v T @)
£=1 £#h

O segundo termo do lado direito de (4.4) € um vetor ruido e surge devido a interferéncia cruzada
(cross-talk) entre o padrio x" e as demais chaves fundamentais. Note que este termo serd zero se 0s
vetores x!', x2, ..., x* forem ortogonais. O primeiro termo do lado direito de (4.4) é proporcional a
recordagdo fundamental y”, com constante de proporcionalidade ||x"||?. Para evitar esta constante,
podemos impor ||x¢||> = 1 para & = 1,2,...,k. Assim, uma condi¢io suficiente para recordar
uma memodria perfeitamente € ter um conjunto de vetores {x!,x?, ... x*} ortonormal. Dificilmente
teremos uma recordacdo perfeita das memdrias fundamentais se os padrdes x!, x2, ..., x* ndo forem
ortonormais. Note que ndo impormos condi¢des sobre as recorda¢des fundamentais, portanto, os

vetores coluna y', y2, ..., y* podem ser quaisquer.

Exemplo 4.1.1. Considere as imagens com 256 tons de cinza apresentadas na figura 1.3. Estas
imagens foram convertidas em padrdes (vetores coluna) x!,...,x* € [0,1]%*% e armazenadas na
memoria auto-associativa linear com armazenamento por correlagdo. Usando as chaves fundamentais
como entrada, encontramos como resposta os padrdes apresentados na figura 4.1, respectivamente.
Neste exemplo percebemos claramente o efeito da interferencia curzada discutido anteriormente. O
erro quadratico médio normalizado (EQMN) calculado através da equacao

k

1 Wt —ye|

EQMN = = 4.5)
k Z S

foi aproximadamente 3100.

Exemplo 4.1.2. A memdria associativa linear com armazenamento por correlacdo também pode
ser usada para armazenar padrdes bipolares. Considere as chaves fundamentais x',x?,..., x> €
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Fig. 4.2: Padrdes recordados pela memdria associativa linear com armazenamento por correlacao
quando usamos como entrada as chaves fundamentais x!, ..., x>.
{—1,1}19 apresentados na figura 1.1 e as recordagdes fundamentais y',y?, ..., y% € {—1,1}0%
apresentados na figura 1.2. Armazenamos estes cinco pares de padrdes na memoria associativa linear
usando o armazenamento por correlacdo. Apresentando as chaves fundamentais x!, ... x* como

entrada, encontramos os padrdes recordados apresentados na figura 4.2, respectivamente. Percebe-
mos novamente o efeito da interferencia curzada neste exemplo. Note que, embora as recordagdes
fundamentais sejam padrdes bipolares, os padrdes recordados ndo sao padrdes bipolares. De fato,
Wx!, Wx2, ..., Wx5 € [—14354,14354]'%%, O erro quadratico médio normalizado (EQMN) foi
aproximadamente 10471, um valor grande pois além da interferéncia cruzada temos o valor ||x¢||? =
4096 multiplicando o vetor coluna y* na equacio (4.4).

O armazenamento por correlacdo parece ndo ser muito eficiente, visto que dificilmente armaze-
nard o conjunto das memorias fundamentais se existir uma chave fundamental que ndo € ortogonal as
demais. Todavia, ele possui grandes vantagens. A primeira delas estd na motivacdo biolégica do pos-
tulado de Hebb. A segunda vantagem estd no custo computacional realizado para encontrar a matriz

W, pois neste armazenamento realizamos (2k — 1)mn operagdes!.

4.1.1 Armazenamento por Correlacao Auto-associativo Bipolar

No caso auto-associativo bipolar, os elementos da diagonal de W sdo w;; = Zg 1 ( ) Estes ele-

mentos sdo sempre positivos e seus valores aumentam indefinidamente quando adicionamos novos
padrdes. Deste modo, quando armazenamos muitos padrdes, encontramos uma matriz cujos elemen-
tos da diagonal sdo muito maiores que os demais elementos e se fiz€éssemos uma normalizacido dos
elementos da matriz, encontrariamos uma matriz parecida com uma matriz diagonal. Entretanto, uma
matriz diagonal ndo possui capacidade de corre¢do de erro e nao teremos uma memoria associativa
eficiente. Este € um problema comum no aprendizado de Hebb e pode ser resolvido impondo w;; = 0.
Quando impomos w;; = 0, encontramos:

wy = {2 XX S TED i<, (4.6)
0 se 1 =7,

Usando uma nota¢@o matricial temos

W=XXT—FkI, 4.7)

INeste trabalho +, —, x e + representam uma operacio (1 flop).
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onde / € a matriz identidade n X n e k € o nimero de padrdes armazenados na memdria associativa li-
near. A regra de aprendizado descrita pelas equagdes 4.6 € 4.7 é conhecido como armazenamento por
correlacdo com diagonal nula ou aprendizado de Hebb sem auto-conexdo (ou auto-realimentacao).
Este aprendizado serd usado nas memorias auto-associativas dindmicas apresentadas nos capitulo 5.

4.2 Armazenamento por Projecao

O armazenamento por projecdo (Projection Recording) foi proposto por Kohonen e Ruohonen [50]
e tem como objetivo resolver o problema

k
in|Y — WX||} = mi w3 4.8

i | I = 31y = Wl @8)

onde || - || representa a norma de Frobenius” e || - ||o representa a norma Euclidiana (para veto-

res). Uma memdria associativa linear treinada usando o armazenamento por projecdo é chamada
memoria associativa linear otima (Optimal Linear Associative Memory, OLAM) pois a matriz dos
pesos sindpticos W € R™*" é a matriz que minimiza o erro entre as recordacdes fundamentais y¢ e
os padrdes recordados Wx¢. A solucdo de (4.8) é

W=YXT, (4.9)

onde X é a pseudo-inversa (ou inversa generalizada de Moore-Penrose) de X [25, 101]. A matriz
W é a matriz de projecio no espago gerado pelas recordacdes fundamentais y<, por isso chamamos
este aprendizado de armazenamento por projecdo.

Se o conjunto {x%, £ = 1,2, ..., k} é linearmente independente, i.e., se X é uma matriz de posto
completo, entdo a pseudo-inversa de X é dada por

X' = (XTX)'XT, (4.10)
e

W=Y(XTx)'x7T. 4.11)
Se os padrdes {x%,& = 1,...,k} forem ortonormais, entdo X7X = [ e W = Y X7 ¢é a matriz

encontrada usando o armazenamento por correlacdo. Logo, o armazenamento por correlagdo é um
caso particular do armazenamento por projecdo se os padroes armazenados forem ortonormais.

Existe uma versao iterativa do procedimento de armazenamento por proje¢do baseada no teorema
de Greville que ndo serd discutida aqui mas pode ser encontrada em [49]. Esta versao iterativa pode
ser usada para adicionar uma nova associacdo na memoria associativa linear 6tima.

No caso auto-associativo, Y = X, temos W? = W (matriz de projecdo ) e W = W7 (matriz
simétrica). Estes fatos podem ser obtidos diretamente das propriedades da matriz pseudo-inversa
[53, 48, 101]. Note que W = I é solugdo do problema miny, || X — W X||r independente da matriz
X. Logo podemos armazenar um nimero ilimitado de padrdes na OLAM no caso auto-associativo.
No caso hetero-associativo, minyy, ||Y — W X/||r pode ser maior que zero e ndo garantimos sucesso

2Também referida como norma Euclidiana para matrizes.
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na fase de armazenamento. Se X possui posto completo, pela equacdo (4.11) concluimos que a
matriz W do armazenamento por projecdo € tal que WX = Y. Por outro lado, se & > n, entdo
certamente teremos um conjunto linearmente dependente, X provavelmente ndo terd posto completo
e dificilmente conseguiremos armazenar o conjunto das memorias fundamentais na OLAM.

Exemplo 4.2.1. Considere o caso auto-associativo onde armazenamos os padrdes em tons de cinza
apresentados na figura 1.3. Vimos no exemplo 4.1 que a memdria associativa linear com armazena-
mento por correlacdo ndo € capaz de armazenar o conjunto das memorias fundamentais. Armazena-
mos estas memorias fundamentais na OLAM e encontramos como saida as recordagdes fundamen-
tais apOs apresentar as respectivas chaves fundamentais como entrada. De fato, todas as memorias
fundamentais foram armazenadas com sucesso posto que o conjunto {x!,... x*} € linearmente in-
dependente. O EQMN deste experimento foi 2,7 x 105 por causa de erros numéricos.

Exemplo 4.2.2. Vamos considerar o caso hetero-associative bipolar. Considere os padrdes de entrada
apresentados na figura 1.1 e os padrdes de saida apresentados na figura 1.2. Primeiramente, notamos
que o posto da matriz X é 5. Portanto, a OLAM deve ser capaz de armazenar o conjuto de memorias
fundamentais {(x,y%) : ¢ = 1,...,5}. De fato, armazenando este conjunto e apresentando 0s
padrdes x!,...,x® como entrada, encontramos um EQMN de 5,6 x 10~'*. Novamente, o valor
encontrado para EQMN € diferente de zero devido a erros de arredondamento.

Teorema 4.2.1. Sejam X € R™F ¢ Y € R™* as matrizes concatenando as chaves e recordacoes
fundamentais, respectivamente. Considere a decomposi¢do em valores singulares (SVD)

T
X=Usv"=> ouv]. (4.12)
j=1
Seja N = [n',n% ... n*] € R™* uma matriz gerada aleatoriamente com distribucdo gaussiana

com média zero e variancia® o2, isto é, E(n%) = 0 e

2 s .
E@in$)={7 "7 (4.13)

(2 .
J 0  caso contrdrio,

onde E(X) representa a esperanga da varidvel aleatéria X. Se W =Y X1 é a matriz das conexdes
sinapticas da OLAM, entdo o erro quadrdtico médio (Mean Square Error, MSE) total das recordagoes
da memdria associativa serd

MSE = E(|]Y =W(X +N)|%) (4.14)
k r
Yv;l|2
= Y vl ker Y @15
j=r+1 j=1 j
onde vy, ..., Vy sdo os vetores singulares da direita e o1, . . ., 0, sdo os valores singulares de X.

Com base neste teorema concluimos que:

3Note que usamos o;, com indice, para representar os valores singulares e o2, sem fndice, para representar a variancia
de nf



26 Memorias Associativas Lineares

1. O primeiro termo de (4.15) surge devido a dependéncia linear das chaves fundamentais. Se os
vetores x!, x2, ..., x" forem linearmente independentes, entdo o posto r da matriz X serd k e o
primeiro termo de (4.15) serd zero. Se os padrdes-chave forem linearmente dependente, o erro
do primeiro termo serd inevitdvel e podemos chamar este termo de erro da dependéncia linear.

2. O segundo termo de (4.15) é obtido devido ao ruido nos padrdes de entrada e podemos cha-
mar este termo de erro do ruido. Quando apresentamos como entrada um padrao-chave sem
ruido, entdo 02 = ( e este termo também serd zero. Por outro lado, se fornecermos uma en-
trada ruidosa, necessariamente teremos a interferéncia do erro do ruido na recordagdo. Note
que, no somatério do erro do ruido, se um dos valores singulares for muito pequeno, entao
ko||[Yv;||?/o; >> 0 e o erro de recordagdo serd grande. Logo, quando uma entrada ruidosa
€ apresentada a memoria associativa, o erro de recordacdo pode ser descrito pelos valores sin-
gulares o; de X. Observe também que, se X tem posto completo, entdo r = k e quanto mais
elementos sdo armazenados, maior sera o erro devido ao termo do ruido.

Corolario. O erro quadratico médio total das recordagées da OLAM no caso auto-associativo é
MSE = ko’r. (4.16)

Note que o MSE da memdria associativa linear 6tima no caso auto-associativo nao possui o termo
devido ao erro da dependéncia linear.
Sabemos que a média da soma total do ruido é

k
E né|? | = ko’n. 4.17)
2
¢=1

Com base nas equacdes (4.16) e (4.17), concluimos que a medida de corre¢do de erro desta memoria

associativa €:
ko?r r

. (4.18)

ko?n n

Logo, se r < n, entdo a memdria auto-associativa linear com armazenamento por projecao reduz o
ruido da entrada. O pior caso ocorre quando » = n onde o ruido ndo diminui. Note também que,
quanto menor for r (ou k, pois r < k), melhor serd a corre¢do de erro esta memoria. Entretanto, ndo
temos uma restricdo quanto ao nimero de padrdes armazenados. Podemos armazenar um nimero
de padrdes maior que a dimensdo dos padrdes de entrada, isto é, k£ > n, mas perdemos com isso a
capacidade de correcdo de erro, pois a matriz IV tende para a matriz identidade.

O teorema 4.2.1 e o coroldrio deste teorema podem ser encontrados no artigo de Murakami e
Aibara [59]. Outros resultados sobre a capacidade de corre¢do de erro da memoria associativa linear
6tima (usando armazenamento por proje¢ao) foram apresentados por Kohonen [49], Stiles e Denq
[89] e Casasent e Telfer [14], entre outros.

Exemplo 4.2.3. Considere os padrdes em tons de cinza apresentados na figura 1.3. Pelo teorema 4.2.1
e pelo exemplo 4.2.1, sabemos que a memoria auto-associative linear 6tima é capaz de armazenar os
padrdes x!, ..., x* Vamos verificar agora a tolerancia a ruido deste modelo. Na figura 4.3 apresen-
tamos versdes ruidosas X!, ..., x* das memorias fundamentais geradas com distribuicio gaussiana
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Fig. 4.4: Padrdes recordados pela OLAM no exemplo 4.2.3 quando apresentamos as memorias-chave
apresentadas na figura 4.3.

com média zero e variancia 0, 1. Na figura 4.4 apresentamos os padrdes recordados apds apresentar
os padrdes da figura 4.3 como entrada. O erro quadritico médio normalizado calculado apds 1000
simulagdes foi aproximadamente 0, 08.

Exemplo 4.2.4. Considere os padrdes bipolares x!, ... x5 € {—1,+1}1% eyl . y> e {-1,+1}109
apresentados nas figuras 1.1 e 1.2, respectivamente. Vimos no exemplo 4.2.2 que a OLAM ¢€ capaz de
armazenar este conjunto de memorias fundamentais. Armazenamos estes padroes na OLAM e usa-
mos como entrada os padrdes X!, ..., X’ apresentados na figura 4.5, respectivamente. Estes padrdes
ruidosos foram gerados a partir das chaves fundamentais revertendo o valor de um pixel seguindo uma
distribuicdo uniforme com probabilidade 0, 3. Na figura 4.6 apresentamos os respectivos padroes re-
cordados. O erro quadritico médio normalizado (EQMN) foi aproximadamente 0, 6. Note que os
padrdes recordados pela OLAM foram imagens em tons de cinza [—1, +1]%¢ com ruido vindo de
outras recordagdes fundamentais mas dominado pelo saida desejada (erro do ruido). Encontramos as
memorias fundamentais y*,...,y° e um EQMN igual a zero aplicando um threshold com corte no
nivel de cinza fornecido pelo método de Otsu [63].
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Fig. 4.5: Versdes corrompidas dos padrdes x!, ... x5 da figura 1.1. Estes padrdes foram gerados
introduzindo ruido uniforme com probabilidade 0, 3 de reverter o valor de um pixel.

P ¥ E O

Fig. 4.6: Padrdes recordados pela OLAM no exemplo 4.2.4 quando apresentamos as memdorias-chave
apresentadas na figura 4.5.



Capitulo 5

Memorias Associativas Dinamicas

Neste capitulo apresentamos os principais modelos de memorias associativas dindmicas para padroes
bipolares e introduzimos a memoria associativa bidirecional com capacidade exponencial. Para cada
modelo fornecemos uma breve introdugdo, especificamos a arquitetura da rede neural e a regra de
aprendizado, apresentamos uma breve andlise sobre a convergéncia e exemplos computacionais.

5.1 Memoria Associativa de Hopfield Discreta

A memoria associativa de Hopfield foi introduzida em 1982 pelo fisico J.J. Hopfield e € o modelo de
memoria associativa neural mais conhecido e estudado na literatura [40, 31, 33]. Este modelo forma
a base para os demais modelos de memdrias associativas discutidas neste capitulo.

5.1.1 Arquitetura da Rede

A memoria associativa de Hopfield € descrita por uma rede neural cldssica recorrente de camada tinica
totalmente conexa com funcao sinal como funcao de ativacgao [40]. A arquitetura da rede de Hopfield
estd apresentada na figura 2.6. O modelo de Hopfield € descrito pela equacao

x;(t + 1) = sinal <Z wij:cj(t)> = sinal (w;x(t)), para i€l,et=0,1,... (5.1)

J=1

onde w! ¢ a i-ésima linha da matriz W, x(¢) é a entrada da rede no tempo ¢ e I,, é uma permutagio
do conjunto de indices {1,2,...,n}. A fungdo sinal usada nas memdrias associativas dindmicas é
definida como segue:

~

+1  se ' x(t) >0,
sinal (w]x(t)) = ¢ xi(t) se ' x(t) =0, (5.2)
-1 se w;x(t)<0.

EREENER

Podemos descrever a rede de Hopfield simplificadamente através da equagao
x(t 4+ 1) = sinal(Wx(t)), t=0,1,... (5.3)

29
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Neste caso, devemos lembrar que a atualiza¢do das componentes € feita no modo assincrono.

Pode-se usar atualizacdo sincronizada na rede de Hopfield. Entretanto, a rede com atualizagao
sincronizada pode apresentar ciclo limite, isto €, uma regido de indecisao nao nula [3]. Lembre-se
que o tipo de atualizac@o altera a trajetéria dos pontos x (), mas ndo altera os pontos fixos da memoria
associativa dinamica.

5.1.2 Aprendizado

Na memoria associativa de Hopfield usamos o armazenamento por correlacdo com diagonal nula.
Neste caso, a matriz dos pesos sindpticos € computada através da equagdo 4.6, ou pela equacao 4.7.
Note que a matriz dos pesos sindpticos W é simétrica (W = W7) com diagonal nula (w; = 0, Vi =
1,...,n).

Repare na semelhanca entre a memoria associativa de Hopfield e a memdria associativa linear
com armazenamento por correlacdo discutida no capitulo 4. A diferenca entre estas duas memorias
associativas estd na existéncia da funcao sinal, que forca a saida a ser +1 ou —1, e na recursividade
presentes na rede de Hopfield. A seguir apresentaremos as propriedades da memoria associativa
de Hopfield e veremos como esta simples mudanc¢a (funcdo sinal + recursividade) produz melhoras
significativas no desempenho da memdria associativa.

5.1.3 Convergéncia

O seguinte teorema, introduzido por Hopfield em [40], garante a convergéncia da memoria associativa
dinamica descrita pelas equacdo 5.1 (ou 5.3). Em outras palavras, o seguinte teorema garante que a
regido de indecisdo da memoria associativa de Hopfield com atualizacdo assincrona € vazia. Outros
resultados sobre a convergéncia desta memoria associativa dindmica podem ser encontrados em [9].

Teorema 5.1.1 (Teorema da Convergéncia de Hopfield). Seja W uma matriz simétrica (W = W7)
com diagonal ndo negativa. (w; > 0,1 = 1,...,n). A memoria associativa dindmica descrita pela

equacdo 5.3 com atualizado assincrona converge para um ponto fixo e minimiza a funcdo energia

I = 1
Energia(x) = ~3 Z sz’ﬂﬂj = —§XTWX. (5.4)

i=1 j=1

O seguinte teorema fornece uma estimativa para o nimero maximo de memorias fundamentais
que podem ser armazenadas na memoria associativa de Hopfield. Este teorema foi introduzido por
McEliece et. al. em [56]. Uma demonstracao simplificada pode ser encontrada em [3].

Teorema 5.1.2 (Teorema de McEliece et. al.). Sejam x', ... x* € {—1,1}", com n suficientemente

grande, padrées ndo-correlacionados gerados aleatoriamente com distribuicdo uniforme.

1. Uma memdria fundamental x¢ terd grande probabilidade de ser um ponto fixo da memdria
associativa de Hopfield se

k<mn/(2logn). (5.5)
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2. Todos os padréesx", ... x"

probabilidade se

serdo pontos fixos da memoria associativa de Hopfield com grande
kE <n/(4logn). (5.6)

O teorema 5.1.2 estd baseado na convergéncia forte em probabilidade. Neste caso, dada a sequéncia
de varidveis aleatérias X, X, ... e a varidvel aleatéria X, dizemos que X,, — X quando n — oo
com grande probabilidade se Pr(X,, — X quandon — 1) =1 [43].

Exemplo 5.1.1. Considere uma rede de Hopfield com 100 neurdnios. Geramos k padrdes bipolares
aleatoriamente com distribuicdo uniforme e armazenamos todos eles na memoria associativa de Hop-
field. Depois verificamos se o primeiro padrao € um ponto fixo e se todos os padrdes sdo pontos fixos.
Repetimos o experimento 1000 vezes para diferentes valores de k£ (nimero de memorias fundamen-
tais) e calculamos a probabilidade empirica do primeiro e de todas as recordagdes fundamentais serem
pontos fixos da memoria associativa de Hopfield. Na figura 5.1 apresentamos com linha marcada com
o a probabilidade empirica de uma certa memoéria fundamental (no nosso caso x') ser um ponto fixo
e com linha marcada com [J a probabilidade empirica de todas as memdrias fundamentas serem pon-
tos fixos. A linha tracejada representa uma estimativa tedrica para a capacidade de armazenamento
obtida usando a equagdo 7.12 que serd introduzida no capitulo 7. No eixo horizontal colocamos k, o
nimero de memorias fundamentais. As linhas pontilhadas verticais indicam os valores n/(2logn) e
n/(4logn). Note que a probabilidade empirica de todos os padrdes serem pontos fixos deixa de ser 1
quando k > n/(nlogn). A probabilidade empirica de todas as memdrias fundamentais serem pontos
fixos para k = n/(2log(n)) foi menor que 0, 8. Entretanto, a probabilidade empirica de uma certa
memoria fundamental ser ponto fixo foi muito proxima de 1. Estes resultados numéricos conferem
com o teorema 5.1.

Note que a matriz dos pesos sinpaticos W = X X7 fornecida pelo armazenamento por correlagio
com auto-alimentagdo também satisfaz as condi¢des do teorema 5.1.1. Logo, este procedimento
também pode ser usado para treinar a memoria associativa descrita pela equagdo 5.3. O comporta-
mento desta nova memoria associativa dinamica serd muito parecido com o modelo com diagonal
nula porque ndo podemos armazenar muitos padrdes e, com poucos padroes armazenados, ndo temos
uma matriz W com elementos na diagonal muito maior, em moédulo, que os demais (veja sec¢do 4.1.1
sobre armazenamento por correlacdo auto-associativo).

Exemplo 5.1.2. Considere os padrdes bipolares apresentados na figura 1.1. Armazenamos estes
padrdes na memoria associativa de Hopfield usando o armazenamento por correlagdo (com diago-
nal nula) e depois apresentamos as chaves fundamentais como entrada. A memdria associativa de
Hopfield encontrou os pontos fixos com no maximo 2 iteragdes. Na figura 5.2 apresentamos passo
a passo os padroes recordados pela memdria associativa de Hopfield até o final da segunda iteracao.
Note que k£ = 5 é muito menor que o valor fornecido pelo teorema 5.1.2, (4096/(4 log(4096)) =
283,5). Entretanto, nenhuma das memoérias fundamentais € um ponto fixo. Isso acontece porque
os padrdes x!,...,x° possuem 2173 componentes em comum (no background) e uma correlacio
média (1/20) .., < x, x7 >= 2344. Um resultado similar serd obtido pela memdria associ-
ativa dinamica descrita pela equacdo 5.3 treinana com o armazenamento por correlacio com auto-
alimentacdo.
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Capacidade de Armazenamento (Probabilidade)

— L — Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Numero de Memorias Fundamentais (k)

o) L L ~ I

Fig. 5.1: Probabilidade das memorias fundamentais serem pontos fixos na memoria associativa de
Hopfield por k. A linha marcada com o representa a probabilidade de uma dada meméria fundamental
ser ponto fixo e a linha marcada com [ representa a probabilidade de todas as memoérias fundamentais
serem pontos fixos. A linha tracejada representa a capacidade de armazenamento que serd discutida
no capitulo 7. As linhas pontilhadas verticais representam os valores n/(2logn) e n/(4logn).
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Padrdes x%(1) = sinal(Wx%(0)), £ = 1,...,5 obtidos no final da primeira iteragdo.

A By Lot T ot Lot

Pontos fixos x¢(2) = sinal(Wx%(1)), £ = 1,...,5 obtidos no final da segunda iteragio.

Fig. 5.2: Padrdes recordados pela memdria associativa de Hopfield no exemplo 5.1.2 quando apre-
sentamos as chaves fundamentais como entrada.
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W (Wy)  sinal(+) WT (Wy)  sinal(-)
T t) — —>.T1 t-'- 1
(t) O\O_yl /O )
22(t) — O O——=a2(t+1)
O—2(t)—=O
z3(t) — O O——=uas3(t+1)

2n(t) — O O——z,(t+1)
Fig. 5.3: Arquitetura da Memoria Associativa Bidirecional (Assimétrica).

5.2 Memoria Associativa Bidirecional

A Memoria Associativa Bidirecional (Bidirectional Associative Memory, BAM), proposta por Kosko
em 1987, € uma generalizacdo da memdria auto-associativa de Hopfield discreta com armazenamento
por correlagdo com auto-alimentagdo [S1, 52].

5.2.1 Arquitetura

A BAM ¢ descrita por uma rede neural cldssica recorrente totalmente conexa com duas camadas e
funcdo sinal como funcao de ativacdo, como apresentado na figura 5.3. A matriz dos pesos sindpticos
da segunda camada da BAM ¢ a transposta da matriz dos pesos sindpticos da primeira cada. A BAM
¢ descrita pelo par de equacdes

y(t) = sinal (Wx(t)), (5.7)
x(t+1) = sinal (W"y(t)), parat=0,1,2,... (5.8)

com atualizacdo assincrona.

5.2.2 Aprendizado

As matrizes dos pesos sindpticos da BAM sao obtidas usando o armazenamento por correlacao
(aprendizado de Hebb). A matriz dos pesos sindpticos da primeira camada é W = Y X7 e a
matriz da segunda camada é W7 = XY7. Note que W' é a matriz das conexdes sindpticas
da memoria associativa linear com armazenamento por correlacio com as memorias fundamentais
{(y*,x%),6 = 1,2,...,k}, onde y* € {—1,1}™ € a entrada € x* € {—1,1}" é a saida, para
€ =1,...,k No caso auto-associativo, isto &, se y¢ = x¢, para & = 1,...,k, teremos a memoria
associativa de Hopfield.
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Padrdes y¢(1) = sinal(Wx%(1)), £ =1,... k.
Fig. 5.4: Padrdes recordados pela BAM quando apresentamos as chaves fundamentais x!, ... x°

como entrada.

5.2.3 Convergéncia

A BAM pode ser convertida numa memoria auto-associativa discreta de Hopfield com vetores de

estados xT = [xT, yT]7 e matriz das conexdes sindpticas
0o wt
wT = {W 0 ] , (5.9)

A matriz W7 é simétrica com diagonal nula. Logo, pelo teorema da convergéncia de Hopfield, esta
memoria associativa sempre converge para um ponto estaciondrio com atualizacio assincrona. A
convergéncia da BAM, para ambos os casos, também pode ser verificada mostrando que a funcdo
energia

1
Energia(x,y) = ~3 (XTWy + yTWTX) = —x"Wy, (5.10)
€ minimizada.

Exemplo 5.2.1. Considere os padrdes x!,... x> € {—1,1}1% e y! . y5 € {—1,1}19 apre-
sentados nas figuras 1.1 e 1.2. Armazenamos o conjunto das memorias fundamentais {(x¢,y?%), & =
1,...,5} e verificamos se as memorias fundamentais sdo pontos estaciondrios da BAM. Comegamos
apresentando as chaves fundamentais xl, S ,X5 como entrada e encontramos como resposta 0s
padrdes apresentados na figura 5.4. Os padrdes x'(2), ..., x?(2) obtidos no final da segunda iteragio
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sdo iguais aos padrdes x'(1), ..., x?(1) entrados no final da primeira iteragdo. Neste exemplo a BAM
convergiu com 2 iteracdes, entretanto nenhuma das memdrias fundamentais € um ponto estaciondrio.

A seguinte conjectura, introduzida por nos nesta dissertacdo de mestrado, é uma extensdao do
teorema de McEliece et. al. para a BAM. Lembre-se que X,, — X quando n — oo com grande
probabilidade se P(X,, — X quandon — 1) = 1 [43].

Conjectura 5.2.1. Sejam x!,...,x* € {-1,1}"ey!,...,y* € {~1,1}™, n e m suficientemente
grandes, padrdes ndo-correlacionados gerados aleatoriamente com distribui¢do uniforme.

1. Uma meméria fundamental (x°,y®) terd uma grande probabilidade de ser um ponto esta-

cionario da BAM se
1
k< =min [ —— ™ ) (5.11)
2 logm " logn

2. Todas as memorias fundamentais (x!,y'),..., (x* y*) serdo pontos estaciondrios da BAM
com grande probabilidade se

1
k< =min [ —— ™) (5.12)
4 logm " logn

Acreditamos que uma demostracio formal do resultado acima pode ser obtida fazendo as devidas
modificacdes na demonstracio do teorema principal (The Big Theorem) apresentada em [56]. Nosso
objetivo nesta dissertacdo € fazer um estudo comparativo em memorias associativas. Por esta razao
apresentamos apenas um esbo¢o da demonstragao desta conjectura. Uma demostragao formal requer
detalhes que serdo omitidos.

Seja X = [x},...,x}] € {-1,1}"*eY = [y',...,y"] € {—1,1}"*F onde :1:§ e y; sdo

varidveis aleatérias independentes com probabilidade 1/2 de ser +1 ou —1 paratodo j = 1,...,n,
i=1,....,me&n=1,..., k Sabemos que y; = sinal(w!x") paran € {1,...,k} se e somente
se y/wlx" > Oparatodoi = 1,...,memn € {1,...,k}. A matriz dos pesos sindpticos da BAM ¢
W=YXTe
n k
WX =" yrasal. (5.13)
j=1 ¢=1
Logo,
k n k n
vl (wixm) = YOS ylyiatal =n+ ) 0> ylyiasal =n+r, (5.14)
§=1 j=1 s#n j=1

onde r representa o ruido.
O termo do ruido pode ser positivo ou negativo e serd nosso objetivo estimar o seu valor. Para
tanto, vamos tomar

k
5= ylyiase). (5.15)
EF#n
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Deste modo, o termo do ruido sera

n
r=> 2z (5.16)

j=1
Sabemos que y;, yf , x§ e x? sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.), portanto y?yfxf:):? = =+1 com a mesma probabilidade. Sendo assim, podemos seguir a

demonstragdo rigorosa de McEliece et. al. [56].
Ap0s aplicar o teorema central do limite, encontramos

Pr [y? = sinal (w;fpx")} = % [1 + erf( %)] , (5.17)

para n, k suficientemente grandes com k/n pequeno. A funcdo erf(x) é a fungdo erro dada por

erf(z) = % /O e (5.18)

Para valores grandes no argumento, a fungao erro pode ser aproximada por

1 e
f(r) ~1— . 5.1
erf(z) xﬁe (5.19)
Finalmente,
Prly" =sinal (Wx")] = Pr[y] =sinal (w;x"), Vi=1,...,m] (5.20)
k n

~ 1—my)—— (——) , 521
m 2mn Y 2k ( )

pois as componentes de X e Y sdo varidveis aleatdrias i.i.d. Dizemos que f =~ g se f(z)/g(x) — 1
quando = — oo. Seguindo o resultado apresentado em [3], teremos y” = sinal (W x") com probabi-
lidade proxima de 1 se k < n/(2logm). Analogamente, deveremos ter k < m/(2logn) para termos
xT = sinal (WTy") com probabilidade pr6xima de 1. Logo, a meméria fundamental (x",y") serd

um ponto estaciondrio se
1
k< =min [ —— ) (5.22)
2 logm’ logn

Se queremos y* = sinal (Wx5 ), paratodo & =1, ..., k, entdo devermos ter
Pr (Y =sinal (WX)) = [Pr (y; = sinal (W?x”))}mk : (5.23)

Esta probabilidade serd préxima de 1 se k < n/(4logm). Analogamente, Pr (X = sinal (W'Y))
serd proxima de 1 se k£ < m/(4logn). Finalmente, todos as memdrias fundamentais serdo pontos
fixos da BAM com probabilidade préxima de 1 se

1
k< =min(—— ™} (5.24)
4 logm’ logn

para n, m, k suficientemente grandes.
Note que a conjectura 5.2.1 coincide com o teorema 5.1 se m = n.
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Capacidade de Armazenamento (Probabilidade)
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Fig. 5.5: Probabilidade das memérias fundamentais serem pontos fixos na BAM por k. A linha
marcada com o representa a probabilidade empirica de uma dada memoria fundamental ser ponto
fixo e a linha marcada com [J representa a probabilidade empirica de todas as memorias funda-
mentais serem pontos fixos. A linha tracejada representa a capacidade de armazenamento obtida
usando a equagdo 7.15 (probabilidade tedrica). As linhas pontilhadas verticais representam os valo-
res min(m/log(n),n/log(m))/2 e min(m/log(n),n/log(m))/4.

Exemplo 5.2.2. Considere o conjunto {(x%,y®),x* € {—1,1}10 y¢ ¢ {-1,1}¥ ¢ = 1,...,k}
gerado aleatoriamente com distribuicdo uniforme. Armazenamos este conjunto de memorias fun-
damentais na BAM. Depois verificamos se a associacdo (x!,y!) é um ponto estaciondrio e se to-
das as memoérias fundamentais (x¢,y¢),¢ = 1,...,k, sdo pontos estaciondrios. Repetimos o ex-
perimento 1000 vezes para diferentes valores de £ (nimero de memdrias fundamentais) e calcu-
lamos as probabilidades empiricas de termos pontos estaciondrios. Na figura 5.5 apresentamos
com linha marcada com o a probabilidade empirica de uma certa memoria fundamental ser um
ponto estaciondrio e com linha marcada com [J a probabilidade empirica de todas as memorias
fundamentas serem pontos estaciondrios. A linha tracejada representa uma estimativa tedrica para
esta probabilidade, que serd chamada capacidade de armazenamento no capitulo 7. No eixo ho-
rizontal colocamos %, o nimero de memorias fundamentais. As linhas pontilhadas verticais in-
dicam os valores min(m/log(n),n/log(m))/2 e min(m/log(n),n/log(m))/4, respectivamente.
Note que a probabilidade empirica de todos os padrdes serem pontos fixos deixa de ser 1 quando
k > min(m/log(n),n/log(m))/4. A probabilidade empirica de todas as memorias fundamentais
serem pontos fixos para k = 8, sendo min(m/log(n),n/log(m))/2 = 8,7 foi 0,83, entretanto, a
probabilidade empirica de uma certa memoria fundamental ser ponto fixo foi 0, 97. Estes resultados
numéricos conferem com a conjectura 5.2.1. Lembre-se que n = 100 e m = 80 neste exemplo.
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5.3 Memoria Associativa de Personnaz

Personnaz ef. al. apresentaram uma variacdo da memoria associativa de Hopfield que utiliza o ar-
mazenamento por projecdo para obter a matriz dos pesos sindpticos [67]. Este modelo é referido na
literatura simplesmente como “rede de Hopfield com armazenamento por projecdo” [3, 31], mas serd
referido neste trabalho como Memoria Associativa de Personnaz (Personnaz Associative Memory,
Personnaz AM) porque apresenta caracteriticas diferentes do modelo cldssico de Hopfield introdu-
zido na se¢do anterior e também porque caracterizamos uma rede neural pelo modelo dos neur6nios,
arquitetura e aprendizado (veja Capitulo 2). Logo, regras de aprendizado distintas produzirao redes
neurais (ou memdorias associativas) distintas.

5.3.1 Arquitetura da Rede

A memoria associativa de Personnaz € descrita por uma rede neural cldssica recorrente de camada
Unica totalmente conexa com a fun¢do sinal como fun¢do de ativagdo. A arquitetura da memoria
associativa de Personnaz estd apresentada na figura 2.6. Este modelo € descrito pela equacao 5.1
(ou equagdo 5.3). A diferenca entre a memoria associativa de Personnaz e a memdria associativa de
Hopfield esta na regra de armazenamento.

5.3.2 Aprendizado

A matriz dos pesos sindpticos da memoria associativa de Personnaz é

W =XXT (5.25)
onde X = [x!,x2,...,x" € {—1,1}™* é a matriz com as memérias fundamentais.
Proposicio 1. Todas as memdrias fundamentais x*, . . ., x* serdo pontos fixos da memdria associa-

tiva de Personnaz.

Demonstracdo. O problema miny || X — W X]|| = 0 sempre tem solucdo (em particular W = [) e
sinal(WWX) = sinal(X) = X. O

Proposi¢io 2. Seja X € {—1,1}"* Se W = XXT entdo W = WT e 0 < wy; < 1, para todo
1=1,...,n.

Demonstragdo. Considere a decomposicdo em valores singulares (decomposicdo SVD)

T
X=UxvT = § owv!, (5.26)
i=1
onde uy,...,u, e vy,..., Vv, sdo os vetores singulares da esquerda e da direita, respectivamente, o;

s@o os valores singulares e r € o posto da matriz X [101, 25]. Sabemos que

Xt=veto" =3 oitvul, (5.27)
j=1
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e portanto,
T T T T
T - T - T .T
W=XX"= (Z oWV, ) <Z o 1vjuj> = Z Zaiaj luivi viu; . (5.28)

i=1 j=1 i=1 j=1

Os vetores vy, . . ., v, sdo ortogonais, logo V;-‘FVj =0;; €
T T
_ t_ -1 T _ T
W=XX'"= Z oj0; uju; = Z u;u; . (5.29)
j=1 Jj=1

Logo, w;; = Z§=1 ufj > 0, onde u;; € a i-ésima componente do vetor u;. Por outro lado, sabemos
que a matriz U é ortogonal, logo I = UU” e

1= iu?j = iufj + i ug; = wi; + i uz;. (5.30)
J=1 j=1

j:r-‘,—l j:T+1

Logo,
0<w;=1- Y uj<L (5.31)

j=r+1
Pela Equacdo (5.29) concluimos também que

T T T
w7 — (Z ujug.F) = Z wul =W, (5.32)
=1 =1

ouseja, W = WT, O

5.3.3 Convergéncia

A Proposi¢ao 2 e o Teorema 5.1.1 mostram que a memoria associativa de Personnaz com atualizacao
assincrona sempre converge para um ponto fixo.

Exemplo 5.3.1. Considere os padrdes bipolares apresentados na figura 1.1. Armazenamos estes
padrdes na memoria associativa de Personnaz e verificamos que todas as memorias fundamentais sao
pontos fixos conforme a proposi¢ao 1.

Considere agora os padrdes ruidosos apresentados na figura 4.5. Estes padrdes foram gerados a
partir dos padrdes x!, ..., x° € {—1,1}1% da figura 1.1 intoduzindo ruido uniforme com probabi-
lidade 0, 3 de reverter o valor do pixel. A memdria associativa de Personnaz encontrou as memorias
fundamentais no final da primeira iteracao.

5.4 Memoria Associativa de Kanter-Sompolinsky

Kanter e Sompolinsky discutiram outra variacdo da memoria associativa de Hopfield que utiliza o
armazenamento por projecao, neste caso com diagonal nula, para obter a matriz dos pesos sindpticos
[44]. Este modelo, também referido na literatura como “memdria associativa de hopfield com arma-
zenamento por projecao” [3, 31], serd referido neste trabalho como Memdria Associativa de Kanter-
Sompolinsky (Kanter-Sompolinsky Associative Memory, Kanter-Sompolinsky AM).
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5.4.1 Arquitetura da Rede

A memoria associativa de Kanter-Sompolinsky € descrita por uma rede neural cldssica recorrente
de camada unica totalmente conexa com a funcao sinal como fun¢do de ativagcdo. A arquitetura da
memoria associativa de Kanter-Sompolinsky estd apresentada na figura 2.6. Este modelo é descrito
pela equacgdo 5.1 (ou pela equagdo 5.3).

5.4.2 Aprendizado

A matriz dos pesos sindpticos da memoria associativa de Kanter-Sompolinsky é

M=XX'com my;=0 Vi=1,...,n, (5.33)
onde X = [x!,x?,... x*] € {—1,1}"** é a matriz com as memorias fundamentais.
Proposiciio 3. Todas as memdrias fundamentais x*, . . ., x* serdo pontos fixos da memdria associa-

tiva de Kanter-Sompolinsky.

Demonstragcdo. A matriz dos pesos sindpticos da memoria associativa de Kanter-Sompolinsky é M =
W — D, onde D € uma matriz diagonal n x n com 0 < d;; < 1 e IV € obtida resolvendo o problema
da equagio 4.8. Note que Mx* = Wx* — Dx* = (I — D)x® para toda memdria fundamental x¢.

Logo, 1 —d;; > 0, paratodo? = 1,...,n e pela definicdo da funcdo sinal temos que
sinal (m; x°) = sinal <(1 - d“)xf) = 2, (5.34)
paratodoi=1,...,neparatodo =1,.... k. O

Note que a diferenca entre a memoria associativa de Kanter-Sompolinsky e a memdria associ-
ativa de Personnaz estd na diagonal nula da matriz dos pesos sindpticos do primeiro modelo. Por
causa da diagonal nula, a memoria associativa de Kanter-Sompolinsky possui uma tolerancia a ruido
melhor que a memdria associativa de Personnaz [44]. Verificamos este fato através de experimentos
computacionais no capitulo 7.

5.4.3 Convergéncia

A Proposicao 2 e o Teorema 5.1.1 mostram que a memoria associativa de Kanter-Sompolinsky com
atualizagd@o assincrona sempre converge para um ponto fixo.

Exemplo 5.4.1. Repetimos o mesmo experimento realizado no exemplo 5.3.1. Primeiro, verificamos
que todas as memorias fundamentais sdo pontos fixos da memdria associativa de Kanter-Sompolinsky.
Depois apresentamos os padroes da figura 4.5 como entrada e verificamos que as recordagdes funda-
mentais x', . . ., x* foram encontradas no final da primeira iterago.

5.5 Memoria Associativa Bidirecional Assimétrica

A Memdria Associativa Bidirecional Assimétrica (Asymmetric Bidirectional Associative Memories,
ABAM), também conhecida como Projection HDAM é uma extensdo da memoria associativa de
Personnaz para o caso heteroassociativo [109, 32].
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5.5.1 Arquitetura

A memoria associativa bidirecional assimétrica é uma rede neural classica recorrente totalmente co-
nexa descrita pelas equagdes

y(t) = sinal (Wix(1)), (5.35)
x(t+1) = sinal(Way(t)), parat=0,1,2,... (5.36)

com atualizagdo assincrona. A arquitetura desta rede estd apresentada na figura 5.3.

5.5.2 Aprendizado

Considere os pares de padrdes (xﬁ,y5), onde x¢ € {-1,1}" e y¢ € {=1,1}™, para todo { =
1,...,k. Tome X = [x},x%,...,x"]eY = [y',¥? ..., y"]. As matrizes dos pesos sindpticos, W, e
W, sdo encontradas usando o armazenamento por projecao, isto &,

Wy=YX" e W,=XYT. (5.37)

Teorema 5.5.1. Sejam X = [x!,... x| € {-=1,1}"FeY = [y!,...,y*] € {=1,1}"** as matri-
zes das memdrias fundamentais {(x%,y%), & = 1,...,k}. Se X e Y possem ambas posto completo,
entdo todas as memdrias fundamentais serdo pontos estaciondrios.

Demonstragdo. Se X tem posto completo, entdo X' = (XTX)1XT e
sinal (W;.X) = sinal (Y/(X7X)™'X"X) = sinal(Y) = V. (5.38)

Analogamente, substituindo X por Y e vice-versa, encontramos sinal(W,Y") = X se Y tem posto
completo. 0

N3ao garantimos a convergéncia da ABAM porque

(5.39)

el

Wy 0

ndo é uma matriz simétrica (W, # W{'). Resultados empiricos mostraram que este modelo apre-
senta um comportamento oscilatério principalmente quando o nimero de padrdes armazenados esta
préximo ou é maior que min(m, n) [30].

Exemplo 5.5.1. Considere os padrdes x!,..., x> € {—1,1}1% ey! .. y5 € {—1,1}9 apresen-
tados nas figuras 1.1 e 1.2. Neste caso, as matrizes X e Y possuem ambas posto completo. Arma-
zenamos o conjunto das memérias fundamentais {(x¢,y¢),& = 1,...,5} na ABAM e verificamos
que todas as memorias fundamentais sao pontos estaciondrios segundo o teorema 5.5.1. Depois apre-
sentamos como entrada os padrdes corrompidos X!, ..., X’ apresentados na figura 4.5 e verificamos
que os padroes recordados pela ABAM no final da primeira itera¢do sdo exatamente as recordagdes
fundamentais.
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5.6 Memoria Associativa com Capacidade Exponencial

A Memoria Associativa com Capacidade Exponencial (Exponential Correlation Associative Me-
mory, ECAM) pode ser vista como um caso particular das Memdrias Associativas Recorrentes por
Correlacdo (Recurrent Correlation Associative Memories, RCAM) que serdo discutidas nesta se¢ao
[15, 16, 32]. As memorias associativas recorrentes por correlacdo podem ser vistas como generaliza-
¢coes da memoria associativa de Hopfield discreta com auto-alimentacao.

5.6.1 Arquitetura

Na memoria associativa de Hopfield discreta com auto-alimentagao, a i-ésima componente do vetor
de estados, x(t + 1), é calculado através da equagio

x;(t + 1) = sinal (w] x(t)), (5.40)

onde w! € a i-ésima linha da matriz W. No armazenamento por correlagdo temos
k
T T
wi =) ai(x)" (5.41)
¢=1

Portanto, a i-ésima componente de x(¢ + 1) é

k k
x;(t + 1) = sinal (Z xf(xf)Tx(t)> = sinal (Z < x5, x(t) > xf) : (5.42)
=1

e=1

onde < -, - > representa o produto interno Euclidiano. O termo < x¢, x(¢) > representa a correlagio
entre o estado atual da memoria x(¢) e o £-ésimo padriio armazenado x¢. Podemos dizer, de um modo
intuitivo, que quanto mais “parecido” o vetor x(t) for de x*, maior serd o valor de < x¢,x(t) >. Para
enfatizar esta correlagdo, podemos aplicar uma fungdo f no resultado de < x%,x(¢) >. A funcdo f
deve ser mondtona ndo-decrescente, pois desejamos que vetores pouco correlacionados apresentem
um valor menor do que aqueles mais correlacionados.

Ao introduzir a funcio f, encontramos a seguinte expressao para a i-ésima componente do vetor
x(t+1):

k
x;(t + 1) = sinal (Z fl< x5 x(t) >)xf> . (5.43)

¢=1

Numa notacdo matricial temos
x(t + 1) = sinal (XF (X"x(t))), (5.44)

onde F(-) = [f(-),..., f()]*. Observando a equagio (5.44), podemos dizer que as RCAM’s sdo
redes neurais recorrentes de duas camadas totalmente conexa com neurdnios cldssicos com fungao
de ativacdo f na primeira camada e fung¢fo sinal na camada de saida. Na figura 5.6 apresentamos a
arquitetura das RCAM’s.
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Xt f() X sinal(’)
931(15)—>Q\O/>Q—>931(t+ 1)

22(t) — O O——=aa(t+1)
O
z3(t) — O O——as(t+1)

. N O N N
O—0—" 0 ——aut+1)

Tn

Fig. 5.6: Arquitetura das Memorias Associativas Recorrentes por Correlacao.

A funcdo f introduzida representa um papel importante na capacidade e dindmica da RCAM.
Existem infinitas fun¢des que podem ser usadas, mas precisamos que esta funcao seja facil de ser im-
plementada e forneca uma RCAM assintoticamente estdvel com uma capacidade de armazenamento
grande. Apresentamos a seguir algumas func¢des usadas na RCAM. Depois apresentaremos condi¢des
suficientes para obtermos uma memoria assintoticamente estdvel.

1. Para f(v) = v, encontramos a memdria associativa de Hopfield discreta com armazenamento
por correlacdo.

2. Para f(v) = (n+wv)9, onde ¢ é um inteiro maior que 1 e n é a dimensdo dos vetores x¢, encontra-
mos a memoria associativa de ordem alta por correlacdo (High-Order Correlation Associative

Memory). A capacidade de armazenamento desta memoria € assintoticamente proporcional a
n4 [16].

3. Para f(v) = (n —v)~P, onde p > 1, encontramos a memdria associativa com fun¢do poten-
cial por correlacdo (Potential-Function Correlation Associative Memory). A capacidade de
armazenamento deste modelo aumenta exponencialmente com a dimensdo n dos padrdes ar-
mazenados. Este modelo foi proposto independentemente por Dembo e Zeitouni, e por Sayeh
e Han [16]. Apresentamos aqui uma versdo com tempo discreto e estados bipolares, embora,
originalmente tenha sido proposto com tempo continuo e padrdes com valores reais.

4. Quando f(v) = a”, com a > 1, encontramos a memdria associativa com capacidade exponen-
cial. Esta € a inica RCAM discutida neste trabalho.

5.6.2 Aprendizado

O aprendizado da RCAM ¢ direto pois a matriz dos pesos sindpticos da camada de entrada é X7 e a
matriz dos pesos sindpticos da camada de saida é X. O armazenamento de um novo padrio x" é feito
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concatenando as matrizes X e X com (x")T e x", respectivamente.

5.6.3 Convergéncia

As quatro RCAMs apresentadas anteriormente (itens (1) — (4)) com atualizacio assincrona possuem
regides de indecisdo vazias. O teorema sobre a convergéncia das RCAM’s foi enunciado e demons-
trado por Chiueh e Goodman em [15].

Teorema 5.6.1 (Teorema da Convergéncia de Chiueh e Goodman). Seja f(v) uma funcdo continua
mondtona ndo-decrescente definida sobre um intervalo fechado. A RCAM descrita pela equacdo
(5.43) com atualizacdo assincrona sempre converge para um ponto fixo para qualquer padrdo-chave
apresentado a RCAM.

O seguinte teorema, introduzido por Chiueh e Goodman em [15], nos diz que o ndmero de
memorias fundamentais que podem ser armazenadas como pontos fixos da ECAM aumenta expo-
nencialmente com n, o nimero de componentes dos padrdes.

Teorema 5.6.2. Sejam x*,... ,x* € {—1,1}", com n suficientemente grande, padrées néo correla-
cionados gerados aleatoriamente com distribuicdo uniforme. Todos as memdrias fundamentais serdo
pontos fixos com grande probabilidade se k < ac”, onde ¢ € [1,2]| é uma constante fixa que depende
de a.

E importante observar que o valor da constante ¢ do teorema acima decresce quando o valor de a
diminui [16].

Exemplo 5.6.1. Repetimos o experimento realizado no exemplo 5.3.1. Verificamos que todas as
memorias fundamentais sdo pontos fixos da ECAM. Depois apresentamos os padrdes ruidosos da
figura 4.5 como entrada e verificamos que os padrdes recordados sdo as respectivas recordac¢des fun-
damentais. Neste exemplo utilizamos a = 1, 007 (ou f(z) = 2(*/199) para evitar overflow. A ECAM
encontrou as recordacdes fundamentais com uma tnica iteragao.

5.7 Memoria Associativa Bidirecional com Capacidade Exponen-
cial
A Memoria Associativa Bidirecional com Capacidade Exponencial (Bidirectional Exponential Capa-

city Associative Memory, BECAM) é uma generalizacdo da memoéria ECAM para o caso heteroasso-
ciativo. Este modelo de memdria associativa foi introduzido por nés nesta dissertacao de mestrado.

5.7.1 Arquitetura

A BECAM ¢ descrita por uma rede neural cldssica recorrente com quatro camadas totalmente conexa
com fungdo sinal e funcio exponencial como fung¢des de ativacio.

Seja {(x%,y%),6 =1,2,...,k} comx® € {—1,1}"ey* € {—1,1}", paratodo { =1, ..., k. Na
BAM, a i-ésima componente do vetor de estados y(¢) é dada por

y(t); = sinal (w;x(t)), (5.45)
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onde w! ¢ a i-ésima linha da matriz . Quando usamos o armazenamento por correlacdo, temos
k . . 2
= y5(x6)7. Assim, a i-ésima componente de y(t) é

= sinal (Z y; (x ) = sinal <Z < x¢ ) > yz> , (5.46)

onde < -, - > representa o produto interno Euclidiano. Podemos aplicar uma fung¢do f no valor
< x%,x(t) > a fim de enfatizar esta correlagdo. As quatro fungdes apresentadas na secdo 5.6 podem
ser usadas neste modelo e cada uma produz uma memoria heteroassociativa diferente. Voltamos
nossa aten¢do para a fungdo f(v) = a, para a > 1, que chamaremos de BECAM (Bidirectional
Exponential Capacity Associativa Memory).

Encontramos a seguinte expressao para a i-ésima componente do vetor y(t) quando introduzimos
a funcdo f:

yi(t) = sinal <Z Fl< x5, x(t) >)y5> : (5.47)
£=1

Numa notacdo matricial temos

y(t) = sinal (YF (X"x(t))), (5.48)
onde F(-) = [f(-), ..., f(*)]¥. Analogamente, podemos encontrar a seguinte expressio para x(t+1):
x(t+1) = sinal (XF (Y"y(t))). (5.49)

Observando as equacdes (5.48) e (5.49) percebemos que a BECAM € uma rede recorrente com
quatro camadas. Na figura 5.7.1 apresentamos a arquitetura da BECAM.

xT ) Y sinal(-) yT ) X sinal(-)
z1(t) —= O O—un)—=0O O—z1(t+1)
1 \ O / 1 \ O / 1
z2(t) —= O O —y20t)= 0O O —22(t+1)
O O
z3(t) —= O O —ys®)—=0O O—a3(t+1)

Zn(t) —>o/ \ O —ym(t)> / \o—>xn<t+1>

Fig. 5.7: Arquitetura da Memoria Associativa Bidirecional com Capacidade Exponencial.
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5.7.2 Aprendizado

As matrizes dos pesos sindpticos da BECAM sdo: X7,Y, YT e X. Note que o armazenamento de
um novo par (x",y") ¢ feito concatenando as matrizes X7, X, Y” e Y com (x")7, x", (y")" e y",
respectivamente.

5.7.3 Convergéncia

A convergéncia da BECAM pode ser verificada convertendo ela numa ECAM. Tome

x' = [X] e X' = [3 ‘ﬂ (5.50)

como sendo os padrdes e a matriz dos pesos sindpticos, respectivamente. Pela equacdo (5.44), teremos

x(t+1)] <inal 0 X f 0 YT| [x(t)
yt+1)] Y 0 XT 0| |y
. 0 X YTy(t) L Xf(YTy(t)
= s1nal({y 0] f([XTX(t) = sinal vy (XTx(t)) .
Exemplo 5.7.1. Repetimos o experimento realizado no exemplo 5.5.1. Verificamos que todas as
memorias fundamentais sdo pontos fixos da BECAM. Depois apresentamos os padrdes ruidosos
x! ...,x’ da figura 4.5 como entrada e verificamos que os padrdes y!'(1),...,y?(1) recordados
no final da primeira iteracdo s@o as respectivas recordagdes fundamentais. Neste exemplo utiliza-

mos a = 1,007 (ou f(z) = 2@/199)) para evitar overflow. A BECAM encontrou as recordagdes
fundamentais com uma unica iteragao.

5.8 Modelo do Estado Cerebral numa Caixa (BSB)

O Modelo do Estado Cerebral numa Caixa (Brain-State-in-a-Box, BSB) foi proposto por Anderson et
al. em 1977 [6] como uma rede recorrente de tempo discreto, ndo-linear e totalmente conexa. Como
nos modelos anteriores, 0 modelo do estado cerebral numa caixa pode ser visto como uma memoria
auto-associativa que minimiza a energia de um sistema dindmico ndo-linear.

5.8.1 Arquitetura

O modelo BSB € uma rede neural cldssica recorrente com tempo discreto de camada tnica. Seja
x(t + 1) o vetor de estado no tempo ¢ + 1. A recorréncia é dada por aWWx(t), onde W é a matriz dos
pesos sindpticos e o € uma constante positiva que controla o peso deste termo. Na BSB, adicionamos
um termo de decaimento ao termo de recorréncia dado pelo vetor x(t), o estado anterior. Assim, o
préximo estado, x(¢ + 1), serd dado por

x(t+1) =L (x(t) + a(Wx(t)+0)). (5.51)
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Neste trabalho consideraremos € = 0. A func¢@o de ativagido usada no modelo BSB € a fung¢@o linear
por partes definida como

Lx)=1A[(~1)Vx]. (5.52)

Note que esta funcao limita os vetores de estados numa regido restrita do espaco, especificamente, no
hipercubo H,, = [—1, 1]". Dai o nome: Modelo do Estado Cerebral numa Caixa [46].

5.8.2 Aprendizado

O modelo original da BSB proposto por Anderson et al. utiliza o aprendizado de Hebb (armazena-
mento por correlagdo) onde tomamos W = X X7 [6]. Neste caso, a matriz dos pesos sindpticos é
simétrica, semi-definida positiva e com diagonal positivia.

Outras regras de aprendizado podem ser utilizadas na BSB, por exemplo, o armazenamento por
projecdo ou o armazenamento iterativo proposto em [66]. Neste trabalho discutiremos somente o
armazenamento por correlacao.

5.8.3 Convergéncia

A BSB sempre converge para um ponto fixo independente da memoria-chave apresentada e minimiza
a funcdo energia

1
Energia(x) = —ixTWX. (5.53)

se impormos pequenas condi¢des ao modelo [41, 23, 24, 66].

Teorema 5.8.1 (Teorema de Golden da Minimizacao da Funciao Energia do Modelo BSB). Con-
sidere o modelo neural descrito pela equacdo (5.51). Se W = W7 ¢ semi-definida positiva ou
a < (2/|Aminl), onde Ay, € 0 menor autovalor da matriz simétrica W, entdo:

1. Energia(x(t + 1)) < Energia(x(t)) se x(t + 1) # x(t),

2. Energia(x(t + 1)) = Energia(x(t)) se e somente se x(t + 1) = x(t),
onde Energia(x) € a funcdo definida na equagdo (5.53).

A demonstracdo do teorema 5.8.1 pode ser encontrada em [24].

Teorema 5.8.2. Seja W € R™*" com w;; > Oparai=1,...,n. Sex € [—1,1]" é um ponto fixo da
BSB entdo x € {—1,1}", isto é, x é um vértice do hipercubo [—1,1]™.

A demonstra¢do do teorema 5.8.2 encontra-se em [66]. Note que o teorema 5.8.2 ndo impde
nenhuma hipétese sobre a simetria da matriz dos pesos sindpticos. O seguinte teorema foi introduzido
por nos e relaciona o modelo BSB com a memoria associativa de Hopfield.

Teorema 5.8.3. Um padrdo x € {—1,1}" serd um ponto fixo da BSB (com 6 = 0) se e somente se X
for um ponto fixo da memoria associativa de Hopfield com a mesma matriz de pesos sindpticos.
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Demonstracdo. Seja x € {—1,1}". Pela definicdo da funcéo linear por partes, da fungdo sinal e
lembrando que o > 0, temos:

x=LlaWx+x) & (a(Wx);+z)x;>1Vi=1,...,n (5.54)
& ar;(Wx),+1>1Vi=1,...,n (5.55)

& z;(Wx); >0 Vi=1,...,n (5.56)

& x = sinal(Wx). (5.57)

U

Note que o teorema 5.8.3 ndo impde nenhuma hipdtese sobre a matriz dos pesos sindpticos .
Portanto, este resultado permanece valido para outras regras de aprendizado, por exemplo, para o
armazenamento por proje¢do. Note também que ndo impomos nenhuma condic¢do sobre a constante
a, exceto > (. Finalmente, observe que este resultado s6 € vdlido para padrdes nos vértices de
[—1,1]". Poderemos ter pontos fixos na BSB que estdo no iterior de [—1, 1]™ se as hipSteses do
teorema 5.8.2 ndo forem satisfeitas. Estes pontos fixos da BSB obviamente nio serdo pontos fixos da
memoria associativa de Hopfield e suas variacoes.



Capitulo 6

Memorias Associativas Morfologicas

Neste capitulo discutimos as memdrias associativas morfologicas (Morphological Associative Me-
mories, MAM). Discutimos primeiro o caso heteroassociativo em tons de cinza apresentando exem-
plos e resultados sobre a capacidade de armazenamento e tolerancia a ruido. Depois voltamos nossa
atencdo para o caso auto-associativo. Terminamos o capitulo discutindo o caso auto-associativo
bindrio e as memdrias associativas de duas camadas.

6.1 Memorias Associativas Morfologicas Heteroassociativas

As memdrias associativas morfoldgicas sdo redes neurais descritas pelo modelo neural morfoldgico e
foram introduzidas em [73, 74, 76]. O caso mais simples ocorre quando temos uma rede alimentada
adiante, totalmente conexa e de camada unica, cuja funcdo de ativacdo € a funcdo identidade. Neste
caso, 0 mapeamento associativo da memoria G : R” — R™ é descrito por uma matriz W € R™*" ou
M € R™*™ e o produto-minimo ou o produto-maximo. Dado um padriao-chave x € R", encontramos
o padrdo recordado y € R™ através da equagao

y =WNx, 6.1)

ou
y = MIAX. (6.2)

Repare na semelhanca entre 0 mapeamento associativo das memorias associativas morfologicas he-
teroassociativas € o mapeamento associativo das memorias associativas lineares. A diferenca estd no
produto-maximo ou produto-minimo usado nos modelos morfolégicos. Lembre-se que os modelos
morfoldgicos apresentam um comportamento ndo-linear devido a estas duas operagdes.

Podemos fazer uma interpretagdo das equacdes (6.1) e (6.2) usando a morfologia matematica
[85, 86, 87]. Podemos verificar que os operadores d(x) = W M x e £(x) = M [N x sdo operacdes
de dilatacdo e erosdo na morfologia matemadtica, respectivamente. Desta forma, a tarefa na fase
de armazenamento das memdrias associativas morfoldgicas seria encontrar uma dilatacdo (erosao)
tal que 5(x%) = y* (e(x®) = y°) para todo & = 1,..., k. Ndo usaremos esta interpretagdo na
fase de armazenamento, mas podemos extrair resultados interessantes (e intuitivos) para a fase de
recordac@o. Por exemplo, a dilatagdo (erosdo) € um operador extensivo (anti-extensivo), isto é, a
dilatacdo (erosdo) expande (reduz) um objeto preto de uma imagem com fundo branco. A memoria

49
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associativa morfoldgica descrita pela equacao (6.1) (Equagdo (6.2)) também possui esta caracteristica.
Além disso, uma dilatacdo (erosdo) € usada para remover ruido erosivo (dilativo) de uma imagem.
Dizemos que uma imagem x € uma versao de x corrompida com ruido erosivo (dilativo) se x < x
(X > x).

6.1.1 Aprendizado

Suponha que armazenamos um udnico par (x,y) na memoria. Pelas equagdes (6.1) e (6.2), encontra-
mos, respectivamente,

j=1
¢ n
yi=MBx), = )\ (w; + ). (6.4)

<
Il
-

Pela equag@o (6.3) temos que y; < w;; + x;, ou seja, y; — x; < w;;. Podemos definir 11" através da
equacgdo w;; = y; — x;. Usando a nota¢do matricial da dlgebra de imagens, temos

Y1—21 ... Y1 —2Tn
Wxy = : : =yRnx, (6.5)
Yn — L1 -+ Ym — Tp
onde x* = —x' é o conjugado aditivo do vetor x.

Podemos verificar que Wy recupera o padrdo y quando apresentamos x como entrada. De fato,

V?:1 (Y1 — @3 + 24)
WxyMx = : =Yy (6.6)
V?:l (ym —x; + 372)
Repare na semelhanca entre as equagdes (6.5) e (4.3) do armazenamento por correlacdo quando ar-

mazenamos um Unico padrdo. Por analogia a (4.3), quando armazenamos o conjunto de memorias
fundamentais {(x¢,y¢),£ =1,...,k}, temos

Wxy =Y @ X", (6.7)

onde X = [x!,x2...,x*] e Y = [y}, y% ..., y"]. Note que usamos [N para gerar a matriz Wy
(equacdo (6.7)) e usamos [/ na fase de recordacdo (equagdo (6.6)).

Partindo de (6.4) e seguindo um raciocinio andlogo, encontramos
Mxy =Y M X*, (6.8)

como sendo a matriz dos pesos sindpticos da memoria associativa morfoldgica descrita pela equacao
(6.2).
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Exemplo 6.1.1. Seja

0 0 0 0 -1 0
X=10 -2 -3 e Y=1|1 -1 =-2{. (6.9)
0 -4 0 0 0 0

De acordo com a equacao (6.7) temos

000 113 0 3 0 -1 0 0
Wxy=YARAX*=|1 1 1|A|-1 13| A|-21 =2|=1]-21 =2|, (6.10)
000 0 2 4 0 3 0 0 0 O
e pela equacao (6.8) encontramos
0 00 -1 1 3 0 3 0 03 3
Mxyy=YnMX*=|111|v]|-1 1 3|Vv|-21 =2 =111 3|. (6.11)
000 0 2 4 0 3 0 0 3 4

Podemos verificar que Wy M x¢ = y¢ = Myy A x¢, para todo £ = 1,2, 3. Por exemplo,

[—1 0 0 0 0]
WxyMxl=[-2 1 2| & |0| =|1| =y, (6.12)
0 0 0 0 0
e _ -
033 0 —-1
MxyyAx*=1|11 3| R® |-2| =|-1| =y~ (6.13)
0 3 4 —4 0 |

Chamamos a atengdo do leitor para o fato de que y* M (x¢)” = y* @ (x¢)". Podemos reduzir a

notacdo denotando estes produtos externos morfolégicos por y¢ + (xﬁ)*. Desta forma, as equacdes
(6.7) e (6.8) possuem um andlogo a equagao (4.3), isto é

Wxy = /k\ <y5 + (Xg)*) , e Mxy= \k/ <y5 + (Xg)*) . (6.14)

¢=1 ¢=1

Podemos adicionar facilmente um novo par de padrdes nas memorias Wy € M xy usando as equacoes
de (6.14). Se armazenamos os pares (Xg, yé ), paraé = 1,...,k, e desejamos adicionar um novo par
(x¥1, y**1), entdo definimos

ngwe — jyatal A [y’”l v (—XHI)T} , 6.15)
ou .
Mggga — Mg{tgﬁal v/ [yk+1 + (_Xk-i-l) ] ) (616)

Entretanto, ndo podemos excluir um padrdo armazenado.
A seguinte definicdo, introduzida em [76], diz respeito ao armazenamento das memdrias funda-
mentais em uma memdria associativa morfologica.
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Definicdo 6.1.1. Uma matriz A é uma memdria [ -perfeita para (x¢,y%), com £ = 1,... k, se e
somente se, AMx¢ = y*¢, para todo ¢ = 1,..., k. Analogamente, uma matriz B é uma memoria
[N -perfeita para (x%,y*), com ¢ =1, ..., k, se e somente se, B[ x* = y¢, paratodo £ = 1,. .., k.

Pela definigdo, se X = [x!,....x*], Y = [y!,...,y*] ¢ A é uma meméria [ -perfeita, entdo
AM X =Y. Se B é [A -perfeita, entdo B[N X = Y. Temos também que, se A € [/ -perfeita, entdo
(A \Yi xﬁ) = yf paratodo{ =1,... ketodo? = 1,..., m. Equivalentemente,

%

\/(aij+x§):y§, Ve=1,...kei=1...,m. (6.17)
j=1
Da equag@o (6.17) obtemos a seguinte desigualdade para um indice j € {1, ..., n} arbitrario:
ay + a5 <yf, VE=1,...k (6.18)
& ay <y -af, VE=1,...k (6.19)
k
¢=1

Temos com isso que A < Wy e consequentemente
Y =AU X < Wxy M X. (6.21)

Pela equacio (6.14), temos Wy < yx (x¢)" < Myy paratodo{ = 1,..., k e usando a equagdo
(6.6) concluimos que Wyy M x* < (y© x (xﬁ)*) Ux* =y* = (y° x (x5)*) AN x¢ < Myy A X5,
para ¢ = 1,..., k, ou equivalentemente,

Wxy M X <Y < Mxy N X. (6.22)
Finalmente, pelas equagdes (6.21) e (6.22) concluimos que
Y=AUX <Wxy M X <Y, (6.23)

e portanto Wy X = Y. Um argumento similar mostra que se B é [A -perfeita para (x°,y*), para
todo{ =1,...,kentdo Mxy < BeMxy A X =Y.

Teorema 6.1.1. Se A é [ -perfeita e B é [N -perfeita para (x*,y*), com & = 1,. ..k, entdo
A< Wxy <Mxy <B e WxyMX =Y =Myy N X. (6.24)

Este teorema mostra que Wy € o maior elemento (mdximo) do conjunto das memdrias [ -
perfeitas e M xy € o menor elemento (minimo) do conjunto das memdrias [Al -perfeitas. Além disso,
se existe uma memoria [ -perfeita, entdo Wy € também [ -perfeita. O mesmo vale para My,
substituindo [ por N .

O seguinte teorema fornece uma condicdo necessdrias e suficientes para o perfeito armazenamento
das memorias fundamentais em uma memoria associativa morfolégica no caso hetero-associativo
[73, 76].
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Qe ) = e
N = ¢

Fig. 6.1: Padrdes recordados pela memoria associativa morfologica M xy apds apresentarmos as
chaves fundamentais x!, . .., x° como entrada.

Teorema 6.1.2. A matriz Wxy é N -perfeita para (Xﬁ, y5), com & = 1,...,k, se e somente se,
para cada & = 1,...,k, cada linha da matriz [yf X (Xf )*} — Wy contém um elemento nulo. Por
dualiade, a matriz M xy é [N -perfeita para (Xg, yf), comé =1,... k, se e somente se, para cada
¢§=1,...,k, cada linha da matriz M xy — [y5 X (x5)*} contém um elemento nulo.

Note que o teorema 6.1.2 ndo contém nenhuma hipétese sobre o nimero maximo de memdorias
fundamentais. Logo, podemos armazenar quantos padrdes desejarmos, desde que, cada linha de
y& x (Xg)* — Wxy e Mxy —y& X (Xg)* contenha um elemento nulo paracada ¢ =1, ... k.

Exemplo 6.1.2. No exemplo 6.1.1, verificamos que Wyy M x¢ = y* = Mxy A x5, para ¢ = 1,2, 3,
ou seja, Wxy e Mxy sdo memorias [ e [A -perfeitas, respectivamente. Logo, elas satisfazem as
condig¢des do teorema 6.1.2. Por exemplo, para £ = 2, temos que

wi = y% - 93% = [yz X (Xz)*hly mig = y% - x% = [y2 X (X2)*} 13
wyp = y—xy = [¥PxE),, e myn = yi—a3 = [y’x(x*)],, (6.25)
wa = y3—ai = [y x(x*)7],,, mgs = y3—a5 = [y7x(x*)],,.
Exemplo 6.1.3. Considere os padrdes bindrios x',...,x% e y!,...,y" apresentados nas figuras 1.1 e
1.2. Armazenamos estes padrdes nas memorias associativas morfoldgicas M xy e Wy . Verificamos
que Wxy Mx¢ = y¢, para todo € = 1,..., k. Entretanto somente as equacdes Wxy Mx' = y' e

Wxy M x® = y® valem para a memodria associativa morfolégica M yy. Na figura 6.1 apresentamos
os padrdes recordados pela memoria associativa morfolégica M xy apds apresentarmos as chaves

fundamentais x', . . ., x® como entrada. O erro quadratico normalizado
ly® — Mxy @ x|

[Nall
calculado sobre os padrdes x2, x3 e x* foi 0,068, 0,034 e 0, 016, respectivamente.

Teorema 6.1.3. Sejam X = [x!,... . x"] € {0,1}"* e Y = [y',...,¥*] € {0,1}™* matrizes
geradas aleatoriamente com probabilidade 1/2 de um elemento ser 0 ou 1. Se Wxy = YN X* e
Mxy =Y M X", entdo

PriWxyMX =Y)=Pr(MxyRX =Y)

et 0-07) 07007

(6.26)
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Demonstra¢do. Vamos demonstrar o teorema 6.1.3 somente para a memoria associativa morfoldgica
Wxy. O resultado para M xy pode ser obtido de modo andlogo. Durante a demonstracdo usaremos
o fato de x§ e yf serem varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas para todo
i1=1,....m,j=1,...,ne&=1,... k.

Sabemos que Wxy M X < Y paratodo X e Y. Assim, Wxy M X = Y se e somente se
Wxy M X > Y. A probabilidade de Wxy M X > Y serd obtida atridves da probabilidade de
\/?zl(wlj + le) > yi. O cdlculo desta dltima serd dividida em quatro casos distintos, disjuntos
e equiprovdveis. No final teremos Pr(\/"_,(wi; + 2;) = y{) = (Pr(Caso 1) + Pr(Caso2) +
Pr(Caso 3) + Pr(Caso 4))/4.

Caso (1). Se z} = 1 ey} = 1, teremos

o) o —020) <ty (3

ot

£=1

Pr(wy; > 0) = Pr (

X k
Pr(w1j+w§§0)=PT (/\ (yf—x?—i—w}) SO) = Pr (1/\/\ (yf—wi—i—x;) SO)

=1

_ 1_pr(/’“\(y§_m§+m;)>o>:1_[pr((y§_x§+x;)>o)y1: o

n
Pr ( (wlj + :L'}) > y%) = Pr ((wu +1)Vv (
j=1 j=2

= Pr ((w11+1 >1 + Pr (\/ w1]+x

(0707 :

Caso (2). Se z} = 1 ey} = 0, teremos

(\n/ wyj + T >y%) = Pr ((w11+1)v <\"/ (w1j+%1')) >0)

= Pr((wy +1)>0)+Pr (\/ wij + ) >o) Pr((w11+1)>0)Pr(

Jj=2
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=
<.
+
8
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v
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v

v
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=
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=
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=
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=
<.
L=<z
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(wlj + w}) > 0)

j=2

n n
= 1+ Pr (\/ wlj—l—x — Pr (\/ wlj—l—:ﬂ >O) =1.



6.1 Memorias Associativas Morfologicas Heteroassociativas

55

Caso (3). Se x} = 0 e y{ = 1, teremos

Prwn 21) = (/k\ ) )=PT(1A;\(yf—w§)21>:[P’“(yf—:vi)m]k1=(i>k_l,

Assim,

<\"/ wyj +x >y1) = Pr (wll\/ (\"/ (w1j+gc})) > 1)

= Pr(wy; > 1)+ Pr (\/ w1]+x > )Pr(w11>1)Pr (\/ (w1j+w})>1)
Y s

(@)

Caso (4). Se z} = 0 e yi = 0, teremos

Assim,

<=

Pr<' (w1]+x)>y1) (wll\/(\n/ wlj—i-w ) 0)

n n
= Pr(wy; > 0) + Pr (\/ wlj—l—x )Pr(w11>0)Pr (\/ (w1j+m})>0)
=2

)

—_

n—1
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Finalmente teremos

Pr (\n/ (wij + ) = yi) = i {1 — <1 - <§>H> (1 — <%>H>n_l +1

J=1

(@) @) ) O]
Sl ) 0T 07)

Portanto,

Pr(Wxy X =Y) = [Pr(Wxy Bx =y9)]" =
SR CON RS CORIEON

Exemplo 6.1.4. Considere o conjunto de padrdes bindrios {(x¢, y*), x* € {0, 1} y& € {0,1}%, ¢ =
1,..., k} gerado aleatoriamente com distribui¢do uniforme. Armazenamos este conjunto de memdrias
fundamentais nas memdrias associativas morfoldgicas Wy e Mxy. Depois verificamos se y& =

W M x¢ para todo ¢ = 1,..., k. Repetimos o experimento 1000 vezes para diferentes valores de k

(ntiimero de memdrias fundamentais armazenados). Na figura 6.2 apresentamos com Y/ a probabi-

lidade empirica de y* = W M x% e com A a probabilidade empirica de y¢ = M [N x¢, para todo

¢ = 1,...,k. A linha tracejada representa a probabilidade tedrica dada pela equagdo (6.27). No

eixo horizontal colocamos &, o nimero de memorias fundamentais. Note que que as probabilida-

des empiricas Pr(W M X =Y)e Pr(WR@A X = Y) coincidiram e ambas sdo menores que 1 para

k > 4. Este resultado mostra que as memdrias associativas morfoldgicas bindrias heteroassociativas

ndo conseguem armazenar muitas memorias fundamentais.

O seguinte teorema, introduzido em [73, 76], caracteriza a recordacdo de um padrdao y” apds
apresentarmos como entrada uma versao corrompida da chave fundamental x”. Um resultado andlogo
pode ser obtido para a memdria associativa M xy usando o conceito de dualidade.

Teorema 6.1.4. Seja X" uma versdo ruidosa do padrdao x". Wxy M X” =y7 se e somente se

m k
f}gx;v[/\\/<y3—yf+x§> CVi=1,....m, (6.27)
i=1 6y
e para cada indice de linha i € {1, ..., m}, existe um indice de coluna j; € {1,...,n} tal que

k

=g [V (k4 5)

§F£Y

(6.28)




6.1 Memorias Associativas Morfologicas Heteroassociativas 57

Capacidade de Armazenamento (Probabilidade)

5 10
Numero de Memorias Fundamentais (k)

Fig. 6.2: A linha com 5/ representa a probabilidade empirica y¢ = W M x¢ paratodo £ = 1,..., k.
A linha com A representa a probabilidade empirica de y* = M A x¢ paratodo ¢ = 1,..., k. Alinha
tracejada representa a probabilidade dada pela equacgao 6.27.

O seguinte teorema, introduzido por Sussner em [93], determina precisamente a agdo da memdoria
associativa morfolégica Wxy no caso bindrio. Um resultado andlogo pode ser obtido para Wiy
usando o conceito de dualidade.

Teorema 6.1.5. Seja X € {0,1}"*%, Y € {0,1}™* ex € {0,1}". Se 0 # x < \/]g:1 x¢ entdo

q
Wxr@x=\/\/ ¥, (6.29)

t=1t€O;

onde {©1,0,,...,0,} é o conjunto de todos ©, C {1, ..., k} tais que

\/ x6 > x . (6.30)
£€O

Exemplo 6.1.5. Considere os padrdes bindrios x!,...,x° e y!,...,y® apresentados nas figuras 1.1
e 1.2. Armazenamos estes padrdes na memoria associativa morfolégica Wy . No exemplo 6.1.3
verificamos que Wxy M x¢ = y* para todo £ = 1,..., k. Considere agora os padrdes X', ..., %"
apresentados na figura 6.3. Estes padrdes foram obtidos introduzindo ruido salt (ruido erosivo) com
probabilidade 0, 3. Verificamos que as recordacdes fundamentais y'!, . . ., y® foram encontradas como
saida apés apresentarmos os padrdes corrompidos X!, ..., X® como entrada. Repetimos o experi-

mento 1000 vezes e verificamos que o erro quadratico médio normalizado

5 € _ 3
EQMN = E <% 3 ly W;)zﬁ v x H) —0. 6.31)
£=1
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Fig. 6.4: Padrdes corrompidos com ruido pepper com probabilidade 0, 3 usados como entrada, abaixo
os respectivos padrdes recordados pela memdria associativa morfolégica M xy-.

Também armazenamos o conjunto das memorias fundamentais {(x¢,y*),& = 1,...,5} namemoria
associativa M xy. Utilizamos como entrada os padrdes corrompidos com ruido pepper (ruido dila-
tivo) com probabilidade 0, 3 apresentados no topo da figura 6.4 e encontramos como resposta da
memoria os padrdes apresentados na segunda linha da figura 6.4. O erro quadritico normalizado
ly® — Mxy A X%||/|ly¢|| para & = 1,...,5 foi, respecitvamente, 0, 081,0,068,0,035,0,016 e 0.
Repetimos o experimento 1000 vezes e encontramos um FQM N = 0, 04.

6.2 Memorias Auto-Associativas Morfologicas

Nesta secdo consideramos o caso auto-associativo, isto €, ¥ = X. Um discucdo detalhada das
memorias auto-associativas morfoldgica para padrdoes em tons de cinza encontra-se em [97]. Neste
caso, as matrizes W x e Mxx sdo dadas por

k

Wi; = Z\:l (xf - x§> e Mmi; = \/ (xf — xﬁ) , (6.32)

xi=1
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Fig. 6.6: Padrdes recordados pela memdria auto-associativa morfoldgica Wy y quando apresentamos
os padrdes da figura 6.5 como entrada.

e na fase de recordagdo usamos as equacdes (6.1) e (6.2), respectivamente.

A fase de recordagdo das memdrias auto-associativas morfoldgicas sdo descritas em termos dos
seus pontos fixos e regides de recordacdo [90, 94]. Um resultado andlogo pode ser obtido para a
memoria associativa morfolégica M x x usando o conceito de dualidade.

Teorema 6.2.1. Para todo X = [x!,... x*] € R™¥* o conjunto dos pontos fixos de Wx x inclui os
padrées x', ... x". Além disso, para todo x € R", temos

WxxMx=x, (6.33)
onde X denota o supremo de x no conjunto dos pontos fixos de W x.

O seguinte coroldrio afirma que a fase de recordagao das memorias auto-associativas morfolégicas
¢ efetuada em um tnico passo.

Corolario. Seja X € R™. O conjunto dos pontos fixos de Wx x consiste de todos Wx x M X tais que
x € R". Além disso, se X, para & = 1,. ..,k é o padrdo recordado por Wx x apés apresentarmos o
padrdo-chave x, entdo x < x¢.

Lembre-se que uma versao ruidosa X de um padrao x € uma versao erodida de x quando X < x e
€ uma versao dilatada de x quando x > x. Usando esta terminologia temos que se Wxx M X7 = x7,
entdo pelo teorema 6.2.1, X7 deve ser uma versao erodida de x”. Analogamente, se M xx M X7 = x7,
entdo X" deve ser uma versdo dilatada de x7.

Exemplo 6.2.1. Considere os padrdes x', ..., x* apresentados na figura 1.3. Armazenamos estes
padrdes na memoria associativa morfoldgicas Wx x usando a equacdo (6.32). Depois geramos os
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Fig. 6.8: Padrdes recordados pela memoria auto-associativa morfolégica M x x quando apresentamos
os padrdes da figura 6.7 como entrada.

padrdes X!, ..., x* introduzindo ruido pepper (ruido erosivo) com distribui¢io uniforme e proba-

bilidade 0, 3. Na figura 6.5 apresentamos os padrdes corrompidos x!,...,x* e na figura 6.6 apre-
sentamos os padrdes recordados pela memoria associativa morfoldgica Wy x apds apresentarmos os
padrdes corrompidos X!, ..., x*. Repetimos o experimento acima 1000 vezes e encontramos um erro
quadratico médio normalizado (EQMN) de 0, 0028.

Realizamos um experimento andlogo usando a memoria associativa morfoldgica M x x € os padroes
corrompidos com ruido salt (ruido dilativo) gerados com distribui¢do uniforme com probabilidade
0, 3 apresentados na figura 6.7. Na figura 6.8 apresentamos os padrdes recordados pela memoria as-
sociativa morfoldgica M x x apds apresentarmos os padrdes corrompidos com ruido dilativo da figura
6.7. Repetimos o experimento 1000 vezes e encontramos um FQM N = 0,0039.

Um padrio x contendo ruido dilativo ndo pode ser recordado usando W x, pois pelo coroldrio
acima, se &; > z para algum i, entdo Wy x M X” > x?. Analogamente, um padrdo X” contendo
ruido erosivo ndo pode ser recordado usando My x pois se Z] < x] para algum 7, entdo My x [N X7 <
x7.

Exemplo 6.2.2. Considere os padrdes bindrios x',...x! € {0,1}3° apresentados na figura 6.9.
Armazenamos estes padrdes na memoria associativa morfoldgica W x e verificamos que todas as
recordacdes fundamentais sd@o pontos fixos. Depois, introduzimos ruido dilativo nas memorias fun-
damentais revertendo um tnico pixel do fundo da imagem obtendo os padrdes apresentados na figura
6.10. Na figura 6.11 apresentamos os padrdes recordados pela memoria associativa morfoldgica Wy x
quando apresentamos os padrdes da figura 6.10 como entrada. Note que nenhuma das memorias fun-
damentais foi recordada. Por outro lado, a memodria associativa morfolégica My x € eficiente para
recordar padrdes corrompidos com ruido dilativo e todas as memorias fundamentais foram recordadas
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por esta memoria apds apresentarmos os padroes da figura 6.10 como entrada.

1 253458 Sl

Fig. 6.9: Padrdes bindrios x!, . .., x! usados nos exemplos 6.2.2 ¢ 6.3.1.
Fig. 6.10: Padrdes x', . . ., x1° corrompidos com ruido dilativo.

2243 B 430

Fig. 6.11: Padrdes recordados pela memoria associativa M x x apOs apresentar os padrdes da figura
6.10 como entrada.

6.3 Memorias Auto-associativas Morfologicas Binarias

Nesta sec@o discutimos as memdrias associativas morfoldgicas bindrias. Lembramos que um padrao
é binardrio se x* € {0,1}" para todo £ = 1,...,k. Sabemos que as memdrias auto-associativas
morfolégicas podem armazenar infinitos padrdes. No caso bindrio poderemos armazenar 2" padroes,
onde n é a dimensao do padrdes.

Dado um conjunto de padrdes bindrios {x!,...,x"} e um fndice I/, denotaremos por L; o maior
subconjunto de {1, ..., k} tal que xf = 1 para todo £ € L;. Em outras palavras, o conjunto L; diz
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[ |
a) b) c)

Fig. 6.12: Nos itens a), b) e ¢) temos e, Wxx M es; e x° A x°, respectivamente.

quais sdo as memérias fundamentais x° que possuem valor 1 na I-ésima componente. Usando esta
notacdo podemos enunciar o seguinte teorema [94].

Teorema 6.3.1. Seja'y um ponto fixo de Wxx tal quey; =1ley < N/, x¢, entdoy = Neer, x¢.

Corolario. Se e; é a [-ésima coluna da matriz identidade, entdo

WxxWe = \ x°. (6.34)
gel;
Exemplo 6.3.1. Considere os padrdes x!, ..., x! apresentados na figura 6.9. Na figura 6.12 a) apre-

sentamos o padrdo e;; € {0,1}3% que foi usado como entrada da memoria Wy x. Na figura 6.12
b) apresentamos o padrao recordado pela memoria auto-associativa morfoldgica, isto € W x M es;.
Note que os padrdes x° e x° possuem valor 1 na componente 31. Logo, Ls; = {5,9}. Na figura 6.12
) apresentamos /\ge Lo x¢ = x® A x°. Note que as imagens dos itens b) e ¢) sdo iguais, verificando a
validade do coroldrio 6.3.

Na demonstrag@o do coroldrio, usamos o fato de /\ge L x¢ ser um ponto fixo de Wy x. Na verdade,
podemos mostrar um resultado muito mais forte. Para isso, vamos apresentar a seguinte definicao
[11]:

Definiciio 6.3.1. Uma expressdo envolvendo x!, ..., x"

reticulado em x', ... x".

e os sibolos V e A € chamado polinomio

Pela defini¢do acima, temos que \/}_, /\§€ L x¢ é a forma geral de um polindmio reticulado. Em
particular, /\56 L 2¢ é um polindmio reticulado em x',....x* e é um ponto fixo de Wxx. O se-
guinte teorema relaciona o conjunto dos pontos fixos das memorias associatias morfolégicas com os

polindmios reticulados em x*, . . ., x* [95].

Teorema 6.3.2 (Teorema dos Pontos Fixos das Memoérias Associativas Morfogicas Binarias).
Seja X = [x',...,x*] € {0,1}"*k. Um padrao bindrio y, diferente dos padrées 0 e 1, é um ponto
fixo de Wx x se e somente se'y é um polinomio reticulado em x', . .., x*. Analogamente, um padrao
bindrio z # 0,1 é um ponto fixo de Mxx se e somente se z é um polindémio reticulado em x*, . .. x*.

O teorema 6.3.2 mostra que uma memoria auto-associativa morfolégica bindria tem grande pro-
babilidade de ter um grande nimero de estados espurios. Com base nos teoremas apresentados ante-
riormente podemos dizer:
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1. A capacidade absoluta das memorias auto-associativas bindrias é 2" se n for a dimensao dos
padrdes armazenados.

2. Todo padrao recordado € um ponto fixo da memoria (convergéncia com uma Unica iteragdo).

3. Os pontos fixos de Wy x e My x incluem os padrdes originais bem como um grande nimero
de estados espurios.

4. A memoria Wy y exibe uma excelente tolerancia com respeito a padrdes erodidos e M x x, com
respeito a padrdes dilatados.

5. Wxx e Mxx ndo sao eficientes na recordag@o de padrdes corrompidos por ambos ruido dilati-
VOS € erosivos.

Na préxima se¢do apresentaremos um modelo com caracteristicas melhores com respeito aos itens
3,4 e 5, que mantém as caracteristicas dos itens 1 e 2.

6.4 Memorias Associativas Morfologicas de Duas Camadas

As memoérias Wxy e Myy possuem excelente tolerancia com respeito a padrdes corrompidos com
ruido somente erosivo ou somente dilativo, respectivamente, mas nao sao eficientes quando o padrao
apresentado possui ambos ruidos. Para evitar este problema, podemos fazer combina¢des das memdorias
Wxy e Mxy. Estas combinacdes produzem as memdrias associativas morfologicas de duas cama-
das. Como veremos, as memorias associativas de duas camadas possuem um nimero menor de pontos
fixos, aumentando assim a tolerancia a ruidos e diminuindo o nimero de memorias espurias.

6.4.1 Arquitetura

Primeiramente vamos lembrar a defini¢do do nicleo de uma memoria associativa morfolégica 1.

Defini¢iio 6.4.1. Sejam X € {0,1}"* e Y € {0,1}"*. Uma matriz Z = [z',2% ...,2z"] de
dimensodes n X k é um niicleo para (X,Y’) se e somente se existe uma memoria W tal que

WM (Mz;RX)=Y. (6.35)
Se X =Y, dizemos que Z é um ntcleo para X.

Suponha que existe Z (nticleo) tal que Wy M (Mzz A X) =Y. Como Mxx N X = X para
todo X € {0,1}™**, entdo podemos dizer que:

Wzy M (Mzz R (Mxx N X)) =Y. (6.36)
Assim, dado um padrdo x, encontramos

y=Wxn 8 (MzzR (MxxAx)) =Wz M (MzzA Mxx) Ax) =Wzy M (MRAx),
(6.37)
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zn(t) — O O—zn(t+1)
Fig. 6.13: Arquitetura das Memoria Associativa de Duas Camadas descrita pela equacao (6.40).

onde M ¢ uma matriz que depende de Z e X. Na deducdo acima, M = My, [N My x, mas faremos
uma pequena mudanga na definicdo da matriz M.

Nossa dificuldade estd em encontrar um nucleo para (X,Y). Sabemos que o niicleo depende
somente de X . Precisamente, devemos ter Z < X, comz’ Az* = 0e z" % x¢ para todo &, 7, € # 7.
Entretanto, vamos supor apenas que z” A z* = 0 e z7 £ z¢ para todo 7, &, £ # 7. Note que Z néo
depende mais de X. Se X € {0,1}™**, Y € {0,1}™** e Z € {0,1}P**, entdo Wy € Mxx sdo
matrizes m X p e n X n respectivamente. Para manter uma coeréncia nas operagdes, M deve ser uma
matriz p X n. Logo, tomaremos

M = My? = Mxz N Mxx. (6.38)
Assim, dado um padrao-chave x, tomamos
y =Wz & (Mg”Ax), (6.39)

como sendo o padrio recordado.

A operagdo MZ A x pode produzir como resposta um vetor que nio pertence ao conjunto
{0,1}™ e isso pode ser ruim quando trabalhamos com memdrias bindrias. Introduzimos uma fungéo
limiar aplicada no resultado de M3¥Z [ x na equagdo (6.39) para evitar este problema. Precisamente,
definimos a memdria associativa:

y=Wzy M f (Mj)((z A X) ) (6.40)
onde M7 = Mxz N Mxx e f(x) = [fi(x), f2(x), ..., fp(x)] com

i) = {

Na figura 6.4.1 apresentamos a arquitetura da rede deste modelo neural. O modelo dual pode ser
obtido de um modo andlogo.

1 se z;>0

0 caso contrario. (6.41)
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6.4.2 Aprendizado

O aprendizado da memoria associativa morfoldgica de duas camadas consiste em escolher Z =

z',z?%,...,2z"] € {0,1}PF comz* ANz? = 0ez® £ 27, V¢, 7, £ # ~ e construir as matrizes
Wyy = YN Z*e M{? = Mxz [N Mxx = (ZMX*) ® (X & X*). A escolha de Z ¢ arbitraria
desde que satisfaca as condig¢des apresentadas acima. Note que [ = [e}, e, ..., e;] € {0, 1}P*F,

onde e; € a i-ésima base do espago R”, pode ser usada como a matriz Z neste modelo. Neste trabalho
usaremos somente Z = [,,yy.

Teorema 6.4.1 (Teorema dos Pontos Fixos da Memoria Associativa Morfolégica de Duas Cama-
das). Seja X € {0,1}"** tal que Mxx € {0,1}"k. Seja Y € {0,1}™k, Z = [z!,2%,...,2"] €
{0,1}P** e x € {0, 1}" arbitrdrio. Usaremos a notacdo © = {£ | x > x5} e M¥X? = Mxz [N M.
Se© #£ 0,27 > z° ez \Nz* = 0 paratodo &,y com~y # &. Entdo, paratodox #1=[1,1,...,1] €
{0, 1}, temos
Woy B f (M7 mx) = \/ y*. (6.42)
¢eo

Além disso, paratodo £ = 1,2, ...k etodox € {0,1}",
MXXIEszstZny(M))((ZIEX) :ys. (643)

A demonstragdo deste teorema encontra-se em [94]. A memoria associativa morfoldgica de duas
camadas apresentada acima possui menos estados espurios que o modelo Wy x e portanto, possui
uma melhor tolerancia a ruido. Um resultado andlogo pode ser obtido para a versido dual da memoria
associativa morfoldgica de duas camadas usando o conceito de dualidade.

Exemplo 6.4.1. Considere os padrdes bindrios x!, ..., x% e y!,...,y" apresentados nas figuras 1.1 e
1.2. Armazenamos estes padroes na versao dual da memoria associativa morfoldgica de duas camadas
usando Z = Iyo96x5 € verificamos que y* = Wy M f (M{# A x¢) para todo = 1,..., k. Depois
verificamos que as recordacdes fundamentais y', ..., y® sdo recordadas apds apresentarmos como
entrada os padrdes X!, ...,X° apresentados na figura 6.3. Repetimos o experimento 1000 vezes e
verificamos que o erro quadratico médio normalizado

5 ~
1 C- M ¢
EQMN = E (5 S Iy || ?ﬁmx ”) —0. (6.44)
Yy
=1

Finalmente, utilizamos com entrada os padrdes corrompidos com ruido pepper (ruido dilativo)
com probabilidade 0, 3 apresentados no topo da figura 6.4. Encontramos como resposta da memoria
memoria associativa de duas camdas os padrdes apresentados na figura 6.14. O erro quadratico nor-
malizado para § = 1, ..., 5 foi, respectivamente, 0, 081, 0, 068, 0,035, 0,016 e 0. Repetimos o expe-
rimento 1000 vezes e encontramos um FQM N = 0, 04.
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Fig. 6.14: padrdes recordados pela memoria associativa morfoldgica de duas camadas apos apresen-
tarmos os padrdes corrompidos apresentados no topo da figura 6.4



Capitulo 7

Desempenho das Memorias Associativas
Binarias

Neste capitulo apresentamos comparagdes do desempenho das memorias associativas bindrias intro-
duzidas nos capitulos 5 e 6. Inspirados nas 5 caracteriticas desejdveis em uma memoria associativa
apresentadas no capitulo 3, formalizamos os conceitos: capacidade de armazenamento, distribuigdo
da informagao, raio de atracdo e probabilidade de memdria espiiria. E importante observar que o
conceito de raio de atragdo foi utilizado de um modo empirico em [44]. Nesta dissertacdo apresenta-
mos uma definicao rigorosa deste conceito. O conceito de capacidade de armazenamento apresentado
nesta dissertacdo de mestrado difere do conceito de capacidade absoluta introduzido em [56]. Discu-
timos a diferenca entre estes dois conceitos na secdo 7.1. Nao encontramos na literatura um trabalho
discutindo o esforco computacional das memorias associativas neurais. Também ndo encontramos
um trabalho mencionando os conceitos de distribui¢ao da informacgao e a probabilidade de memoria
espuria de uma memoria associativa.

Nao discutimos neste capitulo o modelo BSB devido a semelhanca deste com o modelo de Hop-
field.

7.1 Capacidade de Armazenamento

A capacidade de armazenamento, denotada por C,, é uma funcio que diz a probabilidade de arma-
zenarmos um conjunto de memorias fundamentais numa memoria associativa. Esta funcdo depende
do mapeamento associativo (memoria associativa), da dimensao dos padrdes de entrada (n), da di-
mensao dos padrdes de saida (m) e do nimero de memorias fundamentais (k). Usaremos a notacao
C,(Memodria, n, m; k) no caso heteroassociativo e C,(Memoria, n; k) no caso auto-associativo.
Seja
Q={(X,Y): X =[x',x}.. ] e R”™™ Y = [y, y? ..] € R™*>}, (7.1)

o conjunto dos pares (X,Y') de matrizes X (gerada aleatériamente) com n linhas e infinitas colunas
e das matrizes Y (geradas aleatériamente) com m linhas e infinitas colunas. Considere a varidvel
aleatéria C' : () — N dada por

C=max{peN:G,(x*)=y% VeE=1,...,p}, (7.2)

67
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onde G, : R" — R™ é o0 mapeamento associativo da memoria associativa neural treinada usando os
pares (x,y®) para & = 1,...,p (primeiras p colunas de X e Y).

Definicao 7.1.1 (Capacidade de Armazenamento). Considere o espago amostral {2 definido na
equacdo (7.1) e a varidvel aleatéria C' definida pela equacgdo (7.2). A capacidade de armazenamento
de uma memdria associativa € a funcdo dada pela equagao

C.(Memoria, m,n; k) :=1— F.(k) = Pr(C > k), (7.3)
onde F é a fungdo de distribuicdo da varidvel aleatéria C'.
Note que Pr (C' > k) é a probabilidade de G,(x¢) = y* para todo ¢ < k. Logo,
C.(Meméria, m, n; k) = Pr (Gy(x*) = y*, £ =1,... k), (7.4)

onde G, é o mapeamento associativo obtido apds armazenar os pares (x¢,y®) paraé = 1,..., k.

Podemos estimar a capacidade de armazenamento de uma memdria associativa usando o conceito
de fungdo de distribuicdo empirica em conjunto com o teorema de Glivenko-Cantelli [10]. A fungao
de distribui¢do empirica para varidveis aleatérias C, Cy, . . ., Cy é a fungdo Fip(z) dada por

Fp(z) = % > Ind[C) < a], (7.5)

=1
onde I/nd € a fun¢do indicadora dada por

1 se () <ux,

0 caso contrario, (7.6)

O teorema de Glivenko-Cantelli afirma que se C';, Cy, . . . sdo varidveis aleatérias independentes com
uma fung¢do de distribui¢do comum F, entdo sup, |Fg(x) — Fo(z)| — 0 com probabilidade 1. O
teorema de Glivenko-Cantelli implica que, com probabilidade 1, lim, F(x) = Fo(x), para cada x
onde F¢ € continua. Assim, com probabilidade 1, teremos

1 S
C, (Meméria, n; k) =1 — lim Fr(k) = lim (1 — Fg(k)) = lim — g Ind[C; > K]. (7.7)
s S s S
=1

O conceito da capacidade de armazenamento foi inspirado no conceito de capacidade absoluta
introduzido por McEliece et. al. em [56]. A capadidade absoluta é definida como max{z € N :
C.(Memoria, m,n;x) > 1 — €}, com ¢ > 0 pequeno. Por exemplo, o teorema 5.1.2 apresenta a
capacidade absoluta da rede de Hopfield e a conjectura 5.2.1 apresenta a capacidade absoluta da BAM.
Acreditamos que existe uma perda de informac¢do na medida capacidade absoluta como apresentado
no exemplo abaixo.

Exemplo 7.1.1. Considere duas memorias associativas A e B. Na figura 7.1 apresentamos com linha
continua a capacidade de armazenamento da memoria associativa A e com linha tracejada a capaci-
dade de armazenamento da memdria associativa B. A linha vertical pontilhada representa a capaci-
dade absoluta da memdria associativa A e a linha vertical com ponto-trago representa a capacidade
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Capacidade de Armazenamento
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Numero de Padroes Armazenados

Fig. 7.1: Capacidade de armazenamento das memorias associativas A e B do exemplo 7.1.1. A li-
nha continua representa capacidade de armazenamento da memoria associativa A e a linha tracejada
representa a capacidade de armazenamento da memoria associativa B. A linha vertical com ponti-
lhada representa a capacidade absoluta da memoria associativa A e a linha vertical com ponto-traco
representa a capacidade de armazenamento da memdria associativa 5.

de armazenamento da memdria associativa B. Note que a memoria associativa A tem probabili-
dade 1 de armazenar um conjunto com menos de 33 memorias fundamentais, mas tem probabilidade
proxima de zero para armazenar um conjunto com mais de 70 memorias fundamentais. Por outro
lado, a memoria associativa B tem probabilidades 0,911 e 0,9 de armazenar um conjunto com 33
e 90 memorias fundamentais, respectivamente. Neste exemplo, a capacidade absoluta da memoria
A € maior que a capacidade absoluta da meméra B. Entretanto, este resultado ndo € suficiente para
afirmar que a memoria A pode armazenar mais padrdes que B. De fato, temos probabilidade 0, 9
de armazenar um conjunto com 90 memdrias fundamentais em 5. Por outro lado, certamente nao
poderemos armazenar o mesmo conjunto em A.

7.1.1 Memoria Associativa de Hopfield

Seja X = [x},...,x*] € {—1,1}"** a matriz das memérias fundamentais gerada aleatoriamente

com distribuicdo uniforme onde Pr(xf =1)=1/2paratodoi =1,...,ne& = 1,..., k. Daniel

Amit mostrou em [3] que
Pr(z! = sinal(Wx');) = {1 +erf ( %)] : (7.8)

N —
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onde erf € a funcao erro definida pela equagao

erf(z) = % /0 et (7.9)

Logo, a capacidade de armazenamento da memoria associativa de Hopfield é
C. (MA Hofield, n; k) = Pr(sinal(Wx®) =x%, £=1,...,k) (7.10)
kn
— [Pr <sina1(Wx€),- - xf)] (7.11)

bl

Na figura 5.1 apresentamos o gréfico da capacidade de armazenamento pelo nimero de memorias fun-
damentais. A linha tracejada representa a capacidade de armazenamento obtida pela equacao (7.12) e
a linha continua com [J representa a capacidade de armazenamento estimada usando a equagao (7.7).
Neste exemplo usamos n = 100 e s = 1000 para estimar a funcio de distribuicdo empirica.

7.1.2 Memoria Associativa Bidirecional

Substituindo o resultado da equacdo (5.17) na equagao (5.23) obtemos

km
Pr(y* =sinal (Wx®) ,Vé € {1,...,k}) = {% {1 +erf< %)}} . (7.13)

l1+erf< gl—k)}}kn (7.14)
Co (BAM, n,m; k) = {% {1 + erf( %)} }km {% ll +erf Q/g)} }kn (7.15)

Na figura 5.5 apresentamos com linha tracejada a capacidade de armazenamento da BAM dada pela
equagao (7.15) e com linha continua com [J a capacidade de armazenamento estimada usando a
equagdo (7.7). Neste exemplo tomamos n = 100, m = 80 e usamos s = 1000 para calcular a funcao
de distribui¢cdo empirica.

Analogamente,

Pr (X5 — sinal (WTyﬁ) Ve € {1’ o k‘}) _ {

N | —

Logo,

7.1.3 Memoria Associativa de Personnaz

A matriz dos pesos sindpticos da memoria associativa de Personnaz € obtida através da equacao (4.8)
que sempre terd solucdo no caso auto-associativo (W = [ € uma solucdo ). Logo, a capacidade de
armazenamento desta memoria associativa é

C, (MA Personnaz, n; k) = 1. (7.16)
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7.1.4 Memoria Associativa de Kanter-Sompolinsky

A proposi¢do 3 garante que todas as recordagdes fundamentais sdo pontos fixos da memoria associa-
tiva de Kanter-Sompolinsky. Portanto

C, (MA Kanter, n; k) = 1. (7.17)

7.1.5 Memoria Associativa Bidirecional Assimétrica

As matrizes dos pesos sindpticos da ABAM sdo obtidos usando o armazenamento por projecao. Pelo
teorema 4.2.1, o erro da dependencia linear serd nulo somente se o vetores x',...,x" forem line-

armente independentes. Entretanto, a probabilidade de um conjunto {x!,... x*} ser linearmente
independente é 1 se k < n e 0 se k > n. Analogamente para os vetores y', ..., y*. Podemos afirmar
que

C. (ABAM, n,m;k) =1— f(k— (nAm)), (7.18)

onde f € a fungdo limiar definida na equagao (6.41).

7.1.6 Memoria Associativa com Capacidade Exponencial

Chiueh e Goodman mostraram em [15] que

k -T
Pr <x;7 # sinal <Z exp [< x5, x" >] xf)) < jm, (7.19)
13

paran € {1,... k},i € {1,...,k} e T grande. Logo,
k
C, (ECAM,n,m;k) = Pr <x5 = sinal (Z exp [< x5, x" >] x5> VEed{l,. .., k}>(7.20)
3

€_T nk
> (1-— = (7.21
o < v/ 47TT> )

onde c é uma constante proxima de 1.

7.1.7 Memoria Associativa Bidirecional com Capacidade Exponencial

Podemos interpretar a BECAM como uma ECAM usando a equacdo (5.50). Concluimos que a capa-
cidade de armazenamento da BECAM satisfaz

C, (BECAM, n,m; k) > Ftm), (7.22)

onde c € uma constante proxima de 1.
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7.1.8 Memorias Associativa Morfologicas

No teorema 6.2.1 mostramos que Wxx M X = Mxx N X = X. Logo, a capacidade de armazena-
mento das memorias auto-associativas morfologicas Wxx e Mxx €

Ca (WX)(,TL;]{?) :Ca (Mxx,n; k‘) = 1. (723)
Pelo teorema 6.1.3 concluimos que

Co Wxy,n,m; k) =C, (Mxy,n,m; k)

[T (@) @) -@7) ] e

Na figura 6.27 apresentamos o grifico da capacidade de armazenamento pelo nimero de memorias
fundamentais armazenadas. Este grafico foi construido tomando n = 100, m = 80 e repetindo 1000
vezes cada experimento para obter as probabilidades. As linhas continuas com 17 e /\ representam as
estimativas da capacidade de armazenamento através da equacdo (7.7) para as memorias associativas
Wxy e Mxy, respectivamente. A linha tracejada reprensenta a estimativa dada pela equacao (7.24).

7.1.9 Memoria Associativa Morfologica de Duas Camadas

O teorema 6.4.1 afirma que Wy M f (M{? A x) = y* sempre que MxyAx = x%. Como
Wxx A x* = x% paratodo & = 1,...,k, entdo a capacidade de armazenamento das memdrias asso-
ciativas morfoldgicas de duas camadas é

C, (MAM Duas Camadas, n, m; k) = 1. (7.25)

7.2 Distribuicao da Informacao

A Fungdo Distribuicdo da Informagcdo (FDI) € uma medida da distribui¢do da informacdo arma-
zenada numa memdria associatva neural. Esta medida é uma fun¢ao que depende da memoria, da
dimensao dos padrdes de entrada e saida, do nimero de memorias fundamentais armazenadas e da
porcentagem do nimero das conexdes sindpticas excluidas da memoria associativa neural.

Considere o espago amostral 2 = {(X,Y)|X = [x!,...,x*] € R™* Y = [y!,...,y"] €
R™*k} e defina sobre () a varidvel aleatéria D : Q2 — [0, 100] dada por

D = max{r € [0,100] : G§(x*) = y*, V¢ =1,... .k}, (7.26)

onde G : R" — R™ € o mapeamento associativo da memoria associativa neural treinada com as
memorias fundamentais (x¢,y%), £ = 1,...,k e com 2 % do nimero total de conexdes sindpticas
excluidas (primeiro treinamos a memoria associativa e depois excluimos aleatoriamente as conexdes
sinpéticas). Note que G = GY é 0 mapeamento associativo com todas as conexdes sindpticas.
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Definicao 7.2.1 (Funcao da Distribuicao da Informacao). A funcdo da distribuicdo da informacdo
(FDI) de uma memodria associativa com k padrdes armazenados é

D(Memoéria,n, m, k;z) = 1— Fp(z) = Pr(D > ) (7.27)
= Pr(Gix%)=y%¢=1,...k), (7.28)

onde Fp € a funcdo de distribuicdo da varidvel aleatéria D definida na equacao (7.26).

Usamos o conceito de funcao de distribuicdo empirica e o teorema de Glivenko-Cantelli para esti-
mar a distribuicdo da informagdo de uma memoria associativa neural. Nas figuras 7.2 e 7.3 apresenta-
mos a FDI empirica das memorias associativas bindrias apresentadas nesta dissertacdo. As memorias
associativas bindrias foram treinadas com 6 padrdes gerados aleatoriamente. Nos experimentos com-
putacionais usamos n = 100, m = 80 e estimamos a FDI realizando 100 simulacdes.

Na figura 7.2 apresentamos a FDI empirica para o caso auto-associativo. A linha com o representa
a ECAM e a linha com X representa a memoria associativa morfoldgica de duas camadas. Note que
estes dois modelos forneceram a mesma FDI empirica. A linha com [ representa a memoria auto-
associativa morfolégica Wy x. A memoria auto-associativa My y produziu um resultado semelhante
e nao foi apresentada no grafico. A linha com * representa a memoria associativa de Hopfield, a linha
com V representa a memoria associativa de Personnaz e a linha com A representa a memoria asso-
ciativa de Kanter-Sompolinsky. Note que a memdria associativa de Personnaz apresentou a maior
FDI empirica ponto a ponto. A informacdo armazenada na ECAM e na memodria associativa mor-
foldgica de duas camadas ndo é bem distribuida nas conexdes sindpticas pois estas duas memorias
apresentaram a menor FDI empirica ponto a ponto.

Na figura 7.3 apresentamos a FDI empirica para o caso heteroassociativo bindrio. A linha com o
representa a BECAM e a linha com X representa a memdria associativa morfoldgica de duas camadas.
A FDI empirica destes dois modelos coincidem. A linha com [J representa a memoria associativa
morfolégica Wy . Note que a memdria associativa morfolégica Wy teve uma probabilidade 0, 33
de armazenar todas as memorias fundamentais como pontos fixos. Este resultado confere com o
grafico da capacidade de armazenamento discutido na sec¢do anterior. A memoria associativa M yy
produziu um resultado semelhante. A linha com * representa a BAM e a linha com A representa a
ABAM. Note que a ABAM apresentou a maior FDI empirica ponto a ponto.

7.3 Raio de Atracao

O raio da bacia de atragc@o, ou simplesmente, raio de atra¢cdo é uma medida para a tolerancia a ruido
de uma memdria associativa. Este conceito foi usado empiricamente por Kanter-Sompolinsky em
[44]. Nesta se¢do fornecemos uma defini¢cdo rigorosa deste conceito.

Defini¢iio 7.3.1 (Raio de Atracdo). Sejam Q = {(X,Y) : X = [x},...,x}] € R™*F Y =
[y',...,y"] € Rm*kl e RF . ) — R a varidvel aleatéria

R" = sup{r e R: d(x,x") <r,Gi(x) = y'}, (7.29)

onde G} : R" — R™ é o mapeamento associativo da memdria treinada com as memdorias funda-
mentais (x5, y%),para =1,...,k,ed: R" x R* — [0, +00) é uma métrica. O raio de atragio de
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Fig. 7.2: FDI empirica das memdrias auto-associativa neurais pela porcentagem de conexdes
sindpticas excluidas. As linhas representam: ECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM W x
(0J), MA Hopfield (x), MA Personnaz (A) e MA Kanter (V).
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Fig. 7.3: FDI empirica das memorias heteroassociativa neurais pela porcentagem de conexdes

sindpticas excluidas. As linhas representam: BECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM Wy
(0), BAM (%) e ABAM (A).
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uma memoria associativa serd
p(Meméria, m,n; k) := E(R), (7.30)
onde E(R") representa a esperanga da varidvel aleatéria R”.

Na equacio (7.29), se x é uma versdo ruidosa de x! com d(x, x*) < R*, entdo o padrio recordado
pela memoria € y!, que é o mesmo padrio recordado quando apresentamos a memoria fundamental
x!. No caso bindrio, podemos substituir sup por max pois d(x, x!) assume somente valores discretos.
Nesta dissertacdo usamos como métrica a distancia de Hamming definida como sendo o nimero de
componentes distintas de dois padrdes bindrios ou bipolares.

Na prética estimamos R* da seguinte forma:

1. Tome x = x!,

2. Enquanto G (x) = y! faga:

(a) Escolha aleatoriamente um indice i € {1,...,n} que ainda ndo foi escolhido,

(b) Defina z; = —z; no caso bipolar (ou z; = 1 — x; no caso bindrio).
3. Defina R* = dy(x,x!) — 1.

O procedimento acima fornece um valor R* maior que o valor tedrico definido na equacdo (7.29).
Entretanto, esta diferenca € irrelevante pois usaremos R* somente para comparar os modelos de
memorias associativas bindrias ou bipolares e usaremos sempre o procedimento descrito acima. Tendo
RF, podemos estimar o raio de atragio usando a lei dos grandes niimeros.

Lembre-se que o padrao recordado por uma memdria associativa dinamica € obtido somente ap6s
a convergéncia para um ponto fixo e a recursividade da fase de recordacdo estd implicita no mapea-
mento associativo da memdria.

Sabemos que a memoria associativa morfoldgica M xy e a memoria associativa morfoldgica de
duas camadas apresentam tolerancia a ruido somente se o padrio-chave x > x!. Por esta razdo impo-
mos x' = 0 na hora de gerar as memdrias fundamentais (x¢, y¢), para ¢ = 1,..., k. Analogamente,
impomos x! = 1 para a memdria associativa morfolégica Wy e a versdo dual da meméria associa-
tiva de duas camadas. Portanto, o raio de atragdo obtido para as memdrias associativas morfologicas
s fard sentido para padrdes corrompidos somente com ruido dilativo ou erosivo.

Na figura 7.4 apresentamos o grafico do raio de atracdo pelo niimero de memdrias fundamentais
armazenadas nas memorias auto-associativas bipolares e bindrias discutidas nesta dissertagao. Os
graficos foram obtidos usando x¢ € {—1,1}!% (ou x¢ € {0,1}'%) e calculando a média apés 100
simulacdes. A linha com X representa a memoria associativa morfolégica de duas camadas e a li-
nha com o representa a ECAM. Estes dois modelos possuem os maiores raios de atragdo. A linha
com [ representa a memoria associativa morfolégica Wx x. A memdria associativa My x produziu
um resultado semelhante e nao foi apresentada na figura 7.4. Note que o raio de atragao da memoria
associativa morfologica W x (e Mx x) apresentou um grande decaimento. Este resultado € uma con-
sequencia do teorema 6.3.2. A linha com * representa a memoria associativa de Hopfield, a linha com
V representa a memoria associativa de Personnaz e a linha com A representa a memoria associativa
de Kanter-Sompolinsky. Note que a memoria associativa de Kanter-Sompolinsky apresentou um raio
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Fig. 7.4: Raio de atragdo das memorias auto-associativas bindrias pelo nimero de memdrias fun-
damentais. As linhas representam: ECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM Wxx (1J), MA
Hopfield (x), MA Personnaz (A) e MA Kanter (V). As linhas tracejadas com x e L] representam as
memorias associativas morfoldgicas de duas camadas e de camada tnica, respectivamente, sem impor
x!=0oux!=1.

de atracdo maior que o raio de atracdo da memdria associativa de Personnaz. Esta é a vantagem de
impor w;; = 0, parat = 1,...,n [44]. Note que a memoria associativa morfolégica de duas camadas
apresentou o maior raio de atragdo, entretanto, sua corre¢ao de erro € limidada para memorias-chave
x < x!. O segundo maior raio de atragio foi da ECAM que € vélido para ambos os tipos de ruido, di-
lativo e erosivo. As linhas tracejadas com x e [J representam as memorias associativas morfoldgicas
de duas camadas e de camada tinica, respectivamente, sem impor x' = 0 ou x! = 1. Note que ambas
memorias associativas morfoldgicas tiveram raio de atragao proximo de zero.

Na figura 7.5 apresentamos o grafico do raio de atragdo pelo nimero de memdrias fundamentais
armazenadas. Os graficos foram obtidos usando x¢ € {—1,1}!% (oux¢ € {0,1}1%9), y* € {—1,1}*
(ou y* € {0,1}%) e calculando a média ap6s 100 simulagdes. A linha com x representa a memoria
associativa morfoldgica de duas camadas e a linha com o representa a BECAM. A linha com [J repre-
senta a memdria associativa morfolégica Wxy. A memoria associativa M xy produziu um resultado
semelhante. A linha com * representa a BAM e a linha com A representa a ABAM. Em analogia ao
caso auto-associativo, a memoria associativa morfologica de duas camadas apresentou o maior raio
de atracdo, entretanto, sua correcdo de erro é limidada para memoérias-chave x < x!. O segundo
maior raio de atracao foi da BECAM que € a generalizacdo da ECAM para o caso heteroassociativo.
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Fig. 7.5: Raio de atracdo das memorias heteroassociativa pelo nimero de memorias fundamentais.
As linhas representam: BECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM Wy (1), BAM (x) e ABAM
(A). As linhas tracejadas com x e [ representam as memdrias associativas morfoldgicas de duas
camadas e de camada unica, respectivamente, sem impor x!'=0oux'=1.

As linhas tracejadas com x e L] representam as memdrias associativas morfoldgicas de duas camadas
e de camada tnica, respectivamente, sem impor x! = 0 ou x! = 1. Note que ambas memdrias
associativas morfolégicas tiveram raio de atragao préximo de zero.

7.4 Memorias Espurias

Nesta secao medimos a probabilidade de um padrao-chave convergir para um padrao que nao faz
parte do conjunto das memdrias fundamentais de uma memoria associativa treinada com k padroes.

Defini¢io 7.4.1 (Probabilidade de Memoéria Espiria, PME). Seja Q) = {(X,Y, x)|X = [x!,...,x"] €
Rk Y = [y!,...,y*] € R™* x € R"}. A probabilidade de uma memdria associativa treinada
com k memérias fundamentais convergir para uma memdoria espuria é

&(Meméria, n,m; k) := Pr (Gr(x) € {y',...,¥y"}) =1 - Pr(Gi(x) € {y',....¥y"}), (73D

onde GG;, : R" — R™ é o mapeamento associativo da memoria associativa treinada com as memorias
fundamentais (x,y%),é =1,..., k.



78 Desempenho das Memorias Associativas Binarias

Usaremos a lei dos grandes nimeros para estimar a probabilidade de memoria espuria (PME)
de uma memoria associativa neural. Devemos ter um cuidado especial com as memorias associati-
vas morfoldgicas pois sabemos que a MAM Mxy e a MAM de duas camadas sempre fornecerdo
uma memoria espuria como resposta se o padrao-chave x < /\lg:1 x¢, onde x8,& = 1,...k sdo as
memorias fundamentais armazenadas. Para evitar este problemas, definimos x* = 0. Assim, para
todo padrdo-chave x € {0,1}", teremos x > /\lg:1 x¢ e podemos interpretar x como sendo uma
versdo corrompida com ruido dilativo. Analogamente, a MAM Wy e a versdo dual da MAM de
duas camadas sempre fornecerdo uma memoria espuria se o padrao-chave x > \//Ig:1 x¢ e definire-
mos x* = 1 para evitar este problema.

Na figura 7.6 apresentamos a PME pelo nimero de memdrias fundamentais armazenadas nas
memorias auto-associativas bindrias apresentadas nos capitulos 5 e 6. Neste experimento usamos
n = 100 e realizamos 1000 simula¢des para calcular as probabilidades empiricas. A linha com X
representa a memoria associativa morfolégica de duas camadas e a linha com o representa a ECAM.
Note que a PME destes dois modelos foi sempre nula. A linha com [J representa a memoria associ-
ativa morfolégica W x. A memoria associativa M x x produziu um resultado semelhante e nao foi
apresentada na figura 7.6. Note que a PME da memoria associativa morfoldgica Wy x (e Mxx) tende
rapidamente para 1. Este resultado € uma consequéncia do teorema 6.3.2 sobre os pontos fixos das
memorias auto-associativas morfolégicas bindrias. A linha com * representa a memoria associativa
de Hopfield, a linha com V representa a memoria associativa de Personnaz e a linha com A repre-
senta a memoria associativa de Kanter-Sompolinsky. Note que a PME é sempre maior que 1/2 pois
0 mapeamento associativo destes trés tltimos modelo é um mapeamento fmpar e portanto, se x° é
um ponto fixo, entdo —x* também é um pontos fixos da memoéria associativa. As memorias associa-
tivas morfoldgicas apresentaram ambas um probabilidade empirica proxima de 1 se ndo impormos a
condi¢io discutida no pardgrafo anterior sobre o padrio x!.

Na figura 7.7 apresentamos a probabilidade de memoria espuria pelo nimero de memorias fun-
damentais armazenadas nas memorias heteroassociativas bindrias. Neste experimento tomamos n =
100, m = 80 e efetuamos 1000 simulagdes para calcular as probabilidades empiricas. A linha com x
representa a memoria associativa morfoldgica de duas camadas e a linha com o representa a BECAM.
Ambos modelos apresentaram uma probabilidade de memdria espuria nula. A linha com L] representa
a memoria associativa morfolégica Wy . A linha com * representa a BAM e a linha com A repre-
senta a ABAM. A probabilidade de memoria espiria da BAM e da ABAM € sempre maior que 1/2
porque estes modelos possuem um mapeamento associativo impar. Novamente, as memorias associ-
ativas morfoldgicas apresentaram ambas um probabilidade empirica proxima de 1 se ndo impormos
a condi¢do discutida anteriormente sobre o padrdo x!.

7.5 Esfor¢co Computacional

O esfoco computacional pode ser medido pelo niimero de operagdes e efetuacdes de funcdes nao
lineares realizadas pela memoria associativa neural na fase de armazenamento e na fase de recordacao.
Nas memorias associativas dinamicas também devemos considerar o nimero de iteragdes necessarias
para encontrar a saida da rede na fase de recordacao.

Nesta secdo vamos considerar X = [x!,x2, ... x*] e R*be Y = [yt y?, ..., y*] € R™*F,
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Fig. 7.6: Probabilidade de memoria espuria pelo niimero de memorias fundamentais. As linhas repre-
sentam: ECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM Wxx (IJ), MA Hopfield (x), MA Personnaz
(A) e MA Kanter (V).
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Fig. 7.7: Probabilidade de memdria espiiria pelo nimero de memorias fundamentais armazenadas.
As linhas representam: BECAM (o), MAM Duas Camadas (x), MAM Wy (1J), BAM (x) e ABAM
(2).
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7.5.1 Numero de Operacoes na Fase de Armazenamento

A matriz de pesos sindpicos da BAM é W = Y X 7. Logo, serdo necessérias (2k —1)mn operagdes de
soma e de multiplicacdo para obtermos /. Em particular, a matriz dos pesos sindpticos da memoria
associativa de Hopfield requer (2k — 1)n? opera¢des de soma e multiplicagio.

Na memoria associativa de Personnaz, a matriz dos pesos sindpticos ¢ W = X X t=UU T onde
X=U%VT¢a decomposicao SVD reduzida de X (Thin SVD Decomposition). O cdlculo da matriz
U usando o método R-SVD requer 6nk? + 11k3 operacdes e o produto uor requer (2k — 1)n?
operacdes de soma e multiplicacdo [25]. O numero total de operacdes de soma e multiplicagdo
necessdrias para obter a matriz dos pesos sindpticos da memdria associativa de Personnaz é 6nk? +
113 + (2k — 1)n?. Na meméria associativa de Kanter-Sompolisky tomamos W = X X T e impomos
wy; = 0paratodos = 1,...,n. Logo, o nimero de operacdes necessdrias para encontrar a matriz dos
pesos sindpticos da memdria associativa de Kanter-Sompolisky é também 6nk? + 11k% + (2k — 1)n?
operacdes de soma e multiplicacdo.

Na ABAM definimos W, = Y X e W, = XYT. O niimero de operacdes necessdria para calcular
X1 usando a decomposi¢io SVD reduzida é 6nk? + 20k operagdes. Calculado a decomposi¢io

SVD reduzida X = UXV7, computamos W através do produto W; = (Y(Vﬁﬁ)) ur que requer

(2m + 1)k? + 2mnk operagdes de soma e multiplicagdo. Analogamente, o calculo da matriz W,
requer 6mk? + 20k> operagdes para calcular a decomposi¢io SVD reduzida de Y e (2n + 1)k? +
2mnk operacgdes para calcular o produto matricial em 5. O niimero total de operacdes de soma e
multiplicagfio necessérias para computar as matrizes de pesos sindpticos da ABAM € 40k? + 2(4n +
4m + 1)k? + 4mnk.

Na BECAM usamos as matrizes das memorias fundamentais como matriz dos pesos sindpticos.
Portanto, nenhuma operacao é efetuada na fase de armazenamento desta memdria associativa. Em
particular, a ECAM também nao efetua nenhuma operacdo na fase de armazenamento.

Nas memorias associativas morfolégicas tomamos Wxy = Y A X* e Mxy =Y M X*. Conside-
rando as operacdes de maximo ou minimo como operagdes bindrias, serdo necessarias kmn operacoes
de somae (k—1)mn operagdes de minimo para calcular Wy ou kmn operacdes de somae (k—1)mn
operagdes de maximo para calcular M xy. O nimero total de operagdes necessdrias para calcular a
matriz dos pesos sindpticos de uma memoria associativa morfoldgica é (2k — 1)mn operagdes de
maximo ou minimo e soma.

Nas memorias associativas morfégicas de duas camadas precisamos da matriz W,y que requer
(2k — 1)pm operagdes de minimo e soma. A matriz M3 = My, N Mxx que requer (2k —
1)pn operagdes para o cédlculo de My, (2k — 1)n? operagdes para o célculo de Mxx e (2n —
1)pn operagdes para o calculo do produto My [N Mxx. Como as opera¢des de maximo e minimo
requerem o mesmo esforco computacional, o nlimero total de operagdes necessdrias para obter as
matrizes dos pesos sindpticos da memoria associativa morfoldgica de duas camadas serd 2pn(k+n —
1)+ (2k —1)(pm+n?). Nos nossos experimentos computacionas tomamos Z = I}y, ou seja, p = k.

Na tabela 7.1 apresentamos um resumo do que foi dito anteriormente.

Note que o niimero de operacdes necessdrias para calcular a matriz dos pesos sindpticos da BAM
e de uma MAM sdo os mesmos. Entretanto, teremos uma esforco computacional menor na fase de
armazenamento das MAM pois as operagdes de maximo ou minimo e soma requerem um esforco
computacional menor que as operacdes de soma e multiplicacao.
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Memodria Associativa Numero Aproximado de Operagdes Tipo das Operacoes
MA Hopfield (2k — 1)n? soma e multiplicagéo
BAM (2k — 1)nm soma e multiplicagdo
MA Personnaz 6nk? + 11k* + (2k — 1)n? soma e multiplicacao
MA Kanter-Sompolinsky 6nk? + 11k3 + (2k — 1)n? soma e multiplicacao
ABAM 40k3 4 2(4n + 4m + 1)k? + 4mnk soma e multiplicagdo
ECAM — —
BECAM — —
MAM (2k — 1)nm mdximo ou minimo e soma
MAM Duas Camadas ~ 2pn(k +n — 1) + (2k — 1)(pm + n?) mdximo ou minimo e soma

Tab. 7.1: Esforco computacional na fase de armazenamento das memorias associativas neurais.

7.5.2 Nuamero de Operacoes por Iteracao na Fase de Recordacao

Na fase de recordagdo devemos considerar o esfor¢o computacional realizado pela memdria por
iteracdo e o numero de iteracdes necessdrio para recordar um padrdo. Discutiremos primeiro o
numero de operacdes por iteragcdo, depois apresentaremos uma estimativa do nimero de iteragcdes das
memorias associativas dinamicas. O esforco computacional serd descrito pelo nimero de operagdes
efetuadas e o nimero de chamadas de fun¢des ndo-lineares por iteracdo na memoria associativa.

Nas memorias associativas de Hopfield, Personnaz e Kanter-Sompolinsky realizamos um produto
matriz-vetor e depois aplicamos a funcao sinal em cada componente do resultado do produto matriz-
vetor. Estas operagdes requerem (2n — 1)n operagdes de soma e multiplicacdo e n efetuagdes da
funcao sinal por iteracdo.

Na ABAM computamos sinal(1¥1x) e sinal(Way) por iteracdo. Na BAM realizamos os mesmos
célculos com W, = W e Wy = W7 na BAM. O total de operagdes efetuadas por iteragio na BAM
ou na ABAM ¢é 4mn — (m + n) operagdes de soma e multiplicacdo e m + n efetuagdes da funcéo
sinal.

Na ECAM computamos sinal(X exp(X7x)). Por iteragio realizamos 4kn — (k + n) operagdes,
efetuamos a fungdo exponencial £k vezes e a efetuamos a func¢ao sinal n vezes. Na BECAM, compu-
tamos sinal(Y exp(X7Tx)) e sinal(X exp(YTy)) realizando 4k(n +m) — (2k +m + n) operagdes de
soma e multiplicacdo, 2k efetuacdes da fungdo exponencial e m + n efetuagdes da fungdo sinal por
iteracao.

Nas memorias associativas morfoldgicas realizamos o produto Wy M x ou Mxy [Ny. Ambos
requerem (2n — 1)m operagdes de maximo ou minimo e soma. O padrdo recordado pela memdria
associativa morfolgica de duas camada € dado por Wy M f(MZ [N x), onde M3Z é uma matriz
p X n e Wyy é uma matriz m X p. Logo, na fase de armazenamento das memorias associativas
morfolégicas de duas camadas efetuamos 2p(m + n) — (p + m) operagdes de mdximo ou minimo
e soma, e computamos a fungdo f definida na equacdo (6.41) p vezes. Nos nossos experimentos
tomamos Z = Iy, (p = k).

Na tabela 7.2 apresentamos o que foi dito anteriormente. A segunda coluna da tabela 7.2 repre-
senta o nimero total de operagdes bindrias incluindo soma, produto, maximo e minimo. A terceira
coluna contém o nimero de efetuagdes da funcio sinal ou da fungdo f definida na equacgio (6.41). A
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Memoria Associativa N. Operagdes f(x) ousinal(x) exp(x)
MA Hopfield 2n? —n n =
BAM dnm — (n +m) m+n —
MA Personnaz 2n? —n n —
MA Kanter-Sompolinsky 2n? —n n —
ABAM dnm — (m +n) m+n -
ECAM 4kn — (k+n) n k
BECAM dk(m +n) — (2k + m+n) m+n 2k
MAM 2mn —m — —
MAM Duas Camadas 2p(m+n) — (p+m) k —

Tab. 7.2: Esfor¢co computacional por iteragao na fase de recordacdo das memorias associativas neu-
rais.

quarta coluna representa o nimero de efetuacdes da funcao exponencial.

7.5.3 Numero de Iteracoes na Fase de Recordacao

O ndmero de iteragdes na fase de recordacdo de uma memdria associativa dindmica treinada com k
memorias fundamentais € uma funcdo da dimensdo dos padrdes de entrada e saida e do ndmero de
padrdes armazenados. Precisamente, o nimero de iteracdes na fase de recordacao € definido como
sendo a média do nimero de iteracdes necessdrias para a convergéncia do sistema dindmico para
um ponto estaciondrio quando iniciamos a memdria com um padrao-chave qualquer. As memdrias
associativas estdticas serdo consideraras como sistemas dindmicos que convergem para um ponto
estaciondrio com 1 iteracdo.

Na figura 7.8 apresentamos o grafico do nimero de itera¢des pelo niimero de padrdes armazenados
de vdrias memorias auto-associativas dinadmicas. Esta figura foi gerada usando padrdes com 100
componentes e o grifico foi construido calculando a média ap6s 1000 simulagdes. A linha marcada
com x representa a MA de Hopfield, a linha com A representa a MA de Personnaz, a linha com Vv
representa a MA de Kanter-Sompolinsky e a linha com o representa a ECAM. Note que o nimero
de iteracdes da MA Personnaz e da MA de Kanter-Sompolinsky tendem para 1 quando o nimero
de memorias fundamentais armazenadas tende para a dimensdo do padrdes armazenados. De fato,
W — I na MA de Personnaz e W' — 0 na MA de Kanter-Sompolinky quando £ — n . Em ambos
os casos sinal(1¥'x) = x para todo padrdo-chave x quando £ — n. Logo, todos os pontos do espaco
sdo pontos fixos da MA de Personnaz e da MA de Kanter-Sompolinsky quando k£ — n.

Na figura 7.9 apresentamos o grafico do nimero de iteragdes pelo nimero de padroes armazanados
em memorias heteroassociativas dindmicas. Neste exemplo tomamos padrdes de entrada com 100
componentes, padroes de saida com 80 componentes e calculamos a média apds 1000 simulacdes.
O nimero méaximo de iteracdes permido foi 1000. A linha com * representa a BAM, a linha com
A representa a ABAM e a linha com o representa a BECAM. Note que a ABAM atingiu o nimero
maximo de iteracdes permitido. Isso mostra que a ABAM pode convergir para um ciclo limite.
Lembre-se que nao temos um resultado que garante a convergéncia da ABAM. Pelo grifico, a ABAM
atingiu o nimero maximo de itera¢des para k > 40. Neste caso, podem haver ciclos-limite na ABAM
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Fig. 7.8: Nuimero de iteragdes na fase de recordacao pelo niimero de padrdes armazenados. As linhas
marcadas representam: ECAM (o), MA Hopfield (x), MA Personnaz (A) e MA Kanter (V).

que impedem a convergéncia do padrao-chave para um ponto de equilibrio.
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Fig. 7.9: Ndimero de iteragdes na fase de recordacao pelo niimero de padrdes armazenados. As linhas
marcadas representam: BECAM (o), BAM (x) e ABAM (A).



Capitulo 8

Conclusao

Nesta dissertag@o apresentamos um estudo comparativo em memdorias associativas neurais com énfase
nas memorias associativas morfolégicas. Nos concentramos nos modelos de memorias associativas
bindrias que sdo citados frequentemente na literatura de redes neurais.

No capitulo 1 apresentamos uma revisao histéria e bibliografica sobre redes neurais, morfologia
matematica, dlgebra de imagens e principalmente sobre memdrias associativas neurais. Nos capitulos
2 e 3 discutimos conceitos bdsicos de redes neurais e memorias associativas. Existe uma variedade
grande de notacdes para modelos de memorias associativas neurais e estes capitulos basicos escla-
recem a notacdo usada durante a dissertacdo. Adotamos uma notagdo matricial comum em ambos
livros de dlgebra linear e redes neurais artificiais, como por exemplo, nas referéncias [101] e [33]. As
cinco caracteristicas para um bom desempenho apresentadas por nés no capitulo 3 foram inspiradas
nos trabalhos de Hassoun e Pao [31, 64].

No capitulo 4 discutimos as memdrias associativas lineares. Este capitulo tem um objetivo
didatico visto que as memdrias associativas lineares definem as principais regras de aprendizado
utilizadas nas memorias associativas neurais discutidas nesta dissertacdo. Verificamos que o arma-
zenamento por correlacio possui limitacdes devido a interferéncia cruzada. No armazenamento por
projecdo temos erro devido a dependencia linear das memorias fundamentais e devido ao ruido in-
troduzido no padrao-chave. Um nidmero ilimitado de padrdes podem ser armazenados na OLAM no
caso auto-associativo.

No capitulo 5 discutimos as memorias associativas dindmicas. Este € o maior capitulo da dis-
sertacdo devido ao grande nimero de modelos apresentados na literatura. Para cada modelo apre-
sentamos a arquitetura, regra de aprendizado, exemplos computacionais € uma breve andlise sobre a
convergéncia. A ABAM foi o tinico modelo que ndo possui nenhum resultado garantindo sua con-
vergéncia para um ponto fixo. A conjectura 5.2.1 é uma proposta nossa baseada no resultado do artigo
de McEliece et. al. [56] e pode ser vista como uma generaliza¢do do teorema 5.1.2 apresentado para
a rede de Hopfield. As memdrias associativas de Personnaz e Kanter-Somplinsky sdo ambas referi-
das como “rede de Hopfield com armazenamento por proje¢ao”. Verificamos que existem diferencas
entre estes dois modelos, principalmente com respeito ao raio de atracdo (tolerancia a ruido). As
proposi¢des que garantem a convergéncia da memdria associativa de Personnaz foram introduzidas
por nés. A BECAM foi introduzida por nés como uma generalizacdo da ECAM inspirada na BAM.
Todos os resultados relativos a BECAM sao novos. O teorema 5.8.3 € inédito e relaciona o modelo
BSB com o modelo de Hopfield.
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No capitulo 6 apresentamos um estudo detalhado das memdrias associativas morfoldgicas. Come-
camos discutindo o caso hetero-associativo onde apresentamos a arquitetura, regra de aprendizado,
exemplos e teoremas que garantem o armazenamento € a recordagdo de padrdes. O teorema 6.1.3
foi introduzido e demonstrado nesta dissertacdo. Concluimos que as memdrias associativas mor-
foldgicas hetero-associativas de camada tnica ndo sdo capazes de armazenar muitos padrdes bindrios
e possuem uma tolerancia a ruido restrita a padrdes corrompidos com ruido dilatio ou ruido ero-
sivo. O caso auto-associativo também foi discutido detalhadamente. Mostramos que as memdrias
auto-associativas morfoldgicas de camada tnica podem armazenar um ndmero ilimitado de padrdes,
convergem para um ponto fixo com uma tnica iteragdo, e também apresentam restricdes no tipo de
ruido introduzido nos padrdes-chave. Apresentamos um teorema que caracteriza todos os pontos fi-
xos das memorias auto-associativas bindrias e verificamos que estas apresentam um grande nimero
de padrdes espurios. Discutimos brevemente o método do nicleo e depois introduzimos as memorias
associativas morfoldgicas de duas camadas. Terminamos o capitulo com um teorema que caracteriza
os pontos fixos deste tltimo modelo.

No capitulo 7 formalizamos os conceitos para a medida do desempenho de uma memoria asso-
ciativa e usamos estes conceitos para comparar os varios modelos de memoria associativa bindria
apresentados nos capitulos 5 e 6. Com base nos resultados obtidos concluimos que:

e As memorias auto-associativas morfoldgicas, de Personnaz e Kanter-Sompolinsly apresenta-
ram uma capacidade de armazenamento constante igual a 1, isto é, podemos armazenar infini-
tos padroes. A ECAM e a BECAM apresentam uma capacidade de armazenamento igual & ¢*”
e *("*™) com ¢ préximo de 1, respectivamente.

e A funcdo de distribuicao informa quantos pesos sindpticos podemos excluir sem perder a
informacdo armazenada numa memdria associativa neural. As memorias associativas de Kanter-
Sompolinsky, Personnaz e Hopfield apresentaram os melhores resultados no caso auto-associativo.
A ABAM e a BAM apresentaram os melhores resultados no caso heteroassociativo. Os piores
resultados para a distribui¢ao da informacao foram obtidas pela ECAM, BECAM e as memdrias
associativas de duas camadas.

e As memodrias associativas morfoldgicas de duas camadas apresentaram a maior tolerancia a
ruido (maior raio de atracdo), entretanto, este modelo € restrito a padrdes-chave corrompidos
com ruido dilativo ou erosivo. A ECAM e a BECAM siao os modelos mais recomendados para
padrdes-chave corrompidos com ambos ruido dilativo e erosivo.

e As memodrias associativas morfoldgicas de duas camadas, a ECAM e a BECAM apresenta-
ram as menores probabilidades de convergir para uma memoria espuria. Lembramos que este
resultado € vélido para as memorias associativas morfoldgicas supondo que o padrdo-chave
representa uma versao erodida ou dilatada de uma memoria fundamental.

e O esforco computacional depende da dimensao dos padrdes de entrada e saida (n e m) e do
nimero de memorias fundamentais armazenadas (k). Se k << n,m, a ECAM e a BECAM
serdo os modelos que requerem o menor esforco computacional, supondo que as memorias
convergem rapidamente para um ponto-fixo. Se k € proximo de n ou m, entdo as memorias
associativas morfolégicas serdo os modelos que efetuam o menor nimero de operagdes.
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Finalmente, com base nos resultados apresentados no capitulo 7, ndo podemos afirmar qual € o
melhor modelo de memoria associativa neural, pois cada modelo apresenta pontos positivos € ne-
gativos. Esta dissertacdo de mestrado serve como um guia para a escolha do modelo de memoria
associativa que melhor se enquadra a um dado problema. Por exemplo, as memorias associativas
morfolégicas de duas camadas serdo os modelos recomendados para um problema onde queremos
armazenar um grande nimero de memorias fundamentais buscando um baixo custo computacional e
sabendo-se que os padrdes-chave serdo versdes corrompidas somente com ruido dilativo ou somente
com ruido erosivo. Lembre-se que no capitulo 1 citamos vérias referéncias contendo aplicacdes de
memorias associativas neurais.
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