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Uma Introducao a Geometria Diferencial

Autor: JOSE DE RIBAMAR VIANA COIMBRA
Orientador: Prof. Dr. EDSON AGUSTINI

Resumo

A presente dissertacao é um texto de Geometria Diferencial baseado nos principais textos editados em
lingua portuguesa sobre o assunto. A principal intencao ao redigir a dissertacao foi compilar um material
que possa ser utilizado em cursos introdutorios de Geometria Diferencial tanto em nivel de licenciatura
quanto de bacharelado. Para tornar o texto mais acessivel, notas histéricas sobre o desenvolvimento da
Geometria Diferencial e seus principais personagens foram introduzidas logo no primeiro capitulo. Para
facilitar o entendimento e o estudo do assunto, procurou-se inserir muitos exemplos e ilustrar fartamente
o texto com figuras.

O trabalho esta dividido em quatro partes:

(1) Notas histdricas;

(il) Estudo de curvas regulares no plano;

(ii1) Estudo de curvas regulares no espaco;

(iv) Estudo de superficies regulares.

A segunda e terceira partes estdo finalizadas com as demonstragdes dos Teoremas Fundamentais das
Curvas no Plano e no Espaco, respectivamente, enquanto que a quarta parte esté finalizada com o Teorema
de Gauss-Bonnet.

Palavras-chave: Geometria Diferencial; Curvatura; Curvas; Superficies.
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An Introduction to Differential Geometry

Author: JOSE DE RIBAMAR VIANA COIMBRA
Adviser: Prof. Dr. EDSON AGUSTINI

Abstract

This dissertation is a text of Differential Geometry based on the most important texts edited in Portuguese
about this subject. Our aim in this work were to compile a material that can be used as introduction to
Differential Geometry in undergraduate courses. In order to turn the text more accessible, historical notes
about the beautiful development of Differential Geometry and its great persons were introduced in the
first chapter. Besides, in order to help the reader with the study of this subject, we put many examples
and figures to illustrate the theory.

The work is divided in four parts:

(1) Historical Notes;

(i1) Study of regular curves in the plane;

(ii1) Study of regular curves in the space;

(iv) Study of regular surfaces.

The second and third parts are finished with the proofs of the Fundamental Theorem of Plane and
Spatial Curves, respectively, and the fourth part is finished with the Egregium Theorem and Gauss-Bonnet
Theorem.

Key-words: Differential Geometry; Curvature; Curves; Surfaces.
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Introducao

A presente dissertacao é um texto introdutdrio de Geometria Diferencial acessivel a alunos de licenciatura
e bacharelado em Matematica. As aplicacoes das técnicas do Célculo Diferencial e Integral e da Algebra
Linear ao estudo das superficies e das curvas no plano e no espago, apresentadas neste trabalho, sao
seguidas de uma grande quantidade de exemplos ilustrados que, esperamos, possa ajudar na compreensao
dos conceitos e resultados desenvolvidos.

Iniciamos o trabalho com um capitulo sobre a histéria da Geometria com énfase na Geometria Diferencial.
Nessas notas histéricas, comecamos nossa explanacao desde os primérdios da Geometria até a época de
Hilbert, comentando brevemente a contribuicao dos principais estudiosos da area para o desenvolvimento
da Geometria Diferencial.

Na parte de curvas parametrizadas, nossa intencao foi compilar um material que, a partir dos conceitos
de curvatura e torcao, permitisse caracterizar, a menos de movimento rigido no plano ou espaco, as varias
classes de curvas bem como obter propriedades gerais dessas classes de curvas. Enfatizamos o fato de
que, ao permitir que a curvatura de curvas no plano possa ser negativa, é possivel fazer um interessante
estudo de convexidade local de tais curvas.

Na parte de superficies parametrizadas, utilizamos as formas quadraticas associadas a uma superficie
regular para estudar suas propriedades. A primeira forma quadrédtica estd relacionada & métrica da
superficie e trata de seus aspectos geométricos intrinsecos, como, por exemplo, comprimento de curvas,
angulos, dreas e curvatura (esta ultima devido ao extraordindrio Teorema Egregium de Gauss, uma vez
que a curvatura é definida utilizando-se a segunda forma quadrética). Em especial, a Teoria de Contato de
Ordem 2 por meio de paraboléides osculadores contitui um interessante topico apresentado neste trabalho.
A segunda forma quadratica esta relacionada aos aspectos extrinsecos da superficie que permitem entender
a maneira como ela se encontra mergulhada no espaco ambiente R3.

O trabalho esta dividido do seguinte modo:

Capitulo 1: Notas histéricas sobre o desenvolvimento da Geometria Diferencial.
Capitulo 2: Estudo de curvas parametrizadas regulares no plano.

Capitulo 3: Estudo de curvas parametrizadas regulares no plano.

Capitulo 4: Estudo de superficies regulares.

Referéncias Bibliograficas.

José de Ribamar Viana Coimbra
Caxias - MA, Margo de 2008






Capitulo 1

Um Pouco de Historia da Geometria

Neste capitulo, contribuimos com a redacao de algumas paginas da belissima histéria da Geometria, desde
seus primoérdios até a época do grande matematico e légico alemao David Hilbert. Dado os objetivos do
presente trabalho, optamos por dar maior énfase aos estudiosos que desenvolveram a Geometria Diferencial
e que emprestaram seus nomes aos muitos teoremas que fundamentam essa area da Matemaética. Nossa
fonte de referéncias foi bastante ampla, passando por [2], [4], [19] e diversos fragmentos de notas histdricas
encontradas em alguns textos de Geometria Diferencial. As fotos apresentadas nesse capitulo sao de
dominio ptblico e foram todas obtidas no site de Histéria da Matematica da University of Saint Andrews
(referéncia [19]).

A palavra geometria origina-se do idioma grego e significa medir a terra, indicando que sua origem, como
area de estudos, foi motivada pela necessidade de demarcacao de terras, possivelmente para agricultura.
Nao existe consenso entre os historiadores antigos no que se refere a um marco inicial da geometria como
area de estudos, entretanto, é inegavel que boa parte de suas raizes encontram-se no antigo Egito e na
Babilonia. Formas primitivas de geometria sao encontradas também entre os hindus e chineses, embora,
nesses povos, a geometria parece ter sido apresentada apenas como um conjunto de regras empiricas.

A geometria tal qual a conhecemos hoje, como uma teoria légico-dedutiva, teve origem e desenvolvimento
na antiga Grécia, notadamente nos textos de Euclides de Alexandria. Euclides foi o matematico grego
responsavel pela compilacao de praticamente toda a matematica desenvolvida até sua época em uma
monumental obra de 13 volumes chamada de “Os Elementos”. Seu mérito nao se restringe apenas a
compilacao, mas também a introducao do método légico-dedutivo no desenvolvimento de uma teoria,
isto é, do método axiomatico, tdo conhecido na atual mateméatica. Na obra de Euclides temos dez
axiomas, sendo cinco “noc¢oes comuns”, que Euclides acreditava serem verdades aceitas sem contestacoes
em qualquer ciéncia, e cinco “postulados” que pretendiam ser proposicoes especificas da geometria e que
também deveriam ser aceitas sem contestacoes. A partir desses axiomas, Euclides deduziu 465 proposicoes,
dentre as quais figuram também resultados de geometria espacial e teoria dos niimeros (do ponto de vista
geométrico). Os livros didéticos de geometria, confeccionados ao longo do tempo, possuem, até hoje, “Os
Elementos” de Euclides como base. Trata-se da segunda obra mais editada no mundo, perdendo apenas
para a Biblia.

Sabe-se que Euclides nasceu por volta do ano 325 a.C. e morreu por volta de 265 a.C. Sabe-se também que
ele viveu boa parte de sua vida na cidade de Alexandria, no Egito, onde trabalhou na famosa biblioteca
de Alexandria.



EUCLIDES ARQUIMEDES APOLONIO

No que se refere & geometria diferencial, que atualmente significa o estudo da geometria com o auxilio do
calculo diferencial e integral, postula-se que esta tenha comegado com o estudo de curvas notaveis, que
sdo abundantemente encontradas nas obras de Euclides, Arquimedes de Siracusa e Apolonio de Perga,
tidos como os trés maiores matematicos da antigiiidade. Entretanto, sua roupagem atual e seus principais
teoremas, como o Teorema FEgregium, tiveram seu inicio com Carl Gauss em seu trabalho Disquisitiones
generales circa superficies curva, de 1828, e coincide com uma época em que o famoso “Problema das
Paralelas”, que consistia em tentar provar que o Quinto Postulado de Euclides era independente dos
demais, estava para ser resolvido. Tal postulado foi enunciado por Euclides, de modo nao muito auto-
evidente, do seguinte modo:

“Se uma reta corta duas outras retas formando angulos colaterais
internos cuja soma € menor do que dois retos, entdo as duas retas,
se continuadas infinitamente, encontram-se no lado onde estdo
0s angulos cuja soma é menor do que dois retos.”

A tentativa de resolucao do “Problema da Paralelas” levou a descoberta das geometrias nao-euclidianas
nesta mesma época por Gauss, Nikolai Lobachewsky e Janos Bolyai.

g :
LOBACHEWSKY BoLyal

Outro personagem importante no desevolvimento da geometria diferencial foi Bernhard Riemann que em
1854 escreveu e apresentou o trabalho As hipdteses sobre as quais se baseiam os fundamentos da geometria
para admissao como docente na Universidade de Goéttingen. Este trabalho é considerado o marco zero
da criacao da atual geometria riemanniana e nele a nogao de “espago” é tomada como sendo resultado
da “colagem” de abertos do R™ sendo que a cada ponto é associada uma forma quadrédtica que hoje
chamamos de métrica. A partir da métrica, Riemann definiu as geodésicas como sendo as curvas que
localmente minimizam distancias entre pontos e, também, a nogao de curvatura seccional. A nocao de
curvatura gaussiana surgiu no trabalho de Gauss.



RIEMANN

Vale ressaltar que Gauss havia demonstrado que a curvatura (gaussiana) de uma superficie do R3 depende
apenas de sua métrica e nao da forma como a superficie estd mergulhada no R3. Nessa demonstracao Gauss
obteve uma expressao explicita para a curvatura em termos dos coeficientes da métrica (isto é, coeficientes
da Primeira Forma Quadratica) e de suas derivadas. Este resultado, conhecido como Teorema Egregium,
abriu as portas para o estudo de superficies abstratas (como os modelos euclidianos para geometrias
nao euclidianas) e sua geometria intrinseca e, além disso, Riemann fez uso explicito desse teorema para
estabelecer seu conceito de curvatura seccional. No entanto, Riemann nao apresentou expressao para o
célculo dessa curvatura, embora tenha descrito como ela poderia ser calculada geometricamente. Esse
trabalho coube a Elwin Christoffel e Rudolf Lipschitz que, em 1869, introduziram os atualmente chamados
simbolos de Christoffel.

CHRISTOFFEL LipscHITZ

BELTRAMI R1cci-CURBASTRO LeEvi-CiviTa

Trabalhos posteriores como os de Eugénio Beltrami, sobre a pseudo-esfera, Gregorio Ricci-Curbastro e
Tulio Levi-Civita sobre a criacao da nocao de derivagao covariante e da nocao de transporte paralelo,



Pierre Bonnet sobre as propriedades de geodésicas, incluindo o conceito de curvatura geodésica (Teorema
de Gauss-Bonnet; Gauss publicou um caso especial desse teorema) e David Hilbert sobre os fundamentos
da geometria (Grundlagen der Geometrie, de 1900) deram a roupagem que encontramos atualmente na
geometria diferencial e geometria riemanniana.

BONNET HILBERT

UMA LINHA DO TEMPO RELACIONADA A GEOMETRIA DIFERENCIAL

Buscando uma melhor contextualizacao histérica da geometria diferencial, faremos uma breve linha de
tempo com os seus principais personagens, destacando as contribuigbes mais pertinentes.

Euclides de Alexandria (325 a.C.-265 a.C.), Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.) e Apolénio
de Perga (262 a.C.-190 a.C.)

Conforme descrito acima, as idéias primarias da atual geometria diferencial possuem raizes nas obras
desses trés grandes matemaéticos do antigo império grego de Alexandre, o grande. A obra de Euclides é o
ponto de partida do método axiomatico dedutivo na geometria, enquanto que nas obras de Arquimedes e
de Apoldnio hé o estudo de propriedades de uma gama enorme de curvas que permeiam os atuais cursos
de geometria diferencial.

Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650)

Ambos franceses, criaram o método das coordenadas ou a geometria analitica, que é o “método que atribui
a cada ponto do espaco tridimensional uma terna ordenada de coordenadas (x,y,z) em relacdo aos trés
eixos ortogonais, permitindo relacionar a geometria com a algebra”.

FERMAT DESCARTES



Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1649-1727)
Leibniz era alemao e Newton inglés. FEles descobriram, independentemente, algoritmos do céalculo in-
finitesimal, que possibilitam o estudo de curvas e superficies através de suas propriedades diferenciais.

LEIBNIZ NEWTON

Christian Huygens (1629-1695), Aléxis Clairaut (1713-1765) e Gaspard Monge (1746-1818)
Huygens era holandés e publicou um trabalho sobre curvas planas, originando os conceitos de involuta e
evoluta de uma curva. Clairaut era francés e, ao estudar as curvas no espaco tridimensional, limitou-se as
propriedades de primeira ordem, primando-se pelas derivadas primeiras e fazendo um interessante estudo
sobre retas tangentes. Monge era francés e discutiu conceitos de curvatura e torcao de uma curva espacial:
“a torcao em um ponto de uma curva mergulhada no espaco é uma medida numérica de quanto a curva
se afasta de estar contida em um plano numa vizinhanca daquele ponto; as curvas espaciais que estao
contidas em um plano, ditas curvas planas, sao caracterizados por terem torcao nula’”.

HUYGENS CLAIRAUT

Leonhard Euler (1707-1783), Louis Cauchy (1789-1857) e Jean Meusnier (1754-1793)

Fuler nasceu na Basiléia, Suica. Ele se empenhou em escrever sobre o problema da determinacao de
quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente, sem distorcer-se, sobre um plano, como é
o caso do cilindro e do cone, o que requer que a superficie seja “folheada” por retas, isto é, sejam superficies
regradas. Cauchy era francés e publicou “Legons sier I’ application do calcule infinitesimal a la geométrie”
que introduziu novos métodos aos estudos da geometria, além de sistematizar e esclarecer diversos calculos
ja utilizados por seus antecessores; por outro lado ele faz um refinamento nos trabalhos de Monge sobre
a curvatura e a torcdo de uma curva espacial chegando as formulas, conhecidas atualmente como de
Frenet-Serret, que “expressam o comportamento local da curva em funcao da curvatura e da torcao em



relagao a um sistema de coordenadas mével”. J& o francés Meusnier publicou, em 1776, um teorema sobre
curvaturas normais que afirma que “todas as curvas de uma superficie que tém, em um ponto, a mesma
reta tangente, tém, nesse ponto a mesma curvartura normal”. Meusnier também trabalhou em algumas
propriedades de superficies que chamamos atualmente de “minimas”, como os helicoides.

EULER CAUCHY

Carl Gauss (1777-1855) e Bernhard Riemann (1826-1860)

Conforme descrito acima, os alemaes Gauss e Riemann podem ser considerados os criadores da moderna
geometria diferencial e sua generalizacdo: a geometria riemanniana. Os trabalhos fundamentais foram:
Disquisitiones generales circa superficies curva, de 1828, de Gauss e As hipdteses sobre as quais se baseiam
os fundamentos da geometria, de 1854, de Riemann.

Eugénio Beltrami (1835-1900), Félix Klein (1849-1925) ¢ Henry Poincaré (1854-1912)

O italiano Beltrami, tendo por base as idéias de Riemann, publica uma analise de espacos n-dimensionais
de curvatura constante. Uma criagdo importante de Beltrami foi o primeiro modelo parcial de geometria
nao euclidiana, o modelo da pseudo-esfera para a Geometria Hiperbdlica, que possui curvatura gaussiana
constante negativa e utiliza a métrica euclidiana induzida do espaco R3. O alemao Klein, que em 1872
tornou-se professor na Universidade de Erlanger, proferiu, nessa ocasiao, uma conferéncia que mais tarde
ficou conhecida como Programa Erlanger. Nessa conferéncia ele declarou que cada tipo de geometria
consistia do estudo dos invariantes de um particular grupo de transformagoes, por exemplo, na geometria
euclidiana, o grupo de transformagoes seria o grupo dos movimentos rigidos do plano (isometrias). Esse
programa influenciou de modo muito contundente o desenvolvimento da geometria no século XX. Além
disso, varios modelos para geometrias nao euclidianas formam introduzidos por Klein, bem como pelo
francés Poincaré. Esses modelos, de curvatura gaussiana constante, fazem uso de superficies abstratas,
sendo que a métrica utilizada difere da euclidiana.

POINCARE



Pierre Bonnet (1819-1892), Elwin Christoffel (1829-1900) e Rudolf Lipschitz (1832-1903)

O francés Bonnet publicou um trabalho, em 1848, sobre propriedades de geodésicas em superficies e
introduziu o conceito de curvatura geodésica. Um dos principais teoremas da geometria diferencial, o
Teorema de Gauss-Bonnet, é de sua autoria. Ja os alemaes Christoffel e Lipschitz publicaram, em 1869,
um trabalho no qual podemos encontrar expressoes analiticas para o calculo de curvatura seccional.

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) e Tulio Levi-Civita (1873-1941)

Os italianos Ricci-Curbastro e seu aluno Levi-Civita publicaram trabalhos que originaram o conceito de
derivacao covariante e da nocao de transporte paralelo, muito utilizados nos atuais cursos de geometria
diferencial no estudo de geodésicas.

Ernst Minding (1806-1885), Jean Frenet (1819-1900) e Joseph Serret (1819-1885)

O polonés Minding publicou, em 1839, um importante teorema presente nos cursos de geometria difer-
encial, que é uma espécie de reciproca do Teorema Egregium de Gauss, com o acréscimo da hipdtese da
curvatura gaussiana constante. Seu teorema afirma que duas superficies de mesma curvatura gaussiana
constante sao localmente isométricas. Os franceses Frenet e Serret estudaram curvas no espago e pub-
licaram, independente, as férmulas que hoje sao conhecidas como “Férmulas de Frenet-Serret”. Frenet
publicou seis formulas, em 1847, por ocasiao da confeccao de sua tese de doutoramento. Serret publicou
nove formulas no total.

MINDING SERRET

Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851) e Joseph Liouville (1809-1882)

Olinde Rodrigues era francés, de familia judia proveniente da peninsula ibérica, e aluno de Gaspard
Monge. Sua principal contribuicado em geometria diferencial reside em uma equacao diferencial que rela-
ciona curvatura normal e linhas de curvatura. No campo da geometria diferencial as contribuigoes do
francés Liouville recairam sobre o estudo de curvatura geodésica de curvas sobre superficies regulares e,
também, sobre transformacoes conformes sobre espacos que afirma que tais transformacoes sao inversoes
ou homotetias (similitudes) ou compostas destas.

OLINDE RODRIGUES LIOUVILLE
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Hermann Minkowski (1864-1909) e Jacques Hadamard (1865-1963)

O lituano Minkowski criou e desenvolveu a chamada geometria dos nimeros, por meio de obra homénima
publicada em 1896, na qual usa métodos geométricos para resolver problemas em teoria dos nimeros e
fisica-matematica. Seus estudos sobre a aritmética das formas quadrdticas fundamentou alguns resultados
interessantes na geometria global de superficies, conhecida como Fdérmulas Integrais de Minkowsky, nas
quais relaciona area de superficies completas e compactas com integrais envolvendo curvaturas médias
e gaussianas. O francés Hadamard provou dois importantes teoremas globais em geometria diferencial
envolvendo difeomorfismos entre superficies regulares completas.

MINKOWSKI HADAMARD

David Hilbert (1862-1943)

Além da organizacao légica da geometria, citada acima, o alemao Hilbert forneceu uma demonstracao do
Teorema da Rigidez da Esfera, provado pela primeira vez por H. Liebmann, além de provar a impossibili-
dade de um modelo bidimensional completo mergulhado no R3, com métrica euclidiana, para a geometria
hiperbdlica



Capitulo 2

Curvas no Plano

Neste capitulo, introduzimos as principais definicoes e resultados acerca de curvas parametrizadas no
plano. As principais referéncias para esse assunto sao [1], [3] e [18], nas quais nos baseamos. Nossas
principais contribui¢oes neste capitulo reside no estudo da forma local das curvas regulares (na Secao
2.2), no estudo da relacao do sinal de curvatura e a convexidade local de curvas regulares (Segao 2.4) e na
determinagdo de curvas requlares planas a partir da curvatura (Segao 2.7) sendo que esse ultimo estudo é
baseado na demonstracao do Teorema Fundamental das Curvas no Plano (Segao 2.6) e na interpretacao
geométrica da curvatura dada no final da Segao 2.3.

2.1 Curvas Parametrizadas

Uma curva parametrizada no plano é uma aplicagao
«: Jla,blC R — R?2 ,
t — (x(t),y (t)

sendo
x: la,bl — R e y: la,bl — R
t — x(t) t — y(t)

suas funcoes componentes ou funcoes coordenadas.
Dizemos que
(i) « é de classe C° quando x e y forem continuas. Neste caso, também dizemos que « é continua.
(i1) « é diferencidvel de classe C*, k € N ={1,2,3,...}, quando x e y forem diferencidveis de classe
Ck, ou seja, x e y possuem derivadas de ordem k e estas forem continuas.
(iil) « é diferencidvel de classe C* ou suave quando x e y forem diferencidveis de classe C*, ou seja,
X e y possuem derivadas de qualquer ordem.
O traco de « é a imagem da aplicagao «:

Traco () =Im (o) = {a(t) € R?: t € ]a,b[} C R%
O grdfico de « é o conjunto

Grdfico (&) ={(t,(t)) e R3:t € ]a,b[} c R3

que, obviamente, é diferente do trago de «.

Exemplo 2.1 A aplicagao
o: 10,2n] — R?
t —— (cos(t),sen (t))

é uma curva parametrizada, cujo trago é um circulo menos um ponto.
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R2 Y10,1) = o(n/2)

a(t)
(-1,0) = a(m) X

R o
(0,-1) = a(37/2)

FigurA 1: Circulo menos um ponto como curva parametrizada.

As fungbes componentes
10,2n] — R

e Yy
t —— sen (t)

x: 10,2n] — R
t — cos (t)

sao de classe C*. Logo, « é suave.

Exemplo 2.2 A aplicagao
x: R — R?
t 1) set#0
t ’_> ( Y ¢ )
{ (0,0),set=0
é uma curva parametrizada cujo traco é uma hipérbole mais um ponto
R? y

R

FiGuRrA 2: Hipérbole mais um ponto: curva parametrizada descontinua.

As funcbes componentes
x: R — R e y: R — R
tset#0 Tset#£0
t — t — t
{Oset:O {Oset:O
equivalem a
x: R — R que é continua
t — t
y: R — R que é descontinua

lset#£0

t
to— {OsetO

Logo, o é descontinua.
Exemplo 2.3 Consideremos a curva parametrizada
x: R — R?
to— (4]t])



X

[
FIGURA 3: Curva parametrizada de classe C°.

Temos que
x: R — R éde classe C*.
t — t
Entretanto,
y: R — R nao é de classe C'.
t — [t
De fato,
y: R — R
t o = tset>0
] —tset<O
Desta forma,
o y®—y0) g —t
tl—l)I(I)lf =0 N tl—1>r(I)1* t ] = ﬂ lim Y (t) -y (O) _ y/ (O)
lim YOV iy g 50  t—0 '
t—0t t—0t

Logo, y nao é derivivel em t = 0, ou seja, y nao é de classe C' (mas é de classe CO).
Conclusio: « é de classe C° mas néo é de classe C', pois nio tem derivada em t = 0.

Exemplo 2.4 Consideremos

p: R — R?2

(t )setZO
v { (— tztz) se t <0

Temos Tra¢o (B) = Trago («) (o« do Exemplo 2.3) e

x: R — R e y: R — R.
t2set>0 t — t?
t — 2
—tcset<O0

A funcao y é de classe C® e x é derivavel em t = 0:

. x(t)—x . 2 .
tLH(I)L%O() tg%l+%:t£%1+t:0 éﬂlimx(t)_x(o)—x’(O)—O
lim X0 — iy =2 = im —t =0 50 t—0 S
t—0— t—0— t— 0t
Assim,
xX: R — R ¢ continua.
¢ { 2tset>0
—2tset<0

Logo, x é de classe C' e, portanto, p é de classe C'.
Observemos que x nao é de classe C? pois

VWX, KX

im = -2.
t—0t t—20 t—0— t—0

13

Conclusao: olhar o trago da curva parametrizada ndo permite tirar conclusdes quanto a sua classe de

diferenciabilidade.
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Exemplo 2.5 (Generalizacao do Exemplo 2.4) A curva parametrizada
vy: R — R2
(t™t™) set>0
to— { (—t™t™) set< 0’ m e N

é tal que Trago (y) = Traco («) (« do Exemplo 2.3) e y é de classe C™ .

Observagdo: Se estivéssemos trabalhando com tracos que fossem graficos de fungoes f : D C R — R,
isto é, o (t) = (t,f (1)), terfamos que a presenca de uma “quina” implicaria em nao diferenciabilidade.

y y

G,
/-\_//Gf
X
/ / | X
Diferenciavel Nao diferenciavel
FicuraA 4: Em graficos de fungoes a presenga de uma “quina” implica em nao diferenciabilidade.

De fato, o’ (t) = (1, (1)) e a existéncia de uma “quina” em um ponto significaria a existéncia de derivadas
laterais de f diferentes neste ponto, o que implicaria na nao diferenciabilidade de f e, portanto, de «.

CURVAS PARAMETRIZADAS DEFINIDAS EM INTERVALOS FECHADOS

Uma curva parametrizada no plano pode ser definida em um intervalo fechado [a,b] C R e, neste caso,
« : [a,b] — R? é uma curva parametrizada de classe C¥, k > 1, se existir 6 > 0e f:]Ja—8,b + 8§ — R?
de classe C¥, k > 1, tal que Bliap =

FiGurA 5: Curva parametrizada definida em intervalo fechado.

Exemplo 2.6 O circulo
oa: [0,2n] — R2
t —— (cos(t),sen (1))

é de classe C®, pois 4 6 = 7t tal que

B: ]-m3n[ — R2
t — (cos(t),sen (t))

¢ de classe C* e B 2 = .
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CURVAS REGULARES

Seja « : ]a, bl — R? uma curva parametrizada de classe C¥, k > 1. Do Célculo Diferencial temos que

«' (to) = (¥ (to), v’ (t0))

é um vetor tangente a x em t = tg e, caso o (tg) # (0,0), a reta tangente a x em t = tg é a reta que
passa por « (tp) e tem a direcao do vetor of (tg), cuja equacao vetorial é dada por

Te, (A) = o (to) + A (to); A €R.

R2 Y
to

Fi1GURA 6: Vetor tangente e reta tangente a uma curva parametrizada em um ponto.

A curva parametrizada o é dita curva regular de classe C*, k > 1, quando

(i) o é diferenciavel de classe CK.

(i) o/ (t) # (0,0), Vt € ]a, b[.

A condigao (ii) implica na existéncia de reta tangente em todos os pontos do trago de «.

Exemplo 2.7 Consideremos o circulo menos um ponto

o: 10,20 — R?
t —— (cos(t),sen (t))

Temos que « é de classe C® e of (t) = (—sen (t),cos(t)) # (0,0), Vt € ]0,271[. Logo, « é regular.
Exemplo 2.8 Consideremos
p: R — R?
¢, [ () set>0
(—tz,tz) set<0
Vimos (Exemplo 2.4) que P é de classe C' e ndo é de classe C2, mas B’ (0) = (0,0) . Logo, B nio é regular.

Exemplo 2.9 Consideremos a espiral logaritmica

v: R — R?
t — e'(cos(t),sen(t))

y(31/2)
FiguraA 7: Espiral logaritmica.
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Temos que
{ x (t) = etcos (1)
y (t) = e'sen (t)
sao de classe C*°. Além disso, v/ (t) = (e*cos (t) — tsen( ),etsen (t) + efcos(t)). Assim
et cos (tg) — et sen (tg) =
et sen (to) + e cos (tg) =
cos (tg) —sen (tg) =0 cos (tg) = sen (to)
sen (tg) + cos (tg) =0 cos (tg) = —sen (to)

Y (to) = (0,0) = { —

[ o

ou seja, sen (tg) = cos (tg) = 0, que é uma contradicao. Por conseguinte, v’ (t) # (0,0), Vt € R. Logo, y
é regular.

Exemplo 2.10 Consideremos a tratriz

o: 10,7 — R? -
t = (sen(t),cos(t) +In(tan(3)))

Yy
b
/2 o(r/2) = (1,0)
0 1 X
R \_/
o
tratriz

FiGgurA 8: Tratriz.

Observemos que t € 10, 7[ é equivalente a % € ]O, g[ Como sen (t), cos (t), tan( ) In (tan (2)) estao
definidas para t € ]0, [ e sdo C*, da Analise sabemos que composta de fungdes C*® é C*®. Logo, « é de
classe C*.

Além disso, of (t) = (cos(t) —sen (8) + e (sec? (3)) ;) = (cos (1), —sen (1) + kg ).

Assim

, cos (to) =0 cos (tg) =0
* (tO) - (O’O) A { —sen (tO) + sen](to) =0 = { Senz (tO) =1
cos (tg) =0 cos (tg) =0 s

A { 1 —cos? (to) =1 { cos? (to) = —to= 2 (t €10,70)

Logo, o/ ( ) (0,0), ou seja, & nao é regular.
Observemos que excluindo-se t = 5, « seria regular.

Observac¢do: Uma curva ser regular implica que seu trago tem reta tangente em todos os pontos e,
portanto, nao possui “quinas”. No entanto, uma curva parametrizada cujo traco nao possui “quinas”
pode nao ser regular. Mais ainda, duas curvas parametrizadas podem ter mesmo trago e uma ser regular
e a outra nao. Exemplo:
x: R — R?2

t — (1)

nao é regular e
p: R — R?
t — (t,t)

é regular.



17

CURVAS REGULARES POR PARTES E CURVAS SIMPLES

Uma curva parametrizada no plano pode ser regular por partes, ou seja, « : la,b[ — R? é regular
de classe CX, k > 1, exceto para uma quantidade finita de valores de t nos quais « (t) néo existe ou
o (t) = (0,0).

Quando uma curva parametrizada « é continua, os pontos t tais que of (t) nao existe ou of (t) = (0,0) sao
chamados de singularidades de «. Se t for singularidade de « para qualquer reparametrizagao (Secao
2.2) de «, dizemos que t é uma singularidade essencial de «.

As singularidades essenciais de & formam “quinas” no trago de «.

Dizemos que uma curva parametrizada « é simples quando « : Ja, bl — R? for injetiva, isto é, se tg # t1,
entdo o (tg) # «(tq). Se a nao for simples, dizemos que o tem auto-interseccao.

y
alt,) = alt,) at,) = olty)

!

U x

RZ

o ndo ¢ simples

FiguraA 9: Curva nao simples.

Exemplo 2.11 Um exemplo importante de curva regular por partes é a cicloide, que pode ser construida
mecanicamente considerando um circulo de raio a rolando sobre o eixo dos x sem deslizamento. Um ponto
desse circulo descreve a cicldide.

A Figura 10 representa a construcao de uma cicléide a partir de um circulo de raio 1.

R :
o
y
2
TIPS T TN TS
. P v | N/ \ N\
. / I/\ i Ni {/ ; Y
[ A} ‘
B AR N B CYSNTo L B
. 2 \ th ‘\ / ! /( 1 T\/l @ / ’
' A N SN NN\,
S ° . N 7 ~ | A\ ' ~ |
0| l T Sn 2n & X
2 3 3
t to =0 ll—% th =" lsstn ty =2m tSZ%
3 J3
@) | Py = 0,0)| Py = (2= 1,1) | P2 = (1,2) P3=(%+7,% Py=(@ro0) | ps- (823

FicuraA 10: Cicléide: uma curva regular por partes.
A parametrizagao sugerida pela construcao descrita é

x: R — R?2
t — (t—sen(t),1—cos(t))
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e « é regular por partes.
De fato, temos que o é de classe C*® pois x (t) =t —sen (t) ey (t) =1 — cos (t) sdo de classe C®. Além
disso,

1—cos(t)=0
sen(t) =0

Logo, « (2knt) = (0,0), para k € Z, que sao as singularidades de « e & (t) # (0,0), para t # 2km com
keZ.

oc’(t):ﬂ—cos(t),sen(t)):(0,0)(:){ & t=2km ke Z.

Exemplo 2.12 Consideremos a curva parametrizada de classe C*° dada por

o: [0,2n] — R?2 )
t — ((2cos(t) — 1) cos(t),(2cos(t) —1)sen (t))

((—2sen (t))cos(t) + (2cos(t) — 1) (—sen (t)), (—2sen (t))sen (t) + (2cos (t) — 1) cos (t))
= (—2sen (2t) +sen (t),2cos (2t) — cos (t))

sen (t) = 2sen (2t)
cos (t) = 2 cos (2t)

8
—
—+
=
I

=(o,0)<:>{

Assim, se existisse t tal que of (t) = (0,0), entao teriamos 1 = 4 (sen2 (2t) + cos? (Zt)), ou seja, 1 = 4,
uma contradi¢ao. Logo, of (t) # (0,0),Vt € R, e, portanto, « é regular de classe C*.
A curva « nao é simples, pois possui auto-interseccao. De fato,

B (2cos (tg) — 1) cos (tg) = (2cos (t1) — 1) cos (t1)
oc(to)—oc(t1)(:){ (2cos (tg) — 1) sen (tg) = (2cos (t7) — 1) sen (t1)

Assim, se todos os membros das equacoes acima fossem diferentes de zero teriamos tan (tp) = tan (tq), ou
seja, to = t1 + ki, (t1 5+ k7r) . Em [0, 271] terfamos tg =t — 7w ou tg = t7 + 7.
Substituindo na 1¢ equacao:

—

2cos (t1) + 1) cos (1) =

cos? (t7) — cos (1) =
s? (t1) — cos (1) =

—

+ k7t

(2cos (t1 +7) — 1) cos (t1 +71) =
(—2cos (t1) — 1) (—cos (t1))

)

)

Il
NS}

2cos? (t7) 4 cos (t
2cos (4

que nao serve nesse caso.
Logo, devemos procurar tg e t1 que anulam algum fator do sistema acima:

Zcos(to)—1:O¢cos(to):§:>t0:73jOUJCOZS?7T
2co8(t1) —1=0=t; = %[O’U,t-IZS?T[
(to) =0 = to = t—iﬂ
cos ({p) = 0_2 ou tp = 7
T 3n
cos(t1) =0=t1 = 3 u‘q_7

sen(tg) =0=tp=0outo=m
sen(t1) =0=t1=0outi=m

Testando as solugoes-candidatas, encontramos to = 5 e t1 = 53” como solucao, ou seja, & (%‘) = (5?") =

(0,0) é o tinico ponto de auto-interseccio da curva «.
O trago de « é um cardidide (Figura 11).
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RZ

Ficura 11: Cardidide: uma curva nao simples.

2.2 Reparametrizacao de Curvas

Seja «: I € R — R? uma curva regular de classe C¥, k > 1, sendo I um intervalo de R.
O comprimento de arco da curva o entre os pontos tg e t; em 1 é dado por

szt] o (t)] dt.

to

Observagdo: do Calculo Diferencial e Integral sabemos que a integral acima é obtida quando tomamos o
trago de & como limite de uma seqiiéncia de comprimentos de linhas poligonais P, que “tendem” ao traco
de «. Neste caso, uma poligonal Py, possui vértices «(cg),...,x(cn), sendotg=co<cy1 < - <ctn1 <
cn = t1 uma partigao de [tp, t1] e, & medida que a quantidade de vértices de P, aumenta, a norma da

particao tende a zero.

aft))

~ 2 poligonal P,

L \V/ x

a(,)

FiguraA 12: Comprimento de curva aproximado por poligonal.

Exemplo 2.13 Seja o circulo

x: [0,2n] — R?2 ,a,beRer>0.
t —— (a+rcos(t),b+ rsen(t))

O comprimento de « é

2 27
\/rz sen? (t) + r2cos? (t)dt = J rdt = 27,

271t 271t
I—J ‘oc’(t)|dt—J |(—rsen(t),rcos(t))dt—J
0

0 0 0
Exemplo 2.14 Seja a espiral logaritmica

x: ]—00,0] — RZ2
t — et(cos(t),sen (t))
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Temos
r0
L= lim | |o&(t)]dt
a— —oo Ja
-0
= lim ‘(et (cos (t) —sen (1)), e' (sen (t) + cos (t)))‘ dt
a——oo |,
r0
= lim \/eZt (cos (t) — sen (t))2 + e2t (sen (t) + cos (t))zdt
a——oo |
r0
= lim | e*V2dt
a— —o0 Ja
=2 lim (eo - e‘1>
a— —o0
Vi
Observemos que «(0) = (1,0).
R2 Y
0
/f_h o(0) = (1,0)
N2y
R ~N_
o ~— Comprimento finito

FiGURA 13: Dominio da parametrizacdo com comprimento infinito e comprimento do traco finito.

CURVA REGULAR PARAMETRIZADA PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Seja « : I € R — R? uma curva regular de classe C*, k > 1, e tg € I, sendo I € R um intervalo. A
funcao
S: [tg,+oo[NT — R
t
t — J [od ()] du

to

é chamada funcao comprimento de arco da curva « a partir do ponto tg.

Dizemos que a curva regular « de classe C*, k > 1, estd parametrizada pelo comprimento de arco
quando | (t)] =1, Vt € I C R. Neste caso, S (t) =t — to.

R2 y
— Comprimento t - t,

~.

a(t,) ot)
~_ /
(o}

N

FIGURA 14: Curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Comprimento t - t,

R
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Quando tomarmos v = 1 no Exemplo 2.13, «(t) = (a+rcos(t),b+ rsen(t)) temos « parametrizada
pelo comprimento de arco, pois | (t)] = 1.

No Exemplo 2.14, «(t) = e'(cos(t),sen(t)) nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, pois

| (t)] = v/2et, que é diferente de 1 quando t # In (ﬁ)

MUDANCA DE PARAMETROS E REPARAMETRIZACAO

Sejam o : Ja, b[ — R? curva regular de classe C*, k > 1, e lc, d[ € R. Uma mudanca de pardmetros
para « é uma aplicacdo \ : Jc, d[ — ]a, b[ bijetiva de classe C* tal que U’ (s) # 0, Vs € Ic, d[. A composta
a=oo:]c,d[ — R? é chamada reparametrizacdo de classe C¥ de a.

Exemplo 2.15 O circulo
o: 10,2n] — R?
t — (cos(t),sen (1))
é regular de classe C* e
P: Jo,[ — 10,2m7(
s +— 2s

¢ bijetiva de classe C® e )’ (s) =2 #0, Vs € ]0,7[.
Portanto, ¥ é uma mudanca de parametros de classe C*® para « e

x=wxolp: [0,n] — R?
s +—— (cos(2s),sen (2s))

é uma reparametrizacao de classe C* de «.
Exemplo 2.16 Sejam as curvas regulares (semi-retas) de classe C* dadas por

«: Ry — R? e f: ]-3,40] — R?2 .
t — (t,3t) S — (s+3,3s+9)

A curva 3 é uma reparametrizacao de «.
De fato, queremos mostrar que existe 1 : ]—3,+oco[ — ]0,+oo[ bijetiva, de classe C® e )’ (s) # 0,
Vs € ]—3, +oo[, tal que B = xxo. Mas

B(s)=ooW(s) & (s+3,35+9) = (P (s),3(s)) &

{1])(5):5—1—3 P (s) =s+3.

3WP(s)=3s+9

Temos 1 : ]—3, +00[ — 10, +oo[ bijetiva, de classe C® e |’ (s) =1 # 0, Vs € ]—3, 400[, ou seja, P é uma
mudanca de parametros para « e, portanto,  é uma reparametrizacao de «.

Proposicao 2.1 Seja « :]a,b[ — R? uma curva reqular de classe C¥, k > 1, e seja P : ]c,d[ — ]a, b[
uma mudanca de pardmetros de classe C* para 0. Entdo, & = x o\ € reparametrizacio regular de classe
ck.

Demonstracgao.
A classe C* de & segue do fato de que composta de aplicacoes de classe C* é de classe C¥. Quanto a

regularidade temos & (s) = (aoP) (s) = o (P (s)) P’ (s). Mas « (t) # 0, Vt € la,bl e P’ (s) # 0,
Vs € Jc,d[. Logo, & (s) # 0, Vs € ]c, d], ou seja, & é regular. O
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Observagio: Seja « : Ja,b[ — R? curva regular de classe C*, k > 1, & = o : Jc,d[ — R? e
P :]c,d[ — J]a, b[ uma mudanca de parametros para . Entao, Traco (&) = Traco (&).
De fato: seja o« (t) € Traco (). Logo, t € ]a,b[. Como 1 é bijecao, Is € ]c, d[ tal que

Y(t)=t= a(P(s)) =at) = x(s) =(t).
Como « (s) € Traco (&), temos o (t) = & (s) € Traco (&) .
Conclusao: Traco (x) C Traco (&) .

Analogamente, Traco (&) C Traco ().
Assim, Traco (&) = Traco (o).

FORMA LOCAL DAS CURVAS REGULARES

Seja F:]a,b[ — R uma funcao de classe C*, k > 1. Seja

«: Ja,b[ — R?2
t — (L,F()

uma curva parametrizada. Como F é de classe C¥, temos que o é de classe C¥e o« (t) = (1,F (t)) # (0,0),
Vt € ]a, bl, ou seja, « é regular.
Temos Traco () =Im () ={x(t):t €]a,bl} ={(t,F(t)) : t € ]a, b[} = Grdfico (F).

Proposicao 2.2 (Forma Local das Curvas Regulares) Sejam « : ]a,b[ — R? wuma curva regular de

classe C*, k. > 1, e ty € Ja,b[. Entdo, existem & > 0 e P : |c,d[ — Jto— 5, to + [, uma mudanca de
pardmetros de classe C* para o hto_é,to+5[ tal que & = o\ satisfaz

a(s)=(s,F(s)), Vs elc,d[
ou
a(s)=(F(s),s), Vs €lc,dl,

sendo F:]c,d[ — R uma funcdo de classe C¥.

Demonstragao.

Como « é regular e ty € ]a,bl, temos o (to) = (¥’ (to),y’ (to)) # (0,0). Suponhamos que x' (to) # O.
Como o é de classe CK, temos que as funcdes componentes sao de classe C*. Logo, pelo Teorema da
Funcao Inversa, a funcao componente x é inversivel em uma vizinhanca de tp, ou seja, 36 > 0 tal que
X=x |]to _5,to-+5[ € inversivel.
Seja

X ix (Jto—8,t0 + 8[) — Jto— 8, to + 8l
a inversa de X.
Também pelo Teorema da Funcio Inversa temos que X! é de classe CK.
Tomemos Jc,d[ =x (Jtg— 6,to+ 0[) e P = x 1. Logo, V¥ :]c,d[ — Jto — 8, to + 8[ é bijetiva, de classe ck
e’ (s) #0, Vs €]c,d[. Assim, P é uma mudanga de parametros para o hto,é’toﬁ[ )
Seja & = 0. Temos

x(s) =(xop)(s)=(x(h(s)),yW(s)))=((xoh)(s),(yo)(s)) =(s,yo(s)), Vs €lc,d[.
Seja F =1y o1. Logo, F é de classe C¥, pois y e 1\ sdo de classe C¥. Assim,
a(s)=(s,F(s)), Vs elc,dl.
Se tivéssemos imposto Y’ (tg) # 0 terfamos & (s) = (F(s),s), Vs € ]c,d[. d

Observagdo: A forma local das curvas regulares também pode ser usada para justificar o fato do trago de
uma curva regular nao possuir “quinas” (localmente a curva é grafico de fungao diferencidvel).
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ORIENTACAO DE UMA CURVA

Seja « : ]a,b[ — R? uma curva parametrizada. A orientacdo da curva « é o sentido de percurso do
traco da curva quando t varia de a até b.
Se « é curva regular de classe C¥, k > 1, entdo o vetor tangente of (t) indica a orientacdo da curva pois

o (to+h) — a(to)

12 .
o (tp) = lim
( O) h—0

h
y Para h > 0;t)+h > ¢
ato)
o (to)
oty +h)
x x
oty +h) —alty)

Ficura 15: O vetor tangente indica a orientagao de uma curva regular.

Seja P : ]c, d[ — ]a, b[ uma mudanca de parametros de classe C* para «. Tomemos a reparametrizacao
& = o de «. Assim, se P’'(s) > 0, entdo & e & possuem a mesma orientacao, pois & (s) =
o (W (s))W' (s). Se Y’ (s) <0, entdo e & possuem orientacoes opostas.

No primeiro caso, dizemos que a mudanca de parametros \J preserva orienta¢ao e no segundo caso,
que ¥ inverte orientacgao.

Nos Exemplos 2.15 e 2.16 temos mudangas de parametros que preservam orientacao, pois em ambos os
casos U’ (s) > 0.

Exemplo 2.17 Consideremos a espiral logaritmica

x: R — R?
t +— e'(cos(t),sen(t))

que é uma curva regular de classe C*. Consideremos a fungao

'l.l): R+ — R
s +— In(s)

que é uma mudanca de parametros de classe C* para o pois \ é bijetiva, de classe C*® e’ (s) = In’ (s) =
% %0, Vs € R4. Logo, pela Proposicao 2.1,

Xx=o0olp: Ry — R?
s +—— s(cos(In(s)),sen(In(s)))

¢ uma reparametrizacao regular de classe C* de «. Além disso, como V' (s) > 0 para s € R, temos que
X e & possuem a mesma orientagao.

Exemplo 2.18 Sejam os circulos

o: 10,20 — R?2 e PB: 102n] — R?
t —— (cos(t),sen (t)) S —— (cos(s),—sen(s))

As curvas regulares de classe C® « e  possuem o mesmo trago.
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De fato, consideremos
P: 10,2nf — 10,27
s — —s+2m

Temos que P é bijetiva, de classe C® e P’ (s) = —1 #0, Vs € ]0, 27t[. Mas
oo (s) = (cos(—s+ 2m),sen (—s + 2m)) = (cos (—s),sen (—s)) = (cos (s),—sen(s)) =B (s).

Logo, B é uma reparametrizacao de « e, portanto, o« e p possuem mesmo traco. Além disso, como
P’ (s) < 0, temos que « e B possuem orientacoes opostas.

REPARAMETRIZACAO PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Proposicao 2.3 Seja « : Ja,b[ — R? regular de classe C*, k > 1. FEntdo, existe uma mudanca de
parametros \ : Jc,d[ — la, b[ de classe C* para o que preserva orientacdo tal que a reparametrizacio
& = x o satisfaz

(1) [& (s)| =1, Vs €]c,dl;

s1
(i) J |’ (u)| du = s1 — so, Vso,s1 € Ic,d[, sp < s1.
So

Demonstragao.

Seja to € ]a, b[. Consideremos a funcao
S: la,bl — R

t
t — J lod ()] du
to

Temos S’ (t) = |« (t)|, pelo Teorema Fundamental do Calculo. Como « é regular de classe C*, k > 1,
temos o (t) # 0, Vt € ]a, b[. Logo, S é de classe C¥e S’ (t) > 0, Vt € ]a, b[, ou seja, S é continua e crescente
em ]a,b[. Logo, sua imagem é um intervalo aberto: S (]a,b[) = J¢,d[ e, portanto, S : Ja,b[ — ]c,d[ é
bijetiva, de classe C*¥ e S’ (t) > 0, ¥t €]a, b[. Assim, 357" :]c, d[ — ]a, bl.

O Teorema da Funcao Inversa garante que S~ é de classe C¥. Além disso, temos (5*1)/ (s) ! ke 0,

S5 T(s
Vs € ]c,d[. Logo, = S™' é uma mudanca de parametros de classe C* para « que preserva orientacao.

Para & = a0 : Jc, d[ — R? temos:

=1,Vs elc,d[.

s s1
J I&(u)ldu:J Tdu = s1 —sg, Vso,s1 € Ic,d[, so < sy,

So So

como queriamos. O

A composta & da Proposigao 2.3 é chamada de reparametrizacao de « pelo comprimento de arco.
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Exemplo 2.19 Reparametrizemos o circulo

o: [0,2n] — R?2 ,T>0,1#1,
t —— (a+rcos(t),b+rsen(t))

pelo comprimento de arco preservando sua orientacao.

Primeiramente, observemos que « pode ser estendida diferenciavelmente.

Consideremos [0,271] C 10 —¢,2m+ €[, ¢ > 0.

Temos o (t) = (—rsen(t),rcos(t)). Logo, | (t)] = r # 1, ou seja, « nao estd parametrizada pelo
comprimento de arco.

Seja tg € [0, 271 . Logo,

t t
S(t)J ‘oc/(u)‘duj rdu=r(t—tg) e S([0,27]) = [—1to, T (2T — to)] = J.

to to
Assim,
S: 0,20 — ] — p=S": ] — [0,27] .
t — 1(t—1p) S t
Logo,

ll)(s):t<:>s:S(t):r(t—to):>t:§+to:>¢(s):z_”o.

Deste modo,
P [=rto, T (2T —t0)] — [0, 27]
S — % + to
é uma mudanga de pardmetros para & que preserva orientacao (pois V' (s) = % >0) e x =ao, dada
por
x: [—rto,r(2m—1to)] — R?
s — (a—l—rcos(f-l—to),b—l—Tsen(%—I—to))

é uma reparametrizagao de o« pelo comprimento de arco.
Exemplo 2.20 Reparametrizemos a espiral logaritmica

a: R — R?
t +—— et(cos(t),sen (t))

pelo comprimento de arco preservando sua orientacao.

Temos |« (t)| = v2e' £0,VteRe

S(t)= Jt o (u)] du = Jt V2etdu = \/i(et— e').

to t

Logo, Im (S) = ]—ﬂetO,—i—oo[ e

S: R — }—ﬁeto,—l—oo[
t —  V2(et—e)

Seja

Logo,
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Assim,
P —ﬁeto,—l—oo[ — R
_S_ to
s — In ( 73 +e )
é uma mudanga de parametros para o que preserva orientagdo (pois V' (s) = m > 0 para s €

—V2e% 400 [) Seja & = o 0. Logo,

x: ]—ﬁeto,—l—oo{ — R?2
s t s t s t
S — (\Tz—i—e") (cos<1n<ﬁ+eo>),sen(ln(ﬁ—i—eo)))
é uma reparametrizagao de o« pelo comprimento de arco.
Exemplo 2.21 Reparametrizemos o arco de cicléide

o: 10,2n] — R?2
t — (t—sen(t),1 —cos(t))

pelo comprimento de arco preservando sua orientacao.

Temos |od (t)] = [(1 —cos (t),sen (1)) = \/(] — cos (’t))2 + sen? (t) = v/24/T —cos (t) = sen (%), visto que

1 = cos? (E) + sen? (E) _ 2 (U
{ 2 2 ) = 1 —cos(u) =2sen (E)’

cos U = cos? (%) — sen? (%

ou seja, & nao estd parametrizada pelo comprimento de arco. Seja to € 10, 27[. Temos

S(t) = A o (u)| du

Jto

rt
=| v2y/1—=cos(u)du
to

= [ Zsen(

Jto

v
2

) du

t

Assim, S (]0,27]) = ]4 (cos (%") - 1) 4 (cos (%") + 1) [ Seja
Pp=S"T: ]4(008 (%0) — ]) ,4(005 (%0) + 1)[ — 10, 2m( .

S — t
Logo,
t t t
V(s)=t=s5=S(t)=4(cos(=2) —cos(=))=t=2arccos  cos | = _3 ;
2 2 2 4
ou seja,
Vv ]4(005(%’)—1),4(008(%)+1)[ — 10, 27|
S —— 2arccos (cos (%0) — %)
é uma mudanga de parametros para & que preserva orienta¢ao (pois VP’ (s) = ! = > 0 para

s € ]4(008 (%0) — 1) 4 (cos (%0) + 1) [)
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Finalmente, & = o : ]4 (cos (%) — 1) 4 (cos (%0) + 1) [ — R? tal que
x(s) = (2 arccos (cos (%") — %) — sen (2 arccos (cos (%0) — %)) ,1 —cos (2 arccos (cos (%0) — ﬁ)))

é uma reparametrizagao de o« pelo comprimento de arco.

2.3 Curvatura e Equacoes de Frenet

Seja
o: la,b| — R?
3 —  o(s)

uma curva regular de classe C¥, k > 3, parametrizada pelo comprimento de arco.
Seja

T(s) = o (s) = (X' (s),1'(s))|

o vetor tangente & curva o em s. Como | (s)| = 1, temos [T (s)| = 1.
Consideremos

IN(s) = (v (s),% (s))}
isto é, N (s) é T (s) girado de § no sentido anti-horario. Logo N (s) e T (s) sdo vetores ortogonais:
(T(s),N(s)) =—x"(s)y" (s) +x (s)y' (s) =0.

Temos também [N (s)| = 1 para s € ]a,b[. Logo, {T (s), N (s)} é uma base ortonormal de R2.
Vamos considerar T (s) e N (s) “com origem” em «(s), conforme Figura 16.

y

b N(s)

a S
~
R ¢ / a(s) Tt
X

d

F1GURA 16: Referencial de Frenet-Serret.

{T(s),N (s)}(x(s) é chamado referencial movel, da curva o em s, ou Referencial de Frenet-Serret,
da curva « em s.

Exemplo 2.22 A curva
«: 10,2n] — R?2
S —— (cos(s),sen(s))
é parametrizada pelo comprimento de arco.
Temos: T(s) = &' (s) = (—sen(s),cos(s)) e N(s) = (—cos(s),—sen(s)). A Figura 17 ilustra o Referen-
cial de Frenet-Serret em alguns pontos de «.

e
~—
<
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Fi1GURA 17: Referencial de Frenet-Serret em alguns pontos da circunfereéncia de raio 1.
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CURVATURA DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CX, k > 3, PARAMETRIZADA
PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Seja
o: la,b| — R?
s —  o(s)

de classe CK, k > 3, parametrizada pelo comprimento de arco.
Os vetores T(s) = o (s) e T (s) = & (s) sao ortogonais. De fato, de [T (s)| = 1 temos

T =1=
(T(s),T(s))=1=
(T(s),T(s) =1 =
<T’(s),T(s)>+<T(s),T’(s)> =0=
2(T"(s),T(s))=0=

(T'(s),T(s)) =

Baseados nesses resultados e, lembrando que {T (s),N (s)} é base ortonormal de R?, temos’

T (s)=(T"(s),T(s)) T(s)+ (T (s),N(s))N(s) = T (s) =(T'(s),N(s))N(s).

O numero

é chamado curvatura de o em s e a equagao

]T/(s):k(s)N(s)\

é chamada 1% Equacao de Frenet de «.

Observemos que T’ (s) e N (s) sao paralelos e que |T' (s)| = [k (s)| pois [N (s)| = 1, ou seja,

[k (s)] = loc” (s)] ]

Como % = cos (0), sendo 0 a medida do angulo entre T’ (s) e N (s) (que é 0 ou 7), concluimos

que k(s) > 0 quando T’ (s) e N (s) possuem mesmo sentido e k (s) < 0 caso contrario.

Geometricamente, a curvatura k(s) indica a taxa de variagao instantanea da direcdo do vetor tangente
no ponto «(s), ou entdo, a velocidade com que o vetor tangente muda de direcdo. De fato, dados
s,s+h € ]a, bl temos

o (s+h)— o (s)

«” (s) = lim
h—0

De modo andlogo ao que foi feito a partir de [T (s)| = 1, o fato de [N (s)| = 1 implica que N (s) e N’ (s)
sao ortogonais. Assim,

N'(s) = (N"(s),T(s)) T (s) 4+ (N'(s),N(s))N(s) =

N’ (s) =(N"(s),T(s)) T (s).

!Para desenvolvimento de T’ (s) lembramos que se {g1, g2} é base ortonormal do R?, entdo qualquer vetor v do R? pode
ser escrito como v = (v, g1) g1 + (v, g2) g2.
De fato: v =ai1g1 + a292. Logo, (v,g1) = a1 e (v,g2) = a2 e o resultado segue.
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Mas
(N"(s),T(s)) = {((—y" (s),x" (s)), (X' (s),u'(s)))

=—x'(s)y” (s) +x" (s)y'(s)
=((x"(s),y" (s)), (v (s),—X'(s)))
= (T'(s),—N(s))
=—(T'(s),N(s))
=—k(s).

Logo,

IN'(s) = —k(s) T (s)]

que é chamada 2% Equacao de Frenet de «.

S S
x(s) = <rcos <7) , T sen <7)) ,
T T
s € R e r constante positiva.

Temos
o (s) = (—sen (;) , COS <$)) = |« (s)] =1,

ou seja, o estd parametrizada pelo comprimento de arco.
A curvatura é dada por

19 = 761 80) = o (2)) (e () - L om (3)) (-on () =

ou seja, a curvatura da circunferéncia o de raio r acima é constante e igual a %
Observemos que se houvéssemos tomado a parametrizacao «(s) = (T‘ sen (%) TCOS(
orientagao da curva), a curvatura mudaria de sinal.

Exemplo 2.23 Seja

§)) que muda a

Exemplo 2.24 Seja
x(s) =(a+bs,c+ds),

s € R, b e d constantes tais que b% + d? = 1.
Temos

« (s)=(b,d) = |(b,d)| = VbZ+d?=1,

ou seja, o estd parametrizada pelo comprimento de arco.
A curvatura é dada por
k(S) — <(O)O) ) (_d)b)> - O)

ou seja, a curvatura da reta o acima é nula.

CURVATURA DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CK, k > 3, COM
PARAMETRIZACAO QUALQUER

Seja
«: la,b[ — R2
t — (x(t),y(t)

uma curva regular de classe C¥, k > 3.
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A Proposicao 2.3 garante que existe

%: le,d[ — R?
s — a(P(s))=(x(s),y(s))’

reparametrizacao de « pelo comprimento de arco, sendo

P: Je,dl —  Ja, bl
s — S7T(s)

mudanca de parametros que preserva orientacao com

S: Ja,b] — Ic, d[

t
t  — J lod ()| du
to

a funcao comprimento de arco de « a partir de to.
Além disso,

o(t) =0 (S(t)) =a(s).

Como a orientagao da curva regular « e a orientagao da curva parametrizada pelo comprimento de arco
& ¢ mesma, os vetores tangente T (t) = (x'(t),y’ (t)) = o’ (t) e T(s) = (X' (s),U’ (s)) = & (s) possuem

mesma direcdo e sentido e, como T (s) tem comprimento 1,

O mesmo ocorre com N (t) = (—y' (t),X (t)) e N (s) = (—u'(s),x'(s)), que s@o girados de 5 no sentido
anti-horédrio de T (t) e T (s), respectivamente. Logo,

(Queremos expressar o conceito de curvatura em uma parametrizagao qualquer. Para tanto, iremos definir
a curvatura k (t) em o (t) como sendo a curvatura k (s) em «(s) com s = S (t), ou seja, k(t) =k (s).

Observagao: se tomarmos uma reparametrizagdo 3 de & que mude sua orientagao, entao o sinal da
curvatura muda (veremos isso mais adiante quando estudarmos o sinal da curvatura). Neste caso, para
mudar a orientacdo de « basta considerar f () = a(b+a—71), r € ]a,bl.

Vamos colocar k (s) em funcao de t.
Temos:

Tt)=0o(t)=(xoS) (t)=a'(S(t) S (t) =
T (1) = (& (S (1) S (1)) S’ (1) + & (S (1)) S" (t) = T'(s)S" (1)* + T (5)S" (1) .

Logo,
=, T () —T(s)S"(t) T (t)—T(s)S" (t)
T (S) = 2 - 2 )
S’ (t) IT (1))
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_ [T N\ s
TP ITOH T )
(T'(t) N (1))

(T'(t),N (1))
IT(t)P

~

(t) =

que é a expressao para a curvatura de uma curva regular &« dada por uma parametrizacao qualquer de
classe CK, k > 3.

Observemos que se « jé estivesse parametrizada pelo comprimento de arco terfamos |T (t)| = 1 e recaimos
na expressao que ja haviamos obtido.

UM RESUMO

Seja « : ]a, b — R? curva regular de classe C¥, k > 3.

Se a(s) = (x(s),y(s)) estiver parametrizada pelo comprimento de arco, entao

(vetor tangente)

(vetor normal)

IN(s)] =1

{T(s),N(s)}ys) (Referencial de Frenet-Serret)
k(s) = (T"(s),N(s))

{ Ik (s)] = |o” (s)] (curvatura)

T (s) =k(s)N(s) (1% Equacao de Frenet)

N’ (s) =—k(s)T(s) (2¢ Equagao de Frenet)
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Se a(t) = (x(t),y (t)) estiver com parametrizacdo qualquer, entao

Tt =o(t) = 1),y (1)) (vetor tangente)
N (t) = (—y’ (1),x (1)) (vetor normal)

(1), N (t))

K (t) =
V=" 0P

(curvatura)

Exemplo 2.25 Consideremos a espiral logaritmica o (t) = (et cos (t), etsen (t)), t € R. Temos

T(t) =o' (t) = (' (cos (t) —sen (1)), e" (sen (t) + cos (1)),

T (t) = & (t) = (e* (cos (t) —sen (t)) + €' (—sen (t) —cos (t)), e" (sen (t) + cos (t)) + €' (cos (t) —sen (t)))
= (—Zet sen (t),2e cos (t)) ,

N (t) = (—y’ (1), x' (t)) = (—et (sen (t) + cos (1)), e* (cos (t) — sen (t))) ,

IT(t) = \/eZt (cos? (t) — 2sen (t) cos (t) + sen? (t)) + e2t (sen? (t) + 2sen (t) cos (t) + cos? (t))

—etVv2
Logo:
k(1) = <(—Zet sen (t), 2et cos (t)) , (—et (sen (t) + cos (t)), et (cos (t) — sen (t)))>
(ev2)’
_ 2e?t (sen? (t) + sen (t) cos (t)) + 2t (cos? (t) — cos (t) sen (t))
N estzﬁ
ZeZt
T e322
_ ] >0
=7 )

(t = —o0) = (k(t) = +00)

(t — 400) = (k(t) — 0) . Portanto, nao existem

Observemos que k é uma fungao decrescente e {

pontos onde a curvatura é maxima ou minima.

Exemplo 2.26 Consideremos a pargbola y = x? 4+ 2x + 1. Facamos x = t e y = tZ 4 2t 4+ 1. Assim,
a(t) = (t,t2+2t—|— 1), teR, édeclasse C® e & (t) = (1,2t +2) # (0,0), Vt € R, ou seja, « é regular.

Temos
Tt)=do(t)=(1,2t+2)
T (t) = o (1) = (0,2)
{ N(t) = (—y' (t),x (1)) = (=2t = 2, 1)
Logo,

( 124 (2t—|—2)2>3 (\/4t2+8t—|-5>3.

Observemos que k (t) > 0.
Determinando pontos de maximo ou minimo:

~3(8+8t)

K (t) = =
(42 + 8t +5)2

=0&=t=—1.
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Como k(t) — 0 quando t — 400 ou t — —oo, temos que t = —1 é ponto de curvatura méxima e
k(—1) =2 é a curvatura méaxima, pois

t+1) 2 >0=1t"+2t+1>0=
M2 L8t +4>0=—4t2+8t+5>1 —

3
3 1
(4t2+8t+5)221%:> <=
<\/4t2 + 8t + 5)
2 <2,
(\/4t2 T8t 5)
ou seja,
0<k(t) <2
Nao ha pontos de curvatura minima.
»n R?
curvatura /
maxima p1
S~ l X
R * 1 0

FIGURA 18: A parédbola o (t) = (t,t% 4 2t + 1) possui um ponto de curvatura maxima.
p

UMA OUTRA INTERPRETACAO GEOMETRICA DA CURVATURA

Seja « : ]a,b[ — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco e 0 : Ja,b[ — R
] g

a funcao definida por 0 (s) = “angulo entre o vetor o« (s) e o vetor w = (cos(A),sen (A))”, ou seja,
o (s) = (cos (0 (s)+A),sen (0 (s) +A)). (Figura 19)
y ao'(s)
a'(s) o
ALY as)
)\‘ X
F ) = wi =1
FIGURA 19: A curvatura de & pode ser vista como taxa de variacao do angulo 6.
Afirmamos que curvatura de & mede a variacio da funcao 0 (s), isto é,
k(s) =0'(s) (2.1)

De fato, temos

o (s) = (cos(0(s)+A),sen (0 (s) +A)) =
o (s) = (—sen (8 (s) +A) 0’ (s),cos (6 (s) +A) & (s)) = T'(s)

N (s) = (—sen (0 (s) +A),cos (0 (s) +A)).
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Logo,

k(s)= <T’ (s),N (s)> = <(—sen(6 (s)+A)0" (s),cos(0(s)+A)6 (s)) ,(—sen (0 (s)+A),cos(0(s)+ 7\))> =
k(s) =8 (s) (sen? (0() +A) +cos? (0 (s) +A)) =

k(s)=10"(s).

Observemos que

S S

o (s) = (cos(0(s)+A),sen (0 (s) +A)) = a(s) = <J

So

cos (0 (t) +A)dt + Xo,J

So

sen (0 (t) +A) dt + yo>

para algum sg € ]a,b[ e A, xo,yo € R.

2.4 Estudo do Sinal de Curvatura: Convexidade Local

Seja « :]a, b[ — R? uma curva regular de classe C*, k > 3.

Seja to € ]a, b[. Consideremos a reta tangente a o em tp, que denotaremos por Gy, .

A reta Gy, divide o plano em dois semiplanos fechados cuja interseccao é Gy, .

Dizemos que o é convexa em tg se 30 > 0 tal que o (Jtg— 8,1t + 6[) estd contido em um dos dois
semiplanos fechados determinados pela reta tangente Gy, .

y Gro

"T(to)
Convexa So(ty)

Ndo convexa
emt,

emt,

X

Ficura 20: Curvas convexa e nao convexa em tg.

Vamos considerar a equacgao da reta tangente a &« em tp como
G, (1) = & (to) + (t —to) T (to) =  (to) + (t —to) &’ (to) .
Supondo k (tg) # 0, temos também o (tg) # 0 pois
T (to), N (t o’ (to) , N (t
k(to):< (to) 3(o)>:< ((/)) §0)>:>
T (to)l o (to)]
(o (o) ,N (to)) =k (to) | (to)|> # 0 =
o (to) # 0, pois N (to) # 0.

Expandindo o em Série de Taylor em torno de t =ty temos

2
t—t
o (1) = aclto) + (£ — to) f (t0) + " (1) 4 R (1),
sendo R uma funcao vetorial tal que
. R(t)
lim ——— =0.
t—to (t — to)
Logo,
(t—to)? (t—to)?

o(t) =Gy, (t) + o (to) + R (1) = a(t) — Gy, (t) = o (to) +R(1),

2 2
ou seja, & (t) — Gy, (t) é um vetor que aponta para o mesmo semiplano (determinado por Gto) que aponta
o’ (to), para valores de t préximos de tg. Este semiplano contém o (t), quando restrita a uma vizinhanca
adequada proxima de tg.
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G,ON () o

() - G,() » o/(2,) # 0

\ X

FIGURA 21: O vetor &” (tg) determina o lado da convexidade da curva em to.

G

‘o

Observagao: Pelo desenvolvimento acima, se k (tg) # 0, entao &’ (tg) nao é nulo e « (t) estd no semiplano
(determinado por Gy,) apontado por &” (tg), ou seja, localmente a curva o estd voltada para lado em
que aponta o vetor &’ (tg). Por conseguinte, o sentido do vetor o (tg) = T’ (tp) ndo muda se trocarmos
a orientacdo da curva «. Por outro lado, o sentido do vetor normal N (ty) muda quando trocamos a
orientagao da curva o (pois a mudanga do parametro t para u sera tal que VP’ (ug) < 0, to = P (uo), e,
portanto, inverte o sentido do vetor tangente T (tp)). Desta forma, concluimos que a curvatura muda de
sinal quando trocamos a orientacao da curva.

Supondo « : ]a,b[ — R? parametrizada pelo comprimento de arco, temos a validade de «” (sq) =
T (so) = k(so) N(so) (1*. Equagao de Frenet) que, juntamente com o fato de & (sp) sempre apontar
para o lado convexo da curva, permite-nos concluir a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4 Seja o : Ja,bl — R? uma curva reqular de classe C*, k > 3, parametrizada pelo
comprimento de arco com k (sp) # 0.

(1) k(sp) > 0 se, e somente se, a curva « é convexa em sy no sentido de N (sg);

(1) k (so) < 0 se, e somente se, a curva & é convexa em so no sentido de —N (sp) .

FiGura 22: FiGura 23:
k(sp) >0 <= N{(sg) e & (so) k(so) <0 <= N{(sg) e & (so)
possuem mesmo sentido. possuem sentidos opostos.

Notemos que este resultado também é valido quando « nao estd parametrizada pelo comprimento de arco,
uma vez que, se & (s) = a (P (s)) = a(t) é reparametrizacio de a pelo comprimento de arco, entdao a
curvatura nao muda (mesma orientagao) e os vetores N (s) e N (t) possuem mesma diregao e sentido em

t=1(s).
Exemplo 2.27 Estudemos a convexidade local da cossendide
a(t) = (t,cos(t)), t €]0,2n(.

Temos o (t) = T (t) = (1,—sen (t)), [od (t)] = /1 +sen? (t) # 1, ou seja, « nao estd parametrizada pelo

comprimento de arco.
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Temos
"(t) =T (t) = (0, —cos (t))
N (t) = (sen (t),1)
Logo,
(T"(t),N (1)) — cos (t)
(t) = 3 =
T ()] ( 1+ sen? (t))
Portanto,
k(t) :0<:>cos(t):()(:)t:§ out:377T
k(1) >O<:>cos(t)<0(:)§<t<37n
T 3n
k(t)<0<:>cos(t)>0(:)0<t<z 0u7<t<27t.
Logo,

(a) para t € ]%‘, 37” [a curva é convexa no sentido de N (t);
0

(b) para t € ] ,%[U ] 37”,27[[ a curva é convexa no sentido de —N (t).

FicurA 24: Estudo da convexidade da cossendide.

Observemos que nos pontos t = 5 e t = 37”, «" (%) = o (37”) =0 (embora N (5) = (1,1) e N (377‘) =
(=1,1)).

Nestes casos, em uma vizinhanca de % ou 37” , & curva « possui pontos nos dois semiplanos determinados
pelas tangentes, ou seja, & nao é convexa nesses dois pontos.

2.5 Raio de Curvatura e Circulo Osculador

Seja « : Ja, bl — R? curva regular de classe C¥, k > 3, parametrizada pelo comprimento de arco com
curvatura k (s) # 0, Vs € ]a,b[. O nimero real positivo p (s) = m é chamado de raio de curvatura
de o em s.

Consideremos a equacao da reta normal a &« em sy dada por

Hg, (1) = ¢ (s0) + TN (so) .

Suponhamos que k (sg) > 0 e tomemos o ponto C (sg) = Hs, (p (so)) na reta Hs,, ou seja,

C(so) = o (so) + p (s0) N (so) = C(sp) = a(so) + N (so) .

L
k (so)
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y d(C(sy):s,)) = p(s,)

F1GURA 25: Centro de curvatura quando k (sg) > 0.

Suponhamos que k (sg) < 0 e tomemos o ponto C (sg) = Hg, (—p (s0)) na reta Hg,, ou seja,

C(so) = a(so) — p (s0) N (so) = C(so) = a(so) + N (so) .

k (so)

y d(C(ﬁo),a(s())) = p(s,)

F1GURA 26: Centro de curvatura quando k (sg) < 0.

O ponto C (sg) = e (sg) + ﬁN (sp) é chamado de centro de curvatura de « em sg.

O circulo tangente a & em sg de centro em C (sg) e raio p (sp) é chamado de circulo osculador a curva
X em Sop.

/

x x
FiGcuraA 27: Circulos osculadores.
Observemos que

(1) o circulo osculador estd sempre na “regiao convexa’ que a curva determina;
(i1) quanto maior a curvatura (em mdédulo), menor o circulo osculador;

Ficura 28: Quanto maior o raio do circulo osculador, menor a curvatura.

(1i1) o médulo da curvatura do circulo osculador coincide com o médulo da curvatura de « em sg.
Essa tdltima afirmacao segue do fato de que se tomarmos uma parametrizagao pelo comprimento de arco
do circulo osculador tal que sua curvatura seja positiva (portanto, sua orientagao deve estar no sentido
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EVOLUTAS

A curva formada por todos os centros de curvatura da curva o é chamada de evoluta de « e é dada por
E(s)=a(s)+ ——N(s), se€la,bl.

Devido ao fato do centro de curvatura estar univocamente determinado, independente da orientagao da
curva, temos que a evoluta de « ¢é tnica.

Exemplo 2.28 A evoluta de uma curva regular pode nao ser regular. Por exemplo, a evoluta de um
circulo se degenera em um unico ponto, a saber, o centro desse circulo.
De fato, consideremos a circunferéncia o« (s) = (cos(s),sen (s)), s € [0, 27].

Temos « parametrizada pelo comprimento de arco e E (s) = «(s) + =N (s).

Mas, Kl
k(s) = <T’ (s),N (s)> = ((—cos(s),—sen(s)),(—cos(s),—sen(s))) =1.
Logo,

E(s) = (cos(s),sen(s)) + % (—cos(s),—sen(s)) =(0,0),

ou seja, a evoluta de uma circunferéncia é um ponto (seu centro).

Proposicao 2.5 Seja o : Ja,b[ — R? uma curva reqular de classe C*, k > 3, parametrizada pelo
comprimento de arco com k(s) #0, Vs € ]a,b[. Considere E : ]a,b[ — R? a evoluta de c. Entao,

(a) E € de classe CK2.

(b) Se k' (s) #0, Vs € ]la,b[, entao E € reqular.

(c) Na hipdtese de (b), as retas tangentes a B sdo as retas normais a .

Demonstragao.

(a) Temos que:

sdo aplicacoes de classe CX, CK71 e CK2, respectivamente, pois x (s) e y(s) sdo de classe C¥. Logo,

E(s) =a(s)+ LN (s) é de de classe C*2,
k(s)
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Como k' (s) #0, Vs € ]a, b[, temos E’ (s) # (0,0), ou seja, E é regular.

(c) A reta tangente a E em s é dada por

Ga (1) = E () + /() = ar(s) + N (s) - 1= CUN (g) = () <]—rk/(5)2> N (s),

que é reta normal a & em s. O

Observacio: Seja «: [a,b] C R uma curva regular fechada, isto é, & (a) = « (b), de classe C¥, k > 3.
Um ponto « (sg) da curva tal que k’ (sg) = 0 é chamado de vértice de x. O “Teorema dos Quatro Vértices”
(ver [1], pdg. 31) garante que o« possui, no minimo, quatro vértices. Como vimos na demonstragao do
item (b) da Proposigao 2.5,
/
E(s) = 2N o),
k(s)

ou seja, se k/ (sg) = 0, entao, para a parametrizagao adotada para «, nao ha vetor tangente a E em s = so.
Sendo k’ (s) continua, é possivel mostrar que em s = sg a curva E possui uma singularidade essencial, ou
seja, E possui uma “quina” em s = sg.

Exemplo 2.29 Sejam 0 < b < a e consideremos a elipse parametrizada por

o: [0,2mab] — R?2

t — (acos (%) , bsen (%))

010 (e () Lo (&) = B () - () 1.

ou seja, & nao estd parametrizada pelo comprimento de arco. No entanto, a curvatura de « independe da

parametrizacao. Logo,

CMONWG) T (1 Lt 1, e\
KO T T e <bzse“ <ab>+azcos (ab)) —

i 3 s () eos ()
a3b3 (% sen? (%) + L cos? +))?
/() — t Y L Yo
k(t)—O(:)sen<ab>cos<ab>—O<:>sen< b)—Oou cos< b>_0
a 3mab
—t=0, , tab ou >

Isso significa que a elipse possui quatro vértices que sao justamente os quatro pontos de interseccao da
mesma com os eixos coordenados. Logo, a evoluta da elipse possui exatamente quatro singularidades
essenciais que também irao ocorrer na interseccao da mesma com os eixos coordenados.
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Para obtermos a equagao da evoluta, é preciso que o vetor normal a « seja unitario (assim, o raio de
curvatura serd o raio do circulo osculador). Assim,

A Figura 29 ilustra uma elipse com a =3 e b = 2 e sua evoluta.

Y
A

5/3 Normal a elipse e tangente a evoluta

1 2
Elipse ad)
Evoluta .
Tangente a elipse
30 52 52 3 Px
E(1)
-2
-5/3

FIGURA 29: A elipse e sua evoluta.

Exemplo 2.30 Consideremos a espiral logaritmica o (t) = (ecos (t),e'sen (t)); t € R.

-1
Vimos que a curvatura de oc é k (t) = (e’%ﬁ) e independe de « estar parametrizada pelo comprimento

de arco ou nao. Para obtermos a equagao da evoluta, é preciso que o vetor normal seja unitario (assim o
raio de curvatura é o raio do circulo osculador). Assim:

N (t) = (—et (sen (t) 4+ cos (1)), et (cos (t) — sen (t))) = IN (1) = e'V2.

E(t)=a(t)+ kgt) |E E3| = (e*cos (t),e"sen (1))

E(t) = (—et sen (t), e cos (t)) ,

+etv?2 (—e* (sen (t) 4 cos (t)), e* (cos (t) —sen (t)))

etv/2

ou seja, a evoluta de uma espiral logaritmica é, também, uma espiral logaritmica.

Ficura 30: A evoluta de uma espiral logaritmica é outra espiral logaritmica.

—
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2.6 O Teorema Fundamental das Curvas no Plano

Seja v um vetor do plano. A aplicacao T, : R? — R? definida por T (x,y) = (x,y) +V é uma transla¢do
pelo vetor v.
A aplicacao T, é diferencidvel de classe C®; v = (v1,v2) e Ty, (x,y) = (x,y) + (v1,v2) = (x + v1,y +Vv2).

Seja 8 € R. A aplicacio Lg : R? — R? definida por Lg (x,y) = (xcos (8) —ysen (8),xsen (0) +y cos (0))
é uma rotacao pelo angulo 0.
De fato, se u = (x,y) = (Julcos (@), [u/sen (¢)), entdo

Lo (u) = (ILe (u)|cos (¢ +6),[Lg (u)[sen (¢ + 0))
= ([uf (cos (@) cos (0) —sen (@) sen (0)) , [uf (sen (@) cos (8) + sen (6) cos (¢)))
= (xcos(0) —ysen (0),xsen (0) +ycos (0)).

Observagoes:
(1) Lg é uma transformagao linear e como |Lg (u)| = [u|, Lg é uma isometria.

cos (0) —sen (0)

B , A 2 = —
(2) Se B={(1,0),(0,1)} é base canonica de R*, entao [Lglz = sen(0) cos(6)

é chamada matriz de
rotagao e [Le]z [u] = [Lg (u)].

(3) Lg é diferencidvel de classe C*.

(4) Como Lg é linear, entdo d (Lg)p (W) = Lg (W), VP € R2, Yw € TpR2.

Proposicao 2.6 Seja « : I € R — R? wma curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco.
Considere a curva B (s) =T, (Lg (ax(s))). Entado:

(a) B € curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.

(b) A curvatura de B € igual a curvatura de o.

Demonstracao.

(a) Temos

B'(s) = d(TyoLe)y (& (s)) = d(Le) s (' (5)) = Lo (« (5)) =
B (s)] = |Le (o (s))| = [ (s)] = 1.

Logo, B é regular e parametrizada pelo comprimento de arco.

(b) Sejam o, w : I C R — R tais que & (s) = (cos (w (s)),sen (w (s))) e B’ (s) = (cos (o (s)),sen (o (s))).
Como B’ (s) = Lg (o (s)) temos B’ (s) = (cos (w (s) +0),sen (w (s) + 0)), ou seja, o (s) = w (s)+06, o que
implica em 0’ (s) = w’(s). Pela Equacao 2.1 temos kq (s) = kg (s). O

Teorema 2.1 (Fundamental das Curvas no Plano)

(i) Seja k :]a,b[ — R uma funcdo de classe C*, k > 1. Entdo, existe uma curva reqular « de classe C,
j > 3, parametrizada pelo comprimento de arco tal que a fun¢do curvatura de o € k.

(i1) Se fizarmos o (sg) = P e & (sg) = v wunitdrio, entdo a curva  do item (i) € tnica.

(iil) Se & e B sao curvas requlares com a mesma curvatura k, entéo & e B sdo congruentes.
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Demonstracgao.
(1) Vimos na Equacao 2.1 que k(s) = 0’ (s) sendo
o« (s) = (cos (8 (s) +A),sen (8 (s) + 7)),

cuja solucao geral é dada por uma curva « : Ja,b[ — R? de classe CJ, j > 3, parametrizada pelo
comprimento de arco, definida por

S

a(s)=(x(s),y(s)) = (JS cos (0 (t) +A) dt+xo,J

So So

sen (0 (t) +A) dt -l—yo) ,

sendo sg € ]a,b[ e xg, Yo, A constantes reais.

(i) Fixados o (sg) = P = (x0,Yo) € o (sp) =v = (cos (0 (sg) + A),sen (0 (sg) + A)), a solucao da EDO do
item (1) é tnica.

(iii) Sejam o, B : ]a,b[ — R? curvas regulares de mesma curvatura, ou seja, kq (s) = kg (s). Logo,
0/, (s) = 9’[5 (s), sendo 04 e O conforme a demonstracao do item (i). Deste modo, 84 (s) = 0p(s) + A.
Assim, os vetores tangentes unitarios de « sdo obtidos dos de (3 rotacionados por A nos pontos cor-
respondentes, ou seja o (s) = Ly(B'(s)). Mas Ly é linear, logo, Lx(B’(s)) = d(La)gs (B'(s)) =
(Lxo B) (s). Assim, o (s) = (Lxop) (s) e, portanto, «(s) = (LxoB)(s) +v com v € R? ou seja,
a(s) = (T, oRyoB)(s). Desta forma, & é obtida de p por meio de uma rotagdo composta com translacao
e, portanto, sao curvas congruentes. O

2.7 Determinando Curvas Regulares de Curvatura k

A demonstragao do Teorema Fundamental das Curvas Planas fornece-nos um modo simples de determinar
uma curva a partir de sua curvatura.

Seja k :]a,b[ — R funcao de classe C*, k > 1.

Para determinar uma curvasseguimos 0S passos:

(1) Determinamos 0 (s) :J k(t) dt.
S
(2) Definimos ’

tal que

Para determinar uma curva com & (sg) = (xg,Yo) € & (so) = (ug, vo) fazemos

S S

cos(e(t)+7\)dtey(s):yo+J sen (0 (t) +A) dt

So

x(s):xo+J

So
e, para determinar A, fazemos o (sg) = (cos (0 (sg) +A),sen (0 (sg) +A)) = (ug, Vo) .
Exemplo 2.31 As curvas de curvatura constante sdo apenas retas (ou segmentos de retas) ou circun-

feréncias (ou arcos de circunferéncias).
De fato:
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(constante).
S
Fazemos 0 (s) = | k(s)dt= J kdt = ks — ksop.

S0 So
Se k # 0, entao

Queremos k (s) =k
S

S - —
X(S) g J’ CcoS (kt*kSO) dt — sen (k’s kSO) o sen (0) — Sen (kS kso);

S0 k k k

) —cos (ks —k 0) —cos(ks—k 1
y(s) = sen (kt — kso) dt = cos (ks So) n cos (0) _ cos (ks So) Ly

k k k k

So
Logo,
(s) = (- sen (ks —Kso) 3 — 1 cos (ks — ko)
x(s) = | —sen (ks —ksp), - — —cos (ks — ks
K 0 K k 0 )
ou seja, as curvas de curvatura constante nao nula k sao circunferéncias (ou arcos de circunferéncia) de

raio ﬁ (o sinal de k determina a orientagao da curva).

Sek=0,entao 0(s) =0e

Logo, « (s) = (s — sp,0), ou seja, as curvas de curvatura constante nula sao retas (ou segmentos de reta).

Exemplo 2.32 Determinacio da curva « tal que o (1) = (1,1); & (1) = (0,1) com curvatura k (s) = 1;

s)
s > 0.
Facamos

Observacao: o(1) =(1,1) = so=xo=yo = 1.
Assim,

x(s)=1+ r cos (In ([t]) +A) dt = X' (s) =cos (In(|s]) + A).
1

Mas « (1) =(0,1) = X' (1) =0ey’ (1) =1.

Assim,
X (1) :0:>cos(?\):O:>?\:§—|—hﬂ; heZ.
Tomando h = 0 temos A = 7.
Logo,
$ T
x(s) =1+ L cos (ln(\tl) + Z) dt
S
=1 —J sen (In ([t])) dt
1
S
=1- (tsen(ln(ItD)ﬁ —J cos (In ([t])) dt)
1

=1—ssen(In([t])) + (tcos (In(]t)))] — J:—sen (In (]t])) dt,
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ou seja,
1— Jssen (In(t))) dt =1 —ssen (In (t])) + (tcos (In ([t))] — Js—sen (In ([t))) =

1 1

J:sen (In(t])) dt = % + % (sen (In (|s])) — cos (In (|s]))) .
Portanto, |

X(5) = 5 — 5 (sen (I (s[)) — cos (I [s)))
Analogamente, .
y(s) =1 +L sen (ln(|t|) + 725) dt

S
satisfaz Yy’ (1) =Tevy(s) =1 —I—J cos (In ([t])) dt
1

Integrando duas vezes por partes temos

y () = 3+ 3 (sen (In([s)) + cos (in s1)).
Mas
{ cos (In (|s])) + sen (In = v/2sen (ln Is]) —1—%)
sen (In (|s])) — cos (ln(\sl)) = —+v/2cos (ln(\sl) + %‘)

Logo,

x(s) = % + \?s cos (ln(\sl) + g) ;

y(s) = % + \fssen (1n (1sh + %‘) .
Fazendou =7 +In(|s]) = [s| =e Ui s g = (pois s > 0).
Tomemos a reparametrizacio f (u) = o (u); sendo P (u) = ew 7, Logo,

B () = (x (b (w))y (b () = <; + 2o cos (), § + Ve F sen (u)> —

B (u) = <] 1) + Qe_% (e**cos(u),esen(u)),

2’2 2
que é uma espiral logaritmica.
Observacdo: a curvatura de o dada por k(s) = %; s > 0 nos diz que a curvatura de 3 é dada por
— s
k(u) = ulﬂ = "é—i (visto que a curvatura nao muda, a menos de sinal, com a reparametrizagao e além
e 4

disso P é uma mudanga de parametro que conserva orientacao).

Exemplo 2.33 Determinacao das curvas regulares do plano que tem curvatura k (s) = s > 0.

f)
Fagamos

0(s) = J \}{dt =25 —2\/50.

Temos « (sg) = (0,0) = xo = yo = 0. Facamos A = 0. Logo,

S

x(s) :J cos (zﬁ—zm) dt
S0
s s 1
tsen (2vt — 2¢/5 —J ——sen (2Vt—2/so) dt =
sen ( \/T)) w )i sen ( \/T))
1
s sen (2\/§ Z\F) 5 cos (Z\f 2\/%) — 5
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Analogamente,

y (s)

r sen (2\/{—2\/%) dt = /so+ %sen (2v/s —2y/s0) — /s cos (2v/s — 2/50) .

S

2
Fazendo u = 2y/s — 2\/sg =— s = whay/so i uw > —2,/sg e, tomando a reparametrizacao 3 (u)
2
2
oo (u); sendo P (u) = (%) temos

B(u) = <u+§\/%sen(u) +%cos(u) —;,\/%+;sen(u)—u+§\/%cos(u)) -

B(u) = ( ;,@) + (245 sen (u) + %cos (u),%sen (u) — Zé% cos (u)) +

% (usen (u),—ucos (u)).

Para sg = }‘, temos uma Espiral de Arquimedes.

Conseqiientemente, as curvas regulares do plano com curvatura k(s)

= %; s > 0 sdo Espirais de Ar-
quimedes.
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Capitulo 3

Curvas no Espaco

Neste capitulo, introduzimos as principais definicoes e resultados acerca de curvas parametrizadas no
espaco. Assim como no Capitulo 2 de curvas no plano, as principais referéncias para esse assunto sdo [1],
(3] e [18], nas quais nos baseamos.

3.1 Curvas Parametrizadas

As definig¢oes abaixo sdo andlogas as defini¢oes apresentadas para curvas no plano.

Uma curva parametrizada no espaco é uma aplicacao

o:la, bl — R3
t — (x(t),y(t),z(t)’
sendo:
x: la,bl — R , y: la,bl — R e z: la,bl — R
t — x(t) t — y(t) t — oz (t)

suas fungcoes componentes ou funcoes coordenadas.

Dizemos que

(i) o é de classe C° quando x, y e z forem continuas. Neste caso, também dizemos que « é continua.
(i1) « é diferencidvel de classe C*, k € N=1{1,23,...}, quando x, y e z forem diferencidveis de classe
Ck, ou seja, x, y e z possuem derivadas de ordem k e estas forem continuas.

(iil) « é diferencidvel de classe C* ou suave quando x, y e z forem diferenciaveis de classe C*, ou
seja, x, Yy e z possuem derivadas de qualquer ordem.

O traco de o é a imagem da aplicagao «:
Trago (o) =TIm (o) ={oc(t) € R®:t €]a,b[} C R3.

Assim como no caso de curvas planas, é costume comum usar a palavra “curva” tanto para a aplicagao o
quanto para o traco de «.

]R3

b R

FicurA 31: Curva parametrizada no espago.
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Uma curva parametrizada no espaco pode ser definida em um intervalo fechado [a,b] C R e, neste caso,
«:la,b] — R3 é uma curva parametrizada de classe C*, k > 1, se existir 8§ >0ef:]la—8,b+ 8] — R3
de classe C¥, k > 1, tal que Blia,p) = .

Seja « :]a, b[ — R3 uma curva parametrizada de classe C*, k > 1. O vetor

o« (to) = (X' (to) ,y' (to), 2’ (to))

é um vetor tangente a x em t = tg e, caso o (to) # (0,0,0), a reta tangente a x em t = tg é a reta
que passa por & (tp) e tem a direcao do vetor o (tg), cuja equacao vetorial é dada por

Te, (A) = o (to) + A (to); A €R.

A curva parametrizada o : la, bl — R3 ¢ dita curva regular de classe C¥, k > 1, quando

(i) « é de classe CK.

(i) o« (t) # (0,0,0), Vt € ]a, bl.

Assim como no plano, a condicao (ii) implica na existéncia de reta tangente em todos os pontos do traco
de «.

Uma curva parametrizada no espaco pode ser regular por partes, ou seja, « : Ja,b[ — R3 é regular
de classe CK, k > 1, exceto para uma quantidade finita de valores de t nos quais o« (t) néo existe ou
o (t) =(0,0,0).

Quando uma curva parametrizada o é continua, os pontos t tais que « (t) nao existe ou « (t) = (0,0,0)
sao chamados de singularidades de «. Se t for singularidade de « para qualquer reparametrizagao (Segao
3.2) de «, dizemos que t é uma singularidade essencial de «.

As singularidades essenciais de « formam “quinas” no trago de «.

Dizemos que uma curva parametrizada « é simples quando « : Ja, b[ — R3 for injetiva, isto é, se tg # t1,
entao o (tg) # «(tq). Se & nao for simples, dizemos que o tem auto-interseccao.

3.2 Reparametrizacao de Curvas

Seja a: I € R — R3 uma curva regular de classe CX, k > 1, sendo I um intervalo de R.
O comprimento de arco da curva « entre os pontos tg e t; em I é dado por:

Lzr o’ (t)] dt.

to

A funcao
S: [tg,+oo[N] — R
t
t — J [od ()] du
to
é chamada funcao comprimento de arco da curva « a partir do ponto tg.

Dizemos que a curva « esta parametrizada pelo comprimento de arco quando |« (t)] =1,Vte I C R.
Neste caso, S (t) =t — to.

Sejam o : Ja, b[ — R3 curva regular de classe C¥, k > 1, e lc, d[ € R. Uma mudanca de pardmetros
para « é uma aplicacdo \ : Jc, d[ — ]a, b[ bijetiva de classe C¥ tal que P’ (s) # 0, Vs € Ic, d[. A composta
& = oo :]c,d — R? é chamada reparametrizacdo de classe C* de o. A proposicao abaixo, cuja
demonstracao é andloga & proposicao 2.1, diz que a reparametrizacao & é regular.
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Proposicao 3.1 Seja « :]a,b[ — R3 uma curva reqular de classe C¥, k > 1, e seja P : ]c,d[ — ]a, b[
uma mudanca de pardmetros de classe C* para 0. Entdo, & = x o\ € reparametrizacio reqular de classe
ck.

Seja « : ]a,b[ — R3 uma curva parametrizada. A orientacdo da curva « é o sentido de percurso do
traco da curva quando t varia de a até b.

Seja 1 : Jc, d[ — ]a, b[ uma mudanca de parametros de classe C* para «. Tomemos a reparametrizacio
& = o de «. Assim, se P’(s) > 0, entdo & e & possuem a mesma orientacao, pois & (s) =
o (P (s))P' (s). Se P’ (s) <0, entdo o e & possuem orientacoes opostas.

No primeiro caso, dizemos que a mudanca de parametros 1 preserva orientacao e no segundo caso,
que ¥ tnverte orientacgao.

A proposigao abaixo também possui demonstragao a demonstragao da Proposigao 2.3.

Proposicao 3.2 Seja « : Ja,b[ — R3 regular de classe C*, k > 1. Entdo, existe uma mudanca de
pardametros P : |c,d[ — Ja, b[ de classe C* para o que preserva orientacio tal que a reparametrizacio
& = o satisfaz

(1) [ (s)l =1, Vs € Ic, dl;

s1
(i) J & (w)] du = 1 — s0, Ysos1 € e, dl, so < s1.
S0

A composta & da Proposigao 3.2 é chamada de reparametrizacao de « pelo comprimento de arco.

Exemplo 3.1 Considere a hélice circular « : R — R3 definida por « (t) = (cos (t),sen (t),t).
(1) o é regular.

De fato, x (t) = cos (t),y (t) =sen (t),z(t) =tsao C® e o (t) = (—sen (t
Portanto, « é regular.

(il) Esboco do traco de «:

—_—

,cos (t),1) #(0,0,0), Vt € R.

@&W

~_

o

FicuraA 32: Espiral cilindrica no espaco.

(1i1) Reparametrizacao pelo comprimento de arco:

Temos . .
S(1) :J o (w)| du :J Vadu = V2t — vt
to to
Seja
=S — R
s — P (s) =t

Portanto,

s +v2tg s+ V2t

SW(s)=s=S(t)=s = V2t—V2tp=s =t = = (s)

V2 V2
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Logo,

V2 V2 V2

é uma reparametriza¢ao de « pelo comprimento de arco. (|& (s)]=1)

a(s)_m_(cos (%) Sen(smto) smto)

Exemplo 3.2 Considere a hélice conica x (t) = (e'cos(t),e'sen(t),e'), t € R.
(1) o é regular.
De fato, x (t) = etcos(t), y(t) =e'sen(t) e z(t) = e' sdao funcoes C® e
o (1) = (et cos (t) —e'sen (1), e'sen (t) + e'cos (1) ,et)
= e'(cos (t) —sen (t),sen (t) 4 cos (t), 1)
£0, VteR.

Portanto, « é regular.
(i1) Esboco do traco de «:

~_

o

il

Ficura 33: Espiral conica no espaco.

(1i1) Reparametrizacao pelo comprimento de arco:

Temos
rt
S(t)=| |« (w)|du
= N \/eZu (cos? (u) — 2 cos (u) sen (u) + sen? (u) + sen? (1) + 2sen (u) cos (u) + cos? (u) + 1)du
Jto
rt
= | e*V3du
Jto
= /3et —V3eto.
Logo,
ST—y:S(R) = —ﬁeto,+oo[ —, R
S — P(s)=t
Portanto,
SW(s))=s=
S(t)=s =

V3et —V3et =5 —

[ s+V3etb
t=1In (\@> —

L [s+V3etb
P(s)=1In (\@ ) .
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Logo,
x(s)=oo(s)

= 784_\@6% cos | In s+ V3eb s+ V3eb sen | In s+ V3eb s+ Vet toe R
E Vi )) i) e o) Reen

estd parametrizada por comprimento de arco. (Jod (s)| =1)

3.3 Curvatura, Torcao e Equacgoes de Frenet

Seja « : ]a, bl — R3 curva regular de classe C¥, k > 4, parametrizada pelo comprimento de arco. Logo,
o (s)] =1, Vs €]a,bl. Seja

T(s)

~ o (s)]

e consideremos
«"(s) = (x"(s),u" (s),2" (s)).
Temos

o (s)] =T = (& (s), & (s)) =1 =2((s),&" (s)) =0 = (o (s)," (s)) =0,

ou seja, «” (s) é ortogonal a o (s).
Suponhamos que o (s) # (0,0,0); Vs € ]a, b[. Definimos

B} o (s)
e (s)]

N (s)

como sendo o vetor normal principal & x em s. Temos que N (s) é normal & curva « em s, ou seja,
(T(s),N(s)) =0.
A reta normal principal & « em t é definida por

Ns(A) =a(s)+AN(s), AeR.

Seja
B(s)=T(s) x N(s).
Temos B(s) L T(s),B(s) LN (s)e|B(s)=1.
O vetor B (s) é chamado de vetor binormal & « em s.
A base

é uma base ortonormal do R3 chamada de Triedro de Frenet, ou Triedro Mdével em «(s).
Observacdo: quando a curva regular & nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, definimos os
vetores T, B e N do seguinte modo:

o ()
o (1)

oo () x o ()
o () x o (t)]

T(t) , B(t) eN(t)=B(t) x T(t).

Suponha «” (s) # (0,0,0) . Consideremos o Triedro de Frenet {T (s),N(s),B (s)} no ponto «(s).

- O plano osculador & curva o em s é o plano que passa por «(s) e é normal ao vetor B (s).
- O plano retificante a curva o em s é o plano que passa por « (s) e é normal a N (s).
- O plano normal & curva & em s é o plano que passa por «(s) e é normal a T (s).
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X

FiGurA 34: Planos osculador, normal e binormal.

: — s s ) s
Exemplo 3.3 Seja «(s) = (cos (ﬁ) , sen (\/Z) , \[2> , sE€R,
Como | (s)| = 1 temos « parametrizada pelo comprimento de arco.
Temos

e = [ en () s () ) (o 1 1),
‘”‘”‘( ﬂsen<ﬁ>’ﬁcos<ﬁ>’ﬂ>_T(S)Z>T(O)_<o’ 7 z)’

vig - () t 1 AUAY
o= (o)A () )

_ois) (1 s\ 1o (5 — (- :
N(S)|oc”(s)2(_zcos(ﬁ>’ 2sen(\/z>,0>=>N(O)( 1,0,0);
{ e e ] 11 11
B(S) :det O \f 7 - (Oa_a> :>B(O) - <Oa_»>>
1 9y 2’2 2’ V2
«(0) = (1,0,0)

Logo, {T(0),N (0),B (0)} é o Triedro de Frenet em « (0).
O Plano Normal em t =0 é dado por

Ox+\]ﬁy+\1ﬁz: 1 (O)+O\}Z+O\1ﬁ —y+z=0.
O Plano Retificante em t = 0 é dado por

—Ix+0y+0z=1(-1)+0(0)+0(0) = x=1.
O Plano Osculador em t = 0 é dado por
Ox—iy—l—Lz:] (0)+0 (—]> +0 <]> — —y+z=0.

V2T V2 V2 V2

Dizemos que uma curva « :]a, b[ — R3 é plana se existe um plano que contém o traco de «.

Exemplo 3.4 Considere a curva «(t) = (t, t+t2,1+ tz) . Trata-se de uma curva plana.
De fato, consideremos 3 pontos da curva:

A equacao do plano que passa por P,Q e R é

(X>U)Z‘) = (O)Ov])+7\[(71>0>2)7(0)0)])]+H[(1>2)2)7(O)0)])] ==
(XJJ)Z) = (O»O»])"’7\(_]»0»])"'”(],2»])
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(Q —P) x (R—P) é normal ao plano que contém P,R e Q:

€1 €2 €3
(Q—P)x(R=P)=det| =1 0 1 | =-2e3+ex+er—2e1=(-2,2,-2).
1 2 1

Logo, a equacao geral do plano que contém P,Q e R é
—2x+2y—2z+d=0.
Como (x,y,z) = (0,0,1) pertence ao plano, temos
—2(0)4+20)=2(1)+d=0=d=2.

Logo,
—2x+2y—2z24+2=0=—=x—-y+z—1=0.

Os pontos da curva sio tais que x =t, y =t +t% e z =1 + t2. Substituindo:
t — <t+t2) + (1 ~|—t2> —1=0,
ou seja, todos os pontos da curva pertencem ao planox —y+z—1=0.

Observacgao:
Outra maneira de obter a equagao do plano acima:

o (t) e o (t) definem o plano osculador & curva em t e of (t) x «’ (t) é normal a esse plano. Se
a curva « for plana, o plano que contém « serd o plano osculador (veremos isso mais adiante). Mas
o (t) =(1,1T+2t,2t) e & (1) = (0,2,2) . Logo,

€1 (%] €3
of () x o (t)=det | 1T 142t 2t | =(2+4t)er +2e3—2e) —4te; =(2,-2,2).
0 2 2

Logo, a equacao do plano osculador serd 2x — 2y + 2z + d = 0. Observemos ainda que « (t) x «” (t) nao
depende de t, ou seja, a curva “nao se torce”. Para achar d basta substituir as coordenadas de um ponto
da curva «.

CURVATURA DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CK, k > 4, PARAMETRIZADA
PELO COMPRIMENTO DE ARCO

A curvatura de uma curva regular « : Ja, b[ — R3 de classe C¥, k > 4, parametrizada pelo comprimento
de arco é definida por

Observagoes:

(1) Curvaturas de curvas regulares no plano podem ser negativas, dependendo da orientacdo da mesma.
No espaco, consideramos apenas curvatura positiva, ou seja, k(s) > 0, Vs € ]a, b[.

(i1) Uma curva regular no plano pode ser também vista como uma curva regular no espaco. Neste caso,
as defini¢oes de curvatura coincidem. De fato, vimos na se¢do anterior que, quando uma curva regular
plana estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao |k (s)| = [’ (s)].
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(1i1) O vetor normal principal s6 é definido quando k (t) # 0.

: Coo(s)  a(s) T(s) .
(iv) N (s) = o (s~ k(s)  K(s)’ isto é,

T/ (s) =k(s)N(s)|

que é a 1¢ Equacao de Frenet de o.

(iv) Geometricamente, a curvatura mede a velocidade com que os vetores tangentes a curva mudam de
diregao (como no plano).

SIE

Exemplo 3.5 A curvatura de « (t) = (cos (%) , sen (%) 7) teRék(t) =" (1) =

TORCAO DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CK, k > 4, PARAMETRIZADA PELO
COMPRIMENTO DE ARCO

Seja « : Ja, b[ — R3 de classe C¥, k > 4, parametrizada pelo comprimento de arco com o’ (s) # (0,0,0).
Do Célculo Vetorial temos que se «, B : ]Ja, b[ — R3 sdo curvas diferencidveis, entao

(a(s) x B(s)) =o' (s) x B(s)+ax(s)xp(s).
Consideremos o vetor binormal de o em t:

B(t) =T (s) x N(s).

Temos
B (1) =T (s) x N(s)+T(s) x N'(s).
Como T'(s) = &’ (s) e N(s) = &,E ;I temos N (s) = ;Ei%l, ou seja, N(s) e T'(s) sao linearmente
dependentes e, portanto, T' (s) x N (s) = (0,0, 0) (ﬂ’ XV = ? = {ﬁ 7} é linearmente dependente).
Assim,
B (s)=T(s)x N'(s) = B'(s) LT(s) eB'(s) LN(s).
Mas,

B(s)|=1=> (B(s),B(s)) =1=>2(B(s),B (s)) =0—B'(s) LBs).

Desta forma, B’ (s) // N (s), ou seja, {B’ (s), N (s)} é linearmente dependente o que implica na existéncia
de T (s) € R tal que

[B'(s) =T(s)N(s)}

que é a chamada 3% Equacao de Frenet de «.
O ntimero real T (s) é chamado de torcao da curva & em s.
Como (B’ (s),N (s)) = (t(s) N (s) ,N (s)) = (s) (N (s) ,N (s)) =T (s), temos

T(s) = (B'(s),N (s)) ]

Interpretacao Geométrica da Torgao

O médulo da torgao T (s) mede a velocidade com que o vetor binormal muda de direcéo.

De fato, seja v (h) = M&_B(S)I a velocidade com que B muda de direcao nos instantes s e s + h. Logo,

lim v (h) = B’ (s)] = It (s)N(s)| = It (s)].IN(s)| = | (s)].
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CURVATURA DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CK, k > 4, COM
PARAMETRIZACAO QUALQUER

Seja « : ]a, b[ — R3 curva regular do espaco com o (t) # (0,0,0), ¥t € ]a, b[. Seja p reparametrizacao
de « pelo comprimento de arco.
Temos

x(t)=R(S(t) =& (1) =p'(S(1) S (t) = B'(S(t)) = =

Derivando o/ (t) temos

Logo,

o (1) x o (1) = S" (1) B (S (1)) x B (S () +S" (1) S” (1) B’ (S (1)) x B/ (S (1) =
O X ) _ i (5 (1)) x B (S (1)) =
lod (t)]

o (1) x o

o (t)P S 1B (S (t)].|B" (S (t))|.sen (0)

sendo 0 o angulo entre B’ (S (t)) e B” (S (t)).
Mas 3 é parametrizada pelo comprimento de arco. Logo,

s
1B (S()]=1= (B'(S(t),B"(S(t)) =0=0 = 5
Logo, [B” (S (1)) = M, ou seja, a curvatura de B em s estd em funcao de t.

o (1)
Assim, a curvatura de oc em t é

o (1) x o (t)]

k —
W= P

Observacdo: Se « for plana, as defini¢oes de curvatura dadas acima e na secdo anterior coincidem a
menos de sinal. De fato, na Secao 2.3: [k(t)| = W sendo T'(t) = o’ (t) = (X" (t),y" (1)) e
N (t) = (—y’ (t),x (t)). Assim,

(X" (1), y" (1), (=Y (1), X" (1))l
o (1)
_ =X () +X () y" ()]
o (1)
€1 €2 €3
det |: X' (t) y'(t) 0 ]
X () y"(t) 0
|3

k()] =

lo (1)
_ o (1) x o’ (1))
o (1))
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TORCAO DE UMA CURVA REGULAR DE CLASSE CK, k > 4, COM PARAMETRIZACAO
QUALQUER

Temos

28" (1) 8" (t) :§<oc' (1), (1) =
s (1) = & (|2/,(c:;’ (t))
Vimos acima que o (t) = B (S (t)) S (t)* + B’ (S (1)) S (t) e B’ (S (1)) = |z: E& Logo,
B (5 (1)) = LW =B SO)S"(4) _ o (1)|of (V= (e’ (1), o () o (1)
o (1)] o ()]

Pela 1¢ Equagao de Frenet de «:

_BT(S() o ()P o (1) — (o (1), o (1) o (1)

o/ (t
! (O o (1) — (o (1), o (1)) & (1) (e (1) x o (1) x & ()
NGO = =l O x ] Jed (0] ] (1) x o (1]
Mas,
/ B”(S(t) o (t) x o (t) 1
1 A Y GO AT
oo (1) x o (1)
PO W o] =
B (S (1) S (1) = (o (t) x o (1) + o (t) x & (1)) o () x o (t)\z— (o () x o (1)) o (t) x " ()] .
lo (t) x o ()]
Como
T(S (1)) = (B (S(t)),N(S(t));
o (t)x & (t)= 0,
e
(o (1) x o (1), o (1)) = (& (1) x o (1), (1)) = (o (1) x & (1), (t)) =0
temos

of (1) x o () lo (1) o (1)

B (o (1), o (£) x o (1))
TSt = <|a' (O 1o (1) x o0 (1)) o0 (t) x o (¢

o (t) x o (t)]*

)

)|> = 1(S(t)) =

ou seja, a tor¢cao de 3 em s estd em funcao de t. Logo, a torcao de & em t é

(o (1), 0 (1) x & (1))
o (t) x o (t)]*

T(t) =

Finalmente, observemos que N (S (t)) = B (S (1)) x ‘(X/(t%‘.
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FORMULAS DE FRENET

Seja « : ]a,b[ — R3 curva regular de classe C*, k > 4, parametrizada pelo comprimento de arco com
« (s) #(0,0,0).

Vimos que T' (s) =k (s) N (s) é a 1* Equacao de Frenet de «.

Vimos que B’ (s) =71 (s) N (s) é a 3¢ Equacao de Frenet de o.

Falta uma expressao para N’ (s).

Mas {T (s),N (s),B (s)} é base ortonormal orientada positivamente em « (s). Logo, N (s) = B (s) x T (s)
e, portanto,

N (s)=B'(s) xT(s)+B(s) xT (s) =
N (s)=1(s)N(s) x T(s)+B(s) xk(s)N(s),

ou seja,

\N' (s)=—k(s)T(s)—T(s)B(s) \

que é a 2% Equacdo de Frenet de «.
UM RESUMO

Seja « :]a, b[ — R3 curva regular de classe C*, k >4, com «” (t) # (0,0,0).

Definindo
o (t)
T(t) =
o ()]
!/ t " t
By o X (0 xa(t)
o (1) x o (t)]
N(t)=B(t) x T(t)
temos o seguinte resumo para curvas regulares do espaco.
- « parametrizada pelo comprimento de arco:
T(s) = (s) (vetor tangente)

(vetor normal)

(vetor binormal)

k(s) =l (s)| (curvatura)

T(s) = (B'(s),N(s)) (torgao)

T'(s) =Xk(s)N(s) (1¢ Equagio de Frenet)
N/ (s) = —k(s) T(s) —(s).B(s) (2% Equacio de Frenet)

B’ (s) =7(s)N(s) (3¢ Equagao de Frenet)
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- o parametrizada com parametro qualquer:

T(t) = (1) (vetor tangente)
N({t)=B(t) x T(t) (vetor normal)
B (t) o () x o (1) (vetor binormal)

~ o (t) X o ()]

o (1) x o (t)]

K (t) =
W= P

(curvatura)

_ (o (1), o (1) x o™ (1)) N
T(t) = o (0 x @ (O (tor¢ao)

Exemplo 3.6 Calculemos a curvatura e a torcao da curva vy (t) = (et, et \/Zt> , teR.

Temos V' (t) = (et, —e Y \/Z) , Y ()] # 1, ou seja, y nao esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Temos y" (t) = (et, e_t,O) .
Logo,

' (t) x y" (1)

k —
W= P

€1 €2 €3
det | et —et 2
et et 0

<\/(et)2 e+ ﬁ2>3
(e
(Verreria)

_ V2e 4 2e2+4
(Verreria)

Observemos que k (t) — 0 quando t — Foo0.
Temos y"” (t) = (e',—e*,0) . Logo,

€1 €2 €3
Y () xy"(t)=det | et —et V2 | = (\/ie’t,\fZet,O> .

—et 0
Assim, a torgao é dada por

<(ﬁe_t, ﬁet,o) , (e‘,e—t,o)> VI3 A
(\/Ze—zt +2eZt+ 4>2 S 2e42eM 44 et el 42

T(t) =

Observemos que T (t) — 0 quando t — +oo.
Trago:
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X

FIGURA 35: A curva vy (t) = (et, e t ﬁt) , teR.

z z
y /
z = J2In(x) z=—-J21n(y)

y=1 AN *

FIGURA 36: Projecao da curva vy (t) = <et, et ﬁt) , t € R nos planos xy, xz e yz.

Projecoes:

y

3.4 Curvas Regulares Planas e Torgao

Proposicao 3.3 Seja « :]a,b[ € R — R3 wma curva regqular de classe C*, k > 4, com curvatura ndo
nula.

(i) Se o é uma curva reqular plana, entao o vetor binormal B (t) ndo depende do parametro t, isto é,
B (t) € constante e o plano osculador € o plano que contém a curva.

(i) o € uma curva plana se, e somente se, T(t) =0 para qualquer t.

Demonstracao.

(i) Seja P o plano que contém « e seja V um vetor unitdrio normal a P. Tomemos a(tg) € P e seja
X # o(tg) um ponto qualquer de P. A equagdo de P serd <X o (to) ,_>> = 0. Em particular, para
X = o (t) temos

(o (t) = fto), V') =0.
Supondo « parametrizada pelo comprimento de arco e derivando a equagao acima:

<o¢’(t),7>+<a(t)—a(to),?>:o:><oc’(t),v’>:o:><T(t),v>:o,

ou seja,
T(t) LV, (3.1)

Derivando <T (t) ,7> =0 temos

(T' (1), V) + <T (1),

Pela 1% Equacao de Frenet de «:
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Mas k (t) # 0. Logo: <N ,7> =0, ou seja,

N(t) L V. (3.2)
Como B(t) LT(t)eB(t) L N(t), por31e32temosB t) /) Vv
Logo, existe A (t) tal que B (t) = A (t ) V. Como B (t)] = | ‘ =1, temos |A (t)] = 1, o que implica A (t) = 1
ouA(t) =-1.
Conclusdo: B(t) =V ouB(t)=—V (depende da orientagao da curva), ou seja, B (t) é constante.
Observemos que, como A é continua, nao ocorre B (tg) = vV eB (t1) = —V em uma mesma curva.

Finalmente, como <X —a(to) ,7> =0 é equacao de P, (X — a(tp), B (t)) = 0 é equagao de P e, portanto,
P ¢é o plano osculador de o em t.

(il) =) Se & é uma curva plana, pelo item (i), B (t) = V & constante. Supondo « parametrizada pelo
comprimento de arco temos

(1) = (B'(t),N (1)) = (0,N (1)) =0, Wt

<) Supondo « parametrizada pelo comprimento de arco, da 3¢ Equacao de Frenet temos: |B’(t)| =
IT(t)].IN(t)|]. Mas t(t) = 0. Logo,

B (t)]
(t)
(t)

0, Vt =

H
0 =
eV

(t

(constante)

A equacdo do plano osculador a o em to é (X—oa(tp),B(to)) =0, ou seja, <X o (to), > = 0. Consid-
eremos a funcédo F(t) = <cx (t) —al(ty), v > Derivando temos

F(t)=(« (1), V)= (T(t),B(t)) =0=F(t) =c, (constante)

Mas F(tg) = < (to) — (o), > = 0. Logo, ¢ = 0. Assim, F(t) = 0, Vt. Dai, « estd contida no plano
osculador a «, ou seja, & é uma curva plana. O

Exemplo 3.7 Seja «(t) = (t3 +sen (2t) + 2,t + 2t3,t3 +t —sen (Zt)); t > 0. Verifiquemos que o é
plana.
De fato,

o (t) = (3t2 +2cos (2t),1 4 6t2,3t2 + 1 — 2 cos (Zt))
o (t) = (6t — 4sen (2t),12t, 6t + 4sen (2t)); o (t) £ O, ¥t > 0

€1 (%] €3
of (t) x o (t) =det | 3t2 4 2cos (2t) 146t2 3t2+ 1 —2cos(2t)
6t — 4 sen (2t) 12t 6t + 4sen (2t)

— (—6t + (4 n 24t2) sen (2t) + 24t cos (2t)
6t — (4 + 24t2> sen (2t) — 24t cos (2t)

— 6t (4 n z4t2) sen (2t) + 24t cos (2t)).

Seja
f(t) = —6t + (4 + 24t2> sen (2t) + 24t cos (2t)
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Logo,
o (1) x o (t) = (f(t),—F (1), (1)
e
o (t) x o ()] = (1) V3.
Assim,

of () x o (t)  (1,-1,1)
o (1) x " ()] /3

B (t) é constante e, portanto, B’ (s) = 0 o que significa, pela 3¢ Equacao de Frenet,
), que T(s) = 0 e, portanto, pela Proposicao 3.3, o é plana (estd contida no plano

B(t) =

s V>0,

ou seja, B(s) =
B'(s) = T(s)N(s
osculador).

3.5 Hélices

Seja « :]a,b[ € R — R3 uma curva regular de classe C¥, k > 4. Dizemos que « é uma hélice se existir
um vetor unitdrio v tal que o vetor tangente o (t) & & em t faz um angulo constante com v para todo
€ ]a,b[. Assim,

0 =g« ( "(1) ,7) é constante Vt.
(@ (1),7)
cos (0) = ~————" ¢ constante Vt.
o ()]
v o' (t)
()
a(t)
o

FIGURA 37: Em uma hélice existe um vetor fixo V que forma angulo constante com o' (t).

Exemplo 3.8 A curva regular o (t) = (cos (t),sen (t),t), t € R, é uma hélice.

De fato:
_)

Sejam V' = (a, b, ¢) unitdrio, o (t) = (—sen (t),cos(t),1).
<oc’ (t) ,7> _ —asen(t) +bcos(t) +c

o/ (Y)] V2

1 V2 s
\ﬁ:>COS(9)—7:>9—Z,

Logo, cos (0) = . Fazendo a=b=0e c =1 temos

cos (0) =

Vvt € R, ou seja, & é uma hélice.

Proposicao 3.4 Seja o : ]a,b[ € R — R3 uma curva regular de classe C¥, k > 4, com curvatura k e

k
tor¢do T ndo nulas. Entdo, « é uma hélice se, e somente se, — € constante.
T

Demonstracao.

(o), V)
. o/ ( )l .
entre of (t) e V. Supondo « parametrizada por comprimento de arco, cos (0) = <T (1), v> é constante.
Derivando:

—) Como o é uma hélice, 3V tal que ‘7’ =1lecos(0) = é constante, sendo 0 o angulo

0=(T'(t), V) =(k()N(t), V) =k (t) (N (), V) = N(t) LV,
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pois k (t) # 0. Logo, Vo6 paralelo ao plano determinado por T (t) e B (t). Assim, vV = cos(0)T(t) +
sen (0) B (t), para algum 0 € [0, 27/.

Derivando, .
0 =cos(0) T (t) +sen (0) B’ (t).

Pela 1¢ Equacao de Frenet,
0 = cos (8)k (1) N (t) + sen (8) T (t) N (t) = (cos (8) k (t) + sen (8) T (£)) N (t).

Mas, N (t) # 6) Logo,

cos (0)k (t) + sen (0) T (t) = 0 — ];53 _ —z:g — _tan(0), Vi,

k(t)
T(t)

ou seja é uma funcdo constante igual a —tan (0).

k .
<) Suponhamos que < seja constante.

k
No item anterior vimos que 0 = — arctan <> , sendo 0 o angulo entre T (t) e v, ou seja, cos (0) =
T

<T (t) ,7> é constante para todo t. Portanto, o é uma hélice. O
Exemplo 3.9 A curva o (t) = (et, et ﬁt) , t € R, do Exemplo 3.6 (Figura 35) é uma hélice.

De fato, o (t) = <et,—e*t,ﬂ> o (1) = (et e 40), o (t) = (e',—e 4 0).
Logo, o (t) x & (t) = <—\ﬁe V2et 2) (1) x &« (t) = (ﬂe*t,ﬁet,O) .

Temos:
K(t) = o/ (1) x o’ (V) _ V2e 2 2eX 4 V2
o (t)]? (m) 3 eltye 2ty
2 WX, (1) _ VAEVIE0 V2
— |O( ( ) % o (t)|2 - 2672’(_’_262’[_'_4 - 62t+e—2t+2
Logo, T— =1, Vt € R, ou seja, o é uma hélice.

— ~ .o~ .
Determinando V': pela demonstracao da proposicao anterior, temos:

3
tan () = f1:>e_§
/ 2
Assim, % =cos (0) = —\2[, sendo v = (a,b,c), !7‘ = 1. Logo:
t\/ic abc ) 1 1
m 2 V2 V2
ou seja,

()

Observemos que, diferentemente da hélice do Exemplo 3.8, aqui a curvatura e a torcao variam.
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3.6 Representacao Canodnica das Curvas Regulares do Espaco

Seja « : ]a,b[ € R — R3 uma curva regular de classe C¥, k > 4, parametrizada pelo comprimento de
arco e sg € la, b[.
Vamos supor sg = 0 e considerar o sistema de coordenadas {T (0),N (0),B (0)} em « (0), sendo

«(0)=(0,0,0); T(0)=(1,0,0); N(0)=(0,1,0); B(0) =(0,0,1).

tz

X

Fi1GUurA 38&: Encontrando coordenadas locais da curva « na base Triedro de Frenet.

Em torno de sop = 0 temos a expansao de Taylor

" 2 " 3
a(s) = a(0) + ol (0)'s + (S)S +2 (60)3 T R(s),
. R(s) —

sendo R(s) = (Ry(s),R2(s),R3(s)) tal que lg% 3 = 0.
Temos

« (s)=T(s) = o (0) =T(0)

& (8)=T1(s) =k(s)N(s) = &« (0) =k (0) N (0)

" (s) =K (s)N(s) +k(s)N'(s) =K' (s)N(s) +k(s)[~k(s) T(s) —T(s)B(s)] =

o” (0) =K' (0) N (0) —k*(0) T (0) — k (0) T (0) B (0)
Assim,

2 /
a(s) = (s _k 6(0)83> T(0)+ (k(20)sz+ k 6(0)83> N (0) + <_k(06)rt(o)s3> B(0)+R(s).

Considerando « (s) = (x (s),Y (s),Z(s)) em relacao ao sistema de coordenadas {T (0) ,N (0), B (0)}, temos:

k% (0)

X(s)=s— ¢ s34+ Ry (s)
g(s) = k(20)32+ kléo)é + Ry (s)
2(s) = T3 4y

com lim Ri—g*” =0;,1=1,2,3.

s—0 S
Esta reparametrizacao de « é chamada reparametrizagdo canénica de & em torno de s = 0.
3.7 Significado Geométrico do Sinal da Torcgao

Seja o :]a,b[ € R — R3 uma curva regular de classe C*, k > 4, com curvatura e torcao nao nulas e seja
so €la,bl.
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(1) Existe uma vizinhanca aberta de sg, ]sg — 0, so + 8[, tal que ¢ (s) pertence ao semiespaco, determinado
pelo plano retificante, que contém N (sg), Vs € ]sg— 6,50 + 8[.

De fato, supondo sg = 0 e o sistema de coordenadas {T (0),N (0),B (0)} em «(0), devemos mostrar que
Y (s) > 0 em uma vizinhanca de « (0) = (0,0,0). Como

yls) . (k) , K(0) 3 1 k(0)
lim ——- =1 — — - =— .
sgr(l) s? s%( 2 s 6 s +R2(S) s2 2 >0
(de fato: 1111(1) L) :>1 = 0, caso contrario, hH(l) Rals) =k, k # 0. Logo, hm ( hn% s = Foo,
S—

contradigao).

Temos que para s suficientemente préximo de 0, Yy (s) é estritamente positivo, ou seja, 36 > 0 tal que
Vse]0—56,0+ 03[, y(s)>0.

(i1) Se T (sp) < 0, existe uma vizinhanca ]so — 8, sg + 6[ de s¢ tal que:

Se s < sg, x(s) estd no semiespago, determinado pelo plano osculador a curva o em sg, que contém
—B (0).

Se s > sg, & (s) estd no semiespaco, determinado pelo plano osculador & curva « em sg, que contém B (0) .

De fato:

Como em (i): z = _k(0)6T(0)

s3+R3(s) e hH(l) s( = 0. Em uma vizinhanca de so = 0, suficientemente

K(0)7(0) 3 _KO)T(0)
6 6

préxima de 0, temos que o sinal de z é determinado por — s3. Neste caso, > 0. Logo,

s<0=383<0=2z<0
§s>0=5>0=12z>0

(ii1) Se T (sg) > 0, existe uma vizinhanca |sg — 8, sg + 8[ de sp tal que:

Se s < sp, & (s) estd no semiespaco, determinado pelo plano osculador & curva « em sg, que contém B (0) .
Se s > sg, x(s) estd no semiespago, determinado pelo plano osculador a curva o em sg, que contém
—B(0).

A demonstracao é andloga ao caso anterior.

Numa vizinhanca préxima de « (0) = (0,0,0) temos:

2
X(s)=s— k 6(0)33+R1 (s);
g(s) = @s% k/éo)s3—|—Rz(s);
Z(s) = —k(o);(o)é +R3(s).

Denotemos k (0) por kg e T(0) por To.

Consideremos a curva S (s) = (s, %sz, —@33

Bem préximo de o (0) = (0,0,0) a curva S(s) aproxima a curva «(s), ou seja, numa vizinhanca bem
préxima de o (0) = (0,0,0), «(s) pode ser identificada com S (s).

A seguir, vamos projetar « (s) nos planos osculador, retificante e normal em uma vizinhanga bem préxima
de (0,0,0). Para isso, vamos considerar S (s) no lugar de o (s), isto é:

k k
) 0 2. Z(S) . OTOS3.



(0) X

FigurA 39: Projecao local de o no plano orculador.

Assim, a projecao de « no plano osculador préximo de « (0) é, aproximadamente, uma parabola.

A projecao de S no plano retificante é (X (s),z(s)). Temos Z (s) = —% (Y(s))g.
z z
- —k()‘[() —
W) ¥ 776 7 a(0) X
7,<0 7,>0

FicurA 40: Projecao local de o no plano retificante.

Assim, a projecao de « no plano retificante préximo de « (0) é, aproximadamente, uma ctbica.

A projecao de S no plano normal é (§ (s),Z(s)). Temos:

szz k3
(12 — <0706, (57 (c))3 — K06
Z(s)) = 2065 (@ () = D¢ =
_ ol 2 s
22 =0 [ L3 250
(Z(s))2 = 220 (g (s)® = 3 Vo
ko —_ It /2 5.
zf——3 k—0y2,2<0

a(0)

zJ
Cuspide .\
\’

FIGURA 41: Projecao local de « no plano normal.

65
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3.8 Teorema Fundamental das Curvas Espaciais

Rotacao no R3

Sejam P = (x,y,z) um ponto no espaco e 0 € R. Entéao,

cos(0) —sen(0) O] [x
R(x,y,z) = |sen(08) cos(0) O| |y| = (xcos(0) —ysen(0),xsen(0)+ycos(0),z)
0 0 1] |z

é uma rotacao de P em torno do eixo z de giro 6 em R3,

Translagio no R3

Seja P = (x,y,z) um ponto no espaco. Entdo, T (x,y,z) = (x,y,z) + (v1,v2,v3) é uma translacao pelo
vetor v = (v1,v2,v3) em R3.

Uma aplicacdo F : R3 — R3 é uma isometria em R3 quando |[F(P) —F(Q)| = |P—Q|, VP,Q € R3, na
norma que provém do produto interno usual em R3.

Exemplo 3.10 A rotacao e a translacao apresentadas acima sao exemplos de isometrias.
(i) A translacao
T(x,v,2) = (x,u,2) + (v1,v2,v3)

pelo vetor v = (v1,v2,v3) em R3 é uma isometria. De fato, sejam P,Q € R3 tal que P = (x,y,z) e
Q =(a,b,c).
|T(P) - T(Q)| = ‘((X,U,Z) + (\)1)\)2)\}3)) - ((a,b,C) + (V])VZ,V3))| = ‘(X,y,Z) - (a,b,c)| = ‘P - Q| .

(ii) A rotacao de P em torno do eixo z de giro 6 em R3definida por
R(x,y,z) = (xcos (0) —ysen (0),xsen (0) +ycos(0),z)
é uma isometria. De fato,

[(xcos(B) —ysen (0),xsen(0) +ycos(0),z) —(acos(0) —bsen(0),asen (0) +bcos(0),c)]
=|((x—a)cos(0) —(y—Db)sen(0),(x —a)sen(0) + (y —b)cos (0),z —¢)|
|(x —a)cos (0) — (y —b)sen (0), (x —a)sen (0) + (y —b) cos (6) ,z — ¢

:\/ (x —a)cos (0) — (y—b)sen (0))2+ ((x — a)sen (0) + (y — b) cos (0))2 + (z—¢)?

= \/ (x — a)2(cos? () + sen2 (8)) + (y — b)2(cos? (0) + sen? (0)) + (z — ¢)?

:\/(x—a)z—i—(y—b)z—l—(z—c)2
:|(X—a,y—b,Z—C)|

= |(X,U,Z) - (a,b,C)|
=P~ Q

Um operador linear H : R3 — R3 ¢ uma transformacdo ortogonal em R3 quando (H(P),H(Q)) =
(P,Q); VP,Q € R3; sendo (u,v) o produto interno usual em R3.
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Exemplo 3.11 A rotacdo de P em torno do eixo z de giro 8 em R3definida por
R(x,y,z) = (xcos (0) —ysen (0),xsen (0) +ycos(0),z)

¢ um exemplo de transformacio ortogonal. De fato, sejam P,Q € R3 tal que P = (x,u,z) ¢ Q = (a, b, c).
Temos

(R(P),R(Q)) = ((xcos (0) —ysen (0),xsen (0) +ycos(0),z), (acos (0) —bsen (0),asen (0) + bcos(0),c))
— axcos® (8) — xbsen (0) cos (0) — ay sen (8) cos (8) + ybsen? (8)
+ xasen? (8) 4+ xbsen (8) cos (0) + ay sen (8) cos (8) + yb cos? (8) + cz
=ax+ by +cz
= ((x,y,2),(a,b,c))
=(PQ)
Na proposicao abaixo temos algumas propriedades imediatas de isomerias.

Proposicao 3.5 (a) Se F e G sdo isometrias em R3, entdo Fo G € uma isometria em R3.

(b) Se F e G sdo translacées em R3, entdo Fo G = G o F ¢ wma translagcao em R3.

(c) Se T € a translacio em R3 pelo vetor v, entio T é invertivel e a inversa T~' é a translacdo em R3
pelo vetor —v.

(d) Dados A e B € R3, existe uma tnica translacio T em R3 tal que T (A) = B.

Proposicao 3.6 (i) Toda transformacao ortogonal em R3 é uma isometria.
(i1) Toda isometria F em R3 tal que F(0) =0 € uma transformacio ortogonal.

Demonstracao.

(i) Seja H transformacao ortogonal em R3. Logo,
H(P) — H(Q)* = [H(P— Q)I* = (H(P— Q),H(P - Q)) = (P~ Q,P— Q) = IP— QI,
ou seja, H é uma isometria.

(ii) Provemos que F preserva produto interno.
Como

[F(P)*=[F(P)—0*=[F(p) —F(0)* = |p —0]* =P
pois F é uma isometria e F(0) = 0, temos

(F(P),F(Q)) = 5 (IF (PP +F(Q)* — [F(P) — F(Q)F)

P> +[QI* —IP—QJ
(
Q)

Mostremos que F é linear, isto é, F(aP +bQ) = aF(P) + bF(Q), YP,Q € R3¢ a,b € R.
De fato,

IF(aP +bQ) — (aF (P) + bF(Q))* = (F (aP + bQ) — aF(P) — bF(Q), F(aP 4+ bQ) — aF(P) — bF(Q))

= (F(aP +bQ), (aP+bQ)> a® (F(P),F(P)) +b*(F(Q),F(Q))

—2a(F(aP +bQ),F(P)) —2b(F (aP +bQ),F(Q) + 2ab (F(P),F(Q))
= (aP +bQ, aP+bQ>+a (P,P) +b%(Q,Q)

—2a(aP +bQ,P) —2b(aP +bQ, Q) + 2ab (P, Q)

= a?(P,P) 4+ 2ab (P,Q) + b%(Q, Q) + a* (P,P) + b%(Q, Q)
—2a?(P,P) —2ab (P,Q) — 2ab (P, Q) — 2b%(Q, Q) + 2ab (P, Q)

=0

/\N\—‘N\—‘
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Logo, F (aP +bQ) — aF(P) — bF(Q) =0, ou seja, F(aP + bQ) = aF(P) + bF(Q), YP,Q e R3 e a,b € R.[J

Proposicao 3.7 Toda isometria F em R3 pode ser escrita, de maneira tinica, como F =T o H, sendo T
uma translacio e H uma transformacdo ortogonal em R3.

Demonstragao.

Existéncia.
Sejam F isometria e T translacéo tal que T (P) =P +F(0), VP € R3. Definamos

H(P)=F(P)—F(0), VP € R3.

Assim,

e para quaisquer P,Q € R3, temos

[H(P)—H(Q)I=I[F(P)—F(0) — (F(Q) —F(0))|
= [F(P) —F(Q)|

ou seja, H é isometria que fixa a origem. Pela Proposicao 3.6, H é uma transformacao ortogonal.
Finalmente,

H(P)=F(P)—F(0) =
F(P)=H(P)+F(0) =
F(P)=T(H(P)) =
F(P)=ToH(P), VP € R3,

como queriamos.

Unicidade.

Sejam T, T translacdes e H, H transformacdes ortogonais tais que F = To H = T o H. Entao, F(0) =
T(H(0)) =T(0) =T (H(0)) =T(0).

Logo, T=T e, portanto, H=T 1o F = T oF= H. O

Duas curvas & e 3 no espaco sio congruentes se existe uma isometria F em R3 tal que « = Fo B, ou
seja, x e 3 sao a “mesma curva”’ a menos de um movimento rigido.

Proposicao 3.8 Sejam P,Q € R3, {vi,va,v3} e {w1,w w3} bases ortonormais de R3. Entdo, existe uma
tinica isometria F =R3 — R3 tal que F(P) =Q e dFp (vi) =wy, i=1,2,3.

Demonstragao.

Existéncia.
Seja H = R3 — R3 aplicacao linear tal que H (vi) =wji, 1 =1,2,3, isto é, se v € R3 v = avy + bv, + cv3,
entao

H (v) = aH (vi) + bH (v2) + cH (v3) = aw; + bw, + cws.

Como as bases {v1,v2,v3} e {w7, w2, w3} sdo ortonormais, segue-se que C preserva produto interno. Por-
tanto, H é uma transformacao ortogonal.
Seja T a translagdo por Q — H (P). Entéo, a isometria F = T o H satisfaz as condicbes exigidas. De fato,

F(P)=ToH(P)=H(P)+Q—-H(P) =Q.
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Como dois operadores lineares que fixam a mesma base sao iguais, temos que

dFp (vi) =H(vi) =wy; i=1,2,3.

Unicidade.
Suponhamos que as isometrias F =T o H =T o H satisfazem as condigoes da proposicao, isto €,

F(P)=F(P)=Q

dFP (Vi) = d?P (Vi) = Wy, i= 1)2)3'

Segue-se da tltima relagao que H (vy) (vi) =wy, 1 =1,2,3. Como H e H sdo aplicacdes lineares temos
H = H. Portanto, ToH(P) =To HlP) =Q,istoé, Te T sao translacoes que levam H (P) em Q. Entdo,

pela Proposicao 3.5, item (d), T =T e, portanto, F =F. O

A isometria F : R3 — R3 é uma isometria que preserva orientacdo quando, dadas as bases {v1,v3,Vv3}
e {w1, w2, w3} de R3, temos

(dFp (v1) x dFp (v2),dFp (v3)) = (v1 x v2,v3),
para qualquer P € R3.

Proposicdo 3.9 Seja x € I € R — R3 wma curva reqular de classe C¥, k > 4, parametrizada pelo
comprimento de arco com k(s) > 0 para todo s € 1. Sejam F uma isometria de R3 e ® = Fo «. Entdo, &
€ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e Vs € 1, temos

k(s) = k(s);

T(s) = £1(s);

T(s) = dFo(s) (T(s));
N (s) = dFys) (N (s));
B (s) = £dFy) (B (s))

sendo o sinal + (resp. —) quando F preservar a orientagdo (resp. inverter a orienta¢do).
Demonstracao.

A curva é diferencidvel, pois F e « sao diferenciaveis, além disso, como o (s) = dFys) (o (s)), temos
& (s)] = ‘dF(X(S) (o (s))] =1, pois dF ) é uma transformacao ortogonal (logo, preserva norma). Assim,
« esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Assim, de & (s) = dFys) (« (s)) concluimos

Seja T uma translacao e H uma transformacao ortogonal tais que F = T o H. Entao, como a diferencial de
uma aplicacao linear é a prépria aplicacao linear, temos

o (s) = dFys) (o (s)) = dHys) (& (s)) =H (e (s)) =
& (s) = dHy(s) (" (s)) = H («” (s)) = dFs) (o (s))

Assim

k(s) = |&” (s)} = ‘dF“(S) (o (s))} = ‘oc" (s)] =k (s).
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e, pela 12, equacao de Frenet,

Como F preserva orientacao,

(dFg(s) (T (s)) X dF o) (N (s)), dFgs) (B (s))) = (T (s) x N (s),B (s))
= (dFqs) (T(s) x N (s)), dFgs) (B (s)))
de onde concluimos
dFos) (T (8) X N (s)) = dF ) (T (8)) X dFgs) (N (s)).

Assim:

B (s) = T(s) x N(s) = dFys) (T (s)) x dFa(s) (N (s)) = dF(s) (T (s) x N (s)) = dF(s) (B (s)).
Analogamente, se F nao preserva orientagao, entao
B (s) = —dFqs) (B (s)).

Quanto a torgao,

!/

T(s) = (B'(s),N(5)) = £ (dFas) (B (s)) , dFage) (N (s))) = = (B' (s) N (5)) = £ (s).

O

Teorema 3.1 (Fundamental das Curvas do Espago) Sejam k :]a,b[ — R e 1:]a,b[ — R fungdes de
classe C®°. Entao:
(i) Eziste uma curva reqular suave parametrizada pelo comprimento de arco « : ]la, bl — R3 tal que a
curvatura de o € k| e a tor¢cao de x € T.
(i) Se fizarmos o (sg) = P; o (s9) =v7 e &’ (so) = k(sp) vz, sendo vi, v vetores unitdrios e ortogonais,
entdo a curva & € Unica.

(ii1) Se & e B sdo duas curvas que possuem a mesma curvatura e tor¢cdo, entdo & € congruente a f3.

Demonstragao

(1) Existéncia. Para a existéncia de o temos que mostrar que existem os vetores T(s), N(s) e B(s), dois
a dois ortogonais que satisfazem as Equacoes de Frenet:

Seja T(s) = (t1(s),ta(s),t3(s)), N(s) = (nq(s),nz(s),n3(s)), B(s) = (b1(s),ba(s),bsz(s)) e, considerando
o sistema:

ti(s) 0 k(s) 0 ti(s)
[n’i(s) ] = [ —k(s) 0 —1(s) ] |: n/(s) ] parai=12 3. (3.3)
0
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Seja so € I. Considere a condicao inicial

T (s0) =(1,0,0)
N(so) = (0,1,0)
B(so) = (0,0,1)

e o Teorema da Existéncia e Unicidade de solucoes de sistema de equagoes diferenciais. O sistema linear
3.3, composto por ? equagoes e 9 incégnitas possui uma tnica solucdo T (s), N(s) e B(s) diferencidveis
pois k (s) e T(s) sdao diferencidveis por hipétese.

Agora, considere as fungoes (T (s), T (s)), (N(s),N(s)), (B(s),B(s)), (T(s),N(s)), (T(s),B(s)),

(N (s),B(s)) e suas derivadas:

4(T(s), T(s)> 2k (s) (T (s),N(s))
LN (s),N(s)) = —2k(s) (T (s),N(s)) — 27 (s) (N (s), B (s))
4(T(s),N(s)) = ks<N (s),N(s)) — k( (T(s),T(s > T(s)(T(s),B(s)) (3.4)
£(T(s),B(s)) =k(s)(N(s),B(s)) + (s<(s),N()>
L(N(s),B(s)) =—k(s)(T(s),B(s)) —7(s)(B(s),B(s)) +1(s)(N(s),N(s))
Como
(T(s),T(s)) =(N(s),N(s)) = (B(s),B(s)) =1
e

satisfazem 3.4, incluindo a condigao inicial:

(T(s0), T(so)) = (N(so),N(so)) =(B(so),B(so)) =1

(T(s0),N(so)) = (T (so) , B (so)) = (B (s0),N(so)) =0.

Portanto, devido a unicidade da solucao de 3.3, temos que {T (s), N (s), B (s)} é um referencial ortonormal
para qualquer s € 1.

Considere a curva o : I — R3 definida por

afs) = JS TA)dA & o (s)=T(s).

S0
Assim, o/ (s)] =T (s)| = 1, Vs € I, isto é, « estd parametrizada pelo comprimento de arco, e o (s) =
T'(s) = k(s)N(s).
Logo,
kals) = |&”(s)| = [k(s)
" "
e Nufs) = X80 &(s) g s e

kals)l lo’(s)]
Além disso, chamando o vetor tangente & curva o em s de Ty (s), temos Ty (s) = & (s) = T (s). Assim,
Ba(s) =Tuls) x Ng(s) =T(s) x N(s) =B(s).
Portanto,

Tals) = (Bl (s (s)) =(B'(s),N(s)) =1(s) (N(s),N(s)) =1(s), Vs € L.

(i) Unicidade. Suponhamos que existam & e & satisfazendo as mesmas condicoes da hipétese. Tomando
o problema de valor inicial 3.3 com a condicao inicial T(sg) = v, N(sg) = vz e B(sp) =vi X v3. Vimos que
a solucao de 3.3 com as condicoes anteriores é tinica e &' (s) = x (s) =T(s), ou seja, &(s) = P—l—f:o T(A)dA



(s) f T(A)dA, que implica em &(s) — P =& (s) —P. Mas, por hipétese, & (so) = & (sg) = P, ou
seja, P = E o que implica que &(s) = & (s), Vs € L.

(iii) Seja so € I. Seja F: R3 — R3 isometria tal que

F(a(so)) = B (so)

dFy(sy) (T (s0)) = Tg (s0)
dFy(se) (N (s0)) = Ng (s0)
dFoc(so) (BOC(SO)) = Bﬁ (SO)

(a existéncia de F é garantida pela Proposigao 3.8).

Seja a curva o = F o a. Pela Proposicao 3.9, &« também estd parametrizada pelo comprimento de arco e,
no ponto s = sp:

& (so) = F(a(so)) =B (so)

K(s) = ka(s) = kg s)

T(s) = Tals) = Tp (5]

T (s0) = dFagsq) (Ta(50)) = T (s0) (3:5)
N (so) = dFysy) (Na (s0)) = Np (s0)

B (s0) = dFas,) (Ba (s0)) = Bp (s0)

Consideremos f: I — R definida por
f(s) = [T(s) — Tp(s)|* + [N(s) = Ng(s)|* + |B(s) — Bpl(s)]
= (T(s) — Tg(s), T(s) — Tg(s)) + (N(s) = Ng(s),N(s) = Ng(s)) + (B(s) — Bg(s),B(s) — Bg(s))

Derivando f temos

= 2k(s) (N(s) T(s)—TB(s)>—2k(s)<T(s)—T(3(s),N(s)—N[3(s)>

—21(s) (B(s) — ),N(s) —Ng(s)) +2t(s) (N(s) — Ng(s), B(s) — Bg(s))

= 2k(s) (<N >—|—< Ng(s), T(s))) — 2k (s) ((T(s), NB( s)) + (—=Tg(s),N(s)))
—27(s) ((-B (s)) + (B(s),—Ng(s))) + 2t (s) ((N(s),—Bg(s)) + (—Ng(s), B(s)))
=0

Logo, f(s) = ¢, Vs € I, o que permite concluir que f(s) = 0, Vs € I pois f(sg) = 0 por 3.5. Com isso,
T(s) = Tp(s), Vs € I, o que significa & (s) = p’(s), ou seja, & (s) = B (s) + v. Novamente por 3.5, temos
x (sg) = B (sg), implicando v = 0.

Assim, concluimos que & (s) = (s), Vs € I, isto é, & e B s@o congruentes, como querfamos. O



Capitulo 4

Superficies

Neste capitulo, introduzimos as principais definicbes e resultados acerca de superficies parametrizadas
regulares. Assim como nos capitulos anteriores sobre curvas, baseamo-nos nas referéncias [1], [3] e [18].
Nossa principal contribuigdo neste capitulo reside no desenvolvimento da Teoria de Contato de Ordem 2
para superficies regulares, que é uma interessante interpretacao geométrica de curvaturas principais (final
da Segao 4.5). Nesse estudo, introduzimos os paraboldides osculadores a superficies regulares e fazemos
classificacao de pontos por meio desses objetos. Além disso, o interessante exemplo de classificacao de
pontos do toro circular por meio de paraboldides osculadores é desenvolvida e ilustrada.

4.1 Superficies Parametrizadas

Uma superficie parametrizada diferencidvel é uma aplicacao diferencidvel

S: UCRZ — R3
(u,v)  — (x(w,v),yu,v),z(u,v)

)

sendo U um subconjunto aberto e conexo do RZ.

R3
+Z

\\
S(u,v)x= (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

F1GURA 42: Superficie parametrizada.

Além disso, quando dSp é injetiva para qualquer P = (u,v) € U, dizemos que S é uma superficie
parametrizada diferencidvel regular ou, simplesmente, superficie regular.

Como S (u,v) = (x (u,v),y (u,v),z(u,v)), temos x,y,z: U C R> — R como fun¢ées componentes (ou
fungédes coordenadas) de S.

Seja
Su: UCR? — R3
Po— (B e, Em)

Indicamos Sy = (%, %, g—lf";). Analogamente, S, = (%, %, %).

73
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Proposicao 4.1 Seja S superficie parametrizada diferencidvel. Entdo sao equivalentes:
(1) dSp € injetiva;
ii) Os vetores Su(P) € Sy (P) sao linearmente independentes;
i

(
(1i1) S (P) x Sy (P) #0;
(iv) JS (P) tem posto 2.

Demonstragao.

Recordemos que S (P) = dSp(e1) e Sy (P) = dSp(e2).
(i) = (il) Suponhamos que Joq, 2 € R tais que «1Sy (P) + a2S, (P) = 0. Seja w = (o1, x2) =
x1eq] + xpep € R2. Logo,

dSp (w) = dSp (xqe1 + xze2) = 1dSp (e7) + x2dSp (e2) = 1Sy (P) + S, (P) = 0.
Como dSp ¢ injetiva, temos
w=0= xje1+ e =0= a1 = x2 =0,

ou seja, Sy, (P) e Sy, (P) sdo linearmente independentes.
(il) = (i) Seja w € ker (dSp) . Entéo,

dSp(w) =0 =

x1dSp (e1) + x2dSp (e2) = 0 —

x1Su (P)+ 02Sy (P) =0 =
x1=0y=0

(pois Sy (P) e S, (P) s@o linearmente independentes)
Assim, w = 0. Logo, ker (dSp) = {0}, ou seja, dSp é injetiva.

Quanto a (il) & (iii) e (ill) & (iv) temos

Su(P) x Sy (P) = det | o

ov ov ov
M (p) 2(p) % (p) ¥ (p) ¥ (p) B (p)
= | det , det , det
F (P E(P) SP) TP (P) ZU(P)
Dy D; D3

Assim,

JS (P) tem posto 2 & D; # 0 para algumi=1,2 3
& Su(P) xSy (P) #0

< S (P) e S, (P) sado linearmente independentes.
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Podemos ampliar nossa definicao de superficie regular como segue.
Seja
S: UCR? — R3
(w,v)  — (x(w,v),y(w,v),z(u,v))

uma aplicaco diferencidvel sendo U aberto e conexo do R?. Dizemos que S é uma superficie parametrizada
diferencidvel regular ou, simplesmente, superficie reqular, quando qualquer uma das seguintes afirmacoes
forem verdadeiras.

(1) dSp é injetiva para qualquer P = (u,v) € U,

(i1) JS (P) tem posto 2 para qualquer P = (u,v) € U;

(iii) Sy (P) = (%(P),%(P),% (P)) e Sy (P) = (g% (P), % (p), 2 (P)) sdo linearmente independentes
para qualquer P = (u,v) € U;

(iv) Sy (P) x Sy, (P) # 0, para qualquer P = (u,v) € L.

Exemplo 4.1 Seja o paraboléide circular parametrizado por

S: R — R3
(u,v) +— (u,v,uz—I-vz)'

Se u =0, entdo S (0,v) = (O,v,vzg é uma parabola.

Sev =0, entdo S (u,0) = (u,O,u ) é uma parabola.

Se u? +v? = k > 0, temos circunferéncias de raio vk (intersecgao de S com o plano z = k).
A superficie S é diferencidvel e

Su(u,v) =(1,0,2u);
Sy (u,v) =(0,1,2v).

1 0
Logo, JS(u,v)= | 0 1| tem posto 2, pois det [(]) ﬂ =1#£0.
2u 2v

Portanto, S é regular.

Exemplo 4.2 Seja f: U C R? — R de classe C*® e consideremos

S: UCR? — R3
(u)v) '_> (u)v)f(u)v)) '

O graéfico de f é dado por {(u,v,f(u,v)) | (u,v) € U} =ImS.
A superficie S é uma superficie regular, pois

10

det [O 1

} =1#0=]JS(P) tem posto 2.

Exemplo 4.3 Consideremos o cone circular reto parametrizado por

S: R — R3
(w,v) +— (u,v,\/m)'
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Neste caso, f (u,v) = VuZ+v% & (u,v) =

Logo, S é diferencigvel em R% —{(0,0)}.
Conseqiientemente, pelo Exemplo 4.2, S é regular em R? —{(0,0)} e nao regular em (0,0), ou seja, no
vértice do cone.

uw of

Wz © oy (u,v) =

w2’

Exemplo 4.4 Consideremos o plano parametrizado por

S: R*? — R3
(w,v) — (au+biv+cy,aau+bav+co azu+ bzv+c3)

sendo (ay, az, az) # k(by, bz, b3).
Observemos que se (aj, az, az) = k(bq, by, bz) entdo, fazendo t = ku + v, podemos escrever S (u,v) =
S(t) = (byt+cq,bat + c2, bzt + c3), ou seja, S se degeneraria em um uma reta ou em um ponto.
A superficie S é diferenciavel, S, (u,v) = (a1, az,a3) e Sy (u,v) = (by,bs,b3). Logo, S, e S, sao linear-
mente independentes. Assim, S é regular. Tomando os vetores a = (a1, az, az), b = (by, by, b3) e o ponto
C =(cq,c2,c3), temos a equacio vetorial desse plano:

P=ua+vb+ C; u,veR.
Exemplo 4.5 Consideremos o cilindro circular reto de raio 1 parametrizado por

S: RZ — R3
(u,v) —— (cos(u),sen(u),v)

S é diferencidvel, S, (u,v) = (—sen (u),cos(u),0) e Sy (u,v) = (0,0,1).

€1 () €3
Su(u,v) xSy (u,v) =det |—sen(u) cos(u) 0| = (cos(u),sen(u),0) # (0,0,0).
0 0 1

Portanto, S é regular.

Exemplo 4.6 Consideremos a esfera de raio 1 parametrizada por

S: R> — R3
(u,v) —— (cos(u)cos(v),cos(u)sen(v),sen (u))

Temos

ImS = {(x,y,z) GRS\x2+y2+zzz1};
(

w(u,v) = (—sen(u)cos(v),—sen (v)sen (u),cos(u));
v(u,v) = (—sen (v) cos (u), cos (u) cos (v),0);
Su(w,v) x Sy (u,v) = (—cos? (1) cos (v) , — cos? (u) sen (v) , — cos (1) sen (u)) ;

IS (u,v) x S, (u,v)l2 = cos? () cos? (v) 4 cos® (1) sen? (v) 4 cos? (1) sen? (u)

= cos? (1) 4 cos? (u) sen? (v)

Assim, S é regular quando cos? (1) # 0. Mas
cos? (1) = 0 & cos (u) :O@uzg—l—kﬂ, k € Z.

SeveReue }—12‘, g [, obtemos a esfera menos os pélos.
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SUPERFICIES DE REVOLUCAO
Superficies regulares obtidas por revolugao de curvas em torno de eixos sao muito importantes em Geome-
tria Diferencial. Além disso, elas possuem parametrizagoes bastante simples, conforme veremos abaixo.
Em torno do eixo z.
Seja « : ]Ja,b[ € R — R3 uma curva regular tal que «(u) = (f(u),0,g(u)) com f, g : Ja,b[— R

diferencidveis e f (u) # 0, Yu € ]a, b[.
A matriz de rotacao de & por um angulo v em torno do eixo z é dada por

cos(v) —sen(v) 0
sen(v) cos(v) 0
0 0 1

Para obter a superficie descrita pela curva o em torno do eixo z fazemos

cos(v) —sen(v) 0 f(u) f(u) cos (v)
sen(v) cos(v) O|.]| O = |f(u)sen (v)
0 0 1] [g(uw) g(u)

com v variando em R, ou seja

S: Ja,b[ xR — R3
(w,v) == (f(u)cos(v),f(u)sen(v),g(u))

é chamada de superficie de revoluc¢cao da curva o em torno do eixo z.

As curvas S (u,vg), com vq fixo e u € ]a, b[ sdo chamadas de meridianos da superficie de revolucéo S.
As curvas S (ug,Vv), com ug fixo e u € R sdo chamadas de paralelos da superficie de revolucao S.

z

meridiano
(curva o)

paralelo

FicurA 43: Meridianos e paralelos de superficie de revolugao.

Observacgades:

(i) Fazendo v variar em um intervalo de R de comprimento menor do que 27, obtemos parte de uma
superficie de revolugao. Por exemplo, fazendo v € ]0, 27t[ obtemos a superficie S menos um meridiano (o
que corresponderia a vo = 0 ou v = 27).

(i1) Se permitissemos f (ug) = 0 para algum ugy € ]a,b[, terfamos que «(ug) = (0,0, g (up)) seria um
ponto do eixo z e S (up,v) = (0,0,g (ug)), Vv € R, ou seja, terfamos um paralelo degenerado em um ponto
do eixo z fazendo com que S nao seja regular nesse ponto.
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Exemplo 4.7 Seja o (u) = (1,0,u), u € R, uma reta do plano xz perpendicular ao eixo x.
Temos a superficie de revolucao de « em torno de z dada por

S (u,v) = (cos (v),sen (v),u),
que é um cilindro circular reto de raio 1.

Exemplo 4.8 Seja o (u) = (a+rcos(u),0,rsen(u)), 0 < r < a, uma circunferéncia de centro (a,0,0)
e raio r no plano xz. De fato, fazendo

x =a-+rcos(u) x —a)” =14 cos” (u) N2, 2.2
{z:rsen(u) :>{ 22 = r?sen? (u) — (x—a)i+zt=r
Temos a
f(u):a+rcos(u):0<:>cos(u):—?<—1,

ou seja, f(u) #0, Vu € R.
Temos a superficie de revolucao de « em torno de z dada por

S(u,v) = ((a+rcos(u))cos(v),(a+rcos(u))sen(v),rsen(u)),

FicuraA 44: O toro circular.

que é um toro circular de raios a e 7.

Circunferéncia
de centro (a,0,0) /\>

eraio r

Em torno do eixo x.

Seja o : Ja,b[ € R — R3 uma curva regular tal que «(u) = (g (u),f(u),0) com f, g : Ja,b[— R
diferenciaveis e f (u) # 0, Yu € ]a, b[.
A matriz de rotacao de & por um angulo v em torno do eixo x é dada por

1 0 0
0 cos(v) —sen(v)
0 sen(v) cos(v)

Para obter a superficie descrita pela curva o em torno do eixo x fazemos

1 0 0 g(u) gu
0 cos(v) —sen(v)|.|f(u)| = [f(u)cos(v)
0 sen(v) cos(v) 0 f (u)sen (v)
com Vv variando em R, ou seja,
S: Ja,b[xR — R3

(w,v) = (g(u),f(u)cos(v),f(u)sen (v))

é chamada de superficie de revolucao da curva & em torno do eixo x.
Meridianos e paralelos de S sdo definidos de modo analogo ao caso anterior.
Observagoes analogas ao caso anterior também sao validas.
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Exemplo 4.9 Seja o (u) = (u,cosh (u),0), u € R, uma catendria no plano xy.
Temos g (u) =u e f(u) =cosh (u) #0, Yu € R. Logo,

S (u,v) = (u,cosh (u) cos (v), cosh (u) sen (v)), u,v € R,

que é chamada de catendide.

Em torno do eixo y.

Seja « : Ja,b[ € R — R3 uma curva regular tal que «(u) = (0,9 (u),f(u)) com f,g : Ja,b|— R
diferencidveis e f (u) # 0, Yu € ]a, b[.
A matriz de rotacao de & por um angulo v em torno do eixo y é dada por

cos(v) 0 —sen(v)
0 1 0
sen(v) 0 cos(v)

Para obter a superficie descrita pela curva & em torno do eixo x fazemos

cos(v) 0 —sen(v) 0
0 1 0 gu)] = g(u
sen(v) 0 cos(v) f(u) f(u) cos (v)

com v variando em R, ou seja:

S: la,b[ xR — R3
(u,v) —  (—f(uw)sen (v),g(u),f(u)cos(v))

é chamada de superficie de revolu¢do da curva & em torno do eixo y.
Meridianos e paralelos de S sao definidos de modo analogo ao caso anterior.
Observagoes analogas ao caso anterior também sao validas.

CURVAS COORDENADAS

Sejam S : U € R? — R3 uma superficie regular e P = (19, vo) € U. As curvas

Ky, (V) =S (LL(),V) y (UO,V) el
(§

&y, (W) =S (u,vo), (u,vo) €U
sao chamadas curvas coordenadas (ou linhas coordenadas) da superficie S passando por S (P).
Observemos que meridianos e paralelos de superficies de revolucao sao curvas coordenadas da superficie.
Exemplo 4.10 Seja S (u,v) = (cos (u),sen (u),v), (u,v) € R% um cilindro circular reto.
Fazendo P = (up, Vo) temos o, (v) =S (up,v) = (cos (up),sen (up),v), uma reta, e o,y (u) =S (u,vp) =
(cos (u),sen (u),vy), uma circunferéncia, como curvas coordenadas passando por S (P).
Exemplo 4.11 Seja S (u,v) = (u,v,uz —|—V2) , U, v € R, um paraboldide circular.

Fazendo P = (up,Vvo) temos oy, (V) = (uo,v,u(z) +v2), uma parabola paralela ao plano yz, e o, (u) =
(u,vo,uz + vé), uma pardbola paralela ao plano xz, como curvas coordenadas passando por S (P).
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PLANO TANGENTE

Sejam S : U € R? — R3 uma superficie regular e P € U.

O plano tangente a S em Q = S(P) é o plano, denotado por TgS, que é paralelo aos vetores Sy (P) e
Sy (P), ou, equivalentemente, ortogonal ao vetor S, (P) x S, (P).

E comum representarmos o TqS passando por Q = S (P) e nao pela origem do sistema de coordenadas,
conforme figura abaixo.

Su(P) x S,(P) SV(P)
TQS e, _ Su(P)

S
F1GURA 45: Plano tangente a uma superficie regular.

Exemplo 4.12 Seja S (u,v) = (u,v,u?+v?), u,v € R um paraboléide circular. Temos Sy (u,v) =
(1,0,2u) e Sy (u,v) = (0,1,2v) . Em P = (0,0) temos S, (P) = (1,0,0) e S\, (P) = (0,1,0), S (P) xS, (P) =
(0,0,1) e Q=S(P) =(0,0,0) . Logo,

TeS ={A(1,0,0) + 1 (0,1,0), A, p e R} ={(A,11,0), A,ueR},

ou seja, TS é o plano xy (de equacao z = 0).

4.2 Mudanga de Parametros

Sejam
S:UcCcR?—R3

uma superficie regular e
h:VcR? — R?

aplicacao diferencidvel tal que
h(V)=U e [Jh(P)=detJh(P)#£0, VP V.

A aplicagao S=Soh:VCR? — ]@3 é diferenciavel (composta de aplicagoes diferencidveis). Mais que
isso, S é uma superficie regular e ImS = Im S.

FIGURA 46: Mudanca de parametros em superficies regulares.

X
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De fato, quanto a regularidade:
JS(P)=TJ(Soh)(P)=]JS(h(P))Jh(P). Como JS (h(P)) tem posto 2, pois S é regular e Jh (P) tem posto
2 por hipdtese, entao JS (P) tem posto 2. Logo, S é regular.

Quanto as imagens:

Seja Q € Im S, entdo 3P € U tal que Q =S (P). Como h(V) = U, entao IR € V tal que h(R) = P. Logo,
Q=S(h(R)) = S(R), ou seja, Q € ImS. Assim, Im S C ImS.

Seja Q € Img, entdo IR € V tal que S(R) = Q. Mas S=Soh. Logo, Soh(R) =S (h(R)) = Q, ou seja,
Q €ImS. Assim, ImS C Im$S.

Conclusdo: ImS = Im S.

A aplicagao h é chamada mudanc¢a de pardametros para S.
Observemos que a aplicacao h nao precisa ser, necessariamente, injetiva.

Exemplo 4.13 Seja h(w,t) = (e"cos (t),e"sen (t)).
Temos
e"vcos(t) —e"sen (t)

— oW 2
eVsen (t) e cos (t) — ”h (W»t)‘ =e€ 7£ O, V(W,t) c R~.

Jh(w,t) =
No entanto, h (w,0) = h(w,27) = (e",0), ou seja, h ndo é injetiva.

Exemplo 4.14 Sejam S (u,v) = (u+v,u—v,4uv); (u,v) € RZe S (w,t) = (w, t,w? —t2); (w,t) € R?
(um parabolside hiperbdlico). Mostremos que S é uma reparametrizacao de S.
Queremos determinar

h: RZ — R?2
(w,t) +—  (hy(w,t),h2(w,1))
tal que S=Soh e |Jh(w,t)] #0, V(w,t) € RZ. Assim,

S(w,t) =S (h(w,t)) =
S

(W)t)wz - t2> = (h1 (W>t) )hz (W>t)) -
(Wit w? = 2) = (R (w, 1) + P2 (W, 1) By (w, 1) = Rz (w, 1) 4R (w, £) B (w, 1)
Logo,
hi+hy=w
—t
h]_hlzt :>h1(w>t):W;_teh2(W)t):WT)
4hihy =w? —t2
ou seja,

Temos que h é diferenciavel C*, h é sobrejetiva e

1 1 1
ITh (w, t)| = det [% 21] =——#£0; V(w,t) e R%
2 2 2
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FORMA LOCAL DAS SUPERFICIES REGULARES

Consideremos a esfera unitaria com centro na origem dada por
C= {(x,y,z) eR3|x*4+y?4+22= 1},
que é uma superficie regular. Temos:

sez>0,z=1+/1—x2—1y2, ouseja, z = f1 (x,y)
sez<0,z= —m, ou seja, z = f5 (x,y)

Isto significa que, sob certas condigdes podemos enxergar partes da superficie C como grafico de funcoes
reais de duas varidveis.

Este exemplo pode ser generalizado, ou seja, toda superficie regular pode ser vista localmente como gréfico
de uma funcgao real diferenciavel de duas variaveis reais. Este é o contetido da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.2 Sejam S : U € RZ — R3 wma superficie reqular e P = (uo,Vvo). Entdo, existem um
conjunto aberto V.C U, com P € V e uma mudanga de parametros h : W — V tal que a imagem de
S =Soh € o grdfico de uma aplicacdo diferencidvel.

Demonstragao.
De acordo com as hipdteses da proposicao acima podemos considerar o seguinte diagrama:

v R2 S

FicuraA 47: Localmente uma superficie regular é grafico de funcao diferenciavel.
Sendo S (u,v) = (x (u,v),y (u,v),z(u,v)) e S regular, entao JS (P) tem posto 2. Vamos supor

2 (P) &(P)

u

det #£0.
2 2
WP WP

Seja F(u,v) = (x (u,v),y (u,v)). Logo, [JF(P)| =D #0.
Pelo Teorema da Aplicagio Inversa (aplicado a F), existe um aberto V.C R% V c U; P € V tal que
Flv:V — F(V) = W tem inversa h = F~! diferencigvel:

h: W — \Y
w,t) — Fl1(wt)"
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Seja h (Q) =P.

Temos que Jh (Q) tem posto 2.

De fato, Foh =FoF~! =1d, ou seja, JFoh (Q) = JId (Q) = Id. Logo, JFoh (Q)l =[JF(P)[.Th(Q)l=1.
Temos |Jh (Q)| # 0, ou seja, Jh (Q) tem posto 2. Temos, portanto, que S =S oh: W — R3 é regular.
Observemos que

Foh(w,t) =Id (w,t) =
F(hiw,t)) = (w,t) =

xoh(w,t) =w

(x(h(w,t)),y(h(w,tm:(w,t)=>{ yoRh(wt) =t

Logo,

Siw,t) =Soh(w,t) = (x(h(w,t)),y(h(w,t)),z(h(w,t))) = (W, t,zoh(w,t)),

ou seja, a imagem de S é o gréafico da funcao diferencidvel

zoh: W — R
(w,t) — zoh(w,t) "’

4.3 Primeira Forma Quadratica
Sejam S : U € R? — R3 uma superficie regular, P € U e Q = S (P). A aplicaco

IQI TQS — R
woo— (w,w>:|w|2

é chamada de (ou Primeira Forma Fundamental) de S em Q.

Temos
w e TgS = w = aSy (P) +bS,, (P).
Logo,
= a®(Su(P),Su(P)) +2ab (Su (P), Sy (P)) + b*(Sy (P), Sy (P))
Fagamos

F(P) = (Su(P),Sv(P)) ,

G (P) = <Sv (P) »Sv (P)>
que sao chamados de coeficientes da Primeira Forma Quadrdtica.
Logo,

{ E (P) = <Su(P) )Su(P)>

Ig (W) = a’E (P) + 2abF (P) + b%G (P).

Observemos que E (P) e G (P) sdo sempre positivos.

Exemplo 4.15 Consideremos S (u,v) = (cos (u),sen (u),v), (u,v) € R2 Sejam P = (up,vo) € R? e

Q=5(P).

Temos

S (1o, vo) = (—sen (uo) , cos (up),0);
SV (UO,VO) — (O) O) ]) .



84

Logo,

Eu (10, v0) = (Suu (W0, Vo), Sune (W0, Vo)) = cos? (wg) + sen? (up) + 0% = 1
Fu (1o, Vo) = (Suu (10, Vo), Svu (ug,vo)) =0+04+0=0
G S

u (Uo,vo) = <Svu (w0, Vo), Svu (U«O)VO)> = 02 + 02 + 12=1
Assim, se w = aSy (P) + bS,, (P) € TgS, entao

Io(w) = a’+ b2

COMPRIMENTO DE CURVAS EM SUPERFICIES

Sejam S : U C R? — R3 uma superficie regular e B : I ¢ R — S(U) € R3 uma curva regular
sobre S. Como f(t) € S(U), entdo, para cada t € I, existe P = (u,v) = (u(t),v(t)) € U tal que
B(t)=Q=S(P)=S(u(t),v(t)). Definindo

x: ICR — ucRr?
t o a(t)=(u(t),v(t)

temos a existéncia de o em U tal que So o (t) = (t), Vt e L.
Observemos que « é diferenciavel pois S e 3 sdo diferenciaveis.

Vv R2 S R3

U, ............ /\‘ ) B \ A
@ Fo
P =01(t) = (u(t),v(1))

R / y
u X

(04
| ¥/
/ B=Sca

FiguraA 48: Curvas em superficies regulares.

Temos
B’ (t) = IS (e (1))
=[S (u(t),v (1)
=u' () Su((u(t),v(t) +v (1) Sy ((u(t),v(t))
=u'(t) Su(P) +V (t) Sy (P)
Observemos que, sendo B/ (t) =w = aS, (P) +

bS, (P) € TQS, temos a =’ (t) e b =V (t), ou seja, as
coordenadas de B’ (t) em TS na base {S., (P), Sy (P)} coincidem com as coordenadas de o (t) em R? na
base canodnica.

Seja 1 o comprimento de 3 entre os pontos 3 (a) e f(b), a<be a,b e I. Logo,

b
lzj B (t)| dt.

a
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Temos
B’ (t)\z = (U (t) Su (P) +V' (1) Sy (P) , v (1) Su(P) + V' (1) Sy (P))
— (W (1)) (Sw, Sw) (P) + 20/ () V' (1) (S, Sv) (P) + (V (1)) (Sv, Su) (P)
— (W ()7 E(P) + 20 ()V (D F(P) + (V (1) ° G (P)
=1Iq (B’ (1)
Logo,

- jb Vo (B (®)dt,

ou seja, o comprimento de 3 entre 3 (a) e B (b) s6 depende da primeira forma quadratica.

Exemplo 4.16 Seja S (u,v) = (cos (u),sen (u),v), (u,v) € R? um cilindro circular reto. Calculemos o
comprimento da curva p = S(t,t), sendo t € [0, 271, utilizando a Primeira Forma Quadrética.

Neste caso, a curva o« tal que p = So  é tal que (t) = (u(t),v(t)) = (t,t) o que implica em
ut)=v(t)=1.

Desta forma, B’ (t) =u (t) Sy (P)+V (t) Sy (P) =S, (P)+ Sy (P), sendo P = « (t).

Vimos no exemplo anterior que se w = aS, (P) + bS, (P), entao Ig (w) = a?+ b2, sendo Q = S(P). No
nosso caso, Ig (B’ (t)) =12+ 12 = 2.

Assim,

27
1= J V2dt = 2V2m.
0

Observemos que p (t) = S (t,t) = (cos (t),sen (t), 1), ou seja, B é parte de uma hélice em S.

z
—B’ ...... u-.
......... /
y
0 7

FiguraA 49: Calculando comprimento de curvas em superficies regulares.

AREA DE UMA SUPERFIiCIE

Seja S : U € R? — R3 uma superficie regular. Considere V uma regiao do R? tal que V C U, sendo V
[¢]
compacto, conexo, homeomorfo a um disco do R? e S\\o/ injetiva. (V é o interior de V)

Do Calculo Diferencial e Integral sabemos que a drea de S (V) é dada por

A(S(V)) = JJVSu(P) x Sy (P)| dudv.
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S.(P) o 1Su(P) x S,(P)|

san@

S.(P)
S

FicuraA 50: Interpretacao geométrica da férmula de area sobre superficie regular.
Dessa forma, sendo 0 a medida do angulo entre Sy, (P) e S, (P), temos
S (P) x Sy (P)I? = (ISw (P)| ISy (P)|sen (6))?
2
= 1w (P)P1Sy (P)” (1~ cos? ()

= (Sw(P),Sw(P)) (Sv(P), Sy (P)) — (Sw(P),Sy (P))?
—E(P)G(P)—F(P)2.

Logo,

A(S(V)) = HV VE(P)G (P) — F (P) dudv.

Exemplo 4.17 Consideremos o cilindro circular reto parametrizado por S (u,v) = (cos (u),sen (u),v), (u,v) €
RZ,

Seja V = [0, 27] x [0,1]. Vamos calcular a drea de S (V), que é um “anel de raio 1 e altura 17, utilizando

a Primeira Forma Quadratica.

Vimos que E(P) =1, F(P)=0e G (P) = 1. Logo,

27t 1
A(S(V)) = Jo Jo V1.1 —02dudv = 2m.

z

" 8

Figura 51: Calculando area de regioes sobre superficie regular.

SUPERFICIES ISOMETRICAS

Uma superficie S : U € R? — R3 ¢ dita superficie simples quando S é injetiva.

Observemos que se S : U € R? — R3 é regular, entdo 3V C U tal que S|y é injetiva.

Duas superficies simples S,S : U ¢ R? — R3 sdo ditas superficies isométricas quando os coeficientes
das Primeiras Formas Quadréticas de S e S coincidem, isto é, E (P) =E(P),F(P)=F(P)e G(P) =G (P),
VP e U.
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Exemplo 4.18 As superficies

S: 10,2n(xR — R3 S: 10,2a[xR — R3
(Wv)  — (uv,0) ° (u,v)  — (cos(u),sen (u),v)

sao superficies isométricas pois E (u,v) = E(u,v) =1, F(u,v) = F(u,v) =0 e G (u,v) = G (u,v) =1,
Y (u,v) €10,27 x R.

Observacio: Se S,S : U C R? — R3 sdo superficies regulares simples, entdo existe uma bijecdo ¢ :
S(U) — S(u). B B B B

De fato, S: U — S(U) e S: U — S (U) séo bijetivas. Logo, a composta ¢ =SoS~1:S(U) — S(U) é
bijetiva.

DISTANCIA INTRINSECA E ISOMETRIAS

Seja S : U € R? — R3 uma superficie regular e sejam Q1,Q» € S(U). Considere uma curva regular
v:la,b] CR — S(U) C R3tal que y(a) = Q7 ey (b) = Q. Seja 1(y) o comprimento de .
Definimos a distdncia intrinseca entre Q1 e Q2 sobre S como sendo

d(Q1,Q2) =inf {l(y) |v:la,b] c R — S(U) c R3 é curva regular com v (a) = Qy ey (b) = Qz},

Sejam S,S : U € R? — R3 superficies regulares. Uma aplicacdo ¢ : S(U) — S(U) é dita uma
isometria entre S e S quando preserva distancias intrinsecas, ou seja, quando

d(Q1,Q2) =d (¢ (Q1),d(Q2)), VQ1,Q2€ S(U),
sendo d a distancia intrinseca em S e d a distancia intrinseca em S.

Proposicdo 4.3 Sejam S: U CR? — S(U) CR3 eS: U cC R?2 — S(U) C R3 superficies simples e
isométricas. Se B :[la,b] CR — S(U) C iR3 ¢ uma curva na superficie S, entio o comprimento de 3 €
igual ao comprimento de ¢ o p sendo  =SoS~':S(U) — S(U).

Demonstracao.
Seja a:[a,b] CR — U C R?, «(t) = (u(t),v(t)), tal que B (t) =S o a(t). Temos

$pop(t)=SoS"oSon(t)=Soalt).

Temos
b b
LB) = | JB (0] dt= | (1) Sulaclel) v/ (0)S, (e (1)
:r\/w ()2 (1) + 20/ () v/ (8) F (& (£) + v/ (%G (o (1)) dt
b
Analogamente,

b b . .
L op) =J (4o p) (t)}dtzj [ (1) S (00 (1)) + v/ (£) Sy (o (1)) it

a

= Jb \/u’ (£)2E (e (1) 4+ 2w/ (1) v/ (1) F (e (1)) +V (£)2 G (e (t))dt

Mas S e S sdo isométricas, ou seja, E (o (t)) = E (x (t)), F(ax(t)) =F (e (t)) e G(x(t)) = G (x(t)). Logo,
L(B)=1(dop). O
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Proposicao 4.4 Se S: U C R?2 —'S (u) c R3eS:UCR?— S(U) C7R3 sGo superficies simples e
isométricas, entio ¢ =SoS~1:S(U) — S(U) € uma isometria entre S e S.

Demonstragao.

Sejam d distancia intrinseca em S (U) e d distancia intrinseca em S (U) . Vamos mostrar que d (Q1, Q2) =
d($(Q1),d(Q2)). Vimos na proposicao anterior que

A={l(B):B écurva em S ligando Q; a Q»}
B = {l(d)o B):¢doP éuma curva em S ligando ¢ (Q1) a (I)(Qz)}.

sdo tais que A = B. Logo, inf A = inf B e, portanto, d (Q1,Q2) =d (¢ (Q1),d (Q2)). Como Q1 e Q; sdo
arbitrarios, temos que ¢ ¢é isometria. O

Proposicao 4.5 Sejam S : U C RZ—'S (Li) CR3eS:UCR?— S(U) CR3 superficies simples. Se
a aplicagao ¢ : S (U) — S (U), tal que ¢ = SoS™, preserva comprimento de curvas, entdo as superficies
S e S sao isométricas.

Demonstragao.

Seja « (t) = P+ tv, sendo P = (uo,vo) € U, v = (m,n) um vetor ndo nulo e x(t) € U para vt € [0, b].
Logo, «(t) = (up + tm,vp + tn). Sejam p=SoxeB=0¢op.
As fungbes comprimento de arco para 3 e 3 sao dadas por

t
S (1) zL\B’(u)\du; S (b) = 1(p)

Como, por hipétese, ¢ preserva comprimento de curvas, ou seja, L(f) = L(pop), temos S(t) =
S(t), Vt € [0,b]. Logo,

S'(t)=S"(t) = |p' (t)] =

B, vt
Mas « (0) =P = (up,vo) e & (0) = (m,n) = v. Além disso,

1B (0)]* = Ts(qo)) (B (0))

Assim,

m?E (P) + 2mnF (P) + n?G (P) = m?E (P) + 2mnF (P) + n?G (P).
Como (m,n) é um vetor qualquer tal que m # 0 ou n # 0, vamos supor que m =0 e n % 0. Assim,

n?’G(P)=n’G(P)= G(P)=G(P).

Sen=0em#0 temos

m?%E (P) = m?E (P) = E(P) = E(P).

Sen #£0 e m=# 0 temos
F(P)=F(P).

Logo, S e S sao isométricas. O
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Exemplo 4.19 Vimos no Exemplo 4.18 que as superficies

S: 10,2n[ xR — S(10,2n[ x R) c R3 S: 10,2n[ xR — S(10,2n[ x R) c R3
(Wy) (1,v,0) ‘ (w,v) > (cos(u),sen (u),v)

sdo isométricas. Logo, a aplicacio ¢ : S (J0,2n[ x R) — S (]0, 2n[ x R) dada por
¢ (u,v,0) =S oS (u,v,0) =S (u,v) = (cos (u) ,sen (u) ,v)

é uma isometria entre S (]0, 27[ x R) (parte do plano) e S (]0, 27 x R) (parte do cilindro).

4.4 Aplicacao Normal de Gauss

Estamos interessados em realizar um estudo do quéo répido uma superficie regular S : U ¢ R? — R3
afasta-se do seu plano tangente em um ponto Q = S (P) . Isto equivale a estudar a “velocidade” com que
a direcao de um vetor normal e unitario a S em Q varia em uma vizinhanca de Q contida em S.

Este estudo remete-nos a uma aplicacdo de S na esfera unitéria bidimensional S? que surge de maneira
natural: a Aplicacao Normal de Gauss de S definida por

N: S(UcCR> — S?’CR?

- Su(P)x Sy (P)
Q=S(P) — s

Pelo fato de estarmos trabalhando com um campo diferencidvel de vetores temos, como conseqiiéncia
imediata, que N ¢ diferencidvel. Logo, podemos tomar a diferencial de N em Q, dNg : TS — TN(Q)SZ,
sendo TN(Q)SZ o plano tangente a S em N (Q), ou seja, ortogonal a Sy (P) x S, (P). Portanto, ambos
os planos sao paralelos. Desta forma, podemos fazer a identificacao TgS = TN(Q)SZ e considerar dNgq :
TQS — TQS.

Vamos explorar alguns aspectos geométricos de dNg e, para isso, tomemos uma curva regular § : I =
l—e,el C R — S(U) C R3 tal que B(0) = Q. Logo, N(B (1)), t € I, é uma curva em S%. O vetor
tangente a 3 em Q é B’ (0) € TgS. Logo, dNg (B’ (0)) pode ser pensada como a taxa de variagao dos
vetores normais a S restritos & curva [3 em uma vizinhanca de Q.

Como [ ¢ uma curva arbitrdria passando por Q, temos que dNg mede a taxa de variacao dos vetores
normais a S em uma vizinhanca de Q, ou seja, o quao rapido S se afasta de TgS em uma vizinhanca de

Q.

PRELIMINARES DA APLICAQAO NORMAL DE GAUSS
Dizemos que uma operador linear L : V — V, sendo V espaco vetorial munido de produto interno, é um
operador linear auto-adjunto quando (L (v),w) = (v,L(w)), Vv,w € V.
Com respeito a Aplicacao Normal de Gauss N temos a seguinte proposicao.
Proposicao 4.6 Sejam S : U C R? — R3 wma superficie reqular, N : S (U) — S? Aplicacio Normal
de Gauss de S e Q € S(U). Entdo, a diferencial de N em Q, dNgq : ToS — TqS, € um operador linear
auto-adjunto.

Demonstragao.

A diferencial dNq € linear, logo, basta tomarmos uma base B = {ej, ez} de TgS e mostrarmos que
(dNq (e1),e2) = (e1,dNq (e2)).
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Seja Q = S(P). Como os vetores Sy (P) e S, (P) formam uma base para TqS, basta mostrar que
(dNQ (S (P)), Sy (P)) = (Su(P),dNq (Sv (P))).

Sejam B :]—e, e[ — S (U) curva regular tal que B(0) = Q e & : ]—¢,e[ — U tal que p (t) =S (ax(t)),
sendo o (t) = (u(t),v( ))="P

Desta maneira,

(
t)). Logo, & (0) = (u(0),v (0

(t) =S(u(t),v(t)) =
B/ (t) = Su(u(t),v(t)u' (t) + Sy (u(t),v(t)V (t) =
B’ (0) = Su (u(0),v(0))u' (0) + Sy (u(0),v(0))V (0) =
B’ (0) = Su(P)u'(0) + Sy (P)V' (0),

ou seja, B’ (0) = (u/ (0),v' (0)) na base {Sy. (P), Sy (P)} de TgS.
Seja a Aplicagdo Normal de Gauss

Fazendo N restrita a 3 temos

N(B (1) =N(u(t),v(t)=
N (B (1) =N (u(t),v(t) =
dNpe) (B (1)) = Ny (w(t),v ()1 (1) + Ny (1 (1) ,v () V (1) =
dNpgo) (B’ (0)) = Ny (1(0),v(0) W (0) + Ny, (1(0),v (0) v (0) =
AN (Su (P)W (0) + Sy (P)V' (0)) = Ny (P) 1 (0) + Ny (P)V (0) =
dNQ (Sw (P)) 1 (0) + dNq (Sy (P))V (0) = Ny (P)w’ (0) + Ny (P) v/ (0) =
(NG (Su(P) =Ny (P)) W (0) = (N (P) = dNq (8. (P))) V/ (0)

Notemos que, como a curva f regular passando por Q é arbitrdria e u’ (0) e v/ (0) sao as coordenadas do
vetor velocidade B’ (0) na base {Sy (P), Sy (P)} de TS (que nado depende de (), entdo a tnica maneira da
ultima equacao acima ficar satisfeita é quando os vetores dNgq (Sy (P)) — Nu (P)e N\, (P) —dNqg (Sy(P))
(que nao dependem de ) forem nulos. Logo,

dNgQ (Sw (P)) = Ny, (P)
dNg (S, (P)) = '

Desta forma, para mostrar que dN g ¢ auto-adjunta, basta mostrar que <Nu (P),S, (P)> = <Su (P), N, (P)> .
Temos que <I<J(P),Su(P)> =0e¢ <]<I(P),Sv (P)> = 0 (pois ambos sao ortogonais em Q). Derivando em

relacao a v e a u, respectivamente, temos

como queriamos. |
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Antes de avangarmos mais nas propriedades da Aplicagao Normal de Gauss, é conveniente ter em vista
alguns resultados de dlgebra linear.
O fato de dNg ser um operador linear auto-adjunto permite-nos associar a dNq a forma bilinear

B: TQS X TQS — R
(w, z) — (dNg(w),z) °
Podemos checar facilmente que B(w,z) = B(z,w) e, assim, concluimos que B é uma forma bilinear
simétrica.

Podemos também associar a B a forma quadratica

Q: ToS — R
w  — B(w,w) = (dNg(w),w) °

De posse destes resultados, temos os seguintes lema e proposicoes.

Lema 4.1 Se
T: s — R
(x,y) +— ax?+2bxy + cy?

possui um ponto critico de mdzimo em (1,0), entdo b = 0.
Demonstracao.

Em uma vizinhanca V de (1,0) em S! podemos expressar x em funcéo de y, ou seja, x = x (y) . Assim, se
derivarmos T (x (y),y) em relacdo a y em V, temos

T (y) =2ax(y) X (y) +2b.x(y) + 2by.x (y) + 2cy. (4.1)
Como em V, x (y) = /1 —y2, temos
M) — — Y
Y=L (42)

Substituindo (4.2) em (4.1) temos

T (y) = —2ay + 2b.x (y) — 2b—— + 2cy.

x (y)

No ponto (1,0), temos
T (0) = 2b.

Mas pela hipétese, temos que (1,0) é ponto de méximo de T. Logo,
T0)=0=2b=0=b=0,

como queriamos. |

Proposicao 4.7 Dada a diferencial da Aplica¢io Normal de Gauss: dNq : TQS — TQS (e, conseqiiente-
mente, a forma bilinear simétrica B e a forma quadrdtica Q associada a dANg), entao existe B = {e1, ez},
base de TQS composta por vetores unitdrios e ortogonais tal que se w € TQS, w = xej + yez, entao
Q (W) = AMix2 4+ Ay?, para algum A, Ay € R. Além disso, A1 e Ay sdo valores mdzimo e minimo de Q em
S] C TQS.
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Demonstracgao.

Devido ao fato de Q ser continua e S' C TS ser compacto, temos que Q possui maximo e minimo em
S'. Sejam A um valor méximo de Q em S' ¢ e; um ponto de méximo de Q em S'. Logo, Q (e1) = A1.
Seja e; um vetor unitdrio ortogonal a e e seja Q (e2) = A,. Mostremos que B = {ej, e>} satisfaz ao
enunciado.
Seja w € TS, w = xej +ye;. Logo,
Q(w) =B (w,w)
= B (xeq +yez,xe1 +yez)
=x’B (e1,€1) + 2xyB (e1,e2) + y”B (e2,€2) .

Como e é escrito com coordenadas (1,0) na base B = {e1, e2} e é ponto de méximo de Q em S', temos,
pelo lema anterior, que B(eq, e2) = 0. Logo,

Q(w) =Q(er)x*+Q(e2) y?
= )\17(2 + )\zyz.
Resta mostrar que A, é valor minimo de Q em S'. Mas A7 > A, assim, para qualquer w = xej+yes € TS
temos
Q (w) = Anx? + Ay’
> Apx? + Ay?
=A2(x* +y?)
=N\ (pOiS X2+y2 - 1))

o que conclui a demonstragao. O

Proposicao 4.8 Seja dNg : ToS — TqoS a diferencial da Aplicagao Normal de Gauss. Entao, existe
uma base B = {e1,e2} de TQS constituida de vetores unitdrios ortogonais tais que dNg(e1) = Aeq e
dNq(ez) = Azey, sendo A1 > Ay walores mdzimo e minimo da forma quadrdtica Q associada a dNg em

81 C TQS.
Demonstragao.
Observagao: €7 e ey sao autovetores e Ay e Az sao autovalores de dNgq.

Com base na proposi¢ao anterior, existe B = {e, ez}, base de TS constituida de vetores unitarios
ortogonais tais que

{ Q(er) =N\
Qe =A "’

sendo A1 < A, valores maximo e minimo de Q em S'.
Precisamos, portanto, mostrar que dNg (e1) = A1e1 e dNg (e2) = Azen.
Ainda pela proposi¢ao anterior temos

(dNg (e1),e2) =B(e1,e2) =0,
o que implica dNg(e7) =0 ou dNg(e) é paralelo a ej, ou seja,

dNg (e1) = Bey
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e, neste caso, A1 = B (e7,e1) = (dNg(e1),e1) = (Ber,e1) = B, o que resulta
dNQ(e1) :7\161.

No caso dNgq (e1) = 0, basta fazer A7 = 0.

Para concluir que dNq (e2) = Aze;, basta observar que B (e2,e1) = B (e1, e2) e aplicar o mesmo raciocinio
acima.

Notemos também que a matriz de dNg em relacao a base B = {e1, ez} ¢ diagonal, com os valores A7 e A,
na diagonal. O

4.5 Segunda Forma Quadratica

Sejam S : U € R? — R3 superficie regular, Q =S (P) e N : S (U) — S? Aplicacdo Normal de Gauss de
S.
O fato de dNg : ToS — T@S ser auto-adjunto, podemos associar a dNq a forma quadratica

HQZ TQS — R
w  +— —(dNg (w),w)

(aqui estamos tomando IIg = —Q pois veremos que isto sera conveniente e, além disso, nao altera o
desenvolvimento da teoria que fizemos até entao).
IIg é chamada de Segunda Forma Quadrdtica ou Sequnda Forma Fundamental de S em Q.

Sejam w = aSy (P) +bS, (P) € TgS e
B: l—eel — S(u)
t = B)=S(u(t),v(t)
uma curva regular parametrizada em S tal que B(0) = Q e B’ (0) = w. Assim,

w=p"(0)=
aSy (P) +bS, (P) = u (0) S (P) +V (0)Sy(P),

ou seja, a =u (0) e b =V (0). Assim, fazendo

N (S (u,v)) =N (u,v)

temos

dNg (B (0)) =N’ (1(0),v(0)) = u' (0) Ny (P) + v/ (0) Ny (P).
Uma expressao para IIg (B’ (0)) é dada por

IQ(R'(0)) = —(dNgq (B (0)),B"(0))

sendo N
e (P) = (Nu(P),Su(P)) = (N(P),Suu (P))
£(P) == (Ny (P),Su(P)) = (N(P),Sw (P)) (4.3)
g (P) =~ (Ny(P),Su(P)) = (N(P), S (P))

os chamados coeficientes da Segunda Forma Quadrdtica de S em Q.
Finalmente, se w = aS,, (P) + bS,, (P) € TS, entao

[Io(w) = a’e (P) 4 2abf (P) + b?g (P).
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Exemplo 4.20 Seja S (u,v) = (cos (u),sen (u),v); (u,v) € R.
Seja P = (up, Vo) qualquer e consideremos o plano tangente TgS, sendo Q =S (P).
Temos

Su(P) = (—sen (uo) , cos (uo) ,0);

€1 () €3
Su(P) xS, (P)=det { sen (ug) cos (up) O] = (cos (up) ,sen (up),0);
0 0 1

Suu (P) = (—cos (ug) , —sen (uo) ,0);
Suv (P) = (0,0,0) )

e(P)=<Suu(P),N(P)>:<(—cos(uo),—sen(u0),0) (cos (uo) 5o {u10) ,0) >

, /cos? (up) + sen? (ug) + 02

= —cos? (ug) — sen? (ug) + 0% = —1;
£(P) = (Sw (P),N(P)) =0,

g (P) = (Sw (P),N(P)) =0.
Assim, se w = aSy (P) + bS,, (P) € TgS, temos Il (W) = —a?.
UMA EXPRESSAO PARA dNg

Aproveitando a notacao da subsecao acima, temos que Klu (P)e ﬂlv (P) sao vetores de TgS e, como Sy, (P)
e S, (P) formam uma base para TS, temos a existéncia de reais aj; tais que

Nu (P) = a11Su (P) + azSy (P) (4.4)
Ny (P) = a21Su (P) + a22Sy (P) '
Desta maneira,
dNgq (B’ (0)) =u'(0) (a11Sw (P) + a21Sy (P)) +V' (0) (a21Sw (P) + a8, (P))
= (anu’ (0) + a2V’ (0)) Su (P) + (aziu’ (0) 4 azpv' (0)) Sy (P).
Logo,
uw(0) | [ amm a2 || w(0)
[dNQ] [ V' (0) } B [ az axp ] [ V' (0) ]
na base B ={S(P), S, (P)}.
Utilizando (4.3) e (4.4), obtemos as seguintes relacoes:
—f(P) = (Nu(P),Sy(P)) = anF(P) + anG (P)
—f(P) = (N (P),Swu(P)) = aisE (P) + axF (P)
(®) ~ (4.5)

= (Nu(P),Su(P)) = aniE (P) + anF (P)
—g(P) = (Nu(P), S, (P)) = aizF (P) + 022G (P)
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sendo

os coeficientes da Primeira Forma Quadratica.
As relagoes (4.5) podem ser escritas como

[e(P) f(P)}:[an 012}[15(1’) F(P)]

f(P) g(P) az az F(P) G(P)
de onde deduzimos B
|:a11 012}:_[6(]3) f(P)}[E(P) F(P)] (4.6)
az ax f(P) g(P) F(P) G(P) ' '
Mas .
E(P) F(P) _ 1 G(P) —F(P) (@)
F(P) G(P) E(P)G(P)-F(P)* | —F(P) E(P)
De (4.6) e (4.7) concluimos que
_ f(P)F(P)—e(P)G(P), _ g(P)F(P)—f(P)G(P)
T TEmer R 0 2T EEIGR)FR?
__ e(P)F(P)—f(P)E(P), __ f(P)F(P)—g(P)E(P)
2T TEpGp-Fr? 0 92T TERIGR)-FPY

Desta forma,

CURVATURA NORMAL E CURVATURAS PRINCIPAIS

Sejam S : U € R? — R3 superficie regular, Q = S(P) e B : ]—e, e[ — S (U) curva regular em S (U) tal
_ 1B (0) x B” (0)]

B (O)

~ B"(0)

Se B for parametrizada pelo comprimento de arco, entdo kP (Q) = |p” (0)| e n(Q) = é um vetor

1B (0)]

que Q = B (0) . Suponhamos que em Q a curva f possua curvatura k(F(Q)

normal unitario a f em Q.
Assim, temos um angulo 0 € [0, 7] entre N (Q) (vetor normal e unitdrio a S em Q) e n(Q), que é dado

por cos (8) = (m(Q),N(Q)).
O numero
K(Q) = kPI(Q) cos (0)

é chamado de curvatura normal de 3 em Q.

Observemos que se considerarmos 3 como sendo a curva obtida pela interseccdo de S com um plano
normal a S em Q, entdao n (Q) é paralelo a N (Q), o que significa & = 0 ou 6 = 7t radianos, o que significa

kﬁ{” (Q)‘ = k(P (Q). Desta forma, a menos de sinal, a curvatura normal de S em Q coincide com a

curvatura de 3 em Q.

Consideremos B parametrizada pelo comprimento de arco e indiquemos por N (t) = N (« (t)) a restricdo
da Aplicacdo Normal de Gauss a 3 e n(t) =n (a (t)) o vetor normal a f em p(t).
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Logo, N' () = dNgy (B’ (1)), ou seja, N' (0) = dNg (B’ (0)) .
Deste modo,

Assim,

e aqui entra a justificativa de trabalharmos com —Q e nao com Q nas sec¢oes anteriores.

Logo, a Segunda Forma Quadrética em um vetor unitdrio w € TgS fornece-nos a curvatura normal de uma
curva regular 3 qualquer em S passando por Q e que possua w como vetor tangente. Particularmente,
esta curva 3 pode ser uma curva parametrizada pelo comprimento de arco obtida da interseccao de S com
um plano normal a S em Q paralelo a w. Dal a justificativa de chamarmos k;ﬁ)(Q) de curvatura normal.
Podemos, desta forma, falar de curvatura normal de S em Q segundo uma dire¢do determinada por w e
escrever kglw)(Q) no lugar de kLB)(Q).

Ainda pelo que vimos acima, o fato de dNg ser auto-adjunto garante-nos a existéncia de vetores e, e, €
TS unitarios ortogonais tais que

dNQ (61) = —k]G]
e
dNg (e2) = —kaez,

sendo ky > ki valores méaximo e minimo de IIg(w) quando w percorre S ¢ TqS, o que equivale dizer
que as curvaturas normais maxima e minima de S em Q sao os autovalores de dNq, ou seja, os valores
da diagonal de [dN@]. Finalmente, observamos que as curvaturas normais méaxima e minima de S em Q
ocorrem em direcoes ortogonais.

Chamamos as curvaturas normais minima k; e maxima ky de S em Q de curvaturas principais de S
em Q e as diregoes dadas pelos vetores e e ex de diregcoes principais de S em Q. Os vetores e e e2
sao chamados de vetores principais.

Proposicao 4.9 (Foérmula de Euler) Sejam S : U C RZ — R3 superficie reqular; P € U, ej, ey os
vetores principais de S em Q = S (P) e k1,k2 as curvaturas principais de S em Q. Sejaw € S' C ToS.
Sew =ejcos(0) + eyxsen (0), entdo

kﬁf”) (Q) = kg cos? (0) + kasen? ().



Demonstracao.

Temos

k" (Q) = — (dNg (w), w))
= —(dNg (ejcos (0) + ezsen (0)), ey cos (0) + ez sen (0)))
=—(dNg (er)cos (0) + dNq (ez) sen (0), e cos (0) + ez sen (0)))
= (kjeqcos (0) + kzezsen (0),eqcos (0) + ezxsen (0))
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(
= k1 cos? (0) (e1, eq) + Kk cos (8) sen (8) (e1, e2) + kasen (8) cos (0) (ez, e1) + kzsen? (0) (ez, e2)
)

2
= Kk cos? (8) + kasen? (0)

VISUALIZACAO GEOMETRICA DAS CURVATURAS PRINCIPAIS

Nesta subsecao visualizaremos geometricamente o fato das curvaturas principais de S em um ponto Q
ocorrerem em diregoes ortogonais. Para isto, aproximaremos a superficie S em Q por uma quadrica
tangente a S em tal ponto (que chamaremos de paraboldide osculador), obtida do seu Polinémio de Taylor
de segunda ordem. Veremos que as diregoes principais da quédrica em Q sdo as mesmas que as de S em

Q.

Tomemos
f:UcCR>—R,

(4.8)

funcao diferencidvel tal que (0,0) € U, £ (0,0) =0, Q = (0,0,0), gréfico de f contido em Im S e os vetores
normais a S em Q possuindo a mesma direcio do eixo Oz de R3. Logo, (0,0) é ponto critico de f. Assim,

f.(0,0) =0
(§]
£,(0,0) = 0.

Assim, aproximando S em Q por seu Polinémio de Taylor de ordem dois, temos

f(u,v) =1(0,0) + . (0,0) (u—0) +f,(0,0) (v—10)
1
2
+ R (u,v)

sendo
. R (u,v)
lim

5 = 0.
(uv)—(0,0)|(1, V)|

Assim,

1 1
fu,v) = Efuu (0,0)u? + fu (0,0) uv + wa (0,0)vZ em U.

Denotamos o grafico P de

g: UCR? — R
1 1
(u,v) Efuu(O,O)uz—i—fu\,(O,O)uv—{— EfW(O,O)v2

+3 (fuu (0,0) (w—0) 4 2fyy (0,0) (w—0) (v —0) + f1, (0,0) (v — 0)2)

(4.9)
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por paraboldide osculador de S em Q, sendo f a aplicacao (4.8).
Classificacao de pontos sobre S.

Localmente, toda superficie regular é grafico de uma fungao diferenciavel f de duas varidveis reais. Logo,
podemos tomar a parametrizagao

S: UcR? — S(U)cR3

(w,v)  — (u,v,f(u,v)) (4.10)

tal que S (P) = Q e f é dada por (4.8).

Podemos tomar S tal que [Sy (P)|=|Sv(P)|=1e Sy (P) LS, (P).

Logo, E(P)=1,F(P)=0e G(P)=1.

Fixemos um vetor unitdrio w = (a,b) € TgS, (TqS com a base formada pelos vetores Sy, (P) e S, (P)).
Logo, a curvatura normal de S em Q segundo a direcao dada por w é

115 (w) = — (dNgq (w) , w)

:_<<fF_eG Pra+ 218 (P, & 1T (pyag L8 “’“’) ‘(“’b)>

EG — F2 EG — F2 "EG — F2 EG — F2
=—((—e(P)a—f(P)b,~f(P)a—g(P)b),(a,b))
—e(P)a?+2f(P)ab + g (P) b?

sendo

<(O»O) 1),(0,0, fuy (P))> = fuv (P)
9 (P) = (N(P), S (P)) = {(0,0,1),(0,0, fuy (P))) = fun (P)

O paraboldide P osculador a S em Q, estd parametrizado por

<
£(P) = (N(P), W(P)i

P: UCR? — P(U)CR3
(wv) +— (w,v,g(u,v))

sendo g dada em (4.9).
A curvatura normal do paraboléide osculador P em Q segundo a direcao dada por w é dada por

H(QP) (w) =€ (P)a’?+2f(P)ab + G (P) b?,

sendo
e(P) = (N(P), P (P)) = ((0,0,1),(0,0, 0 (P)) = fuu (P) = € (P)
F(P) = (N (P), Pus (P)) = ((0,0,1), (0,0, guv (P))) = fu (P) = £ (P)
3(P) = (N(P), P (P)) = ((0,0,1),(0,0, 9w (P))} = fin, (P) = g (P)
Conclusao:

s P
11y (w) =115 (w),

ou seja, as curvaturas normais de S em Q e de P em Q s@o as mesmas. Particularmente, as curvaturas
principais sao as mesmas.

A vantagem de se trabalhar com o paraboléide osculador e nao com a superficie S esta na facilidade dos
cédlculos das curvaturas no paraboldide.

Notemos também que na parametrizacao (4.10):

_ _fuu(P) _fuv(P) _ _guu(P) _guv(P)
[ANal = ¢ (p) —fW(P)}‘[—gw(P) —gw (P)
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Algumas definigoes:
Seja P o paraboldide osculador de S em Q.

(1) Se P é um paraboldide eliptico, dizemos que Q é um ponto eliptico de S.
(equivalentemente, det [dNgq] > 0)

(i1) Se P é um paraboléide hiperbdlico, dizemos que Q é um ponto hiperbdlico de S.
(equivalentemente, det [dNg] < 0)

(iii) Se P é um paraboldide cilindrico (tipo “calha”), dizemos que Q é um ponto parabdlico de S.
(equivalentemente, det [dNg] = 0, mas dNg # 0)

(iv) Se P é um plano, dizemos que Q é um ponto planar de S.
(equivalentemente, det [dNg] =0 e dNg =0)

Um exemplo: classificagao de pontos do toro

(i) Pontos Parabdlicos.
Tomemos a aplicacao

f: AcCR? —

2
(x,y) +— \/ —2)% 442 —2> -1’

sendo A = {Bg (2,0) — By (2,0)}. (B: (P) a bola aberta de centro P e raio v, By (P) a bola fechada de
centro P e raio 1)

Logo, S ={(x,y,f(x,y)) : (x,y) € A} é a “metade superior de um toro deitado” e a origem do Sistema de
Coordenadas Cartesianas Ortogonais é um ponto situado sobre o “circulo superior do toro deitado”.

Fi1GURA 52: Pontos parabdlicos sobre o toro circular.

O paraboldide osculador P no ponto Q = (0,0,0) é dado por

P: R* — R3
(xy) — (x,9,9(x,y))

sendo

N

g: R? — R
xy) — =%

A figura abaixo mostra parte do toro e parte do paraboléide osculador P (azul) tangentes em um ponto
ponto parabdlico de S.
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FicuraA 53: Visualizacao de parte do toro circular e seu paraboldide osculador em uma vizinhanga de
ponto parabdlico.

Temos
[dN ] — |: —Oxx (0>0)0) *gxy (O>O>O) :| — |: ] O :|
0001 | —94,(0,0,0) —gyy (0,0,0) 0 0]
Logo, a curvatura normal minima de S ou P em (0,0,0) é k; = —1 ( k; = — autovalor aj7) e ocorre na
diregao do autovetor e; = (1,0). A curvatura normal méxima é k; = 0 (k; = — auto-valor a;;) e ocorre

na direcdo do autovetor e; = (0,1).
(ii) Pontos elipticos

Tomemos a aplicacao

f: 1,11 x[-3,3] — R
(x,y) — 1—@(@4—2)—3

S ={(x,y,f(x,y)): (x,y) € (—1,1) x (—3,3)} é a “metade inferior externa de um toro ‘em pé’” e a origem
do Sistema de Coordenadas Cartesianas Ortogonais é um ponto situado sobre o “circulo maximo do toro”.

FicurA 54: Pontos elipticos sobre o toro circular.

O paraboléide osculador no ponto Q = (0,0,0) é dado por

P: RZ — R3
(x,y) — (x,9,9(x,y))

sendo
g: RZ — R

2 2
(oY) — =5 -

A figura abaixo parte do toro e parte do paraboldide eliptico P (azul) tangentes em um ponto ponto
eliptico de S.
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FicurA 55 Visualizagao de parte do toro circular e seu paraboléide osculador em uma vizinhanca de
ponto eliptico.

Temos

[dN(O,O,O)} = _gXX (O’O’O) _ng (O,O,O) :| _ |: 1 O :| .

_gxy (0>O>O) _gyy (O»an) 0 %
Logo a curvatura normal minima de S ou P em (0,0,0) é —1 e ocorre na direcdo do autovetor e; = (1,0).

e 1 -
A curvatura normal maxima, é 3 e ocorre na dire¢do do autovetor ex = (0,1).

(iii) Pontos hiperbdlicos

Tomemos a aplicacao

f: (—=1,1)x(=2,2 R

) —
%y =

—m+2)+1

S={(x,y,f(x,y)): (x,y) € (—1,1) x (—2,2)} é a “metade inferior interna de um toro ‘em pé’” e a origem
do Sistema de Coordenadas Cartesianas Ortogonais é um ponto situado sobre o “circulo minimo do toro”.

Ficura 56: Ponto hiperbdlico sobre o toro circular.

O paraboldide osculador no ponto Q = (0,0,0) é dado por

P: RZ — R3
(xy) — (x,9,9(x,y))

sendo
g: R? — R
3242
(x,y) — —F&

A figura abaixo mostra parte do toro e parte do paraboléide hiperbélico P (azul) tangentes em um ponto
ponto hiperbdlico de S.
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FicuraA 57: Visualizacao de parte do toro circular e seu paraboldide osculador em uma vizinhanga de
ponto hiperbdlico.

Temos

— 0,0,0) — 0,0,0 1 0
[dN(O,O,O)] _ Oxx ( ) gxy( ) :| _ |: 0 :| .

_ng (O)O)O) _gyy (O)O)O)

Logo a curvatura normal minima de S ou P em (0,0,0) é —1 e ocorre na direcdo do autovetor e; = (1,0).
A curvatura normal méxima é 1 e ocorre na direcao do autovetor e, = (0,1).

Um exemplo nao trivial de ponto planar

Tomemos a fungao
f: R? — R
(oY) — —(2+y?)’

S = {(x,y,f (x,4)) : (x,y) € RZ} ¢é a superficie da figura abaixo e a origem do Sistema de Coordenadas
Cartesianas Ortogonais é o “vértice” da superficie.

F1cUrA 58: Ponto planar sobre uma vizinhanga nao plana de superficie regular.

O paraboldide osculador no ponto Q = (0,0,0) é dado por

P: R* — R3
(x,y) — (x,9,9(x,y))
sendo
g: R — R
(x,y) — 0~

ou seja, um plano.
Temos

— 0,0,0) — 0,0,0 0 0
[dN(O,O,O)] _ Ixx ( ) gxy( ) :| _ [ :| _

—0xy (0,0,0)  —gyy (0,0,0) 00

Logo, as curvaturas normais maxima e minima de S ou P em (0, 0,0) sdo nulas, ou seja, em (0,0, 0) temos
curvaturas normais constantes em qualquer direcao pois qualquer vetor nao nulo é autovetor de dNq.
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4.6 Curvatura Gaussiana e Curvatura Média

Seja S : U ¢ R? — R3 superficie regular com curvaturas principais ki e k» em Q = S(P), P € U.
Definimos

K (P) = kik2
como sendo a curvatura gaussiana de S em P e
k1 +k
H(P) = er 2

como sendo a curvatura média de S em P.

Observacdo: Conhecendo-se K (P) e H(P), podemos encontrar as curvaturas principais em Q = S(P)
resolvendo a equacao do segundo grau:

x> —2H (P)x + K (P) = 0.

A demostracao da proposicio abaixo pode ser encontrada em [6], pdginas 171 e 172.

Proposigao 4.10 Sejam S : U C R? — R3 superficie reqular e P € U. Entdo, as curvaturas gaussiana
e média sdo dadas por:

e(P)g(P)—f(P)*

—f
K(P)_E(P)G(P)—F(P)Z

1 e(P)G(P)—2f(P)F(P)+E(P)g(P)
2 E(P)G(P)—F(P)?

sendo E (P), F(P) e G (P) coeficientes de da Primeira Forma Quadrdtica de S em Q =S (P) ee(P), f(P)
e g (P) os coeficientes da Sequnda Forma Quadrdtica de S em Q =S (P).

H(P)

)

Exemplo 4.21 Seja S (u,v) = (cos (u) ,sen (u),v), (u,v) € R? a parametrizacio de um cilindro.
Temos

Assim, K(P)=9=0,YPeUeH(P)=3(-1)=-3#0,VPelL

Exemplo 4.22 Seja S (u,v) = (u,v,vz - uz) , (u,v) € R%. (paraboléide hiperbélico)
Temos:

E(0,0) =1, F(0,0) =0, G(0,0) =1
C(0,0):—z, f(0,0):O, 9(0)0):2

Assim, K(0,0) = —4 e H(0,0) = 0. As curvaturas principais em P = (0,0) sdo k1 = —2 e ky = 2.
Exemplo 4.23 Sejam S (u,v) = ((1—u?)cos(v),u, (1—u®)sen(v)+1), -1 <u<leveR.

Esta superficie é obtida pela rotagao da curva o (u) = (O,u, u3) , —1 <u< 1, em torno da reta z = 1
contida no plano yz. Seu nome é Chapéu de Sherlock. Temos

para qualquer (0,v) € R2.
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FiGUurA 59: Chapéu de Sherlock.

Logo, K(0,v) =0 e H(0,v) = —% para todo v € R. As curvaturas principais em (0,v) sao k1 = —1 e
ko =0.

Dizemos que S : U C R? — R3 regular é uma superficie minima se H (P) =0; VP € U.
Dentre as superficies regulares em R3, duas classes se destacam:

(1) As superficies de curvatura gaussiana constante (para qualquer ponto), como por exemplo:

(1) plano e cilindro, no qual K (P) =0, VP.
(i1) esfera de raio r > 0, na qual K (P) = 2 VP.

(1i1) pseudo-esfera, na qual K (P) = —1, VP. A pseudo-esfera pode ser obtida pela rotacdo da tratriz:

x(t) = (sen(t) ,0,cos (t) + In (tan <;)>> , te]O,g[,

em torno do eixo z.

(2) As superficies minimas, como por exemplo:

(1) plano, no qual H (P) =0, VP.

(i1) catendide no qual H (P) =0, VP.

(iii) helicéide, no qual H (P) = 0, VP. (superficie gerada por todos os segmentos paralelos a xy ligando
0 eixo z a uma hélice cilindrica de eixo z.

Algumas propriedades geométricas interessantes em superficies com K (P) = c ou H (P) =0, VP, séo:

e Se S e S possuem mesma curvatura gaussiana constante, entao é possivel restringir os dominios de S e
S de tal modo que exista uma isometria entre S e S (homogeneidade).

e Se S é superficie minima, entao considerando uma regiao suficientemente pequena em S, a area dessa
regiao é menor do que ou igual & area de qualquer superficie que tenha a mesma fronteira da regiao (é a
superficie da “pelicula de sabao”).

4.7 Classificagao de Pontos em Superficies

Vimos a classificacao de pontos de uma superficie regular em elipticos, hiperbdlicos, parabdlicos e planares
utilizando as curvaturas principais. Utilizando as curvaturas gaussiana e média podemos redefinir esses
conceitos conforme abaixo.

Seja S : U C R? — R3 superficie regular e P € U. Dizemos que o ponto Q = S (P) é:
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i) eliptico quando K (P) > 0.

(

(i1) hiperbdlico quando K (P) < 0

(ii1) parabdlico quando K (P) =0e H(P) # 0
(iv) planar quando K (P) =0e H(P) =0.

Exemplo 4.24 (i) Todos os pontos de um plano sao planares, pois K (P) = H (P) =0, VP.
(i1) Todos os pontos de uma esfera de raio r sao elipticos pois K (P) = ril’ VP.

(ii1) O ponto P = (0,0) do paraboldide hiperbdlico S (u,v) = (u,v,v2 — uz) , (u,v) € R? é hiperbdlico
pois K (0,0) = —4. Na verdade, todos os pontos de um paraboldide hiperbdlico sdo hiperbdlicos.
(iv) Todos os pontos do cilindro S (u,v) = (cos (1) ,sen (u),v), (u,v) € R?sdo parabdlicos, pois K (P) =0

eH(P):—%;«éO,VPGU.

Exemplo 4.25 (i) No “Chapéu de Sherlock” S (u,v) = ((1 —u?)cos (v),u, (1 —ud)sen(v) +1), =1 <
u<leveR, os pontos da forma S (u,v) com u = 0 sdo parabdlicos; com —1 < u < 0 séo hiperbdlicos
e; com 0 < u < 1 sdo elipticos.

(i1) No toro S (u,v) = ((a +rcos(u))cos(v), (a+rcos(u))sen (v),rsen(u)), (u,v) e R% 0<r<a
temos:

(a) Se —g +2hn<u< %[ + 2hmt, h € Z, entao os pontos P = (u,v) sdo elipticos.

s
(b) Se u = 5 + hm, h € Z, entao os pontos P = (u,v) sdo pontos parabdlicos.

(c) Se Tz[ +2hn<u< 377[ + 2hm, h € Z, entéo os pontos P = (u,v) sdo hiperbdlicos.

FigurA 60: Classificacdo de pontos sobre o toro circular e sobre o Chapéu de Sherlock.

Observacao: Em uma superficie minima temos ki = —k,. Logo:
K(P)=—(k2)?* <0, VP € U.

Conclusao: Em uma superficie minima todos os pontos sao hiperbdlicos ou planares.
PLANOS TANGENTES E CLASSIFICAQAO DE PONTOS

(1) Sejam S : U € R? — R3 superficie regular e P € U. Vimos que Q = S (P) é eliptico quando K (P) > 0.
Mas, K (P) = k1k2 > 0, ou seja, kq,kz > 0 ou ky,ky < 0. Lembrando que a curvatura normal ky, é tal que
k1 < kg\)) (Q) < k2 para todo w € TS — {0}, temos:

(1 —1) Se k1,k2 > 0, entdo:
0 <k <k (Q) <ka = kit” (Q) > 0, Vw € TS —{0}.

Vimos que ’kilw) (Q)| = k(to) sendo k(tg) a curvatura da curva 3 que é a seccdo normal da superficie S

determinada por w, (f (tg) = Q).
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Como kgv ) (Q) > 0 para qualquer w € TgS — {0}, entao k(tg) > O para qualquer seccao normal da
superficie S passando por Q.
Vimos em curvas planas que se k (to) > 0, entdo a curva 3 tem concavidade voltada para o sentido do
vetor B (to). Mas

B (to)

Q)= (57 ()

é o vetor normal unitario & curva  em B (tg) e vimos
ki (Q) = K (to) cos (6)

sendo 0 o angulo entre os vetores n (Q) e N (Q), com N (Q) vetor unitdrio normal a S em Q. Como, neste
caso,

cos(0)=1=0=0=n(Q) =N (Q)

para qualquer seccao normal de S passando por Q, ou seja, todas as sec¢Oes normais 5 possuem concavi-
dades voltadas para o sentido do vetor N (Q).
Conclusao: Existe uma vizinhanca V de P tal que S (V) estd contido em apenas um dos semiespacos

determinados pelo plano tangente a S em Q.
S(P) = B(t,)
ﬁ N(Q)=n(Q)

S H p=ynsS

FicurA 61: Curvaturas principais positivas: em uma vizinhanca de um ponto eliptico Q a superficie S
estd apenas de um lado do plano tangente TgS.

(1 —1i) Se k1, k2 < 0, entao:
ko <k (Q) < ki < 0=k (Q) <0, vw € TgS —{0}.

Como ky (W, Q) =k (tg)cos (0) e k(tp) > 0 (as parametrizagoes de B sao tais que a curvatura k (to) seja
positiva), temos que
cos(0)=—1=0=m,

ou seja, N (Q) e n(Q) possuem sentidos opostos. Assim, para qualquer seccdo normal de S passando por
Q temos a concavidade voltada para o sentido do vetor —N (Q) .

Conclusao: Existe uma vizinhanca V de P tal que S (V) estd contido em apenas um dos semiespacos
determinado pelo plano tangente a S em Q.

NQ)

ToS

n(Q)

FiGUurA 62: Curvaturas principais negativas: em uma vizinhanga de um ponto eliptico Q a superficie S
estd apenas de um lado do plano tangente TgS.
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(2) Seja S : U ¢ R? — R3 superficie regular e P € U. Vimos que Q = S(P) é hiperbélico quando
K (P) < 0. Mas K(P) = k1k, < 0 implica em k; e ky possuirem sinais opostos. Neste caso temos seccoes
normais a S passando por Q com concavidades locais voltadas para os dois semiespacos determinados por
ToS.

FigurA 63: Em uma vizinhanga de um ponto hiperbdlico Q a superficie S esta em ambos os lados do
plano tangente TqS.

(3) Seja S : U € R? — R3 superficie regular e P € U.
Vimos que Q = S (P) é parabdlico quando K (P) > 0 e H(P) # 0.
Mas K (P) = k1k2 = 0 é equivalente a k1 =0 ou k, = 0.

ki +k
Como H (P) = ! —; 2 = 0 temos kq e k2 ndo nulos a0 mesmo tempo.

Assim, se k1 = 0, entao:
0=k <k’ (Q <k = 0=k (Q).

Se k, = 0, entao:
ki <k (Q) <k, =0= k" (Q) <.

Geometricamente temos que hd uma secgdo normal de S passando por Q na qual a curvatura k (tg) é
nula e todas as outras secgdes normais a S passando por Q estdo com concavidades locais voltadas para
um mesmo semiespaco determinado por TgS. No entanto, isso nao quer dizer que, localmente, todas as
secoes normais estao com concavidades voltadas para um mesmo lado de TgS. A secao normal que possui
curvatura nula pode ter comportamento do tipo da curva y = x> no plano. No “Chapéu de Scherlock”
héa exemplos desse tipo de comportamento.

(4) Seja S : U € R? — R3 superficie regular e P € U. Vimos que Q = S (P) é planar quando K (P) =

K1+ k
H (P) = 0. Como K (P) = kiks e H(P) = 1; 2

k1 =k =0= k" (Q) = 0; vw € ToS — {0}.

, entao:

Geometricamente, toda sec¢ao normal a S passando por Q possui curvatura nula, ou seja, localmente (em
torno de Q) a superficie S se comporta como um plano.

Assim como no caso dos pontos parabdlicos, nada se pode afirmar sobre a concavidade das sec¢oes normais
em Q € S em relacao ao plano tangente TqS. Dois exemplos do comportamento errdtico dos pontos
planares com relacao ao plano tangente sdo dados pelas superficies S (u,v) = (u, v,ud — Suvz) , (u,v) € R?
(Sela de Macaco) e S (u,v) = (v4 cos (1), v*sen (u) ,v) , (u,v) € R? (rotacdo de z = x* em torno do
eixo z).

4.8 Geodésicas

As geodésicas sobre uma superficie regular S podem ser pensadas intuitivamente como sendo as “curvas
sobre S que minimizam distdncias”. As geodésicas desempenham, portanto, o mesmo papel que as retas
no plano euclidiano.
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DERIVADA COVARIANTE

Sejam S : U € R? — R3 superficie parametrizada regular, 7 = {TeS: Qe S(U)je

w: VcSUu — T
Q — w(Q) e TgS

um campo diferencidvel de vetores tangentes a V. Sejam y € TS e «: (—¢,e) CR — V C S uma curva
regular com « (0) = Q e o« (0) = y.
Sejaw:ax(l)CcVCS—TgS C R3 a restricao de w a « (I), que pode ser pensada como uma aplicacao

d
de T'em TgS C R3. Logo, W (0) = (TV: (0) € R3 e podemos considerar o vetor projecao de W' (0) sobre

TgS. Este vetor projecao de w' (0) é chamado de derivada covariante do campo w em Q em relacao

D
ao vetor y e é indicado por d—? (0) ou Dy (W) (Q).

F1GURA 64: Definindo a derivada covariante.
Uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, «: I C R — S (U), é chamada de geodésica
de S quando seu campo de vetores tangentes o (t) é tal que a derivada covariante de of (t) em o (t) em

/
Do’ (t) =0,VvVtel
dt

relacao ao vetor y = «’ (t) é nula, ou seja,

A definicao acima significa que o vetor «” (t) é paralelo ao vetor N (u(t),v(t)), normal & superficie em
Q=3S(u(t),v(t).
5 ” - o (1), . , »
Observagao: Se & (t) #0,Vte [, n(t) = P é o vetor normal & curva & em t. Se o é uma geodésica,
0%
entdo 1 (t) // N (u(t),v(t)).

Exemplo 4.26 Todas as retas em uma superficie regular S sdo geodésicas.
De fato, se «(t) é uma reta em S, entao:

o ()= 0= (1) // N{u(®),v(®), («(t)=0Nw®),v©).

Observagdo: Seja o (t) uma secgao normal de S em Q = ot (to) € U. Embora 1 (to) // N (u(to),v(to)),

nem sempre a seccao & é geodésica de S, pois os vetores L (t) e N (u(t), v (t)) podem ser paralelos apenas
em « (tg) .

Exemplo 4.27 Cilindro: S (u,v) = (cos (u),sen (u),v), (u,v) € R2
Os meridianos de um cilindro sao geodésicas (pois sao retas).
Seja o (t) = (cos (t),sen (t),c), ¢ constante (um circulo contido no cilindro).
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Temos «” (t) = (—cos (t),—sen (t),0) e

N (u,v) = (cos (u),sen (u),0) = N (u(t),v(t)) =N (t,¢c) = (cos (t),sen (t),0)

(observemos que « (t) =S (t,c)).

Logo, o’ (t) // N (t,c), ou seja, & (t) é uma geodésica em S.

Seja o (t) = (cos (t),sen (t),t) (uma hélice circular contida no cilindro).
Temos o« (t) = (—cos (t),—sen (t),0) e

N (u,v) = (cos (u),sen (u),0) = N (u(t),v(t)) = N (t,t) = (cos (t) ,sen (t),0)

(observemos que « (t) =S (t,t)).
Logo, &’ (t) // N (t,t), ou seja, & (t) é uma geodésica em S.

i

“ 1 Meridiano

|l

—
Circulos //
//\ Hélice

FIGURA 65: As geodésicas de um cilindro.

Proposigao 4.11 Seja S : U C R? — R3 superficie reqular. Se «(t) =S (u(t),v(t)),t € I C R, é uma
geodésica, entao:

(a) | (t)| € constante;

(b) Se « for parametrizada pelo comprimento de arco e o (t) # 0, entao:

(i) % (ﬁ (u(t) ,v(t))) — X(t)T(t)=7(t)B (1), quando Z‘m —N(u(t),v ().
(ii) —% (N (w(t),v (t))) — k() T(t) = (t)B (1), quando |sz E& — N{u(t),v(t).

Sendo N (u(t),v(t)) vetor normal a superficie em S (u(t),v(t)), k(t) a curvatura e T(t) a torcdo
de o« em o (t), respectivamente.

Demonstragao.

(a) Seja o (t) =S (u(t),v(t)) é uma geodésica de S. Como «” (t) é normal a S em S(u(t),v(t)), isto é,
(o (t), o (1)) = 0. Assim,

Fn o
ou seja | (t)| = ¢, constante.
(b) Como e (t) =S (u(t),v(t)) é uma geodésica, entao o’ (t) e, portanto, o vetor normal 1 (t) , é normal
a superficie. Logo, . (t) = N (u (t),v(t)).

(i) sen(t) =N (u(t),v(t)), entao

dN

a (u(t),vt) =" (t) = k() T(t) —t(t)B(t) (2% Equagdo de Frenet).
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(ii) se 7 (t) = —N (u(t),v (1)), entdo

—(u(t),v(t) =71 (t) =—k(t)T(t) —7(t)B(t) (2*. Equagao de Frenet).
O

Com o auxilio da proposigao acima, é facil provar que de uma curva « na esfera é uma geodésica se, e
somente se, & ¢ um circulo maximo.

Observagdo: Considere o plano 7t gerado por N (w(t),v(t)) e o (t) passando por o (t) em uma superficie
regular S. Vamos supor « parametrizada pelo comprimento de arco. Se « é uma geodésica, entao n(t) =
+N (u(t),v(t)). Logo, o plano 7t é gerado por 1. (t) e T (t) = & (t), ou seja, 7t é o plano osculador de &
em t.

Conclusdo: Se o é uma geodésica em S, entao o plano osculador de & em t é perpendicular ao plano
tangente a superficie S em o (t).

SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL

Seja S : U € R? — R3 uma superficie regular. Temos que Sy, (u,v), Sy (u,V) e N (u,v) = m (w, V)
Y

sao linearmente independentes. Logo, {Su, Sy, N} forma uma base de R3 para cada (u,v) € U.

Deste modo, os vetores Sy (1, V), Suy (1, V) € Syy (1, V) podem ser escritos como combinagoes lineares de
S, Sv e N, ou seja:
Suu (1, v) =TSy (u,v) + F”S (u,v) + ClnN (u, V)
1
u

Sw(u,v) = r1zs (u,v) + r1zs (u,v) + (112]:J (u,v) (4'11)
SVV (U,V) = rz]zsu( u, ) + FZZS ( u, ) + (122N (u,\))
sendo Fi‘]?: F-k(u v) EReay=ay(u,v) eR

—

(u
Sabemos que <N N> (u,v)=0e <]<Jv N (u ,v) = 0. Portanto, NLL e NV sdo vetores do plano tangente
aSem Q=S(P), P=(u,v). Logo,

Nu (1, v) = b11Sy (1,v) + b12S,y (u,v) (4.12)
Ny (1, v) = b21Su (u,v) + b22S, (u,v)

sendo bij = bij (u,v) € R.
Apoés algumas contas:

GE, — 2FF, + FE, 2EF, — EE, —FE,

N (u,v) = 266 _ 7 (u,v) M (u,v) = 2(EG_F) (u,v)
Ffz (u,v) = ZG(I;)G_—FSQ; (u,v) F%z (u,v) = ZE(%&__FFEZV) (u,v)
), (u,v) = ZGFE (_Egci”F;)FG” (u,v) 2 (u,v) = EG"Z?EZGF F_” ;)F Cu (1, v) (4.13)
brn () = 10 () bra ) = S ()
bar (u,v) = 258 (v b2 () = 1O ()

an (w,v) =e(u,v); anz(u,v) =f(u,v); az(u,v) =g(u,v)

Os ntimeros reais I'5; k,1,j = 1,2; sdo chamados Simbolos de Christoffel da superficie S.

”L]’



Proposicdo 4.12 Sejam S : U C R? — R3 superficie reqular e a: T C R — R3, o (t) = S (u(t),v(
curva reqular sobre S. Entdo, & é uma geodésica de S se, e somente se, as fungées u =u(t) e
satisfazem o sistema de equacgoes diferenciais ordindrias:

VA (W) T + 2uVTh + (V) T2, =0
Demonstracao.

Sendo «(t) =S (u(t),v(t)) curva regular, entdo em t temos:

of =u'Sy (u,v) +V'S, (u,v) =

o =Sy, (11, V) + U (S (U, V) W + Suy (1,9) V) +V7S,, (14, v) +V/ (Sy (11, V) U + Syy (1, ) V)
WSy (1,v) + ()% Sy (11, V) + UV Sy (1,9) + VS, (1, V) 4+ VW S, (1, v) 4+ (V) Sy (1, V)
=Sy (1,v) + (W) Suw (4,9) + 22UV S (1, v) +VS,, (1, v) + (V) Sy (11, V)

Mas, em t temos:

sendo Fk Fk (u,v) e ayj = ay (u,v).
Por outro lado sendo e = e (u,Vv), temos em t:

e = <Suu (u,v) ,N (u,v)>
= (ThSww,v) + TS, (w,v) + anN (w,v), N (w,v) )
= <F111Su(u,v) N (u,v)> + <F121Sv (w,v),N (u,v)> + <a111<1 (u,v),N (u,v)>

= T (Su ), N (w,v)) + T (S (1,v), N (w,v)) + ann (N, v), N (w,v)
= r]]].0+ r]2]0+ a11.]

=ai.

Analogamente, f = ajz e g = ap.
Deste modo, em t:

o =u"S (u,v) + (u’)2 (F1]1Su(u,v) + %S,y (u,v) 4+ eN (u,v))
+2u'V (FfZSu (w,v) + THS, (1, v) + N (u,v))
VS, (w,v) + (V) (ThSu (w,v) + TSy (1, ) + gN (1, v))
"Su. (u,v) + (u/)zl“f]Su(u,v) + (u’)zl“121 Sy (u,v) + (u’)zeﬂl (u,v)
+ 22UV TS0 (u,v) 4+ 2uV TS, (1, v) + 2u VN (u, v)
+V"S, (u,v) + (v’)zl‘z]zsu(u,v) + (v’)zFZZZS\, (u,v) + (v’)2 gN (u,v)
— (u" + (u’)2 M+ 22UV, + (v’)2 F212> Sy (u,v)
+ ((u’)z M3+ 2uVTE +v" + (v’)z Fzzz) Sy (u,v)

+ ((u’)ze + 2uV'f + (v’)zg) N (1, v)
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=) Como « (t) é uma geodésica de S, para todo t € I, & (t) nao tem componente tangencial & surperficie,
ou seja, escrevendo o (t) na base {Su(u(t) Vvi(t), Sy (u(t),v(t)) ,N (u(t),v (t))}, os coeficientes de

o’ (t) que multiplicam S, (w(t),v(t)) e Sy (u(t),v(t)) devem ser nulos.
Assim:

W+ (W) 4 2uvT, 4+ (V)P T, =0
(W) T + 2uVTE + V' + (V)* T3 =0

&) Por outro lado, se as equagoes acima sao verdadeiras, entdo, em t:
o = ((u’)ze +2uV'f + (v’)zg) N (u,v),
ou seja, «” (t) é orgonal a Ty)S, ou seja, «” (t) // N(u(t),v(t). Logo, « é uma geodésica. O

Exemplo 4.28 Plano: S (u,v) =P +uwj +vwy, u,v € R,

Tomemos S (P) =wj e Sy, (P) = wa.

Temos E = [wq?, F= (w1,w2), G = wyl*, Eu=E, =0, Fy =F, =0 ¢ Gy = G,
Substituindo no sistema de equagoes diferenciais ordinarias acima:

u' =0 uw=> u=a+bt
{v”:O :>{v’:d :>{v:c—|—dt '

Logo:

x(t)=S(a+bt,c+dt) =P+ (a+bt)w;+ (c+dt)w, =
x(t) =P+ awj + cwy + t (bwy + dws) .

Logo, « é geodésica do plano se, e somente se, x é uma reta.

Exemplo 4.29 Vimos que S,S : U C R? — R3 sio superficies isométricas se, e somente se, E =E, F=TF
e G = G. Sejam

(u,v) = (u,v,0); 0 <u<2m v eR. (plano)
(u,v) = (cos (u),sen (u),v); 0 <u<2m v e R. (cilindro)

Assim, E=1=E,F=0=FeG=1=0G.

Observemos que em superficies isométricas os Simbolos de Christoffel sdo iguais. Logo, se «(t) =
S(u(t),v(t)) é uma geodésica em S, entdo & (t) =S (u(t),v(t)) é uma geodésica em S.

Como vimos no exemplo anterior, u(t) = a + bt e v(t) = ¢ + dt. Logo, as geodésicas do cilindro sao

®(t) =S (a+bt,c+dt) = x(t) = (cos(a+bt),sen (a+bt),c+dt).
Seb=0ed#0, entdo & (t) = (cos (a),sen (a),c+ dt) é um meridiano do cilindro.
Seb#0ed=0,entdo & (t) = (cos (a+ bt),sen (a+ bt),c) é um circulo do cilindro.
(

) =
) =
Seb#0ed#0, entdo & (t) = (cos (a+ bt),sen (a+ bt),c+ dt) é uma hélice do cilindro.
E estes trés tipos de curvas sao as unicas geodésicas possiveis em um cilindro.

Outra conseqiiéncia importante da proposi¢ao acima:

Se $,S: U c R? — R3 sao superficies isométricas, ¢ : S (U) — S (U) é uma isometria entre S e S e
o (t) =S (u(t),v(t)) é uma geodésica em S, entdo ¢ o x (t) = ¢ (S (w(t),v(t))) é uma geodésica em S.
Temos ®x =So P e ® = ¢ o x. De fato,

doo(t) = (S(u(t),v(t) =0 (S(B(t)=S(B(t) = doa=Sop.
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CURVATURA GEODESICA

Seja w um campo diferencidvel e unitario de vetores tangentes a S : U € R? — R3, superficie regular,
aolongode a: I C R — S(U). Como w (t), t € I, é unitario, entao

Wit),wit)=0= < (t) ,w(t)> =0.

0) X W

To(S)

F1GURA 66: Definindo curvatura geodésica.
~ D -
Como (N (t) xw (t) ,w(t)) =0 e tanto T? (t) como N (t) x w (t) estao TqS, temos que estes vetores sao
D ~ ~
proporcionais, ou seja, existe A (t) € R tal que Tiv (t) =A(t) (N (t) xw (t)) . (N é Aplicacao Normal de

w
Gauss restrita a curva «). O nimero A (t) é chamado valor algébrico de T (t) em t.

Quando « é regular, parametrizada pelo comprimento de arco, e w(t) = o (t), o valor algébrico de
Do/
dt

(t) é chamado de curvatura geodésica de x em t, denotada por kg (t).

Observacgades:
/

Do
It (t)=0,Vtel
(i1) a curvatura geodésica mede o “quanto uma curva deixa de ser geodésica”.

(ii1) é possivel provar que se k (t) é a curvatura de & em t, k,, (t) é curvatura normal de S em o (t) na
direcdo de of (t) e kg (t) é a curvatura geodésica de « em t, entao

(1) se & é uma geodésica, entao kg = 0 pois

2
k()2 =% (1) + k7 (1)
(iv) se mudarmos a orientacao de «, isto é, reparametrizando « por B tal que B’ (t) = —&/ (t), entao a
curvatura geodésica muda de sinal.
4.9 Trés Importantes Teoremas da Geometria Diferencial
Nesta secao introduzimos trés dos principais teoremas relacionados a superficies: os teoremas Fgregium
de Gauss, Fundamental das Superficies e de Gauss-Bonnet.

TEOREMA EGREGIUM DE GAUSS

Um resultado surpreendente da Geometria Diferencial é o fato da curvatura gaussiana, cuja defini¢ao faz
uso da Segunda Forma Quadrética, depender, na verdade, apenas da Primeira Forma Quadratica. Este
resultado é conhecido como Teorema Egregim de Gauss.
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Teorema 4.1 (Egregium de Gauss) A curvatura gaussiana sé depende da primeira forma quadrdtica.
Demonstragao.

Inicialmente, lembramos que se S : U € R? — R3 é uma superficie e Néa Aplicagao Normal de Gauss a
ela assomada entao como vimos na segao anterior, S, Swv, Svv sa0 combinacoes lineares de Sy, Sy, e N.
Além disso, Nu, N\,, por serem tangentes a superficie, sdo combinagoes lineares de Sy, e S,,. Os coeficientes
destas combinagoes lineares, que foram obtidos em 4.13, nao sao independentes, pois devem satisfazer as
relagoes:

(Suu)v = (Suv)u>
(Sw)u = (Suv)v> (4-14)
Nuv = ﬁvu-

Substituindo 4.11 e 4.12 em 4.14, cada equagao de 4.14 se reduz a anular uma combinagao linear de
Sy, Sv e N que sdo vetores linearmente independentes de R3. Portanto, anulando os coeficientes destas
combmagoes lineares obtemos nove relagoes.

Vejamos com detalhes as relagoes que resultam da primeira equacao de 4.14.

Substituindo 4.13 na primeira equacao de 4.14 temos

0 ~ 0 N
= (ThSu+TAS +eN) = = (MSu+ ThS, + ).

Efetuando as derivadas parciais acima e substituindo Sy, Su\,,SW,Nu e ﬁ\, em funcgao de Sy, Sy e N,
pelas relacoes 4.13, obtemos as seguintes equagoes:

gF—1G

EG — F2
fF — gE

EG —F2
fr]]] + gr” +ey, = er]]z + fr]22 + fu,

fF — eG

EG — F2’
eF — fE

EG—F2’

(rﬁ)v IOV S 3 P L (ru) LI+ TR, e &2

(r121)v +THTh +TH S + e <r1z) HTLTH +THTh +f

onde nas equagoes acima substituimos os coeficientes by; de Ny, e N, por suas expressoes dadas em 4.13.
As trés equactes acima podem ser escritas na forma

eg — f* 1 1 2 1 2 1
o= (ru)u— (F”)er Fial2 — T2,

eg — f2
b = (r122) - (Fﬁ) + LT — THITS + TR — TS, (4.15)
EG—F u v
ey —fu = el + f (r%z - r]‘]) —gra,. (4.16)

De modo andlogo, considerando os coeficientes de Sy, Sy, e N das duas tltimas equagoes de 4.14 obtemos
outras seis relacgoes, dais quais destacamos

fv —OJu = ergz + f. (Fzzz — r1]2> — gr122 (417)
A equagao 4.15 é precisamente
2
—Ek= (r‘22>u B (rﬁ)v + Ll — T + (ﬂzz) —Thls (4.18)

e como os simbolos de Christoffel s6 dependem da primeira forma quadrética, concluimos que a curvatura
gaussiana depende apenas da primeira forma quadratica. O
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A equagao 4.18 da demonstragao do Teorema Egregium de Gauss:
2
—EK = (ﬂzz)u* <r121)v + T — T + (r%z) — T3,

¢é dita Equacao de Gauss.

As equacgoes 4.16 e 4.17
ey — fu=ell, +f (', — ;) — gy
fu—gu=el, +f (5 — 1) — gty

sao chamadas Equacoes de Codazzi-Mainard:i.
As equacgoes equacoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi sdo ditas Fquagoes de Compatibilidade.

Observagoes:

(1) Como vimos, a curvatura gaussiana é definida a partir da primeira e segunda formas quadraticas,
mas o teorema acima afirma que, na verdade, a curvatura gaussiana depende apenas da primeira forma
quadratica. Como consequéncia, superficies isométricas possuem mesma curvatura gaussiana.

(2) A reciproca da propriedade descrita em (1) nao é verdadeira, isto é, duas superficies podem possuir
mesma curvatura gaussiana e nao serem isométricas.

(3) A reciproca descrita em (2) é verdadeira se a curvatura gaussiana das superficies forem iguais e
constantes.

(4) Como as curvaturas gaussianas do plano e da esfera sdo diferentes, temos que seus coeficientes da
primeira forma fundamental serao diferentes e, conseqiientemente, o plano e a esfera nao sao isométricos,
mesmo restringindo seus dominios. O mesmo com o toro e a esfera, toro e cilindro, esfera e cilindro, plano
e toro, esfera e cone, etc.

TEOREMA FUNDAMENTAL DAS SUPERFICIES

O Teorema Fundamental das Superficies é o andlogo dos Teoremas Fundamentais das Curvas no Plano e
no Espago. No caso das curvas, vimos que dadas as fungoes curvatura e torgao (no caso espacial), existe
uma curva que possui a curvatura e torcao dadas. No caso das superficies, dadas os coeficientes das
duas formas quadraticas temos, sob certas condigOes, a existéncia de uma superficie que possui as formas
quadréticas dadas.

Teorema 4.2 Sejam E,F, G, e, f,g funcoes reais diferencidveis definidas em um aberto conezo U C R?,
tais que E,F,EG —F2 > 0. Se E,F, G, e, f, g satisfazem as Equacées de Compatibilidade, entio:

(a) Existe uma superficie parametrizada regular S : U C R? — R3 tal que E,F, G sdo os coeficientes da
primeira forma quadrdtica de S e e, f, g sao os coeficientes da sequnda forma quadrdtica de S.

(b) Se S e S sdo duas superficies satisfazendo (a), entdo existe um movimento rigido M de R3 (uma
isometria de R3) tal que S =MoS.

A demonstracao do Teorema Fundamental das Superficies envolve conceitos de equagoes diferenciais par-
ciais e estd além dos objetivos deste trabalho. No entanto, sua demonstragao pode ser encontrada em [3],
paginas de 375 a 379.
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TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Sejam S : U € R? — R3 uma superficie regular e o : [0,1] — S (U) curva parametrizada. Dizemos que & é
curva simples, fechada e regular por partes quando:

(1) «(0) = x(1). (condicao de fechamento de )

(1) se ty,t2 € [0, 1], t1 # t2, entdo « (t1) # « (t2). (condicao de simplicidade de )

(1i1) existe uma particdo 0 =to < t; < -+ < tx < txr1 = Lde [0,1] tal que « é regular em cada (ti, tir1),
i=0,1,...,k. (condigao de regularidade por partes)

Cada o (t;) na definicdo acima é chamado vértice de & e o ((ti, ti11)) é chamado de arco reqular de «.

Uma regidgo R € S(U) (R é aberto conexo de S unido com sua fronteira) é dita regi@do simples se R é
homeomorfa a um disco e sua fronteira é uma curva « simples fechada e regular por partes.

Dizemos que « é orientada positivamente quando em cada « (t) temos uma base {o/ (t),h (t)} de Ty)S
com a mesma orientacdo de {Sy (u(t),v(t)),Sy(u(t),v(t))} é tal que h(t) “aponta para dentro de de
R”, isto é, para qualquer curva  : I C R — R C S(U) com B (0) = a(t) e B’ (0) # o (t), temos
(B"(0),h(t)) >0.

Denotemos tlirtn o (t) = o (ty)” por vetor tangente a o em t; pela esquerda e tli]ganr o (1) = o (1)
— 1t — — 1Y

vetor tangente a & em t; pela direita. Seja 8; a medida em radianos do angulo entre o (t;)” e of (t;)",
—7t < 0; < 7, orientado conforme a orientacao de S.
Chamamos 0; de dngulo externo de & no vértice o (ty) .

No caso de |8;| = 7, isto é, o ponto « (t;) é uma cispide, a orientacdo de 0; é dada pela orientacdo de 0,
angulo entre o (t; —¢) e & (t; + ¢) para ¢ > 0 suficientemente pequeno, isto é,  (t; —¢) € o ((ti_1,ti))
e aftit+e) € al(ty, tivr)).

o'(ti+e) o (ti+e)

o' ()
FiGurA 67: Definindo angulo externo em vértices de curvas.

A demonstracao da versdo local do Teorema de Gauss-Bonnet pode ser encontrada em [3] paginas 322 e
323.

Teorema 4.3 (Gauss-Bonnet - versio local) Sejam S : U € R? — R3 uma superficie parametrizada
reqular, R C S (U) uma regiao simples com fronteira « orientada positivamente e parametrizada pelo
comprimento de arco. Sejam o«(tg), ..., (tx) vértices de x e 0y,...,0k as medidas de seus respectivos
angulos externos em radianos. Entdo:

k rti—1 k
ZJ kg(t)dt—f—ﬂ Kdo + > 0; = 2,
. .

i=0Jt; i=0

sendo kg a curvatura geodésica dos arcos regulares de « e K a curvatura gaussiana de S.
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Observagao: a integral de superficie JJ Kdo é dada por
R

”RKdG - ”51 (R)K (u,v) \/E (1,v) G (1, v) — F2 (u,v)dudv.

Exemplo 4.30 Se R for uma regido limitada por um triangulo geodésico, entao kg (t) =0, Vt € (ti, tiy1)
2 2
e ) 0; = > (m—pi) sendo p; as medidas dos angulos internos do triangulo. Logo, pelo Teorema de
i=0 i=0
Gauss-Bonnet, temos

2

” Kdo + Y (m—pi) =2m
R i=0

(i) Se K(u,v) =0, V(u,v) € U, isto é, S é uma regiao planar, temos que R é um tridngulo euclidiano.

Assim, temos
2

> (pi)=m
i=0
que € a soma dos angulos internos do triangulo.

(i1) Se K (u,v) =1,V (u,v) € U, isto é, S é a esfera de raio 1, entéo ” 1do é a area de R, ou seja,
R

2
A(R) = <;)pi> — .

(iil) Se K (u,v) = —1, V(u,v) € U, isto é, S é um pseudo-esfera, entao a drea de R é dada por:

A(R)=m— <£Pi> .

i=0

FiaUura 68: O Teorema de Gauss-Bonnet e a drea de tridangulso geodésicos.

Seja S : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular. Seja R S (U) conexo. Dizemos que R é
uma regiao regular quando R é compacta e sua fronteira é uma reuniao finita de curvas fechadas simples
e regulares por partes que nao se intersectam.

Observacdo: Uma superficie regular S compacta e conexa é considerada como sendo uma regiao regular
com fronteira vazia.

Uma regiao simples com apenas trés vértices e angulos externos 0; # 0;1 = 1,2, 3; é chamada de triangulo.
Uma triangulacao de uma regido regular R C S (U) é uma familia finita 7 de tridngulos Ty; 1=1,2,...,n;
tal que:
n
(1) _U]Ti =R.
1=
(il) se Ty NT; # @, entao Ty N'Tj é uma aresta comum de T; e T; ou um vértice comum de T; e Tj.
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Dada uma triangulagdo 7 de uma regiao regular R C S (U) de uma superficie S, seja F o nimero de
triangulo (faces), A o numero de arcos regulares dos triAngulos (arestas) e V o ntimero de vértices da
triangulagao. O niimero x = V—A+F é chamado de caracteristica de Euler-Poincaré da triangulagao.
Em topologia, prova-se que x depende apenas de R. Logo, podemos identificar x = x (R).

A demonstracao da versao global do Teorema de Gauss-Bonnet e coroldrios pode ser encontrada em [3]
paginas 328 a 331.

Teorema 4.4 (Gauss Bonnet - versio global) Sejam S : U C R? — R3 uma superficie parametrizada
reqular, R C S uma regidao regular com fronteiras cq,...,Cn, curvas simples, fechadas, reqular por partes
e parametriazada pelo comprimento de arco. Suponha que cada ci estd orientada positivamente e sejam
01,...,0p as medidas dos dngulos externos dos vértices das curvas ci. Entao:

n P
ZJ kg (1) dt—I—” Kdo + ) 65 =2mx (R).
i=1J¢ R =0

sendo X (R) a caracteristica de Euler-Poincaré da regiao reqular R.

Corolario 4.1 Se R € uma regidgo simples de S, entdo

P
J kg (1) dt—I—” Kdo + 5 8; = 2m,
C R =0

sendo 01, ...,0p as medidas dos angulos externos dos vértices da curva C, fronteira de R.
(ou seja, se R é uma regidao simples, entao o teorema global se restringe ao teorema local)

Corolario 4.2 Se S € uma superficie compacta e orientdvel, entao:

JLKdU =2nx(S),

que € chamada de curvatura integral ou curvatura global de S.

Observagades:

(1) Se S for homeomorfa a uma esfera, temos || Kdo = 4.

1 1
(ii) Se S for uma esfera de raio r, entao K (u,v) = e ” Kdo = rzﬂ 1do = 4m, o que implica que a
S S

drea da esfera de raio r é 47r2,
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