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Resumo

Jacyntho, Luiz Antonio. Uso de Episédios Histéricos e de Geometria Dindmica para De-
senvolvimento de Conceitos de Integral de Riemann e do Teorema Fundamental do Calculo
para Funcbes Reais de Variavel Real. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas,
2008. Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em

Matematica.

Este trabalho tem como objetivos estudar algumas realizagdes de Arquimedes (287 a.C. -
212 a.C., Grécia) e de Isaac Barrow (1630-1677, Inglaterra), e, também, desenvolver ativi-
dades no Geogebra para auxiliar no ensino do Calculo Diferencial e Integral. Apresentamos
a construcao do conjunto dos niimeros reais, definicbes e teoremas atuais que antecedem,
logicamente, o Teorema Fundamental do Calculo. Tratamos de algumas das realizacGes de
Arquimedes: a demonstracdo da medida da area do circulo, utilizando o Método de Eudoxo,
o "método mecanico", pelo qual ele descobriu a medida da area do segmento parabdlico e
a demonstracao rigorosa desta medida. Sdo discutidas algumas realizacdes de Isaac Barrow:
o método por ele utilizado para encontrar retas tangentes a uma curva, um estudo sobre
o conte(do da Conferéncia | e sobre algumas proposicdes da Conferéncia X. Nesta dltima,
sera dada atencdo especial a Proposicdo 11, que demonstra casos particulares do Teorema
Fundamental do Calculo. O trabalho termina com um conjunto de atividades baseadas no
programa Geogebra. Cada atividade tem a sua funcdo numa seqiiéncia didatica e aborda os
seguintes temas: a representacdao do conjunto dos nimeros reais, a proposicao de Arquimedes
sobre a medida da area do circulo, o calculo de areas, a construcdo da funcdo area, o calculo
de primitivas, a interpretacdo de Barrow para casos particulares do Teorema fundamental do

Calculo e algumas aplicacdes do Teorema Fundamental do Calculo.

Palavras-Chave: Calculo diferencial, Calculo integral, Geometria dinamica.
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Abstract

Jacyntho, Luiz Antonio. Uso de Episédios Histéricos e de Geometria Dindmica para De-
senvolvimento de Conceitos de Integral de Riemann e do Teorema Fundamental do Calculo
para Funcbes Reais de Variavel Real. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas,
2008. Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em

Matematica.

This work has as objectives study some realizations of Archimedes (287 BC - 212 BC, Gre-
ece) and of Isaac Barrow (1630-1677, UK), and, also, develop activities in Geogebra to aid
in the teaching of Differential and Integral Calculus. We present the construction of the set
of the real numbers, definitions and actual theorems that precede, logically, the Fundamental
Theorem of Calculus. We deal with some of Archimedes’ realizations: the demonstration
of the measure of the circle’s area, using the Eudoxus’ Method, the "mechanical method",
by which he discovered the measure of the area of the parabolic segment and the rigorous
demonstration of it. There are discussed some realizations of Isaac Barrow: the method
used by him to find tangent straights to a curve, a study about the content of the Lecture
| and about some prepositions of the Lecture X. In this last one, main attention will be gi-
ven to Proposition 11, which demonstrates particular cases of the Fundamental Theorem of
Calculus. The word ends with a group of activities based in the Geogebra. Each activity
has its function in a didactic sequence and they are about the following themes: the repre-
sentation of the set of the real numbers, the proposition of Archimedes about the measure
of the area of the circle, the calculation of areas, the construction of the area function,
the calculation of primitives, the interpretation of Barrow to particular cases of the Funda-

mental Theorem of Calculus and some applications of the Fundamental Theorem of Calculus.

Keywords: Differential calculus, Integral calculus, Geometry.
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IS Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar definicbes e teoremas atuais que antecedem o
Teorema Fundamental do Calculo, enfocar dois episédios histéricos, sendo que o primeiro
constitui-se de algumas realizacdes de Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C., Grécia), o segundo
é composto de algumas realizacdes de Isaac Barrow (1630-1677, Inglaterra) e também de-
senvolver atividades no Geogebra para auxiliar no ensino do Calculo Diferencial e Integral.
O capitulo 2 contém algumas definicdes e teoremas atuais que antecedem o Teorema Fun-
damental do Calculo, sequindo quase toda uma seqiiéncia publicada no livro Analysis by its
History [7], pagina 242, ver figura 1.1 onde aparece um fluxograma que sera reproduzido
aqui do modo que esta no livro. Em seu inicio, € construido o conjunto dos niimeros reais,
sendo consultados os livros Analise Real (volume 1),[10], Calculo 1 [1], The History of the
Calculus and its conceptual development [3] e Analysis by its History [7]; no seu final estdo
definicdes e teoremas que antecedem o Teorema Fundamental do Calculo e foram utilizados
os livros de Analise Real (volume 1) [10], Calculo 1 [1], Analysis by its History [7] e Calculus
An Intuitive and Physical Approach [9].

No capitulo 3, o enfoque gira em torno de algumas realizacdes de Arquimedes. Primei-
ramente encontra-se a demonstracdo da medida da area do circulo, onde foram usados as
referéncias The Works of Archimedes [8] e Tépicos de Histéria da Matematica [2]. Em sua
outra divisdo, ele contém duas partes, em que a primeira apresenta a maneira pela qual ele

descobriu a medida da area do segmento parabdlico; e a segunda, a demonstracao rigorosa



desta medida; em ambas as partes as referéncias utilizadas foram The Works of Archimedes
[8] e Tépicos de histéria da Matematica [2].

No capitulo 4 serdo destacados alguns estudos Isaac Barrow. No inicio esta o método
que ele utilizava para encontrar retas tangentes a uma curva, sendo usadas como referéncias
[2] e [4], depois serdo feitas consideracdes sobre algumas Conferéncias de sua autoria, a
Conferéncia 1 e a Conferéncia 10, sendo que nesta Gltima, a Proposicdo 11, que engloba
casos particulares do Teorema Fundamental do Calculo, sera demonstrada separadamente.
Os livros utilizados neste capitulo foram The Geometrical Lectures [4] e Tépicos de Histdria
da Matematica [2].

No capitulo 5, seguem um conjunto de atividades realizadas no Geogebra, com o intuito
de auxiliar os académicos na compreensao do Calculo; cada atividade tem a sua funcdo numa
sequiéncia construida, seguindo um planejamento didatico que inicia abordando o conjunto dos
nimeros reais, depois, a proposicao de Arquimedes sobre a medida da area do circulo, calculo
de areas, construcao da funcdo integral, calculo de primitivas, interpretacdo de Barrow para
casos particulares do Teorema fundamental do Calculo e aplicacdes do Teorema Fundamental
do Calculo.

No dltimo capitulo estdo as consideracdes e realizacdes futuras, que foram elaboradas

apoés a realizacdo deste trabalho.
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Figura 1.1: Fluxograma retirado do livro Analysis by its History




Capitulo 2

Definicoes e Teoremas atuais que
antecedem o Teorema Fundamental do

Calculo
N

Neste capitulo serdo destacadas as principais definicdes e teoremas que atualmente antece-
dem o Teorema Fundamental do Calculo. Em sua primeira parte sera descrita a construcao
do conjunto dos nimeros reais (chamado de R) que aborda as definicdes de corpo, corpo
ordenado e corpo ordenado completo. Na segunda parte, serdo expostos teoremas mais rela-
cionados com o Teorema Fundamental do Calculo, porém a maioria ndo vai ser demonstrada,
e caso o leitor queira ter acesso a elas, podera consultar os seguintes livros de Calculo,(volume
1), [1] e [11], que irdo encontra-las em detalhe. Quanto a seqiiéncia utilizada neste capitulo,
é sugerida no livro Analysis by its history,na pagina 242, [7], e para melhor identificacdo e
compreensdo dos conteldos que aqui serdo abordados, ela vai aparecer traduzida e modifi-

cada, ver Figura 2.1 com uma referéncia direta para cada teorema.

2.1 Construcido dos niimeros reais

Nesta seccao do trabalho, todas as definicdes que foram utilizadas, seguem o formato adotado
no livro de anélise, [10] e por este motivo o enfoque dado seré parecido com o do autor citado .

Antes de definir o conjunto dos nameros reais, € necessario compreender outras propriedades



2.1 Construcdo dos niameros reais

Teorema Fundamental do Calculo

Teorema de Teorema de fungdes
continuas e Integral

Lagrange

b

Teorema de Rolle

Teorema da soma Teorema sobre Teorema do valor Teorema sobre
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- b h
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& k. 9
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Teorema de Cauchy sobre

Teorema sobre limites
seqiiéncias convergentes

(somamult. div. e sub.)

|| Def. de nimeros reais, Def. de limite e 16gica

Figura 2.1: Fluxograma traduzido e modificado
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suas, que serdo Uteis posteriormente. Assim, o primeiro fato que iremos abordar é que R é

um corpo, e a sua definicdo segue adiante.

Definicao 2.1 Um corpo é um conjunto K, munido de duas operacdes, chamadas adicao e
multiplicacdo, que satisfazem a certas condicoes, chamadas os axiomas de corpo, que sdo 0s

sequintes :

Axiomas da adicao:
1. Associatividade: Quaisquer que sejam x, y, z € K, tem-se (x +y) + z=x + (y + z).
2. Comutatividade: Quaisquer que sejam x, y € K, tem-sex +y =y + x.

3. Elemento neutro: Existe 0 € K tal que x + 0 = x, seja qual for x € K. O elemento

chama-se “zero".
4. Simétrico: Todo elemento x € K possui um simétrico -x € K tal que x + (-x) = 0.

Axiomas da multiplicacdo:
1. Quaisquer que sejam x, ¥, z € K, tem-se (x . y) . z=x. (y . z).
2. Quaisquer que sejam x, y € K, tem-sex .y =y . x.

3. Existel e Ktalque 1l #0ex. 1 =x, qualquer que seja x € K. O elemento chama-se

“um'.
4. Todo x # 0 em K possui um inverso x~ 1, tal que x. x~ ! = 1.

Axioma da distributividade:

1. Dados x, y, z, quaisquer, em K, tem-sex. (y+z)=x.y+y. z

Assim, o fato de R ser um corpo, significa que nele vao estar definidas duas operacdes,
chamadas de adicdo e multiplicacdo, e que obedecem todas as propriedades acima. O segundo
ponto que precisa ser abordado é que além de ser um corpo, R também é um corpo ordenado,

e sua definicdo € a seguinte:
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Definicao 2.2 Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um subconjunto P
C K, chamado o conjunto dos elementos positivos de K, tal que as sequintes condicbes sao

satisfeitas:

1. A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos, ou seja dados x, y, € P = x
+yePex.yeP.

2. Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas ocorre; ou X = 0, ou x € P, ou -x
c P.

Desta outra definicdo, segue que existe um subconjunto em R que chamaremos o conjunto
dos niimeros reais positivos (notacdo: R.)
Finalmente para definir R a Gltima propriedade que é preciso ser considerada é a de corpo

ordenado completo, que também necessita de outras quatro definicdes para ser estabelecida.

Definicao 2.3 Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado superior-
mente, quando existe b € K tal que b > x para todo x € X. Cada elemento b € K com esta

propriedade chama-se uma cota superior de X.

Definicao 2.4 Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado inferior-
mente, quando existe a € K tal que a < x para todo x € X. Cada elemento a € K com esta

propriedade chama-se uma cota inferior de X.

Definicao 2.5 Um elemento b € K chama-se supremo do subconjunto X, quando b é a

menor das cotas superiores de X em K.

Definicao 2.6 Um elemento a € K chama-se infimo do subconjunto X, quando a é a maior

das cotas inferiores de X em K.
Agora é possivel entender o que € um corpo ordenado completo, que tem como definicdo:

Definicao 2.7 Um corpo ordenado K chama-se completo, quando todo subconjunto ndo

vazio, limitado superiormente, X C K, possui supremo em K.
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Assim terminando de caracterizar R, pode-se dizer que:

Definicao 2.8 O conjunto dos nimeros reais é um corpo ordenado completo.

Esta definicao de ser um corpo ordenado completo é que faz de R um conjunto diferente
e esta diferenca é necessaria para que definicdes e teoremas na continuacdo deste capitulo

tenham a sua validade.

2.2 Teorema Fundamental do Calculo

Nesta parte, antes de chegar ao Teorema Fundamental do Calculo, primeiramente sera apre-
sentada a definicdo de seqiiéncia, a nocdo de limite de uma seqiiéncia e depois alguns teoremas
e propriedades relacionadas com estas definicGes. Para realizar as demonstracdes o livro de

Célculo 1, [1], foi utilizado como base na maioria delas.

Definicao 2.9 Uma seqiiéncia de nameros reais é uma funcao
x:N— R,

que associa a cada nimero natural n um niamero real (x,), (chamado o n-ésimo termo da

seqiiéncia).

Na definicdo de limite que veremos agora, € possivel perceber que a partir de um determinado
valor de n, os termos (x,), tornam-se e se mantém tdo préximos de a quanto se deseje e ela

é muito (til para representar futuros conceitos de andlise que aqui serdo explorados.

Definicdo 2.10 Um nidmero real a é o limite da seqiiéncia (x,) quando para todo nimero

real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que Vn > ng, |x, — a| < €.

O teorema seguinte apresentara algumas propriedades relativas a operacdes com limites,

usando diretamente a sua definicdo.

Teorema 2.1 Consideremos duas seqiiéncias convergentes, onde s, — s e v, — v. Entdo a

soma, o produto e o quociente das duas seqiiéncias tomados termo a termo satisfazem:
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1. lim(x, +y,) =s+v
n—oo
2. 0im (X, —yp) =s—vVv
n—oo
3. lim (x,.yn) = s.v
n—oo
X, S
4. nlggo)Tn_ v' v#0ey,#0.

Nos préoximos teoremas, sera abordado o conceito de convergéncia de uma sequéncia.

Definicdo 2.11 Uma seqiiéncia (s,) de nameros reais é de Cauchy quando cumpre a seguinte

condicdo :

Dadoe > Oarbitrariamente, pode—seobterny € Ntalquem > ngen > ngimplicam|x,,—x,| < €.
(2.1)

Teorema 2.2 (Cauchy 1821) Uma seqiiéncia (s,) de nimeros reais é convergente (com a

um niamero real como seu limite) se e somente se é uma seqiiéncia de Cauchy.

Teorema 2.3 Assumindo que a seqiiéncia (x,) converge para s e que s, > B para n sufici-

entemente grande, entao o limite também satisfaz s > B.

Teorema 2.4 Seja X um subconjunto ndo vazio de R limitado superiormente (isto é, 3 B, V

x € X,x < B.) Entdo, existe um nimero real € tal que € = sup(X).

Definicao 2.12 Um conjunto V C R é uma vizinhanca de x, se existir um intervalo aberto
A C Rtal quex e ACV.

Definicao 2.13 Diz-se que a € R é um ponto de acumulacdo de um subconjunto X de R,

quando toda vizinhanca VI de a contém algum ponto de X diferente de a.

Observacao 2.1 /ndica-se X’ o conjunto dos pontos de acumulacdo de X.
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Teorema 2.5 (Bolzano-Weierstrass) Uma seqiiéncia limitada (s,) possui ao menos um ponto

de acumulacéo.

Deste ponto para frente, a nocdo de limite que vimos nos casos relacionados com seqiiéncias
sera estendida para situacdes mais gerais que envolverdao funcdes, assim trabalharemos com

a definicao de limite de uma funcao, que é a sequinte:

Definicao 2.14 Sejam X C R um conjunto de nameros reais, f : X — R uma funcao real

cujo dominio é X e a € X' um ponto de acumulacdo do conjunto X. Diz-se que o ndmero L

é o limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se lim f(x) = L quando, para todoe > 0
X—ra

dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se tem |f(x) — L| < € sempre que x € X

el < |x—al <.

Teorema 2.6 Uma funcdo f : A — R é continua em xo € A se e somente se, para toda

seqiiéncia (x,) com x, €A, tem-se que:

lim f(x,) = f(x) se lim x, = xo.
n—oo n—oo

No caminho rumo ao Teorema Fundamental do Célculo, outros conceitos que serdao ne-
cessarios para os proximos teoremas é o de derivada em um determinado ponto, de funcdo
derivavel, integral de uma funcdo escada e de integral, assim a seguir vamos escrever estas

definicdes.

Definicdo 2.15 A derivada de uma fungdo f em um ponto x € |[a, b] é dada por f'(x) =
im f(x+ h)— f(x)

, se este limite existir.
h—0 h

Definicao 2.16 Dizemos que uma funcao é derivavel, quando existe a derivada em todos os

pontos de seu dominio.

Definicdo 2.17 Uma funcdo s, cujo dominio é um intervalo fechado [a,b], diz-se uma funcdo
em escada, se existe uma particio P = xg, x1, ..., X, de [a,b] tal que seja constante em
qualquer subintervalo fechado de P. Quer dizer que para cada k = 1,2,...,n existe um

ndmero real s, tal que s(x) = sk se xx_1 < x < X.
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Definicdo 2.18 Seja s uma funcdo escada definida em [a,b] e seja P = xo,x1,..., X, a
particao de [a,b] tal que s seja constante nos subintervalos abertos de P. Designemos por s

o valor constante de s no subintervalo aberto de ordem k, ou seja
S(k):Sk, Xp—1 < X < Xg, k=1,2,...,n (22)

A integral de uma funcio escada s de a até b, representada pelo simbolo

/ab s(x) dx

/bs(x) dx = Zn:sk.xk — Xp_1 (2.3)

k=1

é definida pela formula

Definicdo 2.19 Seja f uma funcdo definida e limitada em [a,b] e sejam s e t, funcées escada
arbitrarias definidas em [a,b] tais que s(x)< f(x)< t(x), para cada x € [a, b]. Se existir um e

s6 um numero 1, tal que

/abs(x) dxglg/abt(x) dx

para cada par de funcées escada s e t, entao esse niumero chama-se a integral de f de a até

/ab f(x) dx.

Definicao 2.20 Uma funcdo F diz-se uma primitiva de uma funcao f em um intervalo aberto

b e representa-se pelo simbolo

|, se a derivada de F é f, isto é, se F'(x) = f(x) para todo x de |.

Teorema 2.7 Se f(x) e g(x) sdo integraveis em [a,b] (com a < b,) e se f(x)< g(x) para todo

/abf(x) dxg/abg(x) dx.

x € |a, b], entdo

Teorema 2.8 f: [a,b] — R é uma funcdo continua em todos os pontos de seu dominio,
entdo ela é limitada em [a,b], isto é existe um nimero C > 0 tal que |f(x)| < C para todo

X € [a, b].
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Teorema 2.9 (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua.
Se f(a) < ¢ < f(b), entdo existe £ € (a, b) tal que f(§) = c.

Teorema 2.10 (Teorema do Valor Extremo) Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua em
todos os pontos de seu dominio, entdo ela é limitada em [a,b] e admite um maximo e um

minimo, isto é, existe u € [a, b] e U € [a, b] tal que f(u) < f(x) < f(U) para todo x € [a, b].

Demonstracdo: Basta provar que f assume o seu supremo em [a,b]. A demonstracdo
para o infimo &€ uma conseqiiéncia da anterior porque o infimo de f &€ o supremo de -f. Seja
M = sup(f). Suponhamos que ndo existe nenhum x em [a,b] para o qual f(x) = M, assim
seja g(x) = M - f(x). Entdo g(x) > 0 para todo x em [a,b], de modo que a func¢do reciproca

g é continua em [a,b]. Usando o resultado do teorema 2.8, — é limitada em [a,b], isto é
1 1
5 < C para todo x em [a,b], com C > 0. Isto implica que M — f(x) > c de tal modo que

1 _ _—
f(x) < M— C para todo x em [a,b], o que contradiz o fato de que M é o menor limite

superior de f em [a,b]. Por conseguinte, f(x) = M para, pelo menos um x em [a,b].

Observacdo 2.2 Seja a < b < ¢ e considerando que f : [a, c] — R é uma funcdo na qual é

integravel em suas restricbes [a,b] e em [a,c], assim temos que

/acf(x) dx:/abf(x) dx+/bcf(x) dx (2.4)

Teorema 2.11 Se f : (a,b) — R é diferencidvel em xy € (a,b) e f'(xg) > 0, entdo existe

6 > 0 tal que:

1. f(x) > f(xp) para todo x, satisfazendo xg < xo + 0

2. f(x) < f(xo) para todo x, satisfazendo xg — 0 < x < Xg

Teorema 2.12 (Teorema do Valor Médio para Integral) Se f : [a,b] — R é uma funcdo

continua, entdo existe ¢ € [a,b] tal que

/b F(x) dx = F(c)(b—a).
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Demonstracdo: Sejam m e M, respectivamente, os valores minimo e maximo de f em [a,b].

Entdom < f(x) < M, para todo o x de [a,b]. Integrando estas desigualdades e dividindo por

Sy f(x) dx | .
b - a, encontramos A(f) = ab— Mas o teorema do valor intermediario assegura-nos
que A(f) = f(c), para certo ¢ de [a,b], 0 que completa a demonstracdo.

Para o proximo teorema, € necessario a definicdo de continuidade uniforme, assim:

Definicao 2.21 Uma funcdo f : X — R diz-se uniformemente continua no conjunto X

quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter & > 0 tal que:
x,yeX ly—x|<d=|f(x)—f(y)| <e (2.5)
Teorema 2.13 Seja | um intervalo fechado [a,b] e seja a funcdo f . 1 — R continua sobre a;

entdo f é uniformemente continua sobre 1.

Teorema 2.14 (Teorema de Rolle) Seja f : [a, b] — R uma funcdo continua em [a,b], dife-

rencidvel em (a,b)e tal que f(a) = f(b). Entdo existe um & € em (a,b) tal que f'(§) = 0.

Teorema 2.15 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a, b] — R uma funcao continua em [a,b],

diferenciavel em (a,b). Entdo existe um & € em (a,b) tal que:

f(b) —f(a)=f(&)(b— a). (2.6)

Demonstracdo: Consideremos a funcdo auxiliar g : [a, b] — R, dada por g(x) = f(x) - dx,
f(b)y—f

onde d é escolhido de modo que g(a) = g(b), ou seja, d = %. Pelo teorema de

Rolle, existe ¢ € (a, b) tal que g'(c) = 0, isto &,

f(b) - f(a)

fllc)=d=
(c) p—

(2.7)

0 que completa a demonstracio.
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Teorema 2.16 Seja f : [a, b] — R uma funcio continua, entdo f é integravel.

Agora depois de passar por todas estas definicdes e teoremas, estamos aptos para enunciar
um teorema que estabelece uma conexdo entre os dois ramos do Calculo: o Calculo diferencial
e o Calculo integral, mostrando que a diferenciacdo e a integracdo sdo, em certo sentido,
processos inversos. Para o seu melhor entendimento dividiremos este teorema em duas partes

e assim segue abaixo a sua primeira parte.
Teorema 2.17 (Teorema Fundamental do Calculo) Parte 1

Considere f uma funcao integravel em [a,x], para qualquer x € [a,b]. Seja ¢ tal que a <

¢ < b e definida uma nova funcdo A como segue:

A(x) = /X f(t)dt,

sea<x<hbh.

Entdo a derivada A’(x) existe em cada ponto do intervalo aberto (a,b) em que f é conti-

nua e, para tal x, tem-se

A'(x) = f(x).

Demonstracdo: Seja x um ponto de continuidade de f, suposto fixo, e formemos a razdo

incremental

A(x + h) — A(x)
h

Para demonstrarmos o teorema provaremos que este quociente tende para o limite f(x)

(2.8)

quando h — 0. O numerador vale

A(x+h)—A(x):/X+hf(t) dt—/xf(t) dt:/th(t) dt (2.9)
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Se na dltima integral escrevermos f(t) = f(x) + [f(t) - f(x)], obtemos

A(x+h)—A(x) = /X+h f(x) dH—/Hh[f(t)—f(x)] dt = h.f(x)+/x+h[f(t)—f(x)] dt

(2.10)
onde se conclui:
Alet h/)] —AX _ g+ % / [F(t) — F(x)] dt (2.11)
Mostremos que:
x+h
ll7|_>mo%/x [f(t) —f(x)] dx (2.12)

Nesta fase faremos uso da continuidade de f em x. Representando o segundo termo
do segundo membro de 2.12 por G(h), pretendemos provar que G(h) — 0 quando h — O.

Usando a definicdo de limite, devemos mostrar que para todo € > 0,3 um § > 0 tal que:

0<|h <déd=|G(h)| <e¢ (2.13)

em virtude da continuidade de f em x, dado um € existe um 0 > 0O tal que:

[F(t) = F(x)] < %e (2.14)

sempre que

X—0<t<x+96 (2.15)

Se escolhermos h de maneira que 0 < h < §, entdo cada t no intervalo [x,x+h] satisfaz

2.15 e por isso 2.14 é valida para cada t desse intervalo. Recorrendo a propriedade

\/X o) dtrs/x g(n)] dt (2.16)

com g(t) = f(t) - f(x),

vé-se que a desigualdade 2.14 conduz a relacao

|/Xx+h[f(t)—f(x)] dt| s/xx+h![f(t)—f(x)]! dfé/xx+h%€ dt= 5 he<he 217
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Se dividirmos por h, vemos que 2.13 é valida para 0 < h < 4. Se h < 0, um raciocinio
anélogo prova que 2.13 é valida sempre que 0 < |h| < §, estando assim completa a prova.
A segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo fornece um método mais simples

para o calculo de integrais e sera enunciado da seguinte maneira:

Teorema 2.18 Teorema Fundamental do Calculo Parte 2

Considere f uma funcao integravel em [a,x], para qualquer x € [a,b]. Se F é uma funcao

tal que F'(x) = f(x), para todo x em [a,b], entdo

/b f(x) dx=F(b)— F(a).

Prova: Seja

g(x) = /X f(t) dt.

Sabemos da parte 1 que ¢’'(x) = f(x); isto é, g € uma primitiva de f. Se F for qualquer outra

primitiva de f em [a,b], entdo sabemos que F e g diferem apenas por uma constante e assim:

g(x):F(X)—I—C:>g(X):/Xf(t) dt (2.18)

a

para a < x < b. considerando agora x = a € x = b sucessivamente, na equacao 2.18, obtemos:

g(b):/bf(t) dt+C (2.19)

g(a) = /a f(t) dt+C (2.20)

Das equacoes 2.19 e 2.20 temos:

g(b)—g(a):/bf(t) dt+C—/af(t) dt— C (2.21)

/:f(t) dt =0,

Dai, como
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a equacao 2.21 fica:

como querfamos demonstrar.

(2.22)



Capitulo 3

Algumas realizacoes de Arquimedes

envolvendo conceitos de Calculo
N

Este capitulo abrange o primeiro episoédio histérico estudado neste trabalho e ele enfatizara os
trabalhos de Arquimedes referentes ao calculo da area do circulo, calculo da area do segmento
parabdlico e esta dividido em em trés partes. Na primeira parte sera descrita a Proposicao 1
do trabalho “Measurement of a Circle", pagina 91 do livro The Works of Arquimedes [8] e
também sera feita a sua demonstracdo na qual foi utilizado o “Método de Eudoxo'" (390 a.C.
- 338 a.C.,Cnido), com algumas modificagdes na original que encontra-se na referida obra.
Foram acrescentadas algumas passagens adicionais e também algumas figuras, para melhor
entendimento do raciocinio utilizado por Arquimedes.

Na segunda parte, iremos abordar o método que Arquimedes utilizou para descobrir a
formula do segmento parabdlico, no qual ele construiu uma alavanca para equilibrar figuras
geomeétricas e verificar de uma maneira mecanica a validade da férmula em questdao. Nova-
mente achamos (til o acrécimo de figuras, passo a passo, no decorrer de sua demonstracao.
Para escrevé-la foram consultados os livros The Works of Arquimedes, [8] e Tépicos de
Histéria da Matematica, [2].

Na terceira parte deste episddio histérico, serdo vistas as sete @ltimas proposicdes da
parte da introducdo do trabalho “Quadrature of the Parabola", com inicio na pagina 233, do
livro The Works of Archimedes [8], necessarias para compreender sua argumentacdo tedrica
baseada no método de Eudoxo para demonstrar de uma maneira formal de acordo com os

rigores da época a férmula do segmento parabdlico.
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3.1 Metodo utilizado para demonstrar a formula da area

do circulo

Uma das aplicacbes que Arquimedes fez usando o método de Eudoxo, proposicao I no Livro X
dos Elementos de Euclides, foi para demonstrar, por uma dupla reducdo ao absurdo, a medida
da area do circulo, sua demonstracdo é considerada como a primeira a estar de acordo com 0s
rigores da época, conforme [5] “... Arquimedes apresentou uma primeira prova “rigorosa'de
que a area do circulo é igual a area de um triangulo, cuja base é a medida da sua circunferéncia
e a altura é o raio...", e ela pode ser encontrada em [8], pagina 91. Nesta secdo vamos iniciar
expondo as definicdes e proposicdes utilizadas no decorrer de sua demonstracdo e por altimo,
o método de Eudoxo. Na parte final, passaremos para a proposicdo e a demonstracdo da

medida da area do circulo.

Proposicao 3.1 Método de Eudoxo

Sejam duas grandezas diferentes, se da maior é subtraida uma grandeza maior que sua
metade, e do que sobrar, uma grandeza maior que sua metade, e se este processo for repetido
continuamente, entdo sobrara uma grandeza menor do que a menor das grandezas dadas. E
o teorema pode ser provado de forma semelhante mesmo se as partes subtraidas forem iguais

as metades.

Agora, enunciaremos a proposicao referente a medida da area do circulo.

Proposicao 3.2 A drea de qualquer circulo é igual a drea de um triangulo reto, no qual um

dos lados sobre o angulo reto é igual ao raio, e o outro a circunferéncia do circulo.

Demontracao:

Seja C a medida da area do circulo ABCD, e T a medida da area do triangulo que
nomearemos de K, ambos descritos na proposicao, entdo, se C ndo for igual a T, ou é maior
ou menor do que T. Suponha que C é maior do que T, Assim, inscrevendo no circulo ABCD
um quadrado que possui medida de area igual a P4 e com os vértices em ABCD, conforme
a Figura 3.2,

Para utilizar o método de exaustdao mais adiante, provemos que ao subtrairmos de C o
valor P4, sera retirada, uma grandeza maior que a sua metade. Considerando o quadrado

que circunscreve o circulo e dividindo-o em quatro partes conforme a figura 3.3, verifica-se
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Circunferéncia = 5.53
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Figura 3.1: Representacdo grafica da Proposicao 3.2

que a a sua area € igual a oito vezes a area do triangulo EON e o dobro da area do quadrado
que tem medida de area igual a P4. Por outro lado, C &€ menor que a medida de area do
quadrado o circunscreve, Assim metade de C serd menor do que metade da medida de area
deste quadrado. Portanto podemos afirmar que metade da area do circulo & menor do que
metade da area do quadrado inscrito, isto &€, P4 & maior do que metade de C. Dividindo agora
ao meio os arcos AB, AC, CD, DA que originaram-se a partir do quadrado que foi inscrito
no circulo, marcando os seus pontos médios na circunferéncia e unindo os pontos adjacentes,
tem-se agora um novo poligono regular inscrito, mas agora com oito lados, conforme a Figura
3.4.

Entdo divida de novo os arcos na metade, conforme foi feito anteriormente e assim por
diante, repetindo este processo continuamente, até encontrar um poligono P regular inscrito
no circulo tal que a diferenca de C com a sua area seja menor que a diferenca de C com
T. Mostremos que para qualquer poligono inscrito no circulo que for considerado depois
do quadrado até P, inclusive, que se subtrairmos de C a area deste poligono considerado,
retiraremos mais que a metade da area de C. Com efeito, analisando este poligono apenas em
torno de dois de seus lados, unindo com um segmento de reta os dois vértices que ndao sao
adjacentes, entdo teremos a Figura 3.5 Tracando agora um segmento de reta passando por F,

paralelo ao segmento EM e construindo um retangulo, teremos a Figura 3.6. Consideremos,
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Figura 3.2: Quadrado inscrito com vértices ABCD

o “segmento de arco"EFN e provemos que ao retirar a area do triangulo EFN estamos
retirando mais do que metade da area do “segmento de arco''em questdo. Seja o retangulo
EFN cuja altura e base sao as mesmas do triangulo EFN. Uma vez que a area do retangulo
EFN ¢ igual ao dobro da area do tridngulo EFN(pois o ponto F é o ponto médio do segmento
EN) e também maior do que a area do “segmento de arco", podemos afirmar que a area do
triangulo EFN é maior do que metade da area do “segmento de arco". Provamos assim, que
da area do “segmento de arco'foi subtraida uma area (a area do tridngulo EFN) que € mais
do que a sua metade. Dai basta considerar cada outros dois lados do poligono em questao
e fazer a mesma coisa que foi feita acima (pois o poligono é regular), entdo concluimos que
a diferenca C - P com um namero qualquer de lados, inscrito em C, nesta subtracdo retira
mais que a metade da area remanescente. Logo concluimos que a area deste poligono é
maior que T (aqui é usado o Método de Eudoxo, Proposicdo 3.1). Mas, seja AE qualquer

lado deste poligono e ON a perpendicular sobre AE, onde O é o centro de ABCD.
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N

N

Figura 3.3: Quadrado circunscrito dividido em quatro partes

Entdo ON é menor que o raio de ABCD, conforme Figura 3.7, e, portanto, menor que um
dos lados do triangulo K. O perimetro deste poligono pelo fato de estar inscrito no circulo,
também & menor que a circunferéncia do circulo e conseqiientemente menor que o outro lado
do triangulo K, ambos os lados que formam o angulo reto de K. Dai calculando a area deste
poligono regular e pelos motivos citados acima, concluimos que sua area &€ menor que T; o
que contraria a hipétese inicial, portanto C € menor ou igual a T.

Supondo agora que C é menor que T, entdo consideremos o quadrado que circunscreve
o circulo, dois lados adjacentes seus que tangenciam-no nos pontos E, H e se encontram no
ponto T, A o ponto médio do arco EH, assim tracando o segmento FAG teremos a Figura
3.8.
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Figura 3.4: Poligono regular de oito lados inscrito

Assim, continuando este processo, constrdi-se um novo poligono regular que circunscreve
o circulo, mas agora contendo oito lados conforme a Figura 3.9, e no final em um poligono
circunscrito tal que o espaco interceptado entre ele e o circulo sao juntos menor que 0 excesso
de K sobre a area do circulo.

Continuando a determinar os poligonos regulares circunscritos de forma analoga, seme-
lhante ao caso anterior, Arquimedes chegou em outro absurdo se a area do circulo (C) for
menor que a area do tridngulo (K), chegando a conclusdo da necessidade das areas do circulo

e do triangulo retangulo, propostos acima, serem iguais.
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N
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Figura 3.5: Dois lados quaisquer do poligono regular

Figura 3.6: Retangulo construido a partir do segmento EN
3.2 Meétodo utilizado para conhecer a féormula da area do

segmento parabdlico

Nesta secdo, sera feita uma exposicao do método mecanico que Arquimedes usou para cal-
cular a area do segmento parabdlico e, depois, como ele utilizou 0 método de Eudoxo para

construir uma demonstracao considerada rigorosa para este fato.
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Figura 3.7: ON é menor que o raio do circulo considerado

Arquimedes demonstrou a Proposicao 3.7, que a area de um segmento parabdlico é igual
a quatro tercos da area de um triangulo inscrito de mesma base e de vértice no ponto
em que a tangente é paralela a esta base. O caminho percorrido para provar a igualdade
acima foi o método de Eudoxo, mais tarde batizado por “método de exaustdo", e é eficiente,
uma vez conhecida a férmula, mas ele, por si s6, ndo serve para a descoberta inicial do
resultado. Por este motivo, Arquimedes descobriu a férmula do segmento parabdlico através
de um outro método, chamado por ele de “método mecanico", que € mencionado em uma
carta que enviou a Erastéstenes (276 a.C.-196 a.C.), onde relata “... Enviei-lhe em outra
ocasido alguns teoremas descobertos por mim, meramente os enunciados, deixando-lhe a
tarefa de descobrir as demonstracdes entdao omitidas. Vendo em vocé, como eu digo um
estudante cuidadoso, um homem de consideravel eminéncia em Filosofia e um admirador
[da investigacdo matematica], pensei escrever-lhe para explicar em detalhes as peculiaridades
de um certo método, pelo qual é possivel inicia-lo na investigacdao de alguns problemas na

matematica, através da mecinica. Este procedimento é, eu estou convencido, de muita
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Figura 3.8: O segmento FG tangencia HECD no ponto A

utilidade, mesmo para as demonstracdes dos teoremas; certas coisas tornam-se claras para
mim, primeiro por um método mecanico, embora elas tenham que ser demonstradas depois
por argumentos geomeétricos porque sua investigacao pelo método citado ndo fornece uma
demonstracdo..."; Assim, neste capitulo, nosso objetivo € elucidar como foi utilizada esta
técnica para determinar a igualdade ja descrita no inicio deste paragrafo.Porém antes de
partir para este “método mecanico", enunciaremos alguns resultados que Arquimedes utilizou

em sua construcdo.

Definicao 3.1 Dada uma pardbola e uma reta qualquer que a intercepte em dois de seus

pontos, um segmento parabdlico é a regiao delimitada pela interseccdo desta reta com a
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Figura 3.9: Poligono regular contendo oito lados

parabola.Sua base é o segmento de reta que esta entre os dois pontos interceptados e a sua
altura, o maior segmento de reta que tem um extremo na parabola e o outro perpendicular

a sua base.

Proposicao 3.3 Se por um ponto P da parabola for tracado um segmento de reta em cima
do eixo ou paralelo ao eixo da parabola, como PV, e se por outros dois pontos Q, Q' sobre
a parabola, segmentos de reta forem tracados, paralelos a tangente em P e encontrando PV

em V, V' respectivamente, entdo
PV  QV?
PV' - Q!V!2

(3.1)
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Proposicao 3.4 Se Qq é a base de qualquer segmento parabdlico, P o seu vértice e PV o
seu didmetro, e se o didmetro da pardbola através de qualquer outro ponto R encontrar Qq

em O e a reta tangente no ponto Q em E, entdo

QO ER

Proposicdao 3.5 Duas grandezas, se comensuraveis ou incomensuraveis, equilibram-se reci-

procamente a distancias proporcionais as grandezas.

Proposicdao 3.6 Em qualquer triangulo o centro de gravidade fica no segmento de reta que

une qualquer angulo ao ponto médio do lado oposto.

Agora estamos preparados para conhecer o método mecanico de Arquimedes e usa-lo na

proposicao abaixo.

Proposicao 3.7 Seja ABC um segmento parabdlico limitado por um segmento de reta AC e
a parabola ABC, e seja D o ponto médio de AC. Tracando o segmento de reta DBE paralelo

4
ao eixo da parabola e una AB, BC. Entao o segmento parabdlico ABC é igual a §AABC.

Figura 3.10: Representacdo grafica da Proposicdo 3.7

Demontracdo: Do ponto A tracando AKF paralelo a DE, seja a tangente a parabola
em C, encontrando DBE em E e AKF em F. construindo CH para encontrar AF em K, e
novamente construindo CK fazendo KH = CK. Considere CH como o braco da balanca, K

o seu ponto médio conforme a Figura 3.11.
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Figura 3.11: Primeira parte da demonstracao

Seja MO qualquer segmento de reta paralelo a ED, e seja este encontrando CF, CK, AC
em M, N, O e acurvaem P. Agora desde que CE seja a tangente a parabola e CD a
semi-ordenada, EB = BD, conforme a proposicdo 3.3,(Elements of Conics). Desde que FA,
MO sejam paralelas a ED, seque que FK = KA e MN = NO conforme a Figura 3.12.

Agora de acordo com a proposicao 3.4,

MO CA
OP ~ AO

Tomando um segmento de reta TG igual a OP, e tracando o seu centro de gravidade em

(3.3)

H, tal que TG = HG; entdo, desde que N é o centro de gravidade do segmento de reta MO e

MO  HK

TG ~ KN (3:4)
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Figura 3.12: Como FK//MO//ED, entdo MN=NO, FK=KA, EB=BD

segue conforme a proposicao 3.5(Equilibrium of Planes, | 6,7), que TG em H e MO estio
em equilibrio em relacdo a K, conforme a Figura 3.13.
Similarmente, para todos os outros segmentos de reta paralelos a DE e encontrando o arco
da parabola, a porcao interceptada entre FC, AC com seus pontos médios sobre KC e um
comprimento igual ao interceptado entre a curva e AC localizado em seu centro de gravidade
em H estarao em equilibrio em relacao a K.

Entao K é o centro da gravidade do sistema inteiro que consiste em todos 0s segmentos
de reta como MO interceptado entre FC, CA e de todos segmentos de reta localizados em H
igual ao segmento de reta, como PO interceptou entre a curva CAC. E desde que o tridngulo
CFA & composto de todos os segmentos de reta como MO, e o segmento parabdlico CBA
€ composto de todos os segmentos de reta como PO dentro da curva, segue que o triangulo
AFC, conforme a Figura 3.14, esta em equilibrio sobre K com o segmento parabélico CBA

com seu centro de gravidade em H. Dividindo KC por W de forma que CK = 3. KW, entéo
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Figura 3.13: TG ~OP em H e MO estdao em equilibrio em relacao a K

W é o centro de gravidade do tridangulo ACF; de acordo com 3.6(provado em “Equilibrium
of Planes 1.15"), conforme a Figura 3.15.

Entdo:
AACF HK
= (3.5)
SegmentoABC KW
e também,
HK 3
KW 1 (3.6)
assim,
1
SegmentoABC = §AAFC (3.7)

mas,
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Figura 3.14: Segmento parabdlico em equilibrio com A AFC em K

AAFC = 4AABC (3.8)

logo conclui-se que:

4
SegmentoABC = §AABC (3.9)

3.3 Meétodo utilizado para demonstrar a féormula da area

do segmento parabdlico

Nesta secdo, sera feita uma exposicao de como Arquimedes provou a férmula da area do

segmento parabdlico, utilizando o método de Eudoxo e algumas proposicdes para construir
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Figura 3.15: Segmento parabdlico em equilibrio com A AFC em W

uma demonstracdao considerada rigorosa para este fato. Todas estas proposicdes também
serdao demonstradas e daremos uso de algumas figuras para facilitar o entendimento.

Na introducao de seu livro, no capitulo “Quadature of the Parabola", pagina 233, do livro
The Works of Archimedes, [8], Arquimedes realiza duas demonstracdes diferentes para a
medida da area do segmento parabdlico. Na primeira demonstracao ele utiliza as proposicoes
de nimero 1 até a de nimero 17, para chegar ao resultado citado acima, fazendo uma mistura
de geometria com métodos mecanicos que relacionam o equilibrio de areas por intermédio de
alavancas. Em sua segunda demonstracdao, Arquimedes faz uso das proposicoes de nimero
18 até o nimero 24, e nelas elabora uma seqiiéncia de passos para executar o Método de
Eudoxo no final. Veremos esta (ltima maneira, comecando com as proposicoes que ja foram

citadas:
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Proposicao 3.8 Se Qq é a base de um segmento parabdlico, e V o ponto médio de Qq,
e se o diametro através de VI encontrar a curva em P, entdo P é o vértice do segmento

parabdlico.

Figura 3.16: Representacado grafica da Proposicao 3.8

N

Demontracdo: Qq é paralelo a reta tangente em P por uma proposicdo do inicio do
capitulo. Portanto de todas as retas perpendiculares que podem ser tracadas de pontos do
segmento parabdlico para a base Qq, P é a maior. Conseqlientemente, pela definicdo, P € o

vértice do segmento parabdlico.

Proposicdao 3.9 Se Qq ¢é a corda de um segmento parabdlico dividida ao meio em VI pelo
diametro PV, e se RM ¢é o diametro dividindo QV em M, e RW a ordenada de R até PV
entao:

PV = %RM (3.10)

Demontracdo: Por propriedade de parabola que y = x?,

PV QV® 4RW’
PW RW? RW-?

(3.11)
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Figura 3.17: Representacao grafica da Proposicdo 3.9

mas temos que,

PV = 4PW (3.12)
consequentemente:
4
PV = ZRM (3.13)

Nestas duas primeiras proposicoes, & explicado de que maneira devemos encontrar 0s
pontos chamados de vértices por Arquimedes, que futuramente servirdo para construir os
triangulos que serdo inscritos no segmento parabdlico e nos fornece uma relacdo numérica
entre 0 segmento de reta que inicia no primeiro vértice, com o que inicia no segundo. A
proxima proposicao ja utiliza o triangulo inscrito construido através do vértice do segmento
parabdlico e fornece o resultado de que a sua area &€ maior que a metade da area do segmento

parabdlico, fato que futuramente sera essencial na utilizacdo do método de Eudoxo.

Proposicao 3.10 Se Qq é a base e P o vértice de um segmento parabdlico, entdo a area do

triangulo PQq é maior que a metade da area do segmento parabdlico PQq.

Demontracao:
Tracando um segmento de reta paralelo a corda Qg e ao mesmo tempo tangente em P,

o triangulo PQq é a metade do paralelogramo formado por Qq, o segmento paralelo em P
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Figura 3.18: Representacdo grafica da Proposicao 3.10

e os diametros através de Q e q, conforme a figura 3.18.

m

Figura 3.19: Representacao grafica da Proposicdo 3.11
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Nesta préxima proposicdo, é possivel verificar a relacdo existente entre as areas dos tridn-
gulos inscritos, construidos sempre do mesmo modo e na proposicao posterior, descobriremos
que a soma da area de todos os triangulos inscritos no segmentos parabdélicos remanescentes

€ menor que a area do segmento parabdlico inicial.

Proposicdao 3.11 Se Qq é a base, e P o vértice de um segmento parabdlico, e se R é o
vértice do segmento cortado por Qq, entdo APQRq = 8APRQ.

Figura 3.20: Representacado grafica da Proposicdo 3.12

Demontracao:

Seja 0 segmento RM que divide ao meio os segmentos QV em M e PQ em Y e também

PV que divide ao meio Qq. Unindo PM, por uma proposicdo anterior, tem-se que:

4
PV = 2.RM (3.14)

e também,

PV = 2.YM. (3.15)
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Portanto conclui-se que:

APOQM =2APRQ (3.16)
Conseqiientemente,

APQV =4APRQ (3.17)

APQq =8APRQ (3.18)

Agora, se RW, a ordenada de R para PV, for tracada para encontrar a curva novamente

emr, RW = rW, e a mesma demonstracdo mostra que:

APQq = 8APrq (3.19)

Proposicao 3.12 Seja a série de areas A, B, C, D, ... na qual cada um de seus elementos é
4 vezes o proximo elemento na ordem, e o maior, A é o Triangulo PQq inscrito no segmento

parabolico PQq, ambos tendo a mesma base e a mesma altura, entdo :

(A+ B+ C+ D+ ...) < (drea do segmento parabdlico PQq).

Demontracao:

Como da proposicdo anterior,

APQq =8APRQ = 8APrq (3.20)

onde R, r, sdo os vértices dos segmentos parabdlicos que cortam ao meio PQ e Pq, tem-se
que:
APQqg = 4(APRQ + APrq) (3.21)

Portanto, desde que APQq = A,

APRQR+ APrg=B (3.22)
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I=

Figura 3.21: Representacao grafica da Proposicao 3.13

Do mesmo modo, nés provamos que os triangulos inscritos nos segmentos parabdlicos

remanescentes sao juntos igual a C, e assim por diante.

Portanto A + B + C + D+ ... éigual a area de um certo poligono inscrito, que tem a

sua area menor que a area do segmento parabdlico.

Continuando com o seu raciocinio, agora Arquimedes prova que esta série de areas de
triangulos inscritos somadas € menor que uma outra série que possuli um acréscimo e tem

como soma total quatro tercos da area do primeiro tridngulo que foi inscrito
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Figura 3.22: Representacao grafica da Proposicao 3.14

Proposicao 3.13 Dada a série de areas A, B, C, D, ... ,Z, da qual A é o maior elemento,
1
e cada um é quatro vezes o proximo elemento na ordem, entio A + B+ C + ... +Z + §Z
4
= -A.
3
Demontracao:
Tomando as areas b, ¢, d, ... tais que :
b 1B C 1C d 1D e assim por diante
=-B,c==-C,d= =D, i i .
3 3 3 P
~ 1 1 1
Entdo, desde que b = §B e B = ZA' B+b= §A.

e 1 . .
Similarmente, C + ¢ = §B e assim por diante.

Portanto :
1
B+C+D+---+b+c+d+---+z:§(A+B+---+Y) (3.23)

Mas,
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1
b+c+d+---+y:§(B+C+D+---+Y) (3.24)

Portanto, subtraindo as equacdes, o resultado fica:

1
B+C+D+---+Z+z:§A (3.25)

ou

1 4
A+B+C+D+---+Z +§Z:§A (3.26)

Por altimo, Arquimedes, usando todos os resultados provados até agora, faz a demons-

tracdo da préxima proposicao que é o objetivo deste capitulo.

Proposicdao 3.14 Todo segmento limitado por uma parabola e uma corda Qq possui drea

igual a quatro tercos de um triangulo que tem a mesma base e altura do segmento parabdlico.

Demontracdo: Seja

4

onde P é o vértice do segmento; entdo mostremos que a area do segmento é igual a K.
Para que a area do segmento nao seja igual a K, esta deve ser maior ou menor que K.

[. Supondo que a area do segmento seja maior que K.

Se for inscrito no segmento parabdlico o triangulo PQq com base igual a corda Qq, vér-
tice P e altura igual ao segmento, depois triangulos com base PQ e Pq, com a mesma base
e alturas iguais aos segmentos parabodlicos remanescentes e com os vértices R e r, e com 0s
segmentos parabdlicos restantes nos inscrevermos triangulos da mesma maneira, € assim por
diante, entdo a soma da area destes tridangulos € menor que a area do segmento parabdlico
PQq que é maior que K.

Mas aplicando o método de Eudoxo, é possivel afirmar que a area deste poligono inscrito no
segmento também é maior que K, o que é impossivel,(conforme foi provado nas proposicdes

anteriores):

4
A+B+C+m+z<§A (3.28)
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onde A = APQq
Portanto a area do segmento parabdlico ndao pode ser maior que K.
Supondo, entdo que a area do segmento parabdlico seja menor que K.

Dai, tomando
1 1
APQqg=A B = ZA' C= ZB' e assim por diante, até chegar em uma area X tal que X

é menor que a diferenca entre K e a area do segmento parabdlico, logo:

1, 4
A+B+Ch -t X+ X=2A =K (3.29)

de acordo com uma proposicdo anterior.
Agora, como K & maior que A + B + C+...4+X com uma area maior que X, segue que :

A+B+C+.--+X>(segmento) (3.30)

0 que € impossivel, por uma proposicao anterior e conseqlientemente a area do segmento

parabdlico também nao é menor que K.

portanto como a area do segmento ndao & maior e nem menor que K, entdo a area do

: : 4
segmento é igual a K, que é igual a §APQq.



Capitulo 4

Algumas realizacées de Barrow

envolvendo Calculo
N

Este capitulo esta dividido em trés secdes, na primeira iremos apresentar o método de Barrow
para construir tangentes a curvas pelo uso do “tridngulo diferencial", sendo que as obras
consultadas foram, Tépicos de Histéria da Matematica [2], em sua capsula 7, com inicio na
pagina 42 e The Geometrical Lectures [4], conferéncia X, na pagina 120. Na segunda secdo
serdo vistas as conferéncias | e X de Barrow, onde serdo apresentados detalhes referentes
a proposicoes e definicdes de ambas e a bibliografia consultada foi o livro The Geometrical
Lectures [4]. Na dltima secdo abordaremos com um destaque especial a proposicdo 11 da
conferéncia X, que pode ser entendida como um caso especial do Teorema Fundamental do
Calculo, sera feita uma demonstracao usando figuras para sua melhor compreensao e a fonte
consultada também foi o livro The Geometrical Lectures [4], com inicio na pagina 117. Por
altimo, é preciso ressaltar que as duas primeiras secdes ndo abordam diretamente o assunto

aqui estudado, mas mesmo assim, contribuiram na compreensdo deste.

4.1 Meétodo para calcular a inclinacido de retas tangentes

O método de Barrow para a determinacao de retas tangentes a curvas pelo uso do tridngulo
diferencial, as vezes chamado de “triangulo de Barrow", foi significativo para os desenvolvi-
mentos posteriores do calculo, conforme o trecho da pagina 43, do livro Tépicos da Histéria

da Matematica, [2], “. .. Extremamente significativo para os desenvolvimentos posteriores do
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calculo foi o método de Barrow para determinacao de tangentes a curvas pelo uso do “trian-
gulo diferencial", as vezes chamado “triangulo de Barrow'. Para construir a reta tangente t a
curva no ponto P, Barrow determinava um outro ponto T em t do seguinte modo: Seja Q um
ponto da curva; entdo como P e Q sdo vizinhos, APT Me APQR podem ser considerados
semelhantes, principalmente quando o menor torna-se infinitamente pequeno, de tal forma

que escrever:

Figura 4.1: Método de Barrow para achar a inclinacao da reta tangente

RP _ MP
QR TM

(aproximadamente).Chamando as coordenadas de P e Q de (x,y) e (x - e,y - a) respecti-

(4.1)

vamente, substituindo estes valores na equacao da curva que é conhecida e desprezando os

termos envolvendo poténcias de a e de e e de expoentes maiores que 1, é possivel achar a
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~ 4 ] , :
razdo —. Como M é um ponto conhecido, podemos agora achar T (sobre o eixo x) usando
e

. a e
o comprimento do segmento TM, dado por y(g), conseqiiéncia direta de 4.1.

4.2 Consideracoes sobre as Conferéncias | e X de Barrow

No livro The Geometrical Lectures, [4], sdo exploradas treze Conferéncias que Barrow es-
creveu, foram feitas com uma natureza filoséfica e apresentam conceitos gerais de espaco,
tempo e movimento. Pode-se dizer que as conferéncias sdo uma colecdo de definicdes, pro-
posicdes e teoremas, principalmente relativos ao calculo de tangentes, areas e comprimentos
de arcos. Nesta secdo serdo abordadas somente as conferéncias | e X. Assim comecando
com a conferéncia namero I, Barrow discorre sobre a natureza do Tempo e do Movimento,
e da relacdo existente entre eles e a representacdo geométrica de tais variaveis. Afirma
também que Tempo e Movimento medem-se naturalmente de forma muatua. Alguns pontos

importantes que Barrow cita nesta conferéncia sao:

1. O Tempo é feito ou de uma adicdo simples de movimentos ou do fluxo continuo de um

movimento.

2. Uma reta, sendo o traco de um ponto que se move para a frente, pode ser concebida

como o traco de um movimento fluindo continuamente.

3. Cada instante de Tempo, ou particula indefinidamente pequena de tempo pode, assim,

ser representado por um pequeno segmento de reta uniforme.
4. A divisibilidade é sempre possivel, infinitamente ou indefinidamente.

5. Os instantes sdo partes do tempo que sdo infinitamente pequenas e nas quais se per-

correm distancias infinitamente pequenas.
6. Sem movimento, nés ndo podemos perceber a passagem do tempo.

7. A velocidade em cada instante de tempo pode ser representada por retas perpendicu-
lares a reta que representa o Tempo, onde 0 espaco representa a unidao das distancias

percorridas durante o movimento.
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Na pagina 41, do livro The Geometrical Lectures[4], no final desta conferéncia, Barrow a
termina com exemplos e faz uma ilustracdo para melhor compreensdo dos conceitos apresen-
tados e ela foi reproduzida na figura 4.2. Neste exemplo, a velocidade é sempre a mesma, o
paralelogramo AZZE representa a velocidade alcancada em qualquer espaco de tempo defi-
nido, seu lado AE representa o tempo definido, BZ, CZ, DZ, EZ, s3o os graus de velocidade
em instantes separados de tempo e AZZB, AZZC, AZZD e AZZE representam 0s espacos

percorridos em diferentes instantes de tempo.

A B C D E

Figura 4.2: AZZE representa a velocidade num espaco de tempo definido

Na conferéncia X, Barrow inicia com proposicdes referentes a retificacdo de arcos, e as
posteriores, até a proposicao 8, apresentam pequenas variacdes que tratam deste assunto.
Por este motivo escolhemos a proposicao 5 que esta na pagina nimero 114 para representar

todas elas.

Proposicao 4.1 Seja o segmento de reta AP e duas curvas AEG, AFI tdo relacionadas
que, se qualquer segmento de reta DEF é tracado (paralelo a AB, um segmento de reta na

posicdo dada), corta AP, AEG, AFI, nos pontos D, E, F respectivamente e DF sempre é
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igual ao arco AE; também deixe ET tangenciar a curva AEG em E; tome TE igual ao arco
AE, e trace TR paralelo a AB para cortar AP em R; entdo, se RF é unido, RF tangencia
a curva AFL. Assumindo que LFL é uma curva tal que, se qualquer segmento de reta PL é
tracado paralelo para AB, cortando AEG em G, TE em H, e LFL em L,o0 segmento de reta
PL sempre é igual a TH e HG tomados juntos. Entdo PL > arcoAEG > PI; e portanto a

curva LFL tangencia a curva AFI.

Pra melhor ilustrar a proposicao citada, reproduzimos abaixo um cépia fiel do grafico do livro

[4] e também uma adaptacdo utilizando os padr&es atuais.

Figura 4.3: Representacado grafica original da Proposicao 4.1
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o

Y o 5

(2]

Figura 4.4: Representacdo grafica atualizada da Proposicao 4.1

4.3 Demonstraciao de um caso particular do Teorema Fun-

damental do Calculo

Antes de iniciar esta secdo, vamos fazer alguns comentarios sobre a proposicao que encontra-
se logo a sequir. Nessa proposicdao, ao contrario do que estamos acostumados atualmente, no
grafico que Barrow usou em sua época, o eixo vertical ndo € utilizado, sendo assim os valores
abaixo do eixo horizontal (que contém o segmento AD) ndo sdo considerados negativos.
Barrow ndo trabalhou com o conceito de funcdao conhecido atualmente, no lugar dele utilizava
curvas. Levando em consideracdo o que foi citado, em sua demonstracdo, Barrow escolhe
um determinado valor R, e através dele faz uma equivaléncia da area calculada entre a curva
ZGE, o eixo AD e as ordenadas paralelas AZ e DE, com a area do retangulo que tem como
lados R e DF. A partir desta relacdo, a curva AIF da parte de cima do eixo AD, representa
a area da curva ZGE e entdo Barrow escolhe um ponto F qualquer na curva AIF, traca uma
reta que passa por este ponto e termina a demonstracao, provando que esta reta é tangente
a curva AIF em F e que a sua inclinacdo é igual a DE, que é a ordenada da curva ZGE.

Terminada as consideracdes, vejamos entdo a proposicao de Barrow e a sua demonstracao.

Proposicao 4.2 “Seja ZGE qualquer curva na qual o eixo é AD; e seja as ordenadas aplica-
das a este eixo, AZ, PG, DE, crescendo continuamente em relacdo a ordenada inicial AZ;

também seja AIF uma curva tal que, se qualquer segmento de reta EDF é tracado perpen-
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dicular aAD, cortando as curvas nos pontos E, F, e AD em D, o retangulo contido por DF

. . . ) DE R
e um dado comprimento R é igual ao espaco interceptado ADEZ; seja também — =

DF DT’
e una DT. Entdo TF é tangente a curva AIF no ponto F."(Conferencia X, proposicdo 11,

paragrafo 2 pag. 116, [4].

Figura 4.5: Representacdo grafica da Proposicdo 4.2

Demontracao:

Seja qualquer ponto | é tomado na curva AIF (primeiro entre de F e A), e através dele,

IG ¢é tracado paralelo a AZ, e KL é paralelo a AD, cortando as retas dadas como é mostrado
na Figura 4.6;

Entao por semelhanca de triangulos conclui-se que:

LF _ DF

LK = DT (4.2)
Como por hipotese,

DE R (4.3)

DF DT '

Dai vem que:
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" R
LF
: L DF
K LK
A P D
T
DT
z
G
E

Figura 4.6: Primeira parte da demonstracao

DF _DE

DT R
Agora de 4.3 e de 4.4, temos que:

LF _DE

LK R

ou que LF.R = LK.DE.
Novamente da hipdtese temos que DF.R = drea ADEZ e que:

Pl.R = areaAPGZ

Como LF = DF - DL, IL foi tracado paralelo a VD e PI paralelo a DL entdo

DL = PleLF = DF - PI,

Isso pode ser visto na Figura 4.7

(4.4)

(4.6)

(4.7)
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.,///

Figura 4.7: Como DL=PI e LF=DF-PI, LF=DF-DL

Dai por 4.5, 4.6 e 4.7, temos que: DE.LK = LF.R = (DF - Pl).R= area ADEZ- area
APGZ = area PDEG (na Figura 4.8 pode-se conferir esta igualdade).

Como a area PDEG < DP.DE, (ver Figura 4.9)

novamente usando a hipdtese, temos que as ordenadas sdo continuamente crescentes,
entdo DE.LK < DP.DE e conseqgiientemente LK < DP. Assim como DP = LI(ver figura
4.10).

Conclui-se que K ndo pode ser um ponto da curva AlF; logo a reta em questdo é tangente
no ponto F. De forma analoga, se o ponto | for tomado depois de F, e a mesma construcao
for feita como antes, analogamente prova-se que LK > DP. Assim ficou demonstrado que a

reta TF tangencia a curva AIF no pontoF.
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Figura 4.8: Area PDGE = LK.DE
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Figura 4.9: Area PDGE & menor que DP.DE
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Figura 4.10: LK < L/, assim FT é tangente em F



Capitulo 5

Atividades no Geogebra para auxiliar nas

aulas de Calculo
N

Este capitulo possui um conjunto de atividades elaboradas no Geogebra para apoio nas aulas
de Calculo Diferencial e Integral, em particular para o ensino do conceito de integral e do
Teorema Fundamental do Calculo. Em todas elas propomos passos que levem o estudante
a reflexdo sobre conceitos que de uma certa forma aparecem implicitos ou obscuros nas
definicdes e teoremas ou sobre experimentar conflitos (Giraldo, 2004) entre os conceitos
que ele terd aprendido nas aulas tedricas e as respostas do computador aos comandos do
Geogebra. Quanto a estrutura destas atividades, para facilitar a compreensdo do que cada
uma deve transmitir ao leitor, elas foram divididas em trés partes, a primeira parte chama-
se objetivos, e indica a matéria que esta sendo enfocada na atividade e a sua principal
finalidade, a segunda parte chama-se roteiro de atividades, que é constituida dos passos para
construir a atividade no Geogebra e de perguntas para levar o aluno a refletir sobre pontos
importantes do Calculo e a Gltima parte chama-se comentarios, que esclarece o leitor sobre
algumas limitacdes da maquina que aparecem ao utilizar o Geogebra e também apresenta
algumas reflexdes e sugestbes para lidar com os conflitos que elas proporcionam com a teoria
aprendida em sala de aula. Estas atividades ainda ndo foram testadas em sala de aula, mas
pretendemos fazer experimentos no futuro. Queremos ressaltar também que elas possuem

uma seqiiéncia didatica de aprendizado, construida da seguinte maneira:
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—_

10.

11.

A primeira atividade sera realizada para mostrar a representacao do conjunto dos ni-

meros reais no Geogebra;

. A segunda mostra como Arquimedes trabalhou com o Método de Exaustdo e sua idéia

em trabalhar com areas de poligonos maiores e menores inscritos e circunscritos em um

circulo qualquer para o calculo de sua area;

. A terceira apresenta a maneira pela qual a idéia de Arquimedes foi adaptada para o

calculo de areas de regides curvas através de somas superiores e somas inferiores;

. A quarta, destaca a definicdo da funcdo integral, que depende das medidas de areas

que sao calculadas de regides curvas em relacao a determinados intervalos;

. A quinta apresenta um caso particular de uma funcdo integral F, calculada de uma

funcdo f, tomando intervalos variando de x = 0 até infinito;

. A sexta evidencia que a funcao integral F, de uma funcdo f, pode ser calculada pelo

limite da soma inferior ou da soma superior, ou pelo calculo de sua primitiva;

. A sétima representa a idéia de Barrow para demonstrar geometricamente a validade do

Teorema Fundamental do Calculo para casos particulares que a funcdo f é continua,

crescente ou decrescente;

. A oitava também & baseada em Barrow, porém na idéia da unicidade da reta tangente

para qualquer ponto da funcao integral F e da inclinacdo desta reta ser igual a ordenada

da funcdo f, da qual foi calculada F;

. A nona sugere uma motivacdao geométrica para a compreensao da primeira parte do

Teorema Fundamental do Calculo;
A décima explora a idéia da segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo;

A décima primeira é direcionada para a relacdo existente entre o nimero usado para
o inicio do calculo da funcdo integral F e a constante ¢ que aparece na familia da

primitivas da funcdo f;
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12. A décima segunda atividade mostra que a constante ¢ adicionada a cada primitiva pode

ser determinada pela igualdade c= -F(a), onde:
F(x) :/ f(x) dx.
a

Por dltimo, teceremos alguns comentarios basicos que serdo (teis na realizacao das ativi-
dades realizadas em Geogebra. A versao que foi instalada no computador para a construcao
das atividades foi a “Geogebra 3.0.0.0"e todas as instrucdes que faremos, serdo referentes
a ela. Ao abrir o programa, na parte superior da tela, localiza-se na horizontal a janela de
geometria e quando alguma funcdo sua é selecionada, aparece uma mensagem orientando
0 usuario a respeito do que aquela funcdo realiza. Na parte esquerda da tela na vertical,
encontra-se a janela de algebra, onde a cada comando realizado aparecem as férmulas, equa-
cOes, coordenadas dos pontos e também a informacao de quais objetos sdo livres e quais
sdo independentes e na parte inferior esta o campo de entrada, que serve para que O usua-
rio digite formulas e comandos algébricos. Nas atividades que serdao apresentadas logo na
seqiiéncia, caso exista a necessidade de conhecer o que foi feito na atividade passo a passo,
o programa oferece a funcao protocolo de construcdao que pode ser acessado no comando
exibir. Em relacdo as funcdes que foram mais utilizadas na maioria das atividades, faremos

um comentario dos procedimentos para operara-las.

1. Funcdo Novo ponto: Para criar um novo ponto, selecione na janela de geometria,

novo ponto, depois clique no local que vocé deseja colocar o ponto;

2. Funcao Zoom in: Para ampliar a imagem en torno de um local desejado, mantenha
o mouse apertado do lado direito, selecione o local que deseja ampliar a imagem e

desaperte o mouse;

3. Funcado Seletor: Para inserir um seletor, va na janela de geometria, escolha o modo
seletor, clique no local que deseja coloca-lo, depois na janela que aparecer na tela,
digite 0 nome da letra, os valores minimo e maximo de variacao e o incremento que

desejar;

4. Funcdo Mover: Para mover um objeto, selecione na janela de geometria 0 modo mover,
depois clique com 0 mouse em cima do objeto segurando o lado esquerdo apertado para

arrasta-lo para onde desejar.
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Caso o leitor apresente alguma dificuldade em manusear estas atividades que utilizam o
software Geogebra, podera consultar o endereco eletronico www.geogebra.org e se ndo possuir
o software instalado em sua maquina, anexo ao final deste trabalho, existe um cd contendo
todas as atividades numeradas para serem instaladas e também o software Geogebra versdao
3.0.0.0.

5.1 Atividade 1: Representacao dos niimeros reais no Ge-

ogebra

5.1.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Trabalhar a representacao geométrica dos nimeros reais por meio de pontos de uma

reta, feita no computador com o auxilio do Geogebra;

2. Indicar que s6 é possivel fazer uma representacao algébrica finita do conjunto dos

nameros reais no computador, usando o Geogebra;

3. Identificar essa impossibilidade de representacdo algébrica infinita e expor a necessidade
de trabalhar com uma outra representacao, que ndo a computacional, para 0os nlimeros

reais: axiomatica, simbdlica ou geométrica.

5.1.2 Roteiro das atividades

1. Na janela de geometria, clique na funcdo novo ponto, depois insira um ponto no eixo

x entre os nimeros 1 e 2;
2. Agora selecione uma regiao em torno deste ponto realizando zoom in;

3. Continue fazendo este processo de ampliar a imagem e caso necessite, arraste o ponto

até o centro da tela e continue com o processo de ampliacao;

4. Quando nado for possivel ampliar mais a imagem, verifique em que local o ponto esta

localizado;
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Figura 5.1: Representacdo grafica da atividade 1

5. Qual é o valor da abscissa do ponto A?
6. Quantos pontos com representacao algébrica existem préximos do ponto A?
7. Que nimero esta a sua esquerda e que nimero esta a sua direita?

8. Clique em cima do ponto A, arraste-o entre estes dois nimeros e veja qual valor ele

assume;
9. Por que existe na reta um espaco sem nenhum nimero entre estes dois niimeros?

10. Agora va em opcdes, mude o nimero de casas decimais para cinco e veja quantas casas

decimais estdo aparecendo na tela.

11. E possivel representar qualquer namero real no computador?
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5.1.3 Comentarios

Esta atividade pretende colocar em evidéncia a origem de um dos problemas que os estudantes
irdo se defrontar ao trabalhar com o computador, que é a representacao infinita dos niimeros

reais. No Geogebra isto ndo & possivel conforme podemos observar na Figura 5.2.

Ponto A = (2.38015, 0)

Ponto B = (2.38015, 0)

O
A4

O
A4

I 1 1 1
2.380151 2.380152 2.380153 2.380154

Figura 5.2: Representacdo de dois pontos no Geogebra

Os pontos A e B sdo representados pelo mesmo nimero racional que tem cinco casas
depois da virgula, sendo que cada um estd bem longe do outro. O motivo & que somente
para visualizacdo aparecem ndmeros racionais na reta contendo seis casas depois da virgula,
e todos os pontos entre A e B para operacbes algébricas sao representados pelo nimero
2.38015.

5.2 Atividade 2: Arquimedes (Quadratura do circulo)

5.2.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Explorar a idéia de Arquimedes para demonstrar que a area do circulo € igual ao limite
de uma sequéncia de areas de poligonos regulares inscritos, quando o nimero de lados

aumenta indefinidamente;
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2. Evidenciar que cada vez que for construido um poligono inscrito no circulo, com niimero
de lados maior que os considerados anteriormente, a diferenca entre a sua area e a area

do circulo, cada vez mais se aproxima da 0;

3. Indicar que se o namero de lados destes poligonos for aumentando indefinidamente,

entdo a medida da area do circulo é o limite das medidas das areas destes poligonos.

Area = 3.06147

Figura 5.3: Representacdo grafica da atividade 2

5.2.2 Roteiro das atividades

1. Na janela de geometria selecione a funcao circulo dados centro e raio e faca uma

circunferéncia com centro na origem e raio igual a 1;
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2. Na funcao seletor, defina a variando de 4 até 8000, depois insira um ponto em cima

da circunferéncia e usando o lado direito do mouse, redefina suas coordenadas para
COoS2pi sen2pi
—ey=—

2 ,

3. Agora no seletor que aparece na tela, arraste a até que assuma valor igual a 50 , depois
igual a 100, observe os valores das areas do poligono regular inscrito e do circulo, depois

va em opc¢des, e aumente para 5 0 nimero de casas decimais;

4. Volte para o seletor e continue aumentando o valor de a até que a medida da area de

ambos fique igual;

5. Use a funcao zoom in e amplie em cima de um lado do poligono até que a figura fique

do tamanho de sua tela;

6. Se, para o poligono selecionado existir diferenca visual entre sua area e a area do circulo,

qual é a sua explicacdo para este fato?

7. Qual é a sua conclusdo apds realizar as etapas acima?

5.2.3 Comentarios

Nesta atividade, o estudante ird experimentar uma contradicdo entre a informacdo dada
pelo computador de que as areas do circulo e do poligono sdo iguais ap6s ser escolhido um
namero finito de lados, por um lado, e a demonstracdo de que elas sdo diferentes. Através de
atividades de magnificacdo e de variacdo do nimero das casas decimais, queremos colocar o
estudante diante do fato de que a informacdo do computador é limitada a precisdo utilizada
e de que a justificativa de a area do circulo ser maior pode se dar através do conceito de
limite de uma seqiiéncia infinita de nimeros reais (areas dos poligonos). Outro procedimento
que vale a pena destacar é que para construir a seqiiéncia de poligonos regulares inscritos
no circulo, foi utilizada as solucdes da equacdo z" = |z"|. exp™, para o caso particular que
z = 1. Estas raizes n-ésimas da unidade distribuem-se sobre o circulo inteiro (centrado na
origem), correspondendo aos vértices de um poligono regular de n lados inscrito no circulo,

conforme descrito na atividade.
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5.3 Atividade 3: Somas superior, inferior e integral

5.3.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Calcular a area de uma regido curva S limitada pelo eixo x, uma funcao f continua,
positiva € ndo constante e as retas x = a e x = b, através da soma inferior e soma

superior de areas de retangulos;

2. Indicar que ao aumentar indefinidamente a quantidade inicial de retangulos para calcular
a medida da area desta regido, existe um limite superior para a soma das areas inferiores
e um limite inferior para a soma das areas superiores, € que estes limites sao iguais a

medida da area da regido S;

3. Concretizar a nocdo intuitiva de que uma regido com lados curvos, possui uma medida

de area.

5.3.2 Roteiro das atividades

1. Na janela de geometria, selecione a funcao novo ponto, clique em cima do grafico e

acrescente dois pontos nele;

2. Va para o seletor que aparece ao lado do eixo y, e aumente bem devagar o valor de n

até que ele fique igual a 50;

3. Observe o que acontece com os valores das medidas das areas determinadas pelas soma

inferior, superior e integral,

4. Agora va aumentando o valor de n até 1000 e veja 0 que acontece com cada método

de célculo de area e também o valor numeérico de cada um;

5. Porque cada vez que n aumenta, o valor da area calculada através da soma superior

diminui e o da Soma inferior aumenta?
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Soma superior de 0 até x(A) =11.85
Integral de 0 ate x(A&) =11.62

Sama Inferiar de 0 até «(A) =11.38

Figura 5.4: Representacdo grafica da atividade 3

6. Deixando n igual a 1000, selecione uma area em volta do ponto A e utilize a funcao
zoom in, fazendo este mesmo processo mais duas vezes e compare as areas determi-

nadas pelos trés métodos;

7. Depois va em opcdes e mude o nimero de casas decimais para 5 e observe os valores

da soma inferior, superior e da integral;

8. Aumente agora o valor de n para 8000, depois para 10000 e veja o que acontece com

as medidas das areas calculadas entre estes valores;

9. Existe algum valor de n em que a soma inferior ou superior ou as duas terdao valor igual

ao valor calculado na integral?
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5.3.3 Comentarios

Nesta atividade quando é feito o calculo de area através da soma inferior e da soma superior,
vai haver um momento em que mesmo aumentando o nimero de retangulos, pela limitacao
constatada na atividade 1 na representacdao do conjunto dos nimeros reais, estas areas
calculadas por estes dois métodos, permanecerdo constantes e nao conseguirdo atingir a
area que é apresentada no calculo da integral, que utiliza no programa a funcao primitiva
para fornecer este valor. Outra idéia que vale a pena ressaltar é que quando é feito o limite
desta somas (inferior ou superior), no processo de célculo de areas, estd sendo obtido um

significado diferente do limite de uma funcdo que aprendemos no Calculo.

5.4 Atividade 4: Integral como funcao da area de f

5.4.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Dada uma funcdo f ndo constante e fixado um ponto a qualquer de seu dominio,
construir uma funcdo F que associa 0 para o ponto a e para qualquer b, a area da

regido curva S, definida na atividade 3;

2. Indicar que independente do valor a fixado, a funcdo F que é construida para representar
a funcdo f, difere umas das outras apenas por uma constante C adicionada ou subtraida
de F;

3. Evidenciar que esta constante C citada no item anterior, depende do ponto a fixado no

dominio de f;

4. Indicar que se b < a, entdo a funcdo F construida apresentara valores negativos e ndo

podera ser chamada de funcdo area;

5. Diferenciar a funcao area de f da funcao integral de f.
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Figura 5.5: Representacdo grafica da atividade 4

5.4.2 Roteiro das atividades

1.

No campo entrada, digite: f(x) = sqrt(x);
Depois usando a funcdao novo ponto, acrescente dois pontos em cima do grafico de f;

Deixando o ponto A fixo, para calcular a area da regido que esta colorida entre os

pontos A e B, digite no campo entrada: integral[f,x(A),x(B)];

Agora, acrescente um terceiro ponto, mas fora do grafico da funcdo e redefina suas

coordenadas para: (x(B),a);
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10.

. Ainda mantendo o ponto A fixo, selecione a funcdo mover, e arraste o ponto B para

a direita de A até que ele quase desapareca da tela e depois leve-o bem préximo de A,

observando sempre o movimento do ponto C;

E possivel saber que funcdo representa a trajetéria do ponto C?

. Se o ponto B for deslocado para a esquerda de A que funcdo vai ser construida?

. Agora, na janela de geometria, na funcao reta perpendicular, clique com o lado direito

do mouse em cima da seta no canto inferior esquerdo do quadrado e escolha a opcao
lugar geométrico, depois clique em cima do ponto B e em seqguida em cima do ponto

C, o que acontece?

Se vocé movimentar o ponto C em cima da funcdo, mas de seu lado esquerdo, e fazer
o procedimento de construcdo de lugar geométrico, o grafico fica abaixo do eixo x, qual

a explicacado?

Se, agora movermos o ponto A para outro lugar e calcular a area entre A e B conforme

foi feito nesta atividade, que funcdo vai ser construida?

5.4.3 Comentarios

A primeira finalidade em realizar esta atividade é compreender que o calculo da area de uma

funcdo pode ser representado através de outra funcao e que existe uma familia de funcdes

que podem representa-la, dependendo do valor a fixado, que € o ponto inicial para o célculo

de todas as areas. Outras finalidades sdo, concretizar a nocdo intuitiva de area de uma regido

curva que o aluno possui e também trabalhar com a nocdao de funcdo integral que é mais

abrangente que a funcao area.

5.5 Atividade 5: Area da funcio exponencial

5.5.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:
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1. Indicar que é possivel calcular a area de uma regido curva na qual um dos limites de
integracdo nao € um namero real;

n
2. ldentificar que a medida desta area é igual ao limite “T / f(x) dx, quando este
n—-+oo
0

limite existir;

3. Evidenciar que nestes casos, apenas a primeira parte do Teorema Fundamental do

Calculo pode ser aplicada para encontrar o valor da area da regido citada acima.

area = 0.93005
0.5

Figura 5.6: Representacdo grafica da atividade 5

5.5.2 Roteiro das atividades

1. No campo entrada, digite: f(x) = e™* , sendo que a letra e, exponencial pode ser

obtida na primeira janela a direita da janela entrada;

2. Na janela de geometria, selecione a funcao novo ponto, depois acrescente um ponto

no grafico da funcao;

3. No campo entrada, digite: integral[ f, 0, x(A)], selecione a funcdo mover, clique em

cima do ponto A e arraste-o até que a drea calculada assuma valor igual a 1;
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4.

10.

Agora va para opcdes € mude o nimero de casas decimais de duas para cinco e observe

o valor da area calculada que aparece na tela;

Novamente na janela de geometria, clique na funcao deslocar eixos, depois clique em

cima do grafico e arraste-o para a sua esquerda até aparecer no eixo x 0 nimero 13;

Na janela de geometria, selecione a funcao mover, e arraste novamente o ponto A até

que ele fique entre os nameros 12 e 13, e depois pare;
O que aconteceu com o valor da area calculada?

Selecione uma area em volta do ponto A e use a funcdo zoom in amplie o grafico em
torno do ponto A até que seja visivel a distancia que existe entre o grafico da funcao

€ 0 €eiXo X;

n
. Se for resolver o limite lim / f(x) dx, qual sera o valor encontrado?
0

n—-4o00

Como & possivel existir um espaco entre a funcdo e o eixo x e a area calculada ser igual
al?
5.5.3 Comentarios

A finalidade desta atividade é destacar casos particulares do calculo de dreas que podem
ser determinadas em regides que possuem um lado com comprimento ilimitado. No caso

particular para f(x) = e *, desta atividade, podemos observar que para esta funcdo, a

/000 f(x)dx

, €igual a 1 no entanto se atribuirmos para os limites de integracdao os valores 0 e 13,

/013 f(x)dx

também é igual a 1, devido ao fato do Geogebra usar o dominio de acordo com o que

integral

a integral

foi mostrado na atividade 1.
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5.6 Atividade 6: Primitiva e funcao integral

5.6.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que a funcdo integral e a funcdo primitiva, embora sejam calculadas através de

métodos diferentes, originam a mesma funcao F;

2. Identificar um novo processo para o calculo de areas de regides através da funcao f;

Figura 5.7: Representacdo grafica da atividade 6

5.6.2 Roteiro das atividades

1. No campo entrada, digite: f(x) = In(x) e depois acrescente um ponto em qualquer
parte do grafico da funcao f;
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2. Novamente no campo entrada, digite o comando: integral [f, 0, x(A)];

3. Agora para calcular a funcdo integral de f, crie um novo ponto conforme ja foi feito,

depois clique em cima deste ponto e redefina as suas coordenadas para ( x(A),a);

4. Depois va para a janela de geometria, selecione a opcao lugar geométrico, clique no

ponto fora do grafico de f e depois no ponto que esta em f;

5. Por @ltimo, para calcular a funcdo primitiva de f, digite no campo entrada: integral[f]

(o grafico da primitiva sera gerada e sua férmula aparecera na janela de algebra);

6. Agora, crie um novo ponto e redefina-o com as coordenadas (x(A),g(x(A)) e veja onde

ele vai aparecer;
7. Existe algum outro ponto com as mesmas coordenadas dele?

8. Por (ltimo, selecione a funcdo mover, depois clique em cima do ponto A e arraste-o
até que o valor da area calculada a fique igual a 0. O que aconteceu com o outro

ponto?

5.6.3 Comentarios

O que se deseja ao realizar esta atividade é concluir que a funcao primitiva de f e a funcao
integral de f sdo iguais, em qualquer ponto de seu dominio. Para a funcdo f(x) = In(x)
utilizada nesta atividade, no programa Geogebra, quando o ponto (0,0) é considerado, existe
um problema no célculo pelos dois processos e o resultado final ndo € o mesmo, e esta

diferenca pode ser explicada usando a definicao de logaritmo.

5.7 Atividade 7 : Barrow e o Teorema Fundamental do

Calculo

5.7.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:
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1. Apresentar uma demonstracdo geométrica para determinados casos particulares do Te-

orema Fundamental do Calculo;

2. Desenvolver a relacdo de igualdade entre a inclinacdo da reta tangente ao grafico da

funcdo integral e a ordenada da funcdo para a qual se esta calculando a integral;

3. Fortalecer a relacdo entre a area e a funcao integral.

5.7.2 Roteiro das atividades

1. Clique em cima do ponto E e arraste-o até que a ponto D que estd abaixo dele fique

entre 6 e 8;

2. Qual é o valor da inclinacdo da reta tangente no ponto F e qual o valor do comprimento

DE que representa a ordenada da funcdo f;

3. Agora selecione uma regidao em torno do ponto F realizando zoom in até que nao seja

mais possivel ampliar a imagem e relate o que voce observou;

4. Coloque agora o ponto E de tal forma que o ponto D fique entre 2 e 4 e faca os

procedimentos dos itens anteriores novamente;

5. Nos dois casos em que voce ampliou a imagem em torno do ponto F, foi possivel

distinguir o grafico da reta tangente e o grafico da funcao?

6. Qual é a explicacdo para este fato?

5.7.3 Comentarios

A idéia nesta atividade é que o estudante possa refletir sobre a relacdo entre o conceito
de derivada (inclinagdo da reta tangente) e da integral. Com a utilizacdo de diferentes
pontos na curva pretendemos Indicar que em todos os casos a reta tangente e a curva serao
indistinguiveis. Novamente nesse caso, a limitacdo da precisao utilizada podera levar os

estudantes a refletirem sobre os conceitos envolvidos.
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d=1.97486

I .I I
3 4 5 6

2
¢ = -5.09515

DE =1.96977

Figura 5.8: Representacdo grafica da atividade 7
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5.8 Atividade 8 : Barrow e a relacdo entre F e f

5.8.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que a reta tangente é a (inica que atende a condicao de corresponder a ordenada

da funcdo que se esta calculando a integral;
2. Evidenciar a relacado existente entre a integral e a derivada;

. DE R . ~
3. Explorar a veracidade da féormula — = —— utilizada por Barrow em sua demonstracao.

DF DT
6-
inclinagao = 2.61876
5-
7 1
3 B —
o DF=403288
2 E
. DE = 1.82209
T A D
I 0 I‘ T 1 . T T T T
1 of 1 2 3 4 5 6 7
area = 4.03289

Figura 5.9: Representacdo grafica da atividade 8
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5.8.2 Roteiro das atividades

—_

Clique na reta que passa pelo ponto F, em cima do ponto A e arraste-o até que ele
fique em cima do ponto T e observe 0 que acontece com a inclinacdo da reta e com o

ponto B;

Compare os valores que estdo na inclinacdo da reta e no comprimento de DE, eles sdo

iguais?

Se ndo forem, selecione a funcdo deslocar eixos, clique em cima do ponto A, e arraste-
0 para o centro da tela, depois selecione uma regidao em torno dele, realizando zoom

in;

Faca o mesmo procedimento do item anterior varias vezes e verifique 0 que acontece;

. Agora selecionando a funcdao mover, arraste o ponto A até que ele fique em cima do

ponto T;

. Repita o procedimento do item 3 novamente;

. Depois repita o procedimento do item 4, clique na tela com o lado direito do mouse e

selecione a opcdo visualizacdo padrao;

Compare novamente os valores da inclinacdo da reta tangente e de DE e veja se estao

iguais;

O que vocé pode concluir?

5.8.3 Comentarios

Nesta atividade o aluno ao mover a reta que passa pelo ponto F se ela ndo tangenciar a funcao

integral no referido ponto, deve observar que em qualquer outra posicao que ela fique, a sua

inclinacdo(que esta sendo medida pelo comprimento do segmento DB) resulta em um valor

diferente da ordenada de funcdo f no ponto D, provando que a reta tangente & a (nica

que possui inclinacdo igual a ordenada de f. Realizando a atividade & possivel verificar uma

contradicao nesta informacao, pois todas as retas que pelo ponto F e proximas ao ponto T

possuem inclinacdo igual a ordenada de f. E possivel também verificar que no ponto T, onde

DE

a reta tangente corta o eixo X, a seqguinte relacdo: — = —= € verdadeira.

DF DT
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5.9 Atividade 9: Motivacido geométrica para compreender

o Teorema Fundamental do Calculo
5.9.1 Objetivos
Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que se h for um valor préximo de 0, entdo a area do retangulo que possui lados
F(x+ h)— F(x)

h

h e f(x) é aproximadamente igual ao quociente , onde F é a funcdo

integral de f;

2. Indicar que se h tender a 0, entdo a ordenada da funcdo f no ponto x é igual a derivada

da fungdo F no referido ponto, ou seja que F'(x) = f(x).

integrallf,1,x(A)/h=0.96268

— |

h

inclinagédo = 0.80133

fb=1.09112

f
0.5
X) A(x+h)

5 1
b =0.57226
a=1.0498

-0.54

91 -1

Figura 5.10: Representacdo grafica da atividade 9
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5.9.2 Roteiro das atividades

1. Clique em cima do ponto D e mova-o até que ele fique proximo do ponto A, fazendo

assim h assumir um valor bem préximo de 0O;
2. Observe neste trajeto o valor do limite acima do grafico;

3. Agora coloque o ponto D em cima do ponto A e acompanhe se h ficou igual a 0 e que

valor o limite acima do grafico vai assumir;

4. Se h ndo ficou igual a 0, selecione uma regido em torno do ponto A realizando zoom

in e arraste o ponto D até que h fique igual a 0;

5. Mexa o ponto D um pouco para o lado direito observando para que o valor de h

permaneca igual a 0 e responda;

6. Quando h ficar igual a 0, mesmo com o ponto D um pouco distante do ponto A, qual

é o valor o valor do limite?
7. E se o ponto D ficar em cima do ponto A, o valor do limite irda mudar?

8. Qual é a sua explicacdo para o que foi observado ?

5.9.3 Comentarios

Esta atividade tem como finalidade evidenciar a primeira parte do Teorema Fundamental do
Calculo, mostrando que, se calculada a derivada da funcao integral em um ponto qualquer,
esta € igual a ordenada de f no referido ponto. Neste caso existe um choque de informacao
ao fazer o calculo do limite quando h tende a 0 no programa, pois vai aparecer na tela a
mensagem que ele é indefinido e a justificativa para este fato pode ser dada usando o conceito

de limite.
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5.10 Atividade 10: Segunda parte do Teorema Fundamen-

tal do Calculo

5.10.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que é possivel o calculo da area de uma regido limitada por a e b, conhecendo

apenas o valor da primitiva de uma funcdo apenas em a e b;

2. Evidenciar que fixando a na funcdo A(x) = [ f(x) dx, existe uma relacdo entre a
funcdo A e uma primitiva F(x) + C, sendo que esta constante C vai depender deste

valor a fixado.

5.10.2 Roteiro das atividades

1. Clique em cima do ponto azul que movimenta as ordenadas Fb e Fbl, arraste-o e
acompanhe o que esta acontecendo com o valor da diferenca entre Fbl e Fal e Fb ¢

Fa, que estdo na tela;

2. Do mesmo modo, arraste também o ponto azul que movimenta as ordenadas Fa e Fal

e acompanhe também o valor da mesma diferenca citada no item anterior;

3. Agora compare o valor destas duas diferencas com a diferenca da area b com a area

a, valores que também aparecem na tela, abaixo do eixo x;

4. Novamente, clique em cima de um dos pontos azuis, e coloque um em cima do outro
fazendo com que a diferenca ja observada fique igual a 0 e as areas que estdo abaixo

do eixo x também assumam o mesmo valor;

5. Clique agora na janela de geometria que apresenta a mensagem arrastar eixos, depois

em cima do ponto azul e arraste-o para o centro da tela;

6. Faca agora o mesmo procedimento de zoom in das atividades anteriores em torno do

ponto azul e observe se um ponto azul esta realmente em cima do outro;
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Fal

F'rim'rti'u..'zl2

FaC=047

Primitiva

A 2

area =2
area b=1.53

Figura 5.11: Representacdo grafica da atividade 10

7. clique com o lado esquerdo do mouse na tela e escolha a opcdo visualizacdo padrdo e

o grafico ira voltar no tamanho original;

8. qual a explicacdo para a diferenca das areas ser igual a 0 mas existir uma area entre 0s

pontos a ser calculada?

5.10.3 Comentarios

Esta atividade tem como finalidade indicar que a integral definida

/ab f(x) dx
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na segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo € igual a um valor numérico, que pode
ser obtido através da diferenca da substituicdo dos valores a e b em questdo, em qualquer
primitiva de f. E possivel comprovar novamente a limitacdo do programa na (ltima parte
da atividade, onde verifica-se que a area calculada é diferente da area colorida no grafico,
em alguns casos, pelo fato do conjunto que representa os nimeros reais na reta do grafico

utilizado no Geogebra apresentar apenas um ndmero finito de pontos.

5.11 Atividade 11: Aplicacoes do Teorema Fundamental

do Calculo (parte 1)

5.11.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que quando é definida a fungdo A(x) = [ f(x) dx na primeira parte do
Teorema Fundamental do Calculo, a escolha deste a ndo é totalmente irrelevante,
pois nela determina-se a constante ¢ que é adicionada a F, personalizando assim uma

primitiva da familia;

2. Indicar a relacdo existente entre a funcdo f, a funcido F’ e a funcdo f.

5.11.2 Roteiro das atividades

1. Considerando a fungdo f(x) = x?, calcule a sua primitiva com trés casas depois da

virgula e digite as duas funcdes no campo entrada;
2. Depois, selecione a funcdo seletor e digite ¢ para substituir a variavel a do seletor;

3. Digite agora no campo entrada a funcdo h(x) = 0.333x% + ¢, onde ¢ é a variavel do

seletor;

4. Insira um ponto em cima do eixo x entre os niimeros 1 e 2 e trace uma reta perpendicular

a0 eixo que passa pos este ponto;
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Figura 5.12: Representacdo grafica da atividade 11

5. Depois selecione a funcao interseccao de dois objetos, e coloque um ponto na inter-
seccao da reta perpendicular com a funcao primitiva de f e também na interseccdo da

reta perpendicular com a funcdo h;

6. Agora selecione a funcdo tangentes e trace uma reta tangente em cada ponto de

interseccdo da reta perpendicular com as funcdes citadas acima;

7. No campo entrada digite: inclinacdo[b], e depois inclinacdo[d] e para calcular a incli-

nacdo das retas tangentes que foram tracadas;

8. Agora va para o seletor que aparece na tela, arraste ¢, observando o movimento da

funcado h que esta no grafico e responda para que valor de ¢ as funcdes coincidem?
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9. No seletor faca c=-2 e responda; a parte do grafico da funcao h que corta o eixo x é a

mesma parte do grafico de F que corta o eixo x? Por que?

10. Por altimo, arraste o ponto A até que ele fique igual a 2, observe a inclinacdo das retas

tangentes e responda; qual é a relacdo deste nimero com a funcdo 7

5.11.3 Comentarios

Quando calculamos a funcdo primitiva de f e também ao fazer uso do seletor, calculamos
uma familia de funcdes que sdo primitivas de f e ao realizar esta atividade é possivel perceber
que para qualquer uma destas primitivas, o Teorema Fundamental do Célculo tem a sua
validade. Depois quando analisamos o grafico de cada funcao primitiva em particular, estamos
relacionando cada uma delas com uma funcdo do tipo A(x) = [0 f(x) dx e mostrando que
cada uma origina uma constante ¢ na primitiva. Na d@ltima parte da atividade ao deixar
evidente a relacdo existente entre a funcao f e a funcao F’, existe um erro de aproximacao

no Geogebra fazendo com que esta igualdade ndo ocorra.

5.12 Atividade 12: Aplicacoes do Teorema Fundamental
do Calculo (parte 2)

5.12.1 Objetivos

Esta atividade tem como objetivos:

1. Indicar que os valores a e b da férmula
b
/ f(x) dx=F(b)— F(a)
a
sdo determinados pela igualdade ¢ = -F(a), onde:
F(x) = / f(x) dx;
a

2. Determinar o valor da constante ¢ de uma primitiva através do valor a fixado na funcao
Alx) = [Ff(x) dx.
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Figura 5.13: Representacdo grafica da atividade 12
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5.12.2 Roteiro das atividades

1. No campo entrada digite a funcdo: f(x) = x?, selecione na janela de geometria a funcdo
Novo ponto e insira um ponto no grafico da funcdo de modo que sua coordenada x

seja maior que 2;

2. No campo entrada, primeiro digite: integral[f,1,x(A)] para calcular a area de f no
intervalo de x = 1 até o valor de x(A), depois digite: integral[f,2,x(A)], para calcular

a area de f no intervalo de x =2 até o valor de x(A);
3. Novamente no campo entrada digite: integral[f] para achar a primitiva da funcéo f;

4. Clique em cima do ponto A e arraste-o até que o valor da area a seja igual a 0 (medida
que corresponde o valor da édrea entre 1 e x(A)) , e veja qual ponto da funcdo integral

de f satisfaz esta condicdo;

5. Clique em cima do ponto A e arraste-o até que o valor da area b seja igual 0, (medida
que corresponde o valor da area entre 2 e x(A))e veja qual ponto da funcdo integral de

f satisfaz esta condicdo;

6. Se a familia de primitivas da funcdo f(x) = x? podem ser encontradas pela formula
w(x) = 0.333x> + ¢ qual é a funcdo desta familia que vai representar a funcdo g(x) =
[ f(x) dx?

7. Se a familia de primitivas da funcdo f(x) = x? podem ser encontradas pela férmula
w(x) = 0.333x3 + ¢ qual é a funcdo desta familia que vai representar a funcdo g(x) =
[ f(x) dx?

8. Que conclusdo vocé pode tirar para achar o valor de ¢ para qualquer caso em geral?

5.12.3 Comentarios

Esta atividade serve para esclarecer um ponto obscuro do Teorema Fundamental de Calculo
que ao fixar uma funcdo A(x) = [ f(x) dx, ndo é mencionado que existe uma primitiva
F(x) + C que vai ser determinada por este valor a, onde teremos C = —F(a) e este fato

pode auxiliar na resolucdo ou entendimento de um exercicio.



Consideracoes Finais e Realizacoes

Futuras

Apos a elaboracdo deste trabalho, muitas consideracdes podem ser feitas, e assim, tentando

destacar os pontos mais importantes, temos as seguintes conclusdes:

e O computador ajuda no aprendizado ao possilitar a materializacao de explicacdes e

idéias feitas em sala de aula;

e A representacao da teoria no computador propde uma profunda reflexdo de conceitos
e definicdes e também estimula o aprendizado pelos conflitos que aparecem, devido a

limitacdo desta representacdo na maquina;
e A geometria dinamica contruibui para uma melhor compreensao do contetdo;

e O Geogebra possibilita maior participacao e interesse ao tornar possivel a construcao

das atividades relacionadas com a teoria;

e Ao construir individualmente as atividades propostas, é possivel compreender melhor os

pontos obscuros que ficaram implicitos nas explicacdes;

e Através do Geogebra é possivel obter uma intuicao geométrica que facilita o aprendizado

do Célculo;

e Os episodios histéricos auxiliam na compreensao das definicbes e teoremas atuais ao

apresentar como eram tratados em sua época.

Por Gltimo gostariamos de acrescentar que este trabalho poderia ser escrito numa sequén-
cia diferente se fosse utilizado a ordem cronolégica dos acontecimentos, iniciando com o0s

episodios histéricos e depois partindo para as definicdes e teoremas atuais.



Também ndo foi abordado um critério para a avaliacdo do aprendizado dos académicos, por
achar que é muito dificil proceder neste sentido, dai propde-se que cada um utilize o0 modo
que achar mais conveniente. Encerrando, ressaltamos que as atividades ainda precisam ser
testadas e aprimoradas, pois nao houve uma oportunidade de aplica-las. Assim, se forem
feitos experimentos para avalid-las , muitas sugestdes irao aparecer e com certeza poderao
ser adequadas e os conceitos que abordarem serdo melhor explorados, podendo contribuir

ainda mais com o ensino do Calculo diferencial e Integral.
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