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Resumo

Neste trabalho, tratamos de problemas de minimizacao irrestrita. Estu-
damos as condicoes de otimalidade para este tipo de problema, bem como os
métodos classicos para sua resolucao, tais como: o método do Gradiente, de
Newton e os Quase-Newton. Abordamos também procedimentos de busca
linear e de regiao de confianca, conhecidos como estratégias de globalizacao.
No entanto, nosso principal interesse estd voltado a métodos de minimiza-
¢ao que nao fazem uso das derivadas da funcao objetivo. Neste sentido,
enfocamos um método de minimizacao irrestrita, sem derivadas, baseado
em interpolacao quadratica, proposto por M. J. D. Powell, que esta imple-
mentado no software NEWOUA. Com o objetivo de avaliar o desempenho
computacional do algoritmo realizamos varios experimentos numéricos.
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Abstract

In this work, we are interested in unconstrained minimization problems.
We study the optimality conditions for this kind of problem, and the classical
methods for its resolution, such as: the Gradient method, Newton and Quasi-
Newton methods. We also consider line search and trust region techniques,
which are known as globalization strategies. However, our main interest is
the study of derivative-free minimization methods. In this sense, we consider
a derivative-free unconstrained minimization approach, based on quadratic
interpolation, proposed by M. J. D. Powell, which is implemented in the
software NEWUOA. In order to analyze the performance of the algorithm,
we present several numerical experiments.
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Notacao

f € CP-diz-se que f éde classe CP, se tiver derivadas parciais continuas
até a ordem p.

Vfi =V f(zr).
V2f, = sz(xk).

1
Al = {Zza;} . Aemrmn

i=1 j=1

e = o(vg) se limg_ o k= 0.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, consideraremos o problema irrestrito

Minimizar  f(x), (1.1)

onde f : R"™ — R. Ou seja, buscamos um ponto x* € R™ que soluciona o
problema (1.1). Tal vetor é denominado minimizador de f(z).

Dentre os diversos métodos para solucionar este tipo de problema, os
mais usuais sdo baseados no calculo de derivadas de f(x). Citemos, por
exemplo, o método do Gradiente, o método de Newton e os métodos Quase-
Newton. Apesar da indiscutivel eficiéncia e eficacia de tais métodos, nas
ultimas decadas uma parte da comunidade cientifica passou a trabalhar em
métodos que nao usam Hessiana ou mesmo gradiente da funcao f, estimu-
lados pela dificuldade ou impossibilidade de tais calculos; atualmente esses
métodos sao conhecidos como métodos sem derivadas ou “derivative-free”. Os
métodos sem derivadas sao muito atrativos, pois, além de apresentarem, em
geral, bom desempenho, sao de facil utilizagdo, ja que é preciso apenas que
o usudrio forneca a funcao a ser minimizada.

Hoje em dia, existem varios métodos sem derivadas que tentam encontrar
uma solugdo para os problemas do tipo (1.1), como os de busca direta e os
que aproximam as derivadas por diferencas finitas. Longe de querer competir
com os métodos classicos de minimizacao, os algoritmos de busca direta sao
de crescente interesse por representarem uma alternativa em ocasioes onde
métodos mais elaborados falham. O método de Nelder-Mead [13] esté& entre



os mais utilizados. Essa popularidade reside nos bons resultados praticos, es-
pecialmente se levada em conta a simplicidade do algoritmo. A partir de um
simplex no R", a idéia do método é, a cada iteracao, substituir o vértice com
o valor menos desejado da funcao objetivo ou, quando isso nao for possivel,
reduzir as dimensoes do simplex. Além dos métodos de busca direta temos
os que simplesmente substituem o calculo das derivadas, por aproximacoes
como diferencas finitas.

Entre todos os métodos que nao usam derivadas, pesquisamos, para este
trabalho, uma proposta de M. J. D. Powell, cujas idéias foram introduzidas
em [16] e aprimoradas, gerando o software NEWUOA [17, 18, 19|. Trata-se
de um método para problemas de minimizagao irrestrita, baseado em apro-
ximagoes quadraticas da funcdo objetivo. Tais aproximacoes sao altamente
lteis quando se deseja obter uma taxa rapida de convergéncia. Por outro
lado, cada modelo quadratico tem 3(n+ 1)(n + 2) parametros independentes
a serem determinados, onde n é a dimensao do problema. Esta quantidade de
calculo é proibitivamente cara em muitas aplicacoes com n grande. O método
tenta, entao, construir modelos quadréticos satisfatorios com menos dados.
No comeco de cada iteracao, o modelo quadratico tem que satisfazer somente
m condigdes de interpolagao, onde m pode variar entre 2n+1 e 3(n+1)(n+2).

O sucesso desse método se deve a técnica usada para a atualizacao do
modelo quadratico, baseada na minimizacao da norma de Frobenius da dife-
renca das Hessianas do modelo quadratico velho e novo. A cada iteracao
devemos obter um novo ponto, o qual ocupara a posi¢ao de um dos pontos
de interpolacao. Este ponto ¢ obtido a partir de uma estratégia de regiao de
confianca.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2, apds
uma pequena revisao de elementos importantes de otimizagao nao linear,
apresentaremos o método do Gradiente, o método de Newton e métodos do
tipo Quase-Newton, usuais para minimizac¢ao irrestrita com derivadas. No
Capitulo 3, trataremos de estratégias de globalizacao, como busca linear e
algumas técnicas de regiao de confianca. No quarto Capitulo descreveremos
o método proposto por Powell e no Capitulo 5, mostraremos alguns expe-
rimentos numeéricos, realizando uma analise dos resultados obtidos. Apre-
sentaremos nossas conclusoes no Capitulo final.



Capitulo 2

Minimizacao sem Restricoes:
Conceitos Fundamentais e
Métodos de Resolucao

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos conceitos fundamentais que formam a base
deste estudo em otimizacao, e os métodos mais utilizados e conhecidos para
minimizagao sem restricoes, com uso de derivadas.

Consideremos o problema de minimizacao irrestrita da forma
Minimizar  f(x), (2.1)

onde f : R"™ — R. Ou seja, buscamos um ponto x* € R"™ que soluciona o
problema (2.1). Tal vetor é denominado minimizador de f(z). Dois tipos de
minimizadores podem ser considerados: local e global.

Definicao 2.1.1. Um ponto z* € R™ é um minimizador local de f se e
somente se existe € > 0 tal que f(x) > f(z*) para todo x € R" tal que
|z —a*| < e

Defini¢ao 2.1.2. Um ponto z* € R"™ ¢ um minimizador global de f se e
somente se f(x) > f(z*),V x € R"™

Consequéncia direta das definicoes de minimizadores local e global é o
fato de que todo minimizador global é também minimizador local.



Passamos agora a outras definicoes e resultados importantes.

Definigcao 2.1.3. Definimos a derivada direcional de f em x na direcao

fa+ep) = f(z)

Se f é diferenciavel, entao

de p, por D,f(z) = lim
D, f(x) =V f(z)"p.

Definicao 2.1.4. Dado =z € R", p € R" é chamada direcio de descida a
partir de x se existe € > 0 tal que, para todo t € (0,¢€], f(x +tp) < f(z).

Proposicao 2.1.1. Suponha f € C' e Vf(x) # 0. Seja p tal que
Vf(z)Tp < 0. Entao existe ¢ > 0 tal que para todot € (0, €], f(z+tp) < f(x),
ou seja, p € direcao de descida.

Dem.: Consideramos a funcio ¢(t) = f(z + tp). Entao ¢(0) = f(z), e
aplicando a regra da cadeia temos ¢'(0) = VT f(x)p.
Como ¢/(0) = hmw

t—0
mente pequeno, o sinal de ¢/(0) e o sinal de ¢(t) — ¢(0) deve ser o mesmo.

Como V7 f(x)p < 0 temos que ¢'(0) < 0 e ¢(t) —¢(0) < 0 para 0 < ¢ < ¢,
portanto f(z + tp) < f(x).

, entao para 0 < t < €, com € suficiente-

Definicao 2.1.5. Uma fungao f é Lipschitz continua com constante vy em
um conjunto X, ou seja f € Lip,(X), se para todo z, y € X,

[f (@) = fW) < llz =yl

2.2 Condigoes de Otimalidade

Apesar da definicao de minimizador nao usar derivadas, ¢ comum anali-
sarmos possiveis minimizadores através de gradientes e hessianas. Para tal
consideremos as seguintes proposigoes.

Proposigao 2.2.1. Condigoes necessdrias de primeira ordem:

Seja f:R* - R, f € Cl. Se z* € R é minimizador local de f, entio
Vf(z*) =0.



Dem.: Ver Friedlander [6].

A condicao acima deve ser satisfeita por qualquer candidato a mini-
mizador de fungoes diferenciaveis. Pontos y tais que V f(y) = 0 sao chamados
pontos estacionarios. Nem todos os pontos estacionérios sao minimizadores
de f. Por exemplo, para f(r) = —x? o ponto z = 0 satisfaz f'(0) = 0, mesmo
nao sendo um minimizador local. No caso de funcoes que possuem derivadas
de segunda ordem, a proposi¢cao abaixo deve ser satisfeita.

Proposicao 2.2.2. Condigoes necessdrias de sequnda ordem:

Seja f : R = R, f € C?. Sex* € R" é minimizador local de f, entio
Vi(z*)=0eV2f(z*) > 0.

Dem.: Ver Friedlander [6].

Por V2 f(z*) > 0 queremos dizer que V2 f(z*) é semi-definida positiva, ou
seja, para qualquer y € R", y*V2f(2*)y > 0. Novamente, as condigdes acima
nao garantem que x* seja solugdo do problema (2.1). Por exemplo, para
f(xz) = 23 o ponto = = 0 satisfaz f'(0) = 0 e f”(0) > 0, mesmo nao sendo
a origem minimizador local. Condicoes suficientes sao dadas na proposigao
abaixo.

Proposigao 2.2.3. Condicoes suficientes de sequnda ordem:

Seja f : R" — R, f € C?. Sex* € R" € tal que Vf(z*) = 0 e
V2f(z*) > 0, entdo x* é um minimizador local estrito de f em R™.

Dem.: Ver Friedlander [6].

Com VZ2f(z*) > 0 queremos dizer que V?f(x*) é definida positiva, ou
seja, para qualquer y € R™ — {0}, ¢*V2f(2*)y > 0. Esta tltima condigdo
nao é necessaria para que um ponto seja um minimizador de uma funcao.
De fato, para f(r) = z*, o minimizador z* = 0 satisfaz f'(2*) = 0, porém

f//(x*) — O



Nas secoes a seguir, deste capitulo, veremos os principais métodos de
otimizacao sem restricoes com uso de derivadas, tais como, Método do Gra-
diente, Método de Newton, Método Quase-Newton, com destaque para o
Método Secante de Powell e Broyden.

2.3 Meétodo do Gradiente

Observe que a direcdo p = % é a que fornece a menor derivada di-
recional, dentre todas as dire¢Oes unitarias a partir do ponto z (lembre-
mos que dire¢ao unitaria é toda direcao tal que ||p|| = 1). De fato, seja p
uma direcao de descida tal que Vf(z)Tp < 0. Por Cauchy-Schwarz temos
IV f(z)'p| < [IVf(@)|]lpll; sendo p uma dire¢ao unitéria temos ||p|| = 1,
logo =V f(z)'p < ||Vf(z)|]. Portanto, p = ‘Tvvszg‘)‘ é a direcdo, entre todas
as diregoes unitarias que satisfazem V f(z)Tp < 0, que fornece o maior valor
em modulo da derivada direcional. Assim, a funcao objetivo diminuira se
avancarmos nessa direcao, e a maxima diminuicao seré obtida minimizando,
ao longo dela. Desta forma, no método do Gradiente, adotamos a cada itera-

¢ao a direcao de busca determinada por:

Pr = —Vf(ﬂﬁk)-

Os passos de uma iteracao k£ do método do Gradiente, ou de Maxima
Descida, estao descritos a seguir.

Algoritmo 2.3.1. Se x;, € R" ¢ tal que V f(zx) # 0, 0s passos para deter-
MAINGT Ti11 SA0:

Passo 1: Calcular py = —V f(zy).

Passo 2: Determinar oy, minimizador de f(xy + apy) sujeita a o > 0.
Passo 3: Fazer x.1 = T + Qgpp.

Observaremos agora dois casos.
Caso 1: Fungao objetivo quadratica

Se



1
f(z) = éxth + bz +c, (2.2)

com B simétrica definida positiva, entao existe um tnico z* € R"™ que é mi-
nimizador global de f. De fato, se * é um ponto estacionario de (2.2) e B é

simétrica definida positiva, entao b = —Bx*, logo,
flx) = %xth + bz +c= %xth — (2*)'Bx + ¢
= %(l‘ —2*)'B(x — 2*) — %(x*)tB(x*) +c> —%(x*)tB(x*) +c
= %(w*)th* — (z%)'Ba* +c= %(x*)tB:U* + blz* +c = f(z").

Portanto, como B é simétrica definida positiva e f(x) > f(x*) para todo z,
temos que x* é o tnico minimizador global de (2.2).

Neste caso podemos calcular o tamanho do passo «; que minimiza
f(zr — aV fi), diferenciando

flxp —aVfy) = %(a:k —aV i)' B(xy —aVfi) + b (x, — aVfi) +c.

Dessa forma o minimizador de f(zp — aV f;) sujeito a a > 0 ¢ determi-
nado por:

. — V(@) VS (@)
Vif(ze) BV f(xr)
O teorema 2.3.2 garante a convergéncia da sequéncia gerada pelo Algo-

ritmo 2.3.1, quando f é uma funcao quadrética, para qualquer aproximacao
inicial e que a ordem de convergéncia da sequéncia associada { f(zx)} € linear.

Teorema 2.3.2. Seja f : R" — R uma funcao quadrdtica com matriz hes-
siana B simétrica definida positiva. Seja x* o minimizador global de f.

Dado xy € R™, arbitrdrio, o Algoritmo 2.3.1 gera uma sequéncia {x;} tal
que:



fi) Tim f(o) = £(o")

e

fonen) = 1 < (G5 ) (o) - 7).

onde “A” e “a” sGo o maior e o menor autovalor de B, respectivamente.

Dem.: Ver Luenberger [9].
Caso 2: Funcgao objetivo nao quadratica

Enunciaremos um teorema que se refere as condigoes de convergéncia para
o método do Gradiente no caso geral.

Teorema 2.3.3. Seja f: R"* — R, f € C?. Seja 2* € R™ um minimizador

local de f, tal que a matriz V2 f(x*) € definida positiva. Se o Algoritmo 2.5.1

estd bem definido para todo k € N e a sequéncia {xy} gerada por ele converge

a x*, entao a sequéncia { f(xx)} converge linearmente a f(x*) com taxa nao
(A—a) . 9

SUPETLorT a (M)Q, onde “A” e “a” sao o maior e o menor autovalor de

V2 f(z*), respectivamente.

Dem.: Ver Luenberger [9].

Neste caso, dizemos que o Algoritmo 2.3.1 esta bem definido se for possivel
completar o Passo 2 com um ntmero finito de tentativas para a.

2.4 Método de Newton

Para compreendermos melhor a direcao adotada pelo método de Newton,
consideremos inicialmente a seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.1. Se f ¢ uma fun¢ao quadrdtica, como em (2.2) onde a
matriz hessiana B € definida positiva, xqg € R™ € dado e a direcao p € R é



definida por:

p=—BY(Bxy+0), (2.3)

entao
*=x0+Dp (2.4)

¢ o minimizador global de f em R™.

Dem.: Ver Friedlander [6].

Logo a direcao p é a solucao do sistema linear
Bp = —(Bzg+b) = =V f(x0).

Portanto, minimizar uma funcao quadratrica com hessiana definida po-
sitiva é um problema equivalente a resolver um sistema linear com matriz
simétrica e definida positiva.

Se a funcao nao é quadritica e temos uma aproximagao x, da solugao de
(2.1), podemos utilizar o resultado anterior de fung¢des quadraticas aproxi-
mando f(xy + p) por uma quadratica através dos 3 primeiros termos da sua
expansao em série de Taylor em torno de xy:

q(p) = fxx) + V' f(ze)p+ 5"V2f ().

Chamamos de ¢ = ¢(0) = f(xx), b = Vq0) = Vf(zg),
B = V?q(0) = V2f(x}). Se escrevemos q(p) = 5p'Bp + b'p + ¢ e se V2 f(xy)
¢ definida positiva, podemos calcular o minimizador global desta quadratica
a partir de py = 0.

Assim, obtemos
p*=—BYBpy+b) =B 'b=—(V2fp)"'V fi.
Isso nos sugere escolher a direcio pr = —(V2f,) "'V f, que é a base do

método de Newton. Nesse método, devemos encontrar a cada iteracao uma
direcao de busca determinada por:



Pr = —(Vka)71ka. (25)

Os passos de uma iteracao k do método de Newton, estao descritos a
seguir.

Algoritmo 2.4.2. Se x; € R" ¢ tal que V f(zx) # 0, 0s passos para deter-
MINGT Ti11 SA0:
Passo 1: Determinar py, tal que

V2 f(zk)pe = =V f(2k).

Passo 2: Fazer xy1 = ) + pr.

Como a matriz hessiana V2f;, pode nem sempre ser definida positiva, py
pode nem sempre ser uma direcao de descida. Se isso ocorrer temos formas
de contornar esse problema (ver [4]).

O teorema a seguir determina condigoes para a convergéncia do método
de Newton.

Teorema 2.4.3. Suponha que f € duas vezes diferencidvel e que a hesstana
V2f(z) é Lipschitz continua em uma vizinhanca da solugao z*. Suponha
ainda que condigoes suficientes de sequnda ordem para o problema (2.1) sio
satisfeitas em x*. Considere a sequéncia {zy} gerada pelo Algoritmo 2.4.2.
Entao

1. Se o ponto inicial x¢ estd suficientemente perto de x*, a sequéncia de
iteracoes converge para x*;
2. A taza de convergéncia de {xy} € quadrdtica, isto é

2

k+1 x* ,

|l

gaka—x*

ondea >0 e
3. A sequéncia das normas dos gradientes {||V fi||} converge quadratica-
mente para zero.
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Dem.: Ver Nocedal & Wright [14].

O método de Newton apresenta algumas desvantagens: obriga o célculo,
em cada iteracao, nao s6 do gradiente da funcao como também da matriz
hessiana, e a resolucao de um sistema linear por iteracao. O célculo da
hessiana pode consumir muito tempo de computacao ou ainda, muitas vezes,
ser dificil, ou mesmo impossivel. Para estes casos podemos recorrer aos
métodos Quase-Newton.

2.5 Meétodos Quase-Newton

Suponha que a direcao de busca tem a forma:

e = =By 'V, (2.6)

onde a matriz simétrica B, é atualizada a cada iteracao, com o objetivo
de aproximar V2f;,. A formula (2.6) caracteriza a diregao de busca dos
métodos Quase-Newton. Dentre esses, destacamos os métodos secantes, que
descreveremos a seguir.

E desejavel determinar matrizes Bj, de modo que o trabalho computa-
cional do método resultante seja menor que o do método de Newton e tais
que a sequéncia {x;} gerada por ele, quando converge, tenha uma boa taxa
de convergéncia.

Se quisermos obter um comportamento melhor do que o do método do
gradiente, precisaremos utilizar alguma informacao de segunda ordem.

Outra vez a anéalise especifica das funcoes quadraticas é pertinente.

Se z* é o minimizador global de uma quadratica com matriz hessiana
definida positiva, o método de Newton encontra x* numa tnica iteragao a
partir de qualquer xg € R". O método do gradiente converge a x*, mas, pode
exigir um nimero muito grande de iteracoes.

Um método intermedidrio para funcoes quadraticas deveria se aproxi-
mar de z* mais rapidamente que o método do Gradiente, sem estar baseado
no conhecimento completo da matriz hessiana, como o método de Newton.
Surgem entao os métodos quase-Newton.

Se

f(z) = 32'Bx + bz +c,
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temos que

Vf(x)=Bx+b

Vf(x+p) —Vf(xr) = B(x+p) — Bx = Bp para todo p € R".
Temos entao as seguintes equagoes:

Vf(z+p)=Vf(z)=Bp

ou

BV f(z+p) - V() = p.

Observemos que estas equacoes fornecem informacao sobre B ou B~ uti-
lizando V f em dois pontos. Sao conhecidas como equagoes secantes.

Estas idéias sugerem o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.5.1. Sejam xy € R"™ arbitrdrio, By € R™™" simétrica e definida
positiva. Seja k = 0.

Se Vf(xr) # 0, 0s passos para obter xyyq1 $do:

Passo 1: Calcular py tal que Bypr, = —V f(xzy,).

Passo 2: Determinar xyy1 = T + Dk-

Passo 3: Obter By simétrica e definida positiva tal que

Bipipk = V f(@p41) — V f (). (2.7)

Passo 4: k=k+1

Neste algoritmo, a Hessiana é aproximada satisfazendo a equacgao secante.
Esta aproximagao pode ser obtida de muitas formas. Apresentaremos aqui a
atualizacao secante simétrica de Powell, por esta ser a base das aproximagoes
usadas no algoritmo descrito no capitulo 4. Esta atualizacao nao requer
avaliacoes adicionais da funcao ou do gradiente, se mantém sempre simétrica
mas nao definida positiva. A atualizacao secante definida positiva que é, em
pratica, considerada a mais prospera atualizacao secante para a Hessiana, é
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a BFGS - esta forma de atualizacao foi descoberta independentemente por
Broyden [2], Fletcher [5], Goldfarb [7] e Shanno [20] em 1970.

Ha também métodos secantes que aproximam a inversa da Hessiana.
Neste caso, a resolucao do sistema linear do passo 1 do algoritmo 2.5.1 é
substituida por um produto da matriz By por —V f(zy), ou seja:

pr = —BiV f ().

2.5.1 A atualizacao secante simétrica de Powell e Broy-
den

Consideremos o problema (2.1). Vamos supor que, para resolver o problema,
obtemos x;,1 a partir de x; com tamanho de passo igual a um, e que vamos
aproximar V?f(x;,,) por Byy; usando técnicas secantes. Para isso consi-
deraremos a equacao secante

Bit18k = Y (2.8)

onde

Sk = Tk+1 — Tk, yr = Vf(re1) — Vf(xg). (2.9)
Podemos agora usar a atualiza¢ao secante para aproximar V2 f(xy, 1) por

T
(Yx — Bisk)s;,
(Brg1)1 = By + —F——, (2.10)
S1. Sk
k
onde By, € R™™ & nossa aproximagao para V2f(z;). O principal problema
com (2.10) & que mesmo que By seja simétrica, (Bjy1)1 180 0 serd, a menos
que yr — Bisik seja um miltiplo de s;. Temos vérias razoes para que a apro-
ximacgao da hessiana deva ser simétrica. Entao buscamos By; que verifique
By11 = B[, como também (2.8).
Uma idéia razoavel para construir (B, )2 simétrica, a partir de (Bgi1)1,
é fazer a projecao na norma de Frobenius de (Bjy1); no subespago S das
matrizes simétricas. E facil provar que, nesse caso,

(Yx — Brsk)sy + se(yx — Bisi)”
2sT sy, '

(Bia)s = 5{(Besi)s + (Bea)]) = B+
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Agora (Bjyy1)2 € simétrica, se By é simétrica, porém nao satisfaz, em

k+1)2 ’ k ’ ’
geral, a equacgao secante. Contudo, alguém pode considerar continuar este
processo, gerando (Byy1)s, (Bgt1)4, .. por

— (B vS ST
(Bk+1)2y+1 = (Bk-Jrl)Zl/ -+ (yk ( ’;‘f‘l)Q k) k :
Sk Sk

1
(Bk+1)2y+2 = 5((Bk+1)2u+1 + (Bk+1>gu+l)'

Aqui cada (Bgi1)aw+1 € a matriz mais proxima de (Bgip)a, em
Q(yx, sk) = {B € R"™"|Bs, = yx}, e cada (Bjy1)a,+2 € a matriz simétrica
mais proxima de (Bgy1)ok,41 onde v € N. M. J. D. Powell mostrou que esta
sequéncia de matrizes converge para

(Bgy1) = B + (yr — Brsi)si + se(ys — Brsk)” B (yr, — BiSk, Sk) SkSt
Sgsk (S;}F«Sk)2

(2.11)
A atualizagdo secante (2.11) é também conhecida como atualizagao simétri-
ca de Powell e Broyden (PSB) [15]. E facil confirmar que By, determinada
por (2.11) obedece a equacao secante (2.8), e que By — By ¢ uma matriz
simétrica de posto dois. Na realidade Dennis e Moré (1977) [3] provaram o
seguinte teorema.

Teorema 2.5.2. Seja B, € R™" simétrica, si, yr, € R", s, # 0. Entdo a
iunica solucao para

MinimizarBeRan ”B — BkHF

sujeito a Bsy =y, (B — By) simétrica, (2.12)

¢ determinada por (2.11).
Dem: ver Dennis e Moré (1977) [3].

O teorema a seguir estabelece que o método converge localmente para
algum zero isolado de V f(z), desde que V2 f(z*) seja simétrica e nao singular,
porém nao necessariamente definida positiva.
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Teorema 2.5.3. Seja f : R" — R duas vezes continuamente diferencidvel
em um conjunto convexo aberto D C R™, e que a hessiana V2 f(x) € Lipschitz
continua em D. Suponha ainda que condicoes suficientes de sequnda ordem
para o problema (2.1) sao satisfeitas em x* € D e que By é simétrica. Entao
existem constantes positivas €, § tais que se |xg—z*], < € e
| Bo — V2f(z*)||, <&, o método PSB que gera {xy} por

Ty = 1 — B 'V f(2),
Sk = Tpg1 — Tk, U = Vf(Tre1) — Vf(ag),

Sk S (i sx) ’

é bem definido, {xy} permanece em D e converge q-superlinearmente para

*

x*, ou seja, para alguma sequéncia {cy} que converge a 0,

[ — 2% < e flax — 27,

Dem: ver Dennis & Schnabel [4].
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Capitulo 3

Estratégias de Globalizacao

3.1 Introducao

As Proposicoes 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 tém importancia fundamental na classifi-
cacao de possiveis solugoes de (2.1). No entanto a maioria das demonstracoes
de convergéncia de algoritmos se contenta apenas em provar que os pontos
limites das sequéncias geradas sao pontos estacionérios da funcao objetivo.
Diremos que um algoritmo ¢ globalmente convergente se gera uma sequéncia
{zk}ro,, @ partir de xo arbitrario, tal que todo ponto limite desta sequéncia
¢ um ponto estacionario de f.

Para que os algoritmos desfrutem destas propriedades de convergéncia
global é preciso que apresentem decréscimo suficiente da funcao objetivo de
iteracao a iteracao. Surgem entdo estratégias como as de “busca linear” e
de regiao de confianca, conhecidas como estratégias de globalizacao, as quais
descreveremos neste capitulo.

3.2 Meétodos de Busca Linear

Nos métodos de busca linear, dada uma aproximacao xy, e escolhida uma di-
recao pg, associamos a iteracao corrente a funcao de uma variavel
o(a) = f(zr + ap), @ € R. A intencdo é encontrar aj que defina o novo
vetor rpy 1 = X + appg. Para tanto, é desejével que sejam feitas poucas
avaliacoes de f, e é usual pedir que

f(@p) < flag).
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Diferentes escolhas de «y, definem os diferentes métodos. A liberdade que
esse tipo de algoritmo permite, na escolha dos passos, exige normalmente
o uso de alguns artificios (decréscimo suficiente de f, por exemplo) para
assegurar convergéncia global.

O decréscimo suficiente impede passos grandes com pouco decréscimo.
Um critério de busca linear bastante usado pede que «ay verifique

[ + arpr) < f(ax) + a1V f(ar)arpr, para todo k € N,

onde ¢; € (0,1) é uma constante. Esta condigdo exige que o decréscimo seja,
em certo sentido, proporcional ao tamanho do passo.
Observemos que, sendo p; uma direcao de descida, resulta

Vi f(ag)oupe < 0

e, portanto, essa condicao significa que queremos algo mais que simplesmente
um decréscimo no valor da funcao. Chamamos essa condi¢ao de condigao de
Armijo [6].

¢(a)=f(x.+ ap,)
¢ (0)=V'f(xJp
¢(0)=£(x) R,
R
INTERVALO ADMISSIVEL
0 i Rg a

Figura 3.1: Condicao de Armijo.

Na figura 3.1, Ry é a reta que passa pelo ponto (0, ¢(0)) e tem coeficiente
angular ¢'(0). A equagao de Ry é

2= ¢(0) + ¢'(0)a
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Ry é a reta que passa pelo mesmo ponto e tem coeficiente angular 0. R é
uma reta que passa pelo mesmo ponto com coeficiente angular entre ¢/(0) e
0. Portanto, o coeficiente angular de R pode ser escrito da forma c19'(0),
com ¢; € (0,1). Logo, a equagao de R é:

z=¢(0) 4+ c1¢'(0)a.
Substituindo nesta equagiao ¢(0) por f(zx) e ¢'(0) por V' f(zx)pk, obtemos

z = f(x) + oV f(x)pg.

Entao, os valores de a que verificam a condicdo de Armijo sdo os que
estao na regiao admissivel na Figura 3.1.

Para impedir que as diregoes sejam “quase” ortogonais a V f(zy), pedire-
mos que, dada uma constante 5 € (0, 1),

V! f(ze)pe < =BV f (@)l llpll, para todo k € N.
Se # & o angulo entre V f(z) e py,

cosf = V' ()
IV f (o)l ekl
e, consequentemente,
cosf < —p.
V(%)
0
-Vf(x) P

Figura 3.2: Condigao do angulo

Na Figura 3.2, se 6 é um angulo tal que cosf = —3, p;, deve formar um
angulo maior que 0 com V f(zr). Observemos um algoritmo para minimizar
funcoes sem restricoes, que seja o mais geral possivel e que incorpore essas
condicoes.

18



Algoritmo 3.2.1.
Sejam 0 >0, ¢; e € (0,1) constantes dadas.
Se x, € R™ € tal que Vf(xy) # 0, 0s passos para determinar xg 1 sdo:
Passo 1: Escolher pp € R", tal que
(1) lpell = o [V f () |I;
(i) V' f(wr)pr < =BV f(zi) [|prl]-
Passo 2:(Busca Linear)
(i) a=1;
(ii) Se f(zgp + apg) < f(xr) + oV f(xy)pr, ir a (iv);
(iii) Escolher & € [0.1,0.9a]. Fazer o = & e ir a (ii);
(iv) Fazer ay, = v, g1 = T + oupr e k =k + 1.

Lema 3.2.2. O Algoritmo 3.2.1 estd bem-definido. (E possivel completar a
busca linear com um ndmero finito de tentativas para o).

Dem.: Ver Friedlander [6].

Teorema 3.2.3. (Convergéncia Global) O Algoritmo 3.2.1 pdra com al-
gum valor k tal que V f(x) = 0, ou gera uma sequéncia infinita {xy} tal que
qualquer ponto de acumulacao dela € um ponto estaciondrio de f.

Dem.: Ver Friedlander |6].

Observemos que, neste teorema, nao é garantida a convergéncia da se-
quéncia {x}. No entanto, ele afirma que se existe lim xy, entao este limite

k—o0

é um ponto estacionario. Finalmente, se a sequéncia é limitada, existe um
ponto de acumulacao e este deve ser um ponto estacionario.

3.3 Meétodos de Regiao de Confianca

Os métodos de Regiao de Confianca geram passos com a ajuda de um mo-
delo quadratico da funcao objetivo. Nesses métodos, definimos uma regiao
ao redor da atual iteracao na qual confiamos no modelo para ser uma repre-
sentacao adequada da funcao objetivo, e entao escolhemos o passo que leve
ao minimizador aproximado do modelo nesta regiao de confianca. Em con-
seqiiéncia, sao escolhidos direcao e comprimento do passo simultaneamente.
Se um passo nao for aceitavel, reduzimos o raio da regiao e achamos um novo
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minimizador. Em geral, a direcao do passo muda sempre que o raio da regiao
de confianca é alterado.

O tamanho da regiao de confianca é critico para eficiéncia de cada passo.
Se a regiao for muito pequena, o algoritmo perde uma oportunidade para
dar um passo significativo, movendo-se muito mais lentamente para o mi-
nimizador da fungao objetivo nesta regiao. Se muito grande, o minimizador
do modelo pode estar longe do minimizador da funcao objetivo na regiao.
Assim, podemos ter que reduzir o raio da regidao e tentar novamente. Na
préatica, escolhemos o raio da regiao de confianca de acordo com o desempenho
do algoritmo durante as iteracoes anteriores. Se o modelo tem passos bons
geralmente seguros, predizendo o comportamento da funcao objetivo com
precisao ao longo destes passos, o raio da regiao de confiancga é uniformemente
aumentado, permitindo passos longos e ambiciosos. Por outro lado, um passo
falho indica que nosso modelo é uma representacao inadequada da funcao
objetivo na regiao de confianca atual. Assim reduzimos o raio da regiao e
tentamos novamente.

Assumiremos que os dois primeiros termos do modelo quadratico g, em
cada iteracao xj sao idénticos aos dois primeiros termos da expansao da série
de Taylor de f em torno de x;. Especificamente, temos:

1
a(p) = fr + VfIp+ §pTBk-p, (3.1)

onde By ¢ alguma matriz simétrica. Temos também

f@p+p)=fu+Viip+ %pTVQf (zk + tp)p, (3.2)

para algum escalar t € (0,1), e como q,(p) = fr + VfEp + o(|p|]°), e a
diferenca entre g (p) e f(zx +p) € o(|[p||*), o erro da aproximacio é pequeno
quando p é pequeno.

Quando By, é igual a Hessiana verdadeira V2 f(z;), a fungdo modelo na
verdade coincide com os trés termos da série de Taylor. O erro da apro-
ximacio é o(||p||®) neste caso; assim, este modelo é especialmente preciso
quando ||p|| é pequena.

Para obter cada passo, buscaremos uma solugao do subproblema
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. 1
min g, (p) = fr + Vfip+ =p" Bip.
peER” 2

5.4 ”pH < Ak?

(3.3)

onde Ay > 0 é o raio da regiao de confianga. Para o momento, definiremos
I|l.|| como a norma Euclidiana, de maneira que a solu¢ao p* de (3.3) seja o
minimizador de ¢ na bola de raio Ag. Assim, a técnica de regiao confianca
exige que resolvamos uma sucessao de subproblemas (3.3) nos quais funcao
objetivo e restricao (a qual pode ser escrita como p'p < A?%) sdo ambas
quadraticas. Quando Bj é definida positiva e }|B,€_1kaH < Ay, a solucao
de (3.3) é facil de ser identificada - é simplesmente a minimizagao irrestrita
da quadrética g(p), gerando p? = —Bk’lka. Neste caso, n6s chamamos
pP o passo completo. A solugao de (3.3) nao ¢ tdo 6bvia em outros casos,
mas normalmente pode ser encontrada sem muito esforco. Em todo caso,
precisamos de somente uma solucao aproximada para obter convergéncia e
bom comportamento pratico.

3.3.1 Esboc¢o do algoritmo

O primeiro assunto a surgir na definicao do método de regiao de confianga é
a estratégia para escolha do raio da regiao de confianca Ay a cada iteracgao.
Baseamos esta escolha na relacao entre a funcao modelo ¢ da secao anterior
e a funcao objetivo f, determinando

far) — f(oe + pr)
@ (0) — agr(pr)

Tk = (3.4)

O numerador é chamado redugao efetiva, e o denominador é a reducao pre-
vista. Note que o passo pi ¢ obtido minimizando o modelo ¢; em uma regiao
que inclui o passo p = 0; assim a reducao prevista serd sempre nao negativa.
Deste modo, se v, é negativo, o novo valor da funcdo objetivo f(xy + pg) é
maior que o valor atual f(zy), e portanto o passo deve ser rejeitado.

Por outro lado, se v, esta proximo de 1, ha boa relagao entre o modelo
qr € a funcao f; assim é seguro ampliar a regiao de confianca para a proxima
iteracao. Se 7 € positivo mas nao proximo de 1, nao alteraremos a regiao de
confianca, mas se esta perto de zero ou é negativo, encolheremos a regiao de
confianca. O seguinte algoritmo descreve o processo.
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Algoritmo 3.3.1.

Seja A >0,Aq € (0,A), en €[0,1).

Para k=0,1,2, ...

Passo 1: Obtenha py (aprozimadamente) resolvendo (3.3);
Passo 2: Avalie vy, por (3.4);

Passo 3: se 1, < }l

Agyr = 7 [lpxl
Passo 4: sendo

Passo 5: se Vi > % e |lpkll = Ax
Agi1 = min(24, A)
Passo 6: Senao
A/<;-|-1 = Ak;’

Passo 7: se v > 1

Tpt1 = Tg + Pk
Passo 8: senao

Thy1 = Tk;

fim (pdra).

Aqui A > 0 é um limitante global para o tamanho do passo. Note que
o raio é aumentado somente se ||pg|| na verdade alcanga o limite da regido
de confianga. Se o passo ficar estritamente dentro da regiao, deduzimos que
o valor atual de Ay nao estd interferindo com o progresso do algoritmo e
assim deixamos seu valor inalterado para a proxima iteracdo. Para trans-
formarmos o Algoritmo (3.1) em um algoritmo préatico, precisamos enfocar
a resolugdo de (3.3). Primeiro descreveremos duas estratégias para achar
solucoes aproximadas que alcancam pelo menos boa redugao em ¢, como a
reducao alcancada pelo denominado ponto de Cauchy. Este ponto é simples-
mente o minimizador de ¢, ao longo da direcao de méxima descida —V f,
sujeito ao limite da regiao de confianca. A primeira estratégia de aproxi-
magao ¢ o método dog-leg (perna-de-Cachorro), o qual é apropriado quando
a Hessiana do modelo By, é definida positiva. A segunda estratégia, devido a
Steihaug [21], ¢ muito apropriada quando By é a Hessiana exata V2f(x;) e
quando essa matriz é grande e esparsa.
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3.3.2 O Ponto de Cauchy

Sabemos que os métodos de busca linear nao requerem tamanho de passo
otimo para ter bons resultados de convergéncia. De fato, somente uma apro-
ximacao do tamanho de passo 6timo que satisfaca certos critérios é necessaria.
Uma situacao similar ocorre no método de regiao de confianca. Embora
em principio busquemos a solugao 6tima do subproblema (3.3), é suficiente,
para convergéncia, acharmos uma solucao aproximada p; que esta dentro
da regiao de confianca e que fornece uma reducao suficiente no modelo. A
reducao suficiente pode ser quantificada em termos do ponto de Cauchy que
denotamos por pj e definimos pelo seguinte procedimento:

Algoritmo 3.3.2. .
Determine o vetor p; que resolve uma versao linear de (5.3), isto é,

pizargminfk—i-kaTp
peR™

(3.5)
s.a Ip|| < Ag.

Calcule o escalar 7, > 0 que minimiza q(Tp]) na regido de confianca,
15t0 €,
T), = arg min g (7p;
sa  |lmopll < A

faga pi; = Tipy.-
Na realidade, é facil de escrever por uma férmula fechada a definicao do

ponto de Cauchy. A solucao de (3.5) é simplesmente

s Ay
g =—
g IV fll

V fk.

Para obtermos 7, explicitamente, consideramos os casos de
VIEByVfi, < 0e VfIByV fi > 0 separadamente. Para o primeiro caso, a
fungao gx(7p;) decresce monotonicamente em 7 sempre que V fi, # 0, assim 7y
é simplesmente o maior valor que satisfaz o limite de regiao de confianca, isto
é, 7, = 1. Para o caso V[ ByV fi. > 0, ¢1(Tp;) ¢ uma quadrética convexa em

IV fil®
(ARVFEBLV fip)

T, assim 73 ou é o minimizador irrestrito desta quadratica,
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ou o minimizador esta no limite da regiao de confianca e 7, = 1. Em resumo,
temos

A
= —Tp,——V [, 3.7
P T &0
onde
1 se Vi BV fi <0;
Th = . IV fell® s (3.8)
min , 1 caso contrario.
‘e

O passo de Cauchy pj, ¢ computacionalmente barato, pois nao requer fa-
toracoes de matrizes.

E de crucial importancia decidir se uma solucdo aproximada do subpro-
blema de regiao de confianca ¢ aceitavel. Especificamente, um método de
regiao de confianca terda convergéncia se o passo py atingir uma reducao su-
ficiente em ¢y, isto é, uma reducao no modelo g, que é pelo menos algum
multiplo fixo da reducao atingida pelo passo de Cauchy a cada iteragao.
Consideraremos agora dois métodos para encontrar solugoes aproximadas de
(3.3). Ao longo desta sub-se¢do, e da proxima, nosso foco serd o trabalho
interno de uma iteracao simples. Assim, omitiremos os indices “k” para sim-
plificar a notacao. Desta forma, reescrevemos o subproblema de regiao de
confianga (3.3) como a seguir:

. def T 1 T
ming(p) = f+g°p+ 50" Bp, (3.9)
s.a|lpl] < A.

onde g =V f.

3.3.3 O Método de dog-leg

Comecamos examinando o efeito do raio da regiao de confianca A na soluc¢ao
p*(A) do subproblema (3.9). Quando B é definida positiva, jA notamos que
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o minimizador irrestrito de q(p) ¢ o passo completo p? = —B~1g. Quando
este ponto é factivel para (3.9), ele é obviamente uma soluc¢ao, donde temos

p*(A) = p”,quando A > ||pP||. (3.10)

Quando A é muito pequeno, a restrigao ||p|| < A assegura que o termo
quadrético de ¢ tem efeito pequeno na solugao de (3.9). A verdadeira solugao
p(A) é aproximadamente igual a solu¢do que nos obteriamos minimizando a
fungao linear f + g7p sujeita a ||p|| < 4, isto &,

P (A) ~ _AHiunando A é pequeno. (3.11)
9

Para valores intermediarios de A, a solugao p*(A) tipicamente segue uma
trajetoria curva.

O método dog-leg obtém uma solucao aproximada, substituindo a tra-
jetoria curva de p*(A) por um caminho que consiste em dois segmentos li-
neares. O primeiro segmento linear se estende da origem ao minimizador
irrestrito, ao longo da direcao de maxima descida, sendo definido por

U 9'g
p’ = mg, (3.12)
enquanto o segundo segmento linear inicia-se no minimizador irrestrito e se
estende na dire¢ao pP. Formalmente, nés denotamos esta trajetoria por p(7)
para T € [0,2], onde

"’(7.) _ Tva OSTS 1 9
PiT) = pU+(r—1)pP-pY), 1<7<2

(3.13)

O método dog-leg escolhe p que minimiza o modelo ¢ ao longo deste
caminho, sujeito ao limite da regiao de confianca. Na realidade, nem é mesmo
necessario levar a busca até o fim, porque o caminho da “perna de cachorro”
cruza no maximo uma vez o limite da regiao de confianca e o ponto de
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. Regi&o de Confianca

Trajetoria Otima p(A)

p° (Passo completo)

p’ (Min irrestrit-‘ij--_a_“p longo de -g g

Trajetoria Dogiegx"‘-'-ng

Figura 3.3: Trajetoria exata e aproximagao Dogleg.

interseccao pode ser calculado analiticamente. Provamos estas afirmagcoes no
seguinte lema.

Lema 3.3.3. Seja B definida positiva. Entao

(i) ||p(7)]| € uma funcao crescente em T, e
(i1) q(p(7)) € uma fung¢ao decrescente em .

Dem.: Para 7 € [0, 1] ¢ facil provar que (¢) e (i7) acontecem, pois neste
intervalo temos p(7) = 7pY. Assim restringiremos nossa aten¢ao para o caso
de 7 € [1,2].

Para (i), definimos h(a) por

1, .
ha) = 5 Ip0L+a)|P?
1
= §HPU—|—a(pB—pU>H2
Lyouy2 UN\T (., B U L 5 5 U2
= S P17+ @) 0" = p") + 5o 7 =77

Nosso resultado estara provado se pudermos mostrar que h'(«) > 0 para
a € (0,1). Agora,
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Hla) = -7 —p%) + oo’ - pP)|
> — ()T (Y - pP)
= 50 g9t B )
B r 9B g _ (979)?
- 99y 1 (gTBg)(gTB‘lg)]
> 07

Para (i), definiremos h(a) = q(p(1 4+ «)) e mostraremos que 2/(a) < 0
para « € (0,1). Substituindo (3.13) em (3.9) e derivando em relagao a «a,
obtemos,

W) = % =) (g+ BpY) + a(®@® = p")"'B(p® —pY)
< =" g+ Bp” + B(p” —pY))
= (" =p")"(g+ Bp”) =0,

demonstrando o resultado.
n

Segue deste lema que o caminho p(7) intercepta o limite da regiao de
confianga [|p|| = A em exatamente um ponto se ||p”|| > A, e em nenhuma
parte caso contrario. Como ¢ é decrescente ao longo do caminho, o valor
escolhido de p sera p® se HpBH < A; caso contrario é o ponto de interseccao
da perna-de-cachorro e o limite da regiao de confianca. No tdltimo caso, nos
calculamos o valor aproximado de 7 resolvendo a seguinte equacao quadratica
em uma variavel:

2
o7 + (7 = " = )P = a2
A estratégia de perna-de-cachorro pode ser adaptada para o caso da ma-

triz B ser indefinida. Neste caso o passo completo p® nido ¢ o minimizador
irrestrito de q.

27



3.3.4 Aproximacao de Steihaug

A implementagao do método de Steihaug é baseada no algoritmo de gra-
dientes conjugados (GC), um algoritmo iterativo para resolver sistemas li-
neares com matrizes de coeficientes simétricas definidas positivas [8] e [10].
Nossos comentarios nesta secao se concentram na diferenca entre GC e a
aproximacao de Steihaug, que é essencialmente quando o algoritmo termina
ou quando saimos da regido de confianca ||p|| < A, ou ainda quando encon-
tramos a direcao de curvatura negativa de B.

A aproximacgao de Steihaug pode ser escrita formalmente como a seguir:

Algoritmo 3.3.4.

Dado € > 0;

Seja p® =0, rog =g, dy = —7rp;

Passo 1: se||rol| <€
retornar p = p°;

para j =0,1,2,...

Passo 2: sed; Bd; <0
Encontre T tal que p = p’ + 7d; resolvendo o subproblema 3.9;
retornar p;

Tfrj )

di Bd;’

Passo 4:  Fizar Pt = p’ + a;d;;

Passo 5: se|pt > A
Encontre T > 0 tal que p = p’ + 7d; satisfazendo ||p|| = A;
retornar p;

Passo 6:  Fizar rj =1+ a;Bd;;

Passo 7:  se ||rj|| < e€||roll
retornar p = p’t!;

Passo 3:  Fizar o =

T
. i+177
Passo 8:  Fizar By = +F—;
Passo 9:  Fizar dji1 = rjp1 + Bjdj;

fim (pdra).

O algoritmo 3.3.4 difere do algoritmo padrao GC em dois critérios extras
de parada - as duas primeiras manifestacoes se dentro do loop para. O
primeiro se indica se a direcao de busca atual d; é uma direcao de curvatura
zero ou curvatura negativa em relacao a B. O segundo leva a interrupcao do
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processo se p’T1 viola o limite da regidao de confianca. Em ambos os casos,
um ponto final p é encontrado pela interseccao da direcao de busca atual com
o limite da regiao de confianca.
A inicializacao p° = 0 é uma caracteristica crucial do algoritmo. Depois
da primeira iteracao, temos
i Ty 99

L — apdy = dy = — =22
p Qoo . Bd, 0 gTnga

que é exatamente o ponto de Cauchy! Como cada iteracao do método de gra-
dientes conjugados reduz ¢(.), este algoritmo cumpre as condi¢oes necessarias
para convergéncia global.

Outra propriedade crucial do método é que, a cada iteracao, a norma de
p’ é maior que a de seu antecessor. Esta propriedade ¢ outra conseqiiéncia
da inicializacdo p’ = 0. Sua implicacao principal estd na aceitabilidade
para interromper a iteracao assim que o limite da regiao de confianca seja
alcancado, porque nenhuma iteracao adicional que forneca um valor menor de
q estara dentro da regiao de confianca. O teorema a seguir expde formalmente
estas propriedades.

Teorema 3.3.5. A sequéncia de vetores gerados pelo Algoritmo 5.5.4 satisfaz
0= [Ip°lly < ... <llP’lly <[IP"*lly < - <llplly < A

Dem.: Primeiro mostraremos que a sequéncia de vetores gerados pelo
Algoritmo 3.3.4 satisfaz (p/)?r; = 0 para j > 0 e (p/)Td; > 0 para j > 1.
O Algoritmo 3.3.4 calcula p’*! recursivamente em termos de p’, porém quando
todos os termos desta recursao sao escritos explicitamente, observamos que

7j—1 7j—1
p=p"+ Zaidi = Z%du
i=0 i=0

desde que p” = 0. Multiplicando por r; e aplicando a propriedade de subes-
paco expandido de GC teremos

7j—1
(pj)TT'j = Z Ckid;-TTj = O
=0
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Uma prova por indugao estabelece a relagao (p/)?d; > 0. Aplicando a pro-
priedade de subespaco expandido novamente, obtemos

(pl)le = (Cl{()do)T(T’l + ﬁldo) = Oéoﬁldgdo > 0. (314)

Fazemos agora a hipotese indutiva que (p’)”d; > 0 e provaremos que esta im-
plica (pP*1)Td; ;1 > 0. De (3.14), temos (p*1)Tr; 1 = 0, e consequentemente
temos

P = () (g + Biady)
6j+1<pj+1)de
= Bin(p) + oyd;)"d;
= B d; + 0;Bjn1dj d;.

Por causa da hipo6tese indutiva, a dltima expressao é positiva.

Agora provaremos o teorema. Se o algoritmo parar porque d;dej <0Oou
P, > A, entao o ponto final p é escolhido fazendo ||p||, = A, que € o
maior comprimento possivel que qualquer ponto pode ter. Para cobrir todas
as outras possibilidades no algoritmo devemos provar que |[p?[l, < [|p"™]],
quando p'™ =p’ + a;d; e j > 1. Observe que

P74 = (7 + ) (0 + i) = 7113+ 200,3) 7 + 0

Segue desta expressao e do nosso resultado intermediario que |[p’||, < [[p"*]],,
assim nossa prova esta completa.

3.3.5 Reducao obtida pelo ponto de Cauchy

Nas discussoes anteriores de algoritmos para resolucao aproximada de sub-
problemas de regiao de confianca, enfatizamos repetidamente que convergén-
cia global depende da solucao aproximada, a qual deve obter pelo menos
reducao suficiente na funcao modelo ¢ como o ponto de Cauchy. Na reali-
dade, uma fracao fixa da reducao de Cauchy basta. Comecaremos obtendo
uma estimativa da reducao em ¢ alcancada pelo ponto de Cauchy, e entao
usaremos esta estimativa para provar que a sucessdo de gradientes {V fi}
gerada pelo algoritmo 3.3.1 ou tem um ponto de acumulagao em zero ou
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entao converge para zero, dependendo se escolhemos o parametro n igual a
zero ou estritamente positivo no algoritmo. Mostraremos um resultado de
convergéncia para a versao do algoritmo 3.3.1.

Comecaremos provando que o dog-leg e o algoritmo 3.3.4 produzem solugoes
aproximadas py do subproblema (3.3) que satisfazem a estimativa

HkaH)
1Bxll

para alguma constante ¢; € (0,1]. A presenga de uma alternativa dada pelo
minimo em (3.15) é tipica de métodos de regido de confianga e surge por
causa do limite da regidao de confianca. Note que quando Ay, for o valor mini-
mo em (3.15), a condigao lembra ligeiramente a primeira condi¢ao de Wolfe
(ver [10]): a reducdo desejada no modelo é proporcional ao gradiente e ao
tamanho do passo.

@(0) = qr(pr) = c1 |V fiel|[ min(Ay, (3.15)

Veremos agora que o ponto de Cauchy p{ satisfaz (3.15), com ¢; = %

Lema 3.3.6. O ponto de Cauchy p$ satisfaz (5.15), com ¢; = %, isto €,

0(0) — a6 (6§) > 2 |V fyl| min (Ak, ”Vf’“”) | (3.16)
> 1Bl

Dem.: Ver Nocedal & Wright [14].

Para satisfazer (3.15), nossa solugao aproximada p;, s6 tem que alcangar
uma reducao que é pelo menos alguma fracao fixa ¢y da reducao alcancada
pelo ponto de Cauchy. Enunciaremos esta observacao como um teorema.

Teorema 3.3.7. Seja pr um vetor qualquer tal que ||px|| < Ap e

@(0) — qu(pr) > e2(qr(0) — qr(p%)). Entio py satisfaz (5.15) com ¢ = 2.
Em particular, se py, é a solugao exata py de (3.3), entdo satisfaz (3.15) com
1

C1:§.

Dem.: Ver Nocedal & Wright [14].

Note que dog-leg e o algoritmo (3.3.4) satisfazem (3.15) com ¢; =

1
29
porque eles produzem solugdes aproximadas py, para a qual qx(pr) < qr(p%).
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3.3.6 Convergéncia para pontos estacionarios

Para analisarmos convergéncia global de métodos de regiao de confianca,
temos duas possibilidades: fixarmos o parametro n no algoritmo 3.3.1 igual a
zero ou atribuimos a n um valor positivo pequeno. Quando 1 = 0, podemos
mostrar que a sucessao {V f;} de gradientes tem um limite no ponto zero.
Para o teste de aceitacao mais estrito com n > 0, que requer que a redugao
real de f seja pelo menos alguma pequena fragao da diminuicao prevista,
temos o resultado: V fi, — 0.

Veremos resultados de convergéncia global para ambos os casos. As-
sumiremos que as Hessianas aproximadas By, em norma, sao uniformemente
limitadas, e que o conjunto de nivel

{z|f(z) < fzo)} (3.17)

¢ limitado. Para ampliar os resultados, permitiremos também que o com-
primento da solucdo aproximada p* de 3.3.4 exceda o limite da regido de
confianca, contanto que fique dentro de algum miltiplo fixo do limite; isso é,

Ilpe|| < AAy, para alguma constante A > 1. (3.18)

Os primeiros resultados sao para o caso de n = 0.

Teorema 3.3.8. Seja n = 0 no algoritmo 3.3.1. Suponhamos que || By|| < 3
para alguma constante B, que [ seja continuamente diferencidvel e limitada
no conjunto de nivel (3.17), e que toda solugao aprozimada py, de 8.3.4 satis-
faga as inequagoes (3.15) e (3.18), para constantes positivas c; e X. Teremos
entao

Jim anf |V fil| = 0. (3.19)
Dem.: Ver Nocedal & Wright [14].

Para o caso de 1 > 0 temos o teorema a seguir.

Teorema 3.3.9. Seja n € (0,%) no algoritmo 3.5.1.  Suponhamos que

|Bx|| < 08 para alguma constante 3, que [ seja Lipschitz continuamente
diferencidvel e limitada no conjunto de nivel (3.17), e que toda solu¢ao apro-
zimada py, de 3.3.4 satisfaca as inequagoes (3.15) e (8.18), para constantes
positivas ¢; e . Teremos entao
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lim V4] =0, (3.20)

Dem.: Ver Nocedal & Wright [14].
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Capitulo 4

Um Método sem Derivadas
Baseado em Interpolacao
Quadratica

Descreveremos neste capitulo um método proposto por M. J. D. Powell em
2002 [16] e aprimorado em 2003 [17] e 2004 [18, 19]. Este método é voltado
a problemas de minimizag¢do, sem restri¢oes, nos moldes do problema (2.1).
Um modelo quadratico () ~ f pode ser requerido no comeco de cada uma
das iteracoes, o qual é usado em um processo de regiao de confianca para
ajustar as varidveis. Quando () ¢ atualizado, o novo @ interpola f em m
pontos, sendo o valor de m = 2n + 1 inicialmente recomendado. S6 um
ponto de interpolagao é alterado em cada iteracao. Assim, a quantidade de
trabalho por iteragao é somente da ordem de (m + n)?, o que permite que n
seja bastante grande.

4.1 O Modelo Quadratico e o Calculo dos Pon-
tos Iniciais

Aproximacoes quadraticas para a funcao objetivo sdo altamente tteis para
obter uma taxa rapida de convergéncia em algoritmos iterativos para otimiza-
¢ao sem restri¢do. Por outro lado, cada modelo quadrético tem £ (n+1)(n+2)
parametros independentes e este nimero de célculos de valor da fun¢ao obje-
tivo ¢ proibitivamente caro em muitas aplicacoes com n grande. Entao este
método tenta construir modelos quadraticos satisfatérios com menos dados.
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Como no capitulo 2, consideremos uma fung¢ao quadratica Q(x) dada por:
Q(z) = 327Gr + bz + ¢,

onde x € R", G € R™" simétrica, b € R" e ¢ € R.
Neste método, no comego de uma iteracdo, o modelo quadratico Q(z)
tem que satisfazer somente m condicoes de interpolagao

Q(x;) = f(z), i=1,2...,m, (4.1)

onde f(z), x € R", é a fungao objetivo e m é o nimero de pontos de interpo-
lacao; as posigoes dos diferentes pontos x;, ¢ = 1,2..., m sao geradas a partir
de zy. Requeremos m < %(n +1)(n+2) e m > n+ 2, para que as equagoes
(4.1) sempre fornecam algumas condigbes sobre a matriz de derivadas par-
ciais de segunda ordem G = V2(Q. Lembremos que o modelo quadrético
tem $(n+1)(n+2) parametros independentes a serem determinados, isto ¢,
@ parametros de G, n de b e 1 de ¢, sugerimos m = 2n + 1 pontos de
interpolacao, pois com esse nimero de pontos, conseguimos determinar ¢, o
vetor b e n entradas da matriz G, forcando-a ser diagonal, o que facilita os
calculos, podendo assim n ser grande, os experimentos numéricos presentes
no capitulo 5 reforcam nossa escolha.

Na primeira iteragdo, escrevemos o modelo quadratico na forma

Q(z0 + d) = Qo) + d'VQ(mo) + 2d'V2Qd, deR", (4.2)

Se m = 2n + 1, forcamos V2(Q) ser diagonal.
Quando o nimero de condi¢des de interpolagao (4.1) satisfaz m > 2n+1,
os primeiros 2n + 1 pontos z;, ¢ = 1,2, ..., m, sao escolhidos pelos vetores:

r1 = X, €

Tit1 = L0t PoegCi } i=1,2...n, (4.3)

Titn+l = Lo — PbegCi
onde e; é 0 i-ésimo vetor da base canonica em R" e py., € 0 raio inicial da regiao
de confianga (que sera abordado na secao 4.2). Assim Q(z9), VQ(xzo) e 0s
elementos da diagonal (V2Q), i = 1,2, ...n, sao determinados univocamente
pelas primeiras 2n + 1 equagoes (4.1). Alternativamente, quando m satisfaz
n+2 < m < 2n, os pontos iniciais de interpolagao sao os primeiros m vetores
(4.3). Segue que Q(xg), os primeiros m —n — 1 componentes de VQ(xp) e
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(V2Q)ii, i =1,2,...m — n — 1, sdo definidos como anteriormente. Os demais
elementos da diagonal de V2(Q sdo um conjunto de zeros, assim como as
outras componentes de VQ(x) tomam os valores { f (zo+ppeg€i)—f (Z0) }/ Pbeg>
m—n<i<n.

No caso m > 2n + 1, os pontos iniciais x;, « = 1,2, ..., m, sdo escolhidos
tais que as condigoes (4.1) também fornecam 2(m — 2n — 1) elementos fora
da diagonal de V2Q; o fator 2 ¢ devido a simetria. Especificamente, para
i € [2n 4 2,m], os pontos z; tém a forma

Ti = To + OpPregCp T TqPbegCqs (4.4)

onde p e ¢ sao inteiros diferentes em [1,n], e onde o, e o, sdo incluidos na
definicao:

o = { _17 f(:EO - pbegej) < f([lﬁ'() +pbeg€j) j:1,2,...,n,

+1, f(zo — preg€j) = f(T0 + Pregty),

fazendo com que a escolha (4.4) leve a valores menores da funcao objetivo.

Desse modo o elemento (V2Q),, = (V2Q),p € determinado pela equagao
(4.1), desde que toda funcao quadratica Q(x), z € R™, tenha a propriedade

Ub_ez{Q(xO) —Q(Zo+0ppregep) —Q(To+04pregeq) +Q(To+0pPbegeptOpPhegep) =
0p04(V?Q) -

Por simplicidade, p e g sdo escolhidos na formula (4.4) da seguinte forma.
Seja j a parte inteira do quociente ("77”1—72), donde 57 > 1 devido a ¢ > 2n + 2;
fixamos p =i — n — 1 — jn, que esta no intervalo [1,n|, e permitimos ¢ ter
o valor p+ j ou p+ j — n, a tltima escolha sendo feita no caso p + j > n.
Consequentemente, se n = 5 e m = 20, por exemplo, ha 9 pares {p,q},
gerados na ordem {1,2}, {2,3}, {3,4}, {4,5}, {5,1}, {1,3}, {2,4}, {3,5} e
{4,1}. Todos os elementos fora da diagonal de V2Q que nao sao fornecidos
por este procedimento sao fixados como zero, o que completa a especificacao
do modelo quadrético inicial (4.2).

O método exige m pontos de interpolagao. Dentre esses, determinamos
0 ponto z,, como sendo o que fornece o menor valor de f até entao calcu-
lado. Em seguida, devemos determinar e, = Ton + d, onde d é a solucao
aproximada do subproblema de regiao de confianca
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Minimizar Q(xqp + d)
sujeita a ||d| < A.

De posse do novo ponto, alteramos o conjunto de pontos de interpolagao,
adicionando ., no lugar de x,;0v g, ponto este que maximiza a distancia
D[ST == HLL’MOVE - LL’opt”.

Utilizando esse novo conjunto de pontos de interpolacao, atualizaremos
o modelo quadratico Q,q para Quew = Qouq + D, onde a funcao quadratica
D ¢ construida de forma que ||V2D||§7 = [[V2Qnew — VonldH?r seja minima,
sujeita as restricoes

(4.5)

D(z;) = f(z;) — Qora(x;), 1=1,2...,m. (4.6)
Estas restri¢coes sao equivalentes a Qew(z;) = f(24), 1 =1,2,...,m.
O sucesso dessa atualizacao é devido a técnica sugerida pelo método
simétrico de Broyden e Powell para atualizar V2@, quando as primeiras
derivadas de f nao estao disponiveis, método este descrito no capitulo 2.

A forca desta técnica de atualizacdo pode ser explicada considerando o
caso em que a fungdo objetivo f é quadratica. Se o erro | f(Znew) — Qoid(Tnew)|
é relativamente pequeno, entao o modelo aproximou bem o novo valor de f,
até mesmo se os erros das aproximacoes V2Q ~ V?2f forem significativos.
Por outro lado, se | f(Znew) — Qota(Tnew)| é relativamente grande, entdo, sa-
tisfazendo Qnew(Tnew) = f(Tnew), @ técnica de atualizagdo deve melhorar a
precisao do modelo significativamente. Resultados numéricos provam que
estas alternativas sao bem-vindas, pois fornecem excelente convergéncia da
sequéncia de vetores de variaveis gerada pelo método, embora geralmente o
erro ||[V2Q — V2| » seja grande para todo Q.

4.2 O Subproblema de Regiao de Confianca

O método proposto por Powell caracteriza-se como um método de regiao de
confianca, nos moldes dos algoritmos descritos na se¢ao 3.3 desta dissertagao.

A cada iteracao devemos obter um passo d a partir de z,,; para o calculo
de x,.,. Tal passo é obtido através da resolucao do subproblema de Regiao de
Confianga (4.5), que é resolvido através do método de gradientes conjugados
truncado, vide ([8]). Observaremos mais atentamente os parametros envolvi-
dos na resolucao deste problema. Obtida a direcdo d, testamos se ||d|| > %,0,
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onde p = pyey Na primeira itera¢dao, podendo ser alterado se necessario nas
demais; entao calculamos a razao

f(@opt) = f(Topt + d)
Q(Topt) — Q(Topt + d)

e atualizamos o raio da regiao de confianga A, sujeito a A > p. O novo
raio da regiao de confianca A,., serd p ou A;,; nos casos A;,; < 1.5p ou
A > 1.5p, respectivamente, onde A;,; é o valor

’y:

sldl, v <o,
Njpy = max{||d]|, %Aold}, 0.1 <v<0.7,
maz{2||d||, 5Aua}, 7> 0.T.

Apo6s a atualizacdo do raio de regiao de confianca, fixamos a variavel
inteira MOV E em 0 ou no indice da componente do ponto de interpolacao
que sera alterado. Se MOV E > 0, modificamos () de forma que interpole f
em Top + d em vez de xyove. Se f(Topr +d) < f(Topt), €ntd0 2,y assume
o valor de zo, +d. Se v < 0.1, alguns ajustes e testes podem ser feitos
na tentativa de melhorar os resultados; caso contrario, iniciamos uma nova
iteracao do método de regidao de confianca.

Se ||d|| < 3p, testamos se os trés valores mais recentes de ||df e f — Q
sao pequenos. Se for este o caso, reduzimos p por um fator de 10 sujeito a
P > Pend, € A pelo maa:[%pold,pnew]; senao, reduzimos A por um fator de 10
ou pelo limitante inferior p. Novamente podemos fazer uso de alguns ajustes
e testes na tentativa de melhorar os resultados. Em ambos os casos, iniciamos
outra iteracao do método de regiao de confianca.

Todo este processo é feito até p = penq, obtendo assim a solucao do
problema (2.1) com a precisao desejada.
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

O método abordado no capitulo 4 esta implementado no software NEWUOA,
de autoria de Powell. Tanto a descricao do método, quanto aspectos da
implementagdo computacional podem ser encontrados em [19]. O método foi
programado e compilado em Fortran 77.

Com o objetivo de analisarmos o desempenho do método estudado, reali-
zamos varios experimentos numéricos utilizando um PC, com processador
AMD Athlon(tm) 64 3000+ 1.80 GHz 939P e 1,00 GB de memoria RAM
em Dual Channel 512 MB + 512 MB, utilizando como sistema operacional
o Windows XP. O método foi testado com os problemas sugeridos por Moré,
Garbow e Hillstrom [12] e com um problema sugerido por Powell [19] chamado

SPHRPTS.

5.1 Problemas de Moré, Garbow e Hillstrom

Os primeiros testes aos quais o método foi submetido constituem uma co-
letanea de problemas organizada por Moré, Garbow e Hillstrom [12]|. Trata-
se de um conjunto de 35 problemas de minimizacao irrestrita. As funcoes
objetivo sao soma de quadrados e diferenciaveis.

Em todos os problemas adotamos os mesmos parametros:

Pbeg = |0, 2X<1)‘3

Pend = 10_6;
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Mazx fun = 1,0 x 106;

m=2n+ 1,

onde, pyy € 0 tamanho inicial do raio da regiao de confianga, o qual ¢ uma
fracao em modulo da primeira componente do vetor inicial, ou apenas 0.2
quando o vetor inicial xy tem todas as componentes nulas; pe,q € 0 raio final
da regiao de confianca; Max fun é o nimero maximo de avaliacoes de fungao;
m é o nimero de pontos de interpolagao e n, a dimensao do problema. A

aproximacao inicial xo usada para cada problema é a sugerida em [12].

prob || n | feval | tempo (s) | prob | n | feval | tempo (s)
1 2| 161 0 19 11 | 1752 0,42
2 2|1 78 0 20 12 | 32797 8,37
3 2| 36 0 21 || 100 | 73030 | 1008,76
4 2] 395 0 22 | 100 | 146803 | 2000,34
o 2| T4 0 23 || 100 | 65067 753,81
6 || 2| 44 0 24 | 100 | 33937 398,82
7 |3 193 0 25 || 100 | 152525 | 1786,15
8 3| 118 0 26 | 100 | 11209 138,06
9 ||3] 43 0 27 | 100 | 342130 | 2943,06
10 || 3| 2061 0,06 28 || 100 | 790788 | 11651,64
11 || 3| 778 0,06 29 | 100 | 752146 | 9180,26
12 || 3| 278 0,01 30 | 100 | 2661 28,65
13 || 4] 537 0,01 31 || 100 | 4915 52,37
14 || 4] 521 0,01 32 || 100 | 423 2,50
15 || 4] 269 0,01 33 || 100 | 1545 17,10
16 || 4] 245 0,01 34 || 100 | 1603 17,26
17 | 514903 0,31 35 | 100 | 117300 | 1644,92
18 |6 (1781 0,12

Tabela 5.1: Resultados da aplica¢do do método em problemas de [12]

A dimensao n adotada segue o valor fornecido em [12], para os problemas
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1 a 20. A partir do problema 21, quando n pode ser variavel, escolhemos
n = 100. A tabela 5.1 mostra o nimero do problema, a dimensao n, o
ntimero de avaliacoes de funcao e o tempo de CPU em segundos.

Observando a tabela 5.1 notamos que o método convergiu em todos os
35 problemas, de maneira satisfatoria. Para os problemas 1-9 de dimensoes
pequenas, o método convergiu instantaneamente, e para os problemas 10-
19, a convergéncia ocorreu em menos de um segundo. Ressaltamos também
que, para os problemas 24, 26, 30, 31, 32, 33, 34, todos de 100 variaveis,
o método obteve convergéncia com poucas avaliacdes de funcao e em pouco
tempo computacional. A maior quantidade de avaliacoes de funcdo e o maior
tempo computacional foram observados para os problemas 28 e 29, conheci-
dos como “Discrete boundary value function” e “Discrete integral equation
function” respectivamente. Os problemas onde n é variavel, ou seja, os de
nimero 21 a 35, também foram testados para m = 3(n + 1)(n + 2) pontos
de interpolagao, apresentando tempo computacional inviavel, reforcando que
a escolha sugerida pelo autor (m = 2n + 1) é a mais indicada se n nao for
pequeno.

5.2 Problema SPHRPTS

Este problema teste, conhecido como SPHRPTS, foi proposto por Powell
[19]. Neste problema, n é par, e § pontos tém que ser colocados na superficie
de uma esfera unitaria em R3, razoavelmente espacados. Fazemos entdo que
o k-ésimo ponto p, € N2 tenha as coordenadas

COS Tog_1 COS Loy n
pr=| sinxor_jcosxor |, k= 1,2,...,5,
sin oy

onde x € R™ é ainda o vetor de variaveis. O problema consiste em minimizar
a funcao

w3
e

-1

f(:Ij) = ||pl _pkH_2= r € R,
k=2 =1
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onde inicialmente os pontos p; sao igualmente espacados no equador da es-
fera; o vetor zy tem as componentes (xg)ox—1 = % e (xo)ax = 0,
k=1,2,...,%.

O método foi aplicado ao problema com m = 2n+1 pontos de interpolacao
e n variavel, de acordo com a tabela 5.2. Usamos os parametros p,, = n"' e
Pena = 107¢. Os resultados obtidos estao registrados na mesma. Em todos os
casos obtivemos convergéncia, com nimero razoavel de avaliagoes de fungao
e tempo computacional satisfatorio, levando em consideracao as dimensoes

dos problemas.

m=2n+1
n | feval |tempo (s) Minimo de f
20 | 2683 1,35 2,50413597 x 10!
40 | 6732 12,46 | 1,33936978 x 10?
80 | 30370 | 214,45 |6,72656911 x 102
160 | 125596 | 3927,00 | 3,24089121 x 10°

Tabela 5.2: Resultados para o problema SPHRPTS com m = 2n + 1

feval

1265

Nimero de Varaweis

[Bm=zn+1 mm=1zr+ 1+

Figura 5.1: Comparacao do niimero de avaliagoes de funcao para diferentes
valores de m das tabelas (5.2) e (5.3)
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m = 3(n+1)(n+2)
n | feval | tempo (s) Minimo de f
20 [1265] 7,62 | 2,50413597 x 10!
40 | 5570 | 469,25 | 1,33936978 x 102
30 | - i i
160 - - -

Tabela 5.3: Resultados para o problema SPHRPTS com m = (n+1)(n+2)

Ja a tabela 5.3 contém os dados da aplicacao do método para
m = £(n+1)(n + 2). Destacamos que nos testes com n = 80 ¢ n = 160
o tempo computacional foi muito grande, passando de 5 horas, sem obter
convergéncia, ou mesmo, atingir algum critério de parada. Os resultados

Himero de WVarawveis

[am=zn+t Bm=tizr 22|

Figura 5.2: Comparagao do tempo computacional gasto para os diferentes
valores de m das tabelas (5.2) e (5.3)

das tabelas 5.2 e 5.3 estao resumidos nas figuras 5.1 e 5.2, onde representa-
mos, para cada problema, o nimero total de avaliacoes de funcao realizado
e o tempo total com os diferentes valores de m. Comparando os resultados
mostrados em ambas as tabelas, quando n = 20 e n = 40, notamos que, na
segunda, o nimero de avaliacoes de fungao é bem menor que na primeira,
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porém o tempo computacional ¢ bem maior. Ou seja, mesmo tendo mais
pontos de interpolacao, isto é, uma melhor aproximacao de f pelo modelo
quadratico, o tempo computacional é elevado e nao notamos mudangas signi-
ficativas no valor minimo de f.

Com o objetivo de comparar o desempenho do método proposto por
Powell com outro algoritmo que nao fizesse uso de derivadas de f, mas
trabalhasse com aproximacoes para estas derivadas, testamos o problema
SPHRPTS e os problemas da secao 5.1 com o software GENCAN. Este
software faz parte do projeto TANGO (Trustable Algorithms for Nonlinear
General Optimization), um conjunto de rotinas em Fortran para otimiza-
¢ao nao linear, desenvolvido no Departamento de Matemética Aplicada da
Universidade Estadual de Campinas e no Departamento de Informética da
Universidade de Sao Paulo, sob a coordenacao do Professor J. M. Martinez,
da Unicamp. Os softwares sao livres para usos nao comerciais, podendo ser
modificados ou redistribuidos de acordo com as normas do GNU (General
Public License), conforme publicado pela Fundagao para o Software Livre
(Free Sofware Fundation), e estao sob constante atualizagao.

O GENCAN é um c6digo em Fortran, voltado a resolugao de problemas de
minimizagao irrestrita ou em caixas, que nao utiliza operacoes com matrizes,
uma vez que baseia-se no método do Gradiente Espectral Projetado e no
método de Gradientes Conjugados Truncado.

Para maiores detalhes sobre o GENCAN, consultar [1], [11] e o site do
projeto TANGO (http://www.ime.usp.br/egbirgin/tango/).

Para os parametros utilizados foram adotados os seguintes valores:

gtype =1
hptype = 4
precond = none
epsopt = 1,0 x 1076
maxtotit = 1,0 x 106
maxtot fc =5 X maxtotit
onde gtype = 1 define que as derivadas da funcao objetivo serao aproximadas

por diferencas finitas; hptype = 4 indica que vai ser usada a atualizacao BFGS
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para a matriz hessiana; precond = none define que nao haverd nenhum pre-
condicionamento no método dos gradientes conjugados; epsopt determina a
tolerancia para a norma do gradiente projetado da funcao objetivo; maxtotit
indica o nimero maximo de iteracoes permitido e maxtot fc, o nimero mé-
ximo de avaliacoes de funcao.

Para a coletanea de problemas organizada por Moré, Garbow e Hillstrom
|12], adotamos os mesmos parametros acima, e os valores de n iguais aos
da tabela 5.1. Como este conjunto de testes é constituido de 35 problemas
de minimizagao irrestrita, onde as funcoes objetivo sao somas de quadra-
dos, de facil diferenciabilidade, o desempenho do GENCAN foi muito bom,
fazendo pouquissimas avaliagoes de funcao, em baixo tempo computacional
para todos os problemas.

Para o problema SPHRPTS obtivemos os seguintes resultados.

n feval | tempo (s) Minimo de f
20 | 82448 | 241 |4,12499885 x 10
40 || 35853 5,19 3,32499755 x 107
80 | 5000000 | 3490,38 | 2,66499877 x 103
160 - - -

Tabela 5.4: Resultados para o problema SPHRPTS - GENCAN

Observamos que para n = 20 e 40, o GENCAN convergiu, porém para
n = 80, 0 mesmo parou ao atingir o maximo de avaliacoes de funcao e para
n = 160, o tempo computacional foi muito grande, passando de 5 horas, sem
obter convergéncia, ou mesmo, atingir algum critério de parada. Compa-
rando os resultados obtidos na tabela 5.2 com os da tabela 5.4, notamos que
a quantidade de avaliacoes de funcao feitas pelo GENCAN é bem superior,
provavelmente devido ao fato deste ultimo fazer aproximacoes por diferencas
finitas. O tempo computacional para n = 20 e 80 também é superior, prin-
cipalmente para n = 80 (aproximadamente 1528% maior). Além disso, em
todos os casos, GENCAN obteve valores maiores para o minimo da funcao.
Estes resultados estao ilustrados nas figuras 5.3 e 5.4. Devido a discrepancia
entre os dados das tabelas 5.2 e 5.4, utilizamos o logaritmo dos dados de cada
tabela, para evitar que as figuras ficassem distorcidas.
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Figura 5.3: Comparacao do niimero de avaliagoes de fungao entre NEWUOA
e GENCAN
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Figura 5.4: Comparagao do tempo computacional gasto entre NEWUOA e
GENCAN
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Capitulo 6

Conclusoes

Nosso interesse neste trabalho foi estudar um método para minimizacao de
fungoes sem restricoes, proposto por M. J. D. Powell, que nao faz uso de
derivadas, e é baseado em interpolacao quadratica. Podemos dividir a es-
trutura desse método em trés partes importantes: A primeira consiste na
estratégia usada para escolha dos m pontos de interpolacao. A segunda
consiste na técnica utilizada na atualizacao do modelo quadratico, seme-
lhante as usadas nos métodos quase-Newton, onde a Hessiana da funcao f
¢ aproximada por outra matriz simétrica; no método proposto por Powell,
a atualizagao do modelo quadratico ¢ baseada na minimizacao da norma de
Frobenius da diferenca das Hessianas do modelo quadratico velho e novo. A
terceira trata do subproblema de regiao de confianca utilizado na obtencao
de um passo d usado para determinarmos um novo ponto de interpolacao.

Devido a grande importancia da técnica de atualizagao do modelo quadra-
tico utilizada no método proposto por Powell, direcionamos parte significativa
dos estudos aos métodos quase-Newton, fazendo principalmente uma analise
das técnicas de atualizacao que estes utilizam. Muita atencao também foi
dada ao subproblema de regiao de confianca, levando-nos a aprofundar os
estudos sobre métodos de regiao de confianca e suas estratégias.

Analisando o desempenho computacional do método observamos que este
mostrou-se bem robusto, ja que convergiu para todos os problemas testados.
O tempo computacional em todos os casos também foi satisfatorio, con-
siderando que nao ¢ usada nenhuma derivada da funcao objetivo.

Primeiramente os testes realizados faziam parte da coletanea de pro-
blemas sugeridos por Moré, Garbow e Hillstrom. Neste caso, os resultados
mostraram a robustez e eficiéncia do método. Em seguida, abordamos o
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problema SPHRPTS, proposto por Powell. Analisamos o comportamento
do método, variando a quantidade de pontos de interpolacao, e concluimos
que utilizar uma quantidade inferior de pontos (m = 2n + 1) faz com que
o método obtenha convergéncia em tempo computacional reduzido e com
precisao Otima. Isso acontece pois com m = 2n + 1 pontos forcamos a ma-
triz Hessiana do modelo quadratico ser diagonal, possibilitando uma maior
quantidade de avaliagoes de funcao em menos tempo. Por outro lado, usando
m = %(n—i— 1)(n+2) pontos, a aproximacao da Hessiana de f é feita de forma
mais eficiente, e 0 método necessita de menos avaliacoes de funcao para obter
convergéncia, porém teremos a matriz Hessiana do modelo quadratico cheia,
o que reflete no tempo computacional, que passa a ser muito maior que com
menos pontos de interpolacao.

Com o objetivo de comparar o desempenho do método proposto por Po-
well, sem derivadas e baseado em interpolagao polinomial, com outro algo-
ritmo que também tem a opcao de nao usar derivadas, mas aproximando
gradiente da funcao objetivo por diferencas finitas, o problema SPHRPTS
também foi testado utilizando o GENCAN, software este que nao utiliza ope-
racoes com matrizes e baseado no método de Gradientes Conjugados Trunca-
do e de Gradiente Espectral Projetado. Comparando ambos os sofwares
aplicados ao problema SPHRPTS, verificamos que o método proposto por
Powell apresenta vantagens em relagao ao GENCAN em todos os itens anali-
sados: avaliagoes de funcao, tempo computacional e valor minimo obtido
para a funcao objetivo, na maior parte dos casos. Também submetemos o
GENCAN a coletanea de testes de Moré, Garbow e Hillstrom, que devido
principalmente a facil diferenciabilidade dos problemas, obteve excelente de-
sempenho em todos os casos.

Conseguimos neste trabalho mostrar a aplicabilidade de um método sem
derivadas (conhecido como derivative — free) para problemas onde o cal-
culo destas pode ser facil, ou nao muito. Fica a intencao de analisar esses
métodos com uma gama maior de problemas testes, explorando principal-
mente o desempenho da proposta de Powell comparada com problemas nao
diferenciaveis.
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