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Resumo

As memodrias associativas (AMs - Associative Memories) permitem armazenar associagoes
de padroes e recuperar desejados padroes de saida mesmo apods a apresentacao de possiveis
versoes incompletas e/ou distorcidas de um padrao de entrada. As memdrias associativas
fuzzy (FAMs - Fuzzy Associative Memories) sao modelos de AMs cujos padrdes de entrada e
saida sao conjuntos fuzzy. As FAMs mostraram-se poderosas ferramentas na implementacao
em sistemas de base de regras fuzzy. O fato de modelos de FAMs estarem relacionadas a
morfologia matemdtica (MM) levou ao recente desenvolvimento das memdrias associativas
morfoldgicas fuzzy (FMAMs - Fuzzy Morphological Associative Memories), em particular
as memdrias associativas fuzzy implicativas (IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memo-
ries). Os neuronios da FMAM executam uma das operagoes elementares da MM, i.é, erosao,

dilatacao, anti-erosao ou anti-dilatacao.

Essa dissertagao relaciona a existéncia de solugbes nos sistemas de equacoes relacionais
fuzzy (FREs - Fuzzy Relational Equations) & recordacao perfeita das IFAMs. Formulamos
o problema de escolher um modelo apropriado de IFAM para uma dada aplicacdo através
de um problema de otimizacao. Mais precisamente, determinamos o modelo de IFAM dado
pela t-norma parametrizada de Yager que minimiza o erro entre os padroes recordados e os
desejados padroes de saida. Uma imagem em tons de cinza pode ser expressa como uma
relacdo fuzzy e dado uma familia de conjuntos fuzzy, pode-se comprimi-la através de FREs.
Assim, surge o problema inverso de encontrar uma reconstrugao da imagem original a partir
da imagem comprimida. Essa dissertacao de mestrado determina a melhor aproximacao por

meio de uma IFAM.

Palavras chave: Memdria Associativa, Morfologia Matematica, Conjuntos Fuzzy, Redes

Neurais.
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Abstract

Associative Memories (AMs) allow for the storage of pattern associations and the retri-
eval of the desired output patterns upon the presentation of a possibly noisy or imcomplete
version of an input pattern. Fuzzy Associative Memories (FAMs) are models of AMs whose
input and output patterns are fuzzy sets. FAMs have proven to be a powerful tool for imple-
menting fuzzy rule-based systems. The fact that FAMs models are related to mathematical
morphology (MM) has led to the development of fuzzy morphological associative memories
(FMAMs), in particular fuzzy implicative fuzzy associative memories (IFAMs). The neurons
of an FMAM perform one of the elementary operations of MM which as erosion, dilation,

anti-erosion and anti-dilation.

This thesis relates the existence of solutions in systems of fuzzy relational equations (FREs)
to the perfect recall using IFAMs. We formulated the problem of choosing an appriopriate
IFAM model for a given application as an optimization problem. More precisely, we deter-
mined the IFAM model given by a parameterized Yager t-norm which minimizes the error
between the recalled patterns and the desired output patterns. A gray-scale image can be
expressed as a fuzzy relation and, given a family of fuzzy sets, it can be compressed by means
of FREs. Thus, the inverse problem arises of finding a reconstruction of the image original
based on the compression. This master thesis determines the best approximation by means

of a IFAMs.

Keywords: Associative Memory, Mathematical Morphology, Fuzzy Sets, Neural Networks.
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CAPITULO 1

Introducao

A Morfologia Matemdtica (MM) foi desenvolvida por George Matheron e Jean Serra nos
anos 60 com o objetivo de extrair informagoes de imagens binérias utilizando os operadores
de dilacao e erosao a partir de elementos predefinidos, denominados elementos estruturantes
[59, 42]. Posteriormente, os principais operadores da morfologia matematica bindria foram
estendidos para o caso de tons de cinza [20, 66, 73, 74]. Tais abordagens empregam a teoria
dos conjuntos fuzzy, formulada por Lotfi Zadeh em 1965, como uma ferramenta para modelar
a imprecisao [82]. As abordagens bindrias e tons de cinza, possuem como base a teoria dos
reticulados completos que representam o contexto mais geral onde a morfologia matematica

pode ser conduzida [29, 56, 60].

Nas ultimas décadas, diversos pesquisadores tém usado operacoes elementares da MM
como regra de agragacao nos neurénios, derivando uma nova classe de redes neurais artificiais
(ANN - Artificial Neural Network), conhecidas na literatura como redes neurais morfoldgicas
[53, 54, 55]. Confiando no fato que o intervalo [0,1] e o hipercubo [0, 1]" constituem reticula-
dos completos, a morfologia matemdatica fuzzy (FMM - Fuzzy Mathematical Morphological)
possibilitou a criagao das redes neurais morfoldgicas fuzzy (FMNNs - Fuzzy Morphological
Neural Networks) cujos neurénios executam uma operagao de erosao, dilatac¢ao, anti-erosao
ou anti-dilatac¢ao de [0, 1]™ em [0,1]. Uma FMNN que exerce uma fun¢ao de memoria associ-

ativa é denominada memoria associativa morfolégica fuzzy (FMAM - Fuzzy Morphological

1



Associative Memory) [73, 80]. As FMAMs pertencem a classe das memdrias associativas
fuzzy (FAMs - Fuzzy Associative Memories) que foram extensivamente estudadas desde a
introducao dos modelos das FAMs de Kosko. Na verdade, as FMAMs abrangem diversos
modelos de FAMs existentes na literatura, incluindo as memdrias associativas fuzzy implica-
tivas (IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memories) estabelecidas por Sussner e Valle,
composta de neurénios morfolégicos max-T. A matriz dos pesos sindpticos é sintetizada
através do aprendizado R-implicativo ou aprendizado por adjuncdo, onde a implicacao fuzzy
¢ adjunta a uma t-norma continua que por sua vez representa uma dilatagao em [0,1]. Neste
contexto, também foram estabelecidos os modelos de IFAMs duais, compostas de neurénios
morfoldgicos min-S que executam operacoes de erosao. Na verdade, existe uma relagao de

dualidade entre a IFAM e a IFAM dual com respeito & uma negacao fuzzy [72].

Esta dissertacdo de mestrado estd organizada da seguinte forma. Primeiro, serdo exibi-
dos os conceitos basicos de morfologia matematica, teoria dos conjuntos fuzzy e morfologia
matematica fuzzy. Entao, serd dado uma introducao de redes neurais artificiais e memorias
associativas. O Capitulo 3 apresenta os aspectos gerais de MAMs e FMAMs, dando énfase
as [IFAMs. O Capitulo 4, relaciona a existéncia de solugoes nos sistemas de equagoes relacio-
nais fuzzy em termos da recordagao perfeita da IFAM. O Capitulo 5, estabelece uma forma
de escolher a melhor IFAM de Yager para uma dada aplicagao. Finalmente, é apresentada
uma rela¢do no processo de compressao/descompressao de imagens a teoria das IFAMs. O

Capitulo 8 conclui a dissertagao.



CAPITULO 2

Morfologia Matematica, Conjuntos Fuzzy e

Morfologia Matematica Fuzzy

2.1 Introducao a Morfologia Matematica

2.1.1 Introducao

Como j4 dito antes, a Morfologia Matemdtica (MM) foi desenvolvida por George Matheron
e Jean Serra em 1964 para resolver problemas de andlise de imagens, i.é, extrair informagoes
de imagens a partir de transformacoes de formas através dos operadores elementares de
dilacao e erosao que dependem de padroes predefinidos, denominados elementos estruturantes
[42, 59, 61]. A dilatagdo e a erosao foram criadas a partir das nogoes de soma e subtragao
de Minkowski e Hadwiger [25, 44]. A MM é uma teoria com base nos conceitos de teoria
de conjuntos, geometria e topologia para andlise de estruturas geométricas em imagens [73].
Sua aplica¢ao abrange segmentagao e reconstrugao de imagens [76], decomposigao de sinais

8].

Originalmente, os operadores da MM desenvolvidos por Matheron e Serra foram voltados
para imagens bindrias. Posteriormente, Sternberg generalizou os principais operadores da
morfologia matematica binaria para o caso de tons de cinza empregando o noc¢ao de umbra

[66]. Outra abordagem que trata o caso em tons de cinza estd baseada na teoria dos conjuntos

3



SECAO 2.1 INTRODUCAO A MORFOLOGIA MATEMATICA 4

fuzzy [20, 46, 73, 74]. As abordagens bindrias, tons de cinza e fuzzy, possuem como base a
teoria dos reticulados completos que representam o contexto mais geral onde a morfologia

matematica pode ser conduzida [29].

2.1.2 Conceitos Fundamentais de Reticulados Completos

A teoria dos reticulados foi introduzida por Dedekind em 1987 [19] e seus conceitos estao
difundidos em toda algebra moderna [5]. Essa subsecao apresenta os conceitos necessarios
para o desenvolvimento da dissertagao e uma descricao detalhada sobre a teoria dos reticu-

lados pode ser encontrada em [5].

Um conjunto nao vazio X equipado com uma ordem parcial < é chamado de conjunto
parcialmente ordenado e denotado por (X, <). Uma ordem parcial é uma relagdo binaria <

em X que satisfaz as seguintes propriedades para todo z,y, z € X:

(O1) Reflexividade: = < x, Vo € X
(02) Anti-Simetria: 2 <y ey <z entdo x =y, Vr,y € X

(O3) Transitividade: z <y ey < zentdao z < z, Vr,y,2 € X

O conjunto (X, <) é totalmente ordenado se também satisfazer a propriedade:

(04) z<youy<uz VryeX

Dado um conjunto X parcialmente ordenado (X, <) e um subconjunto Y C X. O elemento
[ € X é um limite inferior de Y se | < y para todo y € Y. O maior limite inferior Iy € X,
quando existir, é chamado de infimo de Y, i.e, Iy é um limite inferior de Y e [ < [y para
todos os limites inferiores [ de Y. O infimo de Y é denotado por A Y ou equivalentemente

por /\ y; quando Y = {y; : j € J} para algum conjunto de indices J.
jeJ
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Similarmente, dado um conjunto parcialmente ordenado (X, <) e um subconjunto ¥ C
X.0 elemento s € X é um limite superior de Y se y < s para todo y € Y. O menor limite
superior, quando exitir, é chamado de supremo de Y. O supremo de Y é denotado por \/ Y

ou equivalentemente por \/ y; quando Y = {y; : j € J} para algum conjunto de indices J.
j€J

Definicao 2.1.1. (Reticulado e Reticulado Completo [5]): Um conjunto parcialmente
ordenado X € um reticulado se todo subconjunto finito nao vazio admite um supremo e um
infimo em X, ou seja, para todo Y C X finito tem-se A\Y € X e \JY € X. Um reticulado

X € completo se todo subconjunto, finito ou infinito, possui um infimo e um supremo em X.
Exemplo 2.1.1. (Reticulados e Reticulados Completos):

1. Todo conjunto totalmente ordenado € um reticulado. De fato, para todo subconjunto
finito de elementos de um conjunto totalmente ordenado pode ser arranjado em ordem

crescente, e portanto conter o menor e o maior elemento.
2. O intervalo fechado [0,1] com a ordem parcial usual é um reticuldo completo.

3. Nem todo reticulado é completo. De fato, tome o intervalo aberto (0,1) com a ordem
parcial usual € um conjunto totalmente ordenado, porém nao € um reticulado completo,

pois o conjunto {1/n :n € N} nao possui limite inferior.

2.1.3 Operadores Basicos da Morfologia Matematica

Os operadores bésicos da morfologia matematica sao a erosao e dilatacao, definidos a

seguir:

Definicao 2.1.2. (Erosao e Dilatacao [29]): Sejam L e M reticulados completos. O
operador € : Ml — 1L que comuta com o operador de infimo é chamado erosdo, ou seja, o

operador € satisfaz a sequinte equagao para todo subconjunto Y C M:

(AY)= )\ ) (2.1)

yey
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Similarmente, um operador ¢ : L. — M que comuta com o operador de supremo € chamado

de dilatacao, ou seja, o operador § satisfaz a sequinte equacao para todo subconjunto X C L:

s(\/ X)="\/ é(x) (2.2)

zeX

Além dos operadores de dilatacdo e erosdao, muitos pesquisadores também consideram
os operadores de anti-dilatacdo e anti-erosao como operadores basicos da morfologia ma-

temaética.

Definigao 2.1.3. (Anti-erosao e Anti-dilatagao [3]): Sejam L e M reticulados comple-
tos. O operador € : Ml — I € chamado anti-erosao se satisfaz a sequinte equacdo para todo

subconjunto Y C M:

dA\Y) =\ ey (2.3)

yey
Similarmente, um operador ¢ : . — M € chamado de anti-dilatacao se satisfaz a sequinte

equacgao para todo subconjunto X C LL:

5\ X) = A\ 3w) 24)

zeX

Operadores de dilatacao, erosao, anti-dilatacao e anti-erosao sao considerados operadores
elementares da morfologia matemética, pois qualquer aplicagao entre reticulados completos

pode ser expressa em termos de combinagoes de supremos e infimos desses [3].

2.1.4 Relacgoes de Dualidade - Adjungao e Negacao

Os operadores de dilatacao e erosao estao relacionados por meio de uma relagao de duali-
dade. Muitos pesquisadores, tais como Bloch e Maitre [7], Sinha e Dougherty [63], Nachte-
gael e Kerre [46] empregam o conceito de dualidade baseado no conceito de negagao. Outros
pesquisadores, como Maragos [41], Ronse [56], Deng e Heijmans [20] utilizam a dualidade

baseada no conceito de adjuncao.
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Definigao 2.1.4. (Adjuncao [20]): Sejam L e M reticulados completos e os operadores

e:M—L,6:L— M. Opar(ed) representa uma adjuncao em L e M se e somente se

0(z) <yex<e(y), para todo x € L ey € M. (2.5)
A proposicao a seguir mostra que o conceito de adjuncao representa uma dualidade entre
os operadores de erosao e dilatacao.

Proposicao 2.1.1. (Adjungao, Erosao e Dilatagao [20]): Sejam L e M reticulados

completos e 0s operadores e : M — L ed: L — M
1. Se (€,0) € uma adjungao, entao € € uma erosao e § é uma dilatagao.

2. Para toda dilatagdo 0, existe uma unica erosdo € tal que (€,8) é uma adjungdo. A

erosao adjunta € dada por:

e(y) = \/ {r eL:o(x) <y} para todoy € M (2.6)

3. Para toda erosao €, existe uma tunica dilatag¢do 0 tal que (€,9) € uma adjungdo. A

dilatacdo adjunta € dada por:

o(x) = /\ {yeM:z <e(y)} para todo x € L (2.7)

Definigao 2.1.5. (Negacao e Negacao de um operador ¥ [20]): Sejam L e M reticu-

lados completos.

o Um operador v : I — I é denominado negacao em 1L se v € uma bijecao involutiva

(v(v(x)) = x) que reverte a ordem parcial de L.

e Sejam ¥ : L. — M, e vy e vy negagoes em L. e M, respectivamente. Considre as
negacoes de I e M definidas . O operador ¥" : L. — M é chamado de negacao de ¥

com respeito a vy e vy e dado por:

U (z) = vy (Y(vi(z))), para todo x € L. (2.8)
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Exemplo 2.1.2. (Negacao de Dilatacao e Erosao): Sejam L e M reticulados completos
com negagoes vy, e vy, respectivamente. O operador d : . — M é uma dilatacdo se e somente
see =06 : L — M € uma erosao. Em outras palavras, a negacdo de uma dilatacdo € uma

erosao e vice-versa.

2.2 Conceitos Relevantes da Teoria dos Conjuntos

Fuzzy

2.2.1 Introducao

A teoria dos conjuntos fuzzy foi formuada por Lotfi Zadeh em 1965 como uma ferramenta
para modelar imprecisoes [4, 82]. A palavra fuzzy, de origem inglesa, aparece na matematica
brasileira como nebuloso. Um conjunto fuzzy em um universo X é definido por uma funcao
¢ de um conjunto X para o intervalo [0,1]. A funcao ¢ é denominada fun¢ao de pertinéncia

e o valor ¢(x) representa o grau de pertinéncia de x no conjunto fuzzy .

Um conjunto classico A pode ser visto como um caso particular de um conjunto fuzzy. De
fato, se X é um conjunto classico e A um subconjunto de X, entao A pode ser caracterizado

por meio de sua funcdo caracteristica, definida segundo:

1 sexe A
Ca(x) = (2.9)
0 sex¢ A

Desta forma, a definicao de conjuntos fuzzy foi obtida ampliando o contra-dominio da
fungao caracteristica, isto é, do conjunto {0,1} para o intervalo [0,1]. Neste momento, o
simbolo F(X) = |0, 1]X denotard a classe dos conjuntos fuzzy em X. A teoria dos con-
juntos fuzzy pode ser usada para o desenvolvimento de operadores de imagens, uma vez
que uma imagem a : X — [0,1] pode ser interpretada como um conjunto fuzzy em X.
Em particular, uma imagem fuzzy a € F(X) pode ser representada por um vetor sem-

pre que X = {xi,...,X,} for um conjunto finito com n elementos. Nesse caso, tem-se
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a=la,..,a,|" €[0,1], onde a; = a(x;), parai=1,...,n.

2.2.2 Conectivos Basicos da Légica Fuzzy

A logica fuzzy permite representar valores lgicos intermediarios entre Verdadeiro e Falso,
possibilitando o tratamento de atributos imprecisos e fundamenta-se na teoria dos conjun-
tos fuzzy [82]. Esta subsegao apresenta as defini¢oes de conjungao, disjungao, implicac¢ao
e negacao fuzzy que serao empregados posteriormente no desenvolvimento das memorias

associativas fuzzy.

Definigao 2.2.1. (Conjuncao Fuzzy e t-norma [33, 50]): Uma conjungao fuzzy é uma
Jungao crescente C : [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisfaz C(0,0) = C(1,0) = C(0,1) = 0
e C(1,1) = 1. Em particular, uma conjuncao fuzzy T : [0,1] x [0,1] — [0, 1], comutativa
T(x,y) = T(y,x) e associativa T'(z,T(y,z)) = T(T(z,y), z) que satisfaz T'(z,1) = x para

todo x,y,z € [0,1] é chamada de norma triangular ou simplesmente t-norma.

Exemplo 2.2.1. Exemplos de conjuncoes fuzzy sdo o minimo, produto e de Lukasiewicz.
Em particular, essas conjuncgoes fuzzy também sao exemplos de t-normas e sdo descritas,

respectivamente abaizo:

Cu(z,y) = Ay (2.10)
Cp(z,y) = my (2.11)
Cr(z,y) = 0V(x+y—1) (2.12)

Definigao 2.2.2. (Disjuncao Fuzzy e s-norma [33, 50]): Uma disjuncao fuzzy € uma
fungdo crescente D : [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisfaz D(1,0) = D(1,1) = D(0,1) = 1
e D(0,0) = 0. Em particular, uma disjun¢do fuzzy S : [0,1] x [0,1] — [0,1], comutativa
S(z,y) = S(y,z) e associativa S(x,S(y,z)) = S(S(z,y),2) que satisfaz S(z,0) = x para

todo x,y,z € [0,1] € chamada de co-norma triangular ou simplesmente s-norma.
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Exemplo 2.2.2. Exemplos de disjuncoes fuzzy sao o mdximo, soma probabilistica e de Lu-
kasiewicz. Em particular, essas disjuncgoes fuzzy também sdo exemplos de s-normas e sao

descritas, respectivamente abaizo:

Dy(z,y) = aVy (2.13)
Dp(z,y) = xz4+y—ay (2.14)
Dp(x,y) = 1A (x+vy) (2.15)

Definigao 2.2.3. (Implicacao Fuzzy e Implicacao Fuzzy Reversa [33, 50, 79]): Uma
implicacao fuzzy € uma fungdao I :[0,1] x [0,1] — [0, 1] decrescente no primeiro argumento e
crescente no sequndo argumento que estende a implicagao crisp usual em {1,0} x {1,0}, i.e,
1(0,0) = I(1,1) = 1(0,1) = 1 e I(1,0) = 0. A implicagao fuzzy reversa J : [0,1] x [0,1] —
[0,1] € obtida invertendo os argumentos da implica¢ao fuzzy I, i.e, J(x,y) = I(y,z) para

todo x,y € [0,1].

Exemplo 2.2.3. Ezxemplos de implicacdes fuzzy sao de Gaodel, de Lukasiwicz e de Keene-

Dienes.

1 ,2<y

Io(z,y) = - (2.16)
y x>y

In(z,y) = 1A(y—a+1) (2.17)

Ix(z,y) = (1-z)Vy (2.18)

Definigao 2.2.4. (Negacao Fuzzy [33, 50]): Uma negagao fuzzy ¢ uma bijecdo involutiva
N :[0,1] — [0,1] decrescente.

Exemplo 2.2.4. Exemplo de negacdo fuzzy € a negacao fuzzy usual Ng. Outras negagoes

fuzzy sdo apresentadas abaizo:
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Ng(z) = 1—x (2.19)

1—
Np(x) = 1 +p:L:?3’ para p € (—1,00) (2.20)

Ng(z) = V1—2zP, parap € (0,00) (2.21)

2.2.3 Relacgoes de Dualidade entre Operadores Fuzzy

Uma conjungao fuzzy C' e uma implicacao fuzzy I formam uma adjunc¢ao se, e somente se,
C(z,-) e I(x,-) formam uma adjungio para todo z € [0,1]. Se C' e I formam uma adjungao
entao pela Proposicao 2.1.1, tem-se que I(z,-) é uma erosao e C(zx,-) é uma dilatacao em

[0,1] para todo z € [0,1]. E mais, se o par (I,C) forma uma adjungao entdo:

I(z,y) = \/ {z€[0,1] : C(z,2) <y} para todo =,y € [0, 1] (2.22)

A implicacdo I que satisfaz a Equacao (2.22) é denominada R-implicacao associada a
conjungao C' [50]. Denota-se por It a R-implica¢ao associada a t-norma continua 7. Como
um operador continuo representa uma dilatagao, a Equagao 2.22 estd bem definida [29]. Por

exemplo, os pares (I1,Cr) e (Ig,Cyr) representam uma adjuncao [73].

Ressalta-se que existem implicagoes fuzzy que nao representam erosoes e existem con-
jungoes fuzzy que nao representam dilatagoes [73]. Considere a conjungao fuzzy Crys no

Exemplo 2.2.5.

Exemplo 2.2.5. Seja a conjungdao fuzzy Crar definida pela Equagao 2.23:

1 ,z=1 e y=1
Cru(,y) = (2.23)
0 , caso contrdrio

Note que Cry(1,-) nao representa uma dilatagao, pois nao satisfaz a Equagao 2.2, ou seja,

nao comuta com o operador supremo:
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Crum (1, \/ <1 - %)) = Cru(1,1) =1 (2.24)

neN

\/ Cru (1, 1— %) =\ 0= (2.25)

Uma conjuncao fuzzy pode estar associada a uma implicacao fuzzy por meio de uma
relagdo de dualidade com respeito & uma negacao fuzzy [74]. Obtém-se uma implicagao

(conjungao) fuzzy a partir de uma conjuncao (implicagao) fuzzy como se segue:

I(z,y) = N(C(z,N(y))) ou  Clz,y) =N{(z,N(y)),  Ve,yel0,1. (2.26)

A implicagdo fuzzy dual é um operador I : [0,1]x[0, 1] — [0, 1] derivado de uma implicacio

fuzzy I e de uma negagao fuzzy N [72], segundo a Equacao 2.27:
I(z,y) = NUI(N(x),N(y)))  Va,y €[0,1]. (2.27)
Apesar do nome, a implicacdo fuzzy dual I ndo representa uma implicacio fuzzy [72],
segundo a Definicao 2.2.3. Se os operadores D(z,-) e I(z, -) formam uma adjuncao para todo

x € [0,1], entdo I(z,-) representa uma dilatacio e D(x,-) uma erosiao para todo z € [0, 1]

(Proposigao 2.1.1). E mais, a seguinte equacao é vélida, para todo z,y € [0, 1].

I(z,y) = /\ {z€[0,1] : D(x,z) > y} (2.28)

A implicacdo I que satisfaz a Equacdo (2.28) é denominada R-implicacio dual associada

a disjun¢ao D [72]. Denota-se por I a R-implicacdo dual associada a s-norma continua S.
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Uma conjuncao fuzzy C' e uma disjuncao fuzzy D sao duais com respeito a uma negagao
fuzzy N se e somente se D(z,-) for a negagao de C'(N(z),-) para todo x € [0, 1], ou seja, a
Equacao (2.29) ¢ satisfeita para todo x,y € [0,1] [73]:

Cla,y) = N(D(N(z),N(y))) ~ ou  D(z,y) = N(C(N(z), N(y))) (2.29)

Caso C(z,-) realiza uma dilatagdo no segundo argumento para todo z € [0, 1], entao a
disjungao D(z,-) obtida a partir da Equacao 2.29 realiza uma erosao no segundo argumento

para todo x € [0, 1] e vice-versa [73].

2.2.4 Produtos Matriciais Fuzzy

Diversos modelos de memorias associativas morfologicas fuzzy sao descritos a partir de
produtos matriciais fuzzy, combinando o maximo e minimo com os operadores fuzzy C, D
e I [79]. Portanto, serdao introduzidos trés tipos de produtos matriciais fuzzy que serdo

extensamente utilizados nos proximos capitulos.

Considere os conjuntos M = {1,2,....m}, N ={1,2,...,n}, K = {1,2,..., k} finitos. Sejam
as matrizes A com elementos a;¢ € [0, 1] e B com elementos be; € [0, 1], definidas sobre M x K
e K x N, respectivamente, para 1 <¢:<m, 1 < j<nel <& <k Porabuso de notagao,

as matrizes A e B serdo denotadas por A € [0,1]™** e B € [0, 1]**".

Define-se o produto maz-C de A € [0,1]™** ¢ B € [0,1]**", denotado por E = Ao B,

como se segue [71]:

C(ai§7b§j) Vi = 1727“'>m € ]: 1727'“;” (230)
1

eij =

k
=

Similarmente, define-se o produto min-D e o produto min-J, denotados por G = Ae B e

H = A® B, respectivamente, para todo i = 1,2,....me j=1,2,...,n [7T1]:
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k k
gij = \ Dlaic, b)) e hig= )\ J(bej, ae) (2.31)
e=1 e=1
Subscritos nos simbolos o, ® ¢ ® indicam que tipo de operadores fuzzy usados nas Equagoes

2.30 e 2.31. Por exemplo, a matriz £ = A oy B é dada por:

k

k
eij = \/ Culaic, be) = \/ (aie A bgj) (2.32)
&=1 =1

2.2.5 Equacoes Relacionais Fuzzy

As equagoes relacionais fuzzy (FREs - Fuzzy Relational Equations) foram introduzidas
por Sanchez [58] e muitos outros pesquisadores continuam a estudéa-la, como: Pedrycz, Di
Nola, Sessa e Perfilieva entre outros [21, 22, 51, 52]. Geralmente, uma FRE relaciona um
conjunto fuzzy x : X — [0, 1] a um conjunto fuzzy y : Y — [0, 1], onde X e Y sdo conjuntos

finitos. Por simplicidade, assume-se que x € [0,1]" e y € [0, 1]™.

Uma relacao fuzzy indica o grau da relagdo entre dois objetos associados e por isso sua
formalizagdo matemadtica é dada pela teoria dos conjuntos fuzzy [4]. Uma relagao fuzzy R é
definida por uma fungao de pertinéncia ¢ : X7 X X5 X .... x X, — [0, 1]. Nesta dissertacao,
serao apenas consideradas as relagoes fuzzy bindrias, i.e, ¢ : X x Y — [0,1]. Geralmente,
representa-se uma relagao fuzzy bindria, quando X e Y sdo finitos, pela forma matricial.
Em outras palavras, sejam os conjuntos X = {x1,...,x,} e Y = {y1,...,yn} e a relagdo
fuzzy R sobre X x Y, com fungao de pertinéncia dada por p(z;,y;) = r;; para j = 1,...,n
et =1,....,m. Por simplicidade de notacao e para destacar a relacao entre as FREs e as
memdrias associativas fuzzy implicativas (IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memories),
assume-se que R € [0, 1]"*™.

As FREs tratam de encontrar a forma matricial de uma relacao fuzzy bindria R € [0, 1]"*™.
Considere os conjuntos fuzzy x € [0,1]" e y € [0,1]™. As equagoes relacionais fuzzy de

interesse tem a forma:
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y=R-x y = RAx y = Rox (2.33)

As composigoes 7.7, "A” e "¢” que ocorre em 2.33 sao definidas por 2.34, 2.35 e 2.36,
respectivamente.

-

yi=(R-x) (i) = \/ T(xj,r;) parai=1,2,....m. (2.34)

j=1

y; = (RAX) (1) S(zj,ry;) parai=1,2,..,m. (2.35)

Il

1

J

yi = (Rox) (1) = /\ J(xj,7;) parat=1,2,...,m. (2.36)

j=1

onde T representa uma t-norma, S uma s-norma e J uma implicagao fuzzy reversa.

Exemplo 2.2.6. Dadas as matrizes X € [0,1]*** e Y € [0,1]3%3:

0.2 04 0.5
0.7 0.6 0.8
0.0 0.3 0.9
X = e Y=103 04 09 (2.37)
0.8 0.0 0.2
1.0 0.7 0.2
1.0 0.7 0.0

Uma solugdo para o sistema de FREs do tipo y¢ = R-x%, onde x* ey sdo as colunas de
X eY, respectivamente, para £ = 1,2,3 € dada pela relacao fuzzy Rg, tomando a t-norma
do minimo. Note que esta solugdo nao € unica, pois a relacdo fuzzy Ri também € solucao,

e mais, R1 € a maior solucao.

0.0 04 0.0 1.0 1.0 0.2
0.8 0.9 0.2 08 1.0 0.2
Ro = Ry = (2.38)
0.7 0.3 0.0 0.7 0.3 1.0
0.6 0.0 1.0 0.6 0.3 1.0
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Condigoes que garantem a existéncia de solugoes sdo complexas de deduzir [21, 22, 51, 52].
Caso nao exista solugao, uma alternativa é obter solugoes aproximadas para o sistema de
FREs através da omissao de um subconjunto de equagoes ou por meio de modificagoes dos
conjuntos fuzzy x¢ e y® para estabelecer conexdes entre eles e a relacao fuzzy [21]. O objetivo
desta dissertacao é estudar a existéncia de solucoes para os sistemas de FREs em termos das
memorias associativas fuzzy implicativas por meio da recordacao perfeita desses modelos de

memdria associativas [72].

2.3 Morfologia Matematica Fuzzy

2.3.1 Medidas de Inclusao e Interseccao Fuzzy

A morfologia matemdtica fuzzy (FMM - Fuzzy Mathematical Morphology) é uma extensao
da morfologia bindria para o caso em tons de cinza com base na teoria dos conjuntos fuzzy e
portanto, consiste de todos os operadores morfologicos cujos dominio e contra-dominio sao
classes de conjuntos fuzzy. Uma abordagem da FMM estd baseada nos conceitos de medida

de inclusao e interseccao fuzzy [73].

Uma medida de inclusao fuzzy é uma fungao Inc: F(X) x F(X) — [0, 1] cuja restrigdo a
P(X) xP(X) coincide com a inclusdo para conjuntos classicos. Se a,b € F(X) sao conjuntos
fuzzy entao Inc(a,b) é interpretado como o grau de inclusdo do conjunto fuzzy a no conjunto
fuzzy b [73, 74]. Formalmente, tem-se a seguinte equagao para todo conjunto A, B € P(X)
e os conjuntos fuzzy a,b € F(X) tais que A(x) = a(x) e B(x) = b(x), Yx € X

I, ACB
Inc(a,b) = Inc.(A,B) = (2.39)
0, ACB

Pode-se obter diretamente a medida de inclusao fuzzy da inclusao de conjuntos clédssicos
da seguinte forma. Sejam A, B C X conjuntos classicos, sabe-se que A C B se e somente se

“x € A implica que x € B para todo x € X”, ou seja,
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Inc(A,B) = /\ L(Ca(x),Cp(x)) (2.40)
xeX

onde I, : {0,1} x {0,1} — {0, 1} representa uma implicagao cldssica e C4,Cp : X — {0, 1}
sao as fungoes caracteristicas definidas pela Equagao 2.9. Agora, considerando os conjuntos
fuzzy a,b € F(X), a direta fuzzificacao da Equagao 2.40, define a medida de inclusao fuzzy
Inf-I ou medida de inclusao de Bandler-Kohout [2, 73] dada por:

Inc(a,b) = /\ I(a(x),b(x)) (2.41)

xeX
Similarmente, obtem-se a medida de intersec¢ao fuzzy Sup-C, definida por Sec : F(X) x
F(X) — [0,1] através da Equagao 2.42 cuja restrigao a P(X) x P(X) coincide com a

interseccao para conjuntos classicos.

Sec(a,b) = \/ C(a(x),b(x)) (2.42)

x€X
Particulares escolhas de implicagdes e conjungoes fuzzy produzem particulares medidas
de inclusoes e interseccoes fuzzy, respectivamente. Dada uma particular medida de inclusao
fuzzy Inf-I ou uma interseccao Sup-C, indica-se a implicagdo fuzzy ou a conjuncao fuzzy
utilizada por meio de um sub-indice. Por exemplo, Inc; denota a inclusao fuzzy Inf-I

baseada na implicacao de Lukasiewicz.

2.3.2 Erosao Fuzzy e Dilatagao Fuzzy

Sussner e Valle observaram que as principais abordagens da morfologia matematica fuzzy
podem ser derivadas da morfologia matemaética bindria através dos conceitos de medidas
de inclusao e intersecgao fuzzy [73]. Vérias outras propostas que envolvem a morfologia
matematica e os conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy sdo encontrados nos trabalhos de
Sinha e Dougherty [62, 63], Bloch e Maitre [7], De Baets [18], Deng e Heijmans [20] e Maragos
[41].
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Seja Inc a medida de inclusao fuzzy Inf-I tal que Inc(s,-) comuta com o operador infimo
para todo s € F(X). Dado uma imagem fuzzy a € F(X) e um elemento estruturante fuzzy

s € F(X), define-se a erosao fuzzy £ de a por s referente a Inc por:

E(a,s)(x) = Inc(sx,a) = /\ I(sx(y),a(y)) (2.43)

yeX

onde sy(y) = s(y — x),Vy € X é a translacao de s por x € X. A 1ltima afirmacao é
certamente verdadeira, ou seja, £(-,8) : F(X) — F(X) é uma erosao para todo s € F(X) ,
se para todo s € [0, 1] a implicagdo fuzzy I(s,-) comuta com o infimo. Em outras palavras
I(s,-) é uma erosao em [0,1]. Por exemplo, as implicagoes I, I, e Iy comutam com o infimo

no segundo argumento e portanto, g, £y e E representam erosoes fuzzy [74].

Similarmente, uma dilatagao fuzzy D : F(X) x F(X) — F(X) baseada em uma medida
de interseccao fuzzy Sup-C tal que Sec(s,-) comuta com o supremo para todo s € F(X) é

definida por:

D(a,s)(x) = Sec(3x,a) = \/ C(3x(y),a(y)) (2.44)

yeX

onde Sy, = s(x — y) é a translacdo da reflexdo para todo x,y € X. Se a conjungao fuzzy
C(s,-) ¢ uma dilatagao em [0,1] para todo s € [0, 1], entao o operador D(-,s) : F(X) — F(X)
¢ uma dilatagao para todo s € F(X) [74].



CAPITULO 3

Redes Neurais Artificiais e Memorias

Associativas

3.1 Redes Neurais Artificiais

3.1.1 Contexto Histérico

O cérebro humano é uma fonte de motivagao para o desenvolvimento de méquinas com
a capacidade de aprender e continuar a adaptar-se, realizando tarefas gradativamente mais
eficientes. Inspirado nas caracteristicas bioldgicas, acredita-se que surgird em um futuro
proximo, uma geragao de novos sistemas computacionais, muito mais eficientes e inteligentes

que os sistemas atuais.

Os primeiros estudos das redes neurais artificiais deram-se por Waren McCulloch e Walter
Pitts em 1943 com a apresentacao de um modelo matematico de um neurénio bioldgico
[43]. Em 1949, o neurofisiologista Donald Hebb apresentou a primeira formulagao de uma
regra de aprendizagem, observando que as conexoes sindpticas do cérebro sao continuamente
modificadas conforme um organismo aprende novas tarefas, criando, assim agrupamentos
neurais. O postulado de aprendizagem (ou regra) de Hebb é descrito como: “A eficiéncia de

uma sinapse é aumentada pela iteracao entre dois neurénios através da sindpse” [28].

19
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O primeiro neuro computador com capacidade de aprendizado (ajuste automdtico dos
pesos entre as sinapses) foi desenvolvido por Minsky em 1951, que apesar de nao executar
qualquer funcao de processamento de informacao interessante, serviu de inspiracao para
outros pesquisadores, como Frank Rosenblatt cujo interesse inicial da criagdo do perceptron
era o reconhecimento de padroes [57]. Werbos, em 1974 langou bases para o algoritmo de
retropropagagao (backpropagation) que posteriormente foi estudado por Rumelhart, Hinton
e Williams em 1986 e emergiu como um algoritmo de aprendizado para o treinamento de

perceptrons de multiplas camadas.

3.1.2 Introducao

As redes neurais artificiais (ANNs - Artificial Neural Networks) s@o descritas como mode-
los matematicos que assemelham-se as estruturas neurais bioldgicas e que tém capacidade
computacional por meio de aprendizado e generalizagao. Essa semenlhanca é dada por dois

aspectos:

1. O conhecimento é adquirido pela rede a partir de sua iteragao com o ambiente através

de um processo de aprendizagem;

2. Conexoes entre os neuronios, conhecidos como pesos sinapticos sao utilizados para

armazenar o conhecimento adquirido.

Uma rede neural artificial é caracterizada pelo modelo do neurénio, topologia ou arquitetura
da rede e a regra de treinamento ou regra de aprendizado. O processamento da informagao
numa ANN ¢ realizado por meio de estruturas neurais artificiais cujo o armazenamento e
o processamento sao computados de maneira paralela e distribuida por unidades processa-
doras, denominadas neuronios ou nds. A representagao grafica de um neurdnio artificial é

apresentada na Figura 3.1, consistindo dos seguintes elementos [27]:

e Um conjunto de sinais de entrada e um conjunto de pesos sindpticos ou conexoes

stndpticas;
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e Uma regra de agregag¢ao que combina os sinais de entrada, ponderados pelos respectivos

pesos sinaptios;

e Uma funcdo de ativacdo que restringe o sinal de saida em um dado intervalo ou de

introduzir nao-linearidade no modelo.

e B Bt = FEEEE o 7 e 7 B
D teadias | I 1. Conexdes | I 2. Regra de ! I 3. Funcio de | Saida |
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Figura 3.1: Modelo geral de um neurénio

Alguns modelos de neurénios apresentam um parametro externo, denominado bias e na
Figura 3.1 designado pelo simbolo 6. Note que, o bias é introduzido como um peso sinaptico

conectado a uma entrada constante.

3.1.3 Topologia de uma Rede Neural Artificial

A topologia da ANN refere-se a sua arquitetura, i.e, a forma de interconexao dos neurénios
que por sua vez estao organizados em camadas. As camadas sao classificadas por suas fungoes
ou localizagoes na rede neural [27]. A representagao grafica de uma ANN é mostrada na

Figura 3.2 [67].
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e (Camadas de Entrada: encontram-se os neuronios que recebem os sinais externos;

e Camadas Ocultas: os neurdnios desta camada recebem os sinais das unidades anteces-

soras e 0s associa aos pesos das conexoes por onde os sinais sao repassados;

o (Camadas de Saida: representam o 1iltimo passo de processamento e seu resultado é

apresentado através de um unico terminal de saida.

Camada de entrada

LN N )
L R ]
LN N ]

Camadda oculta

Zamada desaida

Figura 3.2: Rede neural artificial estética

De acordo com o esquema de interconexao podemos classificar as redes neurais como

estaticas ou recorrentes:
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e Fstdtica: as conexOes apontam para o mesmo sentido, i.e, das unidades de entrada em

direcao as unidades de saida.

e Recorrente: quando o sinal de saida de um neurénio serve como entrada para a mesma

camada ou para alguma camada anterior, servindo como uma retroalimentacao.

3.1.4 Aprendizagem

O aprendizado em redes neurais artificiais estd associada a sua capacidade de as mesmas
adaptarem os pesos de conex@o como consequéncia da sua iteracdo do meio externo e, as-
sim, melhorar seu desempenho gradativamente a medida que interage com as informacgoes

fornecidas [27]. As formas de aprendizado sao:

o Aprendizado supervisionado: os algoritmos de aprendizagem supervisionado utilizam
de informacgoes de um conjunto de entradas e um correspondente conjunto de saidas
desejadas. Durante o processo de aprendizagem o ajuste dos pesos assume o papel de
minimizar a diferenga (erro) entre os dados de saida desejados e a respectiva saida real

aos dados de entrada.

o Aprendizado nao-supervisionado: As informagoes sobre o ambiente sao passadas a rede
neural sem qualquer informacao de classificacao. Uma vez adaptada as regularidades
estatisticas dos dados de entrada, a rede neural desenvolve a habilidade de formar
representagoes internas para codificacao das entradas e entao criar novas classes auto-
maticamente. Em outras palavras, o aprendizado estd baseado em agrupamentos de
padrdes, onde os pesos sao ajustados de modo que padroes semelhantes produzam a

mesma saida.

e Aprendizado por refor¢o: O treinamento por refor¢o ocorre através de adaptagao de
pesos de acordo com um sinal de reforco. Este sinal, proveniente de um “critico”
externo, é responsavel por sinalizar se uma resposta produzida pela rede neural é ou
nao satisfatéria. Se a resposta produzida pela rede neural for satisfatoria, um sinal de

reforgo favordvel é produzido pelo critico, o que faz a rede neural aceitar como boa
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a resposta produzida. Caso o critico produza um sinal de reforgo nao favordvel, a
resposta é considerada insatisfatoria e a rede neural absorve este conhecimento através

de seus pesos, com o intuito de nao mais repetir essa resposta.

Os dados de entrada devem ser significativos e cobrir amplamente o dominio do problema.
Pode-se criar também um conjunto de validagao utilizado para verificar a eficiéncia da rede
quanto a sua capacidade de generaliza¢ao, ou seja, a sua capacidade de dar respostas coe-

rentes para dados nao apresentados a ela previamente durante o treinamento.

3.2 Redes Neurais Fuzzy Morfolégicas

As Redes Neurais Morfolégicas (MNNs - Morphological Neural Networks) foram introdu-
zidas por Davidson e Ritter no inicio dos anos 90 como uma nova classe de redes neurais
artificiais [17, 16]. Uma MNN pode ser definida como uma ANN cujos neur6nios computam
uma operacao elementar da morfologia mateméatica (MM), i.e, uma operacao de dilatacao,
erosao, anti-dilatacdo ou anti-erosdo, seguida por uma funcao de ativacao f(-) [53, 54]. Em
contraste com o neurénio cldssico, o neurénio morfolégico efetua uma operagao nao-linear
durante a regra de agregacao. Nesta dissertacao de mestrado, sao tratados apenas os modelos

de neuronios morfoldgicos onde a funcao identidade é empregada como funcao de ativacao.

Uma Rede Neural Fuzzy (FNN - Fuzzy Neural Network) é uma rede neural cujos padroes
de entrada, padroes de saida e os pesos sindpticos representam conjuntos fuzzy [24]. Final-
mente, uma Rede Neural Morfoldgica Fuzzy(FMNN - Fuzzy Morphological Neural Network)
¢é simplesmente uma rede neural fuzzy que realiza uma das operacoes elementares da morfo-

logia matematica em cada neurénio [80].

3.3 Memorias Associativas

As memdrias associativas (AMs - Associative Memories) foram desenvolvidas por Taylor

na década de 50 [75] e posteriomente, Steinbuch introduziu o conceito de matriz de apren-



CAPITULO 3 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS E MEMORIAS ASSOCIATIVAR5

dizagem em 1961 [65]. Em 1972, Anderson, Kohonen e Nakano iniciaram os estudos sobre
memérias associativas por matriz de correlagao [1, 34, 47], baseada na regra de aprendiza-
gem por produto externo que pode ser interpretada como uma generalizacao do postulado
de aprendizagem de Hebb [28]. Hopfield em 1982, apresentou a famosa rede de Hopfiel,
sugerindo que um sistema dinamico pode representar uma memoria associativa dinamica,
onde cada estado estavel do sistema é um padrao memorizado [31]. As memdrias associativas
sdo uma classe de redes neurais que utilizam um algoritmo de aprendizado/armazenamento
mapeando as entradas e suas respectivas saidas. Cada par de entrada-saida (xg, yé ) arma-
zenado na memoria é chamada de memdria fundamental. O processo para determinar uma
memoéria associativa é conhecido como fase de armazenamento, que se reduz em determinar a
matriz dos pesos sinapticos. Nesta fase, apresenta-se o conjunto das memérias fundamentais
{(XE, y5),§ =1,2,.. k} cujo objetivo é encontrar um mapeamento que recupere cada um
desses pares, i.e, uma funcio F tal que F(x%) = y¢. Terminando a fase de armazenamento,
inicia- se a fase de recordagao, onde verifica se as memorias fundamentais foram corretamente
armazenadas e sua respectiva capacidade de correcdo, ou seja, se X¢ é uma versao ruidosa de
x¢, deseja-se que X¢ e x° retorne a mesma safda, o que significa, F/(x¢) = y¢. Os modelos de
AMs que trabalham com esse tipo de associacdo sao denominados memdrias heteroassocia-
tivas. Quando o conjunto das memoérias fundamentais é da forma {(xﬁ,xf),g =1,2,.., k:},
atribui-se o nome de memdrias autoassociativas. Um dos maiores problemas encontrados
nas memorias associativas sdo a criacao de associacées que nao fazem parte do conjunto das
memorias fundamentais e sdo armazenadas indevidamente, conhecidas na literatura como
memorias espurias. Por outro lado, as caracteristicas desejaveis numa memoria associativa
se traduzem em: grande capacidade de armazenamento; tolerancia a ruidos ou entradas
incompletas; existéncia de poucas memorias espurias; recordagao rapida e de baixo custo

computacional [49].

Os modelos de memdrias associativas sao classificados segundo o modelo de armazena-
mento (dindmica ou estédtica), natureza das associagoes armazenadas (autoassociativas ou

heteroassociativas) e o tipo dos padrdes armazenados: bipolares ({—1,1}), binarios ({0,1}),
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discretos (Z) ou continuos (R). Deve-se ainda considerar a complexidade e a capacidade do
algoritmo de aprendizagem. Uma memodria associativa estdtica é uma rede neural progres-
siva que associa o padrao de entrada x ao padrao de saida y. Por sua vez, estes modelos
dividem-se em memdrias associativas lineares (LAMs - Linear Associative Memories) de-
senvolvidas por Anderson, Kohonen e Nakano em 1972 [1, 34, 47] e memdrias associativas
lineares otimas (OLAM - Optimal Linear Associative Memory) propostos por Kohonen e

Ruohonen [35].

Uma rede neural recorrente usada como mapeamento associativo produz uma memdria
associativa dinamica (DAM - Dynamic Associative Memory) [26, 47, 31]. A DAM atua como
um filtro que corrige versoes de entradas parciais e/ou ruidosas X de um padrao x. Em outras
palavras, inicia-se a memoéria com um vetor x(0) = X e espera-se que a DAM convirja para x,
existindo uma regiao de atracao ao redor de cada uma das memoérias fundamentais. Porém,
a complexa dinamica desses modelos, permite que memorias espurias também tornem-se
atratoras, resultando na degradacao de sua performace. Uma das DAM mais conhecidas
na literatura é a memdria associativa de Hopfield, desenvolvida pelo fisico John Hopfield
em 1982 [31]. Essa memdria pode ser descrita por uma rede neural recorrente de camada
unica totalmente conexa com funcdo sinal como funcdo de ativagdo. A convergéncia da
DAM de Hopfield pode ser analisada através de uma funcdo de energia. Na verdade, a
dindmica da rede impoe um processo de minimizacao da fungao de energia, estabilizando-se

necessariamente em um ponto de minimo.
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Memorias Associativas Morfolégicas e

Memorias Associativas Morfolégicas Fuzzy

4.1 Memorias Associativas Morfolégicas

As memdrias associativas morfolégicas (MAMs) foram introduzidas por Ritter e Sussner
como um modelo de memoria associativa para armazenar e recordar padroes com valores reais
[53, 54, 55]. As MAMs representam os primeiros modelos de redes neurais morfolégicas e por
isso seus fundamentos matematicos encontram-se na morfologia matematica [29], geralmente

no contexto dos reticulados completos [56].

As MAMs podem ser descritas em termos de produtos matriciais definidas em estruturas
algébricas chamadas de belts e blogs (“bounded lattice ordered groups”) [69]. O conjunto
dos nimeros reais estendidos Ry, = R U {—00, 00}, representa tanto um belt como um
blog, especificamente, (Ris, V,+) € (Ris, A, +') representam belts e (Riy, V, A, +,+) re-
presenta um blog. As operagoes de 4+ e 4+’ comportam-se como a operagao de soma usual e
sao identicas sobre Ry, com excecao quando operam sobre co e —oo:

00 + (—00) = (—00) + 00 = —00 (4.1)
00+ (—00) = (—00) +' 00 = 0o

Seja r € Ry, defini-se o conjugado aditivo r* de r por:

27
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—r ser € R
r* = —00 ser = -400 (42)
400 ser=-—o0

As seguintes propriedades sao validas para todo r,u € Ry.:

(r )y =r e rAu=(r"vu)* (4.3)

Para matrizes A e B € RY". o méximo C = AV B e o minimo D = A A B entre as

+o0

matrizes A e B sao dadas, respectivamente por:

Cij = Qij vV bij [§] dij = Qjj AN bij para 1 S 1 S n [§] 1 S j S m (44)

e tem-se as seguintes propriedades:

AAB=(A*VB) e AVB=(A"AB (4.5)

Considere as matrizes A € R" ¢ B € R¥*™. Denomina-se produto maz de A por B a
matriz C' = AN B, de forma similar, tem-se o produto min de A por B a matriz D = AN B,

definidas em termos das seguintes equagoes:

<w
>»

all + blj (§}
=1 =1

azl _'_ blj (46)

p><n

Sejam as matrizes A € R72P e B € R, Existe uma elegante dualidade entre o produto

max e o produto min, dada por:

ARB=(B'MA") ¢ AMB=(B'HmA) (4.7)
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Considere o conjunto das memoérias fundamentais {(x5 ¥ 1 E=1,2, ..., k}, onde x¢ =
[mf, xg, o xir cR" eyt = [yf7 yg, ey yfn]t € R™. Por simplicidade, denota-se as matrizes
X eY por [Xl,x2, ...,Xk] € Rk e [yl,yQ, ...,yk} € R™** respectivamente. Desta forma,
obtem-se um par de matrizes (X, Y) como padrao associado e define-se a matriz Wyy em
termos do produto min e a matriz Mxy do produto max de Y por X segundo as equacoes

[69]:

Wxy =YBAX* Myxy=YWX"* (4.8)

onde os elementos da matriz Wy e da matriz My, sao descritos pelas equacoes:

w= A (5 + (=) iy = V (v + (=) (4.9)
£=1 £=1

De acordo com 4.9, novos pares podem ser facilmente adicionadas nas memorias Wy

k+1)

e Mxy. De fato, pode-se armazenar um novo par (x*1 y ao conjunto das memorias

fundamentais {(xf, y ) E=1,2,..., k} da seguinte forma:

W = Wxy A [y" + (—x"1)] M = Myy V [y*™ + (—=x*)1] (4.10)

As memorias associativas morfolégicas sdo vistas como redes neurais progressivas de ca-

mada unica e sao descritas segundo as expressoes, para £ = 1,..., k:

ye=WxyBx$ e  y'=MyyRmx (4.11)

As expressoes em 4.11 podem ser interpretadas como operadores de dilatagao o : R —

meerosao € : RY_ — R7T_. respectivamente, da morfologia matematica [59, 64]. De
n

fato, seja d(x) = \/ (wij +x;), para i = 1,2,...,m. Mostraremos que o operador ¢ é uma
j=1

dilatagdo, ou seja, § comuta com o operador de maximo [29], para toda colecao x' € R%?__,

leLet=1,...m:
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7= el (4.12)
\/ L\_/ (wij -+ iUé) = \/ 5(Xl)

leL

() = W) |-

Vs

J=1

De forma similar, mostra-se que o operador € comuta com o operador de minimo e portanto,
representa uma erosao no sentido de Heijmans [29]. Uma imagem X é uma versao corrompida
de x com ruido erosivo (dilativo) se X < x (X > x). Desta forma, uma dilatagao (erosao) é
usada para revomer o ruidos erosivos (dilativo) de uma imagem.

Note que existe uma importante relacdo de dualidade envolvendo as Equacoes 4.5 e 4.7,
ou seja, a segunda metada das Equagoes 4.5 e 4.7 sdo duais da primeira metada. Assim,
toda afirmacao induz uma afirmacao dual, trocando simplesmente cada simbolo “A” por
“V” e vice versa, e revertendo cada inequagao [15]. Portanto, serdo enunciados apenas as
afirmagcoes primais envolvendo as MAMs e omitidas as correspondentes afirmacgoes duais. A
seguir, serao apresentados os principais resultados das memoérias associativas morfoldgicas.
Denota-se o simbolo O(Wxy) como o conjunto de todos elementos Wy M x tal que x € R™.
Analogamente, o simbolo O(Myy) denota o conjunto de todos os elementos My [N x tal
que x € R™. A seguir, o Teorema 4.1.1 e o Corolario 4.1.1 caracterizam completamente a

saida das memdrias morfolégicas heteroassociativas para qualquer padrao de entrada x [70].

Teorema 4.1.1. Para X € R™* ¢ Y € R™* 05 conjuntos O(Wxy) e O(Mxy) coincidem.

Se O denota estes conjuntos, entdo O consiste exatamente das segquintes expressoes:

n k
\/ /\ (af + y§> , onde as € R. (4.13)
i=1¢=1

Alternativamente, o conjunto O pode ser caracterizado como o conjunto:

/\ \/ (c§ + y£> , onde c§ eR. (4.14)



CAPITULO 4 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS E MEMORIAS
ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS FUZZY 31

Além disso, para um vetor arbitrdrio x € R™, o padrdio Wxy M x € igual a menor expressao
n k
dada pela Equagao 4.13 tal que \/ /\ (af + Xg) € 0 supremo de x no conjunto dos pontos

i=1¢=1
firos F = F(Wxx) de Wxx € R"™™, ou seja, todo x € R" tal que Wxx M x = x.

Corolario 4.1.1. Se X € R™* Y ¢ R™* ¢ x € R” tal que Wxx Mx = x?. Tem-se
WxyMx = y? se e somente se a sequinte implicacdo é vdlida para todo & € R, onde

£E=1,2..,k.
k k
X'YS\/cf—i—x§:>y”*§\/cg—i—yg (4.15)
§=1 =1

As condigoes vistas no Teorema 4.1.1 e no Corolario 4.1.1 sao dificieis de serem verificadas.

Assim, um exemplo nimerico serd apresentado a seguir.

Exemplo 4.1.1. Considere as matrizes:

00 0 0 -1 0
X='x*x]=10 2 3| eY=[yy]=|1 -1 2 (4.16)
0 -4 0 00 0

Pela Fxpressao 4.8, tem-se:

10 0
Wxy = [y' + ()] A [y + ()] A [P+ ()] = | 2 1 -2 (4.17)
0 0 0
03 3
Myy = [y + (=) V [y + (=) ]V [y’ + ()] =] 1 1 3 (4.18)
03 4

Pode-se verificar que Wxy Mx¢ = y* = Mxy WX, para £ = 1,2,3. Por exemplo:
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-1 0 O

-2 1 =2

0 0 0

03 3
113
0 3 4

A

—4

! (4.19)

2 (4.20)

Verifica-se que Wxy M X3 = y3, entdo a Equacdo 4.15 do Coroldrio 4.1.1 é satisfeita, para

todo ¢* €R e & =1,2,3. De fato, tomando ¢t =1, > =2 e c® = 1, tem-se:

-1 0 O
WxyMx>=| -2 1 -2
0 0 0
Pela Fxpressao 4.15, seque que
3
x? < \/ (c5+xg) :>y3
¢=1
De fato,
3
\/ (cE + Xg) =
e=1
1 2 1
2 \% 0 V -2
-1 -2 1

-1

y® (4.21)

(4.22)

= (4.23)

= x3 (4.24)
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3
V(@ +y) =[(c+y) v (E+y)) v (@ +y)] = (4.25)
£=1
1 1 1 1 0
2 (v 1|Vv] -1 =l 2= =2 |=y (4.26)
1 2 1 2 0

Figura 4.1: Imagens originais utilizadas para construir as memorias morfoldgicas autoasso-

ciativas Wxx e Mxx.

De 4.9, pode-se estabelecer a seguinte relagao:

Wxy X <Y < MxyBX (4.27)

e se existem matrizes A e B taisque AM X =Y e B[N X =Y entao a seguinte desigualdade
é satisfeita [69]:

ASWXYngygB [§] WXYMX:Y:MXYWX (428)

Portanto, a meméria morfolégica Wxy = Y [A X* representa o supremo das matrizes A tal

que AM X <Y e Myxy =Y M X" representa o infimo das matrizes B tal que Y < BN X.

Corolério 4.1.2. Para X € R™* 0s conjuntos dos pontos firos F(Wxx) e F(Mxx) coin-

cidem. Se F denota esses conjuntos, entdo F ¢ dada pela sequinte expressao:
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n k
\/ /\ (af + x5> , onde a € R. (4.29)
i=1¢=1

Além disso, dado um padrdo de entrada arbitrdrio x € R™, tem-se

WxxMx=x%x e Mxx A x =X, (4.30)

onde X € o supremo dex em F e X é o infimo de x em F.

Figura 4.2: A primeira linha representa versoes incompletas das imagens originais e a segunda

linha corresponde aos padroes de saida da meméria morfolégica Wix x

Imagens incompletas das imagens originais (Figura 4.1) foram perfeitamente recuperadas
por Wx x e o resultado pode ser visto na Figura 4.2. Note que o conjunto dos pontos fixos de
Wxx contém as memorias fundamentais x¢, para & = 1, ..., k. Portanto, pode-se armazenar
quantos padroes forem desejados numa MAM no caso autoassociativo. E mais, o Corolério
4.1.2 revela que os modelos de MAMs autoassociativas Wxx possuem convergéncia em um
unica iteracao, i.e, o padrao recordado pela MAM y = Wxx M x é um ponto fixo de Wxx

para todo x € R" [55, 69].
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4.2 Memorias Associativas Morfologicas Fuzzy

4.2.1 Introducao

As memdrias associativas morfoldgicas fuzzy (FMAMs - Fuzzy Morphological Associative
Memories) sao um desenvolvimento muito recente na area de sistemas neuro-fuzzy, estabele-
cidas por Valle e Sussner [71, 80]. De modo geral, entende-se como uma FMAM um modelo
de memoéria associativa descrita por uma rede neuro-fuzzy cujos neuronios executam uma
das operacoes morfolégicas de dilatacdo, erosao, anti-dilatacao ou anti-erosdo. A matematica
basica para as FMAMSs é encontrada na morfologia matemética fuzzy que confia no fato do

conjunto [0, 1]X representar um reticulado completo para qualquer universo X [46, 56].

As memdrias associativas fuzzy (FAMs - Fuzzy Associative Memories) foram introduzidas
por Kosko na década de 90 [37, 36] como redes neurais fuzzy progressivas de camada tinica que
armazena regras fuzzy em termos de composi¢oes max-min ou max-produto para sintetizar a
matriz dos pesos sindapticos W. Os modelos de FAMs de Kosko apresentam baixa capacidade
de armazenamento e posteriormente outros pesquisadores, como Chung e Lee, Junbo, Liu
desenvolveram outras versoes de memérias associativas fuzzy capazes de armazenar miltiplos
pares de associagoes fuzzy [6, 10, 13, 32, 38]. Muitos modelos de FAMs existentes na literatura
pertencem a classe das FMAMs [80], incluindo as memdrias associativas fuzzy implicativas
(IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memories) introduzidas por Sussner e Valle [72], e
podem ser vistas como uma extensao das memorias associativas morfologicas para o caso

fuzzy.

4.2.2 Neuronios Max-C', Min-D e Min-J

Os tipos de neurdnios mais utilizados nos modelos de memérias associativas fuzzy podem
ser formulados em termos dos produtos matriciais fuzzy max-C, min-D e min-J, definidas
por 2.30 e 2.31. Considere o conjunto fuzzy de entrada x = [z1, ..., z,]" € [0, 1]", a saida fuzzy
y € [0,1] e w; € [0,1] os pesos sindpticos que formam o vetor w = [wy, ..., w,]". Defini-se o

neurénio max-C da seguinte forma [72]:
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y = [\/ C(wj,xj)] = (w' o x) (4.31)

i

De forma similar, defini-se o neurénios min-D e o neurdnios min-J, através da Equacao

4.32:

y = l/\ D(mj,xj)] = (m' e x) Y= l/\ Q](%.?mj)] — (m' ®x) (4.32)

N
t
onde m = [myq,...,m,]" € [0,1]"™.

Para particulares escolhas de conjungoes fuzzy, obtem-se particulares neurénios max-C'.
Por isso, indica-se com um subscrito qual conjuncao fuzzy adotada. Por exemplo, max-Cj,
denota o neurénio que é baseado na conjuncao fuzzy do minimo. Pela mesma razao, uma
similar notacao é aplicada aos neuronios min-D e min-J. Particularmente, esta dissertagao
de mestrado tem interesse nos neurénios max-1' que ocorrem nos modelos de IFAMs, onde T’
¢ uma t-norma continua e o simbolo ® denota o produto min-Jr, onde Jr é uma implicagao
fuzzy reversa que forma uma adjungao com 7. Como uma t-norma continua representa uma

dilatagao em [0,1], tem-se que as IFAMs pertencem a classe das FMAMs.

Se a conjuncao fuzzy C' e a disjuncao fuzzy D sdo operadores duais com respeito a alguma
negacao fuzzy IV, entdo os neurdnios max-C' e min-D sdo duais com respeito a negacao fuzzy
N [72]. Em outras palavras, considere a operagao §(x) = (w” ox) realizada pelo neurdnio

T e x) a operagio realizada pelo neurénio min-D, para todo x € [0, 1]™.

max-C' e €(x) = (m
Consegue-se a seguinte igualdade e(x) = N(0(N(x))), Vx € [0,1]", onde m; = N(w;). Por
exemplo, o neurénio max-Cp; e o neurdénio mim-D,,; sao duais com a respeito a negacao

fuzzy usual Ng.

Caso a conjungao fuzzy C(a,-) : [0,1] — [0, 1] represente uma dilatagdo para todo a €

[0, 1], entao fale-se em neurdnio morfolégico maz-C'. Exemplos de neurénios morfolégicos
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max-C' sao dados pelos neurénios max-Cj;, max-Cp e max-Cr. Da mesma forma, se a
disjungao fuzzy D(a,-) : [0,1] — [0, 1] represente uma erosao para todo a € [0, 1], entdo

classifica-se esses neurénios como neuronio morfoldgico min-D [20, 72, 80].

4.2.3 FMAMs Max-C

Diversos modelos de FAMs sao vistos como redes neurais progressivas de camada tnica,
compostas de neuronios morfolégicos max-C' [80]. Esses modelos sao descritos segundo a

equacao:

y=W(kx)=Wox (4.33)

onde W € [0, 1]™*™ representa a matriz dos pesos sindpticos e x € [0,1]" e y € [0, 1]™ sdo

os padroes de entrada e saida fuzzy, respectivamente.

Note que a Equacao 4.33 descreve uma FMAM se, e somente se, a correspondente con-
juncao fuzzy corresponde uma dilatacao. Neste caso, a fungao associativa W representa uma
dilatacao de [0, 1]" em [0, 1]™ e um modelo de AM dado pela Equacao 4.33 pertence a classe
das FMAMs max-C' [80].

4.2.4 FMAMs Min-D, a Negacao das FMAMs max-C

Os modelos de FAMs discutidos nesta secao sao descritos pela Equacao 4.34, onde M €
[0, 1]™*™ representa a matriz dos pesos sindpticos e x € [0,1]" e y € [0, 1]™ s@o os padroes

de entrada e saida fuzzy, respectivamente.

y=M(x)=Mex (4.34)

Note que a Equacao 4.34 descreve uma FMAM se e somente se a correspondente disjuncgao
fuzzy corresponde a uma erosao. Neste caso, a fungao associativa M representa uma erosao

de [0,1]™ em [0,1]™. Na verdade, duas relagoes de dualidade da morfologia matematica
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podem ser usadas para formular novos modelos de FMAMs. Em particular, seja N uma
negagao fuzzy arbitraria e N(x) a negacao fuzzy dos elementos de um vetor x. Define-se a
negacdao de uma FMAM maz-C VW como o modelo de AM M que corresponde a negacao de
W com respeito a N, ou seja, a FAM M dada pela Equagao 4.35, onde x e y s@o o padrao

de entrada e o padrao recordado, respectivamente:

y = M(x) = MY (x) = N(M o N(x)) (4.35)

O seguinte teorema revela que a negacao de uma FMAM max-C' representa uma FMAM

min-D [80].

Teorema 4.2.1. Considere N uma negagao fuzzy. Seja a fungdo ¢ definida por opn(W) =
WH para toda FAM maz-C W, entio ¢n constitue uma bijecio entre o conjunto das FAMs
max-C e o conjunto das FAMs min-D. Dada uma arbitrdaria FAM maz-C W com corres-
pondente matriz dos pesos W, tem-se que a matriz dos pesos sindpticos da FAM min-D
M =W ¢ simplestemente dada por M = N(W). E mais, os operadores fuzzy C e D sdo
duais com repeito a N. Em particular, se C' é uma dilatacdo no sequndo argumento, entao
D € uma erosdo no sequndo argumento. Portanto, restringindo ¢n ao conjunto das FMAMs
max-C, tem-se uma bijecao entre o conjunto das FMAMs maz-C e FMAMs min-D. Simi-
larmente, se C' € uma t-norma entdo D € uma s-norma e portanto, ¢y induz uma bijecao

entre o conjunto das FAMs maz-T e o conjunto das FAMs min-S.

4.2.5 Aprendizado por Adjuncao

Nesta secao, serao introduzidos estratégias de aprendizagem para as FMAMs max-C' e min-
D, formalizadas a partir das relacoes de dualidade por adjuncao e por isso denominado apren-
dizado por adjuncao ou aprendizado fuzzy implicativo introduzidos recentemente por Valle e
Sussner [71, 80]. Considere o conjunto das memdrias fundamentais { (x%,y%) : € =1,2,..., k}.
Por simplicidade, sejam X € [0,1]"* ¢ Y € [0,1]™** as matrizes cujas as colunas sio os
vetores x¢ e y¢, respectivamente. Seja a FMAM max-C dada pela Equacao 4.33 e o operador

Dy : [0,1]™™ — [0, 1]™** definido da seguinte forma:
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Dx(W)=WoX (4.36)

Se existe uma matriz W € [0, 1]"*" tal que Y = Dx (W) entao a FMAM max-C' produz a
desejada saida apds a apresentacao de uma entrada nao distorcida x¢, i.e, a FMAM recorda
perfeitamente as associacoes (x5 7y5) para cada £ = 1,...,k. Note que, o operador Dx
representa uma dilatagao para todo X € [0, 1]"** se, e somente se, a conjuncao fuzzy C(-, )

representa uma dilatagao para todo x € [0, 1].

Se Dx ¢é uma dilatagdo entao pela Proposicao 2.1.1 existe uma unica erosao fuzzy Ex :
[0, 1]™% — [0,1]™*" que forma uma adjungao com Dx. A erosio fuzzy Ex depende de
X € 10,1]™* e produz uma matriz em [0, 1]™*" para toda entrada Y € [0,1]™**. A matriz

dos pesos sindpticos para uma FMAM max-C' é definida como se segue:

W =Ex(Y) (4.37)

O Teorema 4.2.2 descreve a principal propriedade de uma matriz dos pesos sinapticos W
dada pela Equacao 4.37. Em particular, esse teorema implica que W é a melhor aproximacao

inferior de Y em termos do produto max-C' [79].

Teorema 4.2.2. Sejam X = [x',...,x"] € [0, 1] e Y = [y, ..., y*] € [0,1]™*. Considere
a adjun¢ao (Dx,Ex), onde Dx € dada pela Equagdo 4.36. A matriz dos pesos sindpticos
W = Ex(Y) representa o supremo das matrizes V € [0, 1]™*" tal que Vo X <Y, i.e., W

satisfaz a sequinte equac¢do:

w=\/{vep1m":Vox <Y} (4.38)

Em particular, se existe uma matriz V€ [0, 1]™*"™ tal que Vo X =Y entao V<W e

WoX=Y.
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Uma consequéncia do Teorema 4.2.2 envolvendo o caso autoassociativo é apresentado
no Coroléario 4.2.1 que garante a recordacao perfeita da FMAM max-C' apds armazenar os
padroes {xl, v xk}. O produto max-C tem uma identidade a esquerda, se existe uma matriz

fuzzy I € [0,1]"*" tal que [ o X = X para todo X € [0, 1]™** [79].

Corolario 4.2.1. Considere a adjun¢ao (Dx,Ex), onde Dx € dada pela Equagio 4.36 e
X = [Xl, ...,x’“] € [0,1]™*. Se o produto max-C' tem uma identidade & esquerda I € [0, 1]"*"

entdo a matriz dos pesos sindpticos W = Ex(X) € tal que W ox® = x¢, para todo £ = 1,..., k.

Em particular, uma t-norma satisfaz 7'(1,z) = x para todo z € [0, 1]. Logo, pode-se ar-
mazenar quantos padroes forem desejados em uma FMAM max-T" autoassociativa utilizando
a regra de aprendizagem descrita pela Equacgao 4.37. O Teorema 4.2.3, mostra que a matriz

dos pesos sindpticos W é sintetizada através do produto min-J [80].

Teorema 4.2.3. Sejam X = [x',..,x"] € [0, 1] eY = [y, ..., y*] € [0,1]™**. Considere
o operador Dx dado pela Equagao 4.36, baseado em uma conjunc¢ao fuzzy C que representa
uma dilatagdo em ambos argumentos. A matriz dos pesos sindpticas W = Ex(Y') € dada

pelo produto min-J, onde J é a implicacdo fuzzy reversa adjunta a C':

W=Y®X' (4.39)

A regra de aprendizagem para uma FMAM min-D pode ser formalizada a partir de uma
FMAM max-C'. De fato, considere uma negacao fuzzy N arbitraria e suponha que a disjuncao
fuzzy D comuta com o operador de infimo no primeiro argumento, ou seja, D(-,x) é uma
erosao para todo z € [0, 1]. Pelo Teorema 4.2.1, existe uma FMAM max-C' W tal que W e
M sao duais com respeito a N. Essa FMAM max-C' é baseada em uma conjungao fuzzy C'
que é dual a D com respeita a N. Na verdade, C(-,z) é uma dilatagdo para todo x € [0, 1] e
o aprendizado por adjuncao pode ser aplicado para armazenar um conjunto de associagoes.
Em particular, dadas as matrizes X = [x',...,x*] € [0,1]"* e Y = [y',...,y*] € [0, 1]™*F,
define-se W = N(Y)®N (X)" dado ao fato que N(Y) = WoN(X) se e somentese Y = Me X,
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onde M = N(W). Resumindo essas obervagoes, a matriz dos pesos sindpticos M € [0, 1]"*"

da FMAM min-D é dada segundo a equacao:
M=NW)=N(N{Y)® N(X)" (4.40)

O produto min-J é baseado na implicacao fuzzy reversa que é adjunta a conjuncao fuzzy
C que é dual a D com respeito a N. O Teorema 4.2.4 revela que a matriz M dada pela

Equacao 4.40 é a melhor aproximacao superior de Y no sentido do produto min-D [80].

Teorema 4.2.4. A matriz dos pesos sindpticos M dada pela Equacao 4.40 representa o
infimo do conjunto das matrizes U € [0, 1]™*" tal que Uo X >Y, i.e, M satisfaz a sequinte

equagao:

M=AN{Ue0,1]™":UeX >V} (4.41)

Em particular, se existe uma matriz U € [0, 1]™*" tal que Uo X =Y entao V> M e
MeX =Y.

Note que o Teorema 4.2.4 é dual ao Teorema 4.2.2. Assim, toda afirmacao envolvendo
a FMAM max-C' com matriz dos pesos sindpticos dada pela Equacéao 4.39, induz uma cor-
respondente afirmacao dual & FMAM min-D com matriz dos pesos sindpticos dada pela

Equacao 4.41.

4.3 Memorias Associativas Fuzzy Implicativas

4.3.1 Introducao

As memdrias associativas fuzzy implicativas (IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memo-
ries) foram introduzidas recentemente por Sussner e Valle [72] como modelos de memdrias

associativas descritas por redes neurais fuzzy progressivas de camada tnica, composta de
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neuronios morfoldgicos max-T. A matriz dos pesos sinapticos é sintetizada através do apren-
dizado por adjuncdo, onde a implicagao fuzzy reversa Jr é adjunta a uma t-norma continua
T. Os modelos de IFAMs pertencem a classe das FMAMs, uma vez que uma t-norma
continua representa uma dilatagdo em [0,1]. Neste contexto, também foram estabelecidos
os modelos de memdrias associativas fuzzy implicativas duais, compostas de neurdnios mor-
fologicos min-S que executam uma operacao de erosao e portanto, as IFAMs duais também
pertencem a classe das FMAMSs. Na verdade, existe uma relacao de dualidade entre a IFAM
e a IFAM dual com respeito a negacao fuzzy N. Portanto, toda afirmagéo envolvendo o
modelo de IFAM produz uma afirmacdo dual para a IFAM dual. Aproveitando-se deste
fato, serao focalizados os modelos de IFAMs e omitidos os resultados para o caso dual [72].
Por fim, serao apresentados os resultados mais importantes para os modelos de memorias
fuzzy implicativas autoassociativas incluindo capacidade de armazenamento, convergéncia e

tolerancia a ruidos.

4.3.2 Mémoéria Associativa Fuzzy Implicativa

Seja Jr uma implicagao fuzzy reversa que forma uma adjun¢ao com uma t-norma continua
T. Dado uma padrao de entrada x € [0, 1]", a IFAM composta de neurénios max-7', produz

a saida y € [0, 1]™ segundo a equagao:

y=Worx)Vve onde 0=
3

ye. (4.42)
1

k

Os neuronios max-7T" da IFAM executam uma operagao de dilatacao, uma vez que a t-
norma continua 7'(z,-) : [0,1] — [0, 1] aplicada neste modelo de memdria associativa fuzzy
comuta com o operador de supremo, para todo x € [0, 1] [29]. Pontanto, as IFAMs perten-
cem a classe das memorias associativas morfoldgicas fuzzy. A matriz dos pesos sindpticos
W é sintetizada empregando o aprendizado por adjuncao, definido no Teorema 4.2.3 [80].
Particulares escolhas de t-normas T e implicagbes fuzzy reversas Jr levam a particulares

modelos de IFAM. As escolhas de T' e Jr indicam o nome do modelo de IFAM. Por exemplo,
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a IFAM de Lukasiewicz, adota-se a Jp associada a t-norma Cp. Tal modelo é dado pelas

equagoes: y = (Worx)Vle W =Y & XT.

Exemplo 4.3.1. Seja X € [0,1]>*3 a matriz cujas colunas sao formadas pelos padrées de
entrada x* € [0,1]% e Y € [0,1]>*3 a matriz cujas colunas sio formadas pelos padroes de

saida y¢ € [0,1]® para £ =1,2,3:

[ 05 01 08 ]
0.5 0.3 04 0.5 0.5 0.6
X=104 03 06 e Y=106 06 08 (4.43)
04 04 0.7 0.3 04 04
| 03 03 04 |

Logo, o wvetor bias 0 e a matriz dos pesos sindpticos da I[FAM W de Lukasiewics sdo

dados por:

08 09 1 09 1
W=YeX'=| 1 1 1 1 1 e 0= 105 06 0.3 (4.44)
0.6 0.8 0.8 0.7 1

Pode-se verificar que y* = (W o, x%) V 0, para £ =1,2,3:

[ 0.5 ]
08 09 1 09 1 0.5 0.5 0.5
(Worx')ve= 1 1 1 1 1|og|o4a]||Vv]o6|=]|06]|=y
0.6 08 0.8 0.7 1 0.4 0.3 0.3
03 |

(4.45)
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0.1
08 09 1 09 1 0.3 0.5 0.5
(Worx*) Vo= 1 1 1 1 1]og|03||Vv]o6]|=]06]|=y
06 08 08 0.7 1 0.4 0.3 0.4
| 04 |
(4.46)
[ 0.8 ]
08 09 1 09 1 0.4 0.5 0.6
(Worx*) Vo= 1 1 1 1 1|og|o06||Vv]o6]|=]08]|=y
0.6 08 0.8 0.7 1 0.7 0.3 0.4
| 04 |
(4.47)

4.3.3 Meémoria Associativa Fuzzy Implicativa Dual

Relembrando que o modelo de IFAM possui neurénios morfolégicos max-T', onde T é uma
t-norma continua. O modelo de IFAM dual pode ser construida tomando neurénios duais
com respeito a uma certa negacao fuzzy N. A principio, Valle e Sussner estabeleceram este
modelo dual considerando somente a negagao fuzzy padrao Ng [72]. Logo, a IFAM dual
estd associada a uma s-norma continua S que é o operador dual a T’ com respeito a negacao
fuzzy padrao Ng. Portanto, a IFAM dual executa uma erosao em cada neurdnio e pode ser

descrita segundo a equagao:
k
y=(Mesx)AND e 19:\/y5. (4.48)
¢=1
onde a matriz dos pesos sindpticos M € [0, 1]™*™ é dada pela Equagao 4.40.

Toda afirmagao envolvendo o modelo de IFAM produz uma correspondente afirmagcao dual

envolvendo o modelo de IFAM dual. Portanto, na proxima segao serao discutidos apenas as
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IFAMSs autoassociativas e omitidos os resultados para o caso dual.

4.3.4 Memorias Implicativas Fuzzy Autoassociativas

Quando o conjunto das memérias fundamentais é da forma {(x®,x%):¢=1,...k}, a
meméria associativa fuzzy implicativa é denominada memdria implicativa fuzzy autoasso-
ciativa (AFIM - Autoassociative Fuzzy Implicative Memory) [72]. Seja X = [x!,...,x?] €
[0, 1]™*P a matriz cujas colunas sdo padroes originais. A matriz dos pesos sindpticos W e o

vetor bias 6 sao definidos como:
W=Xer X" e 0=/\x" (4.49)

A AFIM pode ser convertida em um modelo dindmico, tomando-se um padrao de entrada

x(0) = % e realiza-se a iteragao:

x(k+1) = (Worx(k)) v para k =0,1,2, ... (4.50)

Na verdade, tem-se que x(k + 1) = x(k) para todo k > 1 [72]. Dada a reflexividade de W
(I < W) e a monotocidade da composi¢ao max-7', o padrao de entrada é sempre menor ou
igual ao padrao recordado, i.e, x < W or x para todo x € [0,1]". Por outro lado, como 6
é dado pelo infimo dos padrdes originais, conclui-se que todo padrao da forma W o x para
algum x € [0, 1]™ é um ponto fixo de W. Portanto, a AFIM exibe convergéncia em um tinico

passo. A proposigao 4.3.1 caracteriza os pontos fixos e as saidas da AFIM [72]:

Proposigao 4.3.1. Considere o conjunto das memdrias fundamentais {x',...,xP}. Se W =

p

X®rXtef= /\ x¢ entdo para todo padrio de entrada x € [0,1]", a saida (W or x) V
=1

da AFIM € o supremo de x mo conjunto dos pontos fizos de W maior ou igual a 0, i.e,

(W orx) V6O é o menor ponto firoy de W tal quey > x ey > 0. E mais, um padrao
y € [0,1]™ é um ponto fixro de W se'y = c para algum vetor constante ¢ = [c, ¢, ..., c] € [0, 1]",

ou se'y € da sequinte forma, para algum L; C {1,...,p} e para algum k € N
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y=\V Ax (4.51)

I=1¢&cl,

A Proposicao 4.3.1 revela que a regiao de atracao dos padrio originais x¢ consiste somente
dos padroes x tal que x < x¢, i.e, x é uma versao erodita do padrao x¢ para algum & = 1, ..., k.
Portanto, a AFIM exibe tolerancia com respeito a padroes erosivos, além de possuir um
grande ntimero de pontos fixos, incluindo os padroes originais x¢, onde £ = 1, ..., p e muitas
memérias espurias [79]. Como nao hé restrigdes sobre o nimero de padroes, isto significa

que pode-se armazenar o nimero de padroes desejados em uma AFIM.

Exemplo 4.3.2. Considere a matriz

0.3 0.8 0.4
X=101 06 04 (4.52)
1 02 0.7

3
A matriz dos pesos sindpticos W = X ®r X' de Lukasiewicz e o vetor bias 6 = /\ x*

=1
sao dados por:
1 1 03
t
W=108 1 01 e 0=103 01 0.2 ] (4.53)
04 06 1
Pode-se verificar que os padroes originais x* para & = 1,2,3 sdo pontos fixos de W :
1 1 03 0.3 0.3 0.3
(Worx')vé=1]08 1 01 |oz|o01|]|V]o0ol]|=]01]|=x" (454

04 06 1 1 0.2 1
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1 1 03 0.8 0.3 0.8
(Worx*)vO=1108 1 01 |oz]|06]||V]o01]|=]06]|=x> (455
04 06 1 0.2 0.2 0.2
1 1 03 0.4 0.3 0.4
(Worx')vo=1]08 1 01 |oz|04|]|V]o01l]|=]04]|=x> (456
04 06 1 0.7 0.2 0.7

Agora, dado um vetor constante arbitrdrio ¢ € [0,1]3, tem-se que ¢ = (W or c) V 6:

1 1 0.3 0.7 0.3 0.7
(Wope)vo=11]108 1 01 |oz|07||V]o01]|=]07]|=c (457
04 06 1 0.7 0.2 0.7
t
Tomando um vetor arbitrdrio x € [0,1]%, por ezemplo x = | 0.9 0.1 0.5 } e pela Pro-

posicao 4.3.1, tem-se que 'y é o supremo de X no conjunto dos pontos fixos de W maior do

que 0:
1 1 03 0.9 0.3 0.9
y=Worx)V0=1108 1 01 |oz|01|]|V]o01]|=]07]|2>x (458)
04 06 1 0.5 0.2 0.5
0.9 0.3
y=|07|>]01]=90 (4.59)
0.5 0.2
€
1 1 03 0.9 0.3 0.9
(Wory)vo=1108 1 01 |oc|07|]|V]o01]|=]07]|=y (460

04 06 1 0.5 0.2 0.5
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P

Caso um vetor y seja da formay = \/ /\ 2° para algum L; C {1,...,p} e para algum
l=1¢el,

k €N, entioy = (Wory) V0. Tome os conjuntos de indices: Ly = {1,2}, Ly = {2} e

Ly = {1,3}. Obtém-se,

0,3 0,8 0,3 0,8

3
y=VAz=|o1| Vv |o6| v [01]| =]06 (4.61)
l:l&eLl
072 0;2 077 0,7
€
1 1 03 0.8 0.3 0.8
(Wory)Vve= 08 1 0.1 |or| 06 V91iol|l=1]06]|=y (4.62)
04 06 1 0.7 0.2 0.7

Para concluir esta secao, as seguintes observagoes podem ser feitas em relacao as memorias

implicativas fuzzy autoassociativas [79]:

1. Capacidade de armazenagem ilimitada;

2. Os padroes originais sao pontos fixos do modelo;

3. A saida permanece estavel apds repetidas aplicagoes da AFIM;

4. A memoria exibe tolerancia com respeito a padroes erosivos;

5. A AFIM nao é adequada para padroes corrompidos com ruidos dilativos;

6. A AFIM tem um grande nimero de memérias espurias.



CAPITULO 5

Existéncia de Solucoes nos Sistemas de FREs

em Termos das IFAMs

5.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é investigar a existéncia de solugoes nos sistemas de Equagoes Re-
lacionais Fuzzy (FREs - Fuzzy Relational Equations) em termos das Memérias Associativas
Fuzzy Implicativas (IFAMs - Implicative Fuzzy Associative Memories). Acreditamos que um
estudo envolvendo a questao da recordacao perfeita através dos modelos de IFAMs podera

contribuir na existéncia de solucoes para os sistemas de FRESs.

5.2 Uma Comparacao entre FREs e as Composicoes

max-C', min-D e min-J

Recordando que os trés principais produtos matriciais fuzzy usados para descrever diversos
modelos FMAMs, combinam méaximos e minimos com as operagoes fuzzy de conjuncao C,
disjungao D e implicagao reversa J. Comparando as equagoes relacionais fuzzy 2.34, 2.35 e
2.36 com as composigoes max-1, min-S e min-.J definidas nas Equacoes 2.30 e 2.31, tem-se

as seguintes igualdades:

49
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R-x=R'ox RAx=Rex Réix=R ®x (5.1)

Dada a igualdade y = R -x¢ = R! o x® e como toda afirmacao envolvendo o modelo
de IFAM, produz uma correspondente afirmacao dual envolvendo o modelo de IFAM dual.
Nossos estudos serao direcionados as equagoes relacionais fuzzy do tipo y = R - x uma vez
que pode-se inferir resultados similares para a FRE y = RAx = R' e x dada a esta relagao
de dualidade. Portanto, deseja-se uma relacao fuzzy R que satisfaca o seguinte sistema de

FREs para todo £ =1, ..., k:

y =R -x (5.2)

Associando a Proposicao 4.2.2 ao sistema de FREs descrito pela Equacao 5.2, obtém-se o
seguinte resultado: Se existe uma relacao fuzzy Ry tal que y* = Ry-x¢ para todo & =1, ..., k,
entdao Ry < R= (Y ® X")! e y* = Rox® para todo £ = 1, ..., k. Em outras palavras, tem-se

o seguinte teorema [45]:

Teorema 5.2.1. Se o sistema de FRFEs definido por 5.2 tem uma solugao, entdo R definida
k

POT T = J(yf, xg) representa a maior solu¢ao.
¢=1
Similarmente, pode-se aplicar o resultado dual dada pela Proposicao 4.2.4 referente ao

modelo de IFAM dual. Desta proposi¢ao, surge o seguinte teorema para as FREs do tipo

y = RAX.

Teorema 5.2.2. Se o sistema de FREs definido por y* = RAXS para € = 1,...k tem uma
k

5-) representa a menor solu¢ao.

solucao, entao R definida por r;; = \/ Js(yf,xj

¢=1

Finalmente, tem-se o teorema referente as solucoes do sistema de FREs y* = R¢x¢:

Teorema 5.2.3. Se o sistema de FREs y* = R¢x®, para &€ = 1,....k tem uma solucdo,

k
entdo a menor solucdo € dada por r;; = \/ (x5, yf)
=1



CAPITULO 5 EXISTENCIA DE SOLUCOES NOS SISTEMAS DE FRES EM
TERMOS DAS IFAMS 51

5.3 Relacao entre FREs e IFAMs

A seguir, serdo caracterizados os padroes recordados por uma IFAM . O Teorema 5.2.1
diz que a saida é menor ou igual ao padrao desejado y*¢ quando apresentado um padrao nao

distorcido x¢ para algum ¢ € {1, ..., k} [72].

Teorema 5.3.1. Se W : [0,1]" — [0,1]™ é uma IFAM entio W(x*) < y® para todo & =
1ok

O Teorema dual para um modelo de IFAM dual é dado a seguir:

Teorema 5.3.2. Se M : [0,1]* — [0,1]™ € uma IFAM dual entio M(x%) > y* para todo
=1,k

Considere que o par (T, J) forme uma adjuncao. O seguinte teorema caracteriza algebri-

camente os padroes recordados por uma IFAM [79].

Teorema 5.3.3. Sejam X = [x',...,x*] € [0,1]"* e Y = [y!,...,y*] € [0,1]™**. Para um
padrdao de entrada arbitrdrio x € [0,1]", o padrdo de saida 'y € [0,1]™ da IFAM pode ser
escrito da sequinte forma:

y:

/\ T(J(y* ,:z:j ;) (5.3)

=1

<=

Il
—
n

J

onde [T (y,a)l; = J(yi,a) e [T (x,b)]; = T(x;,b) Vx,y € [0,1]™ e a,b € [0, 1].

Para os préximos teoremos e coroldrios, denota-se N’ como o conjunto {1, ...,n} e K como o
conjunto {1,...,k}. O coroldrio abaixo descreve outro forma que os padroes de saida da

IFAM podem assumir [79]:

Coroléario 5.3.1. Sejam X € [0,1]"* e Y € [0, 1]™**. Para um padrao de entrada arbitrdrio

x € [0,1]™, o padrao de saida'y € [0,1]™ da IFAM pode ser escrito algebricamente por:

y= AV TEE a0 2 (54)

FeC j=1
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onde C € o conjunto de todas as funcoes de F : N' — K.
O seguinte teorema caracteriza algebricamente os padroes recordados pela IFAM dual.

Teorema 5.3.4. Sejam X = [x',...,x*] € [0,1]"* e Y = [y!,...,y*] € [0,1]™*F. Para um
padrdo de entrada arbitrdrio x € [0,1]", o padrao de saida'y € [0,1]™ da IFAM dual pode

ser escrito da sequinte forma:

n k

y=/A\ VST ), 2) (5.5)

j=1¢=1

onde [T (y,a)]; = Js(yi,a) e [S(x,b)]; = S(z;,b) ¥x,y € [0,1]™ e a,b € [0,1].

O Corolario 5.3.2 descreve outro forma que os padroes de saida da IFAM dual podem

assumir:

Coroléario 5.3.2. Sejam X € [0,1]"* e Y € [0, 1]™**. Para um padrao de entrada arbitrdrio

x € [0,1]™, o padrao de saida 'y € [0,1]" da IFAM dual pode ser escrito algebricamente por:

y=\/ AS@EFD, 250 x) (56)

Fecj=1

onde C € o conjunto de todas as funcoes de F: N' — K.

O Teorema 5.3.3, revela que o padrao recordado y pela IFAM representa uma polindémio
reticulado em versoes transformadas dos padroes y*, ..., y* [79]. O Teorema 5.3.3 juntamente
com o Teorema 5.3.5 caracteriza completamente as saidas da IFAM e sua demonstragao pode

ser encontrado em [68].

Teorema 5.3.5. Para X € [0,1]™**, Y € [0,1]™**, e seja x € [0,1]" tal que (X ® X")ox =
x7. Tem-se (Y ® X')ox = y7 se, e somente se, a sequinte implicagio € vdlidaV F : N — K,

A4 aj,bj € [O, 1] ej: 1,...,77,

< \n/f]'( XD a;), \"/ a;),b;) (5.7)
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Um corolario imediato do Teorema 5.3.5 para um padrao de entrada arbitrario x” € [0, 1]"

¢ dado por:

Coroléario 5.3.3. Para X € [0,1]"* Y € [0,1]™**, e seja um padrao de entrada arbitrdrio
x7 € [0,1]". Tem-se (Y ® X') ox? = y7 se, e somente se, a a sequinte implicacao € vdlida

VF:N—-K,Va;,bjel0,1]ej=1,..n

n n
<\ T(IT",a5),b) =y <\ T(T (", a5), ;) (5.8)
j=1 j=1

O Corolario 5.3.3 revela um importante resultado, relacionando a recordagao perfeita de
uma IFAM com a existéncia de uma relagao fuzzy R que satisfaga o sistema de FREs do

tipo y& = W - x£.
Teorema 5.3.6. O sistema de FREs y* = R-x¢ para € = 1, ..., k, tem solucdo se, e somente
se, a sequinte implicagao € satisfeita VF : N — K, Va;,b; € [0,1] ej=1,...,n

— Y ] ]

xt < \/ T(T"D,a;),0) =y < \/ T(T (™, af V), 07 (5.9)
j=1

j=1

E mais, R = (Y ® X*)" € a maior solugao.

Agora, serd enunciado os Teoremas e Corolarios para a IFAM dual, relacionando a re-
cordagao perfeita deste modelo com a existéncia de soluc¢oes para o sistema de FREs do tipo

y¢ = RAXS.

Teorema 5.3.7. Para X € [0,1]™*, Y € [0,1]™**, e seja x € [0,1]" tal que (X®X') @ x =
x7. Temos (Y®X")ex =y se, e somente se, a sequinte implicagio € vdlidaV F : N — K,

Voa;b;el0,1]ej=1,..,n

/\ (xF0) ay), /\ S(T(y'9 a;), b)) (5.10)
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Um corolario imediato do Teorema 5.3.7 para um padrao de entrada arbitrario x” € [0, 1]"

¢ dado por:

Coroldrio 5.3.4. Para X € [0,1]"* Y € [0, 1]™**, ¢ seja um padrdo de entrada arbitrdrio
x7 € [0,1]". Tem-se (Y®X"') @ x? =y" se, e somente se, a a sequinte implicagdo € vdlida ¥

F:N—>K,Va;bje0,1]] ej=1,..,n.
x! > /\ S(j(xF(j)vaj)vbj) = y’Y > /\ 8(7(yF(j)7aj)vbj) (511)
Jj=1 j=1

O Corolario 5.3.4 relaciona a recordacao perfeita de uma IFAM dual com a existéncia de

uma relacio fuzzy R que satisfaca o sistema de FREs y* = RAXE.

Teorema 5.3.8. O sistema de FREs y* = RAXS para & = 1, ..., k tem solugdo se, e somente

se, a sequinte implicagdo € satisfeita VF : N — K, VYa;,b; € [0,1] e j =1,...,n.
X' > N\ ST, a)),b;) = y* = \S(T(y"D,a;),05) (5.12)
j=1 J=1
E mais, R = (Y®X")! € a menor solugio do sistema FRE.

Finalizamos este capitulo descrevendo os principais resultados obtidos, relacionando o
recordacao perfeita de uma IFAM com a existéncia de solugbes para um sistema de FREs
do tipo y* = R - x¢. O mesmo vale para as [IFAMs duais dado a relacdo de dualidade entre
a IFAM e a IFAM dual. Se a seguinte implicagao é vélidaV F : N — K, Va;,b; € [0,1] e

j=1,...,n, entao

x* <V T(T &Y, a5),0) =y <V T(T,05),05) ¥V =10k (5:13)

<3 R talque R-xt=y* V £=1,..,k (5.14)

&3 R talque Rloxt=y® V &=1,...k (5.15)
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<3 W talque Woxf=y* V £=1,...k (5.16)

3 YeX)oxt=y" V £=1,.,k (5.17)



CAPITULO 6

Determinacao do Melhor Modelo de IFAM de

Yager para uma Aplicacao

6.1 Introducao

O fato de uma Memoria Associativa Fuzzy Implicativa (IFAM - Implicative Fuzzy Associative
Memory) ser caracterizada por uma certa t-norma continua [72], surge o problema de escolher
o melhor modelo de IFAM para uma determinada aplicacdo. Uma solugao para esta questao é
formular um problema de otimizacao no processo de recordagao, com o objetivo de minimizar
o erro entre o padrao desejado y e o padrao recordado y pela IFAM. Isso é possivel adotando-
se a IFAM de Yager, uma vez que a t-norma parametrizada de Yager abrange outras t-normas
[14]. Portanto, o problema de otimizagao é caracterizado por encontrar a t-norma de Yager

que produza o menor erro no processo de recordagao.

6.2 Formulacao do Problema

Considere os padroes de entrada x¢ € [0,1]" e os padroes de saida y* € [0,1]™ para & =
1,2,...,p. Neste momento, interpretados como conjuntos fuzzy definidos sobre um universo
de discurso finito com n e m elementos, respectivamente. Seja X, a matriz cujas colunas sao

formadas pelos padroes de entrada, ou seja, X = [x!,x? ..., x?] € [0,1]"*P e a matriz Y com

o7
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colunas formadas pelos padroes de saida desejados, ou seja, Y = [yl y?, ...,y?] € [0,1]™*P.

Deseja-se determinar uma memoria associativa fuzzy tal que:

y'=(Woxt) Vo (6.1)

onde a matriz do pesos sinapticos W e o vetor limiar 8 sao dados por:

p
W=Yae X' e 0=N\y (6.2)
e=1

Neste capitulo, somente sera adota a t-norma de Yager e por isso o subscrito “Y” no
produto Y ®y X! Algumas vezes somente serd mencionado IFAM em vez de IFAM de
Yager ja que nao ha perigo de confusao. Para a t-norma de Yager, serd adotado o simbolo
T¢ = T(x,y) para todo z,y € [0,1] e d € (0,+00). Para a R-implicagao de Yager, seré
adotado o simbolo Iy. Os elementos da matriz dos pesos W sao descritos pela seguinte

equagao:

p
wii = N\ Iy (xfy;E) parai=1,..nej=1,..m. (6.3)
=1

ou equivalentemente,

wj; = /\ \/ {z €10,1]: T(z%, 2) < yf} (6.4)
e=1

Expandindo a t-norma de Yager T, tem-se:

wﬂ:/p\\/{ze [0,1] : l—min{l,{(1—x§>d+(1—z)d}l/d} Syf}, d>0

Da mesma forma, escrevendo a fungao de pertinéncia da expressao 6.1, para £ = 1,...,p

obtém-se:
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yf = \/T{f (wﬂ,xf) v b; para j=1,...,m (6.6)

n 4 1/d
y]g:\/ <1—mm{1,{(1—wﬁ)d+ (1_$§) } }) \/0]’7 para d>0 (67)
i=1

Como o parametro d na t-norma de Yager ¢ livre, e a IFAM W e os padroes recordados
7* dependem deste parametro, pode-se formular um problema de otimizacdo para encontrar
d que minimize a diferenca entre os padrdes desejados y* e os padroes recordados ¢ para
€ =1,...,p. Assim, a partir deste momento, as seguintes notacdes para W e §¢ serao dadas

por W4 e 54 respectivamente. O problema baseia-se em resolver 6.8:

minimize ’ yd— YH
F (6.8)
sujeito a d>0
ou
n J a) 1/d
minimize \/ 1 —min<l, {(1 — w;-li) + (1 — xf) } V| — yf-
i=1 » (6.9)
sujeito a d>0
Mas Sussner e Valle [72], mostraram que
v =(Worxt)ve <yt para & =1,...,p. (6.10)

Logo, os padrdes recordados y¢ sdo limitados superiormente pelos padrdes y¢. Isto sig-
nifica, que resolver o problema de otimizagao descrito por 6.8, é equivalente a resolver o
problema de otimizacao descrito por 6.11:

maximize ‘ ‘ yd ‘ ‘
2

(6.11)
sujeito a d>0
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6.3 Aplicacoes de IFAMs de Yager em Séries

Temporais

6.3.1 Previsao da Mao-de-obra em Industrias Metalurgicas

Considere o problema apresentado em [12] que consiste na previsao da mao-de-obra re-
querida nas industrias metalirgicas do estado Bengal do Oeste na India. As memdrias
associativas fuzzy podem apresentar sistemas de regras fuzzy onde armazenamos um con-
junto de regras da forma SE-ENTAO. Nesse problema em particular, com base nos valores
passados, é definido um conjunto de regras nebulosas da forma ”Se a mao-de-obra requerida
no ano n é grande, entao a mao-de-obra requerida no n 4+ 1 é muito grande”. Desse modo,
obtém-se um conjunto de pares de entrada e saida, onde as entradas correspondem aos an-
tecedentes e as saidas correspondem aos respectivos consequéntes. Os pares de entrada e

saida usados nesse exemplo sao apresentados na Tabela 6.1.

£ x¢ y¢
T T
1 1.0 05 0 0 O } { 1.0 05 0 0 O }
- 1T 1 1T
2 05 1.0 05 0 O 05 1.0 05 0 O
iy 1T - 1T
3 05 1.0 05 0 O 0 05 1.0 05 O
- 1T - 1T
4 0 05 1.0 05 O 05 1.0 05 0 O
- :T - :T
5 0 05 1.0 05 O 0 05 1.0 05 O
:T - :T
6 0 05 1.0 05 0O 0 0 05 1.0 0.5
- :T - :T
7 0 0 05 1.0 0.5 0 0 05 1.0 0.5
T T
8 0 0 05 1.0 0.5 [ 0 00 05 1.0 }

- T T
9 0 00 05 1.0} {0000.5 1.0}

Tabela 6.1: Conjunto dos pares de entrada e saida usado na aplicagdo de previsao
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A Tabela 6.2 apresenta a mao-de-obra requerida em cada ano e sua respectiva fuzzificagao

[12]:

Ano  Mao-de-obra Fuzzificacao

198384 1250 [ 10 06 0 0 or
1984-85 1370 (04 10 06 0 0]
1985-86 1318 (08 10 02 0 0]
1986-87 1364 (04 10 06 0 0]
1987-88 1434 [0 06 10 04 0]
198889 1361 (04 10 06 0 0]
1989-90 1406 [0 08 10 02 0]
1990-91 1433 [0 06 10 04 0]
199192 1516 [0 0 08 10 02|
1992-93 1595 [0 0 02 10 08|
1993-94 1692 -[o 00 04 1.0 r
1994-95 1658 [o 00 04 1.0}T
1995-96 1660 [o 00 02 1.0?

Tabela 6.2: Mao-de-obra requerida e sua respectiva fuzzificagao

Assim, a estimativa da mao-de-obra requerida no ano n + 1 é obtida “defuzzificando” o
padrao recordado. Nesta aplicacao, foram empregados o método do centro de massa e a
média do maximo, através da rotina DEFUZZ da Toolbox de Conjuntos Fuzzy do MATLAB
com a op¢ao CENTROID e MOM, respectivamente. Logo, a mao-de-obra requerida no ano

n + 1 é obtida pela sintaxe defuzz(a,41) onde a,;, dada pela Equacao 6.12:

s = (W oy an) V0 (6.12)

e a, ¢ o padrao que corresponde a mao-de-obra requerida no ano n.
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Denota-se a saida defuzzificada por sg, ou seja, Sg = defuzz(y¢) para € = 1,...,p, onde y*
¢ dado pela Equacao 6.1. Se o vetor s? denota o vetor cujos elementos sao a defuzzificacio
d od d

dos padroes y¢, i.e, s? = [51, 55, ooy sp] e s o vetor cujos elementos sao a mao-de-obra real

requerida, entao o erro percentual médio normalizado (EPMN) é dado pela Equagao 6.13:

N d
100 S¢e — S
EPMN = — x <§ M) (6.13)

p ~ s

A FAM max-min em [12] adotando como método de defuzificacdo a média do méximo,
gerou um EPMN de 2.669% superando os modelos estatisticos ARIMA1 e ARIMA2, como
também a média aritmética (MA) e média geométrica (MG). Os resultados sao apresentados

na Tabela 6.3:

Método MA MG | ARIMA1 | ARIMA2 | FAM max-min
EPMN | 5.65% | 4.24% 9.79% 5.48% 2.669%

Tabela 6.3: EPMN produzidos pelos modelos da média aritmética, média geométrica,

ARIMA1, ARIMA2 e FAM max-min para o problema de previsao de mao-de-obra.

Observando que a memoria associativa fuzzy max-min gerou o menor EPMN, Sussner
e Valle aplicaram este mesmo problema de previsao de mao-de-obra para outros modelos
de FAMs [72]. Note que, varios modelos apresentaram os mesmos resultados. De fato, os
valores estimadospela FAM max-min, FAM max-prod e GFAM de Lukasiewicz foram iguais.
Além disso, as previsoes fornecidas pelas IFAMs adjuntas de Godel e Goguen, as IFAMs
duais adjuntas de Godel e Goguen, as FLBAMs e a IFAM dual de Lukasiewicz, e a IFAM
de Godel, FAM de Junbo e FAM max-min com limiar também coincidiram. Finalmente,
a Figura 6.1 apresenta a mao-de-obra estimada nos anos 1984 até 1995. O wvalor real é
comparado com os valores estimados por alguns dos métodos da Tabela 6.4. Observe que
a IFAM de Lukasiewicz apresentou o melhor resultado para esse problema de previsao com
EPMN de 2.29%, superando os demais modelos de FAMs. A implementacao em MATLAB

dessas FAMs para este problema pode ser encontrado em [77].
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T T
IFAM dual adjunta de Lukasiewicz ~
IFAM adjunta de Lukasiewicz ’ ~
IFAM de Godel, FAM de Junbo e Max—min FAM com limiar ’ S ==
—©— |IFAM dual de Lukasiewicz e FLBAMSs de Lukasiewicz, Godel e Goguen| ’
=—%— FAMs max-min e max—prod e GFAM de Lukasiewicz ’
—&— |IFAM de Lukasiewicz ’

= = = Valor Real

| | |
1986 1988 1990 1992 1994

Figura 6.1: Comparacao da previsao da mao-de-obra estimada por diferentes modelos de

memoria associativa fuzzy.

Observando que a IFAM de Lukasiewicz gerou o menor EPMN de 2.29%, isso nos motivou
a formular um problema de otimizacao associado a IFAM de Yager. O objetivo é encontrar
o parametro d na t-norma de Yager que minimize a diferenca entre o mao-de-obra real s
e a mao-de-obra estimada pela IFAM de Yager, defuzzificando o padrao recordado sg =
defuzz(y®). De fato, a IFAM de Yager sempre produzird resultados iguais ou melhores
que a IFAM de Lukasiewicz, pois basta tomar o pardmetro d = 1 na t-norma de Yager e

obtém-se:

1996
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Método EPMN Método EPMN

FAM max-min: 2.67% FLBAM de Lukasiewicz: 2.56%

fAM max-produto: 2.67% FLBAM de Godel: 2.56%
GFAM de Lukasiewicz: 2.67% FLBAM de Goguen 2.56%
FAM Junbo: 2.73% IFAM de Yager: 2.29%
IFAM de Lukasiewicz: 2.29% [FAM dual de Lukasiewicz 2.56%
[FAM de Godel: 2.73% IFAM dual de Godel: 8.08%
IFAM de Goguen: 2.99% IFAM dual de Goguen: 8.08%
IFAM Adjunta de Lukasiewicz | 4.74% || IFAM dual adjunta de Lukasiewicz | 5.64%
IFAM Adjunta de Godel: 6.89% [FAM dual adjunta de Godel 7.26%
IFAM Adjunta de Goguen: 6.89% IFAM dual adjunta de Goguen 7.26%

Tabela 6.4:

previsao de mao-de-obra.

Ti(a,b) =

Erros percentuais médios normalizados produzidos pelos modelos de FAMs na

1 — min {1, {(1 —a)'+(1- b)d}l/d} =1—min{l,{(1—a)+ (1 —0b)}}

= l—min{l,2—a—-b}=1—-[1—mazx{l—-1,1—(2—a—10)}]

maz {0,a+b—1}

(6.14)

ou seja, para d = 1 a t-norma de Yager é justamente a t-norma de Lukasiewicz. Entao, o

problema de otimizacao resume-se em:

minimize Hsd — SH2

sujeito a

d>0

(6.15)

Pelo grafico da Figura 6.2, fica claro que neste caso, existe infinitos minimizadores no

intervalo (0, 1] para fungao Hsd — SH , utilizando-se como método de defuzzificagao a média

do maximo. Portanto, para qualquer d € (0, 1], o erro percentual médio normalizado gerado

pela IFAM de Yager é também de 2.29%.
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Figura 6.2: Grafico da fungao Hsd — sH » adotando como método de defuzzificagao a média

do méximo. No gréfico da esquerda, tem-se d € (0, 100] e no grafico da direita d € (0, 10]

A implementacao do algoritmo foi feita no software MATLAB, utilizando as funcoes da
Toobox de Otimizagao. Para resolver o problema descrito em 6.15, recorreu-se a fungao
FMINBND que utiliza uma combinacgao de busca por seccoes dureas e interpolacao parabdlica
[9, 23]. Sua sintaxe é: [dyn, valor] = FMINBND( fun, z1,z2), onde fun representa a funcao
objetiva, x;1 e xo representam os extremos do intervalo no qual procura-se pelo minimizador

dmin © valor retorna o valor da funcao objetiva em d,,;,.

T T T T
09r 9 09r
0.8 9 0.8
0.7 9 071

0.6 06

0.5 0.5

04f , 04f
03 E 03
02t j 02t
0.1t , 01t
o0 1300 1400 1500 1600 1700 oo 1300 1400 1500 1600 1700

Figura 6.3: Conjuntos fuzzy triangulares da Tabela 6.1 e Tabela 6.2
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Figura 6.4: Previsao da mao-de-obra gerada pela IFAM de Yager adotando o método de

defuzzificagdo a média do maximo e d € (0, 1]

Esta aplicacao de IFAM como sistemas de regras fuzzy usados para previsao de séries
temporais apresentado por Choudhury et al. [12] apresenta alguns pontos questiondveis,
como por exemplo as componentes das memorias fundamentais assumem apenas trés valores:
0, 0.5 e 1. Também, cada conjunto fuzzy possui 5 elementos definidos no universo de discurso

[1200,1700]. Além, disso o préprio conjunto de treinamento é usado para teste.

Outros testes foram realizados para esta mesma aplicagao da previsao da mao-de-obra.
Nesta etapa, utilizou-se o método da centréide como técnica de defuzzificagdo. Os conjuntos
fuzzy da Tabela 6.1 e as respectivas fuzzificacoes da mao-de-obra real estao apresentados na
Figura 6.4. A Tabela 6.6 representa a saida da fungdo FMINBND para resolver o problema de
otimizagao descrito pela Equagao 6.15. O minimizador d encontrado foi igual a 6.36391 e a
mao-de-obra estimada pela IFAM de Yager para este parametro é apresentado na Figura 6.5.
Neste caso, a IFAM de Yager apresentou o melhor resultado para esse problema de previsao
com EPMN de 2.43% e os demais erros gerados pelas diferentes FAMs sao vistos na Tabela

6.5.
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Método EPMN Método EPMN

FAM max-min: 4.68% FLBAM de Lukasiewicz: 2.89%

fAM max-produto: 3.49% FLBAM de Godel: 2.76%
GFAM de Lukasiewicz: 2.89% FLBAM de Goguen 2.63%
FAM Junbo: 2.46% IFAM de Yager 2.43%

IFAM de Lukasiewicz: 5.51% IFAM dual de Lukasiewicz 6.76%
[FAM de Godel: 2.46% I[FAM dual de Godel: 7.93%

IFAM de Goguen: 2.56% IFAM dual de Goguen 7.48%
IFAM Adjunta de Lukasiewicz | 6.82% || IFAM dual adjunta de Lukasiewicz | 7.26%
IFAM dual adjunta de Goguen | 7.26 % IFAM dual adjunta de Godel 7.26 %

Tabela 6.5: EPMN na previsao de mao-de-obra, utilizando como método de defuzzificagao

a centrdide e d = 6.36391 na t-norma de Yager
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Figura 6.5: Previsao de mao-de-obra estimada pela IFAM de Yager adotando 6.36391, uti-

lizando como método de defuzzificacao a centréide. O EPMN obtido foi de 2.43%.

6.3.2 Previsao da Vazao Mensal de uma Usina Hidrelétrica

Esta secdo apresenta uma aplicacdo da IFAM de Yager no problema e previsao da vazao

mensal média da usina hidrelétrica de Furnas, localizada na regiao sudeste do Brasil. Esse
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Func-count d ||s¢ — s]||2 | Procedure
1 4.43769 | 173.086 initial
2 6.56231 | 168.833 golden
3 7.87539 | 168.955 golden
4 7.14266 | 168.886 | parabolic
5 5.75078 | 168.96 golden
6 6.25233 | 168.832 golden
7 6.38372 | 168.828 | parabolic
8 6.39662 | 168.828 | parabolic
9 6.36503 | 168.828 | parabolic
10 6.36152 | 168.828 | parabolic
11 6.36561 | 168.828 | parabolic
12 6.36422 | 168.828 | parabolic
13 6.36319 | 168.828 golden
14 6.36418 | 168.828 | parabolic
15 6.3638 | 168.828 golden
16 6.36401 | 168.828 | parabolic
17 6.36397 | 168.828 | parabolic
18 6.36391 | 168.828 golden

utilizando como

Tabela 6.6: Saida de cada iteragao no processo de otimizar min Hsd — 3|,

método da centréide como técnica de defuzzificagao.

problema foi discutido anteriormente em [39, 40], onde foi proposto uma técnica baseada
em agrupamentos fuzzy, chamada FPM-PRP. Este problema de previsao foi revisto por
Sussner e Valle aplicando a IFAM de Lukasiewicz [78, 70] cuja implementagao pode ser
encontrado em [77]. Apesar de nao apresentar resultados tao bons quanto o FPM-PRP,
superou os métodos estatisticos PARMA, a rede neural Perceptron de Multiplas Camadas

(MLP, Multi-layer Perceptron) e um certo modelo de rede neural fuzzy recorrente (NEFN -
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Neuro-Fuzzy Network).

O previsor baseado na IFAM de Yager associado ao problema de otimizagao para determi-
nar o parametro d na t-norma de Yager, apresentou o menor Erro Quadratico Médio (EQM),
superando todos os modelos apresentados anteriormente. Os erros produzidos pela IFAM
de Yager e os demais modelos para a previsao da vazao média mensal de 1991 a 1998 sao
apresentados na Tabela 6.7. O Erro Quadratico Médio e o Erro Absoluto Médio (EAM) sao
calculados através da Equagao 6.16, onde s, e §, representam os valores reais e estimados,

respectivamente. O EPMN ¢é dado pela Equacao 6.13. Para esta aplicacdo, tem-se N = 96.

BEOM = %é (sn—5)° o EAM= %é (50 — b (6.16)
Método EQM (x10%) | EAM (m?/s) | EPM(%)

IFAM de Lukasiewicz 1.27 229 24
IFAM de Yager 1.15 215.5 22
PARMA 1.85 280 28
MLP 1.82 271 30
NFN 1.73 234 20
FPM-PRP 1.20 200 18

Tabela 6.7: Erro Quadratico Médio (EQM), Erro Absoluto Médio (EAM) e Erro Percentual
Médio (EPM) produzido pelos modelos de previsao.

As memorias fundamentais no modelo baseado na IFAM de Yager foi construido a par-
tir dos dados histéricos de vazao mensal de 1931 a 1990 e os dados dos histéricos de
1991 a 1998 foram usados para teste. Conhecidas as amostras da série temporal s, para
£ =1,2,...,q — 1, deseja-se estimar o valor s,;, cosiderando-se um subconjunto de valores
passados 1, 52, ..., 5q—1. No entanto, é necessério transformar esses valores reais s¢ em con-

juntos fuzzy x¢ e y*, uma vez que o modelo baseado numa meméria associativa ¢ armazenar
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pares de associacoes (xE , yf). Deste modo, dado um conjunto fuzzy x¢ que captura a in-
formacao da vazdo média dos 1ltimos meses, o padrao recordado y? pela IFAM representa
o conjunto fuzzy que corresponde ao valor estimado para a vazao s,. Este ultimo pode ser
obtido defuzzificando o padrao recordado y?¢ com o auxilio do funcao DEFUZZ da Toolbox
do MATLAB com a op¢ao CENTROID que representa o método do centro de massa, ou seja,
sq = defuzz(y?, centroid). E importante observar que os valores da série temporal foram
normalizados antes de serem processados, isto é, os dados da vazao de cada meés possuem

média 0 e variancia 1.

O conjunto ds memorias fundamentais {(Xg,y5) ,E=1, Jc} é armazenado implicita-
mente, isto é, nao é necessario construir toda a matriz dos pesos sindpticos, mas sim a
parte que serd usada na fase de recordagao. De fato, se o padrao de entrada é da forma
x? = [1,0,...,0] € [0,1]", entao o padrao recordado y? = [y{,...,y2] € [0,1]™ é obtido pela
Equagao 6.17, para j =1,....me d > 0:

= (Woyx), \/Ty(wﬂ, )\/9 =w;1 V0
— /\Iy (xl,yj) Vo = /\\/{ € [0,1] : T (a5, 2) <y5}v9 (6.17)
— /k\\/{z €[0,1]: 1—m7jn{1,{(1—x§>d+(1—z)d}1/d} Sng} v b;
=1

Portanto, o padrao recordado é determinado com base somente nos valores $§ e nos padroes

y¢, para € = 1,....k. Os préximos pardgrafos descrevem como definir as memorias funda-
mentais para o problema de previsao. Primeiro defini-se os padroes p” contendo os termos

da série temporal necessdrios para estimar s,. Esses padroes sao vetores da forma:

P’ = [Sy—hs ) s,y_l]T para he{l,2,..,q—1} (6.18)

onde v > h tal que v = q,q — 12,q — 24, .... O parametro h pode ser interpretado como o

ntiimero de termos consecutivos da série temporal necessarios para estimar s,. Por exemplo,
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para h = 2 e s, correpondendo a vazao mensal do més de Dezembro, entao p” é o vetor
contendo a vazao de Outubro e Novembro. Como o pardmetro v = ¢q,q — 12, ... estamos
informando para a memoria associativa que as informagoes referentes as vazoes de Janeiro
a Setembro nao possuem correlagao com o més de Dezembro. Nesta aplicacao, adotou-se o

parameto h = 3 por produzir os melhores resultados.

4000 T T . . , : :
Valor Real

3500 — — — Valor Estimado| |

3000 i

2500

2000

1500

1000

500

O 1 1 1 1 1 1 1
1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

Figura 6.6: Previsao para a vazao média de Furnas de 1991 a 1998. A linha continua
corresponde aos valores reais e a linha tracejada corresponde aos valores estimados pela

IFAM de Yager adotando d = 2.10065.

A fuzzificagio de p* e s¢ foram feitas através de fungoes de pertinéncia Gaussianas,
produzindo conjuntos fuzzy x¢ : U — [0,1] e y* : V — [0,1], onde U = {uy,...,u,} e

V = {v1,...,un}, representam universos de discursos finitos e u; = p? e os v, sdo pontos
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igualmente espacados no intervalo [-5,5] ¢ m = 500. Note que o vetor x? = [1,0, ..., 0] usado
como padrao de entrada nessa aplicacao é um conjunto classico “crisp” que corresponde ao

padrao p?.
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Figura 6.7: Grafico da funcio ||s? —s||,

Os conjuntos fuzzy x¢ e y¢ foram determinados utilizando o SUBTRACTIVE CLUSTERING
METHOD (SCM), disponivel na Toolbox de Conjuntos Fuzzy do MATLAB [11]. Esta funcao é
utilizada para encontrar agrupamentos baseados na densidade dos dados. Sua sintaxe é dada
por: [C,d] = subclust(S,r), onde S contém os dados de 1931 a 1990 que serao agrupados e
r € [0,1] determina o raio de influéncia de um centro de grupo. Geralmente, boas escolhas
para r sao valores entre o intervalo 0.2 a 0.5. O melhor valor para r encontrado foi r = 0.5.
Cada linha da matriz S foi definida concatenando p” e s,, ou seja, S(i,:) := [p7, s,], para
sy = q — 12i. Assim, cada linha da matriz C' representa um centro. Para facilitar, denote
¢, os primeiros h elementos e ¢§ o ultimo elemento da linha §, isto ¢, [, ¢] = C(&,:) para
€=1,...,k. O vetord = [dy,...,dp1]" é usado para determinar o espalhamento das funcoes

de pertinéncia Gaussiana [81]:

= 2, para [=1,2,...,h+1 (6.19)
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Finalmente os conjuntos fuzzy $§ e y¢ sdo determinados através da Equacao 6.20, para

E=1,....kei=1,...m

Uh+1

A estimativa da vazao mensal s, é obtida “defuzzificando” o padrao y? = [y, ...,ygl]t,
onde y{’s sao determinados pela Equagao 6.17. Se s? denota o vetor cujo os elementos sao as
estimativas para as previsoes da vazao mensal de cada més e s o vetor com componentes com
os valores reais da vazao mensal, entdo nosso problema de otimizacao passa a ser descrito
pela Equacao 6.21:

minimize ||s? — s||,
(6.21)
sujeito a d > 0

O parametro d da t-norma de Yager étimo encontrado foi de d = 2.10065. O gréfico da

funcao descrita pela Equagao 6.21 pode ser visto na Figura 6.7. Finalmente, a Figura 6.6

mostra a previsao para a vazao média de Furnas de 1991 a 1998.
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Func-count d ||s? — s||2 | Procedure
1 3.43776 | 3415.1 initial
2 5.56234 | 3595.32 golden
3 2.12469 | 3324.96 golden
4 1.31317 | 3405.27 golden
5 2.34615 | 3329.79 | parabolic
6 2.14216 | 3325.06 | parabolic
7 2.09934 | 3324.92 | parabolic
8 2.10034 | 3324.92 | parabolic
9 2.10062 | 3324.92 | parabolic
10 2.10058 | 3324.92 | parabolic
11 2.10065 | 3324.92 | parabolic

Tabela 6.8: Saida de cada iteragao no processo de otimizar min ||s? — s||,, utilizando como

método de defuzzificagdo o centro de massa.



CAPITULO 7

Aplicacao de IFAMs no Processo de

Descompressao de Imagens

7.1 Introducao

Hirota e Pedrycz propuseram um método para compressao e descompressao (reconstrucao)
de imagens baseados em equagoes relacionais fuzzy [30]. Uma imagem em tons de cinza
pode ser expressa como uma rela¢ao fuzzy R € [0,1]"*™ e dadas as familias de conjuntos
fuzzy x¢ € [0,1]", para £ = 1,...,p e y? € [0,1]™, para v = 1,...,q, pode-se comprimir R
em uma imagem G € [0, 1]P*9, onde p < n e ¢ < m. Agora, dado a imagem G € [0, 1]P*7 e
os conjuntos fuzzy x* € [0,1]" e y7 € [0,1]™, surge o problema inverso de reconstruir uma
aproximacao da imagem original R € [0,1]"*™. Uma solugdo dada por Hirota e Pedrycz
foi encontrar a maior solugao R [30, 48]. O que pretende-se neste capitulo é relacionar o
processo de reconstrugao de imagens a teoria das memorias associativas fuzzy implicativas

7).

7.2 Processo de Compressao/Descompressao

Sejam R € [0,1]"*™ uma relagao bindria fuzzy e T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma t-norma

continua. Dadas as familias de conjuntos fuzzy x¢ € [0,1]" para £ = 1,...,pey” € [0,1]™

75
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nxm

paray = 1, .., ¢, o processo de compressao da relacao fuzzy R € [0, 1] (imagem) é definido

pela seguinte equacao:

G(€,7) = (BT opxE) oy (71)
onde o simbolo oy denota a composi¢ao max-T'.

Para facilitar a compreensao das composicoes entre operadores fuzzy, serda adotado neste
capitulo uma nova notagao. Especificamente, para a t-norma 7'(a,b) = atb e para a im-
plicacao fuzzy I(a,b) = a = b para todo a,b € [0, 1]. Denotam-se a relacao fuzzy R = [r;;]
para i = 1,...,n e j = 1,..,m , os conjuntos fuzzy x¢ = [x‘%,,mfl] ey’ = [y],...,uL].

Reescrevendo a Equagao 7.1 na forma de fungao de pertinéncia:

G(&,y) = \/{\/{rijtxf}ty}} paral=1,...pevy=1,...,q (7.2)
j=1 li=1

Portanto, a imagem R € [0, 1]™*™ é comprimida na imagem G € [0, 1]P*? pela composigao
max-1" de R, e os conjuntos fuzzy x¢ e y” para £ = 1,....pey=1,...,q com a condicio de
p <neq<m. Agora, considerando o problema inverso, ou seja, dados a familia de cojun-
tos fuzzy x¢, y7 e a imagem comprimida G € [0, 1]P*?, deseja-se encontrar a reconstrugio
(aproximacio) R € [0,1]™™ da imagem original R € [0,1]™*™. A solucdo dada por Hirota

e Pedrycz foi encontrar maior solugdo da Equacao 7.1 [30, 48], segundo a equagao:

A

R=ming, {(x* %, y") =r G(&,7)} (7.3)

O simbolos x; denota o produto t-cartesiano e = denota a R-implicagdo, definida na
Equagao 2.22, vista no capitulo referente a teoria dos conjuntos fuzzy. Estas equacoes sao

definidas a seguir:

(x* <, y)(i,j) = (xfty}) parai=1,...,ne j=1,....,m (7.4)
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Imagem original

Figura 7.1: Imagem original 256 x 256

(a=rb)=\/{ce[0,1]: (atc) <b},  Va,be[0,1] (7.5)

Reescrevendo a Equacgao 7.3 na sua respectiva funcao de pertinéncia, obtém-se:

Tij = ming {(Xfty;Y) =r G(f,’y)} parai=1,...,ne j=1,....,m (7.6)

Portanto, se a relacao fuzzy R € [0,1]"*™ é solugao da equacio (R! op x%)t o y7 = G(&,7),

entao R < ]:2, e mais, R também é solugao.
Demonstracao

Primeiro, mostra-se que a Equagao 7.3 é a maior solugao da Equagao 7.1. Denotando a
relagao fuzzy R € [0,1]"*™ por R = [ryj] para¢ =1,...,n e j = 1,...,m, como também os
conjuntos fuzzy x¢ = [af, ... 28] ey = [y, ...y)), para ¢ = 1,...pe~y = 1,...q. Pela

Equagao 7.2, tem-se paratodo { =1,...,pevy=1,....q:
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Gien = Voot = VY Dot =
j=li=l j=1i=1 )
= \/\/{($ftyj7)trij} > (xfty])trij

<
Il
—
<
Il
—

Logo,

(xfty])trij <G(,y) para i=1,..n e j=1,...m

(7.8)
E=1,....,p e v=1,...,q
Segue que, parat=1,...,nej=1,...m
” 0, 1]|(z5ty))tw < G
rig € qw € [0 1][(z3ty] )tw < G(€,7)
ry <V {we 0,1l < Gy |
(7.9)

IN

Tij (z5ty)) =r G(¢,7)
rg < ming, {(fty)) =r GE )} =7y

Portanto, R < R.

Falta mostrar que Ré solucao da Equacao 7.1. De um lado, tem-se para todot=1,...,n e

7=1,...m
Tij S ’I%‘j (710)

Pela monotonicidade da t-norma, tem-se que parat=1,....nej=1,...m
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ritat Fiitat =1
LY Rdad) YRt} para 5 ) D
\/ \/(rijtxf)ty] \/ \/(@jtxf)ty; para £=1,..,pey=1,..4¢
Jj=li=1 j=li=1
Ou seja,
G(&7) < (BT oy x5) oy (7.12)
Por outro lado, temos para § =1,....,pevy=1,....q
V Vesstadi =\ {[mine, {@fts]) = 66,0 }] taf 17
j=1i=1 j=1i=1
\/ \/ {xft [mingﬁ {(xfty?) =r G(&, ’y)H } ty;
Jj=1li=1
V Vit {xft [minm {(l‘fty]) =r G(¢, V)H } (7.13)

j=

li=

< s

<.
Il

<3

<.
Il

—_

=

<:

1

(yjta)t ming, {(aty]) =r G(&,7) |

s
Il
-

=

(afty)t [ming, { (=fty)) = G(6.7) |

s
Il
—

Como at(a =g b) < b, Ya,b € [0, 1], tem-se

|
|
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= \7 j (wfty] )t [minm {(xfty]) =R G(é,v)H < G(E7) (7.14)

1

Jj=1

<

Ou seja,

~

(R" o;x%)" 0y y7 < G(£,7) (7.15)

Exemplo 7.2.1. Sejam os conjuntos fuzzy triangulares:

T T
x1=[0100] x2=[oo1o]
(7.16)
T T
yl:[01o.5 0} y2=[0010}
Esses conjuntos podem ser vistos na Figura 7.2 e a imagem R € [0, 1]*** é dada por:
0 09 05 0
0.3 0.7 06 O
R = (7.17)

03 04 02 03
01 04 1 0.7

Assumindo o operador minimo como a t-norma continua, calcula-se a imagem comprimida

G € ]0,1]**? de acordo com a Equagao 7.1:

0 03 03 0.1 0 0

T N ) 0.9 0.7 04 04 1 1

G(1,1) = (R" opx') opy' = or or (7.18)
05 06 02 1 0 0.5
0 0 03 07 0 0
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‘‘‘‘‘‘

Figura 7.2: Conjuntos Fuzzy do Exemplo 7.2.1

0
1
= [ 0.3 0.7 0.6 0 } op = (0.3A0)V(0.7TA1)V (0.6 A0.5)V (0A0) = 0.7 (7.19)
0.5
0
Da mesmo forma, obtém-se:
G(1,2) = (R' or xl)t ory?=0.6 (7.20)
G(2,1) = (R opx*) opy' = 0.4 (7.21)
G(2,2) = (R op x*) opy? = 0.2 (7.22)

Logo, a imagem comprimida G é dada por:

0.7 0.6
G = (7.23)
0.4 0.2
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Considere, agora, o problema inverso: dados os conjunto fuzzy x¢ e y” para £,7 =1,2 e
a imagem comprimida G € [0,1]**?, deseja-se encontrar a descompressao (reconstrugao) da

imagem original R. Pela Equacao 7.3, tem-se:

0
1 1 1
Ru = ((x'xy') =rG(1,1)) = N [ 01 050 } SR07=  (7.24)
0
00 0 0 1 1 11
01 05 0 1 07 11
= =r 0.7 = (7.25)
00 0 O 1 1 11
00 0 0 11 11
Analogamente, obtém-se as seguintes solugoes:
11 1 1
1 1 06 1
Ry = ((x' x;y*) =r G(1,2)) = (7.26)
11 1 1
11 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
Ry = ((x*x;y") =r G(2,1)) = (7.27)
1 04 04 1
1 1 1 1
11 1 1
11 1 1
Rayo = ((X2 X¢ y2) =r G(2,2)) = (7.28)
1 1 021
11 1 1

Portanto, a maior solucao é dada pela seguinte equagao:
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.é == Hling,,y {(Xg Xt y'y) =R G(f, ’)/)} = Rll N R]2 A R21 VAN R22 (729)

1 1 1 1

R 1 07 06 1
b (7.30)

1 04 02 1

1 1 1 1

7.3 Experimentos

Para as Figuras 7.3 e 7.4, foram adotados conjuntos fuzzy triangulares e a t-norma do
minimo. A Figura 7.2 mostra imagem original em tons de cinza de dimensoes n X m =
256 x 256. A Figura 7.3, mostra a imagem original comprimida em p X ¢ = 32 x 32 (razao de
compressao = 0.0156) e p x ¢ = 64 x 64 (razao de compressao = 0.0625), respectivamente.
Ja a Figura 7.4, representa as imagens reconstruidas a partir das imagens dadas pela Figura

7.3, respectivamente.

Imagem Comprimida

Figura 7.3: Imagens comprimidas com razao de compressao 0.0156 (32x32) e 0.0625 (64x64),
respectivamente. Para esse processo, utilizou-se a t-norma continua do minimo e conjuntos

fuzzy triangulares

Também realizou-se o processo de compressao/descompressao utilizando a familia de con-

juntos fuzzy {x5 E=1,2, ...,p} e{y”:v=1,2,...,q} definidos a seguir:
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Figura 7.4: Imagens reconstruidas a partir da Figura 7.3, utilizando a t-norma continua do

minimo e conjuntos fuzzy triangulares.

p

2
2t = exp (—Sh (f_n — 1) ) parai=1,2,...,n (7.31)

2
y; = exp (—Sh <£_m —j) ) para j = 1,2,....,m (7.32)
q

onde Sh > 0 é um parametro tomado entre 0.01 —0.05. Nesta etapa, sera adotada a t-norma

continua de Yager, dada por:
p » p Ve
atyb =1 —min 1,{(1—@) +(1-0b) } d>1 (7.33)

As Figuras 7.5 e 7.6, representam os resultados do processo de compressao e reconstrugao a
partir dos conjuntos fuzzy definidos nas Equagoes 7.31 e 7.32 e a t-norma de Yager, tomando
d =1. A Figura 7.5, mostra a imagem original comprimida em p x ¢ = 32 x 32 (razao de
compressao = 0.0156 e Sh = 0.01) e p x ¢ = 64 x 64 (razao de compressao = 0.0625 e
Sh = 0.05), respectivamente. O resultado do processo de descompressao da Figura 7.5 pode

ser vista na Figura 7.6.
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Figura 7.5: Imagens comprimidas com razao de compressao 0.0156 (32 x 32) e 0.0625 (64 x
64), respectivamente. Para esse processo, utilizou-se a t-norma continua de Yager com o

parametro d = 1 e os conjuntos fuzzy definidos nas Equagoes 7.31 e 7.32

Imagem Reconstruida

1

an

Figura 7.6: Imagens reconstruidas a partir da Figura 7.5, utilizando a t-norma continua de
Yager e os conjuntos fuzzy definidos nas Equagoes 7.31 e 7.32, com Sh = 0.01 para a razao
de compressao igual a 0.0156 e Sh = 0.05 para a razao de compressao igual a 0.0625

7.4 O Processo de Reconstrucao de Imagens e a

Teoria das Memoérias Associativas Fuzzy

Implicativas

7.4.1 Consideragoes Iniciais

Nesta secao, serd relacionado o problema de reconstrucao de imagens através das equagoes

relacionais fuzzy (FRE) a teoria das memdrias associativas fuzzy implicativas(IFAMs). Pela
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Equagao 7.1, tem-se:

G(&,7) = (R opx®) o y? (7.34)

Se g7 denota a vy-ésima coluna de G € [0, 1]P*9, entdao a maior solugao V' da equagao
relacional fuzzy g” = V! o y? é dado por uma IFAM. Se v¢ denota a &-ésima coluna de
V € [0,1]™*P entdao a maior solugio RT € [0,1]™" da FRE v¢ = R! oy x* também ¢ dado

por uma IFAM [72].

Recordando que uma IFAM é uma rede neuro-fuzzy descrita pelas seguintes equagoes [72]:

P
y=Worx)vV6 onde W=Ya&rX e 9:/\y£ (7.35)
g=1

2

onde X = [x!,x? ... x| e Y = [y, y? ...,y?] e a R-implicagdo fuzzy =p é unicamente

determinada pela equagao [72]:

(a=rb)=\/{ce[0,1]: (atc) <b},  Va,be0,1] (7.36)

Neste contexto de compressao/reconstrugao, assume-se # = 0, ou seja, o vetor nulo e

conseqiiéntemente, a Equagdo 7.35 passa a ser regida apenas pelas equagoes:
y = (W orx) e W=Y &X' (7.37)

7.4.2 Formulagao do Problema

Dado a imagem comprimida G € [0,1]P*? e os conjuntos fuzzy x* € [0,1]" para £ =
1,2,...pey’ € [0,1]™ para v = 1,2,...,¢, deseja-se encontrar uma aproximacao R da

nxm

imagem original R € [0, 1] por meio de uma IFAM. Para cada v = 1,...,q, deseja-se

encontrar a solugao V* € [0, 1]P*™ da equagao abaixo:
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g?=V'ory” para ~v=1,..,q (7.38)

onde g” denota a vy-ésima coluna de GG. A maior solucao da Equacao 7.38 é dada pela

meméria associativa fuzzy implicativa:

Vi=GarY! (7.39)

onde Y = [y',¥?, ...,y € [0, 1]™*? e o simbolo ®7 denota o produto:

q
Ve; = /\ (v =rgl) para j=1,..m e £=1,..,p (7.40)
y=1
Obtido V = [v!,v? ..., vP] da Equagao 7.39, mais uma vez, recorre-se as IFAMs para

encontrar a maior solucao R da equacdo abaixo:

vé = Rlop x* para E=1,...,p (7.41)
dada por:
R =V @p X (7.42)
onde X = [x!,x? ..., x"] € [0,1]"*P ou na forma de fun¢io de pertinéncia:
Tji = /\ <xf =R Uf) para 1=1,..n e j=1,...m (7.43)
e=1

Exemplo 7.4.1. Sejam os conjuntos fuzzy triangulares, a t-norma do minimo e a imagem

comprimida G do Exemplo 7.2.1.
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0 0 0 0
1 0 1 0 0.7 0.6
x! = x? = yl = y? = G = (7.44)
0 1 0.5 1 0.4 0.2
0 0 0 0

Tomando v = 1 e pela IFAM descrita pela Equacao 7.40, tem-se:

v =y =ro =V{ze01mtz < g} =V{z€[0,1[(0nz) <0.7} =1

vip =y =r 91 = V{z €0, 1lytz < gi} = V{2 € [0, 1|(1A2) <07} =07
(7.45)

vig=y3 =r g1 = V{z €0, 1lystz < g1} = V{2 € [0,1]|(0.5A2) <0.7} = 1

via=ys =r 91 = V{z €0, 1lyitz < 1} = V{2 €[0,1]|(0AN2) 0.7} =1

; o ol 1 1 _ 1
Seguindo este mesmo raciocinio, obtem-se: vy =1, v5, = 0.4, vy = 0.4 € vy, = 1, assim:

1 07 1 1

(VHt = (7.46)
1 04 04 1
Similarmente, para v = 2, obtém-se:
11 06 1
(V= (7.47)
11 02 1
Logo,
1 07 06 1
Vi=(VHEA (V) = (7.48)

1 04 02 1
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Obtido V € [0,1]*2, de forma andloga, encontra-se R pela IFAM descrita pela Equacao
7.42. Tomando £ = 1, tem-se:

My =a1 =rvi = \V{we[0,1]zitz <vi} =V{we[0,1]|(0Aw) <1} =1

Py =2 =pvi =V {w e [0,1]|zitz <vi} =V{we [0,1]|1Aw) <1} =1

(7.49)
iy =5 =rv; = V{w e [0,1]lzztz <vi} = V{w e [0,1][(0Aw) <1} =1
r, =) =r ol =V {we [0, 1]|zitz <o} =V{we[0,1]](0Aw) <1} =1
Seguindo este mesmo raciocinio, obtém-se:
Tgp =1 T30 =07 733=1 75, =1 (7.50)
Ph=1 7l,=06 rl;=1 rj, =1
1 1 11
. 1 07 1 1
(R) = (7.51)
1 06 1 1
1 1 11
Similarmente, para £ = 2, tem-se:
11 1 1
Ao 11 04 1
(R°)" = (7.52)
1 1 021
11 1 1

Dai,
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1 1 1 1
. . . 1 07 04 1
R' = (Rl)t A (R2)t = (7.53)
1 06 02 1
1 1 1 1
Portanto,
1 1 1 1
. 1 07 06 1
R= (7.54)
1 04 02 1
1 1 1 1

Note que a reconstrucao R dada por 7.54 obtida por meio das IFAMs 7.39 e 7.42 é jus-
tamente a reconstrugao 7.30 obtida por meio da Equagao 7.3. Nobuhara, Pedrycz e Hirota

apresentaram um método mais eficiente para calcular R [48]:

= A {y; = { INCE) }} (7.55)
e=1

y=1

Em [48], mostraram que a Equagao 7.6 é equivalente a Equagao 7.55 e iremos mostrar que
o processo de reconstrugao pelas IFAMs também é equivalente a essas duas equagoes. De
fato, tomando o transposto em ambos os lados da Equagao 7.39 e substituindo na Equacao
7.42, tem-se:

Rt = (G @TYt)tGBTXt ou R

(G ery) er x| t (7.56)

cuja funcao de pertinéncia revela:

Tij = /\ {-Tf =R {/\ [y;y =R G(§a7)] }} (7.57)
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€ como

[CL =T (b =T C)] = [b =T (CL =T C)] (758)

conclui-se da Equagao 7.58 que a Equacgao 7.57 é equivalente a Equagao 7.55 e a Equagao

7.6.

Nobuhara, Pedrycz e Hirota mostraram em [48] que o processo de reconstru¢ao é mais
eficiente quando se emprega a Equagao 7.55 ao invés da Equagao 7.3. Considere L, T e I o
tempo computacional para realizar as operagoes de minimo, da t-norma e da R-implicagao,
respectivamente. Se NM e P(Q denotam o tamanho da imagem original R e o tamanho
da imagem comprimida G, respectivamente, entao o tempo computacional estimado para
efetuar a reconstrucao dada pela Equacao 7.3 é de PQNM(L + T + I). No entanto, esse
nimero reduz para QN (P + M)(L + I) quando aplica-se a Equagao 7.55 [48]. No nosso
modelo proposto, também encontra-se a maior solugao R por meio das IFAMs com tempo

computacional de QN (P + M)(L + I).

7.5 Experimentos

Considere a segunda imagem comprimida G € [0, 1]%4%%* da Figura 7.5 com razao de com-
pressao igual a 0.0625 e os conjuntos fuzzy das Equagoes 7.31 e 7.32 com o parametro
Sh = 0.05. A imagem do lado esquerdo da Figura 7.7 representa a IFAM Vi =G &7 Y' e a

256 %256

imagem do lado direito a maior aproximagao da imagem original R € [0, 1] por meio

da IFAM R' =V @7 X ¢t adotando a R-implicaciao associada a t-norma continua de Yager

(d=1).

O segundo experimento foi realizado empregando a t-norma continua do minimo e os
conjuntos fuzzy triangulares. O resultado do processo de reconstrucao da segunda imagem

da Figura 7.3 utilizando as IFAMs cuja razao de compressao é 0.065 pode ser vista na Figura
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Figura 7.7: Imagem reconstruida a partir da segunda imagem da Figura 7.5 utilizando as

IFAMs Vt e R.

7.8. Como se era de esperar, obtevesse a mesma imagem da Figura 7.4, no entanto de uma

forma muito mais eficiénte e portanto com um menor esfor¢o computacionar.

Figura 7.8: Imagem reconstruida a partir da segunda imagem da Figura 7.3 utilizando as

IFAMs V! e R associadas a t-norma do minimo e os conjuntos fuzzy triangulares.
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7.6 Formulacao do Problema de Otimizacao

Os melhores resultados obtidos no processo de compressao/descompressao por Nobuhara,
Pedrycz e Hirota [48] foram alcangados através dos conjuntos fuzzy definidos nas Equagoes
7.31, 7.32, juntamente com a t-norma de Yager fixando o pardmetro d = 1. No entanto,
levantamos a seguinte pergunta: “Qual é a melhor aproximacao R da imagem original R
adotando a t-norma de Yager com o parametro d livre e uma razao de compressao fixa 7”.
Assim, gerou-se a Tabela 7.1, atribuindo outros valores a d e entao calculou-se 0 EQM e a
norma infinita entre a diferenca de R e R. Os parametros considerados foram Sh = 0.05 e

a razao de compressao igual a 0.065, i.e, a imagem comprimida G € [0, 1]%4*¢4.

d | EQM | ||R - Rl

1 ]0.1888 | 103.8646
1.5 0.1332 | 64.0980
2 101250 | 44.0746
2.5(0.1246 | 32.1365
3 10.1257 | 32.3635
3.5 0.1271 |  33.7226
4 10.1284 | 34.8631
4.510.1294 | 35.6268
5 | 0.1302 | 36.2466
6 | 0.1315| 37.1636
10 1 0.1344 | 37.9977

Tabela 7.1: Tabela de erros para diferentes valores de d

A Tabela 7.1 revela que para outros valores de d # 1 encontrou-se menores erros na re-
construcao. Isto nos motivou a formular um problema de otimizacao em busca do parametro
d na t-norma de Yager que minimize a diferenca entre R e R. A Figura 7.9 apresenta as

reconstrugoes para d igual a 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 6 e 10. Observe que para valores
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Figura 7.9: Reconstrugao para diferentes valores de d

de d muito grandes, a reconstrucao R perde seus detalhes.

A solucdo do nosso problema de otimizacdo é encontrar o parametro d na t-norma de
Yager utilizada tanto no processo da compressao da imagem original R € [0, 1]"*™ para a
imagem comprimida G € [0, 1]P*? como também no processo de reconstrucao da imagem
Re [0, 1]™*™. Por isso, nesta segao serd adotado uma nova notagao, onde os simbolos com o
sobrescrito d indica que os elementos das matrizes G e R dependem do parametro d. Logo,
expressa-se os elementos de G por g‘é paral =1,..pe~v=1,...,q e os elementos de Rl

por fflj parai=1,..nej=1,...,m.
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Portanto, o problema de otimizacao concentra-se em encontrar o minimizador d que mini-
mize a diferenca entre Rl ¢ R na t-norma de Frobenius, restrito a d > 1. Esta formulagao

é expressa na Equagao 7.59:

MINIMAIZE Hﬁ[d] — RH

(7.59)
sujeito a d>1
ou
minimize —7ij)
2 Z ’ (7.60)

sujeito a d>1

Reelembrando que a t-norma de Yager e cada elemento ffj sao expressos pelas equacoes:
d : d 4Me
at®=1-—min< 1, [(1—@) +(1—0) } , d>1 (7.61)

=N {ﬂff =n {/\ v =r 98] }} (7.62)

§=1 y=1

ou equivalentemente,

fflj = /p\ {\/ {w%d e [0,1]: mftdwfj’-d < {/q\ {\/ {z;-y’d e [0,1]: y}tdz;-y’d < gg,y}}}}}

Finalmente, expandindo a t-norma de Yager, tem-se:

- A trenon oo (o]
/q\ \/{ 1 —min{l, [(1 —y)'+ (1 —z;f’d)d] l/d} < gg,y} (7.64)

=1
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Agora, separando a inequacao:

q 1/
/\ {\/ {z}’d €[0,1] : 1 —min {1, [(1 — y;’)d + (1 — z]’d> } } < 9?7}} (7.65)
v=1
Da Equacao 7.64 cuja solugao z]”-l é dada pela Equacao 7.66:

1

0= =0 =)]" se g <y

1 o i <o,

(7.66)

Almejando a formulacao do problema de otimizagao, reescreve-se zjd através da equacao:

g=arsfi-[(0-a)' - 0-u)) ]| (767
onde a = maz {0, sign (¢, —y)) } e 3 =1 —mazx {0, sign (g&, —y]) }.

. d . ~ .
Definido 2¥, a segunda inequagao:

i\ {\/ {wf]?d €[0,1]: 1 —min {1, [(1 - xf)d + (1 - wfﬁ)d} Ud} < zj}} (7.68)
=1

é expressa de forma similar:

ad _od
Tij—wij—¢+90

1- [((1—z§1)d— (1—xf)d>§]] (7.69)

onde ¢ = max {O, sign <z}i - xf)} ep=1—max {0, sign (Z}i - xf) }

Portanto, deseja-se resolver o problema de otimizagao restrito:



CAPITULO 7 APLICACAO DE IFAMS NO PROCESSO DE DESCOMPRESSAO
DE IMAGENS 97

- [((1—z;l)d— (1—x§)d>;” —”1')2 (7.70)

onde ch_l é dado pela Equacao 7.67, p =1 — ¢ e ¢ = max {0, stgn (z;-i — xf) } O gréfico da

minimize z": i <¢ +
i=1 j

sujeito a d>1

Equacao 7.70 pode ser visto na Figura 7.12 para razao de compressao igual a 0.065.

50

30 L L L L L

Figura 7.10: Grafico da Equagao 7.70

A implementacao do algoritmo foi feita no software MATLAB, utilizando as funcoes da
Toobox de Otimizacao. Para resolver o problema descrito na Equagao 7.70, recorreu-se a
funcao FMINBND que utiliza uma combinacao de busca por seccoes dureas e interpolagao
parabdlica [9, 23]. Sua sintaxe é: [dyin,valor] = fminbnd(fun,xq,xq, options), onde fun
representa a funcao objetiva, x; e x5 representam os extremos do intervalo no qual se procura
pelo minimo d,,,;;, € valor retorna o valor da fungdo objetiva em d,,;,. Options permite
estabelecer parametros para a funcao fminbnd criada com a funcao optimset. No nosso

caso, estabeleceu-se:
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options = optimset('maxiter’, 1000, tol fun', 1le — 4, tolx’, 1e — 4, display’, iter”)

onde:

maxiter: ndmero maximo de iteracoes;

tolfun: tolerancia para o valor da funcao final;

tolx: tolerancia para a resposta final em d;

display: controla a quantidade de detalhes fornecidos enquanto a funcao estd sendo

executada;

iter: mostra a iteracao.

d =2.29902

Figura 7.11: Tem-se na imagem da direita a reconstrucao R utilizando o parametro d = 1 na
t-norma de Yager e a esquerda a reconstrugao R utilizando o parametro d = 2.29902 obtido no

processo de otimizagao. Considerando a razao de compressao igual a 0.065 (G € [0, 1]64%61)
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Para a razao de compressao igual a 0.065, ou seja, para a imagem comprimida G €
[0, 1]%4%6% obteve a saida & Tabela 7.2. O 6timo encontrado foi d = 2.29902 no intervalo
[1,4] com valor ||R — R||r = 31.8514. J4 para a raziio de compressio igual a 0.0156 (G €
[0, 1]32%32) | o 6timo encontrado foi d = 2.03135 também no intervalo [1,4] com valor ||R —
R||r = 51.8447. As reconstrugoes para d = 2.29902 e d = 2.03135 podem ser vistas nas

Figuras 7.11 e 7.12, respectivamente.

Func-count d IR — R||r | Procedure
1 2.1459 31.8894 initial
2 2.8541 32.1025 golden
3 1.7082 32.7347 golden
4 2.42275 | 31.8718 parabolic
5 2.32187 | 31.8525 parabolic
6 2.30622 | 31.8518 parabolic
7 2.29678 | 31.8515 parabolic
8 2.23915 | 31.8589 golden
9 2.26184 | 31.8549 parabolic
10 2.28343 | 31.8522 golden
11 2.29725 | 31.8515 parabolic
12 2.29893 | 31.8514 parabolic
13 2.30171 | 31.8515 golden
14 2.29921 | 31.8514 parabolic
15 2.29888 | 31.8514 | parabolic
16 2.29899 | 31.8514 | parabolic
17 2.29907 | 31.8514 golden
18 2.29902 | 31.8514 parabolic

Tabela 7.2: Saida de cada iteracao para a razao de compressao igual a 0.065
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Imagem Reconstruida d=2.03135
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Figura 7.12: Tem-se na imagem da direita a reconstrugao R utilizando o parametro d = 1
na t-norma de Yager e a esquerda a reconstrugao R utilizando o parametro d = 2.03135

obtido no processo de otimizacao. Considerando a razao de compressao igual a 0.0156

(G c [0, 1]32><32)
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Conclusao

Essa dissertagao de mestrado discutiu as Memorias Associativas Fuzzy Implicativas (IFAMs
- Implicative Fuzzy Associative Memories), uma classe das Memdrias Associativas Mor-
folégicas Fuzzy (FMAMs - Fuzzy Morphological Associative Memories), elaboradas para
armazenar padroes fuzzy cujos neurénios realizam operacoes elementares da morfologia ma-
tematica de dilatagao ou erosao. Foram estabelecidas relagoes envolvendo a existéncia de
solugoes para os sistemas de Equagoes Relacionais Fuzzy (FREs - Fuzzy Relational Equa-
tions) através da recordagao perfeita das IFAMs. Também, determinou-se uma forma de
escolher o melhor modelo de IFAM de Yager para uma certa aplicagao, com base num algo-
ritmo de otimizacao que determina a t-norma parametrizada de Yager que minimize o erro
entre os padroes desejados e os padroes de saida. Para esse problema, aplicacoes de IFAMs
de Yager foram conduzidas em predicao de séries temporais. Finalmente, relacionou-se o

processo de reconstrugao de imagens através de FREs a teoria das IFAMs.

Precisamente, o capitulo 5 apresenta as igualdades entre as composicoes max-1', min-D e
min-/ com os principais tipos de FREs. Caracterizamos os padroes de saida e os conjunto
dos pontos fixos das IFAMs. Por fim, estabelecemos condicoes suficientes para a existéncia
de solugoes nos sistemas de FREs em termos das recordagoes perfeitas das IFAMs e IFAMs

duais.

101



102

No capitulo 6, apresentamos uma forma de escolher o melhor modelo de IFAM de Yager
para uma certa aplicagdo. Como a t-norma parametrizada de Yager Ty representa outras
t-normas, implementamos um algoritmo de otimizacao que determina o parametro d na t-
norma Ty que minimize a diferenca entre os padroes de recordados e os padroes desejados.
Experimentos foram conduzidos em aplicacoes de séries temporais para estimar a mao-de-
obra requerida em industrias metalirgicas do estado de Begal do Oeste da India e a vazao
média mensal da usina hidrelétrica de Furnas. O previsor baseado na IFAM de Yager apre-
sentou o menor erro quadratico médio, superando o modelo estatistico PARMA, a rede MLP,
o modelo FPM-PRP e a IFAM de Lukasiewicz. O que falta é conduzir mais pesquisa sobre

o processo de ”fuzzificacdo” e ” defuzzificacao” empregados nas aplicacoes das ITFAMs.

O capitulo 7 descreveu uma aplicacao de IFAMs em problemas de reconstrugao de imagens.
Aproveitando a idéia do Capitulo 6, formulamos um problema de otimizagao utilizando a
IFAM de Yager em busca da t-norma de Yager que retornasse a melhor aproximacao da
imagem original no processo de compressao e descompressao. Os resultados obtidos nao
foram tao bons quanto aos métodos classicos DCT e VQ, mas superou o método proposto em
[48] com um menor EQM. Uma boa diregao para estudos futuros é investigar a distribuigao

dos conjuntos fuzzy x¢ e y” para melhorar a qualidade da imagem descomprimida.
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