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| Resumo

E apresentada uma familia de métodos Least Change Secant Update para
resolver problemas de Complementaridade Nao Linear (PCN) , baseados em sis-
temas de equagoes nao lineares nao diferencidveis. Resultados de convergéncia
local e superlinear sao provados. Sao comparadas duas reformulacées distintas
do PCN como sistema de equagoes nao lineares, tanto do ponto de vista teérico
como préatico. Um algoritmo global para resolver o PCN, que usa os algorit-
mos introduzidos aqui é também apresentado. Alguns experimentos numéricos
mostram um bom desempenho deste algoritmo.

Abstract:

A family of Least Change Secant Update methods for solving Nonlinear Comple-
mentarity Problems based on Nonsmooth Systems of Equations is introduced.
Local and superlinear convergence results for the algorithms are proved. Two
different reformulations of the Nonlinear Complementarity Problem as a nons-
mooth system are compared, both from the theoretical and the practical point
of view. A global algorithm for solving the Nonlinear Complementarity Problem
which uses the algorithms introduced here is also presented. Some numerical
experiments show a good performance of this algorithm.



Notacao

A notagao que serd usada ao longo da tese é a seguinte:

-1
F'(z) :

Uma norma arbritéria associada a um produto escalar (, ).
Matriz Jacobiana de F em z.

i—ésimo vetor coordenado unitdrio de R".

(L(z), -, $t(z)) = V'fi(z).

Bola de centro z e raio €.

Subespago linear gerado por z e y, contido num espago de

dimensao finita X .

Norma sobre X relativa ao produto escalar (, )_, .

Projecédo ortogonal sobre V(z,y) com respeito & norma || - ||y -

Conjunto de pontos onde a fungdo G é diferencidvel.

B-Jacobiano generalizado da fungdo G no vetor z*, o qual

é definido por: {limxk_m. G'(z*) : =F € DG} .
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Capitulo 1

Introducao

Dada uma fungéo F : R" — IR", F(z) = (f1(z),- -, fu(z))T, F € C* (IR"), 0
Problema de Complementaridade Nao Linear (PCN) consiste em encontrar um
vetor z € IR™ tal que

z

v

0, F(z)>0, zTF(z) = 0.

Relacionados com este problema estdo os de inequagdes variacionais, comple-
mentaridade linear, complementaridade mista, complementaridade horizontal e
outros. Este tipo de problema tem muitas aplicagoes em Fisica, Engenharia e
Economia ([5], [7], [18]). A importéncia do PCN nestas dreas deve-se ao fato do
conceito de complementaridade ser sinénimo da nogao de sistema em equilibrio.

Nos ultimos tempos tem havido uma intensa atividade no sentido de encontrar
métodos Newtonianos eficientes para o PCN. Por um lado, uma investigagao
orientou-se no sentido de encontrar fungées de mérito eficientes cujos minimi-
zadores coincidam com as solugoes do PCN. Por outro lado, na procura de
métodos com convergéncia local de ordem alta ([11]).

Uma outra forma bem conhecida de tratar com o PCN é a reformulagao do
mesmo como um sistema de equagdes nao lineares néo diferencidveis ([19], [23]).
Neste trabalho usamos duas reformulagées. A primeira é baseada na classica
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fungao Minimo ([19]), definida por '

G: R — IR"
min{thl(x)}

z +— Gx)=

min {zn, f» (z)}

Qbserve que, se existe ¢ tal que z; = f;(x), a fungdo G pode nio ser diferencisvel.
E fécil verificar que resolver o PCN ¢é equivalente a resolver o sistema de equagdes
nao lineares:

G(z) = 0. (1.1)

A segunda reformulagéo é baseada na fungdo Fischer-Burmeister (Ver [6], [2],
(4]), definida por :

$: R — IR
¢(m17f1(x))

z +— P(x)=

¢(zn, fn(z))
onde, ¢ : IR”? — IR é dada por

¢z, y) =z, Y-z -y

Esta funcao é tal que ¢(x, y) = 0 se e somente se z > 0,y > 0,zy = 0. Assim,
é 6bvio que o PCN ¢ equivalente ao sistema nao linear

®(z) = 0. (1.2)
Se existe ¢ tal que z; = f;(z) = 0, a fungdo ® nao é diferencidvel em .

Chamaremos a fungao G “funcao Minimo”, enquanto ® sera chamada “funcao
Fischer” e assim (1.1) e (1.2) serdo chamadas reformulagdes do PCN usando as
fungoes Minimo e Fischer, respectivamente.
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Neste trabalho, desenvolvemos e analisamos (tanto na forma tedrica como prati-
ca) métodos para resolver o PCN usando os sistemas (1.1) e (1.2). Em ambos os
casos desenvolvemos uma familia de métodos Least Change Secant Update
LCSU, seguindo a teoria desenvolvida em ([15]). Para tais familias prova-
mos convergéncia superlinear sob hipéteses apropriadas. Apresentamos ainda
um algoritmo global para resolver o PCN que aproveita o comportamento lo-
cal da fungao Minimo e o comportamento global da fungdo Fischer. Alguns
experimentos numéricos mostram o bom desempenho deste algoritmo.

Este trabalho é organizado como segue.

No Capitulo 2, sob certas hipdteses desenvolvemos a teoria LCSU para a
reformulagdo do PCN baseada na fun¢do Minimo (1.1).

No Capitulo 3 estabelecemos hipdteses semelhantes as dadas no Capitulo
2, sob as quais desenvolvemos a teoria LCSU para a reformulagao do PCN
baseada na fungdo Fischer (1.2).

O Capitulo 4 é dedicado a mostrar que a hip6tese de nao singularidade dos ele-
mentos em dpG(z*) feita no Capitulo 2, ndo é equivalente a nao singularidade
dos elementos de um subconjunto Z, de 9p®(z*) feita no Capitulo 3.

No Capitulo 5 apresentamos alguns resultados numéricos que mostram a sen-
sibilidade da fungao Fischer a degeneragoes na solugao do PCN. Também apre-
sentamos o desempenho numeérico dos algoritmos propostos nos Capitulos 2 e
3 respectivamente, quando sio aplicados a 16 problemas teste dados em ([14]).

No Capitulo 6 apresentamos uma estratégia de globalizagao para resolver o
PCN a qual usa idéias do algoritmo hibrido dado em ([8]), usando como al-
goritmo global o dado em ([2]). Apresentamos alguns resultados numéricos os
quais mostram o bom desempenho de nosso algoritmo. Estes resultados incluem
a aplicacdo de nosso algoritmo hibrido a um problema de valor de capital 6timo
invariante.

No Capitulo 7 fazemos alguns comentérios finais e apresentamos propostas de
trabalhos futuros.
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Reformulacao do PCN usando a
funcao Minimo

E facil ver que o PCN é equivalente ao problema de encontrar uma solugao do
sistema de equagbes néo lineares G(x) = 0, onde a fungdo G : IR® — IR" é
dada por:

min {z, fi(z)}
Gz) = z | (2.1)
min {zn, fx (z)}

Nos pontos z onde existe i tal que z; = f;(x), a fungdo G pode ser nao diferen-
cidvel.

O objetivo deste capitulo é definir e analisar métodos quase-Newton para resol-
ver 0 PCN usando o sistema G(z) = 0, com G como em (2.1).

Dado z% € JR™ uma aproximacao inicial, o algoritmo genérico estudado neste
capitulo é dado por

Ht = o — B7'G(2Y), (2.2)
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onde,

[B¥],
B, = : , (2.3)
[B*].,
com [B*), € {{A¥],, e;}, sendo que
el se z¥ < fi(z*),
[B¥], = [A*] se ¥ > fi(z*),

el ou [A4%], sezf=fi(zF)=0,

1

[4%],
{e1,---,e,} é a base canonica de IR" e A; = : . € uma aproximagao
[4%],

qualquer da matriz Jacobiana de F em z*.

Para o sistema G(z) = 0 desenvolvemos uma familia do tipo Least Change
Secant Update LCSU, a qual é gerada de acordo com as regras introduzi-
das por Martinez ([15]). Além disso, provamos que a familia LCSU fornece
algoritmos localmente convergentes e superlineares.

Observacoes:
A escolha de [B*]; sendo e ou [A*]; depende de
min{z¥, fi(z¥)} = z; ou min{z¥, f;(z*)} = fi(z*),
respectivamente. Agora, se fi(z¥) = z¥ entdo
min{z¥, fi(a*)} = =¥ = fi(c*)

e portanto qualquer das duas escolhas serve para [B*],.
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Uma solugao z* do PCN é chamada de degenerada, se para algumi,1<i<n
x; = fi(z*) =0.

em outro caso, € chamada de nao degenerada.

Associada a cada By definimos uma matriz B, da seguinte forma:

[B*],
B, = :
[B],
onde, parai=1,---,n,
el se 1} < fi(z*),
[B*]; = fi(z®) se 2} > fi(z"),
el ou fl(z*) sez!= fi(z*)=0,

Como existem no maximo 2™ matrizes nessas condigbes, onde m é o niumero
de componentes degeneradas em z*, podemos definir § > 0 que majore ||B; ||
para todas elas.

Qualquer matriz B, , na hip6tese A3, pode ser vista como a matriz Jacobiana
de um sistema diferencidvel de equacgoes nao lineares. Para ver isto, suponha
que r* seja uma solugao do PCN*:

Se a solugado z* é ndo degenerada, i.e., se paratodo1 <1< n

$:7£0 ou f‘i(x*)¢01

a matriz B, considerada na hipétese A3 pode ser vista como a matriz Jacobiana

G'(z*).

Se a solugdo z* é degenerada, vamos supor que existe s6 uma degeneragao sem
perda de generalidade, e que ela ocorra em z7, i.e.,

71 = f(@)=0
i > fi{z")=0, i=2,---,n. (2.4)

1

'Portanto, z* é solugiao do G(z) = 0.
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Para as componentes nao degeneradas consideraremos, sem perda de generali-
dade, a sitiagdo, 2} > fi(z*), no outro caso a analise é andloga.

Observe, de (2.4), que =* pode ser vista como a solugao de dois sistemas nao

lineares
Gl(IL‘) =0 e GQ(.’E) = 0,

onde G, : IR" — IR, ¢ = 1,2, sao duas fungoes definidas por:

I fi(z)
aw=| " |, qwm=| 9 |,
fn (2) fa ()

cujas matrizes Jacobianas na solugao z*, tém a forma da matriz B, , considerada
na hipotese A3.

No caso geral de m degeneragdes, (m < n), i.e.,

i = fi(z*) = 0 t1=1,---,m
z; > fi(z*) =

o vetor z* pode ser visto como a solu¢ao de 2™ sistemas de equacdes nao lineares

l
o
-

Gi(z) = 0
onde, as G; : R* - IR™,i=1,---,2™, sdo de classe C'. Além disso:
e Para algum k = 1,---,2™, G, = F, e portanto a matriz Jacobiana da

G em z coincide com a matriz Jacobiana de F' em .

e Paratodoi=1,---,2™, 1 # k, as matrizes Jacobianas das G; tém pelo
menos uma linha da matriz identidade.

Assim, as matrizes Jacobianas das G; numa solugao degenerada z*, tém a forma
da matriz B, considerada na hipdtese A3.
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Sob as seguintes hipGteses provaremos que as seqiiéncias geradas pelo algoritmo
quase-Newton genérico (2.2), estdo bem definidas e convergem linearmente &
solucdo de G(z) = 0.

2.1 Hipdteses Locais

A1l. z* € IR™ é tal que G(z*) =0.
A2. Existem v,¢e > 0, tais que:
|F'(z) = F'(z*)|| < vlle — =7},

para todo = € B(z*,¢€).

A3. As matrizes B, sdo ndo singulares.

2.2 Resultados de Convergéncia

Teorema 2.1 : (Das duas vizinhangas) Dado qualquer v € (0,1) existem
€,0 > 0 tais que,

se ||z° — z*|| <€ e ||Ax — F'(z")|| £ &, para todo k,
qualquer seqiiéncia {z*} gerada por
2 = zF — B71G (at),
estd bem definida, converge para z* e satisfaz

ot = a*|| < rlla* — 2|, para todo k=0,1,2,--.
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O seguinte Lema sera 1til na prova do Teorema das duas vizinhangas.

Lema 2.1: Para cada z € IR*, A € IR™", seja
I'(z,A) = = - B'G(z),

onde

(Bl
B = : , com [B]; € {[A];,e]'},
[B]

n

sendo que

[B]z _ { €e; se T; < f,‘(iE),
[A]z sex; > f,(l‘)

Sejar € (0,1). Entdo existem € e &; tais que,
se fo—l<ea e l4-F@)l <a,
a fungdo T'(z, A) estd bem definida, e satisfaz

IT(z, A) = *|| < rllz — 2.

Prova:

Nesta prova se usa, || - || = || - |loo - Seja € > 0 tal que para todoi=1,--

se fi(z*) >z} entdo fi(z) > x4,

se fi(z') <z} entdo fi(z) < =i,

11

(2.7)

N,
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para todo = € B(z*,¢;) . Claramente ¢, existe pela continuidade da F.
Seja 61 < §5, onde 6 é dado na hipétese A3, para || - ||« .
Pela definigdo de || - ||, se = € B(z*,€1), A € B(F'(z*).4;), B é matriz asso-

ciada a A pela regra (2.6)-(2.7), e B, € 0gG(z*) é matriz associada a F’'(z*)
pela mesma regra, temos que:

1B - B.|| < &,

logo, pelo Lema de Banach, B~! existe e além disso,

1B~ < 2B < 26.

Substraindo z* de (2.5) e aplicando o operador norma || - || tem-se:

IT(z,4) —2*| = |(z—2")—B'G(z) + B'B.(z —z°) — B"'B,(z — z°)|

= |- B7'B*)(z - z") - B7'[G(z) - G(z") — Bi(z — ")

< BB - B*llllz - z*|| + |G(z) - G(z*) — B.(z — z*)]
< 20 [51 Ll6@) - Gt = Bu@ =}y ey
llz —z*]]

Mas,

g1(z) — g1(z")
G(z) -G(z") = S ; (2.8)
gn(x) - gn(x')
onde gi(z) — gi(z*) € {z; — =}, fi(z) — fi(z")},

_ z; — I} se £} < fi(z*), (2.9)

a() ~al=) = {fi(x)—fi(x*) se 73 > fi(s"),
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. _ Zi — I} se z7 < fi(z*),
Bz 2 = {f,.'(x*)(x-x*) se 2} > fi(x"). (2.10)

Se z; = fi(z") qualquer das escolhas, tanto em (2.9) quanto em (2.10), serve,

dado que neste caso min{z}, fi(z*)} = 2} = fi(z*) = 0.
Assim, de (2.7)-(2.9) e (2.10):
futz)

|G(z) = G(z*) = Bz —2*)|| _ IF@)ll _

llz — z*|| Cle—z] T e -2
onde,
FooN 0 se 7 < fi(z*),
filz) '{ fi(@) = fi(a®) = file)(z —2*) sex? > fi(z").
Usando a definigdo da || - ||oo :
IG(z) - G(a*) =Bz —a)ll _ |IF(@)||
llz — z*| lz — z*||
= max |fi(z) = filz*) = fi(z")(z — z7)]|
22, R

Seja 1 < k < n tal que:

\fe(2) — fulz®) — filz")(z —z7)| |fi(z) = file®) = filz")(z — )]

lle — 2] Isisn llz — =]

logo,

IG(z) - G(=*) - B.(z —z*)|| _ [fulz) — fu(z") - file®)(z — 2*)]

llz — 2+ llz — 2|l
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e pela diferenciabilidade da F', para qualquer p > 0 existe ¢ > 0 tal que

IG(z) = G(z*) = Bufx — x)]| _

ir—z*l<e =
iz = 2°| e <

Em particular, dado p = 5, existe ¢, > 0 tal que

IG(@) - G(*) = Bula — =)l _

r—z'|<e =

Portanto:

T r

-7l < - et
IP@,4) =o'l < 20 |2+ | lle— =

= rllz—z"||.

Portanto, o resultado estd provado. |

Prova do Teorema 2.1:

Considerando a fungdo I'(z, A) = r — B~!G(z) definida em (2.5), onde B ¢
gerada por (2.6)-(2.7), tem-se

o+l = F(:rk,Ak), k=0,1,2,---.

Sejam € e §; os definidos no Lema 2.1 e suponha € € (0,¢),6 € (0,6,).
Para k =0,

se |lz° — z*||<e<e e ||Ay — F'(z")] <0< 64,
pelo Lema 2.1, z! estd bem definido e satisfaz

lla? —2*|| = |IT (=, Ao) — =*|| < rlla® — 27| .
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Portanto, para k = 0 a tese do Teorema 2.1 é vilida.

Suponha a hipétese indutiva para k — 1, i.e.,
se ||zF! — z*[| <€ como ||Ay_; — F'(z*)|| < 6,
entdo z* estd bem definido e satisfaz

llo* — 2| = IT(=z*", Apn) = 27l < 7|2t - 2]

Mas, da ultima desigualdade tem-se:
lzF —z*|| < rllzf =zt < rFe < e < ¢,
Assim, pelo Lema 2.1, r%*! est4 bem definido e satisfaz

2" — 2|} < rllz* - 2],

com o qual se conclui a demostragdo do Teorema 2.1. |

Observe que na prova do Teorema 2.1 usamos a norma infinito. Mas, se
ex = ||z¥ — z*|| é o erro em qualquer outra norma, entdo e, < Cr*e’, onde C
¢ uma constante positiva que ndo depende de k e r é como no Teorema 2.1.
Assim, temos a convergéncia r-linear em qualquer outra norma.

Teorema 2.2 : Suponha as hipdteses Al, A2 e A3 e que para algum z° a
seqliéncia de pontos gerada por

1 = 2F -~ B;'G(2Y), (2.11)
onde By, € gerada como em (2.6), satisfaz limy_,o, ¥ = z*. Definimos Ay,
como em (2.8) e ¥ = zF+! — gk

Se
i M(Ak — F'(z*)) s*ll _

0
k=0 |5
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entdo a seqliéncia {z*} converge superlinearmente a z* .

O Lema 2.2 serd itil na prova do Teorema 2.2.

Lema 2.2 : Suponha as hipdteses A1, A2, e A3. Entdo existem e, 3 > 0
tais que, se ||z — x*|| < € entdo

1G] > Bllz — ™|

Prova:

lz =™l = |I(B.)""Bu(z — 2"}
< IIB7IBu(z — 2l (2.12)

Pelo que foi feito na demostragao do Lema 2.1, para qualquer p > 0 existe
€ > 0 tal que se ||z — z*|| < € entdo

IG(z) — G(z*) — B.(z — z*)|

< p. 2.13
e — 2] (2.13)

Assim ,

i, 16) = Ga") = Bz =)l
s o ==
Por (2.12) e usando a hipétese Al:

G (=) = B,(z =)l _

0.

hm =0.
z=z* || B7H|||Bu(z — z*)|]
oo |G () - Bu(z - =°)|
) — B.,(x — z*
lim =0.
z=z* ||Bu(z — 2*)||
Mas,

NG @) = 1Bz — 2")ll| < IG(z) — Bu(z — 27)||
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e de (2.13), dado p = 3 existe € > 0 tal que, se 0 < ||z — z*|| < € entdo

1 _ G =1 B.(z — z)|| 1
- =< < -, 2.14
35 [Bla—o] 2 (214
ou seja,
1 . 1 .
IG@I 2 5 I1Bue = 2| > 560z - |, (2.15)

onde, a dltima desigualdade obtém-se de (2.14) e da hipétese A3. Portanto, a
tese do lema 2.2 segue de (2.15), com § = 146. i

Na prova do Lema 2.2 usamos a norma infinito, mas o resultado é vélido para
qualquer outra norma, com uma mudanga apropriada na constante 3.

No seguinte Teorema provamos que, para a reformulagao do PCN por meio de
G(z) = 0, a condigdo do tipo Dennis-Moré-Walker garante convergéncia super-
linear. Nesta prova usamos a norma infinito, mas lembremos que os resultados
de convergéncia superlinear sio independentes da norma.

Prova do Teorema 2:

k

Sem perda de generalidade suponha que z* € B(z*,¢;), para todo k e que

-l =1l lloo -

Seja

(4%,
A = : ;

Mm

com esta notacao,
[Ak]1 - filz*)
(A — F'(z")) || = S st - (2.16)
[Ak]n - frll(x*)
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De (2.3) e pela hipétese A3, para cada B, existe uma B, tal que

[Bk]l - [B‘]l
(B — B.)s*|| = s skl (2.17)
[B*], - [B’]

n

onde,
. 0 se ; < fi(z*),
8,18 = { L, ey e S 5

Assim, de (2.16) e (2.17),

1By — B.) s* I < II(Ak — F'(z*)) s*||.

De (2.11), tem-se

0 = Bk8k+G(.’L'k)
-G(z**Y) = (By - B.)s* — G(z**Y) + G(z*) + B, s* (2.18)

Multiplicando (2.18) por ||s*||~! e aplicando o operador norma || - || tem-se:

IGED o B = B)stll | | = G (™) + G (zF) + B.s"|
¥ = l[s* (Edl
(A — F'(@))s*]| | || = G (&) + G (%) + B.s¥||
- k + k
l1s* lls* Il
[[(A — F'(z*))s*|
- lIs*|

+ max{[l2* - 2°]], [l* - 7|1} .

Usando a hipétese de que:

o I = Fra) s _

0
N P
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e
: k_ o« _
Qe m ) =0,
tem-se,
k+1
hm JGEDI _
k=oo |||

Mas, pelo Lema 2.2, existe uma constante positiva 3 tal que:

k+1 k+1 _ .
i 1GEDI S e 2]
k=00 ”skH k—oo IIs* !
k41 _ %
0 > lim JE3 |
M e
$k+]_1-
= Jim g2l
R
o que implica
k+1 _ .
lim JE z*|| 0

e portanto {z*} converge a z* superlinearmente.

2.3 Familia LCSU para G(z) =0.

19

Na maior parte de algoritmos prdticos a matriz Ax41 é calculada depois do

célculo de z*¥*!, usando A; e a informacéo disponivel de z*, z*+1

. Este é o caso

de uma importante sub-classe de métodos quase-Newton: os métodos Least
Change Secant Update, (LCSU) para resolver sistemas de equagoes nao li-
neares. Nestes métodos, a atualizagao de Ay se faz minimizando alguma medida



Capitulo 2 20

razodvel da mudanga da aproximagao da Jacobiana atual sujeita a que a nova
aproximagao satisfaga uma condigao secante (e quiga outras propriedades).

Alguns exemplos de atualizagoes LCSU sao:

Broyden
(?Jk—AkSk) k
Appr = A+ WS ’
BFGS " A (s5) A
_ yo(y kS(s*) Ay
Aot = A+ (GOEE ~ T(ReAer

onde, s* = xFt! — zF ok = F(z**1) — F(z*).

Martinez ([15]), desenvolveu uma teoria de convergéncia local para métodos tipo
LCSU que inclui a teoria de Dennis e Walker ([3]) e cujas regras serdo usadas
nesta secgao, para gerar a familia do tipo LCSU para o sistema G(z) = 0,
com G dada por (2.1). Provaremos que esta familia LCSU fornece algoritmos
localmente convergentes e superlineares.

Algoritmo 2.1

Suponha que z° e Aq sdo arbitrdrios. Para k = 1,2---, zF*! e A4 sdo
gerados como segue:

$k+1 — .’L’k _ Bk_l G(SL‘k)

Apy1 = sz’xk+l (Ak) (219)

Além das hipéteses gerais A1, A2, e A3, suponha como em ([15]) que:

A4. Existe oy > 0 tal que, para todo z,y € IR™, existe A € V(z,y) que
satisfaz

|A - F'(z*)|| £ ewo(z,y), (2.20)
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onde, o(z,y) = max{|jz — z*||, |ly — z*||} .

AS5. Existe ap > 0 tal que, para todo z,y € IR*, A € V(z,y)

| Allz.y

< [+ ez ]Il (2.21)
Al < |

1+ azo(z, )]l Allz,y (2.22)

Martinez ([15]) demonstrou que uma matriz A gerada pela regra (2.19) e que
satisfaz as hipoteses A4 e A5, pode deteriorar-se mas isto ocorre de forma
controlada, o que é garantido pelos seguintes resultados:

Lema 2.3: Suponha as hipdteses A1-A5. Eristem as, a4 > 0 tais que para
todo z,y € B(z*,61),A € V(z,y),

1Py (A) = F'(z")ll < [1+0(z,9)ll|4 = F'(z")|| + aso(z,y).
Prova: (Ver [15].)
Corolario 2.1: Erxiste as > 0 tal que
| Poy(A) = F'(z)ll < [|A=F'(z")| + asllz — =*], (2.23)
sempre que z,y € B(z*,61),A € B(F'(z*),01) e |ly — z*|| < |lz — z*]|.

Prova: (Ver [15].)

Estes dois resultados, além das hipéteses A1,A2 e A3, sao fundamentais para
garantir o seguinte Teorema:

Teorema 2.3: Suponha as hipdteses A1-A5 e que a seqiiéncia {Ax} estd
definida por (2.19). Dado r € (0,1) ezistem € e § tais que,

se [l — 27l < e Il — Fia)] < 3,
qualquer seqiéncia =y gerada por

l'k+1 — ZEk i Bk—lG(xk)
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¢std bem definida, converge a =* e para todo k =0,1,2, - --

2% — 2*|| < rliz* -2

Além disso, para todo k,j =0,1,2,--- existem constantes positivas ag e a7 tais
que:

1Ak+s — F'(z)I < 1Ak = F'(2")l| + asllz* — z*]]. (2.24)

|Ak+s = F'@)? < |4k = F'(@"))]® + arlle® — 27| (2.25)

Prova:

Suponha € € (0,€,),8 € (0,6,), com € e &, os definidos no Lema 2.1, e
= €
0+ (07 1=,

< 4

A prova é feita usando indugao sobre k.

Para k =0, se ||z° — z*]| < €< ¢ e ||Ao — F'(z*)]] < 6§ < 6,. Pelo Lema
2.1, 7! estd bem definido e satisfaz

2! — z*|| < rfl2® —2°||.
Portanto, para k = 0 a tese do teorema é verdadeira.
Suponha a hipdtese indutiva para k — 1, i.e.,
se |2t = 2| <€ e [[A- - Fla")] <6,
entdo z¥ estd bem definido e satisfaz

lla* — 2| < rllz* = 27

Mas, da ltima desigualdade tem-se:

|k —z*|| < rllzb - 2| < rFe<e <,
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e pelo Corolario 2.1,

JAk= Pl < Ak — P + as 4 - o)
k-1

< d+as€ z I
=0

< 0+ as 1
Assim, pelo Lema 2.1, z¥*! est4 bem definido e satisfaz

="+ — 2% < rlla* - 27|

Provaremos por indugao sobre j que
j—1
| Ak+s = F'(@)| < |4k = F' ()| + aslla® — 27| 3 r™.
m=0

Para j = 0 o resultado é imediato usando o fato 3°,., = 0.

Suponha a desigualdade valida para j — 1. i.e.,

j=2
| Akes-1 = F'(@)l| < 1Ak = F'(@)]| + asllz* — 27| 3 r™.
m=0
De (2.23), tem-se

|l Akaj-r = F' ()| + a5l — 27|
| Akss-1 = (")l + as 7 |2* — 2],

Ak — F'(z")|
NAk+; — F' (")l

IA A

Portanto,

j—1
1 Ak+j — F'(@)l < |14k = F'(z")|| + aslja® —2*|| 3 ™.

m=0

23



Capitulo 2 24

Assim, (2.24) segue desta 1ltima desigualdade com

Qs
1—1r’

e (2.25) se deduz de (2.24) usando a limitagdo de ||4, — F'(z*)]| . |

Qg

Teorema 2.4: Supondo as hipdteses do Teorema 2.3,

Jim [[App — Al = 0. (2.26)

Prova: E a mesma do Teorema 3.3 em ([15].) No entanto, para maior clareza
do texto a apresentamos no que segue. Para simplificar a notagao, || - ||x =

“ : “xk,zk-n .

Suponha que (2.26) ndo é verdadeira. Entdo existe um conjunto infinito K de
indices tal que
| Aks1 — Akll = v > 0,

para todo k € K, . Portanto por (2.21),
[1 4 om0 (2®, 25| Akr — Aklle > 7,
para todo k € K;. Assim, para k suficientemente grande e k € K,

WAk+1 — Akl = %

Logo,

2
e — Al > (2.27)

para todo k em um conjunto infinito de indices K, .

Sejam A e A, as projecdes de F'(z*) sobre V(z¥, 2F+!) com respeito as normas
-1l el -|lx, respectivamente.

De (2.20) e do Teorema 2.3, tem-se

IA = F'(z)|| < oa llz* - ||
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Assim, por (2.21),
IA = F'(z*)|lx

\
(1+02llz* - 2*) aale® — 27|
(1+ o2 anflz* - 2'|| = ag||z* — 2|,

onde, ag = (1 + ap €)a; .

Portanto, pela definicao de A,

1Ak = F'(a")llk < aglla® -2, (2.28)
logo,
1Ak = F'(z")lii < ofllz* - =", (2.29)
Seja k € K; . De (2.29) e pelo Teorema de Pitdgoras tem-se:
1Ak = F'@)lE = 1Ak — Adll; + 11Ax — F'(z")II}

< NAgsr = Agll} + of 2F — 2*)?
= ||Ax — Akll} = | Aks1 — Akll2 + o ||lz* — z*|)%.

Assim, por (2.27), (2.28), e (2.29),

2
* N Y *
Mr = F@IE < 14— Al - L+ a et = |
~ 72
< (M= P+ 1P () - A - L

+ g [l2* — 27|f?

2
< (14— F'@)lle+ asllet = 2*()” - &
+af|la* - 2*|
’)’2
< A= Fa)ll +203 [l — '[P~ -+

205(1 + az ||zF — 2*|))I| Ak — F'(z") [ l|z* — 27|

2
* * i
< A= Fl@)lle + oo llz® =2l -
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Onde, ag = 2as (1 + a2€)d + 202¢.
Portanto, existe k tal que para k € Ky e k > k,
' 2 ' 2 v?
Ak = Fi@)llk < llde = Fi@")ll — 5
Assim, por (2.21), (2.22) e o0 Teorema 2.3, tem-se que para k grande,
Akt = F'(@)|? < (1 +elle® — 2™ |1)? | Aer = F'(=)II3

2
< (a7 (4 - Pl - 1)

< (1 +oglle® - 2*|)? [0+

2
* * ,7
colla* — 2 )21 4s — F'(")]? - —]

8
2
< ||Ax = F'(z")] - % (2.30)
para k € Ko, k > k.
Seja kg > k tal que, para todo k > ko,
2
ar||zF —z*|| < 3 (2.31)

onde oy é definido por (2.25).
Dgﬁna:
K3 = {k € KZ 1k 2> kU} = {k17k2’k3)"'}) k‘i < ki-{-l) 1= 17273a""

Entdo para todo j =1,2,3,-- -, tem-se, por (2.29),

. . ol
|4k, — F'@)IP < ||A, — F'(2*)|? - TR (2.32)
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Por (2.25), (2.31) e (2.32),
14k = F'@)? < Ak = F@)IP +arlla* 2| (2.33)

j+1

' 2 7
< 4y - FEP - L
A desigualdade, (2.31) € satisfeita para todo j = 1,2,3,---. Portanto:

2
* * . Y
145, = F')* < llAg = F'@)I* = (G-1) 55 (2.34)
Mas, de (2.32) tem-se ||A;; — F'(z*)||* < 0 para j suficientemente grande, o que
é uma contradicgao. [ |

Com este resultado pode-se derivar uma condigédo suficiente para convergéncia
superlinear, como mostra o Teorema 2.5.

Teorema 2.5: Suponha as hipdteses A1-A5, as segiéncias {A;} e {z*}
geradas por (2.19) e por
o = F - B{YG (oY), (2.35)

*

respectivamente, com By, gerada como em (2.8) e limy_,o 2% = z*.

Além disso, se

lim |(Ars1 — F'(x*))s"|

0 2.36
o, I (2.36)

entdo a seqiéncia {z*} converge superlinearmente a *.
Prova:

E uma aplicacdo direta dos Teoremas 2.2 e 2.4. i.e.,

_ 1{ % k
g WA = Fr@ s
e P e

[“(Ak — Agq1)s* + (Ap — F'(ﬂf*))skﬂ}
Ils* |l

[”(Ak — Apn)s*l | (Akn — F’(I*))S"II}
lls*l (B

< lim

k—00
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Mas, do Teorema 2.4 e da hipé6tese (2.34), tem-se que a expresao da direita
da dltima desigualdade é zero. Assim,

[[(Ae = F'(z*))s*]| _

lim =0
koo [ls*1l
e pelo Teorema 2.2, a seqiiéncia {z*¥} converge superlinearmente a z* . |

De acordo com o que foi feito nesta segao, a familia LCSU gerada por (2.19)
fornece algoritmos localmente convergentes e superlineares sob as hipéteses A1-
A5. Isto é garantido no seguinte Teorema.

Teorema 2.6: Suponha as hipdteses A1-A5 e que as segiiéncias {z*} e
{Ak} sdo geradas por

o = gk — BZ1G (),
e (2.19) respectivamente, com By gerada como em (2.3).
Dado r € (0,1) existem € e § tais que, se
2% — 2* | <& e [l4o — F'(z*)]| <9,

a seqiiéncia {z*} converge local e linearmente a z* e se

i [ = Pt

e ] O

entdo a convergéncia € superlinear.

Prova: é uma aplicagio direta dos Teorema 3, 4 e 5. |
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Reformulacao do PCN usando a
funcao de Fischer

E facil ver que resolver o PCN é equivalente a resolver o sistema de equagoes
nao lineares

®(z) =0, (3.1)
onde a fungdo ® : IR" — IR" é dada por:

é(z1, fr(x))
d(z) = : , (3.2)
¢(Tn, fa(z))

sendo que, paracadai=1,---,n,

¢(xi, filz)) = ll(zs, fil@))ll2 — i — fi(z).

Se paraalgum 7,1 < i< n, z; = fi(z) =0, a fungdo ® nao é diferencidvel em
T.

O objetivo deste capitulo é desenvolver e analisar métodos para resolver o PCN
usando sua reformulacio baseada na fungio de Fischer, (3.1).

29
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Dado z° € IR" uma aproximagdo inicial, o algoritmo quase-Newton genérico
estudado neste capitulo é dado por

"+ = o* — B1o(2Y),

onde,
[B*],
[B*],
sendo que
zk _ T fi(z* _ k k
(”(I,E:fi(xk))”? 1) e + (H(xf,fs(z"))llz 1) [A4%];, 2 #0ou
[Bk]. — filz*) #£0
zk [A"], k
(‘||(z.’-‘,—'_‘—[Ak].-zk)nz - 1) e + (‘utz,ﬂ_"wfzk—>||2 - 1) (A%, =t = fi(a*) =0,
(4%,
onde, {e;,---,e,} é a base canénica de IR", Ay = : é uma aproxi-
[4%],,

macio qualquer da Jacobiana de F em z* e zF € IR" ¢ tal que zF # 0, se
1'5 = fi(Ik) =0.

Pela definigdo de [B*]; para o caso z¥ # 0 ou f;(z*) # 0, tem-se:

BH —ef sezk=0e fi(zF) >0
Bl = —[A*], sezf>0e fi(z*) =0

1

Analogamente ao que foi feito no Capitulo 2 para o sistema G(z) = 0, neste
capitulo desenvolvemos uma familia do tipo Least Change Secant Update
(LCSU), para o sistema ®(z) = 0, que é gerada de acordo com as regras
introduzidas por Martinez ([15]). Além disso, provamos que a familia LCSU
fornece algoritmos localmente convergentes e superlineares.
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3.1 Preliminares

Como foi dito na introdugao do capitulo, a fungdo ® nao ¢ diferencidvel em z
se z; = fi(z) =0, paraalgumi, 1 <i<n.

Observe que a fungdo ¢ que define cada uma das componentes de ®(z) é di-
ferencidvel para qualquer (a,b) # (0,0). Além disso, a derivada de ¢, V¢, é
Lipschitz continua i.e, existem 7, € > 0, tais que:

IVe(a, b) = Vé(c, d)| < nli(a—b,c-4d)l, (3.4)

para todo (c,d) € B((a,b);¢).

Se Dy denota o conjunto de pontos onde ® é diferencidvel entao o B-Jacobiano
generalizado,! dp ®(z), é definido da seguinte forma: para qualquer z € IR"

op®(z) = {lkim ®'(z*) : zF € Dq>} :

Tt =z

O conjunto 0g ®(z) é compacto e ndo vazio. ([21])

De Luca, Facchinei e Kanzow ([2]), ddo um procedimento para calcular um ele-
mento de 0p ®(z) , e provam que, o elemento que constroem pertence a 0p ®(x) .
A idéia da prova é aplicar a definigdo de dp ®(z) ; para isto eles constroem uma
seqiiéncia de pontos onde ® é diferencidvel e tal que a seqiiéncia das Jacobianas
nesses pontos converge a matriz que eles construiram.

A forma da seqiiéncia por eles proposta é:

7 = z+¢éz (3.5)

onde {e*} é uma seqiiéncia de nimeros positivos convergindo a zero e z é o vetor

da definicdo de [BF);.

Este conceito foi introduzido em ([21]).
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Usando a seqiiéncia {7*}, eles provam que no limite a seqiiéncia de Jacobianas
{®'(§*)} converge a

] 18],
B = o (3.6)
[B],
sendo que
(e — Vel + (Ehm - 1) @), z:#00u
(B, = fi(z) # 0

z _ T [fi(2))= / . — f. —
(emomn -V & + (mlgen - 1) V@), @ = fi@) =0,

Assim, paracadal<i<n,

Jlim Vo(gF, f:(7%) = [B);. (3.7)

Seguindo o que foi feito em ([2]) e definindo a seqiiéncia
yF =1 4 €2,

onde z* é solugdo do PCN, podemos provar que a matriz:

[B.)y
B, = : , (3.8)
[B.].
onde paratodoi=1,---,n:
—e; se 0 =z} < fi(z")
[B.); = ~fi(z") se z; > fi(z*) =0
(of —De;+ (B; — 1) fi(z*) sex} = fi(z")=0
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& N/ CY:

e e e P R P P T

é um elemento de dp ®(z*). Assim, no limite, a seqiiéncia {®'(y*)} converge a
B, e portanto, paracadal1 <i<n,

Jim Vo(yf, fi(y*)) = [B.;. (3.9)

Estas matrizes B, formam um conjunto infinito jd que existem infinitas possi-
bilidades para o vetor z € IR". Chamaremos tal conjunto de Z, . Assim,

Z, = {B.(z) : z #0,se z} = fi(z*) =0} . (3.10)

Provaremos a seguir que Z, é um conjunto compacto. Como estamos traba-
lhando num espago de dimensao finita entdo basta provar que Z, é limitado e
fechado.

1. Observe que Z, C dp®(z*), e portanto Z, é limitado.?

2. Vamos supor, sem perda de generalidade, que as primeiras m componentes
de z* sao degeneradas.

Se z € IR" é tal que as primeiras m componentes sao nao nulas entao existe
uma seqiiéncia {z"} de pontos de IR" tal que as primeiras m componentes de
cada 2" sdo nao nulas e

lim 2" = =z. (3.11)

r—00

Seja { B!} uma seqiiéncia infinita de matrizes contida em Z, que converge para
uma matriz B. Da definicao das B, tem-se que cada uma das linhas de B] é
uma funcio continua. Entdo, denotando a i-ésima linha de B] por {B}};, para

295®(z*) é um conjunto compacto em IR™*".
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simplicidade de notagdo, temos:
hmr—)oo[B:]l

B= rl_l_glo B; = ]imr—mo[B:]m )

limr—mo[B:]n

onde, parat=1,2,--- ,m,

[Bl; = lim[BT);

r—00

_ o N\ s fl(a)z
rooo [(n(z:,f:(x*)zr)nz 1) % * (Il(z{,f,-’(:c*)z')llz

34

-1) f,-'<x*>]

= (e )+ (e 1) ).

e,parat=m-+1,--- n,

= "o —e; se0=uzy < fi(z")
[Bl: = lim[Bl}; = { —fi(z*) se 0= fi(z*) <z}

1

Assim, a matriz B € Z, e portanto Z, é fechado.

Logo, por 1. e 2. o conjunto Z, é compacto.
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3.2 Hipoéteses Locais \

H1. z* € IR" é tal que ®(z*) =0.

H2. Existem «,¢ > 0, tais que:
|1F'(z) = F'(z")| < v llz — 2°]}.

para todo z € B (z*,¢€).

H3. Todas as matrizes de Z, sdo nao singulares.

Da hipétese H3 e pela compacidade de Z, , tem-se que existe uma constante
positiva p tal que para toda B.(z) € Z, :

IB7HI < g

3.3 Resultados de Convergéncia

A seguir apresentamos dois Lemas , que serao de utilidade na demonstragao do
Teorema 3.1.

Lema 3.1: Seja F : IR* — IR*, F € C" cuja Jacobiana satisfaz a hipdtese
H2. Sejam e, § > 0 dados e sejam B e B definidas por (3.3) e (3.6 ), respec-
tivamente. Entdo para cada x € B(z*,€), A € B(F'(z*),9),

existem constantes 7 > 2 e ) > 0 tais que

IB-B| <7é.
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Prova
Assim como no Capitulo 2 usaremos aqui, ||| = - ||oc -
Sejam,
O = {i:z; #0oufi(z) #0}
Qz = {ilx,‘:f,'(l‘):()} .
Usando (3.3) e (3.6 ), tem-se:
|{ BL-1B)
1B~ Bl = -l
(B, — [Bl,
onde,
s — 1) (4L - fi@), sei €T
[B]-—[B],-z{ (l( i:.fi(z))] )
(a; — &)e] + (B — 1)[A], — (B — 1) fl(z), seieT,,
. S S
[T T e fl@)2) e
Ak - )
S v e PR [P (s T
Sejam, |
filz) ) g — 1Bl
"(II @ f;@)l2 ([4); - fi(x)) 1 Hgg{H[BL [B],Ill} ,

Il — ax)ef + (B — VIA], = (B — Dfi(@)lh = max{||[B], -

1€Q2

Blh} ,

36



Capitulo 3

'Pela defini¢ao de || - || , temos duas situagoes para analisar:

1 1B = Bll = (2 - 004l - =),

2. 1B = Bll = (o — Gx)ef + (B — 1)[Al, — (B — D falz)ll1 -

No primeiro caso usando propriedades das normas temos:

& |/fi(=)| .
IB=Bl < 1&, Ak -

< 2(i[4]; - fi(@)li

fi@lh + [A); = fi(x)lh

< 2 (4] - f@)h + 1= = £@)]h)
< 20 (I14] - HEO +1IfE) - f@)])
< 2n(6++e),

onde, 7' > 1 existe pela hipotese 2.

Portanto, existem constantes 7 =2 e § = n (6 +~'¢€), tais que:
|IB-B|| <76,

No segundo caso, usando a desigualdade triangular, temos

IB=B|l < [l(cx ~ a)eglh + 18 ~ DAl = (B = D el

O primeiro termo do lado direito de (3.12) pode limitar-se assim:

37

(3.12)
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— aneTll. — 2k T
e = exi)ecll H(n AT, u<zk,f;<z)zuz> e
1z @)zl = e (A1) o

1

< b G AL e, i@ | 1o I
DO (Y ACOEE T2
= u(zk,[A]kz>||2||<zk,f,;< Bl
— Izk[ ”A]kz ) |
e AL n(zk,fk< )l
(AL, — i)
= @)
1AL = £zl
= TG AL
1AL = £ Nl
S TG AL
logo,
||(ak-c'vk)e;‘cr||1 < n(6+fy'e)”¢. (3.13)

(2, [A]2)l2

Agora, o segundo termo do lado direito de (3.12):

18 — DAl — (B = Dfi@)lln = 11Be[Al, ~ Befilz) = (4] = il =

Mas, ||[A]; — fi(@)|li £ n(d+ 7€), onde, v > 1 existe pela hipotese H2. Logo,
se ex = [A], — fi(z) entdo [A], = fi(z) + €k, com |[lg]ly < n(d + 7'¢) e pela

(3.14)

[A]kz fk( ) ! ) — _ g T
o AT Al T e+ — (Al = fi)|
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continuidade do produto interno:

[,z = fi(z)z+¢e'2 (3.15)

entdo, (3.14) pode escrever-se assim:

(fe@z+ez), 0 fila)z o
G, e ™ o, s, Al — €)=

1

, 1 ~ 1
@)z [nm, e u(zk,f,;(x)zma] A
Ex2 fi(z)z ¢
MR A W AR PR
oo W @2 = e LAl
@) | A el @)l |l

| fi(x)2|
[1(zk, fi(2)2)ll2

lexz|

[l (21, [A]x2) |2

IA

+ 1[Il + llerlls + liewll

PN |
2 (6+7 ) (”(zk,[A]kz)”2”[A]k”l +1> .

Logo,

18 = D{AL, ~ e - D@ < 2 (m;;'—'[‘j']—'jﬁ”?umlm . 1) n(5+7'e).

Por (3.12), (3.13) e da tltima desigualdade tem-se:

_ B llz]l2 1212 ] e
1B~ Bl < ||<zk.{A]kz>||2”(ll(zk,[A]kz>||2“[“”k”l“) (nd+7¢).
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Assim, existem |

12l 12l
TGn AL 2 (n(z‘k, AL, ALl + 1)] 2%

0 = n(d++¢) >0

tais que, ) )
IB-B|| <74,

com o que fica provado o Lema 3.1.

Lema 3.2: Para cada z € R", A € R™", seja
U(z,A) = z — B d(z),

onde
(B,
B = : :
[Bl.
sendo que
(et — 1) of + (it — 1) Ml @ #0 ou
(B, = filz) #0

40

(3.16)

(reiom — Y e + (etom — 1) Ml 2= fi(@) =0,

Seja r € (0,1). Entdo existem €;, §; > 0 tais que,

se |lz—z|l<e e ||A - F(z*)| <6,

a fungdo ¥Y(x, A) estd bem definida, e satisfaz

1¥(z,4) — z*|| < rllz — 7.
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Prova

Nesta prova se usa || - || = || - |l - Seja €, > 0 tal que para todoi=1,---,n

bl

se fi(z*) >z} entio fi(z) > =y,

se fi(z') <z} emtdo fi(z) < zi,

para todo z € B(z* ¢,). Claramente ¢, existe pela continuidade da F'. Em

particular consideraremos
T

18 7,

T 16y TTu
onde p é dado na hipétese H3 para || - ||, ¥ > 1 e 7 sdo as constantes do
Lema 3.1. Sejal’'=nn'(1+«'),comn >1, k" > 1, que existem por (3.4)
e porque F € C!, respectivamente.

€

Seja ainda §; < 16—'”-‘-. Sejam z € B(a:",el), A € B(F'(z*),61), B matriz asso-

ciada a A pela regra (3.3), B, matriz associada a F'(z*) pela mesma regra e B
definida no Lema 3.1 . Temos que:

IB-B.l < |IB-B|+|lB-B.|- (3.17)

Usando o Lema 3.2, o primeiro termo do lado direito de (3.17) pode limitar-se
da seguinte forma:

|B-B| < T<51+7'e1)s§’1,;. (3.18)

Para limitar o segundo termo de (3.17), observemos o seguinte:

Pela definicao de || - || = || * [loo »

1B-B.l = max{lIlB]; - [B.JIh} -
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Para cada 1 <v < n, usando (3.7), (3.9 ), a continuidade da norma e a conti-
nuidade de F, assim como a continuidade Lipschitz de V¢, temos:

”[B]i - [B*]iHI

(A

n “[BL - [B*]i“
n lim V63, f(3") - Vel , L))

< lim 7@ - o, £@) - L)
—00
< 1+ #)llz -2 = Te,
Assim,
IB-B. < — (3.19)
= 16p ‘
Logo, de (3.17), (3.18), e (3.19) temos que:
3r 1
B-B,| £ —<— 3.20
IB-Bll < g5 <5 (3.20)
Portanto, pelo Lema de Banach, B! existe e além disso,
IB7HI < 2[IBH| < 24
Subtraindo z* de (3.16) e aplicando o operador norma || - || tem-se:

1(z,4) —z*| = l(z-2")— B @) +B ' B.(z—z") - B7'B.(z — z')

|(I - B7'B*)(z — z*) — B'[®(x) — ®(z") - B.(z — z")]|

IA

IBTHIIB - B*llllz - =°I| + |2(x) — ®(z") = B.(z — 27)l]
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3r + |®(z) — ®(z*) — B.(z — z*)||

< 2u z—z" 3.21
o T le -l (3:21)
Mas,
|®(z) — ®(z*) — Bu(z — z7)|| |®(z) — ®(z*) — B(z — z* =
— < ) Ny 13- 5.
llz — z*|] lz — z*||

onde, B € 0p®(x). Assim® para qualquer p > 0 existe € > 0 tal que

() — @(=") — Blz — )| _

[l — 2|l -

|z —z*|| <e =

Em particular, dado p = {7, existe €, > 0 tal que

[®() — ®(") = Blz —«7)|| _

-zl <e¢ = < —.
b=l =21 0

Logo,
r 5

|®(z) — ®(z*) — B,(z — *)| T B r
< —+|B-BJ| < —+—=—
|z — z*|| 4u I I 4p  16u  16u

Finalmente, de (3.21) e da dltima desigualdade:

3r 5r
_p* < i o  *

= rle—2",

Qi [1994], provou que se H é semisuave em z,

i IH@+h) - H@) - Bh _

0,
(z+h)-z IRl

para toda matriz B € 0pH ().



Capitulo 3 44

com o que fica provado o Lema 3.2. [ |

Teorema 3.1 : (Das duas vizinhangas) Dado qualquer r € (0,1) ezistem
€,0 > 0 tais que,

se ||z° — z*|| <€ e ||Ax — F'(z*)|| < &, para todo k,
a seqiiéncia {z*} gerada por
o = gk — Bl (2F),
estd bem definida, converge a =* e satisfaz

a5+ = 2*|| < rlla* = °l), para todo k=0,1,2,-,

Prova do Teorema 3.1

Considerando a fun¢io ¥(z, A) = z — B~'®(z) definida em (3.16 ), onde B é
gerada por (3.3), tem-se:

ok =W (zk Ay), k=0,1,2,---.
Sejam ¢€; e §; os mesmos definidos no Lema 3.2 e suponha € € (0,¢;),6 €
(0,67) .

Para k =0, se ||z° — z*|| < e < ¢ e ||Ado — F'(z*)|| < § <6y, pelo Lema 3.1,
z! estd bem definido e satisfaz

e — 2| = | ¥(2°, 4o) — 2*|| < rll2® — 2|
Portanto, para k = 0 a tese do Teorema 3.1 é vilida.

Suponha a hipétese indutiva para k — 1, i.e.,

se ||:1:'°'1 —1*||<e , como ||4;-, — F'(z*)]] <6,
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entdo =¥ estd bem definido e satisfaz

lle* — 2™l = (", Apr) = 2] < rll2* - 27

Da iltima desigualdade tem-se:

lz* —2*|| < 7|zt —2*|| < rFe<e< e,

k

Assim, pelo Lema 3.2, z**! estd bem definido e satisfaz

24! = &*|| < rlla* = 2*]l,

com o que fica provado o Teorema 3.1,. |

Teorema 3.2 Suponha as hipoteses H1, H2 e H3 e que para algum z°
qualquer seqiiéncia de pontos gerada por

ot = F — B71 o (2F), (3.22)

onde By € gerada como em (8.8), satisfaz limy_oo ¥ = x*. Definimos Ag,

como em (3.8) e s = zF+1 — gk

Se A FI * k
N [T G
k=00 Il skl

entdo a seqiiéncia {z*} converge superlinearmente a z* .

O seguinte Lema serd util na prova do Teorema 3.2.

Lema 3.3 Suponha as hipéteses H1, H2, e H3 . Entdo existem e, n > 0
tais que, se ||t — x*|| < € entdo

@)l 2 nllz — *|| -
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Prova:
llz—2*ll = I(B.)"'B.(z —z*)||
< IB7HIIB.(z = )| (3.23)

Conforme a demonstracdo do Lema 3.1, para qualquer p > 0 existe ¢ > 0 tal
que se ||z — z*|] < € entdo

|®(z) — ®(«*) — B,(z — )|l
llz — 2|l

< p. (3.24)

Assim

i, 12(2) = 8(%) = Bulz = )]
o2 le =27

Por (3.24) e usando a hipétese H1:

=0.

. 1®(@) = Bz =)l _

lim =0.
z=z* || B7H||| B (z — z*)|
Logo,
. ||®(z) = B.(z — ")
lim =0.
s=z* ||Bi(z — %)
Mas,

2@ = [|Bu(z — 27| < |®(2) — Bu(z — 27)]|;

de (3.24), dado p = 3 existe € > 0 tal que, se 0 < ||z — z*|| < € entéo

1 _ [|[2@@)]| = [ Bz — )| 1
- < < -, 3.25
2= Ba— 2 (329)
ou seja,
1 . 1 .
I8@)ll > 5Bz )l 2 5 ullz - =, (3.26)

onde, a tltima desigualdade obtém-se de (3.25) e da hipétese H3.
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Portanto, a tese do Lema 3.3 segue de (3.26), comn =1 4. |

Prova do Teorema 3.2: Suporemos que z* € B(z*,¢,), para todo k e
que || - || = - lloo -
[4%],
A = : ;
[4%],
com esta notagao

[4%]; f{(ﬂr’)
I(Ax — F'(z")) s = : st
45, - fi(a

Seja

, (3.27)

De (3.3) e pela hipétese H3, para cada By existe uma B, tal que

[Bk]x - [B*]l )
I(Bx — B.)s*|| = : skl (3.28)
( (B, - [B.],
onde,
0 z; =0e fi(z*) >0
[B],—[B.], = —([4]; - fi(z*)) z; >0e fi(z) =0

(0i — af)ef + (B — DAL — (B - 1)fi(z*) zi = filz*) =0,

R ____il__. at _ s
T NEADL T T e @)
,Bi — [A]iz B: — (fi,("r')z

ll(2:, [AL;2)l2 7 (2, fi(z*)2)ll2
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Assim, de (3.27) e (3.28), conforme a demonstragao do Lema 3.1:
(B — BY) s*|l < II(A4x — F'(z.)) s*1].

De (3.22), tem-se
0 = Bk8k+®(.’1?k)

—®(z*) = (B - BY)sf — @z + ®(ak) + BF 5+ (3.29)

Multiplicando (3.29) por ||s*||~! e aplicando o operador norma || - || tem-se:

[ o B = Bl | | = @ () + @ (aF) + Bt

Is* ~ [ls*] lIs*l
(A = F'(z*))s* | | || = @ (@**!) + & (a¥) + Bis*|
- k + k
¥l [EQ
[[(Ar — F'(2*))s|

_ ||Sk“ +’y max{||$k+1 _1"”) ”xk-—xt|l}'

Usando a hipétese
[I(Ax — F'(x.)) s*]| _

N

e

: k_ . * —

o) =0,
tem-se,

k+1
o 1BED
]

Mas, pelo Lema 3.3, existe uma constante positiva i tal que:

d k+1 k+1 _ %
i 12 e =]
koo [|sK]] k00 || sl
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Entao, \

. 2= — 2|
0 > lim
oo ! ek =2+ a1 =]

| ak+1_ g |I

= lim 7 jlzf =z

$k+1—.’t’ b
koo 11 4 b2l

0 que implica

k+1 _ .
i 12— 2] 0.
oo [ — o]
e portanto {z*} converge a z* superlinearmente. |

3.4 Familia LCSU para $(z) =0.

De forma andloga ao que fizemos no Capitulo 2 para o sistema G(z) = 0,
geraremos uma familia do tipo LCSU para o sistema ®(z) = 0, com $ dada
por (3.1). Para isto, usaremos as regras gerais da teoria de convergéncia local
desenvolvida por Martinez [refmm1] para métodos tipo LCSU. Além disso,
provaremos que a familia LCSU fornece algoritmos localmente convergentes e
superlineares.

Algoritmo 3.1

k+1

Suponha que 2° e Ay sio arbitririos. Para k = 1,2---,z e Agyq sao

gerados como segue:

$k+1 — xk—-Bk—l(P(ﬂ?k)
A1 = Pt (Ap) (3.30)

Além das hipéteses gerais H1, H2, e H3, suponha como em [15] que:
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H4. Existe a; > 0 tal que, para todo z,y € IR", existe A € V(z,y) que
satisfaz

|A - F'(z*)|| < wo(z,y), (3.31)
onde, o(z,y) = max{|lz — z*||, [ly — z*[|}.
H5 . Existe ap > 0 tal que, para todo z,y € IR", A € V(z,v)

[Alley < [1+020(z, y)]lIAll.- (3.32)
JAl < (14 eo(z,v)]llAllz, (3.33)

Martinez ([15]), demonstrou que uma matriz A gerada pela regra (3.30) e que
satisfaz as hipdteses H4 e H5, pode deteriorar-se mas isto ocorre de forma
controlada, o que é garantido pelos seguintes resultados:

Lema 3.4 Suponha as hipdteses H1-H5. Ezistem as, a4 > 0 tais que para
todo x,y € B(z*,¢1),A € V(z,vy),

IPoy(A) = F'(z")ll < [1+o(z,y)]ll4 - F'(z*)]] + as0(z,y) -
Prova: (Ver [15)).
Corolario 3.1 : Eziste a5 > 0 tal que
|Pey(A4) = F'(z)| < ||A=F'(z°)|| + asllx — 2], (3.34)

sempre que z,y € B(z*,e1), A € B(F'(z"),81) e [ly — z*|| < [lz — 2*]|.
Prova: (Ver [15]).

Estes dois resultados, além das hipéteses H1, H2 e H3, sao fundamentais para
garantir o seguinte Teorema:

Teorema 3.3 : Suponha as hipdteses H1-H5 e que a seqiéncia {Ar} estd
definida por (3.30). Dado r € (0,1) ezistem € e 6 tais que,

se ||z — z*|| <& e ||Ado — F'(z")| < 4,
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qualquer seqiéncia xy gerada por
k+1 _ k -1 k
¥ =1 — B, ® ("),

estd bem definida, converge a x* e para todo k =0,1,2,---

|25t —2*|| < rila* - 2*||.
Além disso, para todo k,j = 0,1,2,--- ezistem constantes positivas og e o7 tais
que:
|Ak+; — F'(e)| < |14k — F'(z")|| + aellz* — 2*|]. (3.35)
Aks; = F'(@)? < |[Ae = F'(@)|? + oqllz® — 2°| (3.36)

Prova: Suponha € € (0,¢,),6 € (0,4,), com ¢, e &, os definidos no Lema
3.2, e

€
< 4

)
+a51_r

A prova é feita usando inducao sobre k.

Para k =0,

se |l - all<e<a e |4 - Fe) <5<a,

entdo, pelo Lema 3.2, z! est4 bem definido e satisfaz
2! = 2| < rl|lz® — 27|
Portanto, para k = 0 a tese do teorema é verdadeira.
Suponha a hip(')tesei indutiva para k — 1, i.e,
se ||zF' —z*||<Ee |4 — F'(z%)] <6,
entdo z* estd bem definido e satisfaz

llz* — 2*|| < rllz"" = 2.
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Mas, da ultima desigualdade tem-se:
5 —z*|| < 2"t -zt < e < e < ¢,
e pelo Corolario 3,

1Ac = F'(@")l < || k-1 — F'(2")]l + a5 [|2*" = 27|

< 6

Assim, pelo Lema 3.2, z%*! est4 bem definido e satisfaz

2" — 2*|| < rllz* —2*)}.

Provaremos por indugao sobre j que

j-1
1 Akss — F'(@)|| < 1Ak = F'(z*)| + asllz® = 2*|| 3 r™

m=0

Para j = 0 o resultado é imediato usando o fato de que Y1, = 0.

Suponha a desigualdade valida para 7 — 1, i.e.,

j—2
| Aksjr = F'(@)| < [|Ax — F'(a*)|) + asllz® = 2*|| D r™

m=0

De (2.35), tem-se

Ak — F'(2*)]l < |Aksj—1 — F'(*)|| + Ohsllﬂfk“Lj-1 — x|
Aks; = F'@)| < Ak — F'@)I + as /M laF — 2],

Portanto,

j-1
1 Ak+s — F'(@)]| < 1Ak = F'(z*) || + aslla® — z*|| 3_ ™
m=0

52
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Assim, (3.35) segue desta ultima desigualdade com
T 1=

e (3.36) se deduz de (3.35) usando a limitagdo de ||Ax — F'(z*)]] . |

Qg

Teorema 3.4 : Sob as hipdteses do Teorema 3.5,
kllgloHAHl — Al = 0. (3.37)

Prova: E a mesma do Teorema 3.3.3 de Martinez [1990] .

Com este resultado pode-se derivar uma condigdo suficiente para convergéncia
superlinear, como mostra o seguinte Teorema:

Teorema 3.5: Suponha as hipdteses H1-H5, as seqiiéncias {Ax} e {z*}
geradas por (8.80) e por
o = F — Bilo(2h), (3.38)

*

respectivamente, com By gerada como em (1.3) e limy_,oc % = 2*.

Além disso, se

lim I(Ag41 — F’(x*))skH

Jim T 0 (3.39)

entdo a seqiiéncia {z*} converge superlinearmente a z*.

Prova:

E uma aplicacdo direta dos Teorema 3.2 e 3.4. i.e,

N = P [u(Ak—Aw)sw(Am—F’(x*))skn]
- Il

k—o00 “Sk“ k—o0
e~ e, Wi = )
l|s¥]] 15"l '

IA

lim
k—o0
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Mas, do Teorema 3.4 e da hipétese (3.39), tem-se que a expresdo da direita
da 1ltima desigualdade € zero. Assim,

i 1Ak = Fi@)skll _

0
koo lIs*l

e pelo Teorema 3.2, a seqiiéncia {z*¥} converge superlinearmente a z* .

De acordo com o que fizemos nesta se¢ao, a familia LCSU gerada por (3.30)
fornece algoritmos localmente convergentes e superlineares sob as hipoteses H1-
H5. Isto é garantido no seguinte Teorema:

Teorema 3.6 : Suponha as hipiteses H1-H5 e que as segiéncias {z*} e
{A;} sdo geradas por

k! = g* - B @ (2F), (3.40)
e (3.30) respectivamente, com By gerada como em (3.3).
Dado r € (0,1) ezistem € e & tais que, se
z° = 2*|| <€ e lld — F(a")ll <4,
a seqiiéncia {z*} converge local e linearmente a z* e se

_ 1{ ok k
lim “(Ak+l F'(z*))s"||
k=00 lls*|

0, (3.41)

entdo a convergéncia € superlinear.
Prova:

E uma aplicacio direta dos Teorema 3.3, 3.4 e 3.5.
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A hipodtese de nao singularidade

Uma das hipéteses sob a qual foi desenvolvida a teoria de convergéncia local,
nos Capitulos 2 e 3, é a néo singularidade das matrizes de 0gG(z*) e Z, C
Op®(z*), respectivamente. Esta hipétese é conhecida como a hipétese de BD-
regularidade das fungées G e ® na solugdo x*.

Observe que estamos supondo BD-regularidade da funcao ¢ sé num subcon-
junto do 0p®(z*), que logicamente é uma hipdtese mais fraca que pedir BD-
regularidade em todo o Og®(z*).

Neste capitulo mostraremos que sob a hipétese de BD-regularidade de G em
z* é possivel encontrar elementos singulares em Z, C 0p®(z*). Esta situagao
é ilustrada com o primeiro exemplo do capitulo e generalizada para o caso
n = 2. No caso de n qualquer, sob certas hipdteses, apresentamos uma condigao
suficiente para ter elementos singulares em Z, C dp®(z*).

55
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Iniciamos dando resposta & seguinte pergunta:

Se todas as matrizes de OpG(z*) sGo nao singulares entdo todas as matrizes em
Z, C 0g®(z*) sao nao singulares. ¢

A resposta é: ndo necessariamente. Ilustramos este fato nos seguintes exemplos:

Exemplo 1: Seja:
F: B2 — R?

s F(x):(x1+3x2—l)

ZL']+(E2—].

z* = (1, 0)T € solugio degenerada do PCN associado a F', ja que
II > fl(IL'*) = 0,
z; = fo(x*) =0.
Assim,
1 3 1 3
o G(z*) = ,
01 11

As matrizes em dg G(z*) sdo ndo singulares. Pelo que foi feito no Capitulo 3,
sabemos que um elemento de Z, C J0p ®(z*) tem a forma:

~1 -3
B,(Z) = ( ) )
(@-1eg+ (B-1)(1,1)

com o’ + 8% =1, sendo que

_ 22 _ Z2)
C T e @)l Nz + 2l
,3 _ fé(m*)z 21+ 2o

122 @)l (22,21 + 22)l2
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e z € IR? é tal que 22 # 0 ja que 3 = f(2*) = 0.

Seja 27 = (1,3); entdo ||(z2,21 + 22)||]2 =5 e

ou seja

que é uma matriz singular.
Portanto, ezxiste pelo menos um elemento singular em Z, C 0p®(z*).

O segundo exemplo se enquadra nos problemas para os quais sob a hipétese
de nao singularidade dos elementos de dgG(z*), temos todos os elementos de
Z, C 0p®(z*) também ndo singulares.

Exemplo 2: Seja:
F: R? — R?

T — F(m)=<2$1+l‘2—2)

T+ T2 —1

z* = (1, 0)T é solugdo degenerada do PCN associado a F', ja que:
z; > fi(z*)=0
z; = folz*)=0

Assim:
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Observe que as matrizes em Op G(z*) sao néao singulares.

Novamente temos que toda B,.(z) € Z. C 0p ®(z*) é da forma:

-2 -1
B*(z) = ( ) ?
(@-1)ef+ (B-1)(1,1)

com a? + %2 =1, sendo

o = V) _ 29
(22, fa(x*)2)ll2 (22, 21 + 22)l2
5 = fo(x*)z _ 21+ 2
(22, fi(x*)2)l2  |I(22, 21 + 22)l|2

e z € IR?, tal que zp # 0 jd que =5 = fo(z*) = 0.

Seja 2T = (1,3); entdo |[(22,21 + 22)|l2 =5 e

-2 -1
Bt(z) = ( . 3 ) )
75 75

que é uma matriz nao singular.

Mas, serd que B.(z) é ndo singular para toda B,(z) € Z, C Op®(z*) ? A
resposta é sim!.
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Felizmente, no caso n = 2 podemos dar uma condigao necessaria e suficiente que
nos permite saber se existem elementos singulares ou ndo em Z, C 0 ®(z*),

dado que todos os elementos de dg G(z*) sejam nao singulares.

Seja FF : R? — IR?, F € C! e z* uma solucio degenerada do PCN. Em

particular e sem perda de generalidade, consideraremos a situacao:

7 > fi(z*) =
z; = fo(z") =0

para a qual, G(z*) =0 e ®(z*) =0.

As funcoes : G, @ : IR? — IR? estao definidas por:

6w = (mmtm A,

_ | (=1, filz))
) = ( #(zs, fo(c) )
sendo que, parai = 1,2,

é(zi, fi(z)) = (s, fi(z))]l2 — = — filz) -

Assim:

01 oy 8z, dz2
o G(z*) =
i ( ) 0fa(z*)  9fa(z*)

o1 Oz

(aflga:'! Bflg:c'!) aflg:z‘! aflgxq

0 1

Para simplicar a notagiao chamaremos um elemento de dgG(z*) por:

b1 bi2
B = .
b1 b2

(4.1)

(4.2)
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Teorema 4.1:Sejam F: R* — R?, F € C', G e & definidas como em
(4.1) e (4.2). Se todas as matrizes de OpG(x*) sdo ndo singulares entdo ezistem
matrizes singulares em Z, C Og®(z*) se e somente se

1. by e det(B) tém sinais opostos.

2. (b2, b22) =p(0,1) comp < 0.

Prova:

Pela hipétese de nao singularidade dos elementos de dg G(x*) temos que
det(B) # 0, o que implica:

by # 0
birbay # bigba.

Agora,

—bn —byy
B:( )eZ,,cagcb(x*),
(@ —1)e] + (B —1)(ba,bx)

coma?+p2=1.
Nosso interesse é, sob a hipotese de ndo singularidade dos elementos de 0gG(z*),
encontrar um critério que permita decidir se existem ou nao elementos singulares

em Z, C 0g ®(z*). Podemos entdo perguntar o seguinte:

Existira A € IR tal que

(o —1)e] + (8 — 1)(ba1, ban) = A (—b11, —b12) ? (4.4)

Em primeiro lugar, suponhamos (b1, b22) # p(0,1). com p # 0.



Capitulo 4 61

De (4.4), tem-se: ‘

by
= 1-2)
g - (4.5)
by b
o = 1+(1; 22—b12>)\. (4.6)
21

De o + 32 =1, (4.5) e (4.6):

b\ b ?
(1——11)\) + (1+( 11 22 —bm))\ =1.
bor ber
Assim, temos um polinémio em A dado por:

p(A) = aX+br+c=0,

bu>2 (b11b22 >2
a = |—] + -b
<b21 by 12

bll (bll b22 )
b = —22 49 —b
b21 b21 12

onde,

c = 1.

O valor do discriminante de p()) é

b1 b b2, b
B _ 11912 01y 020 .
4ac 8 ( bay b2, (4.7)
= —8% 4eyB

Portanto, se b;; e det(B) tém sinais opostos’ existem valores reais de A que
satisfazem (4.4) i.e., existem elementos singulares em Z, C 9p ®(z*).

ldet B # 0 pela hipétese de nao singularidade dos elementos de dpG(z*).
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Agora, suponhamos (b21,b22) = p(0,1) , p # 0. Logo,

—byy —b1z
B.(z)=|
0 (a-1)+(B-1)p

assim, det(B.(2)) =b; (1 —a—Bp+Dp).
Assim det(B,(z)) = 0 se e somente se?:

i.e., se e somente se

o = (1+p)-pp. (4.9)

Substituindo esta expressdo em o? + (3% = 1, temos um polindomio de segundo
grado em J eujo discriminante é — 8p. Portanto, det(B,(z)) = 0 se e somente
se p < 0, o que conclui a prova do Teorema 4.1. |

Mas, BD-regularidade de ¢ em z* implica BD-regularidade de G em z*, isto é
formalizado no seguinte Lema .

Lema 4.1:Sejam F: R? — IR?, F € C', G e ® definidas como em (4.1)
e (4.2). Se todas as matrizes de Z* sio nao singulares entao todas as matrizes
em 0gG(z*) sdo ndo singulares.

Prova: Dado que qualquer matriz B € g G(z*) pode ser vista como — B,(z) €
Z,setomamosa =1, =0o0u a=0,8 =1 entdo 0g G(z*) C Z, e assim, se
todos os elementos de Z, sdo ndo singulares, entdo G é BD-regular em z*. B

2J4 que by #0.
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Voltando ao exemplo 2 observamos que para

2 1
B = € aBG(SC‘),
11

tem-se que b; e det(B) tém o mesmo sinal. Assim, nesse exemplo, todas as
matrizes em Z, C 0 ®(z*) sdo ndo singulares.

Na situagao geral, i.e., para F : IR* — IR", F € C!, seja z* uma solucgio
degenerada do PCN. Suponhamos que z* tem m degeneragoes. Sem perda
de generalidade suporemos que as degeneragoes se apresentam nas ultimas m

componentes:
> fl(_’[*)zo i:l,...,n_m,.
= fila")=0 i=n—m+1,---,n.

I
i

Logo, dpG (z*) tem no maximo 2™ elementos, que vamos supor ndo singulares.

Seja,
bin bio --- by -+ bin
[B], S
B= : =1 by b --- by - bin | €0pG(z*).
[B],, oo
bnl bn2 Tt bnj e bnn

Assim, as componentes de B.(z) € Z, C 0g ®(z*), sdo da forma:

—[Bj; sei =1,---,n—m
[B.(2)); = {
(0i — 1)

e+ (Bi—-1)[B), sei=n-m+1,---,n.

Como no caso n = 2, vamos perguntar se existe A € IR tal que:

(@; — 1)ej + (8; — 1) [B]; = — A[B;, (4.10)
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para algunsi=1,---,n—-mej=(n—-m+1),---, n fixos.
Se [B]J.;épeJT, p # 0 entdo by # 0 para pelo menosum k, k=1,---,n.

Sem perda de generalidade suponhamos que [B] ; tem as primeiras j componen-
tes ndo nulas. Assim, de (4.10) temos:

a = 1+ 1 i bis bj; - (G-1)u (4.11)
’ '7— 1 k=1 ka Y . ‘
1 [ by
3, = 1—- —— 2200 412
0 = by, k=j+1,:---,n. (413)

Substituindo (4.11) e (4.12) em of + 37 = 1, obtemos o seguinte polinémio em
A

p(A) = aX’+br+c=0,

1 b; L)
— Gk Y55 —1)b; + Oik.
¢ (- 1) (g b ) ) (k:l jk) }

_ 2 b,kb,, N £ =y
N End| Z Y 1)%) (Z )]

k=1 b]k

onde,

O valor do discriminante, > — 4ac, de p(}) é
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bir  bij
8 ik bjj

j-1 b n bik
(n—1)2 kgl bik (k:lz,k;éj bjk) '

Portanto, se as expressoes entre parénteses tém sinais opostos, entao existem
valores reais de A que satisfazem (4.10) i.e., existem elementos singulares em

Z, C 05 B(z*) .

Observe que, em particular, se [B] ; 180 tem componentes nulas, tem-se:

1 n b b
o = 1+ — ( Z —ijil—‘(n—l)b,’j) A (414)

g = 1-— (i b_‘“) X (4.15)
k

Substituindo (4.14) e (4.15) em o + 3 = 1, obtemos o seguinte polinémio em
A

p(A) = aX® +bA+c=0,
onde,

2 2
! = b by by
= —_— — L —(n=1)b;; | + o
@ (Tl has 1)2 ( =Z . bjk (n ) J k Z -bjk

=1Lk#j
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Logo, o valor do discriminante, & — 4ac, de p()) é

) bix bu bix le
3 8 Jz-l bk bj; B i bjk  bjj Zn: _bi
(n—-1)2 | o bik k=j+1 bik k=1k#j bjik

Portanto, se as expressoes entre parénteses tém sinais opostos, entdo existem
elementos singulares em Z, C 0p ®(z*).

Se [B), =pe] , p # 0 entdo (4.10) é equivalente a:

[(e; — 1)+ (8; = 1) p] €] = = A[B];, (4.16)

paraalgunsi=1,--- ,n—mej=(n—m+1),---, n fixos.

Assim de (4.16), existird um valor real de A que satisfaga (4.10) se e somente se

\ o= (0'1—1)‘;(@—1)?’

e [B]; = €] . Neste caso existirdo elementos singulares em Z, .
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Testes numeéricos

Neste capitulo analisamos a sensibilidade das fun¢oes Minimo e Fischer a dege-
neragoes na solugdo do PCN e o comportamento local dos algoritmos propostos
nos Capitulos 2 e 3, respectivamente. Para isto consideramos a fungio F
definida em ([8]), i.e.,

F: R* — IR
z +— F(z)=(fi(z), -, falz))”
onde,

hi(x) — hi(z*)  sei é impar oui > n/2,
filz) =
h;

i(x) — hi(z*) + 1 em outro caso,

sendo que,

= (1,0,1,0.)7 € R".
Parai=1,---,n, h; sdo as 17 fungdes definidas em ([14]).

Neste caso a fungio F nao é diferencidvel em z*, visto que, parai pare i > n/2
tem-se:

filg) =g =0.

67



Capitulo 5 68

Assim, z*' é solugao do PCN associado a F e portanto z* é solugao degenerada
dos sistemas nao lineares G(z) = 0 e $(z) = 0 com G e ® definidas respectiva-
mente por (2.1) e (3.2).

5.1 Sensibilidade em solugoes degeneradas

Para F', G e ® definidas desta forma, usando as 17 funcGes definidas em ([14])
e com n fixo, fizemos os seguintes testes:

1. Calculamos o nimero de condigdo de cada matriz de 9pG(z*) e em cada
caso determinamos o nimero de condi¢gdo minimo e o maximo.

2. Para uma amostra aleatéria de vetores z, calculamos os numeros de
condi¢do das matrizes B,(z) € Z, C 0p®P(z*) e em cada caso, deter-
minamos 0 minimo e o maximo numero de condigao.

3. Maximizamos o nimero de condigao dos elementos de Z, como funcao de
z.

Todos os testes foram feitos usando o MATLAB e os resultados sao apresentados
nas seguintes tabelas:

A Tabela 1 resume os resultados dos items 1. e 2. Nas duas primeiras colunas
fazemos referéncia ao nimero e & dimensao, respectivamente, do problema consi-
derado. (Prob, Dim)
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Prob. | Dim. Minimo Fischer

min. | maz. min. | macz.
1 6 18.18 | 28.37 || 17.72 | 43.61
2 6 1545 | 3845 | 19.09 | 54.45
3 10 2.82 5.50 5.50 | 157.71
4 6 14.36 | 15.63 | 14.98 | 21.52
) 7 00 00 00 [’s)
6 6 34.73 oo i 33.53 00
7 6 3213 | 33.00 § 32.35| 35.69
8 6 34.03 | 35.01 || 34.03 | 46.62
9 6 32.79 | 34.18 | 36.16 | 71.31
10 6 24.37 | 3537 || 23.93 | 48.52
11 6 25.01 | 50.08 || 32.64 | 543.21
12 8 116.46 | 256.20 |[ 117.09 | 846.31
13 8 2229 | 76.90 || 38.03 | 256.80
14 6 6.15 | 38.47 5.93 | 645.89
15 6 23.36 | 25.58 || 24.27 | 27.58
16 6 3.87 7.23 549 | 13.14
17 6 952 | 1093 | 19.86 | 24.79

Tabela 1: Comparagdo entre nimeros de condi¢ao
de matrizes de 9gG(z*) e de Z, .
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A Tabela 2 resume os resultados do item 3.

Prob. | Dim. | Minimo Fischer
1 6 28.37 00
2 6 38.45 00
3 10 5.50 00
4 6 15.63 22.34
) 7 00 00
6 6 00 00
7 6 33.00 00
8 6 35.01 00
9 6 34.18 || 1.83x10'8

10 6 35.37 48.55
11 6 50.08 00
12 8 256.20 00
13 8 76.90 253.86
14 6 38.47 | 2.19x10"
15 6 25.58 31.89
16 6 7.23 13.23
17 6 10.93 || 2.98x10'®

Tabela 2: O mdzimo nimero de condigao das
matrizes de OgG(z*) para a fungdo Minimo e a
mazimizacdo do nimero de condi¢ao das matrizes
em Z, para a fungdo de Fischer.
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Nesta tltima tabela encontramos os resultados mais interessantes, os quais nos
permitem concluir que a funcao de Fischer é muito mais sensivel a degeneragoes
na solugao z* que a fungao Minimo. Isto afetard a convergéncia local do método
que usa a fung¢do de Fischer, i.e., em problemas degenerados, se para ambas as
reformulagoes do PCN tem-se convergéncia, a convergéncia da reformulacao que
usa a fungao de Fischer pode ser mais lenta que a reformulagao que usa a fungao
Minimo.

5.2 Comportamento local dos algoritmos 2.1 e
3.1

No que segue analisamos o comportamento local dos algoritmos propostos nos
Capitulos 2 e 3, respectivamente. Para isto, implementamos os algoritmos 2.1
e 3.1, em MATLAB, e os testamos em uma estacao SUN SPARC 2 usando os
17 problemas teste gerados e sugeridos em [8]. Para ambos os casos, testamos e
comparamos o método de Newton generalizado ([21]) e os algoritmos 2.1 e 3.1,
usando a férmula esparsa de Schubert para atualizar a matriz A; . ([22])

k

Declaramos convergéncia em z° sempre que:

I|IG(z*)|]2 < v/n10% para o Algoritmo 2.1,
|®(z*)|ls < v/n10~° para o Algoritmo 3.1,

e divergéncia se k > 100 ou

|G(2%)||oo > 10%° para o Algoritmo 2.1,
||®(z*)l]oo > 10?° para o Algoritmo 3.1.

Para todos os problemas o vetor inicial foi z° = (0.9,0.1,---,---)T € IR". Os re-
sultados deste conjunto de experimentos sio resumidos na Tabela 3 onde Prob
denota o niimero do problema considerado, Dim € a dimensao do problema e
cada uma das outras colunas resume o niimero total de iteragoes efetuadas por
cada método.
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Se houve convergéncia para uma solugao do PCN diferente de z* isto é indicado
com um * depois do numero de iteragoes. A divergéncia ¢é indicada com — .

O problema 6 do conjunto de testes nao satisfaz a hipétese de nao singularidade
(Capitulos 2 e 3), nem para a fungdo Minimo nem para a fungao de Fischer
e por isso este problema nao é considerado no conjunto de experimentos.

Prob | Dim || Newton | Newton || Alg. 2.1 | Alg. 3.1
Minimo | Fischer || Minimo | Fischer

1 100 3 4 3 6
2 100 4 5 3 6
3 100 - - - -
4 100 3 4 4 4
) 101 - - - -
7 100 4 4 4 6
8 100 3 4 6 -
9 100 5 4 6 6
10 100 4 4 7 7
11 100 1* - 1* -
12 100 1* 6* - -
13 100 - - - -
14 100 - - - -
15 100 15 17 - -
16 | 100 2 4 2| 4
17 100 5 5 6 6

Tabela 3: Comportamento local do método de Newton generalizado
e dos Algoritmos 2.1 e 8.1 usando a formula esparsa de Schubert.
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Os resultados da Tabela'3 mostram que, para este conjunto de experimentos,
o comportamento local do método que usa a fungao Minimo € ligeiramente
melhor do que aquele que usa a funcao de Fischer. Esta caracteristica também
foi observada recentemente em ([12]) através de experimentos numéricos e os
autores usam esta observagdo para introduzir uma estratégia de globalizagao
para resolver o PCN.
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Estratégia de globalizacao

Baseados no bom comportamento local da fungao Minimo, provado tanto en
forma tedrica como numérica nos capitulos anteriores, e no fato que a soma
de quadrados do sistema relacionado com a fungao de Fischer é diferenciavel,’
apresentamos neste Capitulo um algoritmo hibrido global para resolver o PCN.

A idéia do algoritmo é a seguinte: iniciamos com o método local que usa a
fungdo Minimo e continuamos usando o método se ||G(z)|| estd decrscendo em
um certo sentido. Caso contrdrio usamos um algoritmo global de minimizacao,
o qual usa a fungdo de Fischer. Mas, em cada iteragio deste algoritmo de
minimizagdo estamos controlando o comportamento monétono de ||G(z)|| .

O algoritmo global de minimizagao? que estamos usando e que usa a fungio de
Fischer é proposto em ([2]). Para maior clareza incluimos o algoritmo no texto.

Apresentamos alguns resultados numéricos do comportamento do algoritmo
hibrido e comparamos estes resultados com os obtidos usando o algoritmo pro-
posto em ([2]).

Imétodos globalmente convergentes relacionados com sua minimizagdo podem ser desen-
volvidos. Infelizmente, esse nao é o caso da funcdo Minimo.
2E que resolve também o PCN .

74
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6.1 Iteracoes ordinarias e especiais

No que segue apresentamos os dois algoritmos que combinamos formando um
algoritmo hibrido para resolver o PCN.

O Algoritmo 6.1, é um algoritmo local tipo Newton Generalizado, i. e, as

matrizes By € 0pG(z¥).

Algoritmo 6.1

Sendo dado um ponto inicial 2°, para k =1, 2 --- , 2%*! é gerado como segue:
= zF _ BoVG(h,

onde, B; € 05G(z*), é calculada como em (2.3).

Uma iteragao produzida por este algoritmo serd chamada de iteracao or-
dinéria.

O Algoritmo global de minimizagao que usamos em nosso Algoritmo
hibrido é o proposto em [2] e usa somente a fun¢do de Fischer. Esse algoritmo
resolve o PCN resolvendo o problema equivalente:

min ¥(x)

onde,
¥(z) = II‘I> Nz =

Z (zi, filz

l\')lb—'

Observe-se que U € C!. Além disto, para cada matriz V € 8p®(z*),
VI(z*) = VT o(z*).
Ver ([2]).
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Para maior clareza, apresentamos o algoritmo a seguir.

Algoritmo 6.2

P .0 : (Inicializagdo) z° € R", p > 0,p>2,0 € (0,1/2), B € (0,1),
e>0,k=0
P .1 :(Critério de parada) | V¥ (z*)|| < €.

P .2 :(Célculo da diregdo de descida)

Escolha um elemento H; € dp®(z*). Encontre a solugio d* do sistema:

Hid = -®(zF).

Se o sistema nao tem solugao ou se a condigéo
V¥ (z*)Td* < —plld¥|
nio é satisfeita, fixe d* = —V¥(zF).

P .3 :(Busca linear) Encontre ¢ := max{8':1=0,1, 2, ---} tal que
(zk + tpd¥) < U(z*) + oty VU (2F)Td* .
P .4 :(Atualizagio)
o = ok 4 4 db,

k< k+1, e volte ao passo P.1.

Uma iteragao gerada por este algoritmo serd chamada de iteragao especial.
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6.2 Algoritmo hibrido ~

Iteracoes ordindrias e iteracoes especiais, definidas na se¢do anterior sdo
combinadas no Algoritmo hibrido 6.3, que é um algoritmo tolerante no sen-
tido que permite uma seqiiéncia de iteragoes locais até que o decréscimo em
||G(z*)|| ndo seja satisfatorio. Os parametros q e 7, no algoritmo definirdo dita
tolerancia.

Iniciamos o Algoritmo hibrido com uma iteragdo do Algoritmo 6.1 e a
cada iteragdo, fazemos decrescer ||G(z*)||. Quando isto nio é possivel usando
somente o algoritmo 6.1 entao usamos o Algoritmo de minimizagao 6.2.

Definimos, para todo k € N,
wk = argmin{[|G(°)|| --- IG(")] }-

Para completar, definimos ||G(w*)|| = ||G(z%)| se k < q.

Algoritmo hibrido 6.3 . (Minimo - Fischer )

P.0 :k=0,2°€ R*, FLAG = 1. Sejam ¢q > 0 um inteiro, ¥ € (0, 1).

P.1 :Se FLAG =1 obtenha r**! usando a iteragao ordindria.

Caso contrario obtenha z**! usando a iteracao especial .

P.2 :Se
G| < 7 IIG(w*=9)]

entao FLAG = 1, k + k+ 1 e volte ao passo P.1.
Caso contririo redefina ¢+ « wh+!|
FLAG = -1, k+ k+1 e volte ao passo P.1.
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6.3 Testes numéricos

O Algoritmo 6.3 foi implementado em MATLAB e testado numa estacio
SUN SPARC 2 usando os 17 problemas teste gerados e sugeridos em ([8]) com
os pontos iniciais propostos em ([14]).

Declaramos convergéncia em z*F sempre que ||G(z*)|]2 < v/n107% e declaramos
divergéncia se o nimero de iteragoes ¢ maior que 100 ou t; < t,p, -

Usamos os seguintes valores para nossos parametros:

vy=09 ¢=5 p=10"% pB=05

o0=10"1 p=21 ty, =10"12

Seguindo o que foi feito em ([2]), na implementagdo do Algoritmo 6.2, in-
corporamos em P.2 a estratégia de busca linear nado monétona proposta em

(190)-

Os resultados deste conjunto de experimentos estao resumidos na Tabela 4 onde
apresentamos o comportamento do método global que usa as fungées Minimo
e Fischer (Algoritmo hibrido), com o algoritmo global que usa somente a
fungdo de Fischer (Algoritmo 6.2)

Para cada teste reportamos o nimero do problema (Prob), a dimensio do pro-
blema (Dim) e o nimero total de iteracoes efetuado por cada método. Para
o caso do Algoritmo Minimo- Fischer reportamos o nimero de iteragoes
seguido de (O, E) onde O é o niimero total de iteracoes ordinarias e E repre-
senta o numero total de iteragoes especiais.

Se a convergéncia ocorreu numa solugao do PCN diferente de z* isto é indicado
com um * depois do nimero de iteragoes. A divergéncia é indicada com — .

Da mesma forma que no Capitulo 5, nao incluimos o problema 6 do conjunto de
testes porque ele nao satisfaz a hipétese 3 da teoria de convergéncia desenvolvida
nos Capitulos 2, 3 respectivamente.
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|'Prob. | Dim. | Minimo-Fischer || Fischer |
1 | n=100 1 (4,0) 6
2 [n= 100 6 (1,5) 29
3 n=100 - R
4 | n=100 10% (7,3) 13*
5 n=101 - -
7 n=100 - -
8 n=100 - -
9 n=100 - -
10 | n=100 6 (6,0) 7
11| n=100 T (1,0) 3
12 | n=100 33 (9,14) 13
13 | n=100 11 (6,5) 11
14| n=100 12 (7,5) »
15 n=100 - -
16 n=100 4* (4,0) 6*
17 | n=100 7 7.0) 7

Tabela 4: Comparagdo entre o Algoritmo hibrido 6.3
e Algoritmo global 6.2

Observamos na Tabela 4 que, na maioria dos casos de convergéncia de ambos
os algoritmos, o Algoritmo 6.3 efetua menos iteragoes que o Algoritmo 6.2.
No caso de convergéncia a outra solugdao, ambos os algoritmos convergen ao
mesmo ponto.

Nos problemas onde as iteragdes especiais nao foram acionadas (1, 10, 11, 16
e 17), era de se esperar que o nimero de iteragoes fosse menor, porque nesta
situagdo tem-se Minimo x fischer.
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Dos 16 problemas, 6 nao convergiram. Dos 10 restantes em apenas 5 as iteragées
especiales foram acionadas. Chaman atengdo os problemas 2, 12, e 14. Em 14
somente o hibrido converge, indicando uma posibilidade deste algoritmo ser mais
robusto. Contudo, o fato de ndo ter conseguido convergéncia em 6 problemas do
conjunto de 16 impossibilita uma conclusiao mais segura no sentido de robustez.

6.4 Uma aplicacao

O Problema de Complementaridade Nao Linear (PCN) tem tido, nas tltimas
trés décadas, um papel central na modelagem matemdtica de problemas em
diferentes dreas. A importancia do PCN em Engenharia e Economia deve-se
ao fato de que o conceito de complementaridade é sinénimo da nocao de sis-
tema em equilibrio. Recentemente Ferris e Pang (ver [5]), fizeram uma
documentagao extensa de aplicagoes de Problemas de Complementaridade Nao
Linear de dimenséao finita a problemas de Engenharia e Economia, com o obje-
tivo de estimular a investigagao em aproximagoes de complementaridade para
resolver esses e outros problemas.

A seguir consideramos um desses problemas, conhecido como problema de
valor de capital invariante ([5], [19], [10]). Nosso interesse é aplicar a teoria
desenvolvida nos capitulos anteriores, (em particular testar o algoritmo hibrido,
proposto no capitulo 4) a tal problema.

No problema de valor de capital invariante, o interesse é encontrar um
capital inicial z que seja invariante sob o modelo de otimizagéo (6.1). Para isto,
segundo ([19]), se supde que uma economia se desenvolve em um nimero infinito
de periodos de tempo com produgao e recursos constantes em cada periodo. No
. inicio de cada periodo de tempo t, a economia investe seus bens de capital
z; no processo de producido os quais produzem bens de capital e bens de
consumo. O capital produzido no periodo ¢, z;,,, serd investido no periodo
seguinte, enquanto os bens de consumo z;, produzidos nesse periodo vao
determinar a utilidade do investimento. A utilidade total do invstimento
é uma soma ponderada, isto é, a utilidade ganha por consumo no tempo ¢ é
ponderada pelo fator a; € (0, 1).
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O problema pode ser formulado da seguinte forma: se cadat=1,2,---, Aéa
matriz de investimento de capital, B é a matriz de capital final nesse periodo,
C é a matriz de investimento de recursos, e w é um vetor de disponibilidade de
recursos, que é assumido constante para todos os periodos de tempo, enao

max 3 ioq a; V(x¢)
s.a Az, < z
Bz > 241 (6.1)
Cr; <w
zy 20,

onde, V(z) ¢ a utilidade proveniente do consumo especificado por z . Além disso,
assume-se que ¥V é concava e continuamente diferencidvel.

Portanto, as condigdes de factibilidade em (6.1) conectam o vetor de capital
inicial do t—ésimo periodo, z;, o vetor de capital final nesse periodo, z;4; e
o vetor disponibilidade de recursos w, com o vetor de consumo ;. Se quer
encontrar um valor zy = z para o valor de capital inicial que forneca como saida
um caminho de crescimento constante 6timo {(z:,2:)} que seja tal que
Ty =1 ez =z, para todo t.

Um valor de capital z > 0 é chamado reproduzivel se as condigdes de fac-
tibilidade em (6.1) para ¢ = 0 permitem que no final de um unico periodo
21 =2p=z.

Hansen e Koopmans ([10]), demonstram que existe uma equivaléncia entre o
problema de encontrar um valor de capital invariante e o problema com
periodo unico, porém com uma restrigao adicional, o que € descrito a seguir em
dois passos:

P1 : Dado um valor z reproduzivel, resolver o problema:

max V(z)
sa Ar <z
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Bz > 2 (6.2)
Cr<w
20,

P2 : Dado um fator de ponderagdo o € (0, 1), escolha um valor reproduzivel
z em P1 de tal forma que exista uma solugdo z(z) de (6.2) com multipli-
cadores de Lagrange associados, ¥ e u, que satisfacam u = ay.

O valor z satisfazendo P1 e P2 é chamado de valor de capital 6timo inva-
riante. Assim, usando essa informacao tem-se que um valor de capital inicial
2o d4 um caminho de crescimento constante 6timo {(z:,z:)} se e somente
se existe (z,y,u) resolvendo o PCN:

0 <z L -WaE)+A-aB)Ty+CTu > 0
0 <y L (B—-A)z > 0
0 < u L —-Czr+w > 0

com z; =z, 23 = Az, para todo t.

Implementamos o exemplo dado em ([19]) no qual se considera uma economia
com 3 bens de consumo, 2 bens de capital, e 2 recursos (mao de obra
qualificada e ndo qualificada). Cada bem pode ser produzido por dois processos
alternativos. Assim, tem-se um total de 10 processos, dos quais os processos 1
até 6 produzem bens de consumo.

O modelo de valor de capital invariante pode ser formulado como o PCN com

a fungdo F : IR}’ x IR? x IR* — IR' x IR? x IR? definida por

- VV(z) + (A — aB)Ty + CTu
F(z,y,u) = (B—A)x ,
—Cz+w

onde, a fungao utilidade V : Ri — IR definida da seguinte forma:
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\

V(z) = (z1 + 2.522)%2 (2.5x3 + 24)%% (225 + 316)°?,

que € concava e continuamente diferenciavel.

As matrizes A, B e C sdo dadas por: (ver [10])
A= 2222222 2 2 2
“\332211105105

B= 15 15 15 15 15 15 4 3 15 1.5
“\27 27 18 18 09 09 09 04 2 15

C = 11 1 1 1 1 1 1 1 1
~\05 15 15 05 05 1.5 1.5 0.5 05 1.5

e a disponibilidade de recursos dada por:

w=(0.8,0.8).

O Algoritmo hibrido 6.3 proposto na se¢ao anterior foi testado usando como
valores de desconto « : 0.7,0.8,0.9, sugeridos em ([19]) e os pontos iniciais como
em ([10]):
= (0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0,0,0,0)
b = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0,0,0,0)

O nimero de iteracoes efetuadas pelo Algoritmo hibrido, o valor da utili-
dade obtida na solugio e o valor de capital invariante 6timo sao apresen-
tados na seguinte tabela para cada um dos valores de a mencionados anterior-
mente.
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Desconto | Utilidade | Iter. a | Iter. b | Valor capital
! V(z*) (ti, ni) | (i, ny) Az*
0.7 0.48855 |11(5,6) | 12(5,7) | (1.0667, 0.7794)T
0.8 0.52216 | 10(4,6) | 10(3,7) | (1.1789, 0.9258)T
0.9 0.55935 8(4,4) | 11(4,7) | (1.6000, 1.1706)T

84

Esta tabela permite observar que, a medida em que o valor de a aumenta, a

utilidade atingida, e o valor de capital 6timo também aumentam.

Os valores obtidos sido andlogos aos obtidos em [10], mas eles ndo reportam o
nimero de iteragoes tomadas por seu algoritmo.

Em [19], para o mesmo exemplo e com o = 0.7, o algoritmo converge em 10
iteragoes quando o ponto inicial é dado por a e 11 iteragoes quando partem de

b.
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Comentarios finais

A técnica de reduzir Problemas de Complementaridade Nao Linear a sistemas
de equagdes nao lineares é muito importante para resolver esse tipo de problemas
porque, desta forma, o trabalho principal na maioria das iteragoes é a resolugao
de um unico sistema linear. Na aproximacao Newtoniana a matriz deste sistema
¢ a matriz Jacobiana e se exige o cdlculo da solugdo exata, enquanto que no
método de Newton-Inexato somente se precisa de uma solugdo aproximada.
Neste trabalho consideramos a aproximacao Quase-Newton, que pode ser muito
util quando as derivadas do sistema sdo muito caras ou dificeis de obter.

O fato de que, no fundo uma iteragdo consista na resolu¢io de um sistema
linear junto com somente uma avaliagao da fungao estd associado a possibilidade
de obter taxas de convergéncia altas (geralmente convergéncia superlinear) de
métodos locais puros. Procedimentos de globalizagao sao usualmente feitos de
tal forma que iteragoes globais coincidam com iteragdes locais numa vizinhanca
da solu¢do, mantendo desta forma convergéncia local rdpida.

No entanto, convergéncia local rdpida depende usualmente das caracteristicas
do problema, a principal das quais é a nio singularidade dos Jacobianos (gene-
ralizados) do sistema n&o linear na solugdo considerada. De Luca, Facchinei e
Kanzow ([2]) mostraram que, quando se usa o sistema néo linear induzido pela
aplicagdo da fungao de Fischer componente a componente, a nao singularidade

85
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dos Jacobianos Generalizados nao estd associada diretamente a degeneragoes
na solugao. Em outros termos, Jacobianos Generalizados nao singulares podem
ser encontrados em solugOes degeneradas, e ainda nestes casos pode esperar-se
convergéncia rapida. E ficil provar que os mesmos resultados se verificam para
a cldssica fungao Minimo considerada nesta tese e para generalizagoes da funcio
de Fischer introduzidas em ([12]). A soma de quadrados do sistema relacionado
com a fungao de Fischer é suave, portanto métodos globalmente convergentes
relacionados com sua minimizacao podem ser desenvolvidos. Infelizmente, esse
nao é o caso da fungdo Minimo.

Por outra parte foi provado nesta tese que Jacobianos Generalizados singulares
podem aparecer em solugoes degeneradas do Problema de Complementaridade
Nao Linear quando se usa a reformulagio relativa a funcdo de Fischer como
resultado da forma algébrica dessa fungao de duas varidveis. Para entender
geometricamente porque isto acontece, considere o Problema de Complementa-
ridade em IR? | definido por fi(zy,73) = 2, +2x5—1 € fo(x1,T9) = 21 +T9—1, 0
qual tem solucdo nao degenerada (0, 1) e solugdo degenerada em (1,0) . Numa vi-
zinhanga de (1, 0) a reformulagéo relativa a fungdo Minimo é formada pela linha
T1+2z9—1 = 0e a”curva” linear por partes min{z,, z; +2,—1} = 0. Portanto,
as curvas de nivel das duas fungoes de Fischer envolvidas sao aproximagoes sua-
ves das curvas de nivel de (z; + z, — 1) e min{zy,z; + z, — 1} = 0. E facil
ver, geometricamente, que o conjunto de pontos nos quais as curvas de nivel da
primeira fungao de Fischer sao tangentes as curvas de nivel da segunda formam
uma curva continua que emana de (1,0) . Evidentemente, a Jacobiana da refor-
mulagéo relativa a funcdo de Fischer é singular em todos os pontos dessa curva
e, assim, existe um Jacobiano Generalizado singular em (1, 0). Claramente, esse
fenémeno ndo ocorre no caso da fungdo Minimo. (Para a reformulagio relativa
a fun¢do Minimo, o conjunto de Jacobianos Generalizados é formado por duas
matrizes nao singulares).

As observagoes anteriores parecem indicar que o desenvolvimento de teorias
locais tipo-Newton para o sistema que usa a fungdo Minimo podem ser uma
ferramenta, til para entender o comportamento de métodos praticos. Nesta
tese desenvolvenos uma teoria Least Change Secant Update para métodos
quase Newton baseados em projegtes tipo secante. (As teorias de Newton e
Newton-Inexato sdo simples aplicagoes de teorias existentes para sistemas semi-
suaves .)
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Finalmente, a associagdo entre métodos local e globalmente convergentes deveria
ser considerada. Com este fim, sugerimos combinar estratégias locais baseadas
na fungdo Minimo com estratégias globais baseadas na fungao de Fischer como
as desenvolvidas em ([8]). Resultados numéricos preliminares mostraram que
esta combinagdo vale a pena. No entanto muita investigacdo € necessiria ao
longo dessas linhas tanto do ponto de vista tedrico como pratico.
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