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Introducao

A partir de 1965, ano em que Lotfi A. Zadeh publicou seu cldssico artige Fuzzy Sets
[42] sobre a teoria fuzzy, muito tem-se feito na tentativa de modelar, matematicamente,
conceitos que se julgam subjetivos. Para isto, muitos autores tém generalizado varios
topicos classicos de matematica, de engenharia, computagao e outras areas, para incluir
os casos fuzzy. Este é o caso de Sugeno [37] que introduz o conceito de esperanga fuzzy,
baseando-se na definicdo de medida fuzzy, onde a o-aditividade da medida de probabi-
lidade deixa de ser exigida. Ainda em seu trabalho, Sugeno faz um estudo comparativo
entre as esperancas classica e fuzzy, para uma variavel aleatdéria normalizada, concluindo
que tals esperancas diferem no maximo em %. Muitos cutros conceitos de medida foram
introduzidos na teoria fuzzy como, por exemplo, medida de Sugeno, medida de possibi-
lidade, introduzida por Zadeh [43], etc. Puri ¢ Ralescu [28], provam que uma medida
de possibilidade nao é uma medida fuzzy e finalmente Wang [40} faz um estudo mais
completo sobre os diversos tipos de medidas e integrais fuzzy.

O nosso trabalho tem embasamento tedrico, principalmente nos artigos de Puri e
Ralescu [29] e [30] onde sio dadas, respectivamente, as definigoes de diferencial e integral
para funcoes fuzzy F : {a,b] C IR — E™, onde E™ é uma certa classe de conjuntos fuzzy
com uma estrutura linear, sem ser espago vetorial [29]. Em [30] também € definida uma
métrica, D, para uma classe de conjuntos fuzzy, F{IR™), que contém E™, com a qual o
espaco {F(IR™}, D) é completo (mas néo separavel). Por outro lado, Kloeden (22] define
uma métrica, H, em F{IR") com a qual {F(IR"}, H} é separavel (porém nao ¢ completo).
Pelo fato de E™ ser fechado em F(IR") [31], temos que (E™, D) é espago métrico completo
e com a estrutura linear, mencionada antes, é que torna-se possivel fazer uma teoria de
célculo diferencial e integral para fungdes com valores em E™.

Baseado nos conceitos de diferencial e integral para funcoes fuzzy, Kaleva [17], dentre
outros, desenvolve uma teoria de calculo diferencial e integral e d4 inicio, paralelamente a
Seikkala [36], ao estudo das equagdes diferenciais fuzzy, principal ferramenta, junto com

as equacoes de diferencas, para o nosso trabalho.



Os modelos de crescimento populacional tais como os de competicdo entre espécies e
o de presa-predador, propostos inicialmente por Lotka e Volterra {ver Bassanezi e Fer-
reira [05]), apresentam graus de subjetividade principalmente no que diz respeito as inter-
pretacoes dos parametros que neles aparecem (ver Modelo 2 no Capitulo 7 deste trabalho).
Também a condicao inicial de um problema de Cauchy pode, muitas vezes, apresentar al-
gum grau de imprecisdo quanto ao seu verdadeiro valor € mesmo as proprias varidveis de
estado podem apresentar subjetividade. No modelo presa-predador, por exemplo, o que
significa ser predador? Quantas presas devem ser abatidas para que o individuo passe a
ser considerado predador? Mesmo que um grupo de individuos seja considerado predador,
certamente existem varios graus de predagao dentro deste grupo. Se considerarmos estas
questoes relevantes, entao julgamos ser a teoria fuzzy uma ferramenta indicada para tratar
tais problemas.

A estratégia basica, neste trabalho, é estudar os modelos da Biomatematica, que
utilizam as teorias de equagbes diferenciais e de diferencas, tratando-os dentro da teoria
fuzzy. Para isto, tais teorias sio generalizadas {Capitulos 4 a 6) € duas formas de extensao
sao tratadas: uma quando apenas o parametro multiplicativo é fuzzy e outra utilizando o
principio de extensao de Zadeh. Tal principio é amplamente estudado em nosso trabalho
(principalmente no Capitulo 3), possibilitando algumas aplicacées {Capitulo 7).

As teorias do cédlculo para multifuncoes, resumidas no Capitulo 1, alicergam as respec-
tivas teorias do calculo para funcoes fuzzy, apresentadas nos Capitulos 3 a 6. O grande
elo de ligagao é o Teorema 2.3 que relaciona, univocamente, uma famfilia de subconjuntos
do IR™ com um conjunto fuzzy, cuja defini¢ao encontra-se no Capitulo 2.

Nos Capitulos 5 e 6, além de teorias de equagdes diferenciais fuzzy e de equacgdes
discretas, apresentamos teoremas que, em certo sentido, nos indicam serem as solugdes
classicas preferidas. Questées de estabilidade, ainda polémicas para equacoes diferenciais
fuzzy, sao discutidas e no final do Capitulo 6 apresentamos um pequeno estudo sobre as
Orbitas periddicas para um sistema dindmico fuzzy discreto.

O Capitulo 7 é dedicado as aplicacoes das teorias, estudadas anteriormente, em mode-



los da Biomatemadtica. Para tanto, sio feitas consideragdes de como deve ser tratado cada
modelo e de que forma a subjetividade, que julgamos relevante, deve ser incorporada aos
modelos.

A exemplo do que se faz para incorporar a estocasticidade nos modelos da Bio-
matemadtica (May [25] e Turelli {39]), entendemos também ser basicamente dois os tipos
de subjetividade que aparecem nos modelos da Biomatematica: quando as variaves de
estado sdo consideradas subjetivas (tratadas aqui por fuzziness demogrifica) ou quando
os coeficientes de modelos classicos é que tém interpretagdes subjetivas (fuzziness ambi-
ental). Estas questdes sdo ilustradas através de exemplos e um diagrama de bifurcacdo
para o modelo logistico fuzzy ¢ apresentado, usando o principio de extensao de Zadeh.

Norteados pelo principio de extensao de Zadeh, o qual nos permite estender equacoes
diferenciais classicas em questoes diferenciais fuzzy, encerramos o nosso trabalho comen-
tando que qualquer conceito de estabilidade que venha a ser dado a uma solucao de
equagio diferencial fuzzy deve ser compativel com o classico ja existente, isto é, solugoes
que eram estéveis para as equagdes classicas devem assim permanecer para o caso eslen-

dido fuzzy.



Capitulo 1

Multifuncoes

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos relacionados a mulfifungoes, isto é, fungoes
que associam pontos a conjuntos. Estes conceitos servirao de base para o estudo de fungoes
com valores em conjuntos fuzzy. Por exemplo, os conceitos de integral de Aumann, bem
como o de derivada de Hukuhara para multifungoes, alicercam os respectivos conceitos de

integral e derivada para funcdes com valores em conjuntos fuzzy.

1.2 Preliminares

Sejam A e B dois subconjuntos limitados e néo vazios de IR". A distancie de Housdorff

entre A e B é dada por
h(A, B) = maxo(4, B), p(B, 4)
onde p{A, B) = sup 3161‘1; |le — bl} e {j-|| é a norma euclidiana em R™. _
o€ A

Proposigio 1.1 (Puri-Ralescu [30]) Sejam A e B, conforme acima, entao
(a) p(A,B) = 0, se e somente se, A C B, onde B € o fecho de B.
(b) p(A,C) < p(A,B) + p(B, ().



Q(IR™) denota a familia de todos os subconjuntos compactos e nao vazios de JR™ enquanto

Qc(IR™) é a familia de todos os subconjuntos, compactos nao vazios e convexos de IR™.
Teorema 1.2 (Puri-Ralescu [30]) O espago métrico (Q(IR™), h) € completo e separduvel.
Proposigdo 1.3 Sejam A, B, C € Q(R") ¢ AC B C C, entdo

h{B,X) < max{h(4, X), h(C, X))
para todo X € Q(IR™).

Prova: Pelo fatode A C B C C e A, B e ( serem compactos, da Proposicéo 1.1,
tem-se:

p(X,B) < p(X, A) + p(A,B) = p(X, A)

p(B,X) < p(B,C) + p(C, X) = p(C, X)
Portando,

se h(B,X) > h{A, X) entio h(B,X)=p(B, X) < p(C,X) < h(C,X);

se h(B,X) 2 h(C,X) entdao h{B,X)=p(X,B) < p{X, 4) < h(A4, X};
Isto € o que queriamos demonstrar. [ |

Em Q(IR™) a métrica h pode também ser definida por:
h(A,B)=inf{e: B C B(A,e), A C B(B,¢}},

onde B(A,e) = {x € R" : ||a — z|| < ¢ para algum a € A}.
Diz-se que a seqiiéncia de subconjuntos {A,) de IR" converge para A C IR", no

sentido de Kuratowski, se

pETm sup A, = pll’lfco inf Ap = A



onde

pEl’_{lmSUp Ap = () (L:Jij)

p=1 3

={zeR":z= jETm Tp, € Ap;, Ap; Subsequéncia de A,}

. B N
pll.riiwlllf Ap={z€eR":z pll,x}rqw Tp, Tp € Ap}

Teorema 1.4 Sejam A, Ap € Q(IR"), entao sao equivalentes
(a) Bm_h(4 4)=0.
(b} 1. p]lrinm inf 4, = pETm sup A, = A

e

it. todos 05 Ay, e A estao conlidos em um mesmo compacto.

Prova: (Ver Hausdorff [14] ou Quelho {32]).
Agora, se tivermos {A4,) uma seqiiéncia nao decrescente (nio crescente) de compactos
de IR™ e se (Ap) admitir subseqiiéncia convergindo para um compacto A, com respeito a

métrica de Hausdorfl, entédo plir_'l_noo h{Ap, A) = 0 (Kaleva, [16]).

Teorema 1.5 Seja f ; IR® — IR™ uniformemente continua. Enido a aplicacao K —

f(K), definida em (Q(IR™), k) € uniformemente continua.

Prova: Dado £ > 0, seja § > 0 tal que

[lz — y|| < 6§ entao ||f(x)— f(y)l| <& para todo =,y € IR™

Se K,C € Q(R") e h(K,C) < §, entdo para todo z € K, ]gglim — y|| < & se, e somente
v
se, |lo—7ll < 6 paraalgum y € C' e, assim, |[f(z)—f(@)I| < &, logo infi|f (@) - f{y)ll <«
—_— y
para todo z € K.

Portanto,

sup inf||f(z) - flw)ll < e

De maneira analoga, temos:



sup inf[if (=) — )l <&

E portanto,

h(f(K), 1{C)) < e u
Coroldrio 1.6 Sejam a sequencia (Ap,) € A subconjuntos de Q(IR") e f:R™— IR",
continud.
Se pll.g-]m h{A, A) =0 entdo pglllmh(f(Ap),f(A)) =Q,

Prova: E uma conseqiiéncia do Teorema 1.5, j& que, pelo Teorema 1.4, A, e A estao

contidos em um mesmo compacto K e f/x é uniformemente continua.

Teorema 1.7 A funcéo [ : R™ — IR™ € continua se, e somente se, a aplicagdo K —
f(K), definida em (Q(IR™), h) € continua.

Prova: Suponha que plil_{"[_‘l h{Ap, A} = 0. Pelo Teorema 1.4, existe um compacto € com
—+00

A, CC e A C€. Do Corolario 1.6, segue que pli'rfw h(f(A,), f(A)) = 0. Consequente-

mente, a aplicagao K +— f(K) é continua. Por outro lado, é claro que f ¢ continua ja que

é restricdo de funcdo continua e h({z}, {y}) = ||z — ¥]|. ]

Corolario 1.8 Se f : IR™ — IR™ ¢ continua e pli’lfooh(Ap, A) =0, entao

(1) pli}zl‘lminff(Ap) = f(pEI-Pminf Ap) = f(A)

(2) Yim sup f(4p) = f( Nim supAp) = f(4).

Prova: E uma conseqiéncia imediata dos Teoremas 1.4 e 1.7,

Para encerrar esta secgao, vamos fazer um pequeno resumo sobre a fungao suporte de
um conjunto, cuja aplicagao tem grande importancia no caleulo de integrais com valores
em conjuntos. Para maiores informacdes, ver {Aubin [01], Kisielewicz [21]).

Definigao 1.1 Se 4 € P{IR™), A # ¢, define-se a fungéo suporte de A por



Salz) =sup < z,a >
nc A

onde < -, - > é o produto inferno em R™ ¢ P(IR") é o conjunto das partes de IR”.

Teorema 1.9 Sejam A, B € Qc(R™), entdo :
(1) Sarp = Sa+ Sp
(2) Sxg=A84, 220
(8) A=B < S, =8p.

Prova: Ver (Aubin [01], Kisielewicz [21]). A parte (3) é uma conseqgiiéncia do Teorema

2.4.2 {01] ou da Proposigao 1.3 |21].
Teorema 1.10 Sejam A B € Q¢(R™), entdo
h(A, B) = max{|Sa(z) — Sa(z)| :||z|| = 1}

Prova: Ver Lema 1.4 [21].

1.3 Integral e diferencial de multifuncoes

A seguir, faremos um resumo dos principais resultados sobre integral e diferencial de
multifuncoes, que servirao para definir a integral e a diferencial de func¢tes com valores
em conjuntos fuzzy.

Os resultados, aqui mencionados, encontram-se em Puri e Ralescu {[29], [30]), Kaleva
[17] e suas referéncias.

Seja T = |a,b] C RR;

Uma multifuncao em T é uma fungao G : T — P(IR") tal que G(i} # ¢ para todo
teT.

Seja S(G) o conjunto de todas as selegoes integrdveis de G, isto é,

S(G)={f:T—>IR":f éintegravel e f(t) € G(t), VL € T}



A integral de Aumannde G em T é definida por

LG:{Lf(t)dt : fES(G)}

Teorema 1.11 Se G : T — P(IR™), entao /G = ¢ ou [G € um subconjunto
T T

convero de JR™.

A fungdo G : T — P(IR™) é dita mensurdvel se seu grifico {{t,z) : 2 € G(t)} é

mensuravel, isto é:

{(t,z) - s € Clt)} e A B

onde A denota a o-dlgebra dos subconjuntos de IR™ Lebesgue mensurdveis e 3 denota os
subconjuntos Borel mensuraveis de R®. G é dita integravelmente limitada se existe uma

funcao integravel g : T'— IR tal que ||z}| < g(t) para todo z € G(1).

Teorema 1.12 Se G : T — P(IR") ¢ mensurdvel e integravelmente limitada, entao

fc#¢

Teorema 1.13 Seja G : T — P{IR"), com G{t) fechado para todet € T. Se G ¢

mensuravel e integravelmente limitada, entae / G € um subconjunto compacto de IR™.
?1

Em virtude dos Teoremas 1.11 a 1.13, tem-se o seguinte:

Corolario 1.14 Seja G : T — P(IR), com G(t) ¢ fechado para todot € T. Se G ¢€

integravelmente limitada, enico

fTG':[c,d]

parac, d EIR com ¢ <d.

O seguinte teorema relaciona a integral de Aumann com a integral de Lebesgue para
funcées de IR® em IR através da fungdo suporte, o que nes possibilitara e facilitard em

muito o cdleulo da integral de Aumann de algumas multifuncoes:



Teorema 1.15 Seje G : T — Q(IR™) mensurdvel e integravelmente limitada, entdo

SITG(.'E) = ]TSG(”(IE)dt

Prova: Ver Teorema 8.6.2 {01} ou Teorema 3.2.1 [21].
Exemplo 1.1 Se G(¢) = la(t), b(1)] é mensurdvel e integravelmente limitada, entao a(t)

e b(t) sio mensuréaveis (Kaleva [17]) e

/TG = [La(t}dt, ]Tb(t)dt] i

De fato, temos que

Se{z) = max{za(l), zb(t)}

/TSG(t)dl = max {m La(t)di, :rfTb(t)dt} = S[La(t)dt,fTb(t)dtl(xj Yz € R.

Pelo Teorema 1.15 temos

Sf'r G~ SU} a(t)dt, [, b(t)dY] (z).

Como / G é convexo e compacio, podemos usar a parte (3) do Teorema 1.9 para coucluir
T

AG: {/Ta(t)dt,ﬁb(t)dt}

Exemplo 1.2 Sejam T = [0,1] ¢ G: T — P(IR*}) com G(t) = B|0,t], ¢ € [0, 1], onde

que

B10,t] é a bola de centro na origem de raio t em IR™,

Sow(z) =< z,1——— > se 240 e Sgy(0) =0

[z

1sto €,

S (@) = tll=h.

10



Logo

||z}
LSG(ﬁf)dl =5 = Spjo, ().

Pelos Teoremas 1.9 e 1.15, tem-se

AG — B[, -;-].

Exemplo 1.3 Sejam f: T — IR, integriavel e A € Q(IR?) convexo com f(t) > 0, Vt € T.

Entéao a fungao G(t) = f{t)A é integravelmente limitada e,

/TG - Mf(:)dt}A.

Usando a parte (2) do Teorema 1.9, tem-se

Sow(®) = 1(0)5a « [ Sel@it = | [ £©2)Sa = S(p snanale)

Pelos Teoremas 1.35 e 1.9, parte (3), concluimos que

o= [frouls

O teorema seguinte é uma generalizacao do teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue:

Teorema 1.16 (Puri-Ralescu [30]} Se G : T — P{IR™) siao mensurdveis ¢ se existe

h @ T — IR, integrdvel tal que supy, |[fr(tH] £ h{(t) para todo f; € S(Gy) e se

Gi(t) — G{t), no sentido de Kuratowski, entao / Gy — / G.
T T

Observacao: Segue do Teorema 1.4 que se G e G tomarem valores em Q(IR") com
Gr(t) e G(1) dentro de um mes_mo compaclo, entao a convergéncia acima pode ser
trocada pela convergéncia na métrica de Hausdorff.

Para diferenciabilidade, usaremos a definicao segundo Hukuhara [15]:

A fungio G ' T — Qc(IR™) é H-diferencidvel em um ponto to € T se existe
DG({ty) € Qc(IR™) tal que

11



lim h(G(tO + k) ~ G(ig)
k0t k

,DG(to)) = 0.

. Gtg) — G(tg— k)
kll.%l-{-h( 0 . 0 ,DG’(tg)) =0

Nos pontos extremos de T', considera-se apenas um dos limites acima.

DG(tg) é chamado de H -diferencial de G no ponto .

Teorema 1.17 Se G : T — Qc(IR™) € H-diferencidvel em T, entdo

d{Saw(z
Jﬁ%& = Spew (=)

Prova: Para r = 0, é 6bvio. Dado z # 0, temos

i _ iy - lim A
Jim |Si(ern-coym(®) = Speplz)) = |lz]| lim

(G(t + ;fc;)c — G(t)} DG(t)) _ 0

j4 que G é H-diferencidvel.

A primeira igualdade vale pelo Teorema 1.10 que pode ser usado uma vez que DG (i} €
Qc(IR™).
Agora,

d{Sgmlz 1 _
% = Jim | Sewnla) - SG(*)(‘”)] = Im S~ (2)

= Sk“‘})ﬂ @+r—cw)/ (2) = Spew (@)

Note que G(t + k) — G(t) € Qc(IR®) para k > 0 suficientemente pequeno ji que G é
H-diferencidvel. De modo analogo ao que foi feito para a derivada a direita, faz-se para

a derivada a esquerda. ]

12



Capitulo 2

Conjuntos fuzzy

2.1 Introducao

Em se tratando de “conjunto” no sentido classico, a relacao dicotémica de pertinéncia de
um elemento e um conjunto deve estar bastante clara como um conceito primitivo. Mais
precisamente, dado um conjunto A e um elemento z temos que z pertence a A {z € A)
ou z néo pertence a A (z ¢ A). Por exemplo, sabemos que 2 € IN (2 é um nimero inteiro
positivo); 2 ¢ IN { § néo é um nimero inteiro positivo).

A nocéo de conjunto fuzzy, dada por Zadeh [42] em 1965, generaliza a idéia de conjunto
gquando o conceito de pertinéncia de um elemento a um conjunto deixa de ser um conceito
primitivo como no caso cldssico. Por exemplo, seja IF 6 "conjunto” dos nimeros inteiros

positivos "pequenos”, isto é,
IF = {z € N : z é pequeno }.

Os nimeros 2 e 20 pertencem a I[F?7 Intuitivamente poderiamos dizer que se 20 € IF entao
2 € TF, isto é, 2 teria um grau de pertinéncie maior que 20 em relagao ao conjunto [F. A
atribuicdo de um grau de pertinéncia de cada elemento a um conjunto passa entao a ser
uma caracterizagao do préprie conjunto. No caso de nosso exemplo, se considerarmos a
fungao u : IN — [0, 1], dada por u(n) = % definindo o grau de pertinéncia a IF, teremos
que 2 € IF com grau de pertinéncia 0,5 e 20 € IF com grau de pertinéncia & = 0,05,

20
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ou n € IF com grau de pertinéncia 1. Observemos que o atributo pequeno para z € IN ¢
subjetivo no sentido que se poderia ter uma infinidade de fungdes v : IN — [0, 1] definindo
o grau de pertinéncia de cada elemento de IF.

Podemos ainda imaginar uma infinidade de conceitos que possuem a caracteristica de
nao estarem bem definidos em suas fronteiras. Por exemplo, o “conjunto” dos homens
altos, das ruas grandes de uma cidade, o diagndstico médico de um paciente, classificagao

de bactérias quanto a sua natureza vegetal ou animal, o “conjunto” dos problemas de

uma determinada localidade, etc.

2.2 Conjuntos fuzzy

Seja X um conjunto (cldssico).

Definigao 2.1 Um subconjunto fuzzy I em X é um conjunto de pares ordenados
F = {(z,up{z)) : z € X} onde up: X — [0,1] é uma fungao chamada grau de
pertinénciade ¢ em I, com os graus 1 e 0 representando, respectivamente, a pertinéncia

completa e a nao pertinéncia do elemento ac conjunto fuzzy.

Observacoes:

1. Quando quisermos nos referir a um conjunto cldssico A, iremos apenas dizer conjunto
A, sem usar a palavra “clissico”. Porém se IF for um conjunto fuzzy, usarcmos a

palavra fuzzy para diferencia-lo do conjunto classico.

2. Veja que fixado o conjunto X, a fung¢ao up caracteriza completamente o conjunto
fuzzy IF. Por esse motivo, muitas vezes iremos nos referir ao conjunto fuzzy IF
citando apenas a funcgdo que o caracteriza up. Omitiremos também o indice I, na

notacio uf, isto é, upr serd denotada apenas por .

Exemplo 2.1 Seja IF o subconjunto fuzzy dos ndmeros reais bem maiores do que 1.
Assim, IF = {{z,u(z)): z € X =R}.

Sempre temos uma infinidade de escolhas para u:
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0 se z2<1

== se x>1

Graficamente

a >
1 x
Figura 2.1 - Congunto fuzzy dos nimeros bem maiores que I

Observemos que u € crescente, lim u(z) = 1.
T—oxg

0 se <1

(i) p(z) =

1 — e 1000(=-1) oo g n

também caracteriza o conjunto IF. Observamos que u(z) < u{z), z € X. Neste caso,

dizemos que pr C up.

A escolha de u é subjetiva porém nao tdo arbitraria. Seria totalmente errado

escolhermos:

r—1
T_o S€ $_<_]

(iii) u(z) =

6 se z>1

ara representar o conjunto IF, por razbes obvias.
P P )

— y
Exemplo 2.2 (Kandel [19])O conjunto fuzzy dos fumantes dado por u(z,t) = a

T+t
onde z é proporcional ao nimero de cigarros fumados por unidade de tempo e t o tempo

em gue o individuo fumou durante sua vida.

Exemplo 2.3 (Barros-Bassanezi [04]) Vamos supor que o conjunto dos pobres de uma

15



determinada localidade seja dado por:

k

[1—(1)2} se 0<r<rg

ug(r) =
0 se T > 1o

onde, 7 é um pardmetro proporcional i renda, rg é um determinado nivel de 7 que a partir
do qual, os individuos néo sdo mais diferenciados quanto a pobreza e k é um pardmetro que
nos d4 uma caracteristica do grupo estudado. O valor ro pode eventualmente depender
do ambiente onde vive tal grupo.

A seguir nés representamos graficamente alguns conjuntos fuzzy para alguns valores

de k e rg fixado.

o T
Figura 2.2 - uy, para diversos valores de k

Podemos verificar facilmente que se ky > ko entdo wy,(r) < ug,(r) para todo 7.

Veja graficamente

il

o T
Figura 2.8 - Mesma renda v* em ambientes distintos
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O grafico acima mostra gue se um individuo de ug, tem renda r* e outro individuo de
ug, também tem a mesma renda r*, entdo o individuo de 1, tem um grau de probreza
maijor que o grau de probreza do individuo de uy,.

Assim podemos dizer que, quanto a renda, é mais facil viver nas localidades onde k ¢
grande. Portanto, k nos revela intuitivamente se o ambiente em que o grupo vive é mais
ou menos favoravel a vida. O parametro & pode nos dar uma idéia do grau de saturacdo
do ambiente e por isso chamaremos k de pardmetro ambiental.

Observamos ainda que
se k — +oo entao ug{r) — u,(r) =

Portanto, se por algum motivo, o parametro ambiental & de uma determinada localidade
diminuir, entéo a vida neste local torna-se mais cara. Assim, se houver danos ambientais
tais como destrui¢des de rios, poluicdo do ar, etc., o nivel de renda naquela localidade
deve ser aumentado de maneira que o grau de pobreza permaneca o mesmo de antes do

dano ambiental.

uk(ry) :Uk4r2)

T2 To —r
Figura 2.4 - Variagao do parametro k com ambiente agradido

k1 : parametro ambiental antes do dano ambiental.

ko : pardmetro ambiental depois do dano ambiental.

r, : renda de um individuo antes do dano ambiental.

17



Ty renda necessaria para que um individuo que, antes do dano tinha nivel de renda ry,

passe a ter depois do dano ambiental.

s

E claro que ha outras maneiras de compensar tals danos como, por exemplo,

construcbes de hospitais, tornar mais baratos os produtos basicos como alimentacao,

melhorar o saneamento basico, etc.

Os conjuntos fuzzy que sugerimos para representar o grau de pobreza, com a inter-

pretacido dada acima para o parametro k, nos parecem razodveis para pequenas locali-
dades.

2.3 Os espagos métricos (F(R"),D) e (F(R"),H)

Com a finalidade de se obter propriedades topologicas nas familias dos conjuntos fuzzy,

vamos nos restringir aos conjuntos fuzzy com niveis compactos nao vazios:
F(R™) = {u:IR" - [0,1] / [u]* é compacto e ndo vazio para todo o € [0, 1]},

onde

lu]® = {z € R® / u(z) > a} se « € (0,1]

é o av-nivel de u, e

u)” = {z € R* / u(z) > 0}

é o suporte de u.

Proposigao 2.1 O conjunio fuzzy u € F(IR™) se, e somente se,
(i} w € semicontinua superiormente

e

(i) (u]® € compacto e ndo vazio.
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Prova: Como [u]* C [u]’, Vo € (0,1) e |u|° é compacto, basta provarmos que (i) é

equivalente a [u]® ser fechado.

Dadosa € Ao ={z € R":u(z) < a} e 0<e < a—ule), existe § >0 tal que
u(z) < e+ ufe) <ula)+a-—ule) =a

para todo z tal que ||z —a|| < &, isto é A, é aberto e portanto, [u]* = IR — A, é fechado.
Reciprocamente, dados z € IR" e £ > 0, com wula)+¢ < 1, a € Ay(a)re que é aberto,
existe § > 0 tal que se ||z —¢|| < §, entdo = € Aypy4., isto é, u(zx) < ula) + &, logo u
é semicontinua superiormente. Se u(a) = 1, nada a fazer. [

O conjunto F(IR™), munido da métrica
D(u,v) = sup h(lu}* [v]*)
0<a<l

é um espago métrico completo nio separdvel (Puri-Ralescu [29]).

Kloeden [22] também define uma métrica, do sendogrdfico, em F{IR™):
H{u,v) = h*(send(u), send(v))
onde
send(u) = ([u}® x [0, 1)) N end(u)
end(u) = {{z,a) € R" x [0,1]) / u(z) > a}

e h* é a métrica de Hausdorfl no espago IR™ x [0, 1].

Figura 2.5 - send(u) R
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O espago métrico (F(IR™), H) é separdvel mas nao completo (Kloeden [22]).

Puri e Ralescu

31] definem uma estrutlura linear em F{IR") por:

(u+v)(z) = ysup minu(y)}, v(z}]

+z=T

u(z/s) se A#D
(hu)(z) =
X{oy se A=0
onde x4 € a fungéo caracteristica do conjunto A.
De acordo com o principio de extensao de Zadeh e devido a continuidade das operacoes

de adiglo e multiplicacio cldssicas, podemos usar Nguyen [27] para concluirmos que
[+ v]* = [u]* + [u]* e [Du]*=Au]*, AeR.
No que segue denotamos por

E™ ={u € F{R™)/u é fuzzy convexo; isto &, u(Az+ (1 — A)y) > min{u(z), uly)),
vaelo, 1]}

Nao ¢ dificil provar que u é fuzzy convexo se, e somente se, |u]* é convexo, Vo € [0, 1].

As operagoes de adigdo e multiplicacio definidas acima estio de acordo com as cor-
respondentes operacdes de adigao e multiplicacao por nlimeros, para conjuntos compactos
do IR™.

Sejam A, B,C € Q¢c(IR™) e o, f > 0, entédo {(e¢+5)}A = aA+SA; a{A+B) = aA+aB
e h(A+ B, A+ C} = hr{B, (). Da mesma forma, sejam w,v,w € E™, entao (a + f)u =

Cau + Bu;, a(u+v) = ou+av, Dutvutw) =D w} e D(Au, ) = |AlD(u,v)

Kaleva [17].

O conjunto E™ é fechado em F(IR™) ([31]). Conseqgiientemente, (E™, D) é completo e,
embora E™ tenha uma estrutura linear, o mesmo nao é espago vetorial. Porém, temos o

importante teorema:
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Teorema 2.2 (Kaleva [18]) O espago métrico completo (E™, D) pode ser imerso isome-

tricamente em um espago real de Banach.

Uma importante conseqiiéncia deste teorema consiste no fato de que conceitos dados
a fungoes definidas nesse espago de Banach podem ser naturalmente transportados para
o espaco (E™, D). Este poderia ser o caso da diferencial de funcoes F' : [a,b] — E,
conforme Puri e Ralescu [29]. No entanto, utilizaremos a diferencial de Hukuliara para
definir a diferencial de fungdes F : [a,b] — E™, como veremos no Capitulo 4.

O préximo resultado terd importancia fundamental para nosso trabalho, pois sera ele
o grande elo de ligagio entre coneeitos classicos {como os de mensurabilidade, integrabili-

dade, diferenciabilidade, etc.) para multifungées, vistos no Capitulo 1, com os respectivos

conceitos dados as fungdes fuzzy.

Teorema 2.3 (Negoita e Ralescu [26]) Se {A4%/0 € a < 1} € uma familia de conjunios

compactos convexos e nao vazios de IR™ tal que

1. W c A,
(IR
2. A2 C A% para 0 < a; < ag <1,

3. se ay € uma sequéncia nao decrescente convergindo para o, > 0 com

A% = (A%,

k21

entao existe um u € E™ tal que

[u]* = A* paratodo 0<a <1

WP = |J 4°C A°

0<a<]

E claro que se w € E™, enldo seus a-niveis satisfazem as condig¢oes 1, 2 e 3 acima.
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Observamos que se u,v € E! com 0s a-niveis dados por: [u]* = [uf,ug] e [v]* = |[vf,vE],

entao a mulliplicagao fuzzy de u por v é definida através de seus a-niveis por

[wv]® = [min ufv?, mez ufvf] para i35 =1,2.

A unicidade do praduto esta garantida pelo Teorema 2.3.

Encerramos esta secgao observando que, a exemplo da multiplicagao entre elementos
de E!, poderfamos ter usado o Teorema 2.3 para definir as operagdes de adicdo e a

multiplicacao de conjuntos fuzzy por nimero real, usando estas operacoes nos seus niveis.

2.4 Sobre convergéncia de conjuntos fuzzy.

Nesta secgdo vamos enunciar os principais resultados e definicoes relacionados com tipos
de convergéncias nos espacos de conjuntos fuzzy, que podem ser encontrados em Quelho

[31], Kaleva [16] ou Rojas-Romaén [34], com o propédsito de estudarmos a continuidade das

fungoes definidas no espago F(IR").
Sejam v € F(IR*) e {up} uma seqiiéncia de F(R"}.

.= PR : D
Definigao 2.2 (D-convergéncia). Diz-se que u, D-converge para u, u, — u, se

pllvr-el-loo D{ug,u) =0

e n” s . L
Definicao 2.3 (L-convergéncia}. Diz-se que u, L-converge para u, u, — u, se

Hm A([up]®, [u]*) = 0 para todo o € (0,1].

p—too
- véncia). Di i ) r
Definigao 2.4 (I'-convergéncia). Diz-se que u, [-converge para u,u, — u, sc

lim endiu,) = end (u)

p—+oo
no sentido de Kuratowski.
- A . H
Definigao 2.5 (H-convergéncia). Diz-se que u, H-converge para u,u, — u, se
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PET@: H (up,u) = 0.

Proposigao 2.4 u, SLER se, e somente se,
{u>ea}C pli.l_’r_lmillf{up >a} C pgri}josul){up 2 o} C {u > a}, Ya €|0,1]
onde {u 2 a} = {z € R*: u(z) > o}
Prova: Ver (Quelho [32]).
Proposigaoe 2.5 u, Ao se, e somente se,

Uy T e pETmh([up]O: I“‘]O) =0

Prova: Ver (Quelho [32]).

A fim de se obter equivaléncias entre as diversas convergéncias de conjuntos fuzzy,
pode-se consultar (Quelho {32], Kaleva [16], Rojas-Roman [34]).

Kaleva |16] prova a seguinte:
Proposigao 2.6 Em F(IR") valem as seguinte implicagoes:

1. D-convergéncia implica L-convergencia.

2. D-convergéncia implica H -convergencia.

Kaleva [16], através de alguns exemplos, mostra que as implicagoes (1) e (2) nao podem

ser invertidas. Aqui nds também ilustramos este fato com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4 Sejam

1 se -1<z <1
ulz) =4 —Jz[]+2 se -2<z<~-Toul<zr<?2
0 se < —20uz>?2
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—lz]+2 se -2<z<Eout<r<?

1-p p—1
Uy = —%‘4—1 se & <r <t para p > 2
0 . se r< —2ouz>?2
—|—;|+1 se -2< <2
Uy =
0 se < —2o0uz>2
A
u
Up
— - 2 =
2 T{_p ! 133 2

Figura 2.6 - u, A, U, Up 7i» U € Up —/i» U

E claro que u, 2, 4. Porém h(lup)',|u]') = 1 para todo p > 1 de maneira que u,
nao converge em nivel e nem em D para u.

Este exemplo mostra que podemos ter uma seqiiéncia de fungdes continuas com send(u,)
convexos convergindo para send(u) sem gue haja L-convergéncia. Isto nio acontecera se
lup]' e [u]! tiverem apenas um ponto.

Na verdade, Kaleva [16] mostra que a implicagdo (1) da Proposicdo 2.6 pode ser
invertida se nos restringirmos ao subconjunto G de F(IR") dos u coOucavos e fuzzy
convexos enguanto que a implicagdo (2) pedera ser invertida se nos restringirmos ao
subconjunto G; de G com [u]' tendo apenas um elemento.

Com o propésito de se obter as equivaléncias nas implicagdes (1) e {2) em outros

subconjuntos de JF(IR") diferentes de § e G; e que tém propriedades malis adequadas

24



para nossos estudos, daremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6 Dizemos que u € F(IR") ndo tem pontos de mdxrimos locais proprios se
para todo £ € IR” com 0 < u{z) < 1, z ndo é ponto de maximo local da fungao

u: IR® — [0, 1].

Note que para todo v € F(IR™), dizer que u nao tem pontos de maximos locais préprios

é equivalente a

{z e R":u(z) > a} = ju*
para todo o € (0, 1).

Proposigao 2.7 Sejam u,, u € F(IR™). Se u nao tem ponios de mdrimos locais
proprios entao sao equivalentes.
(a) up Lo
H o
() up — u e |yl = pll’r_il_'loolllf[upll
(¢) up L, U[up]0 ¢ limitado e plirjp suplu,]® C [u]’
p=1 e

Prova: Ver (Quelho [32]).

Proposigao 2.8 Sejam uy,, u € F{IR"). Se u nao tem pontos de mdrimos locais proprios

e [u]! contém apenas um elemento, entdo

D H
up — u Se, e somente s¢, Uy — U.

Prova: Ver (Quelho {32} ou Rojas-Roman [34])

Observagao: Rojas e Romén [34] mostram que o fato de u néo ter pontos de méximos
locais préprios € equivalente a u ter todos seus a-niveis continuos, isto é, a fungdo a — [u]®
é de niveis continuos, ou seja, a funcgao o + [u]* é continua na métrica de Hausdorff, para

todo « € [0, 1].
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Capitulo 3

Sobre a extensao de Zadeh

3.1 Introducao

A extenséo de Zadeh é um exemplo concreto de uma aplicagdo que leva conjunto fuzzy em
conjunto fuzzy. Sua importéincia vai além da subjacente & prépria evolucao: como ferra-
menta é indispensavel, a nosso ver, para a estruturacido matematica quando se modelam
fendmenos envoltos em grande grau de incerteza.

As aplicacoes vao desde modelagem de crescimento populacional Bassanezi e Barros
[04] a estudo de construgdes de imagem Forte e al. [09].

Nossa Intengao aqui € estudar as principais propriedades da extensdo de Zadeh, bem
como provar teoremas de continuidade da mesma, nos espagos métricos (F(IR"), D) e
(F(IR™), H).

Propriedades scbre a extensao de Zadeh de uma funcao continua f : IR x R — IR,
foram inicialmente estudadas por Nguyen [27} e mais recentemente por Cabrelli e al.
[06] para uma familia de contra¢des definidas em um espago métrico compacto. O fato
de estudarmos a extensio de Zadeh nos espagos métricos (F(IR"),D) e (F(IR"),H)
néo particulariza as conclusbes se substituimos IR® por qualquer outro espago métrico

completo.
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3.2 Definicao e propriedades da extensao de Zadeh

Definigdo 3.1 A extensdo de Zadeh da fungio f : IR® — IR™ ¢ a funcao f dada por

, sup u(r) se fNz)#£¢
(f(w){z) = 77
0 se fHz)=¢
para todo conjunto fuzzy »: IR™ — [0, 1}.
Segue imediatamente da definicdo que se f(z) = ¢, constante, entio f(u) = £ = X{¢

onde y 4 € a funcao caracteristica do conjunto A.

A extensiao de Zadeh f de fato estende a funcido [ : IR™ — IR™, identificando IR" com
{x{z) € F(R") : 2 € R"},

uma vez que

Fxa)) = x50

para todo z € IR™.

Gostarfamos de ressaltar que f : IR® — IR"™ poderia ser substituida por
f X — X, (X, d) espago métrico ou mesmo escolher f : A € R™ — IR™ e usar
teoremas de extensoes para resultar em f : IR"™ — IR™. Nosso interesse em que o dominio
de [ seja o espago inteiro IR™ é porque o dominio dos conjuntos fuzzy v é o espago todo
R".

Se f é bijetora, entdo (f(u))(z) = w(f~(z)) e assim podemos construir o grifico do

conjunto fuzzy fu.

S (w)

Figura 3.1 - Grdfico de fu
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Para o caso em que f{z) = Az +b, com A matrizn xn e b€ IR", a extensao é dada

por

sup u(7) se A7 +b=zx tiver solugao
(fw)(z) = ¢ A=

0 se AT 4 b =2z nao tiver solugao

Assim, se existir A7}, entdo f se reduz a

(f(w){z) = w(A™ (2 ~ b)).
I facil ver que, para o caso em que flz)=ax com a €R e x € R" tem-se

, we™'z) se a#0
(flu))(=z) =
0 se a=20

ou seja, f(u) = au de acordo com a defini¢do de multiplicacde de numero por u (Ralescu,
(29]).

A seguir, vamos enunciar e demonstrar um resultado que é central para futuras con-
clusbes neste nosso trabalho. Este resultado fol demonstrado em [27] para o caso em que

f : IR®" x IR™ — [RP é sobrejetora, e mais recentemente uma generalizacao, usando o

conceito de t-norma, foi dada por Fuller e Jeresztfalvi [10).

Teorema 3.1 Seja f : IR™ — IR™ sobrejetora. Umua condigao necessdaria e suficiente pare

que

[f )™ = flu)),

para todo v : IR® — [0,1] e o € {0,1], € que v atinja o mdzimo em f~'(z) para lodo
z € R™

Prova: Suponha sup u(7) =35 ou (f(u))(i) = s,
TefHa)
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daj

s € [f)]* = f([u)*).

Isto é, existe y com u{y) 2 s tal que f(y) = z. Mas, pela definigao de s, tem-se u(y) = s.

Por outro lado, se z € {f(u ], entio

(fu)z)2a ou  sup ulr)>a

Tef~1{z)
Como, por hipétese, existe y € f~1(z) tal que u{y) = sup u(7) > o, segue que
Tef~1(z)
z € f([u]?).
Agora, se z € f([u]®), existe z = f(y).
Dai
(fu)(e)= sup u(r)2uly)2e, istoé ze|[f{w) u

Tef 1z}

O teorema seguinte foi inicialmente demonstrade por Nguyen [27] para o caso em que

f IR x IR — IR e mais recentemente por Cabrelli e al. [06] para o caso de um sistema de

conjunto fuzzy interados, no estudo de construgiao de imagens.

Teorema 3.2 Se f : IR™ — IR® € confinua, entio a extensgo de Zadeh

f: FIRY = F(IR™) estd bem definida e,

)™ = £ (]

para todo « € [0, 1).

Obs: Lembremos que para se provar que f(u) € F(IR"}, basta verificar que 0s conjuntos
[f (©)]* sho nao vazios e compactos para todo 0 < @ < 1. Assim, provaremos apenas que
[F(u)]* = 7 ([u]®), j& que f{[u]*) é nédo vazio e compacto pela continuidade de f, uma vez

que v € F{IR").
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Observemos também que sendo f continua, f~'(z) é fechado e tem-se ju]’ N f~1(z)
compacto por ser fechado dentro do compacto [u]°.

Prova: Vamos dividir a prova em dois casos o > 0 e o = (.

i. Paraa > 0

Seja r € [f(u.)]“, ‘entdo fu(z) > « e assim, f 7 (z} £ ¢, bem como |u|°N f(z) £ ¢.
Assim,

() = swp w(r)=  sp  wr)=u(y) > o
TEf~1{x) Te|u)9nf-1(x)

para algum y € [u]°N f~1(z), uma vez que u é semicontinua superiormente e [u]° N f~1(z)
é compacto (Ver Rudin [35] pag. 195). Logo f{y) =z e u(u) > «, isto é =z € f([u]%).
Por outro lado, f{[u|®} C [f(1)]* vale sempre j& que se z € f({u]*), existe y € |u]* e
z = fly)

Dai (f(u))(x) = Eﬁ}lf}l)( )u(Z) >uly) > a ou z € [fu)]

ii. Para o = 0, tem-se

A= o (Fu)e) > 0} = fle: ulz) > 0) = £(B).

Se s € A, entao

sup u(7) > 0,
TEf~1(z)

daf existe y com f(y) ==z ¢ u(y) >0, isto é, z € f(B)}.
Se z € f{B), entao existe y € B com z = f(y), logo

sup u(7) > uly) >0
Tef M x)

isto é, z € A.

Agora,

A = f(B) > f(B) por f ser continua
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A= f(B)C f(B) = f{B) pela compacidade de B e a continuidade de f.

Portanto

)] = £ ([w)). u

Note que a familia {f([x}*}, 0 < @ < 1} define um iinico conjunto fuzzy, jd que hd uma
correspondéncia biunivoca entre um conjunto fuzzy e a familia {{u}*, 0 < o < 1}.

Uma conseqiiéncia imediata do teorema acima é o seguinte:

P ’ - - PR Kl . .
Coroldrio 3.3 Se [ ¢ continua, enlao f € mondtona no sequinte sentido

fe) £ fl) se u<y,
onde u < v significa u(z) < v(z) para todo z € IR™

Prova: Basta verificar que [f{u)]* C [/ (v)]* para todo o€ [0, 1].

Mas, como

[u]* C [v]* paratodo o« €]0,1]

[F () = 7([u])

tem-se o resultado.
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3.3 Continuidade nos  espacgos métricos

(F(R"), D) e (F(R"), H)

Nosso objetivo é mostrar a continuidade uniforme de f e que f é k-lipschitziana em
(F(R™), D) se f for uniformemente continua e k-lipschitziana respectivamente. Em

seguida vamos mostrar a equivaléncia entre a continuidade de f em (F{IR"), H) e a

continuidade de f em IR™.

Estes teoremas, que constituem uma parte importante de nosso trabalho, serao uti-

lizados nos capitulos seguintes, como por exemplo na secgio 5.3 do capitulo de equagdes

diferenciais fuzzy.

Teorema 3.4 Se f : R™ — IR" € uniformemente continua, entdo a extensao de Zadeh,
f(F@R™), D) - (F(R"), D)

€ uniformemente continua.
Prova: Dado ¢ > 0, pelo Teorema 1.5, existe 6 > 0

se h(lu]® [v]*) <& entiao A(f([u]*), f(iv]*)) <e
Assim

se D{u,v} <8 entio h(ju]* [v]*)<é

que implica em

R(7®), £ = h([F @), [f(0)]) < & Ve € [0,1).
Logo

sup A(|f()]%, [f()]%) <e.

0<a<l
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isto é

se D{u,v) < 6 entio D(f(x), f{v)) <= [ |

Note que se f for continua, entdao f também sera ja que

D(f(xq1), flxy)) = |lf(@) — f(»)|] paratodo z,u € R™

Teorema 3.5 Sejam f : R* — R" e f : (F(RY), D} — (F(R"), D),onde f ¢
a extensao de Zadeh. Entao f € lipschitziana com constante k se, e somente se, €

lipschitziana com constante k.

Prova: Primeiro observemos que sendo f lipschitziana, é também continua e portanto

podemos usar o Teorema 3.2.

Por definigio D{f(u), f(v)) = Oiiiglh(f(lﬂ-]“)a F([01™)).

Agora,
h(f([u]®), 7([0]%) = maz{sup inf ||f(z)— f()ll, sup inf [|f{z}— F(y)ll}
xE[ule YE[V® ye[u)e *€Elul
< maz{sup inl kilz—yl|l, sup inf kljz —yl|}
zcjule vER® ye[u)e *E€H]®

= kmaz{sup inf ||z —yl||, sup inf Iz —y|[}
z€u]e Ve[ yeiv]e 2E[uf"

= kA([u]*, [0]%)
Logo,

D(f(u), f(v)) < kD(u,v).

Por outro lado, como

-

[ (x@pI® = 1 (=)

para todo # € IR® e « € [0,1], entéo

D(f () fOxgay)) = 7 (2) = £,
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donde se conclui o teorema. [ ]

Teorema 3.6 Suponhamos f : IR® — R™ coniinua e que u, L. 4. Entéo f(u.p) L,

fw).

Prova: Seja o € (0,1]; pelo Teorema 1.4 [uy]* e [u]* estdo em um mesmo compacto.

Assim, pelo Corolario 1.6, temos a conclusao, ja que [f(up))® = f(Ju,)®). [ |

Teorema 3.7 f : R® — IR® ¢ continua se, e somente se, [ : (F(R™), H) —
(F(IR™), H), € continua.

Prova: Suponhamos que f seja continua; como (F(IR™), H) é espago métrico, basta
mostrar que se  uy, A, u entdo f () A, f(u), para obtermos a prova do teorema.

De acordo com a Proposigdo 2.5, precisamos provar que

-~

fluy) 2 fu) e lim A(f ()] [f@)]®) = 0.

pP—toa

Agora, da continuidade de [ e da Proposi¢ao 2.4, precisamos provar que

(i) tim h(f{[w]"), f(ju]) =0

(1) {f(w) > e} € lim inf{f(u;) > a} C Tim_sup{f(u,) 2 a} < {f(u) 2 e},
para todo o € [0, 1].

Para (i), a prova é andloga a do teorema anterior, ja que podemos usar o Corolario 1.6
0 0

para f{[up]”) e f{[u]").

Para (ii), o caso em que & = 0 é trivialmente verdade. Se oo # 0, como no Teorema 3.2,

concluimos que
{fw) > a} = f{u>a}.
Assim, da hipdtese:
{u>a}C pll}l_{l_’loo sup|uy|® C pEIJlrlm influp)® C [u]
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temos

() > o} = f{u> o} € 1 lim influyl*)  7( lim suplugl®) € £ (ul").

Vamos finalmente provar {ii) mostrando:

(a) f(pETw inf[u.p]"‘) C liminf f(fuyl®).

(b) f (pli‘fm sup[up]“) = lim supJ ([upl%)

Verificacdo de (a):

Se y € f(plitglminﬂup]“) entaio y = f{z) com z = plirf zp € Ip € |up]® Como f é

continua, temos que ligl flzp) = f(z) = y. Porlanto y € lir}} inf f{]u,)®).
p—to p—+oo
Verificacao de (b):

Suponhamos que y € f(pligl sup[up]“), entdo y = f(z) com
—+ 100
T = jﬂlllwxpj e &y € [up,]®.
Pela continuidade de f,
jgglm flxg,) = flz) =y
Logo,

y € lim supf([us]®).

Por outro lado, se y € jETOO sup f (fup]®) entédo y = jEI.ow(u”f) com Tp, € fuy|*.

Como |up]® C [up]® e fup]” estd em algum compacto K, pois [p]° N []°, existe uma

subseqiiéncia z,, — . Portanto,

T € pllrg—loo sup|iy)

ye lim f(zp) = lim f(zp)=f(a),
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pela continuidade de [ e a unicidade do limite. Logo y € f( lirf suplup]“)
p—r+oo

Provamos assim que
se Up . u entdo £ (up) A, f(w),
ou seja;
f é continua em (F(IR™), H).

E claro que se f é continua, entio f é continua uma vez que f estende f e H(x{z}> X{v})
= h(z,y} = [l — yl|. .
Apgora, para que a continuidade de f acarrete a continuidade de f na métrica D, vamos

nos restringir ao subconjunto de F{IR") :

F*IR™) = {u € F(R®) : [u]’ contém apenas um elemento e u nao contém pontos de

méximo local péprio}.

Corolério 3.8 Se f : IR" — IR™ ¢ continua, entdio
(1) f(F'(B™) C F*(R") e

(2) /5 (R € continua na métrica D.

Prova:

(1) Seja v € F*(IR™), entdo pela observagio feita na Defini¢do 2.6, precisamos provar

apenas que

{{(u) > a} = [f(w)]™ para a € (0,1)

|7 (2)}! contém apenas um elemento,

Mas, pela continuidade de f e & # 0, como no Teorema 3.2, temos

{fw) > a} = {u>a} = f{u>a} = [f)]
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onde a segunda igualdade é conseqliéncia da continuidade de f e do fato de IR™ ser espaco

métrico. A ultima igualdade é conseqiiéncia do Teorema 3.2, que também nos garante:

@) = S ()

e assim |f(u)]' tem apenas um elemento.

(2) Seja up, u € F*(IR™); de acordo com a Proposicio 2.8,
D . . H
up — u 6 equivalente a u, — u
que, pelo Teorema 3.7, implica em
- H -~
flup) — flu)
e de novo, pela Proposicdo 2.8 e da parte (1), temos

-~

flug) -2 Flu). -
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Capitulo 4

Integral e diferencial de uma funcao
fuzzy

4.1 Introdugao

Este capitulo tem como principal objetivo apresentar algumas generalizacoes de certos
conceitos e resultados basicos do cdlculo diferencial e integral, com o intuito de estudar-
mos equacoes diferenciais fuzzy (Capitulo 5). Para isto, o Teorema 2.3 sera de extrema
importancia, pois 0 mesmo, como jé mencionamos na segio 2.3, nos permite olhar uma
funcdo com valores em conjuntos fuzzy como uma familia de fun¢ées com valores em con-
juntos cldssicos, a saber: os w-niveis do conjunto fuzzy imagem. Assim, as definigbes e
resultados para multifungoes, vistos no Capitulo 1, serao utilizados aqui, possibilitando-
nos obter resultados na teoria fuzzy.

Iremos nos restringir, neste capitulo, ao espaco métrico completo (E™, D), pois os a-
niveis de seus elementos sao convexos e, como sabemos, hd uma teoria bem adiantada
para subconjuntos nao vazios compactos e convexos, como resumo feito no Capitulo 1.

De um modo geral, os resultados que iremos apresentar aqui encoutram-se em Puri
Ralescu [29, 30] e Kaleva [17]. Porém, muitas vezes lancaremos méao das propriedades
da funcgéo suporte, vistas no Capitulo 1, para apresentarmos demonstracoes diferentes

daquelas que estao em [17], [29] e [30).
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4.2 Mensurabilidade

Definigao 4.1 (Kaleva [17]). A aplicagio F : T — E" é fortemente mensuravel se para

todo o € 10, 1] a fungio Fy : T — Q¢ (IR") definida por
Folt) = [F ()]

¢ mensuravel.

Observagao; Qc(IR"} é o subconjunto formado pelos elementos de @{IR™) que sao con-
vexos. Estamos usando aqui a mesma notagao da Secgéo 1.3 em que T = {a, b] C R.

Para ver as demonstragdes dos lemas abaixo, ver Kaleva {17].

Lema 4.1 Se F: T — E™ ¢ fortemente mensurdvel entao F € mensurdvel com respeito

a topologia gerada por D.
Lema 4.2 Se F: T — E™ € continua entdo F € forlemente mensurdvel.

Lema 4.3 Seja F : T — E! fortemente mensurdvel e denote [F{1)]* = [X°(t), u*(t)]

pare o € [0,1]. Enido A™ e p° sao mensurdvess.

4.3 Integrabilidade

A aplicagao F : T — E™ é dita integravelmente limitade se a fungao Iy € integravelmente

limitada.

b
Definicao 4.2 Seja F' : T — E™. A integral de F em T, denotada por / F ou / F,é
T a

definida através de seus a-niveis
[+
] =
T T

para todo 0 €< o < 1, sendo f F,, a integral de Aumann. F é integrdvel sobre T se
T

/FEE“
T
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Teorema 4.4 {Puri e Ralescu {30]). Se F: T — E™ € fortemenie mensurdvel e inlegra-

velmente limitada, entao F ¢ integravel.

Embora a prova deste teorema encontre-se em |30}, vamos repeti-la com mais clareza,

a Nosso ver.

Prova: Precisamos verificar que

1. f F, existem, s&o compactos nao vazios e convexos de R®, para todo o € (0,1}, e,
T

de acordo com o Teorema 2.3, também verificar

2. /FQ C/Fg,
ochngl T T

3./FQIC/FQ2 se 0<a; <ap <1,
T T

4. seap T >0, entdo [pF, = ﬂAFak.

k>1
As afirmacgoes feitas em 1 sdo consequéncias dos Teoremas 1.11 a 1.13, uma vez que

F, sao funcoes mensuraveis, integravelmente limitadas e com valores em Q<(IR™), por

hipétese.

As inclusdes em 2 e 3 seguem do fato de
Foo(t) C Fo,(t) se 0 <3 <ag <1

Suponha agora que ap T « > 0, enthdo para todot € T, F{t) € E™ e assim
Fo(t) = nFak(t). Como a seqliéncia Fy, (t) é decrescente e F,, (1) sdo compactos, temos
Fo, (1) —le;‘c,(t) no sentido de Kuratowski.

Uma vez que F,, € integravelmente limitada e F,, forma uma seqiéncia decrescente
de fungoes mensuraveis, existe uma funcao integravel h: T — R, tal que
supgs [1fe(t)|} € h(t) para todo fr € S(Fa,).

Segue do Teorema 1.16 que L Fo, — LFG, no sentido de Kwratowski. Como /TFQk
é um seqiiéncia decrescente de compactos do IR, ela deve convergir para sua intersecgao.

Assim, pela unicidade do limite, tem-se
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| Fa=(1 ] Fa

k21

gue ¢ a verificagao de 4. =

Teorema 4.5 (Kaleva {17]). Se F : T — (E™ D) ¢ continua, entao F' € integravel.

Apresentaremos uma prova ligeiramente diferente daquela apresentada em [17).

Prova: Pelo Lema 4.2, F' é fortemente mensuravel. Como F é continua, Fy também o é

na métrica de Hausdorff h. Assim a funcgéo g: T — R, definida por g(t) = ({0}, Fo(t))

é continua em T ja que

h{{0}, Fo(to)) < R({0}, Fo(t)) + R{Fo(t), Fo(to))
h({0}, Fo(to)) — h({0}, Fu(t)) < h(Fo(t}, Folte))
isto é
lg(to) — 9(t)| < h{Fo(t), Folto))

e a continuidade de Fy garante a de g. Logo g é integrdvel em T. Mas para todo x € Fo(t),

tem-se ||z]| < g{t), ou seja, F' é integravelmente limitada. Portanto, pelo Teorema 4.4, F

¢ integravel. n
Teorema 4.6 (Kaleva [17]). Seja F : T — E™ integravel e c € T. Entao

b c b
fﬁ:fp+fp

A prova que apresentaremos é uma conseqiiéncia do Teorema 1.15:

Prova: E claro que F ¢ integrével em qualquer subintervalo de la, b].

Seja o € [0, 1]. Do Teorema 1.15, tem-se

41



b ¢ b
Sf: Fﬁ(.’f-‘) = L Spa(t)(a:)di = L Spu(t)(i‘)di —I--/c Spﬂ(t)(.l‘)di = Sf: T SJ:JFQ‘

Finalmente, usando o Teorema 1.9, concluimos

b c b
/Fa:/Fn+/Fq. -
a [43 [

t
Corolério 4.7 (Kaleva |17)). Se F : T' — (E™ D) € continua entao G(i) = / F e

lipschitziana em T.

Nossa prova é uma alternativa a do Kaleva [17].

Prova: Sejam s,t € T com s > t. Pelo Teorema 4.6 ¢ do fato de D(u + v,u + w) =

D(G(s), G(t)) = D(fp, x{g}) :h(fpg, {o}).

Como no Teorema 4.5, a fungéo g{t) = h(Fy(t), {0}) assume maximo, M, em T por ser

continua e ||z|| < g{t) para todo z € Fy(t), isto é, Fy{t) C B0, M| (bola fechada de centro

na origem e raio M) donde
5 -3
] FyC / B[U, M]
t t

D{v, w), temos

Logo,

(7). @) <a(([ o). 1)

= h{(s — £)B[0, M], {0}) = M (s — ¢)

onde a pemiltima igualdade é conseqiiéncia do Exemplo 1.3, Capitulo 1. Assim, con-

cluimos o corolario. B
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Teorema 4.8 (Kaleva [17]). Scjam F,G : T — E™ integraveis e A € IR. Entao

(ﬂLF+G=LF+AG
OU/AFzA/F

(ili) D(F, G) ¢ integrdvel

Jo(fr. fe)< [

Prova: Ver Kaleva [87]. Notemos que a prova de (i) também poderia ser feita usando a

funcao suporte ji que (F + G)* = Fu + Ga4.
Teorema 4.9 (Kaleva [17]). Se F': T — E™ ¢ integrdavel entae a funcao real

(t, @) — diametro [/

a

t [+
F} ,te€T e ae|0 1]
¢ nao decrescente em t € T e nao crescente em o € {0,1].

Notemos que a primeira parte é conseqiiéncia do Teorema 4.6 e a segunda é conseqiiéncia
i

dg/FeEﬂ
a

Exemplo 4.1 Seja F({t) = f()u onde v € E™ e f:T — IR é uma funcio integravel e

positiva. Entao
t ¢
F = . _
[] ( /0 f (s)ds)u

E claro que F é fortemente mensuravel e integravelmente limitada por g(s) = af{s) onde
a = max|ul’.

A conclusao segue do fato de [Au]® = AJu]® e do Exemplo 1.3. Este exemplo generaliza
aquele em que F'(t) = A € E™ dado por Kaleva [17] e ilustra a forca do Teorema 1.15, jd

que fol ele que nos possibilitou concluir o Exemplo 1.3.

Exemplo 4.2 (Kaleva [17]). Defina F : T — E™ por
= [le?(6), 82(2)), o €[0,1].
i=1
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onde of, ? : T — IR séo integriveis, continuas & esquerda e [al(t), b3(t)] sdo os
a-niveis de um elemento de E'. F ¢ fortemente mensurdvel e integravelmente limitada
por g{t) = nnila?gdbf(t)], 1<i<n.

€

De acordo com a demonstracao do Teorema 4.4, tem-se

L - ﬁMaf‘(tL [30], acoi)

i=]
4.4 Diferenciabilidade

O conceito de diferenciabilidade serd baseado na definigao de diferenciabilidade para mul-
tifung¢des, dada por Hukuhara [15] como vimos na secgido 1.3. De novo, o Teorema 2.3 nos
possibilitara a sua extensio para fungdo F : T — E™

Sex,y € F™ e existe 2 € E" tal que ¢ = y + 2z, entdo z serd chamado de H-diferenga
de z e y, denotada por z — y. A seguinte definigao é devido a Puri e Ralescu [29).
Definigao 4.3 A aplicagio F : T — E™ é diferencidvel em tg € T se existe F'(tp} € E™
tal que os limites

fim F(lg+h) = F(to) e Lm F(lo) = F(tg — h)
h— O+ h h—0t h

existem e sdo iguais a F'(tg).

Os limites sdo tomados no espago métrico (E™, D) e nos ponto extremos de T consideram-
se apenas as derivadas de um dos lados.

Puri e Ralescu [29] também usaram o conceito classico de diferencial em espagos nor-

mados, para dar outra definicao de derivada para a funcio F acima e provou que esta

ultima é mais fraca que a dada aqui.

Queremos ainda lembrar que, embora (E™, D) nao seja espaco vetorial, o mesmo pode

ser imerso isometricamente em um espago de Banach (Teorema 2.2} e assim definir a

diferencial da funcdo F', como comentada acima (Ver Puri e Ralescu [29] e Kaleva |18]).
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Proposigao 4.10 S¢ F : T — E" ¢ diferenciavel, entao a mullifungao Fo ¢ H-
diferencidvel para todo o € [0,1] e DEF,{t} = [F'(t)]* onde DF, € a H-diferencial
da fungao F,.

Prova: conseqiiéncia imediata da definicao de F'(t). [ |
E claro que a reciproca da Proposi¢ao 4.10 néo é verdadeira uma vez que a diferenca

de Hukuhara [z]* — |y]®, @ € [0, 1], nfo implica na H-diferenca z — y. Contudo, tem-se

o seguinte

Teorema 4.11 (Kaleva |17}). Seja F : T — E™ satisfazendo as hipoteses:
(a) Para cadat € T existe § > 0 tal que as H-diferencas F(t+k}—F(t) e F{t)—F{t—k)
extstam para todo 0 < k £ 35

(b) As fungées F,, o € [0,1] sas uniformemente H-diferencidveis com derivadas DI,

isto €, para cadat €T e € >0 existe § >0 taol que

h((ch(t + k) - Fa(t))/km DFa(t)) <

h((Fa(t) - Fa(t - k))/k? DFo(t)) < £

para todo 0 < k <6 e o €|0,1}.
Eniao F ¢ diferenciduvel e a derivada de F € dada pela Proposigao 4.10.

Teorema 4.12 (Kaleva [17]). Seja F : T — E! diferencidvel e denote [F(t)]* = |falt), ga(t)],

a€]0,1]. Entao fo e ga sao diferencidveis e

[F(0)]> = [fa(t), g.(2)].

Prova: Basta ver que
LIP( 4+ ) = PO = ((falt + ) = fal)/a @alt+F) = 0a(0)/4]
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e passar ao limite. Para [F(t) — F (¢t — k)]* faz-se 0 mesmo. [ |

Teorema 4.13 (Kaleva [17)). Se F, G : T — E® sao diferencidveis e A € IR, eniao

(a) F e G sao conlinuas

(b) (F+GY(t) = F(t) + G'(t)
(c) (AF)'(t) = AF'(t).

Prova:

(a) Seja k > 0 de modo que a H-diferenca F (1 + k) — F(¢) existe, entao
D(F(t+k),F(t)) = DF{+k)—F({),x{0)
< kD((FQE+k)~ F{D/ e F'()) +kD(F'(t), x40)),

e pela diferenciabilidade de F, o lado direito da desigualdade vai para zero se h — 0%,

De maneira andloga tira-se a continuidade a esquerda de F'.

Para provar (b} e (c), basta usar as propriedades da métrica D:

D{u+wv, u+w) = D(v,wleD (A, W) = [AD(u,v). n
Teorema 4.14 (Kaleva [17]). Seja F : T — E" continua. Entao para todot € T «a

t
fungdo G(t) = f F ¢ diferencidvel e G'(t) = F(t).
0

Prova: De acordo com o Teorema 4.5, F é integrdvel e para k > 0, suficientemente
pequeno
tk

Gii+k)y~G{) = , F.

Seja £ > 0. Pelo Exemplo 4.1, Teorema 4.8 e pela continuidade de F', tem-se

DG+ B~ GOV FO) = 1o [T F@s, [T R(as)
< %£L+kD(F(S), F(t))ds < ¢

, . G- G(t—k)
De modo anélogo, conclui-se que klmol+ . =

F(1). m
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Teorema 4.15 (Kaleva [17]). Seja F : T — E™ diferencidvel e suponha que F' € in-

tegravel. Entao para tode s € T tem-sc

F(s) :F(aHEF’

Faremos a prova desle teorema para ilustrar, mais uma vez, a importancia da funcao
suporte no estudo do célculo de fun¢des com valores em conjuntos fuzzy.

Prova: Como existe F', entio, de acordo com a Proposigio 4.10, devemos apenas mostrar

que para todo a € [0, 1],
Fo(s) = Fala) + /SDFQ.

Agora, usando os Teoremas 1.15 e 1.17 e os fatos que Fo(s) — Fala), DF, e / DF, sao
43

subconjuntos nao vazios de Q¢(IR™), temos

8 y:] d
Spon @) = [ Sora@d = [ SiSmol)
Sra(s)(%) — Sru(a)(z) Yz € R"

Logo, de acordo com o Teorema 1.9, tem-se

Fals) = Fala) + f DF, =

Teorema 4.16 (Kaleva [17]). Seja F : T — E" diferencidvel em T. Se t;,to € T com
iy < ty entao existe C € E™ tal que F(i9) = F(t1) + C.

Prova: Se F’ for integravel, o resultado segue do teorema anterior. Para a demonstiracao

geral ver Kaleva [17].

Carolario 4.17 Se F : T — E™ € diferencidvel em T entao pare cade o € [0, 1] a fungao

real t v dim|F (}]* € nao decrescente em T, onde dim A € o didmetro do conjunto A.
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Teorema 4.18 (Kaleva [17]). Se F : T — E" € continuamente difercncidvel em T.

FEntao

D(F{b), F{a)) < (b— ﬂ-)stg,}gD(F'(t)‘ X{0})-

Prova: Usando os Teoremas 4.8 ¢ 4.15, obtemos

D(F{b), F(a)) = D(/ F' x50y) € (b — a)supD{F'{t), x{0). |
i teT

Teorema 4.19 (de Rolie} (Kaleva {17]). Seja F : T — E! diferencidvel em T. Se
F(a) = F(b) entao existe tg € T tal que F'(ty) = x40

Prova: Pelo Teorema 4.16, F(t) = F(a) + R(t) para algum R{{) € F!. Uma vez que
F(b) = F(a) entdo pelo Corolario 4.17 diam F,{t) é constante em T para todo « € [0, 1].
Segue que diam Rq(f) = 0 e conseqilentemente R(i} = x,(,) para alguma fungéo r{t) € IR
diferencidvel ja que F o é. Mais ainda, r{a) = r(b) = 0 e assim existe tg € T tal que

r'{to) = 0. Como existe F'{t) entdo, pela Proposicao 4.10, basta mostrar que DF,{ty) = 0:
d
Spra® () = Z-Sra@yirn (@) = Svin(z) Vo
ou
DF,(ty=7'(t), YteT e VYae|01],

logo

F'{to) = Xs(10) = X40) ]

Exemplo 4.3 Seja F(t) = f(t)u onde v € E™ e f:T — R, é crescente e de classe
C!. Entao F é derivavel e F'(t) = f'{t)u.

Prova: Vamos mostrar que f'{t)u é continua, portanto integrdvel e, usando o Exemplo

4.1, temos
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F(t) = Fla) + ([f’(s)ds)u _ Fla)+ ff’(s)u

e finalmente, dos Teoremas 4.13 e 4.14 tem-se

A fungéo f'(t)u é continua pois, parat € T e £ > 0, existe § > 0 tal quese |s—t| < §

entao
DU () = sup (' (O], 7'()ul")

= sup max
0<a<1 lzll=1

Sttya(T) = Spsue ()
= sup max

x |(f'(t) = 1'(8))Spuje (=)
g<act lzll=1
= |f'(t) — f'(s)] Supalal < .

aclu

Exemplo 4.4 Sejam F(t) = f{t)u como no exemplo anterior € r : T — IR™ uma funcio

diferencidvel. Entdo a funcao G(t) = x4 + F(t) pode ser interpretada como F (i) se

deslocado ao longo da curva » no IR™

De acordo com os Teoremas 4.8 e 4.13 temos

./’.T‘G = X[ r(ar + (Lf(t)dt)u

G'(t) = xp + f'(t)u.

Fazendo f(t} = 1, obtemos G(i) = xr1) + u, exemplo dado por Kaleva |17].
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Capitulo 5

Equacao diferencial fuzzy

5.1 Introducao

Com o intuito de modelar fenomenos com algum grau de incerteza, apresentamos aqui
os principais resultados sobre equacao diferencial fuzzy, ferramenta esta apropriada para
tais fenémenos, a exemplo das equagdes diferenciais classicas, que modelam fenémenos
que admitimos serem deterministicos.

Os resultados aqui apresentados foram basicamente desenvolvidos por Kaleva [17,18]
Seikkala {36]. Kaleva [17] desenvolve uma teoria mais abrangente, em E™, enquanto
Seikkala {36] se restringe ao espago E'. Mais recentemente, Wu e al. [41] demonstram
a existéncia e unicidade do problema de Cauchy para equagoes diferenciais fuzzy com o
campo satisfazendo uma condicdo de Cauchy generalizada e também estudam a relagao
entre a solucdo de uma equagao diferencial fuzzy e suas solugdes aproximadas.

Consideracoes sobre parametros fuzzy, bem como apenas a condicao inicial fuzzy, sao
feitas e, para este caso, verificamos que, em um certo sentido, a solucdo deterministica €

“preferida”.

5.2 Equacao diferencial fuzzy

Seja F': T x E™ — E™ e consideremos o problema de valor inicial

u'(t) = F(t,u(t)), ule)=ug, a> 0 (5.1)
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Lema 5.1 Seja F : T x E"™ — E" continua. A fungaou: T — E™ € solugdo de (5.1) se

e somente se € continua e satisfaz a equagdo integral

u(t) = ug + f " F s, uls))ds (5.2)
para todot € T, ’
Prova: Se u(t) é solugao de (5.1), entéao de acordo com os Teoremas 4.13 e 4.15, u(t) é
continna e satisfaz (5.2). Por outro lado, se u(!} satisfaz (5.2), entao u(t) satisfaz {5.1)
pelos Teoremas 4.13 e 4.14.

Notemos que o Lema 5.1 nao pode ser estendido para t < a pois, em vista do Corolario
4.17, diam [u(t)]* é nao decrescente ji que u(t) é diferenciavel. Porém diam [u(t)]* >
diam [ug]® por satisfazer (5.2) mesmo para t < a.

Como para o caso de espacos de dimensdo finita, aqui também temos uma condigéo
que nos garante a existéncia e unicidade do problema de valor inicial (5.1} em 7. Mais

ainda, a solugao depende continuamente do valor inicial.

Teorema 5.2 (Kaleva [17]). Seja F: T X E™ — E™ continua e lipschitziana ne segunda

varidvel, isto é, existe k > 0 tal que
D(F(t,u), P{E,v)) < kD{u,v)
para todot € T, u,v € E™. Entdo o problema (5.1) tem solugao inica em T.

Apresentaremos aqui a prova dada per Kaleva [17].
Prova: Dado {t,v) € T x E® e 5 > 0 tal gue nk < 1, entéo o problema
w'() = F(t,u{t)), uwly)=v (5.3)
tem solucéo Unica em I = |t), {1 7], pois para ¢ € C{{1, E™), conjunto das funcoes

continuas de [, em E", defina a fungao

Gelt) = v+ [ F(s,¢(s))ds, tel

e a métrica
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H(C\¢) = supD(C(t), (1))

tefy

em C(I1, E™). Pelo {ato de (E™, D) ser completo, C'(I}, E™) também é completo.
Pelo Corolério 4.7, G¢ € C(Iy, E™). Mais ainda, pelo Teorema 4.8 e a continuidade de F

bem como o fato de F' ser lipschitziana na segunda varidvel, temos

H(G¢, Gy)

supD(/:F(s,C(s))ds, /tF(s, t,&(s))ds)

tel) ] t)

< [ DU (s, ¢lo)) Fls,po)ds < mkHC )

para todo {,» € C(J;,E™). Portanto, pelo Teorema de Banach para contracdes, G tem

ponto fixo que, pelo Lema 5.1, é a solugido de {5.3).
Expressando T como reuniao finita de intervalos J; com comprimentos menores que 3

e, unindo cada uma das solu¢des obtidas em I, obtemos a unica solugio em T. [ |

Corolério 5.3 Seja F como no Teorema 5.2. Denote por u(t, ug) a solugdo pare o pro-

blema (5.1) com velor inicial ug. Entao existe um niumero real g tal que

H{u(-,uo), u(-, vo)) € ¢D(uo,v0)

pare quaisquer wg, Vg € ET.

Prova (dada por Kaleva [17]} Sejam I,k = 1,...,m como no Teorema e denote T =

u(tg,u0) € T = u{ty, vo). Fazendo

temos -

H(Gzul-, uo), Gsu(-,uo)) = D(%,7)
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e usando o Teorema 5.2, vem
H{Ggu(-, ug), Gul- v)) < H(Ggu(- uo), Gul-, vo))
+ Y H(GE Mul o), Gyul, vo))
i=2
< (1+qk+ ...+ (k)" D=, 7)

Como GZu(-, ug) converge para o ponto fixo u(-,vo) = Gpu{-,v9) de Gz em C(Iy, E™),

temos

H(u(-, ug), ul(-,v0)) = H(Ggul-, uo), Gzu(-, vo)) <

D(u,7
T D)

Fazendo indugao sobre m, tem-se o resultado, [ ]
Para um caso mais geral, consideremos F' : T x U — [/ continua onde U é um
subeonjunto fechado de (E®, D). O teorema abaixo nos fornece uma condigao necessaria

e suficiente para existéncia de solugao do problema:

w'(t) = F(¢,u(t)), ule)=wyelU (5.4)

Teorema 5.4 (Kaleva [18]). O problema de valor inicial (5.4} tem uma solugao u €

C(T,U) se, e somente se, U € localmente compacto.

Os exemplos abaixo sdo devidos a Kaleva [18].

Exemplo 5.1 O conjunto U C E™, formado pelos conjuntos fuzzy triangulares bem comeo

os trapezoidais, s2o localmente compactos.

Figura 5.1a u triangular Figura 5.1b u trapezoidal
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Exemplo 5.2 O conjunto U C E" formado pelos conjuntos fuzzy com a-niveis equi-
lipschitzianos, isto €, existe M > 0 tal que A(ju]®, [u]®) < Mja — 8| paratodou € U e
a, § € 10, 1], é localmente compacto.

Notemos que de acordo com a observagao feita na Proposicao 2.8, se v € [/ entédo u

nao tem pontos de maximos locais prdprios.

5.3 Equacao diferencial fuzzy com o campo dado
pela extensao de Zadeh

Nesta secgdo, nosso principal objetive é comparar as solugoes dos problemas de Cauchy
classico e fuzzy. Mais ainda, nossa conclusao, como era de se esperar, é que a solugao do
problema cldssico €, em um certo sentido, a “preferida”.

Antes porém, vamos observar que para f : T x IR® — IR"?, a exiensao de Zadeh,
f 1T x E® = E™ é dada por
sup u(r) se fl'tz)#£¢
fit, @y = § reie
0 se fli,x) = ¢
para todo conjunto fuzzy « : IR® — |[0,1] e continuam valendo os resultados obtidos
na Seccgio 3.2 do Capitulo 3, desde que f esteja bem definida. Queremos salientar que
o fato de f ser continua ndo é suficiente para que f(t‘u) € E™ se n > 2, ja que
[F(t,w)]® = f(t,[u)®) paratodo t € T e a € [0,1]. Estéd claro também que se
f: T x R®™ — IR" for linear afim, entao f esta bem definida para todo n > 1 e que se
F:T x E" — E™ for dada por F(t,v) = a(t)u, onde e¢:7T — IR é continua, entdo F é
extensao de Zadeh da fungio f : T x IR™ — IR" dada por f(t,z) = a(t)z. Finalmente, sc
f:TxIR"* — IR" é dada por f{i,z) = A(t)z com A(t) matriz de R" % IR" inversivel para
todo i, entao, de acordo com observagoes feitas na Seccao 3.2 do Capitulo 3, a extensao
flt,u) =u(A" (1)) paratodo it € T e u € E™,
Consideremos agora o problema delerministico

a'(t) = f(t,2), =(a) =0 (5.5)
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e o problema fuzzy

w'(t) = £(t, ), ula) = uo (5.6)

ondee >0 e f ¢ a extensao de Zadch de f.

Teorema 5.5 Seja [ : T X R" — IR™ continua e lipschitziana na segunda varidvel. Se

[T x E™ — E" estiver bem definida, isto €, f leva convero em convero para cadat fizo,

entao
(a) cada um dos problemas (5.5) e (5.6) tem solugdo inica.
(b} a solugdo do problema deterministico (5.5) € preferida, isto €, se z{t, zq) e u(l, ug)

sao as solugoes de (5.5) e (5.6) respectivamente, entdo u(t,uo){z(f, 20)) = 1 para todo

t € T, se ug(Ig) =1.

Prova:

(a} O problema {5.5) é classico. Quanto ao problema (5.6}, uma tinica solugio é garantida
pele Teorema 5.2, pois de acordo com o Teorema 3.5, f é lipschitziana se f o for.

(b) Precisamos provar que para todo t € T,

a(t, mo) € [ult,uo)]' se g € [ug)'.
Dado zg € [uo]l, seja vg € E™ cujos niveis séo

{zo} se s <a<l

3

[vol® =

[}

i)' se 0< o

IA
L= Ll

Como o problema (5.6), com condigao inicial vg, tem solugao v{¢) Unica e, lembrando que
[ (t, v(I)]® = £ (¢, w(t)]®), o nfvel [v(t)]* é a vnica solugéo do problema de Cauchy
DX(t) =7t X(1)), X{0) = [wo]®, o (5.7)
para fungdes com valores em conjuntos, onde D indica a derivada de Hukulara.
Assim, se &« = 1 entdo {x{l,zy)} e [v({,v}]" sdo solugoes do mesmo problema e,

pela unicidade, tem-se

{z(t, z0)} = [v(t, vo)}!
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para todo t € T

- L. i,
Por outro lado, se & =  entao [u(i, up)]' e [v(t,vg)7 sio solugdes do mesmo problema

e, de novo pela unicidade, tem-se

[u(t, ug)]" = [o(t, vo)]2

para todo ¢t € T e como [v(t, ve)]' C jult, ’U{))]%, concluimos que

z{t, zo) € [ult,ug))’

para todo t € T,

Figure 5.2 z(t) e u(t): solugdes de 5.5 ¢ 5.6 respectivamente

Note que a conclusio obtida no item (b} do teorema acima, continua valendo se as suas
hipdteses forem trocadas por outras que garantam a existéncia e unicidade da solugao do
problema (5.6). Neste caso, podemos também observar que se ug € IR”" em (5.6}, entio as
solugdes classica e fuzzy coincidem. Finalmente, de maneira analoga & que fizemos para
concluir que z(t, zo) € [u(t, ug)}}, podemos conchair que se A, B € Q=(R™) com A C B,
entdio X (t, A) C X(t,B)} onde X(t, A} e X(t, B) sao as solugdes de (5.7) e condigoes

iniciais A e B respectivamente.
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5.4 Equacao diferencial fuzzy em F'!

Nesta sec¢ao vamos nos restringir ao estudo do problema de valor inicial {5.1) para o caso
em que a fungio F : T x E! — E' e T = IR,, exceto quando for especificado. Mais
ainda, vamos nos restringir aos casos em que o campo F é “linear afim” ou é obtido via

extensao de Zadeh.

Lembramos que se u : T — E! é diferencidvel e fu|* = [u$, u§], entdo pelo Teorema

4.12, uf, ug sdo diferencidveis e

(W] = [(u3)(1), (ug)'(t)]

para todo o € [0, 1].

5.5 Valor inicial fuzzy em F!

Consideremos o problema de valor inicial fuzzy

W'(t) = £(t,u(t)), u(0) = uo (5.8)
onde f é a extensio de Zadeh da fungio continua f : IRy xIR — IR e uy € F' com
a-niveis [ug]® = [ug;, u$], o € (0,1].

Como sabemos, se u € E! entéo

ftu)lt = F0 )

= |min{f{t,z): 2 € [u]*}, max{f(¢, z): 2 € [u]?}]

Notemos que a continuidade de f é suficiente para que f esteja bem definida ja que f

leva intervalo fechado em intervalo fechado para cada t fixo.

Se denotarmos |[u]® = [uf,ug| e
fHi e ud) = min{f({t, z) : z € [uf, u5]}

folt,ud, ug) = max{f({,z) : x € [u®, ud]},
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entdo u(t) serd solucdo de (5.8} no intervalo |0, &) se
() (t) = f1(t,uf,ug), 6${0) = ug (5.9a)

(ug)'(t) = folt, v, u3), u§(0) = uf, (5.96)

parat € [0, b) e o €{0,1]. Assim para a fixado, temos um problema de valor inicial em
IR?. Se nos o resolvermos de maneira 1inica, teremos apenas que verificar se os intervalos

[u$(t), ug(t)] definem um conjunto fuzzy, isto é, se os intervalos satisfazem ao Teorema

2.3.
Teorema 5.6 (Seikkala [36]) Suponha que

[flt2) =7tz < gft, |2 —-ZF)), 120 z,T€R

onde g : Ry x IR — IR € continua tal que r ~ g(t,7) € ndo decrescente, o problema de

valor inicial

r'(t) = g(t,r(@)),  7(0) =10 (5.10)
tem uma solugdo em IRy para 7o > 0 e que r{t) = 0 € a unica solugao de (5.10) pare

ro = 0. Entdo o problema (5.8) tem unica solugdo fuzzy.

Exemplo 5.3 A fungéo f(t,2) = —x satisfaz as hipdteses do Teorema 5.6 com g{t,r) = r

e portanto o problema

u'(t) = ~u(t), u(0) =up € B!

—tem solucao Unica fuzzy u em TR, e seus niveis sio dados por

k 4] i g ik
afpy — Uy —Ugg 4, Yor T Mooy
uF{l) = 5 € 5 ¢

fa o [a} (4
top — Yoy 4 , Yo T Uog -t

Clt -
ug (t) 9 5
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que sdo obtidos através das equacdes (5.9a) e (5.9b). E facil ver neste exemplo que se

z(0) = ro € IR, a solugio é
z{t,rg) = roe”?
e se 1o € up, entao
z(t,ro) € [ug (1), u3(t)],

para todo « € [0,1], isto &, z(1, 7o) tem grau de pertinéncia 1 para todo t > 0,

L.

$(f,, xO) R
Figura 5.8 - Evolugdo das solugoes u(t,ug) € z(t,zg) no tempo

Devido ao fato das solugoes fuzzy terem a-niveis crescentes com ¢, conceitos tais como
ponto de equilibrio, estabilidade de solugdo ou equilibrio assintotico sao questdes ainda

ndo muito claras em se tratando de equacéo diferencial fuzzy. Seikkala [36], define

im u(t)=¢ € E!

i—+oo

5€

or = [ im s, Jim 3o
e wu:R, — E.
Teorema 5.7 (Seikkala [36]) Suponha que

flt,z) <glt =), 120, =zelR,
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onde g : IRL x IRy — IRy € uma aplicagdo continua tal qgue r — g(t,r) € ndo decrescente
e para cada v > 0, a solucao mazimal de (5.10) existe e € imitada em R,.. FEntdo o

maior intervalo de qualquer solugao v de (5.8) ¢ R, e

tlggu(t) =¢cE!
Observagao: Se f e g sdo como no Teorema 5.7 e se paracada tg > 0 e 790 > 0 a
solugao de (5.10) existe e é limitada em [tg, 00), entdo qualquer solugdo fuzzy de (5.8)
através de qualquer condigio (tg,up) € R, X E! existe em [tg, 00) e tem um limite { € E'
com t tendendo a co. Notemos também que o limite ¢ € E! é tal que o didmetro de
qualquer a-nivel deve ser maior ou igual ao didmetro do a-nivel da solugdo (i} para todo

t, uma vez que o didmetro de [u(f}]* cresce com t.

5.6 Equacao “linear afim” com coeficientes fuzzy
em E'

Considere o problema de valor inicial fuzzy
w'(t) = A{)u(t) + B(t), u(0) =ug € E! (5.11)
com ¢ > 0 e coeficientes 4, B : IR, — E'.

Das definicoes de soma e multiplicagao entre numeros fuzzy (ver seccéo 2.3) segue que

se u: IR, — E! é solugio de (5.11) entao seus a-nivels satisfazem

(uf) () = min{AF(t)u$(t) 1 4,5 = 1,2} + B(t), u§(0) = uf
(5.12)
(u3)'(t) = max{AZ()ud(t) 1 4,7 = 1,2} + BE(d), w3(0) = ufy

Teorema 5.8 (Seikkala [36]) Se para cada « € (0, 1] as fungoes A2 sao integrdveis, entdo

(5.12) tem solugdo unica que sdo 0s a-niveis da unica solugio de (5.11)

Corolério 5.9 Seja T wm intervalo fechado de IR,. Se A,B : T — E! sao continuas,

entdo o problema (5.11) tem solugao dnica, deda por (5.12).

60



Prova: De acorde com o Teorema 4.5 e o Exemplo 1.1, as fungdes AY sdo integraveis e
assim o Corolario 5.9 vale pelo Teorema 5.8, Um cédlculo direte também nos mostra que

as hipdteses do Teorema 5.2 estao satisfeitas.
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Capitulo 6

Sistemas dinamicos fuzzy discretos

6.1 Introducao

Neste capitulo, serao apresentadas as definigbes classicas de estabilidade bem como esta-
bilidade assintética de ponto fixo, para funcoes F : (F(IR"), D) — (F(IR"), D).

Como mencionado antes, o Teorema 2.3 relaciona univocamente cada elemento u €
F(IR™) com uma familia de subconjuntos compactos de IR", seus ¢-niveis. Assim, es-
tudaremos quais propriedades terdo os a-niveis de pontos fixos estdveis bem como as-
sintoticamente estaveis. Para tanto, conceitos como os de conjunto invariante, conjunto
atrator, w-limite, etc. serdo importantes e podem ser encontrados em Hale [12].

A maior parte de nossas conclusdes refere-se ao campo fuzzy obtido via principio de
extensao de Zadeh de uma funcéao continua f : IR™ — IR™, cujas propriedades encontram-
se no Capftulo 3. Baseando-se também nesse principio, Cabrelli e al. [06] e Forte e al. [09]
estudam sistemas iterados fuzzy onde as fungdes envolvidas sao contragoes. Tais sistemas
generalizam os cléssicos sistemas de fungoes iteraiivos usados no estudo de construgdo
de imagens. Comparagoes entre as solugtes fuzzy e as deterministicas serac analisadas e,

como no Capitulo 5, veremos também que a solucao deterministica é “preferida”.

6.2 Sistemas dinamicos fuzzy discretos
Um sistema dinamico fuzzy discrelo € um sistema iterativo
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Unu41l = F(u'n) (G])
onde, F :F(IR") — F(IR®) é uma funcao.

Dado ug € F(IR"), a seqiiéncia de iteradas

Up, F(“’O)! F(F(uﬂ))s

¢ chamada de solugao ou drbita positiva de (6.1) por up e F™(up) denota a composicao

de F n-vezes.

Consideremos | a extensio de Zadeh da fungéo continua f : IR® — IR" e (6.1) dado
por f , isto &,

Unt+1 = f(un)- (62)

Dizemos que (6.2) é o sistema fuzzy aessociado ao sistema deterministico
Tnir = [(zn). (6.3)
O teorema a seguir nos diz que, como ja haviamos observado para equacoes diferenciais,

as solugdes deterministicas sfo preferidas.

Teorema 6.1 Suponha que u, € Ip sejam solugoes de (6.2) e (6.8) por ug € z¢

respectivamnente e que ug(zg) = 1. Entao un(xn) =1 para tode n > 0.

Prova:

Unt1 (:En+]) = f(un)(:rn-l-l) = sup 'U,“(T) 2 un(ﬂ:n)
Fnp1=1(7)

j& que u, € I, sdo solugoes. Assim,

un+1(£11+1) P un(:cn) 2.2 UO(IO) =1 |

Notemos que nao foi preciso usar a continuidade de f. Porém, sendo f continua, o feorema

acima pode também ser provado usando a monotonicidade de f vista no Coroldrio 3.3.
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Observe ainda que a monotonicidade de f implica ™ (ug) > f"(ug) para tode n > m
fixo, se ™ (ug) > S (uo).

Para encerrar esta secc¢ao, enunciaremos alguns resultados para pontos fixos.
Definigao 6.1 Seja a aplicacao F : F(IR®) — F(IR"), Dizemos que u € F(IR") é ponto
firode F se Fu) =1.

Notemos que F(u) =7 se, e somente se,
[F @] = (="
para todo « € [0, 1].

Teorema 6.2 Seja F : F(IR®) — F(R"). Se F for contragao, entao F tem wnico
ponto fizo.

Prova: A demonstragao é cléassica, ja que (F(IR"), D) é completo.
Vale a pena ressaltar que se % for o ponto fixo, entao

mn

D(F™(u), ) < 77

D(F(u),u)

nos da uma cota superior ao se tomar a n-ésima iterada como valor aproximado para T,

onde k é a constante de contratagao.

O teorema seguinte é uma consequéncia do teorema do ponto fixe de Tychonoff, enun-

ciado e demonstrado por Kaleva [16], no caso fuzzy.

Teorema 6.3 Seja K um subconjunto compacto e convexo de (E™, D). Toda aplicagdo

continua de K em K tem ponto fizo.

Observe que se F' : F(IR"} — F(IR") for extensao de alguma fungio f : R" — IR™ e se

z for ponto fixo de f, entdo xys) serd ponto fixo de F' j4 que

F(X42)) = Xr2) = Xiz}-
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Teorema 6.4 Se f:IR" — IR" ¢ contracao, enido a extensdo de Zadeh
f: (F(R™), D) — (F{R™), D) tem tnico ponto fizo que € a fungao caracteristica do ponto
fixo de f.

Prova: E uma conseqguéncia imediata do Teorema 3.5, do Teorema 6.2 ¢ da observagao
acima. [ |
Notemos que se F : (F(IR"), D) — (F(IR®), D) for contracio e o seu ponto fixo nao for a

funcao caracteristica de z € IR®, entao F néo é extenséo de Zadeh

Teorema 8.5 Se f : R™ —» IR™ ¢ continua e A C IR™ € um conjunto compacte, entao
A € invariante para f(i.é. f{A} = A} se, e somente se, a fun¢do caracteristica x5 €

ponto fito da extensdo de Zadeh, f.
Prova: Pelo Teorema 3.2, temos
[f(xa)l® = Flxal®) = F(A) = A = [xa]* Yo e [0,1].

Na sec¢ao seguinte, vamos estudar algumas propriedades de estabilidade do ponto fixo,

levando-se em conta as particularidades do espago (F(IR™), D). |

6.3 Estabilidade do ponto fixo

Definigao 6.2 Dizemos que um ponto fixo @ de F : F(IR") — F(IR") é estédvel se para
todo & > 0 existir um § > 0 tal que, para todo u para o qual D{%,u) < §, as iteradas por
u satisfazem D(F™(u), T} < ¢ para todo n > 0. Um ponto fixe & é dito instduvel se néo
for estavel. Um ponto fixo T € assinioticamente estavel se ele for estdvel e mais, existir
r > 0 tal que para todo v com D(Z, u) < r, tem-se nl_i’r}r]mD(F“(u),E) =0
(Observemos que, de acordo com a Proposicdo 2.6, se & é assintoticamente estdvel, entao
F™(u) H.ox para todo u tal que D(T,u) < r.

A seguir, vamos reescrever a definicdo acima, para os niveis do ponto fixo 7.



Definicao 6.3 O ponto fixo T de F : F(IR") — F(IR"} é estavel se e somente se para
todo £ > O existir § > 0 tal que, para todo u para o qual sup A([u]®, [T]") < &, as iteradas
I<a<l
por u satisfazem sup h([F"(u)]*,[T]%) < ¢, para todo n > 0 e u é assintoticamente
0<a<]
estavel se for estavel e lim  sup A([F"(u)]* [G]®) = 0 desde que sup h{[u|*, [7]%) < r.
n—=+00 o<l 0<a<]
Agora, se T é estavel entdo h{|F"(u)]* [2]*) < ¢ paratodo o €1[0,1] e n > 0, que

é equivalente a
inf{s: [Fr(w)]® C B([@?,s) e [@* C B(F*(u))%,s)} <.
Consegiientemente temos
(FP(u)]* C B([@e,e) e [@)* C B{F™ )", ¢) paratodo a €[0,1] e n > 0.

Se Hm  sup R{[F"(u)]% [&]*) = 0 entdo para todo a € [0, 1} tem-se
n—=+00 <]

Jim B(P ()], [71°) = 0
que implica
im inf(FA)]?) = lim_ suplPr(u)]° = (7],

de acordo com o Teorema 1.4,

Assim, se nl_i’r}rlm D(F™(u),w) = 0 temos

[@* = {yeR":y= lim Yny Yn € [F”(u)]a}
= {yeR":y= JHm gy, € [F™(u)]}
- N UIF@e
=0 n>j

para todo « € [0, 1].

Exemplo 6.1 Seja uny; = max|é, un] onde
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a se tel0,1]

0 se t¢][0,1]

com 0 < a € 1. Através de um célculo direto, podemos verificar que tode ponto inicial
ug tem érbita com apenas um ou dois elementos e existe uma infinidade de pontos fixos

estaveis, porém nao assintoticamente estaveis.

Exemplo 6.2 (Caso “linear”). Seja

Unpr = F(un)

onde F' : E! — E' é dada por F(u) = du, A € EL. E claro que 0 = X{0) € ponto fixo.

Supondo [A]* = [AT, AS], [u]® = [uf,u8] com AF e ul positivos, temos
(F(w))* = [A{u?, Agug], € [0,1]

de acordo com a defini¢do de multiplicagdo, dada no final da Secgao 2.3.

Dada uma condigao inicial ug com [ug]® = [ud;, uf,] e u§, positivo, é fécil ver que
[F™(uo)]* = [Auo]® = [(AT)"ug;, (A3)"ud,], & € {0, 1].
Assim,

D(F"(u0),0) = sup |z| = (A})"u; para todo uo € B,

ze[fr(uo)l®

Portanto, como D {ug, §) = uly, tem-se estabilidade assintética em (0 se [A]° C [0,1) e
instabilidade se [A]° ¢ {0, 1.

Notemos que diferentemente da solugéo de equagdes-diferenciais fuzzy, o didmetro do

a-nivel da solugéo é

(AS)" ufp — (AP)" udy
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que decresce com n se |A]* C [0, 1).

Observemos também qgue, embora o campo F' acima nao tenha sido obtido via extensao
de Zadeh, temos que qualquer problema deterministico linear com coeficiente a e condicao
inicial zo satisfazendo A¢ < a € A, uf; £ 2o L uf, para todo z € [0, 1], tem-se

(A" ufy < 0" 29 < (AF)" ufy, Yo €0,1].
Isto ¢, a solucido do problema deterministico

Intl = @Tn, g

tem grau de pertinéncia 1 (i.é, é preferida), resultado andlogo ao Teorema 6.1.

Como veremos 11o Capitulo 7, esse é um exemplo que tera utilidade na modelagem de
fenémenos onde julgamos apenas os pardmetros multiplicativos serem fuzzy.

A préxima secgio sera dedicada ao estudo de estabilidade de pontos fixos, apenas para

0 caso em que o campo é obtido via principio de extensdo de Zadeh.

6.4 Estabilidade do ponto fixo da extensao de Zadeh

Nesta seccdo a funcao [ : F(IR") — F(IR™) serd a extensio de Zadeh da funcao continua
f :IR* — IR™ e assim % é ponto fixo de [ se, e somente se, seus a-niveis [7]* sao conjuntos

invariantes para f, uma vez que o Teorema 3.2 nos permite concluir que
[@]* = [f@)* = f(fal®), va €[0,1].
Por outro tado, como |f™(1)]* = f™([u]*), entdo se Jim RS ()], @) = 0, temos
E = {lim (), 2a € )
= Ll M) 25 € Jul?)

= 1 UM

i20n2j
ou seja, [#]* = w(|u]*) onde w(B) é o conjunto w-limite do conjunto B, cuja defini¢ao

é
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w(B) = ﬂ U‘f“(B) (ver Hale [12], pag. 8).

Em particular, w{z} C [&]* para todo z € [u]*.

A seguir, enunciaremos um lema que serd usado repetidamente neste capitulo.

Lema 6.6 Seja X € F(IR™) a funcao caracteristica do conjunic compacto X < IR™.

Entao a bola aberta

B(X,r) = {u€F(R"):D(X,u) <r}
= {ue FR"):[W]CB(X,r) e X CB(u',r)}=F

Prova: Seu € B(X,r}, entdo sup h{X,[u|*) <r
<a<]
ou

sup inf{e: [u]® C B(X,e) e X c B([u]®,e)} < r
<]

que implica

i{a) = inf{e : [u)|* C B(X,s) e X C B{[u|*¢)} <~

para todo o € [0, 1].

Portanto [u]* € B(X,r) e X C B([u]*r) para todo « € [0,1]. Em particular tem-se

[U]OCB(.X,T) e X C B{ju]',r) eassim ue F.

Sewu € F, entdo [u] C B(X,r) e X C B([u]',r), logo [u]* C [u|® Cc B(X,r) e
X C B(|u}',r) € B(ju]*,r) paratodo o €[0,1]. Assim, como X e |u]* sio compactos,
B(X,r) e B(|u]®,r) so abertos e tem-se i(ar) < r para todo o € [0,1]. Agora,

i(a) < max{#(0),i(1)} < r
para todo « € [0, 1}, de acordo com a Proposicio 1.3, ja que
i(a) = h{|u]*, X) e [u]' C [u]* C [u]’
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Logo,

sup i(a) < risto é, u € B{X,r). |
0<a<l

Analogamente, prova-se que a bola fechada
BIX,7) = {u € FIR™ : [u° € BIX,r] e X C B(u]', 7]}

e como F(IR™, D) é espaco métrico, temos

-~

B(X,r) = B|X,7].

Corolario 6.7 Se o conjunio X for unitario, X = {T}, entao segue do Lema 6.6 que
B(X,r)={uve FIRY : [u|° c B(z,r)}

e que, da definicao da métrica D,

D(xapu) = supl‘oHif - |- L

2E|u

Baseando-se no corolario acima, demonstraremos um resultado que nos permite rela-
cionar a estabilidade do ponto fixo T com a estabilidade do conjunto fuzzy xz. Antes,
porém, é interessante notar que o Corolario 6.7 nos garante ainda a continuidade de f em

todos os pontos da forma xz), z € R™

Teorema 6.8 Seja f : IR® — IR” continua com f(T) =T e [ sua erlensao de Zadeh.
Entao,

a) xz) ¢ estavel para o sisterna (6.2) se, e somente se, T € estavel para o sistema (6.9).
b} x4z} € assinloticamente estdvel para o sistema (6.2) se, e somenie se, T € assinlolica-

mente estavel para (6.3).
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Prova:

a) Por hipdtese dado £ > 0 existe § > 0 tal quese |jz—7T|| < § entdo l[f*(z)—7Z|| < 7

para todo n > 0. Se D(u, x{z)) < § entao sup {lz—7F|| < § queimplica ||/"(z)—F|| < ¢

re[u]®
para todo z € [u|® C B(Z,6). Logo sup||f™(z)—%||<e ou sup |[ly—7Z| << ou
_ we[u ye/((u]?) :
ainda  sup |ly — F|| < € pois f é continua.
ve[ /7 (W)°

Logo, pelo Corolario 6.7,
D(f () xim) < .
Para mostrar a estabilidade de T, a partir da estabilidade de xyz), basta observar que

llz = Zl| = D(X{a}> X{=})

e
M (xXi2)) = Xty
b) Por hipdtese, existe § > 0 tal que se ||z — Z|] < § entdo T}H}go1lf"($) -7/l = 0.
Suponha que D{xz u) < § que é equivalente a sup ||z — || < § e dal, para todo
ze(ful?)
0 1 nieY — F|| =
z € [u]°, lim ||f"(z) - Z|| =0 ou
0 = YHm sup|lf™z)—7F| = lim sup |ly—7Z| =
T el T ye fr(ful®)
= lim  sup |y —7| = lim D(f™(u), xqz3)-
yelfr (=)0

que € ¢ que queriamos.
O argumento usado no fim da demonstracao do item a) serve para provar que xz; €
assintoticamente estavel se T o for.

A estabilidade, tanto num sentido quanto no outro, é garantida pelo item a). |
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Coroldrio 6.9 Seja f . IR™ — IR", de classe Cloe f(®)=7. Sendo X; os aulovalores
de ['(T), entao

a) Se |\ < 1, para todo i, x(z} € assintoticamente estdvel para (6.2).

b) Se [Mi| > 1, para algum i, = € instdvel para (6.2).

K

Prova: E uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior ja que, nestas condigoes, o
coroldrio vale para (6.3). |

Com o propdsito de tornar o Teorema 6.8 mais geral, lancaremos mao do Lema 6.6
e das propriedades da funcgao f, vistas no Capitulo 3, para investigar que relacgdes de
estabilidade ha entre o conjunto classico A C IR™ € o conjunto fuzzy x 4. Para isto, iremos
precisar de varios conceitos como o de conjunto invariante isolado, conjunto atrator, etc.

A seguir, daremos algumas defini¢bes de acordo com Hale {12].

Um conjunto invariante J € dito isolado, se existe uma vizinhanca de J tal que se K
é um conjunto invariante e estd nesta vizinhanca, entdo K C J.

Um conjunto A C IR™ afrai um conjunto B C IR" sob a aplicagao T : IR — [R" se
para todo & > 0 existir um ng = ng(s, A, B} tal que T"(B) estd contido em B(A,¢)
para n > ng onde B(A,¢) é a bola aberta de centro A e raio £. A é atrator global
se for compacto maximal invariante (qualquer outro compacto invariante estd contido em
A) e atrai todo conjunto limitado de IR™. Diz-se que um conjunto A é atrafor local se A

é compacto invariante e hd uma vizinhanga limitada B de A tal que A atrai B.

Corolério 6.10 Seje u € F(R™) e 4° o funcio caracteristica do nivel [u)?. Entdo
@8 € B4, r) se, e somente se. [u)® C B{{u|®,r). Isto €, 4% sdo isolados se, e somente

se, eriste r = r{a) > 0 tal que (ul® ¢ B(|u|*,7) para B < a e [u]® # [u]P.

Prova: E uma conseqiiéncia do Lema 6.6 e do fato que [u]* C [u}® se a > B. |

Observamos que as funcios escadas u : IR™ — [0, 1] sao desse tipo.

Teorema 6.11 Seja f : F(R") — F(R™) « extensio de Zodeh, da fungdo continua
R = IR*. Se u é ponto fizo de | € 1’}‘i_.nrc)mJD(f”('L.',),E) =0 para DT, u) <7, enidge

os niveis [|* atraem os niveis [u]* através de f.
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Prova: Por hipétese, se v € B(T, 1), vale que para todo € > 0 existe ng = ng{e) tal que
se n > ng, D(f™u), %) <¢ o que garante R ([w]™), [w]*) < € Yo
ou

(™), [w)®) = inf{s  f7(|u]®) € B([u]*,s) e [@]* € B/"(|[u]*), )} < ¢ Ya

e dal

(1)) € B([ul® ) .

que é o que queriamos. E mais, devido & métrica [, existe uma uniformidade em o no

sentido de que n = n(s) para todo a.

O fato de f*([u]*} € B([u]?,¢) para n > ngnos permite concluir também que se z € [u]?,

entao

{f™(=)} < B([w]*, &) < B([u]~ ).

Como B([z]2,e) é compacto, pois [#]* é compacto, entao f™(z)} possui subseqiiéncia con-

vergente. Logo w(z) # ¢ para todo z € [u]®

Coroldrio 6.12 Se f e [ sdo como no Teorema 6.11, ﬂlir}f D(f™(u),u) = 0 para todo
—t 00

v € B(@r),r >0, e X CIR" € compacto e invariante pare [ com []° C B(X,r) e

X ¢ B([@)},r), entdo T=X.

Prova: Do Lema 6.6 segue que D{m, X) < r, logo liIEmD(fﬂ"(f),ﬁ) = 0 ou
lim D(X,%) =0 jaque X éfixo para f. Assim

n—r 400
D(X’,E)zﬂouﬁ:}?. |

Corolario 6.13 Se f, f e @ sdo como no Coroldrio 6.12 ¢ T € ponto fizo de f com

@l c B(a)',r) e [@°c B{(E]* 1), para agum o €(0,1], entao |T)° = [u]'.
Prova: conseqiliéncia imediata do Corolario 6.12 fazendo |7]® = X. ]
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Coroldrio 6.14 Sc f, { e T sdo como no Coroldrio 6.13 e [@)° ¢ B([@]',r) entao

7" = [g]'.

Prova: Conseqiéncia do Coroldrio 6.13. [ ]
Observagao: Dos Coroldrios 6.12 a 6.14 concluimos que os Unicos pontos fixos de f,
assintoticamente estaveis, com h{|u]® [u]') < r, sdo do tipo fungéo caracteristica de algum

subconjunto compacto X de IR™ e para este caso temos o

Corolério 6.15 Se f e [ sio como no Teorema 6.11, entdo o ponto firo X de [ ¢
estavel se, e somente se, para todo £ > 0 eriste § > 0 tal que se uw € F(R") com
(] c B(X,8) e X € B(|u]",8) entdao f*{[u]®) ¢ B(X,e) e X C B{f*{|u]',e) para
todo n > 0.

Demonstracao: Conseqiiéncia imediata da defini¢io de estabilidade e do Lema 6.6. W

Corolério 6.16 Se f, f e X sdo como no coroldrio acima. entdo w(z) C X para todo

z prézimoa X.

Prova: Seja [u)* = B[X,8] com 0 < § < r. Pelo Lema 6.6, u € B(X,r) e assim
X = w(BlX,6]), donde w(x)C X. |

Observe que B|X, §] € IR™ é compacto se X o for.

Como no estudo de dinAmica do ponto fixo, os casos em que os pontos fixes sao
isolados desempenham um importante papel. O Corolario 6.10 sugere que nossa atengao
esteja voltada para pontos fixos u : IR® — [0, 1] com graficos tipo escada. Mais ainda, os
Corolérios 6.12 a 6.15 nos informam que o caso em que o ponto fixo X de f ¢ a fungao
caracteristica do conjunto compacto X C IR™ merece atencao especial.

A seguir, enunciaremos alguns resultados para o ponto fixo X de f, que generalizam

o Teorema 6.8,

Teorema 6.17 Seja X a fun¢do caracterdstica do conjunto compacto X C R™ tal que

f(X)=X e X ¢ assintoticamente estdvel para f. Nestas condi¢ées {em-se
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X = /™(BIX,6).

n>0

para todo § € (0,7 com r dado pela Definigcdo 6.2.

Prova: Seja u € F(IR™) tal que [u]* = B|X,§] onde 6 € [0,r].
Pelo Lema 6.6 ¢ facil ver que u € B(X,r). Logo, pelo Teorema 6.11, X atrai B|X,§)
Como X C B|X,8] e w(B|X,8]) = X, segue do Lema 2.1.1, pag. 9, Hale [12], que

X = (/M(BIX, 8)). =

n>0
Notemos que em particular o conjunto X é atrator local j4 que X atral a vizinhancga
B|X, 6], como visto no Teorema 6.11. No entanto, X ser atrator local nao ¢ suficiente

para que X seja assintoticamente estavel para f. Veja exemplo a seguir.

Exemplo 6.3 Seja z,.,, = f(zn), onde

flz) = \3/$-——3+3——2£.

9
O tos fixos de f sao x; = 3 5 e 3+ ! com f'{zs) =1
s pontos fixos 580 T} = 3 — —= Ty = — a) = 1.
P ‘ 5va 373 ﬁ
O conjunto X = [z1, 9] é atrator local para f, Entretanto, a fungao caracteristica X,

de X, nio é assintoticamente estével para f, j4 que dado qualquer up € F(IR?) préximo

a X, da forma
[2o]* = fuo]® = |21 + & z2 - 6)
para todo o €10,1], e &> 0, apropriado, temos

[f™(wo))* = 7" ([uo]®)

lim h(f"([uo]?), {z:1}) = 0,

n—+4oo

75



que implica

lim A(f™([uol”}, |uo]%) # 0.

n— oo

k]

. H . D
Portanto, pela Proposigio 2.3, f™{ug) /# X e conseqlientemente f™{ug) 4~ X, que é o

que queriamos.

i

.‘51 Iz &€
Figura 6.1 - [ do exemplo 6.3 e seus pontos fizos
Na verdade, o que podemos observar nesse exemplo é que X ¢ B(f"([u]},¢) para

infinitos valores de n, seja qual for o intervalo [u}' contido propriamente em X e, em vista

do Lema 6.6, X ndo é assintoticamente estavel.

Os resultados seguintes referem-se as condigdes necessérias para pontos fixos assintot-

icamente estaveis da funcao f.

Lema 6.18 Seja f a extensdo de Zadeh da fungio continua f : IR* — IR". Se
1i]EI'_"l D(f™(&),u) = 0 pare algum z € R™, entdo u € a fun¢io caracteristica de algum
T — x>

ponto de IR™.

Prova: Em vista do Teorema 3.2 e Corolario 6.7, basta ver que

lim D(f“(:.'”:),u)=0=>nl_i,m sup {[f"(z} —y]| =0

ot 00 “+oc ’.Uel"ﬂlo

e conseqlientemente tem-se o resultado. B
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Teorema 6.19 Se f e f sao como no Lema 6.18 e W € um ponto fire de i, assinto-
ticamente estdvel, com diam|g]® < r, com r dado pela Definigcao 6.2, entao T € a fungdo
caracteristica de algum ponto de R™.

]D

Prova: Se diam[u|® < r, entdao de acordo com o Lema 6.6, para todo z € [7)°, tem-se

D{i, &) < r. Logo lit}rl D(f(2),4) = 0 e dai, pelo Lema 6.18, tem-se o resultado. M

Teorema 6.20 Se f ¢ f sdo como no Teorema 6.19 e T € globalmente assintoticamente

estdvel, entao @ € a funcdo caracteristica de algum ponto de R™.

Prova: E uma conseqiiéncia imediata do Lema 6.18 j4 que, neste caso, nEToo D{(f™&),4) =
0 para todo z € R™ [ |
Notemos gue de acordo com o Teorema 6.8, o estudo da dinamica de pontos fixos %,
que estao nas hipdteses dos Teoremas 6.19 ou 6.20, se resume ao estudo da dindmica dos
pontos fixos para a funcao f : IR® — IR™
Vamos encerrar este capftulo com uma pequena introdugdo ao estudo de orbitas

periddicas.

Definicao 6.4 Um ponto u* € F(IR") é chamado de ponto periddico de periodo p ou
p-periédico da funcao F @ F(R") — F(IR") se p é o menor inteiro positivo tal que
FP{u*} = u*, onde F7? indica composigdo. O conjunto de todas as iteradas de um ponto
p-periddico é chamado de orbita p-periodica ou p-ciclo.

Um ponto p-periédice v* é um ponto fixo da aplicagao F'7. Conseqiientemente, a nogao

de estabilidade de u* segue aquela de ponto fixo.

Definicido 6.5 Um ponto p-periddico ©* é dito ser estdvel, assintoticamente estdvel, ou

instdvel se u* é, respectivamente, um ponto estdvel, assintoticamente estavel ou instavel
da aplicacao F'”.

Se f é a extensao de Zadel: da funcgdo continua f : IR" — IR", entao é ficil ver que

» - s - . - . ol Lol J L E .

z” é um ponto p-peridédico de f se, e somente se, a funcéo caracteristica £* de z* é um

ponto p-periédico de f, uma vez que |f™(£)]* = f™(z) paratodon > 0 e & € [0, 1], onde
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£ é uma fungao caracteristica de * € IR". Lembremos também que f é continua em £,

como vimos na observagao do Lema 6.6. Agora, baseando-se no Teorema 6.8, nés temos

0 seguinte:

Teorema 6.21 Se f € a extensdo de Zadeh da funcgdo continua f : IR" — IR, entao
z* € p-periddico estdvel (assinioticamente estavel, instavel) para f se, e somente se, i* ¢

p-periddico estdvel (assinloticamente estdvel, instdvel) para f.
Prova: é uma conseqiéncia imediata do Teorema 6.8 aplicado a funcao f?. [ ]

Corolirio 6.22 Seja z* um ponto 2-periddico da fung¢ao de classe C',f : IR — IR. Se

IF(f{z*)f'(z")] < 1, entdo a drlita por £* € estavel.

Prova: E uma conseqiiéncia do Teorema 6.21 e do fato de |f/(f(z")).f'(z*)| < 1 implicar

a estabilidade da érbita por z*. Ver Edelstein [08]. N

Assim como fizemos com o corolario acima, que relaciona as dinamicas das érbitas de
z* e ¥, questdes como bifurcagcao e caos podem ser transportadas do caso classico para
o caso fuzzy, quando tratamos da extensiao de Zadeh. Para o caso mais geral em que

F : E™ — E™ Kloeden [23] nos dd uma condigao suficiente para que F' seja cadlica.
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Capitulo 7

Consideragoes sobre a modelagem
fuzzy

7.1 Introducao

O estudo de problemas e situacgbes reais usando matematica como ferramenta para sua
compreensdo, simplificacdo e resolugao, visando uma possivel tomada de decisao com
relacao ao objeto estudado, faz parte do processo que se convencionou chamar Modelagem

Matemadtica. Quando o problema a ser analisado é das Ciéncias Biolégicas, a modelagem

matematica recebe o nome de Biomatemnatica.

Os modelos biomatematicos sao usualmente propostos por meio de equagoes dife-
renciais quando se considera as varidveis de estado dependentes do tempo i, variando
continuamente. O uso de equacdes de diferencas é indicado para modelar fenomenos em
que t assume valores discretos.

Os paradigmas, para os quais as varidveis de estado sdo discretas, sio de natureza
estocdstica e portanto suas solugdes Sa0 processos estocasticos, isto €, em cada instante t,
tem-sc¢ uma funcao de densidade de distribuigao para as variaveis de estado.

A estocasticidade em um modelo biomatemaético pode ser uma imposigao ou da propria
varidvel de estado, que tem esta caracteristica, ou devido a alguns parametros introduzidos
no modelo, inicialmente deterministicos, estarem sujeitos a flutuagoes aleatdrias. Estes

dois casos sdo denominados estocasticidade demografica e ambiental, respectivamente
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(May [25], Turelli {39]).

Em se tratando de modelagem matematica, até mesmo os cldssicos modelos deter-
ministicos estao sujeitos as imprecisoes que podem ser causadas tanto pela natureza das
proprias variaveis de estado envolvidas, como pelos parametros que sao introduzidos nas
formas de coeficientes do modelo, condigoes iniciais, ete. Nestes modelos, aidentificagac
dos parametros € normalmente baseada em métodos estatisticos, a partir de dados obti-

dos experimentalmente e da escolha de algum método adequado para a identificagao dos

mesn1os.

Réfikov {33} discute e exemplifica algumas metodologias de identificacio de parametros.
De qualquer forma, os dados coletados, bem como o método adotado, quase sempre estao
carregados de imprecisao e elementos de incerteza causados tanto pelo préprio processo
de medigdo como por algum tipo de subjetividade na adogao do método.

O que propomos neste capitulo é, de certa forma, generalizar os conceitos de estocas-

ticidade demogrdfica e ambiental, utilizando a subjetividade proveniente do "fuzziness” a

que os fendmenos biolégicos estao sujeitos.

A teoria de conjuntos fuzzy, formalizada por Zadeh [42], tem o intuito de dar um trata-
mento matematico as questdes subjetivas e pode ser, em muitos casos, uma ferramenta
indispensavel para a anéalise e compreensao de certas situagoes reais, especificamente em
dindmica de populagho.

As idéias de fuzziness demogrifica e fuzziness ambiental serdo dadas através dos
conceitos de equacgoes diferenciais fuzzy, desenvolvido no Capitulo 5, e de equacdes de

diferencgas fuzzy (ou sistemas fuzzy discretos) apresentados no Capitulo 6.

7.2 Fuzziness demografica

Em uma mesma espécie a variacao comportamental pode ser bastante acentuada quando
consideramos seus elementos isoladamente. Entretanto, quando analisamos os grupos
destes individuos, a diversidade comportamental acontece em grau mais reduzido. Por

exemplo, o conceito de predador pode estar carregado de subjetividade se olharmos cada
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individuo de uma determinada espécie que pode estar sujeito as mais variadas situagdes
particulares. Pode um predador, com um certo nivel de predagao, se tornar presa de-
pendendo de circunstancias intrinsecas da espécie ou mesmo ambientais. En1 casos como
estes devemos 11os preocupar com o grav de predagae da espécie. De modo geral, se quis-
ermos quantificar a qualidade subjetiva em estudo, devemos atribuir valores ou graus que
traduzam satisfatoriamente esta qualidade e isto nem sempre pode ser conseguido através
de medicao ou estatisticas.

Os modelos estocasticos sdo bastante 1teis para se investigar as conseqiiéncias das
variagoes sujeitas as distribuicbes de dados estatisticos como esperanca de vida, fertilidade,
captura, etc. Porém, para se analisar a dindmica populacional de uma espécie basecada nos
diferentes graus de predacao, competicao, sobrevivéncia, etc. acreditamos que a teoria
fuzzy possa ser a mais adequada.

Assim como nos casos deterministicos e estocdsticos, as ferramentas de modelagem
aqui sao também as equogoes diferenciais fuzzy e os sistemas fuzzy discretos. Em am-
bos os casos, as estruturas fuzzy podem ser introduzidas devido apenas a condigao ini-
cial (imprecisdo ou mesmo subjetividade do guanto o individuo é inicialmente presa ou
predador, por exemplo). Se estivermos modelando um fenémeno desta natureza, isto é,
com condicao iniclal fuzzy, o principio de estensao de Zadeh pode ser a ferramenta ideal
para a modelagem.

Vamos em seguida ilustrar o conceito de fuzziness demografica onde a condigao inicial

é um conjunto fuzzy em E',

Exemplo 7.1 (Malthus-contiuo)

u'(t) = au(t), u{0) =ug€ B! (7.1)

Para achar a solugao de (7.1), fagamos [u{t)]* = [u$(t), u3(t}] e, pelo que vimos na Secéo
5.5, devemos resolver os sistemas
() (t) = aug(t) . u7(0) = ug,

(ug)(1) = aug(t) , u3(0) = ufy
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Y (t) = aug(t) , uf(0) = ufy

a < (7.3)
(u3)'(t) = auf(t) , wu$(0) = ug

para cada a € [0, 1].
As solugoes de (7.2} e (7.3) existem, pelo Teorema 5.6, e sdo dadas respectivamente por:

uf(t) = ufye®
a>0

ug(t) = ugpe™

a(t) . ug]—“gg)e—at+ uo‘m‘é‘ugzeat
a < 0

’U,g(t) — (U"Q;;uam)e—at T+ ug) ‘g“agg g%t

Notemos que para o caso em que a > 0, o nivel [u(t)]' se afasta da solucgio nula enquanto
que se a < 0, as solucdes tornam-se cada vez mais difusas, porém o nivel {u(t)]' aproxima-

se da solucdo nula, supondo [ug]! com apenas um ponto (Fig 7.1).

Figura 7.1 Comportamento das solugoes do Exemplo 7.1 paraa >0 e a < 0.

Exemplo 7.2 (Malthus- discreto).

Unyi = QU,, w(@)=uy a>0 (7.4)
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cuja solugho é u, = a"ug, de acordo com a definicio de multiplicagio de niimero real por
conjunto fuzzy. E facil ver que o tnico ponto fixo é 0 se @ # 1 e que qualquer ponto
ue Fléfixosea =1,

A dindmica desse sistema é a mesma do sistema deterministico, de acorde com o
Teorema 6.8, ou seja, § é assintoticamente estével se a < 1, estdvel se @ = 1 e instdvel se
a > 1.

Observemos que (7.3) e (7.4) foram obtidos pela extensio de Zadeh da fungao f : R — R
dada por f(z) = az.

Nos exemplos 7.1 e 7.2, podemos notar a grande diferenca do ponto de vista qualitativo
quanto as suas solugdes: enquanto o didmetro da solugdo de 7.1 cresce com o tempo ¢,
tornando-a mais difusa, 0 mesmo nao ocorre com as solugbes 7.2 se ¢ < 1.

O exemplo seguinte tem sido objeto de estudo intensivo nos 1ltimos anos. Por ser
nao linear, ele exibe muitos fendémenos importantes que sao generalizados em sistemas
dinamicos. May [24} j4 o explorou interpretando-o como modelo de crescimento popula-
cional. Questdes tais como bifurcagdoe, caos e construgao de imagens sio tOpicos nos quais
o0 nosso exemplo estd presente {Ver Hale {13] , Edelstein [08], Devaney [07] , Forte [09]).

Aqui nao estudaremos as estabilidades das drbitas, a nao ser dos pontos fixos e também

daquelas que sdo fungdes caracteristicas das 6rbitas deterministicas.

Exemplo 7.3 {logistico-discreto).

Seja a fungio logistica normalizada

f{z) = az(1 - 2),

com 1 < a < 4, uma vez que queremos z > 0. Vamos investigar os pontos fixos da
extensao de Zadeh f, além das fungoes caracteristicas 0 e #,, 2z, = 1— % De acordo com
o que vimos na Sec¢ao 6.2, devemos resolver a equacho f([ul*) = ju]* = [u%,u]], para

todo o € [0, 1], isto é

o
ul = LTI f(x)
(7.5)
O .
v, 1)
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Sel<a<2,entaoz,=1—-:<

=
| Selld

Seja u € E' tal que f(u) = u. Entao.

wf= max (o) <maxflz)=f(}) =2 <

1
ui<r<ud 2

Logo, u§ < § para todo « € [0,1]. Portanto, como f é crescente em (— oo, 3], (7.5) é dado
por

uf = £(u$) = aug(l - ug)

(7.6)

uf = f(ug) = aug(l — uf)
Assim, a dnica solugio de (7.6), além de 0 e £,, é o conjunto fuzzy v € E! tal que
[u]® = [0, zq), para todo « € |0, 1].
Sea > 2, entao £, = 1 — % > % Neste caso, consideremos todas as possibilidades de

ontos fixos baseados nos valores de 4% e 2.
P 1 2

e Para ) < 3, as solugoes de (7.6), para todo o € [0,1], sdo u® =0 e uj =z, > 30
que contradiz o fato de u§ < u§ < % Portanto nao existem novos pontos fixos se u3 < %
e Para u) > 1, (7.5) é dado por
ug = f(ug) = ou(l - ug)
(7.7)

uf = f{uf) = auf(l — uf)
uma vez que f é decrescente em |3, +00).
Mudando as varidveis a fim de simplificar a notacéo de (7.7) temos:
{x = ay(l —y)

y =az{l — z)
dai,

z=a0%z(1 - 2)|1 — ax(l — z)] = f3(2),
isto €, as coordenadas das solucoes do sistema acima sac exatamente os pontos fixos de

e+ 1+ /(a~3)(a+]1)
2a '

f%(z) que sao dados por £ = 0, 2, = 1 — ﬁ e Zy, o= er
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Edelstein [08]). Assim, se 2 < « < 3, z; e 2o ndo sio reais, portanto a unica solucao de
(7.7) é u§ = u§ = z,, Ya € [0,1]. Por outro lado, se 3 < a < 4, as solugdes de (7.7) sao
uf = uf =z, ou ul =2z, e ud = z9, Yo € |0,1]. Porém, neste 1iltimo caso, devemos
observar que u? =1, > % se, e somente se, 3 < a < 1+ v/5. Desta forma, além de 0e Ta,
temos o novo ponto fixo T definido por [T]* = |z;, 23] = |21, f(z1)] para todo o € |0, 1].

Finalmente, se a = 4, temos novamente u§ = uj = £, como tunica solugio de (7.7}.

para algum a, entao (7.5) é dado por

s Apora, se uf < % e uj > %
T = min{f(u$), f(u3)}
(7.8)

N~

ug = J(3) =
Portanto, se u§ = f(u$) entdo uf = 0. Se uf = f(uf), entdouf = f(§) = %%(4 — a), neste
caso nao é dificil ver que f{%) < 3, isto &,

2
1
T—6(4 —a) < 5 see somente se, @ > 1+ V5.

Em resumo temos

e Se 1l < a < 2, os inicos pontos fixos do exemplo 7.3 sao os seguintes: 0:%, e 7,

definido por [#]* = [0, z.], Va € [0,1].

e Se 2 < a < 3, além dos pontos fixos 0 e #,, temos o ponto fixo Ty definido por

[2]* = [0, 3]-

eSedca<l+ \/3, além de 0, 2, e s, temos também o ponto fixe Ta com [@a]® =
lz1, 2], Va € [0,1].

¢ Se 1+ V5 < a < 4, os pontos fixos sio 0, 24, U, Tz, Us, com [Uy]* = [F(5). 8] e T

definido por:

o [U,f(%)] se a<@a
[f(30§ s a>@&

para todo a € [0,1] e algum @.
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e Sc a = 4 os tinicos pontos fixos sio 0,2, e ws com [Hg]™ = [0, 1] para tedo « € {0, 1]:

} 0 " U
l<a<? 2 <o 3<a<14++5
I 1 — ! ——,
- ' ‘ I
1 . 1 ‘
i ! . \
j _ B o I \
Tl - 1 Zaag = 1 X1Za X2
Z 2 4 9
1+vV5 <a <4 1+vV5 < a < 4 a=4
1 7 :“ ; 1 - 4
: | : : I
i : : : [
'. .' & — : :
{ | : '- |
TR ORI e S
G 3 Tt 1G5 % g z o1

Figura 7.2 Os pontos fizos de f do exemplo 7.8.

Vamos agora estudar a estabilidade dos novos pontos fixos encontrados para a funcao
f 34 que os antigos pontos fixos tém as mesmas caracteristicas que no caso deterministico,
(Teorema 6.8).
Para 1 < a < 2, o ponto fixo %; é instavel (cf. Corolério 6.15) pois D{u,%;) < & se

[ul™ = [6,2.] e (|6, 20]) = 1f"(8), za] para & > 0, suficientemente pequeno, ji que f
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é crescente [0, 3]. Assim [0,2,] ¢ B{f™(|u]},¢) para infinitos valores de n € IN,
Para 2 < a < 4 temos:

® Ty, T3 € g hao sao estaveis de acordo com o Corolario 6.15.

* Ts também nao é estdvel pois dado 0 < § < f(%), o conjunto fuzzy u definido por seus

niveis

|

B3 On

4l se a<@,
[u]® =

[f(%),%] se o>
é tal que D{u,U;) = g < & e D(f™(u),Ts) > ¢ para infinitos n € IN tomando-se 0 < & < &,

ja que

D(f(w), ) = swp A (), [ml") = h (5 510.00.5)

i<a<l 4

e f”([g, 2]) C le, §] para n grande, dado que f é crescente em (0, %]

¢ uy é assintoticamente estavel:
Vamos primeiro mostrar sua estabilidade:
Pela continuidade de f, temos que dado £ > 0, existe 0 < § < ¢ com § — 46> 2, > % e

f(%)—6>0 tal que f(§ - 8) < f(§) +¢e < 5. Portanto, se D(u,Us) < 6, ou seja,
Wl C B(IF(9).§1.8) e [f(%). %] c B(f(ju]").5),

temos, pelo fato de z, > %, que

A +o65-00=10UE-6.3

FPU@+ 85 -8 =154

donde concluimos que
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ST +85 - =115 5] vm>2

Assim [£(2),2] C BU/"(If()+6,2-8]), &) ¥n>0.
Come por hipétese |f(£) + 6,4 — 6] C [u]}, segue que

1F(9),¢] c B(/™([u]'),e) Vn >0

Fazendo {u]® = [I,m] e supondo [u]” ¢ [f(%), %] = [%4)°, pois neste caso néo teriamos nada

a fazer, temos

F* () = [min{ (@), f*(m)}, 4]

para todo n > 1.

Como f™{I) e f"(m) sao seqiléncias crescentes com limites iguais a f(7), temos

A’ < BUS(5). 8l e) vn >0,

Logo, usando o Corolario 6.15, temos que T4 é estavel.

E claro que T4 € assintoticamente estavel, pois pelo que fizemos acima, n]_i)r}:m D(f™(u), @)
= 0 para todo v € E! com D{u,u,) < r onde r é tal que J§)—r>0e §+r <1

Como ¢ sabido, no caso classico ¢ = 3 é um valor de bifurcagao, isto é, se o for
ligeiramente maior que 3, o ponto fixo z, deixa de ser estdvel e aparece uma orbita estdvel
de perfodo 2. Para valores de a ligeiramente maiores que 14-v/6, aparece uma érbita estavel
de periodo 4. A partir do valor 3,89, aproximadamente, surge um comportamento cactico
na dinimica desta equagao (Ver Hale [13), Edelstein |[08], Devaney [07]}. Para o caso fuzzy,
a=1 a=2 a=3, a=1+ V5 sao também valores de bifurcagio. Ilustraremos abaixo

nossos resultados através de um diggrama de bifurcagae.
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Figura 7.8 Diagrama de bifurcacio da fungio logistica f(u). Embora o ramo deter-
minislico apresente pontos fizos e ciclos, no ramo fuzzy apreseniamos apenas pontos fizos
de f. As linhas tracejadas significam instabilidade e as cheias estabilidade.

Vamos encerrar esta seccao observando que a fuzziness ilustrada nos exemplos acima

surge devido & condigao inicial ser supostamente fuzzy e ndo o conceito dado a variavel

de estado.

7.3 Fuzziness ambiental

Variagoes abiolicas ou ambientais podem também influenciar fortemente no processo de
interacao entre espécies e nas suas dindmicas populacionais. As conseqgiéncias, devido
as variacdes no ambiente, podem ser analisadas incorporando-se estocasticidade e, neste
caso, as solugoes sao processos estocasticos. Ja no caso em que tals ambientes influencian:
subjetivamente {como, por exemplo, quando o custo de vida em uma localidade nfluen-
cia na esperanc¢a de vida, quando num modelo presa-predador o ambieute é favordvel a

presa ou ao predador, quando em um modelo de competi¢iao algum dos competlidores é
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favorecido pelo ambiente, ete.), temos novamente a teoria fuzzy como opcao.

Aqui, as ferramentas também sao as equacgoes diferenciais ou as iteradas, formalmente
deterministicas, mas com alguns de seus coeficientes modelados por conjuntos fuzzy. Neste
caso, as equacoes podem ser tratadas de maneira cldssica ou através do calculo para teoria
fuzzy desenvolvido nos Capitulos 5 e 6, dependendo da modelagem adotada. Aqui o
principio de extensao de Zadeh nao é aparentemente, adequado.

Vamos ilustrar ¢ conceito de fuzziness ambiental através de exemplos. Inicialmente no

Modelo 1 consideramos a pobreza como um fator que supostamente influencia a esperanca

de vida de um grupo (Veja (02, 04)):

Modelo 1 (esperanga de vida}

Seja A um conjunto com n(t} individuos no instante t. Supondo que nao haja nasci-

mento de individuos neste grupo A e que a dindmica do ndmero de individuos obedega

ao problema de Cauchy

n'(t) = —xn{t), n{0) = no, (7.9)

surge a questdo: de que maneira o ambiente ou mesmo a forma de vida dos individuos
influenciam na expectative de vida do grupo? Uma possivel resposta serda dada supondo
que o ambiente interfere no grupo como um todo. Isto é, nio levaremos em conta carac-
teristicas individuais tais come qual é o mais forte, a que raga pertence, qual a cor, etc.
Esta é a caracteristica principal para que adotemos a fuzziness apenas nos pardmetros da
equagdo, originalmente deterministica, a exemplo de estocasticidade ambiental (Turelli
[39], May {25]).

Para incorporar a fuzziness no pardmetro A, podemos supor que A = Ay + ug(r)Aq,
onde A; é a taxa de mortelidade netural (tomada em um grupo com condigoes satisfatdria
de sobrevivéncia) e ui(r)Ag é o coeficiente que representa a influéncia da pobreza na taxa
de mortalidade A do grupo. A taxa de mortalidade é maxima e igual a Ay + A2 quando

up{r) = 1. Para nosso modelo, escolhemos como “conjunto do pobres” o conjunto fuzzy

dado no Exemplo 2.3:
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[1=(Z)?* se 0<r<rg

o
ug(r) =
0 se r>Ty
cujos comentarios e interpretagoes a respeito dos parametros k e 7o e da vanavel r,
encontram-se no Capitulo 2.
Vamos supor agora que r seja proporcional ao salario S do grupo estudado: r = ¢S™,
com ¢ e m duas constantes. Entao, temos o conjunto fuzzy
[1- (3%)2’”]"" se 0« S <8
Ve(S) = up(cS™) =
0 se S > 8
o, 1
onde Sy = (—O)E.
¢
Para obtermos os valores de A;, Ay e Sp, utilizamos uma tabela de esperancgas de
vida baseada em faixas salariais distintas (cf. [02]). Os valores encontrados foram: A; =
1
e Ap=6,618x 107% e Sp=3,2.
54,4
De acordo com a distribuigéo salarial de um grupo de trabalhadores da mesma regiao,
para a gual definimos A;, Ao e Sp, encontramos os valores & = 1,51 e m = (, 4435,
supondo ¢ = 1,
Assim, o problema (7.9} pode ser resolvido usando a teoria classica de equagdes dife-

renciais ordindrias, cuja solugao é conhecidamente dada por

n(t) = noe*lAﬁvk(S)w\z]t

para cada valor de §. Desta forma, obtemos uma familia de realizagoes (solugdes) para
o problema (7.9). A anélise destas solugoes bem como da média entre delas, no sentido
classico e também no sentido fuzzy {cf. Sugeno [37]), podem ser encontradas em [02}.

Agora, vamos dar uma solugao para (7.9), entendendo que tal problema é o problema

da Cauchy fuzzy:
n'(t) = — (A +w(S)A)n(t), n(0) =no € Ry (7.10)

cuja solugido em cada instante é um conjunto fuzzy como vimos no Capitulo 5.

Temos entao que os a-niveis de v e n(t) séo
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[o]® = 10, So(1 —o®)m] e [n)* = [ng,ng]

para cada o € |0, 1].

Logo, em conseqiiéncia das operacoes de multiplicagao e adigdo, temos
(0 4 v(8)A0)n]® = [ (M + 2eSoll — @27 )ng, —Anf)

e, portanto, a solugao de (7.10) é obtida do sistema deterministico bidimensional:

RS = —(A + ASp(t — ak)ng = —bng

o To
(7.11)
’flg = -—)\171? PR 1]
para todo a € [0, 1].
Acoplando as duas equagdes de {7.11), vem
if = —bag ou A = rbnt
obtendo assim as solugoes
£
nl - noiiemp 1{ t LB’BP(1/ t ]
(7.12)

2y Ay
ol 0 P

Observemos que o problema (7.10) tem solugao unica com a-niveis dados por (7.12), de

acordo com o Corolario 5.9, e que o didmetro de cada a-nivel desta solugdo é dado por:

da,t) =n§ — \/; %l Ysenh (/A ht).

Comentarios —

O problema de valor inicial tem como solu¢ao um subconjuntoe fuzzy para cada ¢, dado por
seus a-niveis. No modelo anterior temos que o parametro Ay + vg Az € um conjunto fuzzy;
entretanto, se tivermos informacoes mais precisas a respeito de tal parametro, podemos

ter também uma melhor precisao na solucgao:
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a) Quanto menor for o valor de Sy, ou seja, regides com menores necessidades de uma
renda minima, para que néo haja interferéncia do fator renda na dinadmica populacional,
tém melhor precisao nas suas solugoes, ja que b diminul aproximando-se de X), se Sy

aproximar-se de zero. Malis ainda, supondo Sg % 0, {7.12), vem dada por

ny =ng = nge Mt

que € a solucao do problema deterministico onde nao hé interferéncia da renda na taxa

de mortalidade.
Conclusées semelhantes seriam tiradas se consideriassemos o parametro ambiental k&
crescente. Isto nos confirma a interpretagao de que tal pardmetro revela se o ambiente

em que vive o grupo € mais ou menos favorével & vida, como visto no Exemplo 2.3.

b} Se desejamos modelar o mesmo fendémeno utilizando, desde o principio, uma equagao

deterministica, obtemos

n(t) = nge ™ (7.13)
como solugdo do problema deterministico
dn
o = THm n(0) = ng. (7.14)

Neste caso, ¢ é um pardmetro fixo e se A < ¢ < Ay + Ag temos
n$(t) < n(t) <ng{i), Yee|0,1]

Estas desigualdades indicam que a solugao deterministica (7.13) é preferida, com o sentido
dado no Capitulo 5.
Observamos ainda que o modelo (7.10) s6 tem algum significado “realista” se a solugéao

(7.12) satisfizer a condigdo

o e

i
in = tg4.
T2V 2
A\
Os casos extremos para ! sao:
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1 14 /1428
to < lim tq = An _-—_\/:_D
a—(+ QIAI(AI + /\QSU)] 4 + %SO -1

tg < lim t, = $o0.

a—1"

A limitacao de tg, como sabemos, nao aparece no caso deterministico, quando o

fendmeno € modelado através de uma equacdo diferencial linear.

. ¢} Se optissemos por modelar o fendmeno supondo que o tempo fosse discreto, entao a

equagao que daria a dinamica populacional, se considerada linear, seria
n(t + 1) = (M +ve(S)re)n(t) (7.15)
cuja solugio, como visto no Exemplo 6.2, tem a-niveis:

n$ (1), n3(8)] = [Mina, (M + 2So(l — a¥)=)'ngl, @ € [0,1].

Ainda, de acordo com o Exemplo 6.2, a solugao nula ( é assintoticamente estdvel jd

que
(A 4+ wx(S)Aa)® = A1, A1+ AaSo] = [0,018;0,04] C [0, 1).

Podemos notar também que, como nao poderia deixar de ser, a diminuicao de Sy, bem
como o aumento do valor de k (isto é, aumento nos recursos ambhientais), torna menos
difusa a solugao, acarretando maior precisao na previsac do nimero futuro de individuos

do grupo que, no limite, é dado por Alng, solugio do problema deterministico

n(t+ 1) = An(t), no. (7.16)

Esta solugao é preferida ja que

A%no € [n§(t), ng(t)] Va e |0, 1]
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Para encerrarmos esta secgao, comentaremos o modelo de Lotka-Volterra para com-
petigio entre espécies, onde os coeficientes de competiciao sio “estabelecidos” através

dos recusos “Gtimos” para os competidores. Giering [I1 e Kandel [11] sugerem que tais

recursos 6timos sejam modelados usando a teoria de conjuntos fuzzy.

Modelo 2 {competi¢ao entre espécies)
Suponhamos que n espécies estejam competindo em um dnico nivel tréfico {alimentos por

exemplo) segundo o modelo de competigao cldssico:

ﬂ(;t(ﬂ = Ny(t)[k; — ;ﬁéij(ﬁ)]- (7.17)

Aqui, vamos supor k; > 0 e que a competi¢do se dé apenas por recursos 6timos que podem
ser colocados ao longo de um eixo S (May [25]).

A cada recurso s € $ nds associamos um nimero ug{vk, 8) € [0, 1] que significard o
guanto s € 6timo para o fendtipo vg. Iremos supor que para cada vg existe s tal que
upt{vg, s) = 1.

Giering 111 e Kandel [11] sugerem que os recursos 6timos, comuns &s espécies i e j, sejam

definidos pela funcao grau de pertinéncia:

uy(s) = sup [min(T, 545(1)))
0<T<1

onde £ = {{(v, v) : minjug (vr, 8), var(vy, $)] 2 T}

Nej = fffikfj!d“kdvl
Er

e fi é a densidade de distribuicdo do fendtipo vy na espécie i.
Note que o conjunto &r nos informa quais sao os individuos que, de acordo com scu

fendtipo, julgam o recurso s superior a T, para cada T € |0, 1] e n4; nos d4 uma “medida”

de tal conjunto.

Giering 111 e Kandel [11] definem finalmente os coeficientes
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sup u45(s)

sup u;(s)’
EIS

isto é, i é definido com a possibilidade relativa de wm recursos s, que € clitno para @

espécic i, ser também diimo para a espécie j. Ver ([02] ou |28}).

A fim de obtermos valores concretos para f;;, vamos supor que existam apenas duas
espécies competindo (N = 2) e que

J;_ﬂgemp[—(vk - m;)?/207),

onde m; ¢ o fendtipo médio da espécie i e ¢ € o desvio padrao para ambas espécies. Os

recursos ¢timos para o fenétipo v é dado pela funcio da Lorentz:

fie =

1
1+ 4w 2(v — 5)?’

onde w é uma constante que representa a versatilidade de recursos para o fenétipo v.

uge(v, 8) =

Chamando de d = |mg — m;| a distancia entre os fenétipos das duas espécies, obtemos
uma férmula simplificada para 8;; (cf. [02]):

Uggllmin(T, 1(5, 7))
By = pld,w) = ——=

sup [min(7T,5(0,T)]
<T<1

]

. Y 2
Wd/2,T) = | —— / exp(—v?/20%)dv
V2rg e

1 1-T
onde g =

—
2 T

E facil ver que 8 = A(0,w) = 1, para todo w e que Bii = Bu = B. Assim (7.15) passa a
ser '

= Ny (t)[ky — Ny — BN,]

. (7.18)
2 = No(t)lka — SNy — N

Agora, para cada par {d, w) fixado, podemos encontrar uma sclugéo do sistema deter-

minfstico (7.18). Por exemplo, a solucao de equilibrio, nao trivial, é
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. Ki—BKs . Ko— BK,
= e N2 F1
Nl i — ﬁg 2 1 — ﬁr__:- 3
e se considerarmos K, = Ko = K, tenios
K
NI =NJ = ——, 7.19
=M= (719

A questdo da estabilidade das solugdes é tratada neste caso de maneira classica. Pode-se
mostrar (cf. [03]) que o ponto de equilibrio (7.19) ¢ assintoticamente estavel se 1 — 3 > 0.
Neste caso, se considerarmos que quanto maior for o valor de d, tanto maior é a com-
plexidade do sistema, entdo para d = 0 (menor complexidade possivel), tem-se § = 1 e a
eventual estabilidade do ponto de equilibrio pode ndo ser assintética. Questdes de “esta-
bilidade e complexidade”, que tém grande interesse em Ecologia, podem ser encontradas

em varios livros classicos. Ver (May [25] , Svirezhev e Logofet |28], Kindlmann {20], etc}.

7.4 Fuzziness demografica-ambiental

Em geral, ambos os tipos de fuzzieness estdo presentes nos fenémenos biolégicos. No
entanto, as dificuldades na analise das possiveis solugdes dos modelos matematicos para
estes casos poderiam tornar o problema intratavel. Porém, se nos restringirmos aos mo-
delos lineares (7.10) e (7.15), suas solugbes nao sao afetadas do ponto de vista qualitativo,
apresentando apenas algumas complicagbes matematicas. Especificamente, temos {7.10)

e (7.15) transformados em (7.20) e (7.21) respectivamente:

a) Caso continuo

n'(t) = (A + Aovp(S))n{t), mo€ E’ (7.20)

como solucao dada por seus a-niveis: o
(ng,+,/ 2nd) ( {Lna —n3,)
ng = 1 QM exp(—vAbl) — . 202 > exp(+/ A1bt)

Mpe 4na a _ fMpo
ng = h&‘;’l—”)ew(_,/,\lbt) + Mew( /3 1bt)
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b} Caso discreto

nip1 = (A + doup(S)n(t), mg € E? (7.21)

e portanto os a-niveis da solucao sio

[l = ()0, (1 + AoSo(1 — aF))nd),

onde [nol® = [n§, nfl, Yo €[0,1].

Comentarios finais

A nogao de estabilidade, bem como a de pontos criticos para solucdes de equacdes diferen-
ciais fuzzy, ainda nao estd bem clara ji que seus diametros sao crescentes com o tempo {
(Kaleva [17]}. Assim, questdes como simelaridade limite para nichos sobrepostos ou anélise
de extingao devem ser tratados modelando o fendmeno através de equagdes discretas onde
o conceito de estabilidade estd bem definido.

Nos Capitulos 5 e 6 fizemos anélise comparativa de sistemas fuzzy com os respee-
tivos sistemas deterministicos associados. Concluimos que as solugdes deterministicas sio
preferidas (tém grau de pertinéncia 1 conforme Teoremas 5.5 e 6.1). Tais sistemas fuzzy
sa0, em geral, obtidos de sistemas deterministicos usando a extensao de Zadeh (Capitulo
3). Neste caso, fungoes caracteristicas das solugdes deterministicas sao solugbes do sis-
tema fuzzy associado (cf. Lema 5.1}). Diante disto é de se esperar que qualquer conceito
de estabilidade que venha a ser dado para as solucoes de equagoes diferenciais fuzzy deve
generalizar o j4 existente para as solugoes deterministicas. Isto €, fungoes caracteristicas
de solucdes estiveis (instaveis ou assintoticamente estdveis) devem ser solugoes estdvels
(instdveis ou assintoticamente estdveis) para o sistema fuzzy associado. Mais ainda, as
solucdes dos sistemas fuzzy, que sao obtidos usando o principio de extensido de Zadeh,
poderiam ser ditas estdveis (instdveis ou assintoticamente estiveis) se seus niveis [u(t)]!
contivessem solugdes deterministicas estdveis (instdveis ou assintoticamente estaveis) para

os sistemas originalmente deterministicos, dado que estas sao preferidas,
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Vale a pena lembrar que os a-niveis dos pontos fixos assintoticamente estdveis, para
sistemas iterativos fuzzy, obtidos pela extensao de Zadeh, sio conjuntos atratores do
sistema deterministico original, como vimos no Teorema 6.11,

No Capitulo 7 apresentamos exemplos e técnicas de solugdes de equagbes diferenciais
e discretas onde julgamos ser relevantes os diversos graus de subjetividade, tanto nas
variaveis de estado como nos parametros de equacgoes, originalmente deterministicas. Estes
foram os casos do exemplo 7.3 {logistico-discreto), onde surgem pontos fixos diferentes
daqgueles do caso clissico e novos valores de bifurcagao; do Modelo 1 (esperanca de vida)
em que a taxa de mortalidade, supostamente, depende da renda dos individuos; e do
Modelo 2 (competicao entre espécies), onde a competicio se dé pelos seus recursos 6timos.

Podemos concluir que, a exemplo dos casos estocasticos, é preciso avaliar se tais com-
plicacdes matematicas sido relevantes para um melhor entendimento do fenémeno estu-
dado. Acreditamos, no entanto, que quando se consideram relevantes os diferentes graus
de subjetividade do fenémeno estudado, a melhor forma de olhar o problema é por meio

da teoria fuzzy.
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