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Resumo

Um semigrupo de transformacao consiste de um semigrupo de aplicagdes continuas de-
finidas num espaco topologico. A hipdtese sobre o semigrupo é a propriedade de re-
versibilidade, isto é, que a cole¢ao das translagoes do semigrupo satisfaz a propriedade
de intersec¢ao finita. A idéia central é de dinamizar um semigrupo de transformacao,
sendo isto realizado pela introducgao dos correspondentes objetos dinamicos elementares
da teoria de semifluxos, ou seja, os conjuntos limites, atratores e repulsores. O con-
ceito de recorréncia por cadeias é abordado de uma forma generalizada, sobre espagos
paracompactos, tendo como fundamento certas familias especiais de coberturas abertas
do espaco base chamadas familias admissiveis. Estudamos também ac¢oes de grupos de
homeomorfismos sobre espacos compactos. Neste caso, a hipotese sobre o grupo é que
ele seja gerado por um subsemigrupo reversivel, a partir do qual sao definidos todos
os objetos dindmicos elementares. Estudamos dois casos especificos de semigrupos de
transformacoes. No primeiro caso, abordamos semigrupos de transformagoes em fibrados
topologicos, especialmente em fibrados flag, e enfatizamos o estudo sobre transitividade
por cadeias fibra a fibra. No segundo caso, estudamos acoes de grupos sobre compac-
tificagoes de Ellis, onde apresentamos uma relagao entre o conceito de subsemigrupo
semitotal e a transitividade por cadeias. Por ultimo, introduzimos o conceito de fungao
recorrente por cadeias, generalizando o conceito de funcao recorrente.

X1



Abstract

Transformation semigroups are actions of semigroups of continuous maps on topological
spaces. We consider reversible semigroups and study dynamics behaviors by introducing
the elementary dynamic objects, originals of the semiflows theory, that is, the limit sets,
attractors and repellers. We present the concept of chain recurrence for admissible fa-
milies on paracompact spaces. We also study homeomorphism group action on compact
spaces. In this case, the hypothesis on the group is the Ore’s condictions. The elementary
dynamics objects are defined from the action of the generator reversible subsemigroup.
Then we study two specific cases of transformation semigroups. In the first case, we
present results on the actions of endomorphism in flag bundles by emphasizing the chain
transitivity in the fibres. Next, we study group actions in Ellis compactifications and
relate the concept of semitotal subsemigroup to the chain transitivity. Finally, we in-
troduce the concept of chain recurrent function and generalize the concept of recurrent
function.
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Introducao

A teoria de sistemas dindmicos desenvolvida por Conley [8] introduz o assunto de esta-
bilidade definindo os objetos dinamicos elementares, ou seja, os conceitos de conjuntos
limites e seus derivados. Estes autores relacionam o conceito de recorréncia por cadeias
com os conceitos de atrator e decomposi¢cao de Morse mutuamente. O trabalho de tese
de doutorado de Patrao [22] estende os resultados da teoria de fluxos para o contexto de
semifluxos sobre espagos topologicos.

Sejam X um espago topoldgico compacto Hausdorff e N C X um subconjunto nao
vazio. Dado um semifluxo o : T x X — X, onde T é o conjunto R* ou Z*, o conjunto
w-limite e o conjunto w*-limite de N sao definidos respectivamente por

w(N) =(fe <UUS(N)) e W (N)=[)fe (UU;I(N)>.

£>0 s>t >0 s>t

Sob o aspecto da acao definida pelo semifluxo, dado um subsemigrupo S C T, define-se
0s conjuntos
SN={re€ X :existeye NeteTcomo(y) =x}

S*N={reX:existeye NeteT como;(z)=y}.

Assim, temos que

w(N)=(Ye(t+T)N) and " (N)=[)fe((t+T)"N). (E1.1)

£>0 £>0

As descrigoes de conjuntos limites pelas translacoes de T dadas na equacao El1.1
sugeriu a definicao desses conceitos para agoes de semigrupos. Assim, podemos pensar
em dindmica de semigrupo de transformacao olhando para as agoes das translagoes do
semigrupo. As relagoes entre os objetos dinamicos elementares sao a principal motivagao
para a introdugao destes no contexto de semigrupos de transformacoes.

Certamente, a definicao de conjunto limite requer condigoes especiais do semigrupo T.
De fato, os conjuntos limites sao nao-vazios se, e somente se, as familias de subconjuntos



compactos {fe ((t +T)x) : t € T} e {fe ((¢t + T)" z) : t € T} satisfazem a propriedade de
interseccao finita, para todo ponto x € X. Assim, a reversibilidade de T é suficiente
para termos uma defini¢ao de conjuntos limites nao vazios. Relembrando a propriedade
de reversibilidade, para quaisquer t,s € T, a translacao t + T intersepta a translacao
s + T. Portanto, podemos definir conceitos dindmicos correspondentes para acoes de
semigrupos reversiveis.

Um subconjunto A C X é um atrator do semifluxo se existe uma vizinhanca V' de
A tal que w (V) = A. Um subconjunto R C X é um repulsor se existe uma vizinhanca
U de R tal que w* (U) = R. Os atratores e repulsores estdo relacionados entre si. Dado
um atrator A, entdo, o conjunto A* = {zr € X :w(x) N A= (0} é um repulsor chamado
repulsor complementar de A. A correspondéncia A — A* entre o conjunto de todos
os atratores e o conjunto de todos os repulsores é bijetiva. Nesta tese, introduzimos
os conceitos de atrator e repulsor para agoes de semigrupos reversiveis e discutimos a
correspondéncia existente entre eles.

Os atratores do semifluxo se relacionam diretamente com o conceito de recorréncia
por cadeias. Dados pontos z,y € X, um elemento t > 0 (ou t € T) e uma cobertura
aberta U de X, entdo, uma (U, t)-cadeia de = até y é composta por uma seqiiéncia de
pontos zg = x, 1, ...,x, =y € X, de elementos to,...,t,_1 >t (ou tg,....,t,_1 €t +T) e
de conjuntos abertos Uy, ..., U,_1 € U tais que o (t;,z;),z;41 € U;, parai =1,...,n — 1.
Fixando a familia O de todas as coberturas abertas finitas de X, um ponto x € X &
dito O-recorrente por cadeias quando dados quaisquer U € O e t > 0 existir uma (U, t)-
cadeia de x para x. Entao, o conjunto ‘R de todos os pontos recorrentes por cadeias nao
depende da familia O, uma vez que

R = ﬂ{AU A" : A um atrator} .

Nestes estudos importa também a analise dos conjuntos transitivos por cadeias maximais,
que consistem de classes de equivaléncia em $R. Como no caso de fluxos, estes conjuntos
se relacionam com os atratores e repulsores do semifluxo.

A definigao de recorréncia por cadeias para agoes de semigrupos reversiveis é analoga
a definicao para semifluxo, considerando as translacoes do semigrupo. Nosso principal
objetivo na primeira parte desta tese é de relacionar os pontos recorrentes por cadeias
com os pares atrator-repulsor para a agao de um semigrupo reversivel sobre um espaco
compacto Hausdorff.

Introduzimos também o conceito de decomposicao de Morse para acoes de semigru-
pos reversiveis como uma generalizagao natural de par atrator-repulsor. De fato, uma
decomposicao de Morse é uma colecao finita de subconjuntos compactos de X que tem as
mesmas propriedades da cole¢ao composta por um atrator e seu repulsor complementar.
Assim, esse conceito também se relaciona com a recorréncia por cadeias.



Na seqiiéncia estudamos agoes de grupos que contém subsemigrupos geradores rever-
siveis. Por exemplo, o grupo de todas as matrizes reais positivas n xXn e os grupos soluveis.
Assim, introduzimos os objetos dindmicos elementares para um grupo de transformacao
considerando a acao de um subsemigrupo gerador reversivel. Com isso, generalizamos
os conceitos da teoria de fluxos.

As duas outras partes desta tese apresentam estudos de casos especiais de acoes de
semigrupos reversiveis: sobre fibrados flag e compactificagoes de Ellis.

Com respeito a semigrupos de transformagoes em fibrados flag, nosso objetivo é
generalizar os resultados sobre transitividade por cadeias obtidos por Braga Barros-San
Martin [4] e Patrao [22|. Nesses trabalhos, os conjuntos de transitividade por cadeias
para um fluxo ou semifluxo sobre um fibrado flag sao parametrizados pelo grupo de Weyl,
e cada um possui uma caracterizacao especifica nas fibras do fibrado. Estes resultados
sao obtidos a partir dos estudos de conjuntos controlaveis para agoes de subsemigrupos
em variedades flag apresentados nos trabalhos [2], [3], [26], [28], [31], [32], [34], [35], e de
pontos fixos para fluxos introduzidos em [9].

Sejam GG um grupo de Lie real, semi-simples e conexo e 7 : () — X um fibrado prin-
cipal localmente trivial com grupo estrutural G e espago base paracompacto e Hausdorff.
Um endomorfismo local de @) é uma aplicacao continua ¢ : dom (¢) C Q@ — @ tal que
(i) dom (¢) = 71 (U), onde U C X & um subconjunto aberto, e (i7) ¢ (q9) = ¢ (q) g,
para todos ¢ € dom (¢) e g € G. Denota-se por End; (@) o semigrupo dos endomor-
fismos locais de @, e por End; (X) e End; (Eg) os semigrupos locais induzidos em X e
em Eg = @) Xg Fg, onde Fg é a variedade flag de tipo ©, e © é um subconjunto do
sitema simples de raizes >. Um semifluxo de endomorfismos o : T x Q — @) ¢é tal que
oy € End; (Q) para todo t € T. Assumindo que o semifluxo é transitivo por cadeias na
base em relacao a familia de todas as coberturas abertas de X, Patréo em [22| mostrou
que os conjuntos de transitividade por cadeias no fibrado flag sao dados por

Eo (w) = ﬂ fe (DZ(:){g,t (w)o)

U.€0g,t>0

com w percorrendo o grupo de Weyl W, onde ]D)S&t (w) é o conjunto controlavel efetivo
do semigrupo de sombreamento End; (Ee),, , ¢ O é uma certa familia admissivel de co-
berturas abertas de [Eg. A caracterizacao desses conjuntos de transitividade por cadeias
nas fibras provém do conceito de pontos fixos. Dado ¢ € @), entao,

Eeo (w) N <E6>7r(q) = q - fixe (h (q),w)

onde h (q) € Ad(G) Ho(r) € © (0) é o tipo parabdlico do semifluxo.
Nesta tese mostramos que para qualquer agao por endomorfismos de um semigrupo
reversivel sobre um fibrado flag é possivel determinar todos os conjuntos de transitividade



por cadeias a partir do grupo de Weyl. No caso da caracterizagao algébrica nas fibras,
olhamos para o caso de fluxos e consideramos acoes de semigrupos de automorfismos.
Para acoes desta natureza, mostramos que a transitividade por cadeias nas fibras também
¢ determinada a partir dos pontos fixos de certos elementos h(q) na orbita adjunta
Ad (G) He(s), onde O (o) é o tipo parabdlico do semigrupo de transformacao.

Em particular, um semigrupo de transformacao sobre Eg possui um niimero finito
de conjuntos transitivos por cadeias maximais, o qual ¢ igual ao nimero de 6rbitas do
subgrupo parabolico Wg de W de tipo © no quociente W / We (). Em E este numero ¢é
W1 /[Wee)-

O fato do niimero de conjuntos de transitividade por cadeias ser finito ocorre também
em certos semigrupos de transformacoes sobre compactificagoes de grupos topologicos,
que também sao chamadas de compactificagoes de Ellis. Na terceira e tltima parte desta
tese, apresentamos um estudo sobre este assunto, onde abordamos agoes de grupos sobre
suas compactificagoes.

Sejam X um espago de Hausdorff e BX a colegao de todos os ultrafiltros fechados
sobre X. Dado um subconjunto aberto U de X, define-se o subconjunto de BX

hy (U) = {u € BX :existe Ac ucom ACU}.

A familia B = {h, (U) : U é um subconjunto aberto de X} é uma base para conjuntos
abertos de uma topologia sobre BX. A compactificacao de Wallman de X é o conjunto
BX provido com tal topologia. O espaco X é normal se, e somente se, o espaco BX = X
é a compactificagao de Stone-Cech de X. Em especial, a compactificacao de Wallman
de grupos topologicos normais Hausdorff (7)) coincide com a compactificagao de Ellis.
Neste caso, cada grupo age por homeomorfismo sobre a compactificagdo. Assim, temos
especificos grupos de transformacoes.

A compactificacao de Ellis é um assunto cléassico de dinamica topologica. Sobre essa
teoria, os trabalhos de Auslander-Furstenberg [1], Ellis [11], [13], Milnes [20] e de Vries
[37] centralizam os estudos sobre subconjuntos minimais, onde a universalidade desses
objetos justificam a énfase. Contudo, o comportamento dindmico se baseia nos estudos
dos subconjuntos minimais.

Nesta tese, introduzimos conceitos dindmicos mais gerais para semigrupos de transfor-
magoes. Para grupos que contém subsemigrupos geradores reversiveis, podemos expandir
o estudo de dinamica em compactificacoes de Ellis. Neste caminho, apresentamos um
estudo sobre o comportamento dindmico na compactificacao de grupos T, nao compactos.

A topologia T, favorece as técnicas empregadas no trabalho porque a base para
conjuntos abertos na compactificacao é estabelecida a partir de subconjuntos abertos
do grupo, o que fornece um certo dominio da topologia. Esse fato é apropriado para
trabalharmos com as coberturas abertas, o que contribui para obtermos resultados mais



exatos sobre recorréncia por cadeias. Este é o nosso assunto principal.

E natural pensar que SR possui dois “fins” quando tentamos imaginar o que acontece
com as extremidades de R na compactificagdo. Assim, a recorréncia por cadeias deve
acontecer em duas regioes distintas de SR. De fato, os conjuntos limites w (0) e w* (0)
sdo os tnicos conjuntos transitivos por cadeias maximais do fluxo continuo (R, SR).
Nesta tese, mostramos este fato e concluimos que ele acontece em geral para grupos que
contém subsemigrupos invariantes e semitotais. Por definicao, um subsemigrupo S de
um grupo G é semitotal se existe um elemento s € S tal que s~ 1S U sS~! = G. Entao,
o conceito de subsemigrupo semitotal ¢ uma generalizacao do conceito de subsemigrupo
total. Na verdade, no caso de subsemigrupos invariantes, mostramos que a existéncia de
dois tinicos conjuntos transitivos por cadeias maximais é equivalente a semitotalidade.
Este caso bastante geral abrange, por exemplo, o grupo linear positivo Gl (n,R)Jr e os
grupos nilpotentes.

Também nesta tese estudamos recorréncia por cadeias em espagos quocientes de com-
pactificagoes de Ellis. Em especial, discutimos sobre esse assunto nos espacos de fungoes
cujos dominios sao grupos topoldgicos. Nossa motivagao provém do conceito de fungao
recorrente.

Sejam G um grupo topologico Tychonoff e F' um espago compacto Hausdorff. Dada
uma funcao uniformemente continua f : G — F, seja f: BG — F' a extensao continua
de f. Dados u,v € 8G, entao u ~5 v se f(ug) = f(vg) para todo g € G. Essa relagao
¢ de equivaléncia em SG. A funcdo f é dita recorrente se o espago quociente 3G [/~
¢ minimal. Tal espaco quociente é chamado de espaco da funcao f. O trabalho de
Ellis-Johnson [12] apresenta estudos sobre fungoes recorrentes reais, e foi este conceito
o nosso ponto de partida. Naturalmente, introduzimos o conceito de fungao recorrente
por cadeias requerendo que o espago quociente 3G/~ seja recorrente por cadeias. Con-
tudo, sob a hipotese de invarianca e semitotalidade, mostramos que existem apenas duas
possibilidades para a determinacao da dindmica no espago de uma funcao, e podemos
apresentar condicoes suficientes para que a recorréncia por cadeias em GG determine
completamente a recorréncia por cadeias em GG [/~ .



Capitulo 1

Acoes de semigrupos reversiveis

Nosso primeiro objetivo nesta tese é apresentar o conceito de recorréncia por cadeias
para acoes de semigrupos dentro de um aspecto de dinamica topolégica. Temos como
base a teoria de sistemas dinamicos segundo Conley [8], e como motivagdo o trabalho
de Patrao-San Martin [24| sobre semifluxos em espagos topologicos. Abordamos agoes
de semigrupos reversiveis sobre espagos compactos e introduzimos os conceitos originais
da teoria de sistemas dindmicos. Nossa énfase é relacionar os conceitos de atratores e
recorréncia por cadeias.

1.1 Semigrupos de transformacoes

Um semigrupo S ¢é dito reversivel a direita se Ss N St # (), para quaisquer s,t € S, e S
é dito reversivel a esquerda se sS N ¢S # (), para quaisquer s,t € S. Dizemos que um
semigrupo é reversivel se ele é reversivel a direita e a esquerda.

Sejam X um espago topologico e C' (X ) o espago das aplicagoes continuas de X. Con-
sideremos um semigrupo reversivel S agindo a esquerda sobre X como um subsemigrupo
de C'(X). Para cada t € S, denotemos por oy : X — X a correspondente aplicagdo
continua. Entao, «a (t) = oy define um monomorfismo de semigrupo de S em C'(X). A
tripla (S, X, ) é denominada de semigrupo de transformacao (a esquerda). A acao
de S é dita sobrejetiva, ou que S age sobrejetivamente sobre X, se oy é sobrejetiva, para
todo t € S; a acao é dita aberta se oy é uma aplicacao aberta, para todo t € S. Por
comodidade, usaremos a notagao tz para indicar «; (x), para todo t € S e todo x € X.
Para imagens inversas, usaremos a notacdo usual, ou seja, oy ' (N) (N C X). Em ge-
ral, o monomorfismo « ficara subentendido, e muitas vezes usaremos a notagao (.5, X)
para indicar o semigrupo de transformagao. Se um subespago M C X ¢ invariante pelo
semigrupo, entao, (S, M) é denominado de sub-semigrupo de transformagao. Também
usaremos esta nomenclatura para (R, M), onde R C S é um subsemigrupo.

7
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Para cada t € S denotemos o subsemigrupo tSt por S;.

Lembramos que um conjunto D munido com uma relagdo > ¢é direto se (i) © > «x,
para todo = € D, (ii) se x > y e y > z, entdo, v > z e (i17) dados quaisquer z,y € D,
existe z € Dtal que z >z e 2 > y.

As propriedades fundamentais que obtemos da reversibilidade de S sao as seguintes:

1. Para uma seqiiéncia finita de elementos ¢4, ...,t, € S, a interseccao S, N ... N Sy,
é nao vazia. Basta mostrar para dois elementos s,t € S. Com efeito, tomando
uetSNsSeveStNSs, temos que uv € Sy N S,.

2. O semigrupo S é um conjunto direto. Com efeito, dados s,t € S, estabelecemos
que t >, s quando t = s ou t € sS. Claramente, temos que t >, t para todo t € S.
Seu>.tet>,s,entaou=touue€tSet=sout € sS, donde u = s ou
u € sS. Logo u >, s. Finalmente, dados s,t € 9, existe um elemento u € sSNtS,
donde u >, s e u >, t. Portanto, (S,>.) é um conjunto direto. Similarmente,
estabelecendo que t >4 s quando t = s ou t € Ss, entdo, (S,>,4) é um conjunto
direto.

Os semigrupos reversiveis formam uma classe ampla na teoria de semigrupos. Qual-
quer subsemigrupo de um grupo nilpotente é um semigrupo reversivel e subsemigrupos
maximais de grupos soliveis também sao reversiveis (c.f. [19]). Em grupos que nao sao
soltiveis também temos exemplos. Com efeito, tomando um nimero real b > 1, temos
que o subsemigrupo

Sy ={g9 € Gl(n,R)" : detg > b}

do grupo linear positivo Gl(n,R)™ é reversivel. No caso especial do grupo Gl (n,R),
existem muitos subsemigrupos reversiveis, visto que este contém subgrupos soluveis e
nilpotentes. Assim, podemos estudar acoes deste tipo de semigrupos com generalidade.
Por exemplo, agoes de semigrupos reversiveis em variedades variedades flag, no fibrados
das bases de uma variedade, etc..

Dado um subconjunto N C X, definimos os conjuntos

SN ={y € X :existezr € NeseS comsr=y}

S*N ={y€ X :existex € N es €S comsy=z}.

Dado x € X, os conjuntos Sx e S*x sao denominados respectivamente de drbita de x
e de orbita regressiva de x. Dizemos que um subconjunto N C X ¢é progressivamente
invariante se SN C N; que N é regressivamente invariante se S*N C N; que N é inva-
riante se sSN = N, para todo s € S; e que N é estdvel se é progressiva e regressivamente
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invariante. Se R C S é um subsemigrupo, entao, dizemos que um subconjunto de X
¢ R-invariante (resp. progressiva e regressivamente invariante, estavel) se é invariante
(resp. progressiva e regressivamente invariante, estavel) por R.

Observemos que se N C X é progressivamente invariante, entao, N C S*N. Se N
também é regressivamente invariante, entao, S*N = N. Assim, se a acao é sobrejetiva,
dado x € N es € S, existe y € X com sy = x. Logo, y € S*N = N, donde = € sN.
Portanto, se a acao é sobrejetiva e NV é estavel, entao, /N é invariante.

O seguinte lema é valido em geral para qualquer semigrupo em C'(X).

Lema 1.1. Dados N C X, temos que fe (SN) é um subconjunto progressivamente inva-
riante. Se a agdo de S € aberta, entao, fe ((S)" N) € regressivamente invariante.

Demonstragao: A primeira afirmacgao segue imediatamente por continuidade. Assu-
mindo que a ac¢do de S é aberta, tomemos x € fe (S*N) e y € S*zx. Entdo, existe s € S
tal que sy = . Dada uma vizinhanca aberta V' de y, temos que sV é uma vizinhanca
aberta de . Logo, existe z € sV N S*N, donde tsv € N, para algum ¢t € S e algum
v € V. Assim, v € V N S*N, donde concluimos que y € fe (S*N). Portanto, fe (S*N) é
regressivamente invariante. 0

1.1.1 Subconjuntos minimais

Uma classe especial de subconjunto progressivamente invariante é definida a seguir. Estes
conjuntos sao importantes para os estudos sobre estabilidade e transitividade de um
semigrupo de transformacao.

Definigao 1.2. Um subconjunto M C X ¢é dito um subconjunto minimal de (S, X)
(S, X)-minimal) se:

1. M € fechado, nao vazio e progressivamente invariante.

2. M é minimal com respeito a propriedade (1).

Dizemos que M ¢é um subconjunto minimal forte de (S,X) se a condi¢ao de
invarianga progressiva no item (1) for substituida por estabilidade.

Um resultado conhecido diz que um subconjunto M C X é minimal se, e somente se,
fe (Sz) = M, para todo z € M (ver [13]).

Lema 1.3. Se N C X é um conjunto fechado e estavel (resp. progressivamente inva-
riante) e M C N € (S, N)-minimal forte (resp. (S, N)-minimal), entao, M ¢é (S, X)-
minimal forte (resp. (S, X)-minimal).
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Demonstracao: E claro que M é ndo vazio, estével e fechado em X. Seja F C X
um subconjunto fechado, nao vazio e estével tal que F' C M. Entao, FF = NN F é
um subconjunto fechado e estével de N. Pela minimalidade de M em (S, N) segue que
F = M, donde concluimos que M é um subconjunto minimal forte de (S, X). O caso de
subconjunto minimal é analogo. O

Notemos que o Lema 1.3 nao depende da reversibilidade do semigrupo, ao contrario
do proximo resultado sobre subconjuntos minimais fortes.

Lema 1.4. Se a agao € aberta, entao, M ¢é (S, X)-minimal forte se, e somente se,
fe (S*Sx) = M, para todo x € M.

Demonstragao: Suponhamos que M ¢ (S, X)-minimal forte e tomemos = € M. Visto
que M é estavel e fechado, temos que fe (S*Sx) C M. Pelo Lema 1.1, temos que fe (S*Sx)
é regressivamente invariante. Agora, dado t € S e x € fe (S*Sx), seja V uma vizinhanga
aberta de tr = a; (7). Entdo, ;' (V) é uma vizinhanca aberta de z, donde existe um
ponto y € o ' (V)N S*Sx. Logo, ty € V e sy € Sz, para algum s € S. Tomando
T € SsNSt, temos que 7y € Ssy N Sty C Sx, donde ty € S*Sx. Assim, ty € V N S*Sz,
donde concluimos que tx € fe (S*Sx). Portanto, fe (S*Sx) é estavel. Segue da minimali-
dade de M que fe (S*Sx) = M. Reciprocamente, suponhamos que fe (S*Sx) = M, para
todo x € M. Entao, M é nao vazio, fechado e estavel. Seja N C M um subconjunto
nao vazio, fechado e estavel. Tomando y € N, temos que fe (S*Sy) C N. No entanto,
como y € M, temos que fe (S*Sy) = M. Logo, M C N, donde N = M. Portanto, M é
(S, X)-minimal forte. O

O Lema 1.4 caracteriza um subconjunto minimal de (S, X) como um conjunto de
transitividade aproximada fechado e invariante para a acdo de S sobre X (ver Apéndice
A). Reciprocamente, se D C X é um conjunto de transitividade aproximada fechado e
invariante, entdo, D ¢é (S, X)-minimal. Com efeito, temos que D = fe (D) = fe (Sz),
para todo x € D, donde segue a afirmacao pelo Lema 1.4. Observemos que o resultado
deste lema é valido para qualquer subsemigrupo de transformacao de (S, X).

Quando o espago base X é compacto Hausdorff, entao, existem subconjuntos minimal
¢ minimal forte de (S, X) (c.f. [13]). A demonstragao utiliza o Lema de Zorn. Veja a
Proposigao 2.4 de [11], substituindo grupo por semigrupo.

Definigao 1.5. Sejam (S, X) e (S, X') semigrupos de transformagoes. Entao, um ho-
momorfismo de semigrupo de transformacgao entre (S, X) e (S',X’) consiste de
uma aplicacao continua ¢ : X — X' e de um homomorfismo de semigrupo f : S — S’
tais que ¢ (tx) = f () ¢ (), para todot € S ex € X.



Secao 1.2 - Objetos dinamicos elementares 11

Os homomorfismos mais comuns sao aqueles onde S =S5" e f: S — S é a aplicagao
identidade. Neste caso, devido a sobrejetividade de f, a imagem de um subconjunto
progressivamente invariante (resp. invariante) é um subconjunto progressivamente inva-
riante (resp. invariante), e a imagem de um subconjunto transitivo é um subconjunto
transitivo. Estes assuntos sao discutidos no Capitulo 3, onde estudamos casos de homo-
morfismos relacionados com compactificagoes de grupos topolodgicos.

1.2 Objetos dinamicos elementares

A partir desta se¢do, consideramos um semigrupo de transformagao (S, X) com agao
sobrejetiva e X um espaco compacto Hausdorff. Nosso objetivo é introduzir os conceitos
dindmicos (originais da teoria de sistemas dindmicos) que se relacionam com o conceito
de transitividade em geral. Em conseqiiéncia, apresentamos uma ligacao entre a teoria
dinamica e a teoria de agoes de semigrupos.

Observamos que o contetido deste capitulo pode ser adaptado para o contexto de
agoes de semigrupos lateralmente reversiveis (veja a observagao no final da Secao 1.4.4).
Contudo, o trabalho é praticamente o mesmo, sendo que a reversibilidade fornece pro-
priedades mais adequadas, principalmente para o estudo de estabilidade para acoes de
grupos, o qual também apresentamos neste capitulo.

Assim, utilizamos a reversibilidade de S para introduzir os objetos dinamicos ele-
mentares ao semigrupo de transformacao.

Dado um subconjunto nao vazio N C X, definimos os conjuntos

we (N) =[fe(tSN) e wi (N) = )fe((tS)" N)

tesS tes

denominados respectivamente de conjunto w-limite a esquerda e conjunto w*-limite
a esquerda de N;

wa (N) = (e (StN) e wi(N)=(fe((St)"N)

tes tes

denominados respectivamente de conjunto w-limite a direita e conjunto w*-limite
a direita de N; e

w(N):ﬂfe(StN) e w*(N):ﬂfe(SfN)
tes tes
denominados respectivamente de conjunto w-limite e conjunto w*-limite de N.

A acao sobrejetiva garante que os conjuntos S; N sao nao vazios. Notemos também
que w (N) C we (N)Nwq (N) ew™ (N) C wi (N)Nwj (N). No caso especifico do semigrupo
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S ser céntrico (tS = St, paratodot € S), os conjuntos we (N), wq (V) e w (V) coincidem,
assim também ocorrendo com os conjuntos w} (N), wi (N) e w* (N).

O conjunto das vizinhangas de um ponto no espaco X é um conjunto direto quando
este ¢ munido com a ordem parcial dada pela inclusao inversa entre as vizinhancas.
Dadas duas vizinhancas U e V' de um ponto x € X, escrevemos U > V quando U C V.

Proposicao 1.6. Se N C X € nao vazio, entao

1. 0s conjuntos w (N), we(N) € wq (N) sao nao vazios e compactos, onde w (N) e
We (N) sa@o invariantes e wq (N) € progressivamente invariante;

2. o0s conjuntos w* (N), wi (N) e wj (N) sao ndao vazios e compactos, onde w* (N) e

w3 (N) sao progressivamente invariantes;

3. sobre a¢do aberta, w} (N) € regressivamente invariante e w* (N) e w} (N) sao es-
taves.

Demonstracao: A compacidade dos conjuntos mencionados segue pelo fato deles serem
fechados. Além disso, a reversibilidade de S garante que as familias de subconjuntos
fechados de X

F={fe(S;N):teS} e F={te((S;)"N):teS}

tém a propriedade de interseccao finita. Como X é compacto Hausdorff, isto implica
que w(N) = mfe (SiN) e w*(N) = ﬂfe ((S;)" N) sao nao vazios. Conseqiientemente,

tes tes
os conjuntos we (V) € wq (INV) assim como os conjuntos wi (N) e w} (N) sdo nao vazios.

Por continuidade segue imediatamente que wq (V) é progressivamente invariante. Agora,
sejam s,t € S, © € wo (V) e y € w(N). Entao, existe s’ € S tal que ss’ € tS. Como
x € fe(s'SN) e y € fe (S¢¢N), segue por continuidade que sz € fe (ss'SN) C fe (tSN) e
que sy € fe(ss'tSs'tN) C fe (S;N). Como s e t s@o arbitrarios em S, temos que w, (V)
e w (V) sao progressivamente invariantes. Para mostrar a invarianga de w, (N), sejam
T € we(N) et e S. Consideremos o conjunto V, de todas as vizinhangas de x munido
com a relagao de ordem parcial dada no ultimo pardgrafo acima. Para cada s € S e
V € V,, tomemos tz5, € tsSN NV, onde zj, € sSN. Podemos munir V, x S¥* com uma
relacdo que o torna um conjunto direto. De fato, dadas f;, f, € S¥=, entdo, f; > f, se, e so-
mente se, f; (V) € f, (V) S, para toda V € V,. Assim, dados (V4,f;), (Va,fz) € V, x SV=,
entao, (V1,f1) > (Vs,fy) se, e somente se, Vi = V5 e f; > 5. Logo, podemos considerar

£(V)

a rede (l'(uf)) em X, onde zyys = x, °. Como X ¢é compacto Hausdorff,

(V,f)eVy xSV
(l‘(v’f)) possui uma subrede covergente em X. Seja entao (w(wfi))ie ; tal subrede, com

limite y € X. Vamos mostrar que y € w, (N). Com efeito, dada uma vizinhanca U de
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y, existe um indice iy € I tal que, para todo i > ig, T(v,r,) € U. Dado s € S aI‘bitl"éIiO,
tomemos f, € SY= tal que f, (V) € sSNfy(V)S, para todo V € V,. Entao, f, > f.
Das propriedades de uma subrede segue que existe j > iy tal que (V,f;) > (Vzo,f ).
Logo, z(v, ¢,y € U e f; (V) € 55, donde 2y, ¢,y € UNTL; (V;) SN C UNsSN. Portanto,
Y € we (N). Por outro lado, a rede (tx(wfi))ig
qualquer V' de z, existe um indice 7y € I tal que V;, = V. Desta forma, para todo
i > g, temos que tz(y, g € tf; (Vi) SN NV, C V. Logo, x = ty e, portanto, & € tw, (N).
Assim, we (N) C twe (N), donde concluimos que we (V) ¢é invariante. A demonstragao

converge para ty. Dada uma vizinhanca

para o caso de w (V) segue da mesma forma. Agora, tomemos s,t € S, x € w} (N)
ey € w(N). Entao, y € fe((Si)" N). Mas, se z € (Si)" N, existe sp € S tal que
tsotsz € N. Logo, sz € (S;)" N e, portanto, s(Si)" N C (S;)" N. Assim, temos que
sy € fe (s (Sis)" N) C fe ((S;)" N), donde concluimos que w* (N) é progressivamente in-
variante. Semelhantemente, temos que s (Sts)" N C (St)" N, donde segue que w} (N)
também é progressivamente invariante. Por fim, assumimos que a agao de S é aberta.
Vamos mostrar que w? (N), w)(N) e w*(NN) s@o regressivamente invariantes. Sejam
r € w"(N) ey € S*x. Entao, existem s € S tal que sy = x. Se V é uma vizinhanga
aberta de y, entdao, sV é uma vizinhanga aberta de z. Logo, sV N (S;)" N # 0, para
todo t € S. Dado t € S arbitrario, tomemos 7 € Sts N St. Entdo, 7 = sits = sof,
com s1, 8 € S. Agora, existe sv € sV N (Sgs,¢)" N, com v € V., donde tsits'tsitsv € N,
ou seja, tsits'tsstv € N, para algum s’ € S. Logo, v € V N (S;)* N, donde concluimos
que y € fe ((Sy)* N). Portanto, y € w* (V). Assim, w* (N) é regressivamente invariante,
donde w* (N) ¢é estavel. Agora, sejam = € w)(N) e y € S*z. Entao, existe s € S tal
que sy = x. Seja V uma vizinhanga aberta de y. Dado t € S, tomemos s’ € S tal
que s's € St. Como sV ¢é uma vizinhanca de z, temos que sV N (Ss')* N # (), donde
Ss'sV NN # () e, portanto, VN (St)" N # (. Assim, y € fe ((St)" N), donde concluimos
que y € wi (N). Logo, wi (V) é regressivamente invariante, donde w} (V) é estavel. Fi-
nalmente, tomemos = € w} (N) e y € X tal que sy = z, para algum s € S. Seja V uma
vizinhanga aberta de y. Entao, sV N (tS)" N # (), para todo t € S, donde tSsV NN # .
Logo, V N (tS)* N # (), para todo t € S. Portanto, y € w’ (N), donde w? (N) é regressi-
vamente invariante. 0

Corolario 1.7. Seja x € X. Sex € w(x) (x € we(2), v € wa(x)), entdo, w(zx) =
fe (Six) (we (z) = fe (tSx), wq (x) = fe (Stx)), para todo t € S. Se a agao de S € aberta
er € w(x) (x € Wi (x), x € Wi(x)), entao, w* (z) = fe(S;x) (W (x) = fe ((tS)" x),
Wi (z) ="fe ((St)" x)), para todo t € S.

Demonstragao: Se x € w(x), temos que fe (Sz) C w(x) C fe(S;z), para todo t € S.
Logo, w (z) = fe (Syr), para todo t € S. Se a agao de S ¢ aberta e x € w* (), entao,
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fe (S*z) C w* (z) C fe ((Sy)" z), para todo t € S. Logo, w* (z) = fe ((S;)* z), para todo

t € S. A demonstracao para os outros casos sao idénticas. O
Em geral, para N C X, temos que w(N) = w(fe(N)), we(N) = we (fe(N)) e
wa (N) = wq(fe(N)). Se a agdo ¢é aberta, entdo, w*(N) = w*(fe(N)), wi(N) =
wi (fe (N)) e wj (N) = wj (fe (IV)). Além disso, vale o seguinte.
Lema 1.8. Dado um subconjunto nao vazio N C X, sequem as afirmagoes:
1. we (N) = we (fe (SN)). Se N € progressivamente invariante, entdo, w, (fe (N)) =

w (fe (N)).

2. Se a agao € aberta, entao, wj (N) = wj (fe (S*N)). Se N ¢ regressivamente inva-
riante, entao, w} (fe (N)) = w* (fe (N)).

Demonstragao: Sejam = € w,(N) e t,s € S. Dada uma vizinhanga V de z, te-
mos que V NtsSN # (), donde V NtSte (SN) # 0. Logo, x € w, (fe (SN)) e, portanto,
We (N) C we (fe (SN)). Por outro lado, segue por continuidade que tSfe (SN) C fe (tSN),
para todo t € S. Logo, we (fe (SN)) C we(N) e, portanto, we (N) = we (fe (SN)).
Agora, assumindo que N é progressivamente invariante, sejam x € w, (fe (V)) et € S.
Tomando s € Sy, temos que z € fe(sSfe(N)), donde segue por continuidade e pela
invarianga progressiva de N que x € fe(sfe (N)) C fe(Sife (N)). Logo, w. (fe (N)) C
w (fe(N)) e, portanto, w, (fe(N)) = w(fe(N)). Assim, demonstramos o item (1).
Para verificarmos o item (2), assumimos que a ac¢do é aberta. Sejam z € w}(N)
e t,s € S. Dada uma vizinhanga V de z, temos que V N (Sst)* N # (0, donde
VN (St) fe(S*N) # 0. Logo, = € wi(fe(S*N)) e, portanto, wj} (N) C wi (fe (S*N)).
Por outro lado, sejam y € w} (fe(S*N)) e t,s € S. Dada uma vizinhanga U de y,
temos que U N (St)" fe (S*N) # ), donde StU Nfe(S*N) # 0. Como StU ¢é aberto,
temos que StU N S*N # @, donde U N (St)" N # (. Logo, y € w}(N), donde segue
que w} (fe (S*N)) C wj (N). Portanto, w} (N) = wj (fe (S*N)). Agora, assumimos que
N é regressivamente invariante. A agdo aberta implica que fe (N) é também regressi-
vamente invariante. Assim, dados = € w} (fe(N)) e t € S, seja V uma vizinhanga de
r e tomemos s € S;. Como z € fe((S9s)" fe (N)), temos que SsV Nfe(N) # @, donde
sV Nfe(N) # 0, pois fe (N) é regressivamente invariante. Logo, V N (S;)" fe (V) # 0,
donde concluimos que z € fe ((S;)" fe (N)). Assim, w} (fe (N)) C w* (fe (N)) e, portanto,
wj (fe (N)) = w* (fe (N)), donde concluimos a demonstragao do lema. O

Se N C X é um subconjunto progressivamente invariante e 7' C S é um subsemi-
grupo, temos que TN C N C T*N. Se N ¢é estavel, entao, T*N C N = T'N, donde
TN =N =T*N. Isto demonstra o seguinte lema.
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Lema 1.9. Se N C X € um subconjunto nao vazio, fechado e estavel, entao, N coincide
com 0s seus conjuntos limites.

Em certo sentido, tendo em consideragao o proximo resultado, os conjuntos w (z) e
w* (z) representam os “fins” da orbita de = e da orbita regressiva de x, respectivamente.

Lema 1.10. Dado x € X, temos as sequintes afirmagoes:

1. we (Y) Cwe (2), wa(y) =wq () ew(y) =w(x), para todo y € St.
2. wi(y) Cw (), wily) Cwi(r) ew” (y) Cw*(x), para todo y € S*x.

Demonstracao: Sejam y € X e s € S tais que y = sx. Dado t € S, temos
que fe (tSy) C fe(tSx). Logo, we(y) C we(x). Além disso, existe s € S tal que
s's € St. Entao, fe(Stsx) = fe(Sty) e fe(Ss'y) C fe(Stx). Logo, wa(y) = wa(x).
Agora, fe (Sisz) C fe(Swy) e fe(Siey) C fe(Six). Logo, w(y) = w(x), donde conclui-
mos (1). Para verificarmos (2), tomemos y € X e s,t € S. Como é imediato que
(St)*y C (St)" sy, temos que W} (y) C wj (sy). Agora, existe s’ € S tal que ss’ € £S. Se
z € (Sen)" y, entdo, s't'tz = y, com ¢’ € S. Logo, ss't'tz = sy, donde z € (S;)" sy. Por-
tanto, (Sg¢¢)"y C (S¢)" sy. Assim, w* (y) C fe ((S;)" sy), com t € S arbitrério, concluindo
que w* (y) C w*(sy). Enfim, como (s'S)*y C (t5)" sy, temos que w} (y) C w (sy).
Assim, se y € S*z, entdo, € Sy, donde concluimos (2). O

Visto que X é compacto Hausdorff, existe um subconjunto minimal e um subconjunto
minimal forte de (S, X). Tais conjuntos estdo particularmente relacionados com conjun-
tos limites. Em geral, dado z € X, o conjunto w () ndao é um subconjunto minimal do
semigrupo de transformagao. Com efeito, se = ¢ wq () U w, (z), entdo, w () ndo é um
subconjunto minimal de (S, X). No entanto, a reciproca é sempre verdadeira.

Proposicao 1.11. Um subconjunto nao vazio M C X € (S, X)-minimal se, e somente
se, M = w () = we (x) = wq (), para todo x € M. Se a agdo de S € aberta, entao, M
é (S, X)-minimal forte se, e somente se, M = w* (x) = w} (x), para todo x € M.

Demonstragao: Suponhamos que M é (S, X)-minimal. Dado x € M, temos que
w(z) C M. Pela Proposi¢ao 1.6, temos que w (z) é ndo vazio, compacto e invariante,
donde segue que w(z) = M. Analogamente, w, (x) = wq (z) = M. Por outro lado,
suponhamos que w (x) = M, para todo z € M. Entdo, M é compacto e progressiva-
mente invariante. Seja N C M um subconjunto nao vazio, compacto e progressivamente
invariante. Entao, dado x € N, temos que w(x) C N. Mas, como = € M, entao,
M = w(z) C N, donde N = M. Portanto, M é (S, X)-minimal. Assumindo que agao
de S é aberta, a segunda parte da proposicao segue semelhantemente, usando também
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a Proposicao 1.6. 0

Os conjuntos limites sao os objetos dinamicos fundamentais para o estudo de esta-
bilidade de um semigrupo de transformacao. Este é o motivo de nossa énfase referente
as suas propriedades. Como na teoria de semifluxos, definimos os conceitos de atrator e
repulsor a partir dos conjuntos limites. Estes tultimos entao se relacionam diretamente
com o conceito de recorréncia por cadeias. Tal relacao é a nossa principal meta neste
trabalho.

Definigao 1.12. Um subconjunto A C X é um atrator a esquerda (a direita) de
(S, X) se existe uma vizinhanga V de A em X tal que w. (V) = A (wq (V) = A). Neste
caso, V€ denominada uma vizinhan¢a atratora de A, e w (V) é denominado um
sub-atrator de A. Um subconjunto R C X € um repulsor a esquerda (a direita) de
(S, X) se existe uma vizinhanca U de R em X tal que w} (U) = R (w}(U) = R). Neste
caso, U € denominada uma vizinhanga repulsora de R, e w* (N) € denominado um
sub-repulsor de R.

Observemos que a Definicao 1.12 nao exige que atratores e repulsores sejam nao
vazios. Assim, o conjunto vazio e o espaco base X sao ambos casos triviais tanto de um
atrator como de um repulsor. Outra observagao é que um atrator pode ter mais de uma
vizinhanga atratora assim como um repulsor pode ter mais de uma vizinhanga repulsora.
No entanto, veremos adiante que eles admitem apenas um sub-atrator e um sub-repulsor
respectivamente.

Atratores e repulsores sao conceitos classicos dentro da teoria de sistemas dinamicos
em geral. Sua importancia, como observamos acima, compreende os estudos sobre re-
corréncia por cadeias, sendo esta nossa motivagao para sua introducao ao contexto de
acoes de semigrupos. Um fato importante é a relagao existente entre os dois conceitos.
Nas teorias de sistemas dinamicos e semifluxos, atratores e repulsores sao relacionados
pelo conceito de repulsor complementar para atratores, onde é dada uma correspondén-
cia entre eles. Podemos também apresentar uma tal relacdo em nosso contexto. Para
agoes a esquerda, relacionamos atratores a direita com repulsores a direita. Para agoes
& direita, relacionamos atratores a esquerda com repulsores a esquerda. O trabalho é
analogo em ambos os casos.

Para apresentarmos uma correspondéncia entre atratores e repulsores definimos os
seguintes conceitos. Se M C X é compacto e progressivamente invariante, entao, deno-
minamos de conjunto de atra¢ao a esquerda de M o subconjunto de X definido por

Atre (M) ={y e X :we(y) N M # 0} ;
e de conjunto de atracao a direita de M o subconjunto de X definido por

Atrg(M)={ye X :wa(y)NM #0}.
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Se N C X ¢é compacto e regressivamente invariante, entao, denominamos de conjunto de
repulsao a esquerda de N o subconjunto de X dado por

Rep. (N) ={y € X :wl (y) NN # 0};
e de conjunto de repulsao a direita de N o subconjunto de X dado por
Repg (N) ={y € X :wi(y) NN # 0}

Podemos ver imediatamente que M C Atr, (M) N Atrq (M) e que N C Rep, (N) N
Repg (N). Além disso, pelo Lema 1.10, temos que Rep, (V) e Repy (V) s@o progressiva-
mente invariantes, que Atr, (M) é regressivamente invariante e que Atrq (M) é estavel.
Com isso, X \ Rep, (N) e X \ Rep4 (N) séo regressivamente invariantes, X \ Atr, (M) é
progressivamente invariante e X \ Atrq (M) é estavel.

Proposigao 1.13. Sejam A um atrator (4 esquerda ou a direita) de (S, X, a) e V uma
vizinhanga atratora de A. Entdo, Atr, (A) = Atrg (A) = Atrq (w (V)), onde

Atrg(w (V) ={re X :1w(x) Cw(V)}

¢ um conjunto aberto e estdvel. Sejam R um repulsor (a esquerda ou a direita) de
(S, X, ) e U uma vizinhanca repulsora de R. Se a agao € aberta, entao, Rep, (R) e

Repy (R) sao conjuntos abertos e progressivamente invariantes, Rep, (R) = Rep, (w* (U))
e Repy (R) = Repy (w* (U)).

Demonstragdo: E imediato que Atr, (w(V)) C Atr, (A). Por outro lado, dado z €
Atr, (A), temos que w, () N A # (). Tomando y € w, (z) N A, segue da invarianga pro-
gressiva e compacidade de w, (z) que w (y) C we (z)Nw (V). Logo, z € Atr, (w (V)) e, por-
tanto, Atr, (A) = Atre (w (V)). Analogamente, mostramos que Atrq (A) = Atrg (w (V)).
Agora, ¢ claro que {z € X :w(x) Cw(V)} C Atrg(w(V)). Por outro lado, se z €
Atrg (w (V)), entdo, existe s € S tal que sz € int (V), pois fe (Sz)Nint (V') # (). Segue do
Lema 1.10 que w () = w (sz) C w (V). Portanto, Atrg (w (V) C{rx € X :w(z) Cw(V)},
donde segue a igualdade entre esses dois conjuntos. No entanto, o mesmo argumento mos-
tra também que Atr, (w (V)) = {zr € X :w(x) Cw(V)}. Logo, Atr, (A) = Atrq (A) =
Atrg (w (V). O Lema 1.10 agora se aplica para concluirmos que Atrg (w(V)) é estavel.
Para vermos que Atrq (w (V) é aberto, tomemos = € Atrg (w(V)). Seja s € S tal que
sr € int (V). Entéao, a;! (int (V')) é uma vizinhanga aberta de x. Sey € a;! (int (V)), en-
tao, sy € int (V), donde w (y) = w (sy) C w (V). Portanto, o ;! (int (V)) C Atrg (w (V)),
donde concluimos que Atrg (w(V')) é aberto. Agora, assumimos que a agao ¢ aberta.
Com a invarianga regressiva dos conjuntos w*-limites (a esquerda e a direita), mostramos
semelhantemente como no caso do atrator que Rep, (R) = Rep, (w* (U)) e Repy (R) =



18 Capitulo 1 - Acbes de semigrupos reversiveis

Repy (w* (U)). Além disso, se x € Rep,, (w* (U)), temos que fe (S*z) Nint (U) # 0, donde
x € int (sU), para algum s € S. Se z € int (sU), entao, existe v € U N S*z. Pelo Lema
1.10, temos que w* (u) C w* (z). Além disso, w* (u) C w* (U). Logo, w* (z) Nw* (U) # 0
e, portanto, z € Rep, (w* (U)). Assim, int (sU) é uma vizinhanga aberta de x contida em
Rep, (w* (U)). Portanto, Rep, (R) é aberto. Semelhantemente, mostramos que Repy (R)
é aberto. OJ

Se A é um atrator a direita de (S5, X), aplicando semelhantemente o Lema 1.10
podemos também verificar que

Atrg (A) ={r € X :wq(z) C A}.
O seguinte resultado é imediato a partir da tultima proposicao anterior.

Corolario 1.14. Se A C X é um atrator (a esquerda ou a direita) de (S, X), entao,
X\ Atrq (A) € um conjunto compacto e estivel. Se R C X é um repulsor (& esquerda ou
a direita) e a agao € aberta, entao, X \Rep, (R) e X \Repy (R) sao conjuntos compactos
e regressivamente invariantes.

Proposicao 1.15. Sejam A um atrator (a esquerda ou a direita) de (S, X) e V uma
vizinhanga atratora de A. Se x ¢ w (V) U (X \ Atrq (w(V))), entao, w* (x) C X\
Atrg (w (V) ew (z) Cw (V).

Demonstracao: Como = ¢ X \ Atrg (w(V)), entao, x € Atrq (w(V)), donde w () C
w (V). Agora, suponhamos por absurdo que existe y € w* (z) tal que y ¢ X\ Atrq (w (V)).
Entao, w(y) C w(V). Visto que w*(x) é progressivamente invariante, temos que
w(y) C w* (), donde w (V) Nw*(x) # 0. Entao, (S;)"z Nint (V) # 0, para todo
t € S. Logo, x € S;V, para todo t € S, donde x € w (V), contradizendo a hipotese do
enunciado. Portanto, w* (z) C X \ Atrg (w (V)). O

Especialmente para um atrator a direita, vale também a seguinte versao da Proposicao
1.15.

Proposigao 1.16. Sejam A um atrator o direita de (S, X) e v ¢ AU (X \ Atrq (A)),
entio, w} (x) C X \ Atrq (A) ewq (z) C A.

Demonstracao: Como x ¢ X \ Atrq (A), entdo, wq () C A. Agora, suponhamos por
absurdo que existe y € w} (z) tal que y ¢ X \ Atrq (A). Entao, wq (y) C A. Visto que
wk (z) é progressivamente invariante, temos que wq (y) C w} (z), donde A N w3 (x) # 0.
Isto implica que = € StV para todo t € S, donde = € wq (V) = A, contradizendo a
hipotese do enunciado. Portanto, wj (x) C X \ Atrg (A4). O



Secao 1.2 - Objetos dinamicos elementares 19

Para cada atrator (& esquerda ou a direita) A de (S, X), denotaremos
A" = X\ Atrq (A).

Em geral, temos que X \ Repy (A*) € A e X \ Rep, (A*) C A, para todo atrator A
de (S,X). Com efeito, se x € X \ Rep, (A*), entdo, w (x) N A* = (). Visto que A* é
estavel, isto significa que © ¢ A*. Se também = ¢ A, entdo, x ¢ w(V), onde V & uma
vizinhanga atratora de A. Desde que Atrgq (A) = Atrq (w (V)), segue da Proposigao 1.15
que w; (£)NA* # 0, o que é uma contradi¢ao. Logo, x € A e, portanto, X \Rep (4*) C A.
A prova da inclusao X \ Repy (A*) C A é idéntica.

Proposicao 1.17. Se A é um atrator, entio, X \ Rep, (A*) = A (X \ Repy (4*) = A)
se, e somente se, A € estdvel.

Demonstragao: Suponhamos que A nao seja estavel, isto é, que A nao seja regressiva-
mente invariante. Entao, existe y € X\ A e s € S tal que sy € A. Entao, sy ¢ A*, donde
y ¢ A*, pois A* é estavel. Segue da Proposigao 1.15 que w* (y) C A*. Agora, pelo Lema
1.10, temos que w* (y) C w* (sy). Logo, w* (sy) N A* # (), donde sy € A\ (X \ Rep (A*)).
Assim, se X \ Rep (A*) = A, entdo, A deve ser estavel. Reciprocamente, suponhamos
que A é estavel e tomemos = € A. Entao, w} (z) C A. Logo, w! (x) N A* = (), ou seja,
z € X \ Rep (A*). Assim, A C X \ Rep (A*). Visto que a inclus@o contraria ¢ valida em
geral, temos que X \ Rep (A*) = A. O]

Definicao 1.18. Um subconjunto fechado e progressivamente invariante N C X € um
conjunto invariante isolado se existe uma vizinhan¢a V- de N tal que, se S*Sx C V', com
x €V, entao, v € N. Neste caso, a vizinhan¢a V' é chamada de vizinhanga isolante de

N.

Proposicao 1.19. Um atrator (a esquerda ou a direita) e um repulsor a direita de (S, X)
sao conjuntos invariantes isolados.

Demonstragao: Seja A um atrator a esquerda de (S, X) com vizinhanga atratora V.
Sex € X e S*xr CV, segue do fato da agao ser sobrejetiva que x € SV, para todot € S.
Logo, x € w (V) C A. Assim, se x € V é tal que S*Sx C V, entdo, S*x C V, donde
x € A. Visto que A é progressivamente invariante, temos que A é um conjunto invariante
isolado. Para o caso do repulsor a direita R de (S, X), a demonstragao é semelhante,

tomando uma vizinhanga repulsora U de R e usando o fato de que Sz C S*Sx, para
todo x € X. H
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1.2.1 Par atrator-repulsor

Agora, introduzimos o conceito de repulsor complementar para atratores do semigrupo
de transformacao. Com isto, apresentamos uma correspondéncia entre atratores e re-
pulsores a direita. Neste caminho, mostramos que uma vizinhanga atratora deve ser
progressivamente invariante por alguma translacao do semigrupo, e uma vizinhanca re-
pulsora deve ser regressivamente invariante também por alguma translagao do semigrupo.
Este é o resultado do proximo lema.

Lema 1.20. Para toda vizinhanga atratora V de um atrator a esquerda (a direita) A
de (S,X), existe ty € S com fe(tySV) C int (V) (fe(StyV) C int(V)). Para toda
vizinhanga repulsora U de um repulsor a esquerda (a4 direita) R de (S, X), existe tyy € S
com fe ((tyS)*U) C int (U) (fe ((Sty)"U) C int (U)).

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que para todo t € S, existe um xz; €
fe (tSV') \ int (V). Visto que S ¢ um conjunto direto, temos que (7),.¢ ¢ uma rede
ier de
(x4) que converge para um ponto z € X \ int (V). Agora, dado qualquer s € S, existe

em X \ int (V). Como X \ int (V') é compacto, podemos tomar uma subrede (z,)

um indice j € I tal que ¢; >, s. Dessa forma, para todo i > j, temos que t; >, t; >, s,
donde
xy, € fe (t;,SV) C fe(sSV).

Logo, z € fe (sSV'). Portanto, z € w. (V) = A C int (V), o que é uma contradi¢ao. Os
outros casos se verificam da mesma forma. O

A prova do Lema 1.20 nos conduz a unicidade de sub-atratores e sub-repulsores. Com
efeito, sejam U e V' vizinhancas atratoras de um atrator a direita A de (S, X). Como
no lema acima, existe ty € S tal que fe (StyV) C int (U). Dados quaisquer x € w (V)
et € S, tomemos 7 € tS N Stt', com t' € Sty,. Entao, dada uma vizinhanga aberta
N de z, temos que N N S,V # (). Mas, 757V C tStt'V C S;U. Logo, N N S,U # 0,
donde concluimos que x € w (U). Isto mostra a unicidade dos sub-atratores de A. A
prova para o caso de um repulsor a direita é semelhante. Na verdade, veremos adiante
que todo repulsor a direita é um conjunto estéavel. Assim, se R é um repulsor a direita
com vizinhanga repulsora U, segue do Lema 1.9 que R = w* (R) C w*(U) C R, donde
R = w*(U). Logo, um repulsor a direita coincide com seu sub-repulsor.

A invarianca parcial de uma vizinhanca atratora é a propriedade fundamental para
a construgao do repulsor complementar de um atrator a direita. Tal construcao ¢ dada
na seguinte proposicao.

Proposicao 1.21. Seja A um atrator a direita de (S, X). Entao, A* é um repulsor a
direita de (S, X) disjunto de A.
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Demonstragao: Seja V' vizinhanga atratora de A e ty € S tal que fe (StyV) C int (V).
Denotando V* = X \ fe (StyV), temos que V* é uma vizinhanga repulsora de w} (V*),
pois
(Sty)"V* C X \int (V) C X \ fe (StyV).

Afirmamos que wj (V*) = A*. Com efeito, dado y € w} (V*), temos que w (y) C w} (V*),
donde w (y) € X \int (V). Logo, w (y)NA =0, ou seja, y € A*. Portanto, wj (V*) C A*.
Por outro lado, dado qualquer z € A*  temos que wq (2) NV = (0, pois do contréario,
se existisse w € wq (z) NV, terfamos que w (w) C wq (2) e que w(w) C w(V), o que
contradiz z € A*. Logo, wq (2) C V*. Isto significa que V* N Stz # (), para todo t € S,
donde z € (St)" V*. Portanto, z € w} (V*), donde A* = w} (V*). O

Assim, dado um atrator a direita A de (5, X'), denominamos o repulsor a direita A*
de repulsor complementar de A, e o par (A, A*) denominamos de par atrator-repulsor de
(S, X).

Para atratores a esquerda temos um resultado semelhante, porém, nao conveniente.

Proposicao 1.22. Seja A um atrator a esquerda de (S, X). Entao, A* é um sub-repulsor
de algum repulsor a esquerda de (S, X) disjunto de A.

Demonstragao: Seja V' vizinhanga atratora de A e ty, € S como no Lema 1.20. Entao,
fe (tSV') C int (V). Denotemos

V= X\ fe (tySV).

Entao, V* ¢ um conjunto aberto de X. Se z € (tyS)" V*, entao, existe s € S tal que
tysr € X \ fe (tySV), donde z € X \ V. Logo, (tyS)"V* C X \ V. Assim,

Wi (V) C e ((t:S)" V) Cfe (X \ V) = X \int (V) C X \ fe (tySV) = V™.

Entao, V* ¢ uma vizinhanga repulsora de w* (V*), donde w} (V*) ¢ um repulsor a es-
querda. Afirmamos que w* (V*) = A*. Com efeito, dado y € w* (V*), temos que
w(y) C w*(V*), donde w(y) C X \ int (V). Logo, w (y) N A =0, ou seja, y € A*. Por-
tanto, w* (V*) C A*. Por outro lado, dado qualquer z € A*, temos que w (2)NV = (), pois
do contréario, se existisse w € w (2) NV, teriamos que w (w) C w (z) e que w (w) C w (V),
donde w (z) N A # (0, o que contradiz z € A*. Assim, temos que
w(z)CX\VCX\fe(tySV)=V"
Agora, tomemos 2’ € w(z). Entdo, 2/ € V* e 2/ € ﬂfe (S¢z). Como V* & aberto,
tes

V*N Sz # 0, para todo ¢t € S. Assim, para cada t € S, tomemos v; € V* N S;z. Entao,

z € (St)* vy C (St)* V.
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Logo, z € w* (V*), donde A* C w* (V*), concluindo a demonstragao. O

O fato de repulsores & esquerda nao serem progressiva nem regressivamente invarian-
tes reflete em nossa desconsideracao ao conceito de repulsor complementar para atratores
& esquerda. Por isso, enfatizamos o estudo sobre os atratores e repulsores a direita. Como
observamos supra, tal conveniéncia é devida propriamente & acao a esquerda.

O seguinte resultado é uma reciproca da Proposigao 1.21.

Proposigao 1.23. Seja R um repulsor a direita de (S, X). Entdao, R = A* para algum
atrator a direita A de (S, X).

Demonstragao: Seja U vizinhanga repulsora de R e ty € S tal que fe ((Sty) U) C
int (U). Denotemos
U= X \fe((Sty)" U).

Entao, U, é um conjunto aberto de X e StyU, C X \ U. Assim,
wq (Uy) € X \'int (U) € X \ fe ((Sty)" U) = U,.

Logo, wq (U,) & um atrator com vizinhanca atratora U,. Denotemos A = wq (Us). Se
r € R, entdo, w(zr) C R, donde w (z) Nwq (Uy) = 0. Logo, R C A*. Por outro lado,
se ¢ R, entdo, existe t € S tal que = ¢ (St)"U. Logo, Stz C X \ U C U.,, donde
wq (z) C A. Logo, x ¢ A* e, portanto, A* C R, donde concluimos que R = A*. O

Assim, a correspondéncia A — A* entre o conjunto dos atratores a direita e o conjunto
dos repulsores a direita de (S, X) é sobrejetiva. Em particular, todo repulsor a direita
de (S, X) ¢ estavel.

1.3 Recorréncia uniforme

Um ponto no espago X ¢ dito aproximadamente transitivo para o semigrupo de trans-
formacao se este pertence ao fecho de sua o6rbita. Com referéncia ao Corolario 1.7, um
ponto que pertence ao seu conjunto wqg-limite é um caso muito especial de ponto aproxi-
madamente transitivo, o qual apresenta uma uniformidade com respeito a transitividade
pelas translacoes a direita de S. Essa propriedade chamamos de recorréncia uniforme
(a direita).

Nesta se¢ao apresentamos uma classe especial de conjuntos que possuem a propri-
edade de transitividade uniforme. Nesse caminho, estabelecemos uma relagao entre os
conceitos de conjunto limite e conjunto de transitividade aproximada para ag¢oes de se-
migrupos. Ver Apéndice A.2 para mais detalhes sobre conjunto de transitividade apro-
ximada e, em particular, sobre conjunto controlével para agoes de semigrupos.
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Definigao 1.24. Um ponto x € X € dito uniformemente recorrente se x € wq (7).

Denotemos por
Ri={r e X :z€wy(r)}

o conjunto de todos os pontos uniformemente recorrentes de (S, X), o qual denominamos
de congunto de recorréncia uniforme de (S, X).

Como X é compacto Hausdorff, existe um subconjunto minimal de (S, X). Entao,
segue da Proposi¢ao 1.11 que R, é nao vazio.

Podemos definir em R, a seguinte relagao de equivaléncia.

Definigao 1.25. Dados x,y € R, entdo, © ~ y se, e somenle se, x € wq(y) ey €

waq ().

Se z,y,z € Ry, entdo, € wq (x), logo, x ~ z. Se x ~ y, entdo, é claro que y ~ z.
Agora,sex ~yey ~ z, temos que € wq (y) e y € wq (z). Pela invarianga progressiva de
wq (z), temos que wq (y) C wq (2), donde = € wq (2). Analogamente, visto que z € wq (y)
ey € wq (), temos que z € wq (x). Logo, x ~ z. Portanto, a relagdo da Defini¢ao 1.25 ¢
de fato de equivaléncia.

Para cada x € R, denotemos por D, a classe de equivaléncia a qual x pertence.
Denominaremos cada classe por conjunto de transitividade uniforme. Podemos
verificar imediatamente que estas classes coincidem com os subconjuntos D C X que
satisfazem as condigoes:

1. D C wq (), para todo x € D.

2. D & maximal satisfazendo a propriedade (1).

O interesse dinamico pela transitividade uniforme é o suporte para a definicao do
conceito de transitividade por cadeias (veja a Definigao 1.37 abaixo). Sejam z,y € R,
tais que = ~ y. Entao, dada qualquer vizinhanca U de y e qualquer t € S, existe ty € St
tal que tgxr € U.

Segue do Lema 1.10 que os conjuntos de transitividade uniforme sao progressivamente
invariantes. Assim, o fecho fe (R,) é um conjunto compacto e progressivamente invari-
ante. Na teoria de dindmica topologica e de sistemas dindmicos, fe (R,) ¢ denominado
de centro de Birkhoff (ver |25] e [37]).

Em geral, as classes de equivaléncia em R, nao sao necessariamente conjuntos com-
pactos, nem possuem necessariamente interior nao vazio. Um conjunto de transitividade
uniforme ¢ dito uniformemente controldvel se este possui pontos interiores. J& um con-
junto de transitividade uniforme compacto coincide com um subconjunto minimal de
(S, X), e reciprocamente, como afirma a seguinte proposi¢ao.
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Proposicao 1.26. Um subconjunto M C X €é um subconjunto minimal de (S, X) se, e
somente se, M é um conjunto de transitividade uniforme compacto de (S, X).

Demonstracao: Se M C X ¢ (S, X)-minimal, segue da Proposi¢do 1.11 que M esta
contido em algum conjunto de transitividade uniforme D. No entanto,sex € Dey € M,
temos que = € wq (y) = M. Logo, D C M e, portanto, D = M. Reciprocamente, seja
D um conjunto de transitividade uniforme compacto. Seja N C D um subconjunto nao
vazio, fechado e progressivamente invariante em X. Tomando x € D e y € N, temos
que x € wq (y) C N. Logo, D C N e, portanto, N = D, donde concluimos que D é um
subconjunto minimal de (5, X). O

Na seqiiéncia, apresentamos a relagao entre os conceitos de transitividade aproximada
e transitividade uniforme, estabelecendo uma relacao entre as teorias de controle e de
sistemas dinamicos.

Proposicao 1.27. Um subconjunto nao vazio D C X € um conjunto de transitividade
uniforme de (S, X) se, e somente se, para cada t € S, existe um conjunto de transitivi-
dade aproximada D; para a agao de St, com

D= ﬂDt.

tesS

Demonstragao: Seja D um conjunto de transitividade uniforme de (S, X). Para cada
t €S, temos que D C fe (Stx), para todo z € D. Assim, existe um conjunto de transiti-
vidade aproximada D; para a acao de St sobre X tal que D C D,. Logo, D C ﬂDt. No
tes
entanto, se x,y € ﬂDt, entao, y € ﬂfe (Stz) = w, (z), isto significa que os pontos de
tesS teS

ﬂDt sao uniformemente recorrentes e estao relacionados com os pontos de D, ou seja,
tes

ﬂDt C D. Portanto, D = ﬂDt. Reciprocamente, suponhamos que D = ﬂDt, onde

tes tes tes
D; é um conjunto de transitividade aproximada para a acao de St, para cadat € S. Se

x € D, temos que D C mfe (Stz) = wq (x). Seja y € R, e suponhamos que y ~ x, para

tes
algum z € D. Entao, y é aproximadamente recorrente com respeito a acao de St, para

todo t € S. Além disso, y € wq (x) C fe (Stx) e x € wq (y) C fe(Sty), para todo t € S.
Logo, y € Dy, para todo t € S. Portanto, y € D. Isto é suficiente para concluirmos que
D ¢ um conjunto de transitividade uniforme de (5, X). 0

Da Proposigao 1.27 segue imediatamente o proximo resultado sobre controlabilidade
uniforme.



Secao 1.3 - Recorréncia uniforme 25

Corolario 1.28. Um subconjunto de interior nao vazio D C X é um conjunto unifor-
memente controldvel de (S, X) se, e somente se, para cada t € S, existe um conjunto
controldvel Dy para a a¢ao de St, com

D= ﬂDt.

tesS

Definigao 1.29. Seja D um conjunto de transitividade uniforme de (S, X). Denomina-
mos dominio de atragcao de D o conjunto

AD)={z e X :wy(x)ND #0}.

E evidente que D C A (D), para todo conjunto de transitividade uniforme D. No caso
de um subconjunto minimal M de (S, X), temos que A(M) ={zx € X : M C wq(x)}.

Podemos definir uma relagao de ordem parcial entre os conjuntos de transitividade
uniforme.

Definicao 1.30. Se D e Dy sdo conjuntos de transitividade uniforme, entdao,
Dy = Dy se, e somente se, Dy N A(Dy) # 0.

A verificacao de que a relagao da Defini¢cao 1.30 é de ordem parcial segue semelhan-
temente ao caso de conjuntos de transitividade aproximada (ver Segao 3.2 de [36]).

A partir desta relacao, apresentamos uma caracterizacao alternativa para os subcon-
juntos minimais de (.5, X).

Proposicao 1.31. Os subconjuntos minimais de (S, X) coincidem com os conjuntos de
transitividade uniforme maximais para a relagao de ordem da Definigcao 1.30.

Demonstragao: Seja M um subconjunto minimal de (S, X'). Suponhamos que D é um
conjunto de transitividade uniforme tal que M < B. Entao, existe v € MNA (D), donde
) # wq(x)ND C M. Logo, M = D e, portanto, M é maximal com respeito a relagao
“ < 7. Reciprocamente, seja D um conjunto de transitividade uniforme maximal com
respeito a relagdo da Defini¢ao 1.30 e tomemos = € D. Visto que wq (z) é um conjunto
nao vazio, compacto e progressivamente invariante, existe um subconjunto (S,wq ())-
minimal M. Pelo Lema 1.12; temos que M é um subconjunto (.S, X)-minimal. Como
M C wq (z), temos que x € A (M), donde B < M. Pela maximalidade de D, temos que
D = M. Portanto, D ¢ um subconjunto minimal de (S, X). O

Equivalentemente, portanto, os conjuntos de transitividade uniforme maximais com
respeito a relacao de ordem da Definicao 1.30 sao os conjuntos de transitividade uniforme
fechados de (5, X).
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Proposigao 1.32. Se D é um conjunto de transitividade uniforme, entao,

A(D) = ("A(Dy)

tesS

onde Dy € um conjunto de transitividade aproximada para a a¢io de St e A(D;) € o
dominio de atracao de Dy.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.27, temos que D = th, com D; como no enun-
tes

ciado. Se x € A(D), entdo, wq(z) N D # (), donde fe (Stx) N D, # 0, para todo

t € S. Logo, x € A(D,), para todo t € S. Reciprocamente, seja y € ﬂA(Dt). Entao,

tes
fe (Sty) N Dy # (), para todo t € S. Tomemos z; € fe(Sty) N D;. Tomando agora

z € D C Dy, temos que z € fe(Stx;), donde z € fe (Sty) N D, para todo t € S. Logo,
z € wq (y) N D e, portanto, y € A (D). O

1.3.1 Orbitas fechadas

Nesta parte apresentamos um resultado adicional. Assumimos que as orbitas pelo sub-
semigrupo S sao fechadas. Com esta hipotese, os conjuntos de transitividade uniforme
sao relacionados diretamente com os conjuntos de transitividade total para a acao das
translacoes de S. Ver Apéndice A.1 para detalhes sobre transitividade total.

Para cada = € X, temos que Str é um conjunto fechado e progressivamente invari-
ante. Em particular, temos a seguinte caracterizacao dos conjuntos w-limites pontuais:

wa () = ﬂStm.

Desta forma, podemos determinar explicitamente os conjuntos de transitividade uni-
forme de (5, X).

Proposicao 1.33. Com respeito aos pontos uniformemente recorrentes temos as sequin-
tes afirmacoes:

1. Para todo © € Ry, Dy = wq (x) Nwj (). Em particular

Ri={reX:zcws(z)Nw](z)}.

2. wq (z) Nwj (x) # 0 se, e somente se, © € R,.
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Demonstragao: Para verificarmos (1), seja y € D,. Entao, z € Sty, para todo t € 5,
donde y € (St)" x, para todo t € S. Logo, y € w} () e, portanto, y € wq () N W (x).
Assim, D, C wq (z) Nw} (z). A inclusdo contraria segue com o mesmo argumento. Para
verificarmos (2), suponhamos que wq () Nwj (x) # 0 e tomemos z € wq (z) N W} (x).
Entao, z € (St)" z, para todo t € S, donde = € wq (z). Como também 2 € wq (z), segue
que z € wq (). Logo, x € Ry. A reciproca ¢ imediata a partir do item (1). O

Na verdade, segue da Proposicao 1.26 que os conjuntos de transitividade uniforme
concidem com os subconjuntos minimais do semigrupo de transformagao. Portanto,

D, = wq (2)

para todo = € R,.
[13 2

Podemos entao estender a relagao “ ~” a todo o espaco X associando a cada ponto
x € X a classe de equivaléncia

D, =wq(z)Nwj(x).

Os pontos de x € X tais que D, = () sao os pontos do complementar de R, em X.
O seguinte resultado se verifica de forma semelhante as demonstragoes das Proposi-
coes 1.27 e 1.32.

Proposicao 1.34. Um subconjunto nao vazio D C X € um conjunto de transitividade
uniforme de (S, X) se, e somente se, para cada t € S, existe um conjunto de transitivi-
dade total Ty para a acao de St, com

D:ﬂn

Além disso,

A(D) = A1)

tesS

onde A(T}) € o dominio de atragao de T;.

1.4 Recorréncia por cadeias

Nesta se¢ao, introduzimos o assunto central desta tese. Nosso objetivo é apresentar o
conceito de recorréncia por cadeias via o conceito de par atrator-repulsor.

Nao sendo indicada a topologia, o espago base X de um semigrupo de transformagao
(S, X) é considerado paracompacto Hausdorff. Esta condigao garante que a familia de
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todas as coberturas abertas de X é uma familia admissivel (ver Definigdo 1.36 abaixo),
o que é fundamental para a introdugao do conceito de recorréncia por cadeias.
Considerando duas coberturas abertas U e V de X, escrevemos V < U se V é um
refinamento de Y. Também escrevemos V < %L{ se para todo V, V' € ¥V com VNV’ # (),
existe U € U com V UV’ C U. Indutivamente, escrevemos V < %Z/I se V < We
W < 5iU.
Dadas coberturas abertas i e V de X e um subconjunto compacto K C X denotamos

as seguintes colegoes:
U, K]={UelU: KnNnU #D}.

UNV={UNV £0:UcleV eV}

Entao, U AV também é uma cobertura aberta de X.

Definicao 1.35. Se N C X € aberto e K C N € compacto, dizemos que uma cobertura
aberta U de X é K-subordinada a N se, para cada U € U, K| tem-se U C N.

Definicao 1.36. Seja O uma familia de coberturas abertas de X. Dizemos que O €
admissivel se

1. para cada U € O, existe V € O tal que V < %Z/{.

2. N C X € um conjunto aberto e K C N ¢é compacto, existe U € O o qual €
K -subordinado a N .

3. Dadas U,V € O, existe W € O que refina ambas as coberturas U e V.

O Apéndice A.3 apresenta exemplos de familia admissivel.

Definicao 1.37. Sejald uma cobertura aberta de X. Dadosx,y € X et € S, entao, uma
(U, t)-cadeia de x paray consiste de uma seqiiéncia de pontos xo = T, x1,...,T, =y € X,
de elementos tg, ...,t,—1 € St e de abertos Uy, ...,U,_1 € U tais que t;x;,x;11 € U;, para
1=0,....,n—1.

Dada uma familia admissivel O de coberturas abertas de X, um subconjunto N C X
é dito O-transitivo por cadeias se, para quaisquer z,y € N, U € O et € 5, existe uma
(U, t)-cadeia de x para y. Mais geralmente, N é dito O-recorrente por cadeias se, para
todo z € N, existe uma (U, t)-cadeia de x para z, para todoUd € O et € S. Denotaremos
por R o conjunto de todos os pontos de X que sao O-recorrentes por cadeias, o qual
denominamos de conjunto de recorréncia por cadeias.

Como ja observamos na secao anterior, todo conjunto de transitividade uniforme é
transitivo por cadeias, o que inclui os subconjuntos minimais. Portanto, no caso de X
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ser compacto Hausdorff, garantimos a existéncia de subconjuntos minimais de (5, X),
donde Ry € nao vazio, para qualquer familia admissivel O. Este fato, no entanto, pode
ser visto de forma mais ampla, como segue.

Proposigao 1.38. Sejam O uma familia de cobertura abertas de X e x € X. Assuma
que wq (x) € nao vazio. Entdo, wq (x) é O-transitivo por cadeias.

Demonstragao: Sejam a,b € wq (z), Y € O et € S. Entao, a € fe (Sz). Escolhamos
to € St. Por continuidade temos que tga € fe (Sx). Seja Uy € U tal que toa € Uy. Entéo,
existe sgp € S tal que soz € Uy. Agora, seja Uy € U tal que b € U;. Como b € fe (Stsoz),
existe t; € St tal que t1sox € U;. Assim, os pontos xg = a,r1 = sox, 22 = b € X, 0s
elementos ty,t; € St e os abertos Uy, U; € U formam uma (U,t)-cadeia de a para b.
Logo, wq (z) é O-transitivo por cadeias. O

O mesmo nao podemos dizer de w} (x). No entanto, se o espaco X ¢ compacto,
vimos que w} (z) é nao vazio, compacto e progressivamente invariante. Assim, w} (x)
deve conter um subconjunto minimal de (5, X) e, portanto, existe um subconjunto O-
transitivo por cadeias contido em w} (z).

O seguinte resultado mostra que recorréncia e transitividade por cadeias sao equiva-
lentes quando assumidas num espago conexo e compacto.

Proposicao 1.39. Se um subconjunto conexo e compacto N C X ¢é O-recorrente por
cadeias, entao, N é O-transitivo por cadeias.

Demonstragao: Dados U € O et € S5, sejam V, W € O tais que V < %W e
W < %Z/{ . Tomando uma cobertura aberta de N dada por conjuntos de V, podemos

n
obter Vi,....V, € V tais que N C UV"’ onde V; é uma vizinhanca aberta de algum
r; € N,i=1,...,n. Para cada 1, tom:rlnos uma (V, t)-cadeia de z; para x;, ou seja, pon-
tos zf = x;, 2%, ..., 2¢, = x; € X, elementos to, ..., t,, 1 € St e abertos V§,..., Vi _ €V
tais que t;z}, 25, € V/, j =0,...,m —1. Entao, z; € V;NV,,_;, donde existe W € W
tal que V; UV _, C W. Além disso, visto que N é conexo, temos que V; intersepta
algum Vj, com j # i. Logo, V; N W # 0, donde existe U € U tal que V; UW C U.

Portanto, t,,—12%,_;,z; € U, donde obtemos uma (U, t)-cadeia de z; para x;. Fixando i
e considerando qualquer seqiiéncia de indices ig = 4,1y, ..., i}, tais que V;,_ NV, # (), para
j=1,...,k, podemos tomar concatenagoes de (U, t)-cadeias para construir (U, t)-cadeias
ligando x; a qualquer z;;, onde z;; € V;,. Agora, dado qualquer x;, o fato de N ser conexo
implica que existe uma seqiiéncia de indices 49 = i, 11, ..., i, = j tais que V;,_, N'V;, # 0,

para j = 1,...,k. Logo, existe uma (U, t)-cadeia ligando z; a x;. Portanto, podemos
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n
construir (U, t)-cadeias ligando quaisquer z; e z;, com i,j = 1,...,n. Visto que UVi é
i=1

uma cobertura de N, podemos construir (U, t)-cadeias ligando quaisquer x,y € N. 1ogo,
N é O-transitivo por cadeias. O

Na seqiiéncia, vamos determinar as propriedades do conjunto de recorréncia por ca-
deias assim como as caracteristicas de um conjunto transitivo por cadeias maximal. Para
tanto, introduziremos o conceito de conjunto (2-limite por cadeias, o qual é uma genera-
lizagao do conceito de conjunto w-limite a direita em (5, X).

Para N C X nao vazio, t € S e uma cobertura aberta & de X, definimos os conjuntos

Q(N,U,t)=Q(N,U,St) ={y € X : existem 2z € N e uma (U,t)-cadeia de x para y}
e
O (N,U,t) =Q" (N, U, St) = {y € X : existem z € N e uma (U,t)-cadeia de y para x} .

Dada uma familia O de coberturas abertas de X, denominamos de conjunto (2-limite
por cadeias e de conjunto 2*-limite por cadeias de N os subconjuntos de X dados
respectivamente por

Qo(N)= [ QN,U,t)

UeOtes
e
o(N)= [ @ W.Ut).
UeO,tesS
Assim,

Ro={reX:2€Q@)}={reX:2eQ(x)}.

Se x € Rop, entao, Qo (x) N QY (x) é O-transitivo por cadeias. Com efeito, se y, z €
Qo () N QY (z), entdo, z € Qo (x) e x € Qo (y), donde z € Qo (y). Por outro lado, se
N C X é um conjunto O-transitivo por cadeias, entdo, N C Qo () N QY (x), para todo
x € N. Logo, um subconjunto nao vazio £ C X é um conjunto O-transitivo por cadeias
maximal de (S, X) se, e somente se,

E=Q0(z)NQ (x)

para todo z € E.

Os conjuntos O-transitivos por cadeias maximais de (.S, X') determinam uma parti¢ao
do conjunto de recorréncia por cadeias Rp. Assim, estes conjuntos podem ser vistos como
classes de equivaléncia para alguma relacao de equivaléncia em Rp. De fato, dados
z,y € Ro, entdo, r ~ y se, e somente se, r € Qo (y) e y € Qo (z). Evidentemente, esta
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relacao é de equivaléncia em Rp, onde as classes de equivaléncia sao dadas exatamente
por E, = Qo () N Q, (z), para cada x € Rp. Logo, os conjuntos O-transitivos por
cadeias maximais de (S, X) coincidem com as classes de equivaléncia da rela¢ao definida
acima. Ou seja, um subconjunto £ C X ¢é uma classe de equivaléncia da relagao “ ~”
se, e somente se, ele satisfaz as seguintes propriedades:

1. £ C Qe (x), para todo = € E;

2. E é maximal satisfazendo a propriedade (1).

Cada classe de equivaléncia em Rp é denominada de conjunto de transitividade por
cadeias relativo a O, observando que este conceito generaliza o de conjunto de tran-
sitividade uniforme apresentado na secao anterior. Em particular, se uma classe de
equivaléncia E tem interior nao vazio, entao, dizemos que E é um conjunto controldvel
por cadetas relativo a O.

A relacao cadeia “ &~ 7 pode ser estendida para todo o espago X associando a cada
ponto x € X aclasse E, = Qo ()N, (z). Os pontos z € X tais que Qo ()N, () =0
correspondem exatamente ao complementar de Rp em X.

Proposicao 1.40. Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Entao,
o conjunto Re € fechado.

Demonstragao: Se fRp é vazio, entdao, nao ha o que demonstrar. Suponhamos que
Ro # 0. Sejam z € fe(Rp), U € O et € S. Consideremos Uy € U tal que t*z € Uj.
Entao, a;l (Up) é uma vizinhanga aberta de z. Como O é admissivel, existe V € O tal
que V < sU. Considere V € V tal que 2 € V. Entao, a;l (Up) NV & uma vizinhanga
aberta de x, donde existe um ponto

y € ag' (Ug) NV NRo.

Denotando ty = t? e z; = t?y, temos que tgz,r; € Uy. Agora, tomemos uma (V,t3)-
cadeia de y para y, isto ¢, pontos y; = v, ...,y, = y € X, elementos t}, ...t , € St3 e
abertos Vi, ..., V,_1 € V tais que ty;,y;x1 € Vi, i = 1,...,n—1. Escrevendo t] = s;t>, com
sy € S, denotemos também t; = s1t € St. Entao, tyz, = t)y € Vi, donde t1x1,y2 € V).
Enfim, como y € VNV, _1, existe U, € U tal que VUV, 1 C U,_1, logo,

t Yn-1,x €V, 1 UV CU,_.

Denotemos ainda x; = y;, t; = t;, paraj=2,...n—1l,x,=xelU; =V, 1 =1,....,n—2.
Entao, os pontos zg, ..., x, € X, os elementos ty, ...,t,_1 € St e os abertos Uy, ...,U,_1 € U
formam uma (U, t)-cadeia de x para x. Logo, z € Rp e, portanto, Rp é fechado. 0
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Proposigao 1.41. Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Se N C X
¢ um conjunto O-transitivo por cadeias, entao, fe (N) também é O-transitivo por cadeias.

Demonstragao: Visto que N C Rp, segue da Proposi¢ao 1.40 que fe (N) C Rp. Dados
z,yefe(N),UcOetesS, sejaV e O tal que V < U . Tomemos uma (U, t)-cadeia
de x para x, ou seja, pontos xg,...,x, = € X, tg,....,t,_1 € St e Uy, ...,U,_1 € U tais
que t;x;, vy € Uy, i =0,...,n—1. Como x € U,,_1, podemos tomar ' € U,_1 N N. Dali,
tn_1%Tn_1,2 € U,_1. Assim, obtemos uma (U, t)-cadeia de x para z’. Por outro lado, seja
V, € V vizinhanca aberta de y e tomemos y' € N NV,. Consideremos uma (V, t)-cadeia
de o’ para ', ou seja, pontos xy =2/, ...,x,, =y € X, t,...t,, € SteVy,., VI €V

tais que tja, 2, € V], j=0,...,m—1. Comoy € V,NV, _,, existe U, 1 € U tal que

V, UV | C Up_s.

Assim, temos que

t 1,y €V UV, CUp1.
Logo, obtemos uma (U, t)-cadeia de z’ para y. Enfim, tomamos a concatenagao das
(U, t)-cadeias de = para 2’ e de 2’ para y, obtendo (U, t)-cadeia de x para y. Portanto,

fe (N) é O-transitivo por cadeias. O

O seguinte resultado segue imediatamente da tltima proposicao anterior.

Corolario 1.42. Se M C X € um conjunto O-transitivo por cadeias maximal, entao,
M ¢ fechado.

A partir daqui, fixamos uma familia admissivel O e assumimos que o conjunto de
recorréncia por cadeias $Rp é nao vazio.

Proposicao 1.43. Dado N C X, o conjunto Qo (N) € fechado e progressivamente
invariante e o congunto g, (N) € fechado e estdvel. Além disso, wq (N) C Qo (N) e
wi (N) C Q5 (N).

Demonstragao: Suponhamos que Qo (N) # (). Sejam z € Qo (N) e s € S. Dados
UeOetelS, sejal €U tal que st € U. Entao, z € a;! (U). Sejam V € O cober-
tura {z}-subordinada a a;! (U) e W € O um refinamento de ambas U e V. Tomemos
uma (W, t)-cadeia de um ponto y € N para z, isto é, pontos g = ¢, ..., T, = ¢ € X,
elementos ty,...,t,_1 € St e abertos Wy, ...,W,,_1 € W tais que t;x;, x;11 € W;. Como
xr € W,_1, temos que W,,_; C a; ! (U), donde st,, 17, 1,51 € U, com st,,_; € St. Assim,
obtemos uma (U, t)-cadeia de y para sz. Portanto, sz € Qo (N), donde concluimos que
Qo (N) & progressivamente invariante. Agora, tomemos U’ € O tal que U’ < U. Se
z € fe (Qp (N)), tomemos U’ € U’ tal que z € U’. Entao, existe x € Qo (N)NU'. Se
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x eV el existe U € U tal que U UV’ C U. Usando este fato, a partir de uma
(U',t)-cadeia de um ponto y € N até z, obtemos uma (U, t)-cadeia de y até z. Logo,
z € Qo (N) e, portanto, Qo (N) é fechado. Vamos mostrar que €, (V) é progressi-
vamente invariante. Sejam x € QF (N) e s € S. Dados U € O et € S, tomemos
s € S tal que s'ts € St. Sejam z¢p = x,...,x, € X, ¥, € N, tg,....,t,_1 € Ss'ts e
Uo,...,Up—1 € U formando uma (U, s'ts)-cadeia de = para x,. Escrevendo ty = s¢sts,
temos que sos'tsx, x1 € Uy, com s¢s't € St. Como Ss'ts C St, obtemos uma (U, t)-cadeia
de sz para x,. Logo, sz € 2, (N), donde concluimos que €U, (V) é progressivamente
invariante. Agora, sejam x € Qf, (N) ey € S*z. Entao, existe s € S tal que sy = z. Seja
s’ € S tal que s'ts € St. Tomemos pontos xg = ,...,x, € X, x, € N, tg,....t,_1 € Ss'te
Uo, ..., Up—1 € U formando uma (U, s't)-cadeia de = para z,. Entao, tgsy = tox,z, € U,
onde tps € St. Assim, obtemos uma (U, t)-cadeia de y para z,,. Logo, y € O, (N), donde
concluimos que §2f, (V) é regressivamente invariante. Portanto, Qf, (N) ¢ estavel. Agora,
dado z € fe (2, (N)), tomemos arbitrarios U € O e t € S. Escolhendo t, € St, temos
que toz € fe (25 (N)). Seja Uy € U tal que tgz € Uy. Entao, existe z € QF, (N) N Up.
Tomando uma (U, t)-cadeia ligando x a um ponto y € N, obtemos uma (U, t)-cadeia de z
até y. Logo, z € Qf, (V) e, portanto, Qf, (N) é fechado. Enfim, vamos mostrar a segunda
parte da proposicao. Sejam x € X, U € O et € S. Tomemos Uy € U com = € Uy. Se
xr € wq (N), entdo, = € fe (StN), donde toy, z € Uy, para algum y € N e algum ¢, € St.
Logo, x € Q(N,U,t). Portanto, wq (N) C Qo (N). Se z € w* (), tomamos t, € St.
Visto que w} (N) é progressivamente invariante, temos que tyz € w} (N). Seja Uj € U
tal que toxr € Uj. Como tox € fe ((St)" N), existe x; € U] e t; € St tais que t;x; € N.
Logo, x € Q* (N,U,t). Portanto, wj (N) C % (N). O

Proposigao 1.44. Seja N C X um subconjunto nao vazio. Para todoU € O et € 5,
temos Qo (N) C wq (2 (N, U, 1)) e Q5 (N) Cw* (Q* (N,U,1)).

Demonstracao: Sejam U € O et € S. Visto que , (N) é fechado e estavel, temos
que Q5 (N) = w* (25 (N)) C w* (Q*(N,U,t)). No outro caso, tomemos z € Qo (V)
e s € § arbitrarios. Dada uma vizinhanga aberta V de z, seja V € O uma co-
bertura {z}-subordinada & V' e tomememos um refinamento YW € O de ambas V e
U. Dado 7 € StN Ss, existem zg,...,z, = 2 € X, z9g € N, tg,....t,_1 € ST e
Vo, ooey Va1 € W formando uma (W, 7)-cadeia de xy até z. Como z € V,_ 4, segue
que V,_1 C V, donde t, 12,1 € V. Agora, visto que ST C St N Ss, temos que
Tno1 € Q(N,U, ) ety 12,1 € SsQ(N,U,t). Logo, z € fe (SsQ(N,U,t)), donde con-
cluimos que z € wq (2 (N,U,t)). Portanto, Qo (N) C wq (2 (N,U,1)). O

Lema 1.45. Dado x € X, temos as sequintes afirmacoes:
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1. Qo () = Qo (y), para todo y € Sx.

2. Q% (y) C Qf (x), para todo y € S*x.

Demonstracao: Sejam s,t € S e U € O arbitrarios. Para vermos (1), tomemos
s € S tal que s'ts € S;. Se z € Qp (z), entdo, existem z¢y = z,...,x, = 2z € X,
1o, ey tn_1 € Ss’ts e Uy, ..., U,—1 € U formando uma (U, s'ts)-cadeia de x para z. Escre-
vendo ty = sps'ts, temos que sgs'tsx,x1 € Uy, com sgs't € S;. Visto que Ss'ts C St,
temos que os pontos sz, 1, ..., T, = z € X formam uma (U, t)-cadeia de sz para z. Logo,
z € Qo (sz). Por outro lado, se w € Q¢ (sz), tomemos pontos zg = sz, ...,z, = w € X,
to, oy tn_1 € Ss't e Uy, ...,U,—1 € U formando uma (U, s't)-cadeia de sz para w. Temos
que toS,t1, ..., tp_1 € St. Assim, os pontos z,z1,...,x, = w € X formam uma (U,1)-
cadeia de = para w. Logo, w € Qo (z) e, portanto, Qo (z) = Qo (y). Para verificarmos
o item (2), seja U € U tal que sy = x € U e tomemos V € O a qual ¢ {y}-subordinada
a a;! (U). Agora, tomemos um refinamento YW € O de ambas U e V. Dado z € QF, (y),
temos que existem g = z,...,x, =y € X, tg,...,t,_1 € St e Wy, ..., W,_1 € W formando
uma (W, t)-cadeia de z para x. Como y € W, _1, temos que W, _; C a;' (U), donde
Sty_1%n_1,8y € U, com st,_1 € St. Assim, obtemos uma (U, t)-cadeia de z para sy = x.
Logo, z € QF, (x) e, portanto, Q% (y) C Q% (). O

Corolario 1.46. O conjunto R € progressivamente invariante.

Demonstracao: Se z € Qp (z) e s € 9, temos que sz € Qo (z) = Qo (sx). O

Observamos que as definigdes de conjuntos limites e limites por cadeias relacionam
intrinsicamente o comportamento dinamico do semigrupo de transformagao com as agoes
das translagoes do semigrupo. Portanto, a reversibilidade é fundamental para essa abor-
dagem dinamica.

1.4.1 Semigrupos de sombreamento

Uma outra maneira de caracterizar um conjunto O-transitivo por cadeias maximal de
(S, X, ) é dada a partir do conceito de semigrupo de sombreamento. A idéia envolvida é
de perturbar o semigrupo de transformacao de forma a se obter semigrupos cujas orbitas
realizam as (U, t)-cadeias a partir de um ponto.

Denotemos por C; (X) o conjunto de todas as aplica¢oes continuas entre subconjuntos
abertos de X.

Um subconjunto S C € (X) é dito um semigrupo local se é fechado para a operagao
de composigao (quando admitida).
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Um semigrupo local S ¢ dito acessivel sobre um subconjunto N C X se int (Sz) # 0,
para todo z € N. Ele é dito regressivamente acessivel sobre N se int (S*z) # (), para
todo x € N. O semigrupo é simplesmente dito acessivel se o for sobre todo o espaco X.

Se id € C; (X) ¢é a aplicagao identidade e U ¢é uma cobertura aberta de X, definimos
a S—uizinhanga da aplicacao identidade relativa a U como

Vs (id,U) = {¢ € S : para todo = € dom (¢), existe U, € U tal que x,¢ (z) € U, }.

Dizemos que um semigrupo local S é O-localmente transitivo se dada uma cobertura
U € O e um aberto U € U, entdo, para todo z,y € U, existe ¢ € Vs (id,U) tal que
¢ (x) =y.

Um exemplo de semigrupo local O-localmente transitivo é o conjunto ¢; (X) de todas
as aplicagoes constantes cujos dominios sao conjuntos abertos de X. Com efeito, sejam
U e OelU € U. Dados z,y € U, tomemos ¢ € ¢ (X) tal que x € dom (¢), que
dom (¢) C U e que ¢ (z2) = y, para todo z € dom (¢). Entao, ¢ (z) = y. Além disso,
dado z € dom (¢), temos que z,¢(2) = y € U, donde concluimos ¢ € V,,(x) (id,U).
Portanto, ¢; (X) é O-localmente transitivo.

Em particular, o semigrupo local C; (X) é O-localmente transitivo.

Fixemos um semigrupo local & C C;(X) o qual é O-localmente transitivo. Dado
t € S, definimos

Vs (St,U) ={doas: ¢ € Vs (id,U),s € St}.

Definigao 1.47. Dadost € S el € O, definimos o conjunto
Sup={p10--0pn: ¢ € Vs(St,U),n €N}

denominado (U, t)-semigrupo de sombreamento (ou (U, t)-semigrupo sombreado).

Observemos que St C Sy, para todost € Seld € O.
As agoes dos semigrupos de sombreamento estao diretamente relacionadas com a
transitividade por cadeias em (S, X), conforme apresenta o seguinte resultado.

Proposicio 1.48. Sejam z € X, U,U' € O, comU' < U, et € S. Entao
1. Sy = Q(x,U,t).
2. Spr = (x,U, ).

3. fe (Su’,tl’) cQ (I‘,u,t)
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Demonstracgao: Proposi¢oes A.15 e A.16 do Apéndice A.3. OJ

De certa forma, os saltos em uma (U,t)-cadeia sdo realizados pelos elementos da
S-vizinhanga da identidade relativa a cobertura U.

Conforme a demonstragao da Proposigao 1.55 adiante, os conjuntos Q (x,U,t) e
QO (z,U,t) sdo abertos (veja também Proposicdo A.14 do Apéndice A.3). Assim, os
semigrupos de sombreamento sao acessiveis e regressivamente acessiveis.

Enfim, um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O pode ser caracterizado
a partir dos conjuntos controlaveis efetivos para os semigrupos de sombreamento.

Teorema 1.49. Um subconjunto nao vazio 2 C X é um conjunto de transitividade por
cadetas relativo a O se, e somente se, para cada U € O et € S, existe um conjunto
controldvel efetivo Dy para a agao do semigrupo de sombreamento Sy, de forma que

E= () Qudo= [ Due= (] fe(Du).

UeO,tes UeOo,tes Ueo,tes

Demonstracao: Teorema A.17 do Apéndice A.3. [

Podemos fazer uma comparagao entre o Teorema 1.49 e a Proposicao 1.27. Com
efeito, se B C X é um conjunto de transitividade uniforme de (S, X), entdo, para
cada t € S, existe um conjunto de transitividade aproximada D; para a acao de Sft,

com B = th. Dado U € O, temos que St C &y, donde existe um conjunto de
tes
transitividade aproximada Dy, de Sy, tal que Dy C Dy Logo, £ = ﬂ Dy+ éo
UeO teS
conjunto de transitividade por cadeias que contém B. Portanto, o processo basico para

se determinar o conjunto de transitividade por cadeias que contém um dado conjunto
de transitividade uniforme é de executar uma perturbacao adequada nos subsemigrupos
St de S (t € S). Contudo, em algumas literaturas, um semigrupo de sombreamento é
chamado de semigrupo perturbado ou de semigrupo de perturbacao.

Considerando a familia F = {St:¢ € S} de subsemigrupos de S, o conceito de
transitividade por F-cadeias definido no Apéndice A.3 coincide com o conceito de tran-
sitividade por cadeias definido nesta secao. Entretanto, é importante observarmos que
a propriedade de intersecc¢ao finita da familia das translagoes de S foi essencial para as
defini¢oes dos objetos dinamicos introduzidos neste trabalho. Assim, num contexto mais
geral, temos a possibilidade de estudar conceitos dindmicos considerando uma familia
de subconjuntos do semigrupo que satisfaz a propriedade de intersec¢ao finita, nao exi-
gindo a reversibilidade. No entanto, seria necessario assumir que uma tal familia fosse
invariante pelo semigrupo, de forma a termos uma boa compreensao do comportamento
dindmico do semigrupo de transformacao.
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Enfim, com o objetivo principal de se estabelecer uma relacao de ordem entre os
conjuntos de trasitividade por cadeias, introduzimos o conceito de dominio de atracao
por cadeias.

Definicao 1.50. Seja E um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O. Entao,
o dominio de atragao por cadeias de E € dado pelo conjunto

Ao (E)={2 e X : Qo (x)NE#0}={x e X: EC Qo ()}
e o dominio de repulsao por cadeias de F ¢ dado pelo conjunto
A (E)={2eX: Q5 @)NE#A0}={xe X :ECQ,(z)}.

Notemos que E, = Ap (E,) N A, (E,), para todo x € Ro.

Na seqiiéncia apresentamos a definicao de uma relagdo de ordem parcial entre as
classes de equivaléncia em Rp. Esta ordem seréd indicada como a ordem dinamica entre
os conjuntos de transitividade por cadeias.

Definigao 1.51. Dados z,y € Ro, entao, F, 3

~Y

E, se, e somente se, E,NAp (E,) # 0.

Da Proposicao A.20 do Apéndice A.3 segue o seguinte resultado que relaciona os
dominios de atragao por cadeias com os dominios de atragao dos conjuntos controlaveis
dos semigrupos de sombreamento.

Proposicao 1.52. Se E ¢ um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O, entao

Ao(BE)= () ADuy) ¢ Ap(E)= [) A (Duy)

UeotesS UucotesS

onde Dy, € um conjunto controldvel efetivo de Sy .

Corolario 1.53. Seja E conjunto de transitividade por cadeias relativo a O dado por

E = ﬂ Dy ¢, onde Dy € um conjunto controldvel efetivo invariante de Sy . Entao,

UcO,tes
E € maximal com respeito a relagao de ordem da Defini¢ao 1.51.

Demonstragao: Corolario A.21 do Apéndice A.3. 0

1.4.2 Espaco compacto

A partir de agora assumimos que o espac¢o base de um semigrupo de transformacao é
compacto. Neste caso podemos apresentar a relacao entre recorréncia por cadeias e par
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atrator-repulsor, donde concluimos que a recorréncia por cadeias nao depende da familia
admissivel adotada sobre o espacgo base.

Segue imediatamente da Proposicao 1.39 que uma componente conexa de Rp é um
conjunto O-transitivo por cadeias. Assim, um conjunto O-transitivo por cadeias maximal
de (S, X) é uma unido de componentes conexas de Ro.

Dizemos que um subconjunto fechado e progressivamente invariante N C X é in-
ternamente O-transitivo por cadeias se o sub-semigrupo de transformacao (S, N) ¢ O-
transitivo por cadeias. Neste caso, consideramos as coberturas abertas induzidas das
coberturas em . Um conjunto de transitividade uniforme é evidentemente um subcon-
junto internamente O-transitivo por cadeias.

Proposigao 1.54. Assuma que os pontos de X sao aproximadamente transitivos e que
as orbitas de S tém fechos conexos. Com estas hipdteses, todo subconjunto fechado e
internamente O-transitivo por cadeias de (S, X) € conezo.

Demonstracgao: Seja N C X um subconjunto fechado e internamente O-transitivo por
cadeias de (S, X). Suponhamos por absurdo que N nao é conexo. Entao, existem dois
subconjuntos abertos e fechados A, B C N tais que ANB =0 eque AUB = N. Seja V'
uma vizinhanga aberta de A tal que VN B = (). Tomemos U € O uma cobertura aberta
A-subordinada a V. Dados z € A e y € B, existe uma (U, t)-cadeia em N de z para
Y, ou seja, existem pontos z¢g = x,...,x, = y € N, elementos t, ...,t,_1 € St e abertos
Uy, ...,Un_1 € U tais que tyx;,x;00 € U;N N, 1 =0,....,n — 1. Entao, existe um j tal
que z; € A ez € B. Visto que fe (Sz;) é conexo e z; é aproximadamente transitivo,
temos que fe (Sz;) C A. Logo, t;z; € U;N A, donde U; C V. Assim, z;.1 € BNU; =0,
o que é um absurdo. Portanto, N é conexo. [

O resultado seguinte relaciona todos os objetos dindmicos apresentados até aqui.

Proposicao 1.55. Seja N C X um subconjunto nao vazio. Entao, para cada U € O
et €S, tem-se que wq (fe (2 (N,U,t))) é um atrator a direita contendo wq (N), que
w* (fe (Q* (N,U,t))) € um repulsor a direita contendo wj (N), onde

QO(N): ﬂ Wd(Q<N7u7t)): ﬂ Wd(fe(Q(Nvuvt)))
UeO,tes UeOo,tes

Qo (N)= [ (@ (NU))= [ w(fe(@ (NUL)).
U0 tes UeO tes
Demonstragao: Primeiramente, vejamos que os conjuntos € (N,U,t) e Q* (N,U,1)
sao abertos, para todo U € O et € S. Sejay € Q(N,U,t). Entao, existem pontos
o =1a,...,0, =y € X, x € N, elementos tg,....t,_1 € St e abertos Uy, ...,U,_1 € U
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tais que t;x;, 2,01 € U, 1 =0,...,n —1. Se z € U,_1, entao, t,_1x, 1,2 € U,_1, donde
obtemos uma (U, t)-cadeia de x para z. Logo, U,_y C Q(N,U,t) é uma vizinhanga
aberta de y e, portanto, Q2 (N,U,t) é aberto. Agora, seja y € Q(N,U,t) e g =
Yy sty =2 € X, € N, tg,....,t,_1 € St eabertos Uy, ..., U,_1 € U formando uma (U, t)-
cadeia de y para z. O conjunto aberto a;' (Up) é tal que y € a;' (Up) C Q* (N, U, 1).
Portanto, * (N,U,t) é aberto. Agora, seja y € wq (fe (2 (NV,U,t))) e tome U € U tal
que y € U. Entdo, existem 7 € St e x € fe (2 (NV,U,t)) tais que Tx € U, pois y €
fe (Stfe (2 (N,U,t))). Como o' (U) é uma vizinhanga aberta de x e x € fe (Q (N,U, 1)),
existe z € a1 (U) N Q(N,U,t). Logo, 72,y € U. Enfim, tomando ' € N e uma (U, t)-
cadeia de 2z’ para z, obtemos uma (U, t)-cadeia de z’ para y. Logo, y € Q(N,U,1) e,
portanto,

wq (fe (2 (N, U,t))) C Q(N,U,1T).
Visto que Q2 (NV,U,t) é aberto, temos que 2 (N,U,t) C int (fe (2 (N,U,1))), donde

wa (fe (N, U, 1)) C int (fe (2 (N, U, 1)).

Portanto, wq (fe (€2 (N,U,t))) é um atrator a direita com vizinhanga atratora fe (Q (N,U, t)).
Além disso, pelas Proposicoes 1.43 e 1.44, temos que

wi(N)CQo(N)C (] wa(@(NU ) C () walle(QN,U,1)).
UeO,tesS UeO,teS

Por outro lado, como wq (fe (2 (N,U,t))) C Q(N,U,t), temos que

() walfe(@N.U.t))C () QNUL)=Q0(N).
UeO,tes UeO,tes

Logo,
Qo (N) = ﬂ wa (N, U, 1)) = ﬂ wa (fe (2 (N, U, 1))
UEO,tes UEO teS

onde cada atrator wq (fe (2 (N,U, t))) contém wq (N). Agora, sejay € w} (fe (2 (N,U,1)))
e tomemos ty € St. Entao, toy € fe ((St)" fe (* (N,U,t))). Tomemos Uy € U tal que
toy € Up. Entao, existe z; € (St)" fe (Q* (N,U,t)) N Uy. Logo, tiz; € fe (QF (N,U, 1)),
para algum ¢, € St. Seja U; € U tal que t;x; € Uy. Entao, existe xo € Uy NQ* (N, U, t).
Assim, obtemos uma (U, t)-cadeia de y para z5. Tomando x € N tal que existe uma
(U, t)-cadeia ligando x5 a x, podemos construir uma (U,t)-cadeia de y até z. Por-
tanto, y € Q* (V,U,t), donde concluimos que wj (fe (0* (NV,U,t))) C Q (N,U,t) C
int (fe (2* (N,U,1))). Assim, w} (fe (* (N,U,t))) ¢ um repulsor a direita com vizinhanga
repulsora fe (Q2* (N,U,t)). Além disso, pelas Proposigoes 1.43 e 1.44, temos que

Wi (N)CQp(N)C (] & (@ UL))C (] o (fe(Q(N.UL)).
UeO,tes UeOtesS
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Por outro lado, como w* (fe (0* (N,U,t))) C Q* (N,U,t), temos que

(] wfe(@ VU C (| @ EUL=0,(N).

UEO,teS UeO,ieS
Logo,
QW (N)= [ w (@ Ut)= (] w (fe(@ (NUL)
UEO,teS UeO,teS
onde cada repulsor wj} (fe (2" (N,U,t))) contém wj (N). O

Corolario 1.56. Seja £ C X um subconjunto nao vazio e tome x € E. Entdo, E € um
conjunto O-transitivo por cadeias maximal se, e somente se,

E= () wa(Q,U,1)Nnw (Q (z,U1)).
UeOteS

Demonstracgao: Segue por uma aplicagao direta da Proposi¢ao 1.55, usando o fato de
que £ = Qo (z) N Qg (). O

O comportamento dindmico de (S, X) em uma vizinhanga de um atrator a direita
expressa significativamente sua rigidez. Com efeito, se um atrator contém o conjunto
w-limite de algum subconjunto N C X, entao, ele também contém o conjunto €2-limite
por cadeias de N. Isto é o que diz o seguinte resultado.

Proposicao 1.57. Sejam N C X um subconjunto nao vazio e O uma familia admaissivel
de coberturas abertas de X. FEntdo, o conjunto Qo (N) € a intersec¢ao de todos os
atratores a direita contendo wq (IN).

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 1.55, temos que Qo (N) = ﬂ wa (2 (V,U, 1)),
UeO,teS
onde cada wq (2 (N,U,t)) ¢ um atrator contendo wq (N). Seja A um atrator a direi-

ta contendo wg (N) e tomemos uma vizinhanga atratora V' de A. Pelo Lema 1.20,
existe t, € S com fe(St,V) C int (V). Seja V € O a qual é fe(St,V)-subordinada
a int (V). Como wq(N) C A C int(V), existe t € S tal que tN C V. Tomemos
T € Styt N St,. Entdo, STN C St,tN C St,V. Agora, tomemos z € Q(N,V,7) e
sejam rg = x,....,0, = 2 € X, x € N, tg,....,tn,_1 € ST e Vy,...,V,_1 € V formando uma
(V, 7)-cadeia de = para z. Como toxr € STN C St,V, temos que V; C int (V), donde
1 € int (V). Dessa forma, t;z; € St,V, donde V; C int (V). Logo, zo € int (V).
Indutivamente, temos que z, = z € int (V). Assim, Q(N,V,7) C int(V), donde
wa (Q(N,V,7)) C wa (V) = A. Logo, Qo (N) C A. Portanto, o atrator A faz parte
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da intersecgao de atratores ﬂ wq (2 (V,U, t)), donde segue o resultado. O
UEO 1S

Assim, o conjunto Qo (V) nao depende da familia admissivel @. Com isso, qualquer
familia admissivel que adotemos leva a um mesmo resultado sobre recorréncia por ca-
deias. Em alguns casos é conveniente adotar a familia de todas as coberturas abertas
de X constituidas por conjuntos abertos da base de topologia sobre X. Isto é o que
fazemos no Capitulo 3 onde estudamos recorréncia por cadeias sobre compactificacoes
de Ellis. Contudo, o conjunto Q-limite por cadeias sera escrito sem a indicagao da familia
admissivel adotada, o mesmo ocorrendo com o conjunto de recorréncia por cadeias.

Da Proposicao 1.57 segue a seguinte versao mais geral da Proposicao 1.16.

Proposicao 1.58. Seja A um atrator a direita de (S,X). Se x ¢ AU A*, entao,
Qz) CAeQ*(x) C A,

Demonstragao: Segue das Proposigdes 1.16 e 1.57 que () C A. Suponhamos por
absurdo que existe y € Q* (x) \ A*. Se y € A, entao, Q(y) C A, donde x € A, o que
contradiz a hipotese. Se y ¢ A, entdao, y ¢ AU A*, donde Q(y) C A, contradizendo
novamente a hipotese. Portanto, Q* (z) C A*. O

Podemos apresentar uma versao mais fraca da Proposicao 1.57 para o caso de conjun-
tos (2*-limites por cadeias. O enfraquecimento se deve exatamente ao fato dos atratores
a direita de (.S, X') nao serem conjuntos estaveis, o que nao nos permite concluir que se
x é um ponto num atrator a direita A, entdo, w} (z) C A.

Proposicao 1.59. Dado x € X, o conjunto Q* (x) estd contido na intersec¢ao de todos
0s repulsores A*, onde A é um atrator a direita de (S, X) tal que x ¢ A. A igualdade é
vdlida se x € recorrente por cadeias.

Demonstragao: Seja A um atrator a direita tal que = ¢ A. Dado z € Q* (x), te-
mos que = € Q(z), onde Q(z) ¢ a intersecgao de todos os atratores a direita contendo
wa (z). Se z ¢ AU A*, segue da Proposicao 1.16 que wj (z) C A* e wq (z) C A. Logo,
xr € A, o que contraria a hipdétese sobre A. Entao, z € AU A*. Da mesma forma,
z ¢ A, donde segue que z € A*. Portanto, Q* () C A*, donde provamos a primeira
parte da proposicao. Para vermos a segunda parte, denotemos por A;; um atrator
a direita de (S, X) tal que Aj;, = w* (" (z,U,t)), para cadad € O et € S. Se
x € Q (x), entdo, wq (x) C Q* (z), pois Q* (x) é estavel. Pela Proposigao 1.55, temos
que wq () C ﬂ Ay Isto significa que = ¢ Ay, para todod € O et € S. Logo,
UeO tes

({A*: A atratora a direita tal que = ¢ A} C ﬂ Ay, = Q" (), donde concluimos o
UEO,teS
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resultado. O

Uma consequéncia imediata da Proposicao 1.57 é o fato de um atrator e um repulsor
a direita de (S, X) conterem todos os conjuntos de transitividade por cadeias que os
interseptam.

Proposicao 1.60. Se A é um atrator a direita de (S, X), entao,
An®=|JE, ¢ ANR=|JE

z€A TEA*
onde E, = Q (z) NQ* (x).

Demonstracao: Escolha z € A. Entdo, wg(z) C A, donde Q(z) C A. Logo,
E, C ANfR. Por outro lado, se y € ANR, entao, y € E,, e o resultado esta de-
monstrado para o atrator A. Agora, escolha x € A* NR. Entao, © ¢ A, donde segue
pela Proposigao 1.59 que Q* () C A*. Logo, E, C A* NfR, e o resultado estd demons-
trado também para o repulsor complementar A*. O

A dltima proposicao anterior se reflete na proxima, onde apresentamos enfim a carac-
terizacao do conjunto de recorréncia por cadeias pelos atratores a direita do semigrupo
de transformacao.

Teorema 1.61. O conjunto de recorréncia por cadeias é dado por
R = n {AU A" : A é um atrator a direita} .

Demonstracgao: Se x € R, segue da Proposicao 1.57 que x pertence a intersecgao de
todos os atratores a direita contendo wq (x). Seja A um atrator tal que wq(z) ¢ A.
Entao, x ¢ A. Da Proposi¢ao 1.16 segue que x € A*. Logo, x € AU A*, para qualquer
atrator a direita A de (S, X). Por outro lado, seja y € AUA*, para todo atrator a direita
A. Se wq (y) C B, para algum atrator a direita B, entao, y ¢ B*. Logo, y € B. Assim,
y esta contido em todo atrator a direita que contém wq (y). Logo, y € 2 (y), ou seja,
y € R, donde concluimos o resultado. [

Corolario 1.62. O semigrupo de transformagao (S, X) € transitivo por cadeias se, e
somente se, o unico atrator a direita nao vazio € todo o espago X.

Demonstragao: Assumindo que (S, X) é transitivo por cadeias, sejam x € X e A um
atrator a direita contendo z. Entao, wq (x) C A, donde segue da Proposigao 1.57 que
Q(zr) C A. Mas, X = Q(x). Logo, A = X. Reciprocamente, suponhamos que X é o
tnico atrator a direita ndo vazio. Dado x € X, segue da Proposigao 1.57 que 2 (z) = X.
Portanto, (.S, X) é transitivo por cadeias. O
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1.4.3 Decomposicao de Morse

Notemos que cada conjunto limite intersepta uma componente conexa do conjunto de
recorréncia por cadeias de (S, X). Nosso objetivo agora é analisar as intersecgoes dos
conjuntos w} (x) com R, considerando as componentes conexas transitivas por cadeias.
Neste caminho, introduzimos mais um conceito dindmico para ac¢oes de semigrupos, a
saber, o conceito de decomposicao de Morse.

Definig¢ao 1.63. Seja x € X. Um subconjunto M C X € dito w-atingivel (w-atingivel
a esquerda, w-atingivel a direita) por x se w (x) N M # 0 (we (x) N M # 0, wq ()N
M #0); M é dito w*-atingivel (w*-atingivel a esquerda, w*-atingivel a direita)
porx sew* (x) MM #£0 (W(x)NM#0D, wi(x)N M #£0).

Dado qualquer z € X, temos que w} () N R # . Se C' é uma componente conexa
de R a qual é w*-atingivel a direita por x, denotamos

wi () =wi (z)NC.

Entao, w, (z) ¢ um conjunto transitivo por cadeias.

Notemos que no caso de um semifluxo, cada conjunto w*-limite de um ponto é tran-
sitivo por cadeias. Este fato ocorre no caso mais geral onde o semigrupo S é céntrico.
Neste caso, wf (z) = w* (x), para todo x € X e C' compontente conexa de fR.

Denotemos por € a cole¢ao de todas as componentes conexas de R.

Dada uma componente C' € € e um atrator a direita A de (S,X), temos que
C Cc AUA*. Visto que A e A* sdo disjuntos, entao, C C A ou C C A*. Em par-
ticular, se C' é w*-atingivel a direita por z € X, entao, ou wf (z) C A ou w§ (z) C A*.
Lembrando que A e A* s@o conjuntos fechados e progressivamente invariantes, conclui-
mos que wq () ,wg () C AU A*, para todo x € X e C € € componente w*-atingivel a
direita por x.

Definicao 1.64. Dado um repulsor (4 esquerda ou & direita) R de (S, X), definimos o
conjunto

R x € X : existe C € € componente w*-ating vel direita
e por x tal que wg () NR =10 ‘

Proposicao 1.65. Seja A um atrator a direita de (S, X) e V uma vizinhan¢a atratora
de A. Entao, w (V) = (A"),.

Demonstragao: Seja x € w (V). Dados quaisquer ti,...,t, € S, tomemos t € S;, N
...N S, . Pela invarianga de w (V), existe y € w (V') tal que ty = x. Logo, y € w (V)N
(Sy,) xN...N(S,)" x. Assim, a familia de subconjuntos fechados

F=Aw(V)nte((S) z):te S}
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satisfaz a propriedade da interseccao finita, donde temos que w (V') Nw* (x) # . Visto
que w (V) Nw* (x) é compacto e progressivamente invariante, existe uma componente
C € € que intersepta w (V) Nw* (). Como C' é conexa e C' C AU A*, temos que C' C A.
Assim, wg (z) N A* = 0, ou seja, x € (A*),. Portanto, w (V') C (A*),. Por outro lado, se
x € (A*),, entdo, existe C' € € componente w*-atingivel por x tal que w§, (z) N A* = 0.
Como A* é estavel, isto significa que = ¢ A*. Assim, se supormos que também x ¢ w (V),
segue da Proposi¢ao 1.15 que w* (x) C A*, o que nao pode ocorrer. Logo, z € w (V) e,
portanto, (A*), C w(V), donde concluimos a demonstragao. O

Corolario 1.66. Seja A é um atrator & direita de (S,X). Entao, A = (A*), se, e
somente se, A € invariante.

Demonstracao: Se A = (A*),, entdo, A é invariante, pois seu sub-atrator ¢ invariante.
Por outro lado, se A é invariante, entao, podemos substituir w (V') por A na demons-
tragao da Proposicao 1.65, donde obtemos que A = (A*),. O

Corolario 1.67. Seja R um repulsor a direita de (S, X). Entdo, R = A* e R, C A para
algum atrator a direita A de (S, X). Tem-se a igualdade R, = A se, e somente se, A é
mvariante.

Demonstragao: Segue das Proposicoes 1.23 e 1.65 [l

A Proposic¢ao 1.65 afirma que um atrator a direita admite um tnico sub-atrator, e
que um atrator a direita é invariante se, e somente se, ele coincide com seu sub-atrator.
Assim, por exemplo, no caso de centricidade do semigrupo, todo atrator é invariante.
Em particular, a Definicao 1.64 corresponde a definicao de atrator complementar para
semifluxos (ver pagina 21 de [22]).

Outra consequéncia que temos diz respeito a correspondéncia entre atratores e repul-
sores a direita.

Corolario 1.68. Se todos os atratores a direita de (S,X) sao invariantes, entdo, a
correspondéncia A — A* entre atratores e repulsores a direita de (S, X) é bijetora.

Demonstracao: Vimos que a correspondéncia enunciada é sobrejetora. Para ver que
ela também é injetora, sejam A e B atratores a direita tais que A* = B*. Entao,
A= (A%), = (B*), = B, e o resultado esta provado. O

Nossa motivagao para a introdugao do conceito de decomposi¢ao de Morse provém do
conhecimento das propriedades de um par atrator-repulsor. Em resumo, um par atrator-
repulsor (A, A*) de (S, X) satisfaz as seguintes propriedades: (i) A e A* sdo conjuntos
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nao vazios, compactos, invariantes isolados e disjuntos entre si; (ii) wq (x),w§ (x) C
AU A* para todo x € X e C € € componente w*-atingivel a direita por x; (iii) se
wa () Uwg () C A, entdo, © € A; se wq () Uwg () C A*, entdo, z € A*, onde C € € ¢é
uma componente w*-atingivel a direita por z; (iv) R C AU A*. Noés entdo estendemos
estas propriedades de um par atrator-repulsor para colecoes finitas de subconjuntos do
espago base.

Defini¢ao 1.69. Uma decomposi¢cao de Morse de (S, X) é uma cole¢io finita M =
{C; c X :i=1,....,n} de conjuntos nao vazios, compactos, invariantes isolados e dois a
dotis disjuntos tais que:

1. Para todo x € X e C' € € componente w*-atingivel a direita por x, existem 1, j tais
que Wi () C C; e wq (z) C C;y.

2. Se existem Cj,,Cjy,...,Cj, e x1,...,x; € X \ UCi com wg, (wx) C Cj,_, e wq(rg) C
i=1
Cjk, para k = 1,....0, onde Cy € € é componente w*-atingivel a direita por xy,

entao, C;, # Cj,;
3. mcl e
i=1

Os elementos de uma decomposi¢ao de Morse sao chamados conjuntos de Morse.

Visto que a recorréncia por cadeias nao depende da familia admissivel adotada, o
mesmo acontece com o conceito de decomposicao de Morse

Uma decomposi¢gao de Morse M = {C;,i =1,...,n} é dita mais fina do que uma
decomposicao de Morse M’ = {C}, g=1 .. m} se para cada indice j existe um indice
i com C; C C.

Definigao 1.70. Uma decomposi¢ao de Morse M para (S, X) é dita minimal se para
qualquer outra decomposi¢cao de Morse M’ tem-se que M € mais fina do que M'.

Sejam M ={C;,i=1,....nte M = {C]{, ji=1,.., m} duas decomposicoes de Morse.
Definimos a colecao

MM ={c;nC, 14,5}

onde sao admitidos somente os pares i,j com C; N C; # 0. A coleggo M N M’ & uma
decomposicao de Morse de (S, X). A demonstracdo deste fato ¢ a mesma do caso de
fluxos e semifluxos (ver [21] e [36] por exemplo). Assim, se existe uma decomposigao de
Morse minimal de (S, X), entao, esta deve ser a intersecgdo de todas as decomposigoes
de Morse. Em particular, se o nimero de decomposicoes de Morse é finito, entao, existe
uma decomposicao de Morse minimal de (.5, X).
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Com uma hipoétese adicional sobre a agao do semigrupo .S, obtemos um resultado que
relaciona a existéncia da decomposicao de Morse minimal com o ntimero de componentes
conexas do conjunto de recorréncia por cadeias. Tal hipotese é a conexidade do fecho das
orbitas pelo semigrupo e a recorréncia aproximada sobre todo ponto de X. Por exemplo,
se S é um mono6ide munido de uma topologia conexa e a a¢ao é unilateralmente continua,
entao, a hipotese requerida é satisfeita. Como conseqiiéncia desta hipotese temos que
o conjunto wq (z) é conexo (z € X). Esta afirmagao segue pelo Teorema 6.1.18 de [14]
aplicado a colecao {fe (Stx)}, 4, usando a reversibilidade de S.

Teorema 1.71. Assuma que os pontos de X sao aproximadamente recorrentes e que as
orbitas de (S, X) tém fecho conexo. Entao, existe uma decomposi¢io de Morse minimal
de (S,X) se, e somente se, o conjunto de recorréncia por cadeias R tem um nimero
finito de componentes conexas. Neste caso, os conjuntos de Morse coincidem com as
componentes conexas de *R.

Demonstragao: Suponhamos que R tem um ntimero finito de componentes conexas e
denotemos € = {CY,...,C,}. Vamos mostrar que € é uma decomposi¢do de Morse de
(S, X). Primeiramente, temos que € é uma cole¢ao de conjuntos nao vazios, compactos
e dois a dois disjuntos. Para cada 1 < k < n, denotemos por V; uma vizinhanca
compacta de C}, de forma que Vi, ..., V,, sejam conjuntos dois a dois disjuntos. Tomemos
r € Cpes e S. Como fe(Sz) é conexo, esta contido em R e x € fe (Sx), temos que
fe (Sx) C Cy. Logo, sz € fe (Sx) C Cy. Portanto, Cj, é progressivamente invariante, para
k=1,..,n. Agora, dado qualquer z € X e C) € € componente w*-atingivel & direita
por z, temos que wg, () C Ck, e como wqy (7) ¢ transitivo por cadeias e conexo, temos
que wq (z) esta contido em alguma componente conexa de R. Logo, w(z),wg, (z) C

UC'j, para todo x € X e C, € € componente w*-atingivel a direita por z. Agora,
j=1

exy,...,x € X\ UCk com w(*ka_l (z;) C Ch,_,
k=1
e w(zr;) C Cy,;, para j = 1,...,1, e que Cy, = C},. Entao, wgko (1) ,w(z;) C Ck.

Tomemos = € wg, (x1) e y € wq (). Entado, 21 € Q(x) e y € Q(x;). Visto que
Cy, ¢ transitivo por cadeias, temos que x € Q(y). Logo, 1 € Q(x;). Por outro lado,

suponhamos que existem C,, C,, ..., Cf,

semelhantemente, visto que wg, (j41),wa (7;) € Cy;, temos que x;11 € Q(x;), para
J

j=1,...,1. Logo, x; € Q(x1). Portanto, x; e x; sdo pontos recorrentes por cadeias, o
n

que contradiz x1,z; € X\ UC’k. Assim, temos Cy, # Cf,. Enfim, para concluirmos que

k=1
¢ ¢ uma decomposigao de Morse, resta mostrar que as componentes conexas de R sao

conjuntos invariantes isolados. Suponhamos que S*Sz C V. Entao, w} (z),wa (z) C Vi,
pois Vi é compacta. Logo, C} é a tnica componente w*-atingivel & direita por z, e
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w, (2) ,wa (z) C Cy. Pela parte anterior da demonstragao, temos que z € Cy,. Portanto,
Vi € uma vizinhanca isolante de C}. Agora, vejamos que € é minimal. Suponhamos que
existe uma decomposigao de Morse M = {Cy, ...,C,,} mais fina do que €. Entao, para
() € €, existe um conjunto de Morse C; € M tal que C; C Cj. No entanto,

k=1 i=1

Logo, C; C Cjs, para algum 1 < j' < m, pois C; é conexa e os conjuntos de Morse sao
dois a dois disjuntos. Assim, temos que C; C C; C C;s, donde C; = Cjr. Logo, C; = ()
e, portanto, M = €. Reciprocamente, seja M = {Cy,...,C,} uma decomposi¢ao de
Morse minimal de (S, X). Entéo, M deve estar contida na intersecgao de todos os pares
atrator- repulsor pois estes sao tambem decomposigoes de Morse. Segue do Teorema

1.61 que UC C *R, donde temos UC = fR. Visto que os conjuntos de Morse sao dois a

=1 i=1
dois disjuntos, temos que cada componente conexa de R deve estar contida num tnico

conjunto de Morse. Resta mostrar que as componentes conexas de R coincidem com os
conjuntos de Morse. Para tanto, suponhamos por absurdo que um conjunto de Morse C;
contém mais de uma componente conexa de R, e tomemos C € € tal que C' C C;. Entao,
C; \ C' é um subconjunto nao vazio e compacto em R. Como R é compacto, temos que
Ci; \ C é compacto em X. Visto que as componentes conexas de R sdo progressivamente
invariantes, temos que C; \ C' é progressivamente invariante. Seja V; vizinhanga isolante
de C;. Entao, V; \ C é uma vizinhanga de C; \ C. Se S*Sz C V; \ C, entao, z € C; \ C.
Logo, C;\ C é invariante isolado. Por outro lado, temos que V;\ (C; \ C') é uma vizinhanga
de C. Se S*Sz C V;\ (C; \ C), entdo, x € C;\ (C; \ C) = C. Logo, C ¢é invariante isolado.
Agora, considerando a colegago M’ = {Cy,...,C,C; \ C, ...,C, }, ndo ¢é dificel mostrar que
M’ satisfaz as condigoes 1, 2 e 3 da Definicao 1.69. Portanto, M’ é uma decomposicao
de Morse. Mas, como M ¢é minimal, existe C; € M tal que C; C C, donde C; = C;. Logo,
C; = C, o que é uma contradigao. Portanto, as componentes conexas de R coincidem
com os conjuntos de Morse de M. O

O Teorema 1.39 generaliza o caso de semifluxos de tempo continuo, pois R* é conexo
e cada ponto de X ¢é aproximadamente recorrente. Em especial, a decomposi¢ao de Morse
minimal coincide com a cole¢do dos conjuntos de transitividade por cadeias (ver [24]).
Este fato ocorre devido a transitividade por cadeias interna dos conjuntos transitivos
por cadeias maximais. As propriedades de gerador compacto e de ordem total dos
semigrupos R ou Z* possibilitam a anélise da transitividade por cadeias considerando
apenas um intervalo compacto, [1, 2] por exemplo, e este recurso é usado para mostrar que
os conjuntos transitivos por cadeias maximais sao internamente transitivos por cadeias.
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Continuaremos pensando neste resultado sobre semifluxos, porém, nao nesta tese.
Contudo, a propriedade de gerador compacto é uma condi¢ao sugestiva para um futuro
trabalho. Além desta, a seguinte condi¢ao também é interessante: dado qualquer ele-
mento s € S e um elemento nao nilpotente ¢ € S, entao, existe um ntmero natural n
tal que t"™ € Ss. Esta ultima condigao é algo semelhante & propriedade P, (ou P,) sobre
a familia {Ss: s € S} de subconjuntos de S (c.f. [2]), e permite a defini¢do do conceito
de seqiiéncias regressivas introduzidas em [24]. E claro que tais condicoes sdo bem mais
restritivas do que a reversibilidade, mas abrangem uma gama de semigrupos classicos, e
certamente devem adicionar mais resultados.

1.4.4 Recorréncia por subcadeias

Na definicao de cadeias para semigrupos de transformagoes consideramos as translagoes
a direita do semigrupo. Introduzimos agora o conceito correspondente considerando as
bi-translagoes do semigrupo, o que chamamos de subcadeias. Com isso, em particular,
cobrimos todos os resultados sobre recorréncia por cadeias referente a agoes de semi-
grupos céntricos (invariantes). De fato, o conceito de recorréncia por subcadeias para
agoes de semigrupos reversiveis corresponde propriamente ao conceito de recorréncia por
cadeias para acoes de semigrupos céntricos.

Definicao 1.72. Sejald uma cobertura aberta de X. Dadosx,y € X et € S, entao, uma
(U,t)-subcadeia de x para y consiste de uma seqiéncia de pontos Ty = T,Tq,...,Ty, =
y € X, de elementos tg, ..., t,_1 € Sy e de abertos Uy, ...,U,_1 € U tais que t;x;, x;11 € U,
parat=20,....n—1.

Para N C X nao vazio, t € S e uma cobertura aberta i de X, definimos os conjuntos

-~

Q(N,U,t) ={y € X : existem x € N e uma (U,t)-subcadeia de x para y}

~

Q" (N,U,t) ={y € X : existem x € N e uma (U,t)-subcadeia de y para =} .

Entdo, Q (N, U, t) C Q(N,U,t) e Q* (N,U,t) C (N, U,1).

Dada uma familia admissivel O de coberturas abertas de X, denominamos respecti-
vamente de conjunto (2-limite por subcadeias e de conjunto 2*-limite por sub-
cadeias de N os subconjuntos de X dados por

Uuco,tes
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Qo(N)= ) @ (V.uz).
UeO teS

Entao, o conjunto
&o:{xeX:xeﬁo(x)}:{xEszeﬁg(x)}

¢ chamado de conjunto de recorréncia por subcadeias de (S, X).
Um subconjunto nao vazio £/ C X é um conjunto O-transitivo por subcadeias maxi-
mal de (5, X) se, e somente se

para todo = € E.

Como observamos supra, no caso de centricidade os conceitos de recorréncia por
cadeias e subcadeias coincidem.

Fixemos uma familia admissivel O de coberturas abertas de X.

Proposicao 1.73. Dado x € X, tem-se que w (x) é O-transitivo por subcadeias.

Demonstracao: Sejam a,b € w(x), Y € O et € S. Entao, a € fe(Sx). Escolhamos
to € S;. Por continuidade temos que tpa € fe (Sz). Seja Uy € U tal que toa € Uy. Entéo,
existe so € S tal que sox € Uy. Agora, seja U; € U tal que b € U;. Como b € fe (S5, 7),
existe t; € S; tal que t1sox € Uy. Assim, os pontos xg = a,x1 = Sox, 22 = b € X, 0s
elementos to,t; € S; e os abertos Uy, U; € U formam uma (U, t)-subcadeia de a para b.
Logo, w (z) é O-transitivo por cadeias. O

Usando argumentos semelhantes aos da demonstragao da Proposicao 1.55 podemos
verificar o seguinte. Seja N C X nao vazio. Entao, para cadald € O et € S, temos que

Qo (N)= ) w(@(N,L{,t)): N w(fe<ﬁ(N,Z/{,t)>)
UeOteS UeOteS
e que
W ((N)= () (ﬁ*(N,u,t))z N (fe(ﬁ*(N,u,t))).
UeO,tes UeO,teS

Logo, Qo (N) é invariante. Podemos também usar semelhantemente os argumentos da
demonstragao da Proposi¢ao 1.43 para mostrar que Q, (N) ¢ estavel.

Assim, um subconjunto nao vazio £ C X é um conjunto O-transitivo por subcadeias
maximal se, e somente se,

E = m w <§\2 (x,bl,t)) Nw* (@* (a:,bl,t))

UeO,tesS
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para todo x € E. Em particular, £ ¢ um conjunto compacto e invariante.

Considerando a familia F = {S; : t € S}, o conceito de transitividade por F-cadeias
coincide com o conceito de transitividade por subcadeias.

Visto que o conceito de subcadeias resulta em propriedades mais rigidas, natural-
mente pode-se perguntar sobre o motivo de nao definirmos desde o principio o conceito
de cadeias como subcadeias, ja que, de qualquer forma, estariamos generalizando a teoria
de semifluxos. Esclarecemos esta critica revelando que, inicialmente, o trabalho foi rea-
lizado para agoes de semigrupos lateralmente reversiveis, onde nao consideramos agoes
por bi-translagoes. No entanto, pensando exatamente no assunto de estabilidade, decidi-
mos desenvolver o trabalho considerando semigrupos reversiveis. Entao, observamos que
as técnicas empregadas nao variavam significativamente. Assim, nao querendo abando-
nar completamente os semigrupos lateralmente reversiveis, apresentamos esta forma de
trabalho, onde consideramos cada caso de reversibilidade lateral nas defini¢oes dos con-
ceitos. Portanto, a tese abrange um duplo contexto, registrando defini¢oes e informacoes
para futuros trabalhos mais direcionados.

1.5 Condicoes de Ore; grupos de transformacoes

Uma vez desenvolvido os estudos sobre os aspectos dinamicos de acoes de semigrupos
reversiveis, podemos entao aplicar os resultados no contexto de grupos de transforma-
¢oes. Consideramos grupos que contém subsemigrupos reversiveis geradores, e definimos
os conceitos dinamicos para o grupo de transformacao a partir da acao dos subsemigru-
pos. Assim, grande parte dos resultados estao verificados no contexto de semigrupos de
transformagoes que vimos nas se¢oes anteriores. A vantagem para acgoes de grupos sao
os homeomorfismos, obviamente.

Seja (G, X) um grupo de transformagao, onde G é um grupo agindo por homeomor-
fismos sobre um espaco compacto Hausdorff X. Seja S um subsemigrupo reversivel e
gerador de G. Entao, S~1S = G. Estas sao chamadas condi¢des de Ore (ver segoes 12.5
de [6] ou 4 de [19]).

Se H C GG é um subsemigrupo (resp. subgrupo) e N C X é um subconjunto compacto
e invariante por H, entdo, (H,N) é chamado de subsemigrupo (resp. subgrupo) de
transformacao.

Observemos que um subconjunto N C X é invariante (por G) se, e somente se , N é
invariante por ambos os subsemigrupos S e S™!. Além disso, a acdo por homeomorfis-
mos resulta que o conceito de conjunto invariante para (S, X) corresponde ao conceito
de conjunto invariante para (G, X). Conseqiientemente, os conceitos de subconjunto
minimal forte para (S, X) e de subconjunto minimal para (G, X) sdo equivalentes (ver
Lema 1.4).
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Um grupo de transformagao (G, M) é dito minimal se M é um subconjunto minimal.

-

Definigao 1.74. Seja (G, M) um grupo de transformag¢ao minimal. Entao, (G, M) é
minimal universal se, dado qualquer grupo de transformag¢io minimal (G,Y), existe um
epimorfismo de (G, M) sobre (G,Y).

Existe um tinico grupo de transformagao minimal universal sobre a acao de G, a
menos de isomorfismos. Com efeito, todo grupo de transformac¢ao minimal é isomorfo a
um subconjunto minimal de (G, 5G) ou, equivalentemente, isomorfo a um ideal minimal
a esquerda de GG, onde G é a compactificagao de Ellis de G. Discutimos sobre este
assunto no Capitulo 3. Os detalhes sobre a universalidade de subconjuntos minimais
estao apresentados no Apéndice B.3.1.

1.5.1 Objetos elementares e recorréncia por cadeias

Para estudar a dindmica de um grupo de transformacao, introduzimos os objetos que
sao originais da teoria de sistemas dinamicos, assim como foram definidos para agoes
de semigrupos. O subsemigrupo S desempenha o papel fundamental na dinamizagao da
acao do grupo G, sendo que o estudo do comportamento dinamico de (G, X) consiste
propriamente da determinagao dos conjuntos invariantes pelo subsemigrupo S.

Neste caminho, os objetos elementares de (G, X) sao definidos sob a agao de S.
Portanto, o desenvolvimento da teoria depende do subsemigrupo.

Dado um subconjunto nao vazio N C X, os conjuntos limites de N relativos a S sao
dados por

w(N,S) = [e(SiN) e w*(N,S)=[fe (S,

tesS tesS

we (N,S) = ﬂfe(tSN) e w, ﬂfe STHTINY,
tesS tesS

wa(N,8) = [fe(StN) e wi(N,S)=[)fe(t'ST'N),
tesS tesS

os quais correspondem aos conjuntos limites de N para o subsemigrupo de transformacao
(S, X).

Pela Proposigao 1.6, os conjuntos w (N, S), w* (N, S), we (N, S) e w} (N, S) sao in-
variantes, o conjunto wq (N, S) é S-invariante e o conjunto w? (N, S) é S~ -invariante.
Assim, atratores & esquerda e repulsores a direita sdo conjuntos invariantes, enquanto
que atratores a direita sao conjuntos S-invariantes e repulsores a esquerda sao conjuntos
S~Linvariantes. Sub-atratores sao invariantes em geral.
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Também segue imediatamente das propriedades acima que um subconjunto M C X
¢ um subconjunto minimal de (G, X) se, e somente se, M = w (z,S) = w* (z,95), para
todo x € M.

Como a recorréncia por cadeias também depende do subsemigrupo adotado, usamos
as notagoes Qo (N, 5) e QF, (N, S) para os conjuntos limites por cadeias.

Aqui fazemos uma observacao importante. Se S C R sao subsemigrupos reversiveis
geradores de G, ent@o, podemos afirmar que Qo (N,S) C Qo (N, R) e Q5 (N,S) C
Q% (N, R), donde os pontos recorrentes por cadeias de (G, X) relativos a .S sao pontos
recorrentes por cadeias de (G, X) relativos a R. Com efeito, sejam = € Qp (N, S), t € R
eU € O. Pelo Lema 1.75 abaixo, temos que existe s € S tal que Ss C St. Logo,
Ss C Rt. Como x € Q(N,U,Ss), segue que = € Q (N,U, Rt). Portanto, z € Qp (N, R),
donde Qp (N, S) C Qo (N, R). Analogamente, temos que 2, (N, S) C QF, (N, R), o que
mostra a afirmacao. Assim, em particular, os conjuntos de transitividade por cadeias
relativos a S estao contidos nos conjuntos de transitividade por cadeias relativos a R.

Dois subsemigrupos reversiveis geradores S C R C G podem determinar a mesma
dindmica no grupo de transformacao. Um exemplo claro é quando S = Rt para algum
t € R. De fato, pois dados = € Qo (N, R), s € Sel € O, temos que = € Q (N, U, Rts).
Logo, Q0 (N, R) C Qo (N, Rt) e, portanto, Qo (N, R) = Qe (N, Rt). Semelhantemente,
Q5 (N, R) = Q5 (N, Rt).

No entanto, em geral, se S C R C G, entao, o numero de conjuntos de transitividade
por cadeias relativo a S é maior do que o nimero de conjuntos de transitividade por
cadeias relativo & R em (G, X). Por exemplo, se considerarmos a agao do grupo R”
sobre sua compactificacao de Ellis fSR™ e tomarmos um cone pontual S C R", entao, o
numero de conjuntos de transitividade por cadeias determinados por S é estritamente
maior do que o namero de tais conjuntos determinados por um cone maximal contendo
S. Este fato é demonstrado no Capitulo 3 e Proposicao 3.14.

Agora, como mensionamos acima, o seguinte lema é muito util para relacionar os
elementos de S com os elementos de G, e segue diretamente da reversibilidade do subse-
migrupo.

Lema 1.75. Dadost € S e g € G, existem 0,7 € S tais que og € Sy e 7~ 'g € S; .

Demonstragao: Escrevamos g = 81_182, com s, 52 € S. Tomando t; € Sy N Sy, , temos
que t155* € S;. Agora, tomando o € S, N Stls;181, temos que og € S;. No outro caso,
tomemos ty € Sg,¢ N Ss,e. Entao, 5f1t2 €SN sflSSQt. Denotando 7 = sfltg, temos que

syts1T € S;. Logo, 7 lg € S, 1. O

Assim, dados # € X e s,t € S, existe 7 € S; tal que 757! € Sy, donde fe (S,s-17) C
fe (S;s~tx). Por outro lado, fe (Sis™tx) C fe(S;z). Logo, w(z,S) = w (s~ 'z, S), para
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todo s € S. Visto que w(x,S) = w (s, ), podemos concluir que w (z,S) = w (gz,5),
para todo g € G. Semelhantemente, mostramos que w* (z,5) = w* (gz, ), wq (z,5) =
wq (g, S) e que w (x,85) = w! (g, S), para todo g € G.

O conceito de cadeias para o grupo de transformagao (G, X) é definido equivalente-
mente ao conceito de cadeias para o subsemigrupo de transformacgao (S, X), ficando a
transitividade por cadeias para (G, X) dependente do subsemigrupo S de G, conforme
j& observamos supra.

Proposicao 1.76. Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Dado
x € X, tem-se que w* (x,S) € O-transitivo por subcadeias.

Demonstragao: Sejam a,b € w* (z,5), U € O et € S. Entao, b € fe (S~'z). Tomando
U, € U tal que b € U, existe s € S com s 'z € U;. Escolhamos t, € S;. Como
w* (z,S) & invariante, temos que tpa € w*(x,S). Visto que w* (z,8) = w* (s7 'z, S),
temos que tga € fe (S{ls_lx). Seja Uy € U tal que tga € Uy. Entao, existe um ponto
x1 € UyN S,y sz, Tomemos ¢, € S tal que x; = t; s~ ‘2. Entdo, t,z; = s~'z € U].
Assim, os pontos a, x1, b, os elementos ty,t; € S; e os abertos Uy, Uy € U formam uma
(U, t)-subcadeia de a para b. Portanto, w* (z,.S) ¢ transitivo por subcadeias. O]

Proposicao 1.77. Seja O uma familia admissivel de coberturas abertas de X. Dado
N C X, os conjuntos Qo (N, S) e Q (N, S) sao compactos e invariantes. Além disso,
w(N,S) C Qo (N,S) ew* (N,S) C Q) (N,9).

Demonstragdo: Com referéncia a Proposicdo 1.43, resta mostrar que Qo (N,S) é in-
variante por S~!. Sejam x € Qo (N,S)eseS. DadoU € Oete S, tomemos U € U
tal que s™'z € U. Entdao, x € sU. Seja V € O uma cobertura {z}-subordinada a
sU. Tomemos 7 € S; tal que s~'7 € S,. Agora, consideremos g, ...,x, € X, 79 € N,
to, ey tno1 € Sy e Wo, ..., W,_1 € W formando uma (W, 7)-subcadeia de xq até z, onde
W é um refinamento de U e de V. Entao, t,_1x,_1,x € W,_1, donde t,,_1z,_1 € sU.
Assim, s, 17, 1 € U, com s7't, 1 € S;. Visto que S, C S; obtemos uma (U, t)-
subcadeia de 7 até s'z. Logo, s 'z € Qo (N, S) e, portanto, Qo (N, S) é invariante
por S—1. O

Assim, os conjuntos transitivos por subcadeias maximais sao invariantes, donde ob-
temos em particular que o conjunto de recorréncia por subcadeias 9/3%@ é invariante. Com
isto, cobrimos todos os resultados sobre recorréncia por cadeias para agoes de grupos
onde o subsemigrupo gerador ¢ invariante.

O conceito de decomposicao de Morse de (G, X) é definido equivalentemente ao
conceito de decomposi¢ao de Morse para o semigrupo de transformagcao (.S, X). Assim,
temos a seguinte versao do Teorema 1.71 apresentado na segao anterior. A
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Teorema 1.78. Assuma que as orbitas de (G, X) tém fecho conexo. Entdo, existe uma
decomposi¢cao de Morse minimal de (G, X) relativa a S se, e somente se, o conjunto de
recorréncia por cadeias R relativo a S tem um niumero finito de componentes conexas.
Neste caso, os conjuntos de Morse coincidem com as componentes conexas de ‘R.

Comentarios e observacoes

Todo o contetido estudado neste capitulo foi desenvolvido para semigrupos de transfor-
macoes a esquerda. No entanto, o inico conceito que foi definido de forma especialmente
adequada para acoes a esquerda foi o conceito de cadeias, onde consideramos as trans-
lagoes a direita do semigrupo. Este fato resultou na caracterizacao do conjunto de
recorréncia por cadeias a partir dos atratores a direita.

Essa adequacao ao conceito de cadeias provém da consideragao de semigrupos re-
versiveis nao invariantes combinada com a ac¢ao a esquerda. De certa forma, a acao a
esquerda de uma translacao a direita St é dominada pelo elemento ¢, o que nos permite
interagir ambas as laterais do semigrupo sem a necessidade de invarianca. Este recurso
foi crucial quando trabalhamos com os conjuntos w-limites & direita na obtencao dos
resultados concernentes a recorréncia por cadeias. Por outro lado, a acao a esquerda
combinada com translacoes a esquerda nao é conveniente, visto que apenas permite a
interacao de elementos na lateral esquerda do semigrupo.

No entanto, para semigrupos de transformagoes a direita podemos adequar a defini¢ao
de cadeias para obtermos todo o contetudo deste capitulo desenvolvido analogamente.

Se (X, S) é um semigrupo de transformacao a direita, com S reversivel e X paracom-
pacto Hausdorff, entao, definimos cadeias da seguinte forma.

Definicao 1.79. Sejald uma cobertura aberta de X. Dadosx,y € X et € S, entdo, uma
(U, t)-cadeia de x paray consiste de uma seqiiéncia de pontos xo = T, x1,...,T, =y € X,
de elementos tg,...,t,_1 € tS e de abertos Uy, ...,U,_1 € U tais que x;t;, x;11 € U;, para
i=0,..,n—1.

Assumindo que X é compacto, dado um atrator a esquerda A de (X, .S), temos que A*
¢ um repulsor a esquerda de (X, S). Além disso, para todo subconjunto N C X, temos
que Q(N) é a intersec¢ao de todos os atratores a esquerda contendo w, (V). Assim, o
conjunto de recorréncia por cadeias é dado por

R = ﬂ {AU A" : A éum atrator a esquerda de (X, 95)}.

Nesta tese abordamos alguns casos de grupos de transformagoes a direita.
Outra observacao que fazemos diz respeito a hipdétese de S ser um semigrupo de
homeomorfismos sobre X. Neste caso, um conjunto w-limite & direita do semigrupo de
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transformagao (S~1, X) é um conjunto w*-limite a esquerda do semigrupo de transfor-
macao (5, X). Da mesma forma, um conjunto w-limite & esquerda (w*-limite a direita ou
w*-limite & esquerda) de (S™1, X) é um conjunto w*-limite a direita (w-limite & esquerda
ou w-limite & direita) de (S5, X). Essas relagoes entre os conjuntos limites se refletem
naturalmente sobre os atratores e repulsores de (S!, X) e (S, X). No entanto, tais rela-
¢oes nao garantem que os pontos recorrentes por cadeias de (S™1, X) coincidem com os
pontos recorrentes por cadeias de (S, X), pelo menos quando S nao ¢é invariante. De fato,
pois a reversibilidade garante que o conjunto de recorréncia por cadeias R de (S, X) é
S-invariante e que o conjunto de recorréncia por cadeias R~ de (S, X') é S~l-invariante
(c.f. Corolario 1.46), mas nao conseguimos mostrar que estes sao estaveis.

Notemos que as coisas se simplificam quando S é invariante. Neste caso, tanto um
atrator como um repulsor de (S, X) s@o conjuntos estaveis, o mesmo ocorrendo em
(S71 X). Além disso, um atrator de S~ é um repulsor de S, e um repulsor de S~! ¢ um
atrator de S. Logo, R~ = PR. Outro fato interessante é a relagao entre os conjuntos de
transitividade por cadeias de (S, X) e (S~!, X). Dado z € X, denotemos respectivamente
por Q (z) e Q(z)” os conjuntos Q-limite por cadeias de  em (S, X) e em (S, X). O
seguinte resultado é uma versao da Proposicao 1.57 para conjuntos 2*-limites por cadeias.

Proposigao 1.80. Assuma que S é um semigrupo invariante de homeomorfismos. Dado
x € X, entdo, Q* (x) € a intersec¢ao de todos os repulsores contendo w* (z).

Demonstragao: Nao é possivel repetir a demonstracao da Proposicao 1.57 para este

caso. No entanto, pela Proposigao 1.55, temos que * (z) = ﬂ w* (Q (z,U,t)), onde
UEO teS
cada repulsor w* (Q* (z,U,t)) contém w* (). Seja R um repulsor contendo w* (x), e to-

memos o (tnico) atrator A tal que A* = R. Se y € Q* (x), entao, € Q(y), onde Q (y)
é a intersecgao de todos os atratores contendo w (y). Agora, se y ¢ AU R, segue da
Proposigao 1.16 que w (y) C A e w* (y) C R. Logo, z € A, donde w* (z) C A, pois A é
estavel. Mas isto é uma contradigao, pois por hipotese w* (z) C R. Entdo, y € AU R,
ey ¢ A, pois do contrario terfamos novamente que w (y) C A. Portanto, y € R, donde
segue o resultado. 0

No caso de semigrupo reversivel nao invariante de homeomorfismos nao vale uma
versao analoga da Proposicao 1.57 para conjuntos {2*-limites por cadeias, devido ao fato
dos atratores a direita nao serem estaveis. Mais especificamente, nao garantimos que o
fato de um ponto z pertencer a um atrator a direita A implica w* (z) C A. Uma versao
mais fraca ja foi provada na Proposicao 1.59.

Agora, se S ¢é invariante, segue da proposicao acima que Q) (z)” = Q* (z) e Q* (z)” =
Q (z). Isto significa que os conjuntos de transitividade por cadeias de (S, X) coincidem
com os de (S7! X). O que muda é a ordem dinAmica entre esses conjuntos. Ou seja, se
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E e F' sao conjuntos de transitividade por cadeias e £ 3 E' em (S, X), entdo, £ Z F
em (S71 X). Isto se deve exatamente as igualdades Q (z)” = Q* (z) e Q* (z)” = Q(2).
O caso invariante, portanto, traduz exatamente o que ocorre com a dinamica de fluxos.



Capitulo 2

Semigrupos de transformacoes em
fibrados flag

Estabelecidos os conceitos dinamicos para agoes de semigrupos, consideramos agora se-
migrupos de transformagoes em fibrados. Abordamos ac¢oes de semigrupos reversiveis
sobre um fibrado principal e um fibrado associado, abrangendo objetivamente os fibrados
flag. Apresentamos entao uma correspondéncia aos resultados sobre transitividade por
cadeias obtidos por Braga Barros e San Martin [4] e Patrao [22].

2.1 Acoes de semigrupos de endomorfismos

Nosso objetivo nesta parte é estabelecer os resultados sobre transitividade por cadeias
para semigrupos de transformagoes em fibrados. Para esta realizagao, abordamos a teoria
de semigrupos de sombreamento apresentada na Secao 1.3.2 e no Apéndice A.3, além do
conceito de endomorfismos em fibrados topologicos esbogado no Apéndice C.

Para todo espago topoldgico Y, denotamos por C; (Y') o conjunto de todas as aplica-
¢oes continuas entre subconjuntos abertos de Y.

Consideremos um fibrado principal localmente trivial 7 : Q — X com grupo estrutu-
ral G. Dado um espago topologico F' sobre o qual GG age a esquerda, seja 7g : ' — X o
fibrado associado a 7, onde E = @ X F. Para cada par (q,u) € @ x F, denotamos por
q-u aclasse de (¢,u) em E. Se A C F' é um subconjunto nao vazio, denotamos por ¢q- A
o conjunto de todas as classes ¢ - u com u € A. Para x € X, denotamos a fibra 7@1 (x)
por F,.

Definigao 2.1. Um endomorfismo local de () € uma aplicagdo continua ¢ : dom (¢) —
Q tal que

1. dom (¢) =71 (U), onde U C X € um subconjunto aberto, e

57
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2. ¢(q9) = ¢(q) g, para todos q € dom (¢) e g € G.

Denotemos por End,; (@) o conjunto dos endomorfismos locais de Q). Entao, End; (Q)
¢ um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfimos locais de Q).

Para cada ¢ € End; (Q), temos a aplicagdo continua ¢x : 7 (dom (¢)) — X dada
por ¢x (m(q)) = 7 (¢ (q)), denominada aplica¢do induzida por ¢ em X. Também te-
mos a aplicagio continua ¢g : 75" (7 (dom (¢))) — E dada por ¢ (q-u) = ¢(q) - u,
denominada aplica¢ao induzida por ¢ em E. O conjunto End; (X) de todas as apli-
cacoes induzidas por End; (@) em X é denominado de semigrupo dos endomorfismos
locais de X, e o conjunto End; (F) de todas as aplicagoes induzidas por End; (Q) em E
é denominado de semigrupo dos endomorfismos locais de E.

Um semigrupo local de endomorfismos de () € um subconjunto S C End; (Q) fechado
para as composigoes. O seu semigrupo local induzido em X é o conjunto

Sy ={P € () (X) : existe p € S com & = ¢y}
e o seu semigrupo local induzido em E é o conjunto
Sp={® e (F):existe p €S com & = ¢g}.

Assumimos que a fibra tipica de E = @ Xg F' é um espago métrico compacto (F,d)
e que o espaco base do fibrado 7 : () — X é paracompacto.

Seja (S, @, 0) um semigrupo de transformagao tal que S é um semigrupo reversivel
agindo por endomorfismos sobre @), ou seja, o, € End;(Q), para todo t € S. Os
semigrupos de transformacoes induzidos na base X e no espaco associado E sao indicados
respectivamente por (S, X, O'X) e (S, E,UE), onde 0;¥ = (04)y € of = (o), para todo
t € S. Como 000, = 0y, temos que g;X 00X = 0% e of o 0F = oL para quaisquer
s,t € S.

Agora, consideremos uma cobertura trivializante localmente finita {U;},., de Q. En-
tao, para cada ¢ € I, existe um homeomorfismo v¢; : 7! (U;) — U; x G dado por
V; = (m,v;), onde v; : m ! (U;) — G & uma aplicagao continua tal que v; (¢9) = v; (q) g,
para todos ¢ € 771 (U;) e g € G. A familia ¥ = {(U;,¢;)},.; ¢ denominada um a-
tlas de (). O atlas induzido em E é definido como segue. Para cada i € I, a aplicagao
vF 7.t (U;) — F dada por vF (¢ - u) = v; (q) u é aberta. Assim, vF : 7' (U;) — U; x F
dada por ¥F = (7p,vF) ¢ um homeomorfismo. Entao, a familia O¥ = {(U;,¢vF)}

um atlas de E.

ier ©

Quando for necessario, denotaremos 1 também por 1; para nao carregar a notagao.
Para cada i € I, seja x; : U; — @ a secao local do fibrado. Tomemos t € S e
q€ Q. Serw(q) €U eoai(r(q) € Uj, entdo, oy (x; (7 (¢q))) pertence a mesma fibra que

x;j (0 (7 (g))). Com efeito, temos que

7 (o0 (xi (7 (9))) = 07" (7 (xi (7 (0))) = 07" (7 () =7 (x; (07" (7 () -
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Assim, existe p;; (t,7(q)) € G tal que

o (xi (7 (9))) = x; (o7 (7(2))) pij (t.7(q))-

Chamamos a aplicacao p;; de cociclo local definido por x; e x;. Esta aplicacao
satisfaz a propriedade de um cociclo no seguinte sentido. Sejam s,t € S e ¢ € ) tais que
7(q) € Uy e 0i* (7 (q)) € Uj e o2 (mw(q)) € Ux. Entao, existem elementos p;; (t,7 (q)),
pir (st,7(q)) e pji (5,0 (7 (q))) de G tais que

pi (st, 7 (q)) = pjr (s, 07 (7 (q))) pij (t. 7 (q)) -

Definigao 2.2. Dados e > 0 e uma cobertura abertad de X, uma cobertura W-adaptada
de E ¢ definida por

U-={;7" (UNU;) x B.(u):UelU,iel euecF}.

Denotamos por Oy (E) a familia de todas as coberturas abertas W-adaptadas. Sob
condigbes bastante gerais, a familia Oy (E) é admissivel. Com efeito, se o fibrado @ — X
pode ser reduzido a um subfibrado P — X cujo grupo estrutural K age na fibra por
isometrias, entdo, a familia Oy (F) é admissivel. Este resultado é demonstrado com
detalhes na Segao 5.5.1 de [22], e pode ser aplicado nos casos de fibrados flags associados
a um fibrado principal, propriamente na construcao da transitividade por cadeias para
semigrupos de transformacoes no fibrado.

No entanto, outra condigdo é necessaria para que possamos usar os resultados da
teoria de semigrupos de sombreamento. O semigrupo local sobre o qual é realizada as
perturbagoes do semigrupo S precisa satisfazer a propriedade de transitividade local
com respeito a familia Oy (F). Esta propriedade é satisfeita entao pelo semigrupo de
endomorfismos End; (F). Todos os detalhes da demonstragao deste fato se encontram
na Segao 5.1.2 de [22], onde sao estabelecidas algumas hipoteses para a agdo do grupo de
estrutura G sobre a fibra F'. Assumindo que (F, d) é convexo e que, para todos u,v € F,
existe g € G tal que v = gu e

d(u,v) = supd (gw, w)
wel

entdo End, (E) ¢ Oy (E)-localmente transitivo. Estas condigoes sao satisfeitas no caso
de G conter um subgrupo compacto e metrizavel (K, dx) agindo aberta e transitivamente
na fibra F, fato que esta ligado diretamente com a existéncia de uma métrica invariante
por K em F', a qual é compativel com a sua topologia. Neste caso, a fibra F' é identificada
com o espago quociente de K por um subgrupo de isotropia, e a métrica invariante em
F compativel com a topologia quociente ¢ a métrica de Hausdorff dg obtida a partir de
dk. Contudo, a agdo de K em (F,dy) ¢ Oq,, (F)-localmente transitiva, onde Oq,, (F) &
a familia de todas as coberturas B., constituidas por todas as e-bolas de F' na métrica
de Hausdorff.
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2.1.1 Transitividade por cadeias

A partir de agora assumimos que o fibrado () — X é reduzivel a um subfibrado P — X
com grupo de estrutura K, onde K C G é um subgrupo compacto e metrizavel agindo
aberta e transitivamente na fibra F' do fibrado associado £ — X. Munimos F' com a
métrica de Hausdorff, denotada por d, e assumimos que (F,d) é convexo.

Fixando um atlas ¥ = {(U;,vs)},c; de @, consideremos a familia O = Oy (E) de
todas as coberturas abertas W-adaptadas. Entao, O é admissivel e o semigrupo de
endomorfismos End; (E) ¢ O-localmente transitivo.

Conforme as defini¢coes e notacoes empregadas na Secao 1.3.2, dados U. € O et €
S, denotamos por End; (E),_, o (Ue,t)-semigrupo de sombreamento do semigrupo de
transformagao (S, E'). Segue entdo um caso particular do Teorema 1.49 para semigrupos
de transformacoes em fibrados associados.

Teorema 2.3. Um subconjunto nao vazio M C X é um conjunto de transitividade por
cadetas relativo a O se, e somente se, para cada U. € O et € S, existe um conjunto
controldvel efetivo Dy, para a agio do semigrupo de sombreamento End; (E), , de
forma que

M = ﬂ (Dset)g = ﬂ Dy p = ﬂ fe (Dy..) -

U€0,tes U€0,tesS U0, teS

Cada semigrupo de sombreamento End, (E)u&t ¢ induzido pelo semigrupo local

S = {6 € Endi(Q) : 65 € Endy(B),,, |

o qual é gerado pelo conjunto

Vi ={0¢00s: 05 € Venap (id,U.) s € St}.

Para aplicarmos os resultados preliminares precisamos verificar que os semigrupos
Sy + sao acessiveis.

Dados z € X e g € (G, denotamos por ¢, : X — X a aplicagao constante igual a x, e
por L, : G — G a translacao a esquerda por g. Consideremos ¢; x Ly : X x G — X x G
a notacao usual da aplicacao produto de c, e L,. Agora, para cada ¢ € [ e U € U,
definimos a aplicagao

Zif,m,g = @Z)i_l o (cz X Lg) 0 ¥ |z—1wnun)

com x percorrendo U NU; e g percorrendo G. Entdo, ¢! ¢ um endomorfismo local de

7
Ux,g
Para a verificacao do proximo resultado, precisamos do seguinte lema, cuja prova se
encontra em [22|, pagina 98.
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Lema 2.4. Sejam p,q € Q e ¢ € End; (Q) tais que p = ¢ (q) e ¢ € Vinam) (id,Us).
Entao, existem 1 € I, U € U, g € G e A uma vizinhan¢a aberta de g em G tais que
éJ,w(p),g (q) =p e, para todosy € UNU; e h € A, tem-se que ( b%h)E € Venayp) (id,U.).

Proposigao 2.5. Sejam q € Q, t € S eU. € O. Entao, as orbitas Sy, .q e Sfy_,q sao
conjuntos abertos.

Demonstragao: Semelhantemente & demonstracao da Proposi¢cao A.14, basta mos-
trarmos que os respectivos geradores Vi, ;q e Vj; ,q sao conjuntos abertos de ). Pri-
meiramente, seja p € Vi :q. Entdo, existem ¢ € End;(Q) e s € St tais que ¢p €
Vina,(p) (id,Uz) e ¢ (sq) = p. Pelo Lema 2.4, existem i € I, U € U, g € G e A vizinhanca
aberta de g em G tais que gb@,ﬂ(p)’g (sq) = p e, para todos y €e UNU; e h € A, tem-se
que (gb@yh)E € Vinayp) (id,U:). O elemento g de G é dado por g = v; (¢ o x; (7 (sq))),
onde ¢; = (m,v;) e x; : Uy — @ € a secdo local de ;. Entado, Av; (sq) é uma vizinhanga
aberta de gu; (sq) = v; (p). Assim,

v (p) = (w(p),v; (p)) € UNU; x Av; (sq)

isto &, p € ;L (UNU; x Av; (sq)). Agora, se r € ;" (UNU; x Av; (sq)), temos que
7 (r) € UNU; e existe h € A tal que v; (1) = hv; (sq). Assim,

¢§J,7r(r),h (Sq) = ¢Z_1 (W (7“) » Ui (7’)) =T
Visto que <¢@7W(T)7h>E € Vina,(p) (id,U-), temos que 7 € V. +q. Logo,

pE w;l (UNU; x Av; (sq)) C Vigaq.

Portanto, Vi, +q ¢ aberto. Agora, seja p € V;; ;q. Entao, existem ¢ € End; (Q) e s € St
tais que ¢p € Ving k) (1d,U:) e ¢ (sp) = q. Novamente pelo Lema 2.4, existem i € I,
UelU, g e G e Avizinhanca aberta de g em G tais que gb%]m(q)g (sp) = q e, para todos
yeUNU; ehe A, tem-se que ( }MQE € Venayp) (id,U:). Entado, v; (q) = gv; (sp).
Assim,

Wi (sp) = (m (sp) ,v; (sp)) € UNU; x A v (q)
ou seja, p € o (Y7 (UNU; x A7 i (). Ser € ot (v " (UNU; x A7, (q))),

)

temos que hv; (sr) = v; (q), para algum h € A. Logo,

SUngn (57) = Ui (7 (q) ,vi(q)) =g

donde 7 € Vi ,q. Assim, o' (7' (UNU; x A™';(q))) C Vi ,q e, portanto, Vjj ,q ¢
aberto. =
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Agora, denotemos por ¢; (X) o semigrupo das aplicagdes constantes cujos dominios
sao subconjuntos abertos de X tais que cada um deles esté contido num tnico elemento
da familia trivializante {U; : i € I'}. Conforme observagao no inicio da Se¢ao 1.3.3, temos
que ¢ (X) e C; (X) s@o semigrupos locais localmente transitivos em relagao a qualquer
familia de coberturas abertas de X.

Lema 2.6. Sejam t € S el uma cobertura aberta de X. Para todo € > 0, tem-se que
q (X)Z/Lt - (Sus,t)x c () (X)Z/{,t .
Demonstragao: Basta mostrar as inclusoes dos geradores

Vo) (St,U) C (Vi) x C Veyx) (StU) .

Se 1 € Vo x) (St,U), entdo, n = po oy, com ¢ € Vx) (id,U) e s € St. Entao, existem

y € X ei € I tais que ¢ (x) = y, para todo = € dom (p), e dom () C U;, de forma
que dom (¢) € U; se j # i. Vamos mostrar que ¢ = ¢x para algum ¢ € End; (Q)
tal que ¢p € Venge) (id,U:). Com efeito, consideremos o conjunto 7~ (dom (p)) =
Y; ! (dom () x G) e definimos a aplicagio ¢ : 7= (dom (¢)) — Q por

¢ (V7' (z,9) =7 (1, 9)

para todo ;! (z,g) € 7 (dom (¢)). Lembrando ainda que ¥;* (x,g) = x; (z) g, temos
que ¢ ¢ um endomorfismo. Além disso, dado ¢ € 71 (dom (¢)), temos que

ox (m(q)) =7 (¢ (vi" (7 (@), vi (0)))) =7 (¥ (y,vi () = v

Logo, ¢x = ¢, donde (¢ o ;) = 1. Para mostrarmos que 1 € (Vi +)y, resta mostrar
que ¢ € Vg p) (¢d,U:). Dado g -u € dom (¢g), temos que 7 (q) € dom (¢), donde
existe U € U tal que 7 (q),y € U. Assim,

WP (¢p (q-w) =0F (v (y,vi (@) - w) = (y,vi (q) u)

Ui (q-u) = (7 (q) ,vi (q) )
donde ¢5 (q-u),qu € ;' (UNU; x B: (v; () u)) € U.. Portanto, ¢p € Vina,p) (id,Ue),
como querfamos demonstrar. Agora, seja n € (V). Entdo, n = (¢oa,)y, onde
o5 € Vingp) (id,U:). Para a verificacdo de que 1 € Viy(x) (St,U), basta mostrarmos
que ¢x € Viyx) (id,U). Com efeito, dados 7 (q) € dom(¢x) e u € F, temos que
q-u € dom(¢g). Logo, existe ;' (UNU; x B, (v)) € U, tal que q - u,dp(q-u) €
;7 (UNU; x B (v)). Assim, 7 (q) , ¢x (7 (¢)) € U, donde concluimos o resultado.  [J
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Visto que X é paracompacto, entao, a familia O (X) de todas as coberturas abertas de
X é admissivel e os semigrupos locais ¢; (X) e C; (X) sao O (X)-localmente transitivos.
Com isso, apresentamos enfim uma relacao entre a transitividade por cadeias do semi-
grupo de transformacao (S X, aX ) e a transitividade dos semigrupos de sombreamento
induzidos na base.

Proposicao 2.7. O semigrupo de transformagao (S, X, aX) ¢ O (X)-transitivo por ca-
deias se, e somente se, todos os semigrupos (Sy. )y SGo transitivos.

Demonstragao: Se o semigrupo de transformacao (S, X, aX ) é transitivo por cadeias,
segue do Teorema 1.49 que todos os semigrupos de sombreamento ¢; (X )M,t sao tran-
sitivos. Pelo Lema 2.6, isto implica que todos os semigrupos (Sy. ¢), sao transitivos.
Reciprocamente, se todos os semigrupos de sombreamento induzidos na base sao transi-
tivos, segue também pelo Lema 2.6 que todos os semigrupos de sombreamento C; (X )u,t
sao transitivos. Novamente pelo Teorema 1.49, temos que (S, X, aX ) ¢é transitivo por
cadeias, e o resultado esta demonstrado. O

Finalmente, apresentamos uma conexao da transitividade por cadeias no espaco total
E com a transitividade por cadeias no espaco base. A hipotese que assumimos sobre a
agao do grupo G em F' é a existéncia de uma medida de probabilidade invariante. Tal
condigao ¢ satisfeita por exemplo se G é compacto ou solavel (c.f. [39]).

Proposigao 2.8. Se a acao do grupo de estrutura G em F' deiza invariante uma medida
de probabilidade, entao, (S, E,UE) ¢ Oy (E)-transitivo por cadeias se, e somente se,
(S, X,0%) € O(X)-transitivo por cadeias.

Demonstragao: Se (S, X, O'X) ¢ O (X)-transitivo por cadeias, segue da Proposic¢ao 2.7
que os semigrupos (Sy. )y sao transitivos, para todos t € S e U, € Oy (£). Entao,
X ¢ o tnico conjunto controlavel de (S, ). Visto que as 6rbitas do semigrupo S

sao abertas, temos que & ; é acessivel sobre X. Logo, int ((Sug,t) q) # (), para todo

q € Q. Agora, pelo Lema 6.2 em [28], o fato de existir uma medida de probabilidade
invariante por G em F' implica que os subsemigrupos (Sug,t)q de G sao transitivos em F'.
Pelo Teorema 77, segue que E é o tnico conjunto controlavel de End, (E)ug7t' Conclui-
mos entao pelo Teorema 1.49 que (S, E,oF ) ¢é transitivo por cadeias. Reciprocamente,
suponhamos que (S, E, UE) é transitivo por cadeias. Entao, pelo Teorema 1.49, temos
que E & o tnico conjunto controldvel de End, (E),_,, para todos t € S e U. € Oy (E).
Visto que E se projeta sobre um conjunto controlavel efetivo de (Sy. )y, temos que
(Su.t) € transitivo, para todos t € S e U, € Oy (£). Enfim, segue da Proposicao 2.7
que (S, X, 0¥ ) é transitivo por cadeias. 0
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Corolario 2.9. Se o grupo de estrutura G € compacto ou solivel, entao, (S,E,JE) é
Oy (E)-transitivo por cadeias se, e somente se, (S, X, UX) ¢ O (X)-transitivo por ca-
deias.

2.1.2 Conjuntos de transitividade por cadeias em fibrados flag

Atingimos agora o objetivo principal deste capitulo. Apresentamos a caracterizagao dos
conjuntos de transitividade por cadeias para semigrupos de transformacoes em fibrados
flag, a qual é obtida via o grupo de Weyl canoénico da algebra de Lie envolvida.

Seja 7 : () — X um fibrado principal localmente trivial cujo grupo de estrutura G é
um grupo de Lie redutivel com componente semi-simples conexa. Sejam g a componente
semi-simples da algebra de Lie de G e W o grupo de Weyl canoénico de g.

Segundo o Lema 6.4 de [22], o fibrado Q — X pode ser reduzido a um subfibrado
P — X cujo grupo de estrutura é um subgrupo compacto e metrizavel da componente
semi-simples de G, o qual é transitivo nos flags de g. Fixando © C ¥ e um atlas
U = {(U;, i) };e; de @, consideremos a familia Og = Oy (Eg) de todas as coberturas
abertas W-adaptadas. Pela observacao logo apds o Teorema B.14, temos que Og &
admissivel e o semigrupo de endomorfismos End; (Eg) é Og-localmente transitivo.

Seja (S,Q,0) um semigrupo de transformagao de endomorfismos. Assumimos que
o semigrupo de transformacao (S, X, 0% ) induzido na base ¢é transitivo por cadeias.
Conforme a Proposic¢ao 2.7, isto é equivalente ao fato de que, dado © C ¥, o semigrupo
(Su..t) x induzido na base por Sy, ¢ transitivo, para todo U. € Og et € 5.

Visto que S+ C End; (@), temos que os conjuntos controlaveis de (Sy. )y, =
End; (Ee),, , em Eg sao da forma D7 , (w), para algum w € W, onde Df] , (w),N(Ee), #
(), para todo = € X.

Teorema 2.10. Para cada w € W, seja

Eo(w)= (] fe(Df ,(w),).

U-€0p teS
Entao, Fe (w) # 0.

Demonstracao: Fixemos x € X. Visto que (Eg), ¢ homeomorfo & Fg, temos que
(Eg), ¢ compacto. Consideremos a familia de subconjuntos fechados de (Eg), dada por

F = {fe (ID)SEJ (w)o) N(Eg), U € Op et e S} .

Dados ti,....,t, € S e U!

UL € Og, tomemos

teStyN..NSt, e U=U'N..NU".
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Se ¢ = min{ey, ..., &, }, entdo, U < L{gi, para ¢ = 1,...,n. Pela observagao logo apos a
Definicao A.11 do Apéndice A.3, temos que

End (EG)Z/{E,t C End, (E@)

Uéi i

para todo i. Logo, D , (w), C Dy, , (w),, donde

0 # Dy, (w)y N (Be), € Dpj: . (w)y N (Ee)

xT

para todo i. Assim,
e (B ., (), ) N (Ee), # 0.
i=1

Portanto, F satisfaz a propriedade de intersecgao finita, donde concluimos que Fg (w) #
0. O

A Proposi¢ao 2.10 juntamente com o Teorema 2.3 nos apresentam todos os conjuntos
de transitividade por cadeias do semigrupo de transformacao em um fibrado flag. Mais
ainda, podemos mostrar que os conjuntos de transitividade por cadeias no fibrado flag
maximal £ sao projetados sobre os conjuntos de transitividade por cadeias num fibrado
flag Eg. Com efeito, dados U € O (X), e > 0et € 5, seja Sy.+ C End; (Q) o se-
migrupo que induz o semigrupo de sombreamento End; (E)u&t em [E. Observemos que
os (U.,t)-semigrupos de sombreamento nao dependem da estrutura de semigrupo de S,
mas, somente do elemento ¢ € S. Sendo assim, podemos também considerar sombre-
amentos com endomorfismos pequenos em () da mesma maneira realizada no contexto
de semifluxos (ver Capitulo 2 de [15]). E possivel mostrar que existe um semigrupo
S(Q;U,¢e,t) C End; (Q) o qual possui drbitas progressivas e regressivas abertas em @ e
induz ambos os semigrupos de sombreamento End, (E),, , e End,; (Ee),,_, nos respectivos
fibrados flag (c.f. Teorema 2.9 de [15]). Em particular, S (Q;U, e,t) C Sy +, donde segue
que End; (o), , C (Su.t)g,- A inclusdo contraria segue pelo fato da fibragao natural
o : F — Fg ser uma contracao com respeito as métricas de Hausdorff. Para ver isto,
tomemos V' = (Mf)fl (UNU;) x B:(u),comU eU,icleucF. Seq-veV,entao,
(m(q),vi (@)v) € (UNU;) x B (u). Assim

de (vi (¢) me (v), e (u)) < d(vi(g) v, u) <e.

Logo,
¥ (T (¢-v)) = (7 (q) ,vi (@) me (v) € (UNU;) x B (7o (u)).
Portanto, g (¢ - v) € (z/JEe)_l ((UNU;) x BY (me (u))), donde concluimos que

7

Fo ((VE) ™ (UNT) x B. () € ()™ (U NU:) x BE (me (u)))
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Agora, dado ¢ € Sy 4, escrevamos

¢:¢100t10“'0¢n00tn

onde (¢;)g € Vena,m) (id,Ue) e t; € St. Se q-v & dom (), entdo, ¢ - u & dom (¢;)g,
onde v = me (u). Logo, existe (¢7) " ((UNU;) x B- (u)) € U tal que ¢ - u,¢; (q) - u €
(w]zE)_l (UNU;) x B. (u)). Assim,

4+ 70 (u),6;(q) Mo (u) € Fo ((4F) " ((UNUYx B (w))
c (W) (UNU) x B® (w6 (u))).

Logo, (qu)E@ € Vina (me) (id,U.), donde concluimos que ¢g, € End, <E9)Ms,t' Portanto,

(St t)g, = End; (Ee),, ;- Enfim, segue do Corolario 4.33 de [22] que e (Dy ¢ (w)) =

Dy, , (w), para todo w € W, onde Dy, ; (w) € o conjunto controlével de End, (E),,_, em E

e D , (w) é o conjunto controlavel de End; (Ee),, , em Ee. Repetindo a demonstragao

da Proposicao 6.7 de [22]|, mostramos que 7g (E (w)) = Eg (w), para todo w € W.
Concluimos assim o seguinte resultado.

Teorema 2.11. Para cada © C X, tem-se que E é um conjunto de transitividade por
cadeias de (S, Eo, O’E@) relativo a Og se, e somente se, E = Eg (w), para algum w € W.
Além disso, tem-se que

7o (E (w)) = Eo (w)

onde Tg € a fibracao E — Eg. Em particular, existe um nidmero finito de conjuntos
Oe-transitivos por cadeias mazimais em Eg.

2.1.3 Tipo parabdlico; ordem dindmica e ordem de Bruhat -
Chevaley

Dados um subsemigrupo T' C G, com int (T') # (), e © C X, seja Ag (1) o tinico conjunto
controlavel invariante de 7' no flag Fg. Conforme [34], existe um tnico © (7)) C ¥ o
qual é maximal satisfazendo 75" (Ag (1)) = A (1), onde A (1) é o conjunto controlavel
invariante de 7" no flag maximal F. O subconjunto © (T") é denominado de tipo parabélico
de T.

Se Ty C Ty sdo subsemigrupos de G com pontos interiores, e Ag (1) e A2 (1) sao seus
respectivos conjuntos controléveis invariantes em Fg, entdo, Ag (1) C A2 (1) e, portanto,
O (Ty) C O (Ty).

Agora, dado um semigrupo local de endomorfismos S C End,; (Q)), o tipo parabolico
©(S,) de S, independe do ponto ¢ € @ (ver Teorema 4.32 de [22]). Assim, O (S) =
© (S,) (qualquer g) define o tipo parabodlico de S. Como conseqiiéncia deste resultado,



Secao 2.1 - Agoes de semigrupos de endomorfismos 67

o subgrupo W (S) = {w € W : D (w) =D (1)} de W & parabolico de tipo O (S), ou seja,
W (S) = We(s) € o subgrupo gerado pelas reflexdes {r, : a« € © (S)}.

Considerando a ordem de Bruhat-Chevaley no quociente W (S) \ W, a qual esta
definida no Apéndice B.3.1, temos o seguinte resultado, provado em [22], Teorema 4.36.

Proposicao 2.12. Seja, S C End; (Q) um semigrupo local. Tem-se que Dg (w) =
Ds (w') se, e somente se, W (S)w = W (S)w'. Em particular, DS (w) = DY (v') se, e
somente se, W (S) wWe = W (8) w'We. Além disso, o conjunto controldvel DS (1) é o
inico mazimal e DS (wy) € o wnico minimal, onde wy € a involugdo principal de W em
relacao a 2.

Na seqiiéncia, definimos um importante conceito original da teoria de fluxos sobre
fibrados flag.

Definicao 2.13. O tipo parabdlico do semigrupo de transformagao (S,Q, o) € dado
por

)= [ ©(Su

U0y (E),tesS
e W (o) denota o subgrupo parabdlico de W de tipo © (o).

O seguinte resultado mostra que a intersec¢ao considerada na defini¢ao de tipo para-
bolico de (S, Q, o) faz sentido.

Lema 2.14. Ezistem U € Oy (E) e tg € S tais que © (0) = © (Sugo,t())'

Demonstracgao: Visto que o sistema de raizes simples ¥ é finito, existe apenas um
numero finito de tipos paraboélicos de semigrupos de sombreamento. Denotemos estes

tipos parabolicos por © (Su;ck 4. ), E=1,..,n. Tomando ¢y = min {eq,...,e,} €
n n
Z/{O:/\u;k € toeﬂStk
k=1 k=1

temos que End, (Ee)u£07t0 C ]Q End, (E@)U§k,tk' Logo,

O (Sup,) C (n] O (Sus, 1) = © (o) € 6 (Sug o)

k=1

e o resultado segue. 0
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O tipo parabédlico reverso de (5, Q, o) é definido pelo dual
0" (o) =—w® (o) = [  —wO (Su.s)

U €0y (]E) tES

(c.f. [32]). Segue do Lema 2.14 acima e da Proposi¢do 6.2 de [32] que ©*(0) =
-1

) <(S“§ovt0> ) (qualquer q).
q

O Teorema seguinte mostra que a ordem dinamica entre os conjuntos de transitividade
por cadeias de (S,Q,0) é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente

W (o) \ W.

Teorema 2.15. Tem-se que E (w) X E (w') se, e somente se, W (o)w = W (o) w'. Em
particular, Eg (w) = Eg (') se, e somente se, W (o) wWg = W (o) w'Wg. Além disso,
Eo (1) € o unico mazimal e Eg (wq) € o tinico minimal, onde wy € a involu¢ao principal
de W em relagao a X.

Demonstragao: Sejam U, € Oy (E) e ty € S tais que © (0) = O (Sy,,4), como no
Lema 2.14. Entao, W (o) = W(SMEOJO), e E(w) C Dy, 4 (w)y, para todo w € W.
Se E(w) 2 E(uw'), entdo, existe £ € E(w) e € E(w') tais que £ € Q (&), donde
¢ e End, (E>u€0,t0£ e, portanto, Dy, 4, (w) = Dy, 4, ('), Segue da Proposi¢ao 2.12 que
W(o)w > W (o) w'. Reciprocamente, sejam w,w’ € W tais que W (o)w > W (o) w'.
Dados V. € Oy (E) et € S, tomemos W =U AV, p =min{e, 0} e s € StN Sty. Entao,
Sw,.s C Suy 1o, donde © (o) = O (Sw,.s). Além disso, novamente pela Proposi¢ao 2.12
temos que Dy, , (w) < Dy, ; (). Visto que E (w) C Dy, s (w), e E(w') C Dy, s (w'),,
segue entao que &' € End; (]E)W/“s &, para todos £ € F(w) e { € E(w'). Logo, £ €
QEW,,s) C Q& Ve, t), para todos € E (w) e ¢’ € E(w'). Portanto, E (w) 2 E (w').
U

A partir de agora, denotemos cada tipo parabdlico © (S, ;) por Oy, . O resultado
seguinte apresenta a principal propriedade do tipo paraboélico da acao de S no fibrado.

Proposicao 2.16. Os conjuntos de transitividade por cadeias Eo) (1) e Eg«(y) (wo)
nos fibrados associados Eg (s € Eg«(y) satisfazem

ol (o (D)) =E(1) e oy (Foro) (wo)) = E (wo).

Demonstragao: Dados U. € Oy (E) et € S, sejam V = U° AU, § = min{e, gy} e
s € StN Sty, onde O (0) = @Mgo,to- Entao, Sy, s C Sy, donde Dy, 5 (1), C Dy (1),
Além disso, Sy, s C SMQO,toa donde ©y, ¢ C O (0) e, portanto, Oy, s = © (o). Agora, se
q-u€ 7?(5(10) (E@(U) (1)), entao,

O(o
¢ T (u) € (DT (1),
Ut
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donde
0w gl (A0 (1)) = 4+ v (Vg C Duga (1),

Logo, ¢-u € E (1), donde concluimos que %(5(10) (E@(a) (1)) C E(1). Visto que a inclusao
contraria vale em geral, temos a primeira igualdade do enunciado. A segunda igualdade
segue pelo mesmo caminho, usando que ASEEU) (wo), = Agf’) (1), - O

2.2 Semigrupos de automorfismos

Nesta secao estudamos recorréncia por cadeias para agoes de semigrupos reversiveis de
automorfismos sobre fibrados flag. Além da parametrizagao dos conjuntos de transitivi-
dade por cadeias pelo grupo de Weyl realizada na se¢ao anterior, apresentamos também
a caracterizagao da transitividade por cadeias nas fibras. A motivacao e fundamento
de nossos estudos provém do conteudo do trabalho [4] sobre fluxos de automorfimos em
fibrados flag.

Sejam (S, Q,0) um semigrupo de transformacao de automorfismos de @, com S
reversivel, e m : () — X um fibrado principal localmente trivial cujo grupo de estrutura
G é um grupo de Lie redutivel com componente semi-simples conexa. Denotamos o* a
acao de S~! sobre Q. Entao, o7, (¢) = 0, (q), paratodot € Se q € Q.

Por praticidade, denotaremos a acao induzida de S (e de S~!) tanto na base X como
no espago total Eg de um fibrado flag associado por justaposi¢ao dos elementos, ou seja,
dado t € S e x € X, denotamos tx = o;* (), e semelhantemente em Eg.

O conceito de seqiiéncias contrativeis em G apresentado na Segao 2 de [35] (ver tam-
bém Segoes 4 e 6 de [2] e [4] resp.) pode ser interpretado como redes contrativeis em
G. Assim, dada uma rede (g,),.; em G e um subconjunto © C ¥ temos os correspon-
dentes conceitos de dominio principal e imagem principal de (g,) no flag Fg. Dado um
terno admissivel (6,a,a"), seja A = exp (a*) e consideremos uma decomposi¢ao polar
G = Kfe (\) K (c.f. Capitulo IX de [16]), onde K ¢ o subgrupo compacto da decompo-
sigao de Iwasawa de G. Escrevemos g, = u,h,v,, com u,,v, € K e h, € fe(\). Passando
a subredes se necessario podemos assumir que u, — u e que v, — v em K. Visto que
exp é inversivel na parte hiperbolica A = (exp (a)) da decomposigao de Iwasawa de G,
podemos definir ¢, (h) = e*1°8(") para toda raiz a € Il = IT1(\) e h € A. Tomando o

radical nilpotente
= ), 8

a€ll+—(0)"

da subalgebra 6 (po ())), onde 6 é a involugao de Cartan, seja Ng = exp (né) o subgrupo
conexo com algebra de Lie ng. Dado h € A, o conjunto dos pontos fixos de h é dado por
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{wpe (A) : w € W}. A célula de Bruhat Ngwpe () é a variedade estavel de wpg (N),
para cada w € W. A célula Ngpe (A\) é a tnica aberta, e gNgpe (A) é chamada uma
célula aberta de Bruhat, para cada g € G (c.f. [33]). Além disso, Ngpe (A) é um
subconjunto denso em Fg, e pe (A) é o tnico atrator de h, ou seja, h"zr — pe ()

—na(log(h)

com n — oo, para todo z € Ngpe (A). Isto ocorre porque e ) — 0, para

todo a € TIT — (©)7, ja que —a (log (h)) < 0. Agora, uma subrede de (Ad(hb) ’né)
converge para uma aplicacao linear 7 : ng — ng, a qual é diagonal com autovalores
dados por a, = lim, ¢_, (h,), para cada o € TIT — (©)". Assim, dado 2 € v™"'N~pe (N),
temos que g, converge para algum ponto em wexp (im (7)) pe (A). Entéo, os conjuntos
conexos dome (g,) = v~ (N~ pe (A)), e img (g,) = wexp (im (7)) pe () sdo denominados
respectivamente de dominio principal e imagem principal de (g,) em Fg. A imagem
principal de (g,) se reduz a um ponto se, e somente se, 7 = 0. Neste caso, a rede (g,) ¢
dita contrativel com respeito a Fg.

Se A C © C Xel(g)eéumarede em G, entdao, 5 (ima (g,)) = ime (g,), onde
75 : Fao — Fg ¢ a fibragio natural. Com efeito, suponhamos que A # O e tomemos
a € IIT — (A)T tal que o ¢ TIT — (©)". Entdo, a (He) = 0, onde He € fe(a*) é tal
que © = © (Hp) ¢é o anulador de Hg. Logo, se 7 (X) € g_,, com X € ny, temos que
Ad(exp7 (X)) Ho = Hg, ou seja, exp7 (X) po = po. Isto significa que

exp (im (T |n;>> po = exp (im <T |ng)> Po.

Portanto, 75 (ima (g,)) = uexp (im (7‘ |ng)> po = img (g,)-
Lema 2.17. Seja g, = u,h,v, uma rede contrativel com respeito a Fg, comu, — u e v, —

e. Suponha que C C N~ pg (\) € um subconjunto compacto e tome pg (1) # upe (N).
Entao, existe 1y € I tal que g, 'pe (1) & C, para todo v > 1g.

Demonstracao: A mesma do Lema 6.1 de [4]. O

Dado = € X, assumimos que a rede (tx), 4 converge para um ponto y em X. Sejam
i,7 € I tais que x € U; e y € Uj, e tomemos as segoes locais x; : Uy — Q e x; : U; — Q.
Seja p;; o cociclo local determinado por y; e x;, e consideremos a rede g = p;; (¢, x).

Lema 2.18. Seja x € X e considere as hipdteses e notagoes do ultimo pardgrafo acima.
Entao, dado © C X, x; (y) -ime (g:) C Ee (1).

Demonstragao: Dados U. € Og e s € S, temos que Dy , (1), N (Ee), # 0. Visto
que domg (g;) é denso em Fg, temos que x; (z) - dome (g;) é denso em (Eg),. Como
Dy, , (1), é aberto, temos que Dy, (1),Nx; (x)-dome (g;) # 0. Tomando agora x; (z)-z €
]DSE’S (1), N x; () - dome (g), temos que

t(xi(2) - 2) = txi (2) - 2 = x5 () pyg (L, ) - 2 = X () - iz
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para todo t € St, e algum ¢, € S. Logo, t(x; (z)-2) — x; (y) - 2/, onde 2’ € img (¢;).
Assim, x; (y) - 2 € w(xi(z)-2) N x; (y) - ime (¢¢), donde segue pela Proposigao 1.38
que x; (y) - 2/ é recorrente por cadeias. Mas, como ID)S&S (1) é progressivamente inva-
riante, temos que wq (x; (z) - 2) C fe (Df_, (1)), donde x; (y) - 2’ € Eg (1). Portanto,
X; (y) -ime (g¢) intersepta Eg (1). Agora, de forma semelhante vemos que cada ponto de
X; (y)-ime (g:) pertence ao conjunto w-limite de algum ponto de x; (x)-domg (g;), donde
X; (y) - ime (g¢) é um conjunto recorrente por cadeias. Como y; (y) - img (g:) ¢ conexo
e estd contido na fibra (Ee), , segue da Proposi¢ao 1.39 que x; (y) - ime (g;) € transitivo
por cadeias. Pela interseccao com Eg (1), concluimos que x; (y) - ime (¢¢) C Eeo (1). O

Corolario 2.19. Sejam xz € X ¢ © C X. Assuma que a rede (tx), 4 converge para um
ponto y em X e considere a decomposi¢io polar g, = uhyvy da rede g = p;; (t,x). Se
lim, e~@0o8h) £ 0 para todo o € TIT — <@>+, entao, (S, Ko, O']Ee) € transitivo por cadeias.

Demonstragao: Visto que a transformacao linear 7 = lim, (Ad(ht) |ng> é diagonal

com autovalores a, = lim, e~*(1°8%) segue que 7 é bijetora. Além disso, como ng €
nilpotente, temos que exp |nc3 é sobrejetora. Assim, temos que

img (¢¢) = wexp (im7) po = ulNg pe.

No entanto, pelo Lema 2.18, temos que

X; () -ime (9) C Eo(1)N(Ee),= [ D, (1)yN(Ee),
U:€0p,teS
= () xi @ -AG (1),
U:€0p,tES

donde ime (g:) C Af ,(1),, para todo subsemigrupo induzido (Sus,t>xj(y) (U. € Op e
t € S). Logo, uNgpe C Aj ,(1),, e visto que uNgpe é denso em Fg e Af) (1), é
denso em Agﬁt (1), temos que ASEJ (1) = Fg, para todo U. € Og et € S. . Entao,
temos que Aj , (w) = Aj , (1) e D , (w) = Dy , (1), para todo w € W e, portanto,
Eo (w) = Eg (1), para todo w € W. Agora, visto que os conjuntos controlaveis Dy , (1)
nao dependem dos pontos em @, temos que ASEJ (w) = Agg,t (1), para todo subsemi-
grupo induzido (Sy.+), (U € Op et € S) e ¢ € Q. Segue da Proposicao 3.1 de [31] que
Af  (1)y = A, (wo),, onde A , (1), € o conjunto controlével invariante do subsemi-
grupo (Suat);l. Logo, Af , (1)g = A, (1),, donde segue pelo Corolario 2.1 de [34] que
(Su..t), € transitivo em Fg. Com isso, o Teorema 6.2 de [34] implica que ou (Sy.4), = G
ou Fg ¢é trivial. De qualquer forma, temos que Agat (1) = Fg. Assim, para todo ¢q € @,
temos que

Eo (1)N (EGJ)W((]) =q-Fe
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donde segue Fg (1) = Eg. O

Agora, assumindo que a rede (t‘lx)tes converge para algum ponto z em X, sejam
i,7 € I tais que z € U; e x € U;. Considerando o cociclo local p;;, tomemos a rede

hy = pij (71, ).

Lema 2.20. Seja x € X e considere as hipdteses e notagoes do ltimo pardgrafo acima.
Entao, dado © C 3, x; (2) - img (hy) C Ee (wy).

Demonstragao: Tomemos y; (z) - v € x; (x) - domg (hy) NDF,_, (w),. Entao,

afﬂ (Xi (z) -v) = x; (2) -0, onde v' € img (ht). Logo, x; (2)-v" € w* (xi (z) - v) Ny (2)-
ime (h;). Visto que Df] , (w) ¢ minimal, temos que w* (x; (z)-v) C fe (D, (wp)).
Além disso, pela Proposi¢ao 1.76 temos que w* (x; (z) - v) é transitivo por cadeias, donde
segue que w* (x; (z) -v) C Eg (wp). Logo, x; (2) - v € Eeo (wo) N x; (%) - img (ht). No
entanto, cada ponto de x; (z) - img (h;) estda contido no conjunto w*-limite de algum
ponto de x; (x) - domg (hy). Assim, x; (x) - domg (h;) é recorrente por cadeias e conexo,
donde concluimos que x; (2) - img (h) C Eg (wp). O

O resultado seguinte é andlogo ao Corolario 2.19.

Corolario 2.21. Sejamx € X e © C X. Assuma que a rede (t‘lm)tes converge para um
ponto y em X e considere a decomposicao polar hy = uhyvy da rede hy = p;; (t_l, x). Se
lim, e=®(°8") £ 0 para todo a € TIT — (O)™, entdo, (S, Eo, U]E@) € transitivo por cadeias.

O seguinte lema ¢ fundamental para estabelecermos os préximos resultados.

Lema 2.22. Sejam S C G um subsemigrupo aberto e (g,) uma rede em G. Seimgs) (g.) C
Ag(s) (1)y, onde Ag(s) (1) € o conjunto controldvel invariante de S em Fe(g), entdo, (g,)
€ contrativel com respeito a Fe(s).

Demonstragao: Se Fg(g) ¢ trivial, nao ha o que demonstrar. Assumimos que Fg(g) nao
é trivial. Entao, O (S) # X, e uma célula aberta de Bruhat é um subconjunto proprio de
Fo(s), pois uma tal é difeomorfa a um espago euclidiano. Pela Proposi¢ao 5.4 de [4], temos
que Ag(s) (1) esta contido em alguma célula aberta de Bruhat. Logo, Ag(s) (1) # Fe(s).
Em particular, S # G. Agora, notemos que existe uma raiz o € II* — (0 ()" tal que
a, = 0, pois do contréario, conforme a demonstracao do Corolario 2.19, teriamos que
Ag(s) (1) = Fo(s). Assim, tomemos O C X dado por

0=0©U({ac™—(O(S) 1a,=0}N%).

Se © = X, entdo, a, = 0, para todo o € IIT— (0 (S))*, donde segue que (g,) é contrativel
com respeito a Fg(g). Vejamos que de fato © = X. Suponhamos por contradigao que
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~ \ +
O # X. Entao, para todo o € IIT — <@> , temos que a, # 0. Como na demonstragao

do Corolario 2.19, isto significa que img (¢,) ¢ uma célula aberta de Bruhat. No entanto,

img (9.) = 75" (imes) (9.)) C 75" (Aegs) (1)) = Ag (1),

donde temos que Ag (1) = Fg. Mas, visto que S # G, isto somente acontece quando
Fg ¢ trivial, ou seja, que © = X, donde obtemos uma contradicao. Assim, © = X e,
portanto, imeg(s) (¢,) ¢ um conjunto unitario. O

Na proposicao seguinte, consideramos as notacoes dos Lemas 2.18 e 2.20.

Proposigao 2.23. Dado x € X, as sequintes afirmac¢oes sao verdadeiras:

1. Se a rede (ta:)tes converge para um ponto y em X, entdo, a imagem principal
ime(s) (g:) € um conjunto unitdrio.

2. Se a rede (t'x),.q converge para um ponto z em X, entdo, a imagem principal
ime- (o) (ht) € um conjunto unitdrio.

Demonstragao: Tomemos O (Sy,, +,) = © (o) como no Lema 2.14. Visto que }D)Ss(ﬂo (1),N

(E@(a))y =x; (y) - ASE(;%O (1),, segue do Lema 2.18 que

. O(o
X; () - ime(s) (9t) € Beo) (1) N (Ee)), € X; () -Aufo,io (1) -

. O(o)
Logo, ime () (g:) C Au607t0
que imeg(,) (g;) consiste de apenas um ponto. Agora, como observamos acima, ©* (o) é

(1),- Segue do Lema 2.22 que a rede (g;) é contrativel, ou seja,

o tipo parabdlico do subsemigrupo (Suao,to)_,l Pela Proposicao 3.1 de [31], temos

xi(2)
que AZ(ZO(Z()] (wo)y = ASEO(;()J (1), , onde ASEO(Z()) (1) é o conjunto controlavel invariante de

(Suao,to>;].1(z) em [Fo-(») Com isso, segue do Lema 2.20 que
. O0*(o -
X (2) - imes() (he) C Eor (o) (wo) N (Ber(s)), C x5 (2) - Augo(,tf) (L) -

Logo, ime«() (hy) C AS:O(;S (1), , donde segue também pelo Lema 2.22 que ime- (o) (hy) €
um conjunto unitario. ]

Observemos que no caso em que a base do fibrado é compacta, a Proposicao 2.23 se
aplica para todo ponto de X.

Na seqiiéncia, apresentamos o resultado fundamental para a caracterizagao dos con-
juntos de transitividade por cadeias nas fibras de um fibrado flag.
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Proposigao 2.24. Seja x € X e assuma que as redes (tx) e (t7'x) sdo convergentes em
X com respectivos limites y e z. Assuma também que Eg(,) (1) € S™'-invariante. Entao,
as intersec¢oes Fo(yy (1) N (]E@(U))z e Egx (o) (wo) N (]E@*(U))x sao conjuntos unitdrios.

Demonstragao: Seja i € I tal que x € U;. Notemos que

Eow (1) N (Bew), =xi (@) (| A7 (
U €00, tES

onde cada Ae(a) (1) é o conjunto controlavel invariante de (S, ), ,(,) em Fe(s). Deno-
temos A = ﬂAQ(U) (1), e fixemos by = pe(s) (A) € A. Como Eg() (1) N (Eew)), €

Ust
compacto, temos que A é um subconjunto compacto de Fg(,y. Seja G = Kfe (at (X)) K

a decomposigao polar de G determinada por at (), con&derando que A é uma camara de
Weyl que intersepta (Suso»tO)X.(x) (c.f. Lema 3.2 de [26]). Visto que © () = O (Suy o)

temos que A, (U) o (1) € Ng(,ybo (Proposicao 5.4 de [4]). Logo, A C Ng,)bo. Seja j € I
tal que y € U e tomemos o cociclo local p;; determinado pelas se¢oes locais x; e ;.
Para todo t € S, denotemos g, = p;; (t, ) e escrevemos ¢; = uhyvy, onde u, vy € K e
hy € fe (at (\)). Tomando subredes se necessario, assumimos que u; — u € que vy — v
em K. Além disso, escrevendo X! (z') = x;(2')v™!, para todo 2/ € U;, temos que
X; : Ui — @ é uma secao local tal que tx} (z) = x; (tz) grv ', para todo t € Ssq e algum
so € S. Este fato nos permite assumir que v; — 1. Agora, pela Proposicao 2.23, a rede
(g¢) ¢ contrativel no flag Feg(,), isto ¢, imeg(,) (g:) consiste apenas do ponto uby. Segue
entdo do Lema 2.17 que se b # uby, entdo, existe so € S tal que g, 'b ¢ A, para todo
t € Ssy. Pela propriedade de cociclo, temos que

(s (tz) - b) = xi (@) psi (£ tw) - b= xi (2) - g, D

para todo t € S tal que tx € U;. Assim, para todo t € Ssy tal que tx € Uj, temos que
Xi (@) - 9,0 ¢ xi (2) - A =FEe) (1) N (Eo)),

Como x; (z)-g; 'b € (Eo(s)),, segue que x; (x)-g; 'b ¢ Ee(o) (1), ouseja, t=* (x; (tx) - b) ¢
Eg(s) (1). Visto que Eg(y) (1) ¢ invariante por S™', temos que x; (tz) - b ¢ Eg(y) (1).
Logo, a intersecgao Fg(s) (1N (E@(J))m consiste apenas do ponto x; (tx) - uby. Agora,
visto que Eg(,) (1) ¢ S-invariante, tomando x; (z) - b € Eg(,) (1) N (Ee(s )) temos que
t(xi(x) - b) € Bo(oy (1)N (Ee(s)),, donde t (x; (x) - b) = x; (tx) - uby. Como o, % 6 uma
bijecao entre as fibras (E@(o))x e (E@(U)) .p» concluimos que Fg () (1) N (EG(U)):L« ¢ um
conjunto unitario. No outro caso, notemos que

O0* (o —
Eor(o) (wo) N (Bor(o), = xi () [ Any” (1)
U-€0¢,teS
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onde cada AS:EU) (1)” € o conjunto controlavel invariante de (Sy..t) () em Fo(r). Deno-

-1

. Xi(x

temos A~ = HASEY) (1), e fixemos by = Pe+(s) () € A7, onde a camara p intersepta
Ue t

(SusovtO);.l(m)' Seja G = Kfe(a' (1)) K a decomposigao polar de G determinada por

at (u). Visto que ©* (o) = O ((Suao,fc));.l(x)

A~ C N(;*(U)bo- Seja j € I tal que z € U; e tomemos o cociclo local p;; determinado

), temos que AS:O(ZS (1)” C Ng-()bo. Logo,

pelas segoes locais x; e x;. Para todo t € S, denotemos h;, = p;; (171, x). Pela Proposigao
2.23, a rede (h;) é contrativel no flag Fg« (o), isto é, ime« () (h¢) consiste apenas do ponto
uby. Segue entdo do Lema 2.17 que se b # uby, entdo, existe so € S tal que h;'b ¢ A~
para todo t € Ssg. Pela propriedade de cociclo, temos que

t(x (t72) b) =xi (@) pji (6,677 2) b= xi () - hy'b

para todo t € S tal que t "'z € U;. Assim, para todo t € Ssg tal que t~ 'z € U;, temos
que
Xi (@) b 'b ¢ Xi (2) - A" =Eer (o) (wo) N (Eer(s), -

Como i (2)-h7 b € (Eer(s)),. segue que x; (x)-hi b ¢ Bor(o) (o), ouscja, ¢ (x; (t2) - b
¢ Eo+(») (wo). Pela Proposicao 1.43, Eg+(,) (wo) ¢ invariante por S, donde segue que
X; (t7'x) - b & Eg« () (wo). Logo, a intersecgao Eg«(y) (wp) N (]E@*(g))

t—1lx
do ponto x; (t~1xz)-uby. Agora, visto que alEe(”) ¢ uma bijecao entre as fibras (IE@*(U))

consiste apenas

t—1g
e (Ee*(g))x, concluimos que Eg-(s) (wp) N (Ee*(a))x ¢ um conjunto unitario. Il

Poderia-se perguntar o que acontece no caso do semigrupo S ser simétrico (um grupo,
por exemplo), pois nossas definigdes permitem esta liberdade. No entanto, voltando
o pensamento para a motivacao inicial, que sao os fluxos, vemos que a simetria nao
é interessante, pois o semigrupo considerado no caso é o conjunto dos numeros nao
negativos. Contudo, se S é simétrico, os Lemas 2.18 e 2.20 coincidem em um s6, donde
temos Eg (1) = Eg (wp). Isto significa que existe apenas um conjunto de transitividade
por cadeias em Eg. Assim, o semigrupo de transformagao (S, Ee, OE@) ¢é transitivo por
cadeias, para todo © C X.

Outra questao que surge diz respeito a uma possivel relagao entre os tipos parabolicos
de (S,Q,0) e de (S71,Q,0*). Podemos mostrar uma relacao direta no caso de S ser
invariante e a base do fibrado ser compacta. Com efeito, dado © C ¥, temos que Eg ¢
compacto Hausdorff, pois a base e a fibra do fibrado flag sao compactas. Como vimos
no Capitulo 1, os conjuntos de transitividade por cadeias de (S, Eg) coincidem com os
de (S7!,Eg), invertendo-se a ordem dinamica. Em particular, Ee (1) = Fe (w)" e
Eo (wg) = Eg (1)". Assim, temos o seguinte resultado.
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Proposigao 2.25. Assuma que S € invariante e a base do fibrado é compacta. Entao,

O* (o) = O (o%).

Demonstragao: Seja Tg(o+) : E — Eg(,+) a fibragdo natural. Visto que E (wy) = £ (1)
e que Eg(p+) (wy) = Eg(o+) (1)7, segue da Proposicao 2.16 que

(*) (E@( )( )>:E<w0)'

Sejam U® € O (X) e ty € S tais que O (o) = O (Syoy,). Dado g-u € ﬂq : Agfta*) (1), C
U t

Eo(o+y (wp), temos que %6(10*) (g-u) C q-Ayoy (1),, donde Wé(lg*) (w) C Ayoy, (1),

Agora, se v € Auot (1), , existe g € (Syo, to)fl tal que gu = v. Entao, ’iTé(l o (v) =

gwe( o () C Ay, (1)g, pois Ayoy, (1), ¢ invariante por (Syo to) . Assim, temos que

(Agﬂt (1 )6) C Ayoy, (1), donde 7T@ (Agé"t (1 )5) = Ayoy, (1), . Isto sig-
mﬁca que © (¢*) C ©* (o). Para Veriﬁcarmos a inclusdo oposta, aplicamos o mesmo
processo com respeito a fibragao 7g(y) : E — Eg(s), donde obtemos que © (o) C ©* (¢¥),
ou melhor, ©* () C O (¢*). Portanto, ©* (0) = O (c*). O

2.2.1 Caracterizagao da transitividade por cadeias nas fibras

Desde agora, para todo ponto x da base X, assumimos que ambas as redes (tz) e (t~'x)
possuem subredes convergentes em X, e que o conjunto de transitividade por cadeias
FEo(s) (1) ¢ invariante por S ~1. Procederemos assim com a caracterizacao da interseccao
dos conjuntos de transitividades por cadeias com as fibras de um fibrado flag.

Segue da Proposicao 2.24 o seguinte corolario.

Coroléario 2.26. Os fibrados Ee,) — X e Eg«(o) — X admitem segoes globais continuas
e tnvariantes.

Demonstracao: Definamos x : X — Eg(,) de forma que x (z) é o tnico ponto na
interseccao Fg(y) (1) N (E@(U))x’ e X" : X — Eo+(y) de forma que x* (z) é o tinico ponto
na interseccao Fg-«(») (wo) N (Ee*(a))x, para todo x € X. Se mostrarmos que x e x* sao
continuas, entao, estas aplicacoes definem secoes globais de Eg(y) — X e Eg«(o) — X
respectivamente. Com efeito, seja (:cL)LGI uma rede convergindo para um ponto x em X.
Seja x; : U; — X a secao local tal que = € U;. Entao, existe 1o € Z tal que z, € U,,
para todo ¢ > 15. Entdo, x(x,) = x; (z¢) - b, para ¢ > 5. Tomando um subrede se
necessario, podemos assumir que b, — b em Fo(o). Assim, x; (,) - by — x; (z) - b. Como
Eo(o) (1) € fechado e x (,) € Ee(s) (1), temos que x; ()b € Ee() (1) N (Ee(o) ) ,, donde
Xi(x) -b = x(x). Portanto, x é continua. Enfim, visto que Eg(,) é progressivamente
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invariante, temos que y ¢ invariante. Usando um argumento anélogo mostramos que x*
também é continua e invariante. O

Assim, dado g € @), escrevemos

X (7 () = Xi, (7 (q)) - by

onde 7(q) € Ui, e x € a secao global definida no Coroldrio 2.26. Visto que ¢ =
Xi, (7 (q)) vi, (q), temos que

X (7 (q)) = q-vi, (@) " by

Entdo, a notagao ¢ - x (7 (¢)) representa o ponto v;, (g )" b, € Fo(s). Semelhantemente,
representamos o ponto ¢!+ x* (7 (¢)) em Fo«(,). Desta forma, conforme a Secao 9 de [4],
podemos definir as aplicagoes [ : @) — Fg(s) e f* : Q — Fe-(,) dadas respectivamente

por
fla=¢' x(x(@) e f@=¢' X (x(q)

para todo ¢ € Q. Se (¢,),.; C @ é uma rede convergente em () com limite ¢, entao, ¢, €

Ui, para todo ¢ > 1o e algum 1. Pela continuidade de x o7, temos que g, - v;, (qL)f1 by, —
-1 s . . -1

q-vi, (q) " by Tomando uma subrede se necessario, assumimos que v;, (¢,)  bg, — b.

Entao, ¢, - v;, (qL)_1 bg, — q - b, donde b = v, (q)_1 by Logo, f(q.) — f(q) e, portanto,

f € continua. Semelhantemente, mostramos que f* é continua. Além disso, dado g € G

e ¢ € Q, temos que x (7 (¢q)) = x (7 (qg)), donde

fag) = Vigg (qg)_l beg = g_lviqg <Q)_1 beg = g_lviq (Q)_l by = g_lf (q) -

De forma semelhante, f* (qg) = g7 f* (¢). Ou seja, f e f* sdo equivariantes com respeito
as agoes de G em () e nos flags Fg(o) e Feg«() respectivamente.

Visto entdao que (f(q),f*(q)) = (v, (¢)~" by, s, (¢)~" b), com b, € Fory e b €
Fo+(r), € que a acdo de G é transitiva nos flags, temos que (f (¢), f* (¢)) pertence a uma
orbita da agao produto (diagonal) de G em Fg(,) x Fo-(5). Conforme [4], Segao 5.1,
tomando

p@(a) =p On- (6 (O-)) € F@(o‘) € pé(o.) = p_ on (@ (U)) S F@*(U)

onde p~ =m@adn, aoérbita do par <p9 ) Po(o ) se identifica com a 6rbita G-adjunta
Ad (G) He(s), onde Hg(y) € fe (a™) é tal que © (0) = © (Ho()) = {a € X : a (He()) = 0}
Com efeito, temos que 0 (p@ (o) ) = Po(o); onde 6 é a involucao de Cartan, e WoPg()
Po+(o) (ver [32], Lema 2.2). Além disso, a intersec¢do dos normalizadores N (pe(o ) e
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Ng (pé(g)> coincide com o centralizador Zg (H@(g)) de He(s), que ¢ um subgrupo de Lie
redutivel.

Assim, definimos a aplicagao h : Q — Ad (G) Hg(») onde h (q) ¢ o ponto identificado
com (f (q), f*(¢)). Da continuidade e equivarianga de f e de f* segue que h é continua
e equivariante, onde h (qg) = g~'h (q), para todos ¢ € Q e g € G. Além disso, definindo
(: X — Q@ xgAd(G) He(s) por

temos que ¢ é uma secao global continua do fibrado associado Q x¢ Ad(G) He(s) —
X. Visto que @ xg Ad(G) He(s) se identifica com Q/ZG (H@(U)), isto equivale ao
fato do fibrado @ (X, G) ser reduzivel a um subfibrado principal P (X e (H@(a))),
onde P={qeQ:((n(q)=p(@}ep:Q — Q/ZG (He((,)) ¢ a projecao. Vejamos
que P é invariante pelo semigrupo S. Com efeito, dados ¢ € Q e t € S, temos que
tx (m(q)) = x (7 (tq)), pois Eg( (1) é invariante por S. Da mesma forma, temos que
tx* (m(q)) = x" (7 (tq)). Logo, f(tq) = f(q) e f*(tq) = [*(q), donde h(tq) = h(q).
Assim,

C(m(tq)) =tq-h(tq) =tq-h(q) =t¢(m(q))

paratodoq € Qet € S, ouseja, ( ¢ um homomorfismo de semigrupos de transformacoes.
Agora, dado g € P et € S, temos que

C(m(tq)) = t¢(m (q)) = tu(q) = p (tq)

pois g; é um automorfismo. Portanto, podemos considerar o semigrupo de transformagao
(S, P) sobre o subfibrado, e como Zg (H@(U)) ¢ um grupo de Lie redutivel, podemos
induzir semigrupos de transformagoes em fibrados flag associados a P (X ,2a (H@(U))).

Agora, ordenando o sistema simples canonico ¥ = {aq, ..., @, }, denotemos por r; a
reflexao com respeito a raiz o, e por 7; : E — Ey,,} a fibragao dada por

7i(q-v) =q-m(v)

para todo ¢ -v € E, onde 7; : F — Fy,,y € a fibragao natural entre o flag maximal e o
flag de tipo {a;}. Com isso, definimos a operagao exaustao 7; entre os subconjuntos de
E dada por

% (B) =7, (7 (B))
para B C [E. Como definida no Apéndice B, a operagao exaustao ; entre os subconjuntos
do flag maximal F é dada por
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para A C F. Entao, dado qualquer g € Q) e A C [F, temos que
Vir + Vin (@A) =g (Vi - Yin (A)) -

Para a demonstracao do proximo resultado, observemos que uma familia admissivel de
coberturas abertas de um espaco topologico define um conjunto direto quando munida
com a ordem reversa da ordem parcial entre as coberturas abertas. Logo, podemos
considerar redes indexadas por uma familia admissivel.

Dadas duas coberturas U, Vs € Oy (E), escrevemos U. < Vs se Vs é€ um refinamento

de U..

Proposicao 2.27. Para cada w € W, tem-se que

Fir A (E) = () T Vi Do (w)y) -

U:€0p,tES

Demonstragao: Visto que F (w ﬂ]D)uE )o» @ inclus@o da esquerda para direita
Z/{87

¢ imediata. Por outro lado, tomemos £ = ¢-v € ﬂ%l % Dy ¢ (w),). Entdo, para

Ue t
cada U. € Oy (E) et € S, existe &, € Dy, (w), tal que & € i, -+ T, (&up). Segue

diretamente da definicao dos operadores exaustoes que os pontos &, ; pertencem a fibra
Er- Logo, pela compacidade da fibra, a rede dupla (Sue,t)u&t possui uma subrede
diagonal convergente. Uma tal subrede é construida da seguinte forma. O conjunto
de indices é dado pelo produto cartesiano Oy (E) x S9*®) onde (U, f;) < (U2,12)
quando U, S UZ e f, (U:) € Sty (U.), para todo U € Oy (E). Para cada indice (U, f)
de Oy (E) x S9*®) temos o termo Sty = Sue i) Entao, . r) converge para algum
ponto 7 na fibra E, ). Agora, os pontos intermediarios fu £y Z’j_tl tais que

fﬁil (5) = %7;1 (&}{E,t) 7%1'2 (512,15) = %Zé (gbz{g,t) PERED) fﬁ%n (gn;tl) = %’Ln (&x&ﬂf)

também pertencem a fibra E.(,). Logo, cada rede (f{f,gt) ot possui uma subrede diagonal
convergente. Assim, usando a continuidade das fibragoes obtemos que £ € 5;, -+ - 7;,. (1).
Para concluirmos o resultado, resta-nos mostrar que n € F (w). Com efeito, dados
U. € Oy (E) et € S, escolhamos tg € St. Tomemos Vj € U tal que ton € V. Tomando
U € Oy (E) com U < %Z/{E, seja V € U! uma vizinhanga aberta de 7. Entao, existe
(Uao, fo) € Oy (E) x SO tal que Ews) €V eto,r) € Vo, para todo (Vs, f) > (u507f0)~
Agora, tomemos uma fungao f; € SO“I“(]E tal que

ft (V(;) € St N Stto N Sfo (VJ)
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para todo Vs € Oy (E). Dado um refinamento Vj de ambas as coberturas U5 e U2, , temos

que (V4,£) > (U2 ,1;), donde

€0’
tOf(vg,ft) €W € é(v(g,f,s) cV.

Visto que f; (V5) € St N Stty e que g(V(/;,ft) € End, (E)Vg,ft(vg) g(V:;,ft)’ temos que
5(1}3,5) € Lnd, (E)vg,t tOf(v(g,ft)

ou seja, existe uma (Vj,t)-cadeia de tOf(v(g,ft) até 5(Vg,ft)' Como V5 < Ul e U! < %Ma,
segue que existe uma (U, t)-cadeia de t[)f(V(,S’ft) até n. Assim, como tyn, toﬁ(véit) e W,
concluimos que n € Q (n,U.,t). Portanto, n é recorrente por cadeias. Além disso, dado
¢ € E(w), temos que ¢ € Dvg,ft(vg) (w),. Logo, existe uma (Vj, t)-cadeia de ¢ até 5(%&),
donde 1 € Q(s,U.,t). Também existe uma (V},t)-cadeia de §(Vé7ft) até ¢, donde segue
que ¢ € Q(n,U.,t). Portanto, n € E (w). O

O resultado seguinte é crucial para a formalizagao da transitividade por cadeias nas
fibras de um um fibrado flag. Para a sua verificagao, usamos o lema a seguir.

Lema 2.28. Seja S um semigrupo de endomorfismos locais agindo sobre Q). Dado um
congunto controldvel D (w) de Sg em E, tem-se que

AD(w) NErgy = ¢ AAT (w))

A'(D (W) NErig) = q- A" (A7 (w))
para todo q € (), onde A? (w) € o w-conjunto controldvel efetivo de S, em F.

Demonstracao: Se g-u € A(ID (w))NEx(,), entao, existe ¢ € S tal que ¢ (¢)-u € D (w),.
Tomando ¢ -v € D (w), N Ex(), temos que existe ¢ € S tal que p¢ (q) - u = ¢ - v. Logo,
existe g € G tal que ¢ (q) = qg e u = g~ 'v. Isto significa que g € S, e u € A (A? (w)).
Portanto, A (D (w)) NExq C q- A(A?(w)). Por outro lado, se ¢ -u € ¢ - A(A7 (w)),
entdo, existe h € S, tal que hu € A7 (w),. Assim existe ¢ € S com ¢ (¢) = ¢gh. Logo,
¢ (q)-u=q-hucq-A?(w), =D (w), NEqg. Portanto, ¢-u € A(D (w)) NEr (), donde
q-AA?(w)) C A(D(w)) N Erg. Temos entao a primeira igualdade do enunciado. A
segunda igualdade segue por um argumento semelhante. O

Proposicao 2.29. O dominio de atragio de E (w) é dado por

A(E (w)) = iy -+ Yin (E (wo))
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onde wow = ry,...1;; € uma decomposi¢do minimal, e o dominio de repulsio de E (w) é
dado por
AN(E (W) =7 (B (1))

onde w =r;j, ...15 € uma decomposi¢ao minimal.
Demonstragao: Pela Proposigao 1.52 temos que A (F ﬂA Dy, + (w)), donde

segue pelo Lema 2.28 acima e pelo Teorema 6.3 de [31] que

A(E(w)) NExrq ﬂq A AZ{t ﬂ%1‘ Vi q A, t(wO)o)
mry“' 'V”Ln DL{E ( )()me(q))

para todo ¢ € @), onde wow = r;, ...r;; € uma decomposi¢ao minimal. Segue agora da
Proposicao 2.27 que

AE (W) NErg) = Fir -+ Yin (£ (wo) NErq)) -

Assim,

U A(E (w)) NErg) = iy -+ Vi (£ (w0)) -
q€Q

Agora, pela Proposicao 3.1 de [31], temos que
A* (AZqJE,t (w)) =A (AZqJE,t (wow)_)

onde Af, , (wow)™ € o conjunto controlavel efetivo de (Sug,t);l em F. Assim, pelos
Teorema 6.3 e Proposigao 3.1 do mesmo artigo temos que

A" (A (@) =% i (A (w0)g) = Vi =+ i (A4 (1))

onde w = wy (wWow) = rj,,...r;, € uma decomposi¢ao minimal. Visto que A* (E (w)) =
ﬂA* (Dy. ¢ (w)), segue da Proposigao 2.27 e do Lema 2.28 que

A" (E (w)) NErg = ﬂq A (A ( ﬂ%y T (0 A, (1))
= ﬂ’Yh Vjm DMa (DomETr(q))

= T Tgm (B () NErgy) -

Logo, A" (E(w)) =3, -+ % (E (1)) .
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De acordo com a Segao 7 de [4], dado H € Ad(G) He(s), as componentes conexas
dos pontos fixos da agao adjunta do subgrupo a um parametro exp (tH) em Fg sao pa-
rametrizadas pelo grupo de Weyl W. Denota-se por fixg (H,w) a componente associada
aw € W (cf. Proposigao 7.5 de [4]). Conforme o Lema B.8 do Apéndice B, temos
que fixg (H,w) = gfixe (Ho(o), w) = gKHe( Jwpe, onde H = Ad (9) Ho(o) € K%@(U) éa
componente conexa da identidade do centralizador K Holo) de Hg(r) em K (ver Lema 5.1

de [4]). Agora, pelo fato da fibragao natural mg : F — Fg ser equivariante, temos que
7o (fix (H,w)) = fixe (H,w) .
No caso de © (o) e ©* (o), temos que
fix (H,1) = 71'@( (fixe() (H, 1))
e
fix (H, U)(]) = Wéi(a) (ﬁXG*(U) (H7 wo))

(ver Corolario B.11). Na verdade, as componentes fixg(,) (H, 1) e fixe«(») (H, wy) coinci-
dem com os conjuntos unitarios { gp@(a)} e { gwop@*(a)} (ver Lema B.9). Em particular,

dado ¢ € @ e escrevendo h(q) = gHe(s), temos que h(qg) = He) ~ (p@ o) Po J)>,

donde f(qg) = Peo(), ou seja, f(q) = ghe). Logo, f(q) = fixew) (h(g),1). Analo-
gamente, vemos que f*(q) = fixg«(s) (h(¢),wo). Assim, pela Proposi¢ao 2.16, temos

que
E()NEny = Tob (E%) (1) N (Bow)) () = ot (@ f (@)
— ¢-7g), (fixew) (h(q). 1))
= q-fix(h(q),1).
e também

E(w)) NExig) = Tgr (Ee*( ) (wo) N (]E®*(a))7r(q)) = Torioy (@ 7 ()
= q- W@* (ﬁXe*(a) (h(q),wo))
= q-ﬁx(h(),wo).

Finalmente, considerando as observagoes e notagoes estabelecidas acima, podemos
apresentar o resultado principal desta secao, onde caracterizamos os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias nas fibras dos fibrados flag.

Teorema 2.30. Para cada q € Q, w € W e © C X, a interseccao do w-conjunto de
transitividade por cadeias de (S,Eg) com a fibra sobre w(q) é dada por

Eeo (W), = ¢ fixe (h(q) ,w)
onde h(q) € Ad(G) He(y) € 0 ponto identificado com (f (q), f*(q)).
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Demonstragao: Visto que F (w) = A(E (w)) N A* (E (w)), segue da Proposicao 2.29
que
E(w) =%, - Yin (E (wo)) N Yy - -7 (B (1))

onde wow = r;,...1;, € w =r;j, ...r; sao decomposi¢oes minimais. Logo,

E(W)NErgy = i Yin (B (wo) NEri)) N5 -+ Fjon (E (1) NEryy)
Fir - i (q - fix (b (q) ,wo)) N, -+ g (¢ - fix (R (q), 1))
= q (Vv (ix (R (q) ,wo)) Ny - -y, (fix (A (g),1))).

Pelo Corolario 7.5 de [4] segue que
E(w)NEyq = q-fix(h(q),w).

Enfim,

Eo (w)N(Be)yy = [ D (wo)o N (Ee)q = [T (Du (wo)y N Ergy))
Ue,t Us,t
= 7o (E(w) NExy) = 7o (¢ fix (h(q) , w))

= Q'ﬁX(%(h(Q)vw)'

2.2.2 Grupos de transformacgoes e subsemigrupos invariantes

Se S é um semigrupo reversivel de automorfismos, entao, 7= S~1S é um grupo satisfa-
zendo as condigoes de Ore. No Capitulo 1, estudamos grupos de transformagoes onde o
grupo tem tal caracteristica e a dindmica da acao do grupo é estabelecida pela dinamica
da acao do subsemigrupo reversivel gerador. Ou seja, quando falamos de dindmica de
um grupo de transformacao, estamos nos referindo a dinamica determinada por um certo
subsemigrupo.

No caso geral de agoes de grupos satisfazendo a condicao de Ore, dois subsemigrupos
reversiveis distintos podem determinar dindmicas distintas ao grupo de transformacao.
Veja a Secao 3.2 para uma exemplificacao deste fato. No caso de grupos de transforma-
¢oes sobre um fibrado flag, desejamos estabelecer uma relacao da recorréncia por cadeias
entre os subsemigrupos geradores do grupo.

Conforme vimos no final do Capitulo 1, as condigoes de espago compacto e de sub-
semigrupo invariante garantem uma relacao direta entre as dinamicas determinadas por
um subsemigrupo e seu inverso, o que estende a relacao entre as dinamicas de um fluxo
e seu fluxo reverso (c.f. [4]). Em vista disso, consideramos a partir de agora um fibrado
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principal @ (X, G) com base compacta e um grupo de transformagao (7, @, o) onde T ¢
um grupo contendo subsemigrupos invariantes geradores.

De acordo com a Proposicao 1.77, temos uma grande classe de agoes de grupos onde
a Proposicao 2.24 se aplica sobre todas as fibras dos fibrados flag associados. De fato,
este caso abrange as agoes por automorfismos de subsemigrupos maximais de grupos
nilpotentes (ver Teorema 8.3 de [19]). Veja também o Exemplo 3.2 do proximo capitulo
para um caso nao nilpotente. Porém, queremos encontrar uma forma de estabelecer
o tipo parabdlico para o grupo de transformagao sem depender de um subsemigrupo
gerador.

Para cada subsemigrupo invariante gerador S C T, denotemos O (o, 5) o tipo pa-
rabolico de (T, Q, o) determinado por S, e Eg (w,S) o conjunto de transitividade por
cadeias de (T, @, o) relativo a S e de tipo w € W.

De acordo com o que discutimos no Capitulo 1, concluimos que sobre os fibrados flag
associados a @ (X, G) a transitividade por cadeias relativa a um subsemigrupo invariante
gerador S coincide com aquela relativa a S~'. Nossa questao é sobre a possibilidade de
uma relagao entre as dinamicas relativas a todos os subsemigrupos invariantes geradores
de T'. Nesta discussao, garantimos uma tal relacao de duas formas. Na primeira, envol-
vemos todos os subsemigrupos invariantes geradores do grupo, e mostramos a existéncia
de um subfibrado de @ (X, G) onde eles determinam a mesma transitividade por cadeias
nos fibrados flag associados. Na segunda, estabelecemos o tipo parabodlico do grupo de
transformacao relativamente a uma dada familia especial de subsemigrupos invariantes
geradores maximais no grupo, e associamos um subfibrado onde a transitividade por
cadeias é comum entre os subsemigrupos da familia.

Seja S C T um subsemigrupo invariante gerador e tomemos o tipo parabélico © (o, S)
de (T, Q) determinado por S. Lembremos que os conjuntos de transitividade por cadeias
relativos a um subsemigrupo invariante gerador ¢ invariante pelo grupo todo. Como
vimos acima, o fibrado @ (X, G) é reduzivel ao subfibrado Ps (X L Za (H@(UVS))), e como
S é invariante, temos que Pg é invariante por T, pois assim o sao os conjuntos de transi-
tividade por cadeias. Assim, temos o grupo de transformacao (7', Ps). Por simplifica¢do
de notacao, denotemos Zg (H@((,,S)) = Gg. Entao, Gg é um grupo de Lie redutivel
cuja componente semi-simples é conexa e admite O (o, .S) como sistema simples de raizes
associado a um terno admissivel adequado.

Escolhendo outro subsemigrupo invariante gerador R C T', tomamos o tipo paraboélico
O (0,5, R) C ©(0,5)de (T, Ps) determinado por R, e obtemos o subfibrado T-invariante
P&R (X, GS,R), onde G&R == ZGS (HG)(U,S,R))-

Este processo de determinar subfibrados pode ser aplicado sucessivamente escolhendo-
se outros subsemigrupos invariantes geradores de 7. No entanto, visto que o sistema
simples de raizes inicial X é finito, esse processo deve estabilizar em alguma redugao,



Secao 2.2 - Semigrupos de automorfismos 85

ou seja, existe um subfibrado P (X, G’) que nao pode ser mais reduzivel pelo processo.
Assim, se ¥/ é o sistema simples de raizes de G' ¢ S C T é um subsemigrupo invariante
gerador qualquer, segue que o tipo parabolico de (7', P) determinado por S coincide
com ¥'. Neste caso, o centralizador Z¢ (Hsy) coincide com o subgrupo parabolico Py,
donde temos que Ad(G') Hys é homeomorfo ao flag de tipo ¥/, o qual é trivial. Em
particular, a se¢@o global continua ¢ : X — P X Ad(G') Hxy = Ey/ é€ um epimorfismo
de grupos de transformagoes, e como X é transitivo por cadeias relativo a S, segue que
Eys é transitivo por cadeias relativo a S. Logo, Exy = Ey (w, S), para todo w € W'.
Agora, pela Proposicao 2.16, temos que

E =7y (By) =75 (B (1,5) = E(1,5)

donde E ¢ transitivo por cadeias relativo a S. Enfim, segue do Teorema 2.11 que Eg
é transitivo por cadeias relativo a S, para todo © C Y'. Portanto, a transitividade
por cadeias em cada fibrado flag associado a P (X, G’) ndo depende do subsemigrupo
invariante gerador do grupo.

Agora, observemos que é interessante relacionar as dindmicas entre os subsemigrupos
invariantes geradores maximais no grupo, pois estes determinam os maiores conjuntos
de recorréncia por cadeias. Por isto, definimos o seguinte conceito.

Definicao 2.31. Uma familia F de subsemigrupos invariantes geradores maximais em
T € dita uma familia ideal maximal se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Se S € F, entio, ST ¢ F; e
2. F € mazimal com respeito & propriedade (1).

Se F é uma familia ideal maximal em T, entao, definimos a familia ideal maximal
reversa de F por F* = {S71: S e F}.

Observemos que uma familia ideal maximal juntamente com sua reversa contém todos
os subsemigrupos invariantes geradores maximais em 7.

No caso da reta real R, existe apenas um par de familias ideais maximais, as quais sao
unitarias. Em dimensao maior do que um, existem infinitas familias ideias maximais,
as quais sao infinitas. Por exemplo, fixando um cone maximal S em R?, temos que
F={Rs(S): Ry € SO(2,R),0 € [0,7)} é uma familia ideal maximal em R

Em relacao & uma familia ideal maximal, podemos definir o tipo parabdélico do grupo
de transformagao (7,Q). Para isto, também usamos o processo de tomar redugoes
sucessivas de subfibrados.

Seja F uma familia ideal maximal em 7. Como o sistema simples de raizes de G é
finito, existe um ntmero finito de tipos paraboélicos determinados pelos subsemigrupos
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da familia F, os quais denotamos por O,...,0, C X. A cada O, estd associado um
subfibrado T-invariante P; (X, G;), onde G; = Zg (He,). Tomando um representante
S; € F para cada ©;, temos que S = S;N...NS, # (. Assim, o tipo parabolico de S
esta contido em ©; para todo 4. Logo, faz sentido a intersecgao Ok = ©;N...NO,,. Como
cada P; é T-invariante, entao, P! = P, N ...N P, é T-invariante. Além disso, temos que

G'=Zg <H9é> = ﬂZG (He,). Portanto, P! (X, G') ¢ um subfibrado T-invariante de
i=1

Q (X, @), onde O©F ¢ o sistema simples de raizes de G'. Agora, considerando a mesma
familia F, repetimos o mesmo processo sobre P! (X, G') e determinamos o subfibrado
T-invariante P? (X, G?), onde ©% ¢ o sistema simples de raizes de G?. Aplicando su-
cessivamente o processo, obtemos um subfibrado que nao pode ser mais reduzivel desta
maneira, pois o sistema simples de raizes é finito. Logo, existe um subfibrado de @ (X, G)
onde o tipo parabdlico dos subsemigrupos da familia F coincidem entre si e a transitivi-
dade por cadeias nao depende dos subsemigrupos. Se P™ (X, G™) é o primeiro subfibrado
onde este fato ocorre, entdao, denominamos O (o) = @?H de tipo parabdlico do grupo
de transformacao (7, @), o) com respeito a familia ideal maximal F.

Naturalmente, o tipo parabolico de (T, Q) com respeito 4 familia ideal maximal re-
versa J* coincide com o dual de ©f (o). Com efeito, sejam Oq,...,0, C X os tipos
parabolicos dos subsemigrupos da familia F obtidos na primeira redugao. Visto que os
subsemigrupos envolvidos sao invariantes, temos que 07, ..., ©; C X sao os tipos parabo-
licos dos subsemigrupos da familia F*. Logo, ©k%. = (6L%)". Aplicando sucessivamente
este principio nas redugodes, obtemos que Oz« (o) = 0% (o).

No caso de fluxos, F = {R*} e F* = {R™} formam o tnico par de familias ideais
maximais de R. Obviamente, visto que F é unitaria, temos que O (0) = © (¢) é o tipo
parabolico do fluxo e Oz« (o) = ©* (o) € tipo parabolico do fluxo reverso.

2.3 Exemplos

Fluxos e semifluxos n-dimensionais

Um semifluro n-dimensinal consiste de uma agao de um cone maximal
Si = {(z1,...,zs) €ER" 1 z; > 0}

de R™ sobre um espago topologico. Um fluro n-dimensional é uma agao do grupo
euclidiano R"™ sobre um espaco topologico. Neste caso, fixamos um cone maximal como
subsemigrupo determinante da dinamica do fluxo. Em particular, podemos considerar
fluxos n-dimensionais em fibrados principais diferenciaveis. Uma maneira interessante de
definir fluxos n-dimensionais de automorfismos é obtida a partir da acao infinitezimal.
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Seja m : Q — M um fibrado principal diferencidvel com grupo de Lie redutivel G de
componente semi-simples conexa. Seja g a algebra de Lie da componente semi-simples
de G. Consideremos aplicacoes A*: Q — g, i = 1, ...,n, com valores em uma subalgebra
de Lie abeliana, satisfazendo a equagao

A'(q9) = Ad (97") A'(q)
para todo ¢ € Q e g € G (por exemplo, se 7 : M x G — M é um fibrado trivial, fixa X e
defina A (z,9) = Ad (¢ ') X, para todo (z,9) € M x G). Para cada i e ¢ € Q, definamos

X'(q) = A'(q) (q) gexp (tA'(q))) le=o -

:%(

Entdo, X* é um campo de vetores em . E imediato ver que a solucdo para o sistema
de equagao diferencial ordinaria 2/ = X (z) com valor inicial z (0) = ¢ ¢ dada por
Xi(q) = qexp (tA' (q)). Estas solugoes determinam um fluxo de automorfismos sobre o
fibrado principal. Com efeito, dados ¢ € Q) e g € G, temos que

X/ (¢9) = aqgexp (tA'(q9)) = qgexp (Ad (¢7") tA (q))
= qexp (t4'(9)) 9= X{ (q) g.

Agora, para quaisquer i, j e ¢,p € @), temos que

—~——  ——~— —_—

A AP =A@ A ) =0

donde
XioX)=XloX]

para todos t,s € R. Com isso, uma acao de R™ sobre o fibrado principal é dada da
seguinte maneira. Para (t1,...,t,) € R" e ¢ € @, definimos

o ((t1y .oy tn),q) = thl o---0X] (q) =qexp (tlAl (q)) ...exp (t, A" (q)) -

Pela comutatividade dos campos, temos que ¢ é um fluxo n-dimensional de automor-
fismos sobre o fibrado principal. Observemos que o fluxo induzido na base do fibrado
é trivial, pois as fibras sao invariantes pelo fluxo. Logo, o fluxo induzido na base é re-
corrente por cadeias. Assumindo que M é uma variedade conexa e compacta, segue da
Proposigao 1.39 que o fluxo induzido na base é transitivo por cadeias.

Fibrado das bases

Seja M uma variedade paracompacta de dimensao n. Uma forma linear u a um ponto
x € M é uma base ordenada X7, ..., X, do espago tangente T,,M. Seja L (M) a variedade
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das formas lineares a todos os pontos de M. Se u € L (M) é uma forma linear a um
ponto z de M, definimos 7 (u) = x. Entdo, 7 : L(M) — M ¢é um fibrado principal
com grupo de estrutura Gl (n,R), que é um grupo de Lie redutivel com componente
semi-simples conexa (Gl (n,R) = Z (Gl (n,R))Sl(n,R)). A acdo a direita de Gl (n,R)
sobre L (M) é a acao natural. Dado (v = (Xi,...,X,), A = (a;;)) € L(M) x Gl(n,R),
entao,

uA = (Z alej, cany Zaan]) .

j=1 j=1

Agora, considerando a a¢ao candnica & esquerda de Gl (n, R) sobre R", tomamos o fibrado
vetorial associado 7 : E' = L (M) Xgn,g) R" — M. Enfim, tomando uma variedade flag
Grasmanniana Gry, (R™), temos o fibrado flag w7, ar + £ X qign,r) Gri (R™) — M tomando
uma variedade flag classica F; (R™) de indice I = (i1, ...,1;), i1 < ... <4, temos o fibrado
flag mr, 0 1 B Xainr) Fr (R") — M. Em ambos estes fibrados flag podemos considerar
agoes de subsemigrupos reversiveis de Gl (n,R). Inclusive, podemos definir semigrupos
de transformagoes a esquerda no fibrado. Com efeito, dados A, B € Gl (n,R), definimos
o produto A x B = BA. Denotando Gl(n,R)" = (Gl (n,R), %), temos que a aplicagao
o:Gl(n,R)" x L(M) — L(M) dada por o (A,u) = uA define uma acao a esquerda
de Gl (n,R)* sobre L (M). Tomando um subsemigrupo S no centro de Gl (n, R)", temos
que (S, L (M),0) é um semigrupo de transformagao de automorfismos. O semigrupo de
transformacao induzido na base é trivial, ou seja, S deixa fixo cada ponto de M. Logo,
(S, M, oM ) é recorrente por cadeias. Se M é uma variedade compacta e conexa, temos
que S é transitivo por cadeias na base do fibrado.

Também podemos construir fluxos n-dimensionais sobre o fibrado das bases, da
mesma forma realizada no exemplo anterior.

Outra forma de definir um fluxo n-dimensional é a seguinte. Consideremos o homo-
morfismo de grupo ¢ : R” — Gl (n,R)" dado por

eT1t tTn 0

0 eT1t +Tn

Tomando a agao o : Gl(n,R)" x L(M) — L (M) definida acima, temos que p = o o
(pxid) : R" x L(M) — L(M) define um fluxo n-dimensional de automorfismos, o
qual é transitivo por cadeias na base do fibrado flag se as hipdteses de conexidade e
compacidade forem assumidas.
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Acoes de grupos soltveis

Vimos que um subsemigrupo maximal de um grupo solivel é reversivel. Considerando
subgrupos soltveis de grupos de Lie redutiveis podemos definir a¢oes de subsemigrupos
reversiveis em fibrados principais. Como exemplo, seja 7 : () — M um fibrado principal
diferenciavel com base conexa e compacta e grupo de estrutura sendo um grupo de Lie
redutivel G com componente semi-simples conexa e algebra de Lie g. Tomando uma
subalgebra soluvel h C g, seja H o subgrupo de Lie soltivel e simplesmente conexo cuja
algebra de Lie é h. Entao, H é difeomorfo & R", para algum n, e existe uma base
{X1,..., X,,} de b tal que a aplicacao

(t1,.ytn) € R" — exp (1 X7) . ..exp (t,X,) € H
é um difeomorfismo. Considere uma aplicacao f : Q — Aut (g) tal que

fqg)=Ad(g7") o f(q9)

para todo g € Q e g € G, e que

exp (61X7) ... exp (£, X,) 5 exp (tif (q) (X)) ...exp (tnf (q) (Xp))

seja um isomorfismo de subgrupos solaveis (por exemplo, se 7 : M x G — M é um
fibrado trivial, defina f (x,g) = Ad(¢g~'), para todo (z,g) € M x G). Para cada natural
i entre 1 e n, definimos a aplicacao A*: Q — g por

Al(q) = f(q)(X,).

Entao, A satisfaz

A’ (qg) = Ad (g7') A"(q)
para todo q € () e g € (G, a condi¢ao requerida no primeiro exemplo. Tomemos o campo
de vetores X* sobre @ dado por

—_——

X' (g) = A () (g) = (aex (1A' () leco
O fluxo deste campo é dado por
Xi(q) = qexp (tA" (q)) = qexp (tf (q) (X))

o qual determina automorfismos sobre o fibrado. Agora, devido ao difeomorfismo de H
com R", podemos definir uma aplicacao o : H X () — @ por

o (exp (t1X1) ...exp (£, X,),q) = Xt11 o---0X} (q).
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Logo,

o (exp (11 X1) . ..exp (£, Xn),q) = qexp (t1f (q) (X1))...exp (tnf (q) (X4))

Segue do isomorfismo entre os subgrupos soliveis que o define uma acao por automor-
fismos de H sobre (). O grupo de transformacao (H M, oM ) induzido na base é trivial.
Tomando um subsemigrupo maximal S de H, temos que (H M, oM ) é transitivo por
cadeias com respeito a S.



Capitulo 3

Acoes de grupos na compactificacao de
Ellis

Nesta ultima parte da tese estudamos recorréncia por cadeias na compactificacao de Ellis
de grupos com topologia normal Hausdorff (7)). Com esta topologia, a compactifica-
¢ao do grupo coincide com a extensao de Wallman sobre os ultrafiltros fechados. Um
grupo age por homeomorfismos sobre sua compactificacao, donde temos um caso espe-
cial de grupo de transformagao. Com respeito ao comportamento dinamico de tal agao,
introduzimos o conceito de subsemigrupo semitotal e apresentamos sua relacao com cer-
tos atratores e repulsores e com a transitividade por cadeias. Assumindo as condicoes
de invarianca e semitotalidade sobre o subsemigrupo, determinamos explicitamente os
conjuntos transitivos por cadeias maximais na compactificacao de Ellis.

3.1 A compactificacao de um grupo

Seja G um grupo 7T, nao compacto. Denotemos por GG a compactificacao de Ellis
G. Entao, existe um mergulho € : G — (G e G é um subconjunto denso de SG. A
propriedade central de SG é a extensao de aplica¢oes continuas. Com efeito, se K é um
espago compacto Hausdorff e ¢ : G — K é uma aplicacao continua, entao existe uma
Gnica aplicagao continua v : BG — K tal que ¢ o ¢ = . Esta propriedade caracteriza
completamente a compactificacao 5G.

Na teoria de filtros, G é descrito como o conjunto dos ultrafiltros sobre os conjuntos
fechados de G munido com a topologia “hull-kernal”. Vamos fazer um resumo desta
descrigao de fG.

Denotemos por F (G) a familia de todos os subconjuntos fechados de G. Entéo, um
filtro f sobre F (G) é uma cole¢ao nao vazia de subconjuntos em F (G) satisfazendo as
seguintes propriedades:

91
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1L0¢f;
2. Se A,B € f,entao, ANB € f;

3.Se Ae feACF, com F € F(G), entdo, F € f.

Um ultrafiltro u sobre F (G) é um filtro maximal sobre F (G). Por conseqiiéncia, u
também satisfaz as propriedades:

4. Se Be F(G)e BNA#(, para todo A € u, entdo, B € u;
5. Se A,Be€ F(G)e AUB € u, entdo, ou A € uou B € u;

6. Se u # u/, onde u’ é outro ultrafiltro, entao, existem A € u e A" € u' tais que
ANA =0.

Para cada g € GG, temos o ultrafiltro
u,={A e F(G):gecA}.
Lema 3.1. Seja u um filtro sobre F (G). Entao, as sequintes afirmagdes sao equivalentes:
1. w é um ultrafiltro sobre F (G);

2. Dado um subconjunto fechado A C G, entao, ou A € u ou existe A" € u tal que
A C G\ A

3. Dado um subconjunto aberto U C G, entao, ou G\ U € u ou existe B € u tal que
BcG\U.

Dado um subconjunto aberto U C G definimos o conjunto
h, (U) = {u € BG : existe A € ucom A C U}.
Dado um subconjunto fechado A C G definimos o conjunto
hi(A) ={ue pG:Acu}.
Assim, pelas propriedades de ultrafiltros temos que
h, (U) =BG\ he (G\U) e he(A) =BG \h, (G\ A).

Mais ainda, dada uma colecao finita de abertos Uy, ...,U, C G, temos que

ha (OU,) = Oha (Uz> e ha (ﬁUz> = ﬁha (Uz) .
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Também para uma colecao finita de fechados Ay, ..., A, C G temos que

Com essas propriedades, a familia B = {h, (U) : U subconjunto aberto de G} é uma
base de topologia para o conjunto de ultrafiltros sobre F (G). Entao, B gera a topologia
compacta Hausdorff de SG. O fecho de um subconjunto I' C SG é dado por

fe(l)={uepG:N{v:vel} Cu}.

Enfim, a aplicagdo g € G — €(g) = u, é¢ um mergulho de G em SG. Assim, podemos
considerar que G C G. Dali, para todo subconjunto B C G, temos que

fe (B) = h (feg (B)).

Em particular, temos que fe (G) = 5G.
Tomaremos a liberdade de nao usar as indicagoes de fecho e interior tomadas em G.
Contudo, todas estas afirmacoes estao detalhadas no Apéndice D.

3.1.1 O grupo de transformagao (G, 5G)

A compactificacao G é munida com uma estrutura de semigrupo que induz a estrutura
de grupo de GG. Em especial, G exerce uma ac¢ao por homeomorfismos sobre GG.
Para quaisquer g, h € GG, temos que

UgUp, = Ugh,-
As translacoes a direita e a esquerda em (G satisfazem o seguinte:

1. A translacao a direita R, por u é um homomorfismo, para todo u € G.

2. A translagao a direita R, e a translagao a esquerda L, por u, ¢ um isomorfismo,
para todo g € G.

As aplicagoes Ry, e Ly, sdo as extensoes tnicas das translagoes a direita e a esquerda
R, e Ly, em (G, respectivamente.

A agao & esquerda de G sobre 3G ¢é definida pelas translagoes a esquerda Ly, (g € G).
Dado (g,u) € G x G, denotamos

gu =usu={gA: A€ u}.
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Semelhantemente, a acao a direita de G sobre SG ¢ definida pelas translagoes a direita

Ry, (9 € G). Assim, dado (u,g) € 3G x G, denotamos
ug =uuy, = {Ag: A€ u}.

Contudo, para o desenvolvimento do contetudo deste capitulo, vamos abordar o grupo
de transformacao a esquerda (G, BG). Conforme observamos no Capitulo 1, os resultados
sobre o grupo de transformagao a direita (SG, G) sao obtidos analogamente.

Os subconjuntos minimais de (G, G) possuem caracterizagao peculiar. Com efeito,
eles coincidem com os ideais minimais as esquerda de SG. Outra particularidade de
(G, BG) & a propriedade de extensao de homomorfismos. Seja (G, X) um grupo de
transformacao com espago base compacto Hausdorff. Se ¢ : G — X é um homomorfismo,
entdo, existe um homomorfismo ¢ : G — X tal que ¢ (uy) = ¢ (g), para todo g € G.
Esta propriedade implica na universalidade dos subconjuntos minimais de (G, 8G) (ver
cap. 7 de [11]).

A agao de G em G tem ainda as seguintes propriedades:

1. g(ha (U)) = ha(gU) e (ha(U)) g = ha (Ug), para cada g € G e cada subconjunto
aberto U C G.

2. g(h¢(A)) = he(gA) e (hy(A)) g = he (Ag), para cada g € G e cada subconjunto
fechado A C G.

3.2 Transitividade por cadeias em GG

Enfatizamos agora o conceito de recorréncia por cadeias em (G, G). Para esta abor-
dagem, adotamos a familia admissivel O (5G) de todas as coberturas abertas finitas de
GG constituidas por subconjuntos da base 2. Tomando uma cobertura aberta finita
{U; :i=1,..,n} de G, obtemos uma cobertura aberta finita {h, (U;):i=1,...,n} de
BG.

Seja S & G um subsemigrupo reversivel fechado, de interior nao vazio e gerador de G.

Seja e € G o elemento neutro. Entdo, para cada g € G, temos que w (ue, S) = w (ug, S),
W (e, S) = w* (ug, ), wa (te, S) = wa (ug, S) e Wi (e, S) = w (uy, S).

Proposicao 3.2. Para cada g € G, os conjuntos w, (hs (Sg),S) e wq (he (Sg),S) sao
respectivamente um atrator a esquerda e um atrator a direita de (G, 3G), e os conjuntos
wr (hy (S71g),S) e w} (hy (S7'g),S) sao respectivamente um repulsor a esquerda e um
repulsor a direita de (G, BG).
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Demonstragao: Dado s € int (S5), temos que sSg C int (Sg) e SsSg C int (Sg). Entao,
hf (sSg) e he (SsSg) sdo subconjuntos de int (he (Sg)). Assim,

we (hs (Sg), S) = (e (tShs (Sg)) C [ (£Sg) C int (be (Sg))
tesS tesS
€
wa (he (Sg), ) = [fe (Sthe (Sg)) C [)hr (StSg) C int (be (Sg)) .
tesS tesS

Agora, também temos que s'S7lg C int (S71g) e S7ls71S7lg C int(S7lg). Logo,
he (s71571g) e hy (S71s71S71g) sdo subconjuntos de int (hy (S7'g)). Assim,

w (he (S = (e (S7" 'he (S7'g)) Cint (b (S7'g))
tes
e
i (e (S = (e (75 0y (571g)) < int (e (S~'g))
tes
donde concluimos a demonstracao. O

De imediato pensamos na possibilidade do repulsor a direita wj (h (S71), S) ser o re-
pulsor complementar do atrator a direita wq (hy (5),S5). Em geral, podemos afirmar que
vale a inclusao wj (he (S71),S) C wq (he (S),S)". Com efeito, visto que S ¢ um subse-
migrupo préprio de G, existe t € S tal que t ¢ S™1. Dessa forma, SNt~1S~! = (), donde
temos que ht (S) Nhy (71571) = (). Logo, o atrator wy (he (S),.9) é disjunto do repulsor
wi (he (S71),9). A inclusdo mencionada segue entao pelo fato de w? (hy (S71),S) ser
compacto e invariante. No entanto, com uma condi¢ao adicional sobre o subsemigrupo
S, os conjuntos w} (he (S71),5) e wq (he (S),S)" de fato coincidem. Neste caso, o par
atrator-repulsor (w (hy (S),S),w* (h (S7'),S)) é a tnica decomposigao de Morse nao
trivial de (G, 8G).

Antes de discutirmos sobre uma tal condi¢ao, observemos o seguinte fato. Pelo Lema
1.8, temos que

We (e, S) = we (he (5),5) = w (he (5),9)

wi (e, S) =wj (he (571),5) =w* (he (571, 9).

Entéao, pela Proposigao 3.2, temos que we (e, S) é um atrator a esquerda e que w} (u., S)
¢ um repulsor a direita de (G,3G). Agora, dados s,t € S, temos que wq (ue, S) C
he (Stss) C Sthy (Ss) e w? (ue, S) C he (S ts7is™l) € S~ the (S71s71). Logo,

wa (tte, S) C (\wa (bt (Ss))

seSs
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ue, ﬂw -1 _1)) .

seSs

Por outro lado, para qualquer t € .S, temos que

(wa (br (Ss),S) C wa (be (St), S) C by (St)

seS

(&4

M (e (57171, 8) cwl (b (5717, S) Chy (S717Y)

seS
Portanto,

wa (tte, S) = (\wa (b (Ss), S)
sES

€

uev ﬂw hf ! 71) ,S) .

seS

Assim, wq (u,, S) é uma intersecgao de atratores a direita e w¥ (ue, S) é uma intersecgao
de repulsores a esquerda de (G, G). Com isto, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3. O conjunto wq (u.,S) € um conjunto transitivo por cadeias mazximal

de (G, BG).

Demonstracao: Dado u € wq (ue, S), temos que wq (u,S) C wq (ue, S). Visto que
wq (ue, ) é uma intersecgdo de atratores a direita, segue pela Proposigao 1.57 que
Q(u,S) C wq (te, S). Como wq (ue, S) é transitivo por cadeias, temos que FE, = € (u, S)N
QO (u, S) = wq (Ue, S). O

Corolario 3.4. (G, G) nao € transitivo por cadeias.

Notemos que isto implica que (G, fG) também nao é recorrente por cadeias. De fato,
pois supondo G é recorrente por cadeias, temos que G C Q* (u,, S), para todo g € G,
pois 2* (ugy, ) é invariante. Logo, G C E,,, e como E,, ¢ fechado, temos que 3G = E,,, .
Portanto, G é transitivo por cadeias, contradizendo o corolério acima.

Em particular, o Corolario 3.4 afirma que um grupo compacto nao admite um sub-
semigrupo proprio, fechado e de interior nao vazio, com o qual juntamente satisfaz as
condicoes de Ore. Com efeito, Se G é compacto, entao, fG = G, evidentemente. Neste
caso, G € um conjunto minimal e, portanto, transitivo por cadeias.

Agora, notemos que a vantagem das coberturas abertas finitas é que elas determinam
uma quota para o nimero de saltos em uma cadeia associada. Mais especificamente, se
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uma cobertura tem um ntmero n de conjuntos, entao, uma cadeia a ela associada poderé
ser construida com um nimero menor ou igual a n de pontos. Este recurso nés utilizamos
para mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.5. Sejam t € int (S) e u € fG.
1. Se St € u, entio, Q (u,S) C he (S,).
2. Set™'S™! € u, entio, QO* (u,S) C he (¢71571).
3. Se St € u, entio, O* (u, S) C he (S771).

Demonstragao: Para verificarmos os itens (1), seja v € Q (u, ) e t € int (S). Como
tS; C int (S;) temos que

U = {h, (int (S,)), ha (G \ £S))} € Or (BG) .

Sejam ug = u,...,up, =v € fG, n <2, tg,....,t,1 € Sz e 'y, ..., ,,_1 € U formando uma
(U, t?)-subcadeia de u para v. Suponhamos que I'y = h, (G \ tS;). Visto que tou € Iy,
entao,

u € ty'hy (G\ tSy) = ha (G\ t5'tS;) .

No entanto, como St C t;'tS;, temos que u € h, (G \ St). Mas isto ndo é possivel, pois
St € u. Assim, I'g = h, (int (S;)), donde u; € h, (int (S;)). Se n = 1, entao,

v =1uy € h, (int (S;)) C he (Sy) .

Se n = 2, repetimos o argumento anterior com uj;e mostramos que v = uy € hy (S).
Portanto, Q (u,S) C hf(S;). Para verificarmos o item (2), seja v € Q* (u,S5). Como
t~18~! Cint (S71), temos que
U = {h, (int () b, (G\+71571)} € O; (5G).
Tomemos vy = v, ...,v, =u € G, n < 2, tg,....t,_1 € St e Iy,...,I',_1 € U formando
uma (U, t)-cadeia de v para u. Como t~*S™! € u, entdo, u ¢ h, (G\ t71S™!). Logo,
tn—lvn—la u e Fn—l = ha (1nt (S_l)) )
donde
vnr € by (int (£71,571)) C e (1571

Sen =1, entao, v = vy € he (¢71S71). Se n = 2, repetimos o argumento com v;e obtemos
que v € hy (¢71S71). Portanto, Q* (u,S) C he (¢71571). Enfim, verificando o ftem (3),
tomemos v € Q* (u, S). Como S; ' C int (S~~1), temos que

U= {h, (int (S ha (G\ 571)} € O (5C).
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Tomemos vy = v,...,v, =u € BG, n < 2, tg,....;tpn_1 € Sy ey, ....,I',_1 € U formando
uma (U, t)-cadeia de v para u. Como S; ' € u, entdo, u ¢ h, (G \ St_l). Logo,

tno1Vn—1,u € Ty = hy, (int (S71¢7)),
donde
Un—1 € hy (int (6,2,57¢7")) C he (S71).

Sen =1, entao, v = vy € h; S{l). Se n = 2, repetimos o argumento com v; e obtemos
que v € hg (S[l). Portanto, Q2* (u, S) C hg (S{l). O

Corolario 3.6. Seja u € BG.

1. Se u € wy (ue, S), entio, Q (u, S) C w(ue, S).
2. Se u € Wi (u, ), entio, Q" (u,S) C wj (u, 5).

3. Se u € w* (u.,S), entio, U (u,S) C w* (ue, S).

O proximo resultado mostra que todo ponto do conjunto transitivo por cadeias maxi-
mal wq (u., S) é atingivel por cadeias a partir de qualquer ponto de SG, e que todo ponto
de w (ue, S) € atingivel por subcadeias a partir de qualquer ponto de SG. Por outro lado,
todo ponto de BG ¢é atingivel por subcadeias a partir de qualquer ponto de w* (ue, S).
Além disso, as cadeias ligando quaisquer dos pontos mencionados sao construidas com
apenas um salto, refletindo o que ocorre em geral com a transitividade por cadeias sobre
num conjunto limite pontual.

Proposicao 3.7. 1. Seja u € wq (ue,S). Entao, Q (u,S) = G, onde as cadeias
podem ser construidas com trés pontos.

2. Sejau € w(ue, S). Entao, O* (u, S) = BG, onde as subcadeias podem ser construi-
das com trés pontos.

3. Seja u € w* (u,, S). Entao, O (u,S) = PG, onde as subcadeias podem ser construi-
das com trés pontos.

Demonstracao: Sejam v € G, U = {h, (U1),....,h, (U,)} € Or (BG) e t € S. Para
verificarmos o ftem (1), tomemos h, (U;),h, (U;) € U e ty € St tais que u € h, (U;) e
tov € h, (U;). Escolhamos ¢ € U;. Entao,

t()’U, Ug S ha (U]) .
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Agora, pelo Lema 1.75, existe s € S; tal que sg € S;. Visto que wq (ue, S) = ﬂhf (St),

tes
entao, Ssg € u, donde Ssg N U; # (. Assim, existe t; € St tal que t;g € U;. Logo,

tiug, u € hy (U;) .

Assim, os pontos v, ug, u € 3G, os elementos ty, t; € St e os conjuntos h, (U;) , h, (U;) € U
formam uma (U, t)-cadeia de v para u. Pela arbitrariedade dos objetos considerados,
temos que G = Q* (u,S). O item (2) segue semelhantemente ao item (1). Para mos-
trarmos o ftem (3), tomemos h, (U;),h, (U;) € U e ty € S tais que tyu € h, (U;) e
v € h, (Uj). Escolhamos g € U;. Pelo Lema 1.75, existe s € S; tal que s™tg € S; '
Agora, como Stjol € u, temos que S; ' € tyu, para todo t € S. Logo, Sg_,lls € tou, donde
Sg_,lls NU; # 0. Portanto, existe t; € S; e g1 € U; tais que t1g; = g. Assim,

tou, ug, € hy (U;) e tyug,,v € hy (U;),

formando uma (U, t)-subcadeia de u para v. Portanto, G = Q (u, S). O

Corolario 3.8. Seja u € BG.
1. Se u € wq (ue, S), entao, Q(u,S) = wq (e, S).
2. Seu € wlue,S), entio, Q(u,S) = w (u, 9).
3. Seu € w* (u,S), entao, QO (u,S) = w* (u, S).

Em particular, os conjuntos w (ue, S) e w* (ue, S) sdo conjuntos transitivos por sub-
cadeias marimais.

Demonstragao: A prova segue pela aplicagao direta do Corolério 3.6 e da Proposigao
3.7. OJ

Proposicao 3.9. Se w (ue, S) e w* (ue, S) sao os inicos conjuntos transitivos por subca-
deias mazimais de (G, BG), entio, w (ue, S) = w (ht (9),5) ew* (ue, S) = w* (hy (S71), S).

Demonstragao: Observemos primeiramente que w (u,, S) C w (he (S),S) e w* (ue, S) C
w* (he (S71),9). Se u € w (he (S),9), entao, w (u, S),w* (u,S) C w(ue, S), pois w (u, S)
e w* (u,S) sao conjuntos transitivos por subcadeias contidos em w (h¢ (S),S). Entao,
wu,S) C Qu,S) Nw(ue,S) e w(u,S) C O (u,S) Nwl(ue,S), donde temos que
u € Q(u,S), ou seja, u € R. Logo, u € w(ue, S) e, portanto, w (ue, S) = w (he (5),9).
Com o mesmo argumento, mostramos que w* (u,, S) = w* (hy (S71), 9). O
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3.2.1 Subsemigrupos semitotais

Nossa meta principal agora é estabelecer condi¢oes adicionais sobre o subsemigrupo S de
forma que tenhamos a igualdade wj (u., S) = wq (hs (S),S)" e que wq (ue, S) € wj (ue, S)
sejam os nicos conjuntos transitivos por cadeias maximais de (G, G).

Um subsemigrupo H de G ¢ dito total se H U H™! = G. Conforme o Teorema 8.3
e o Corolario 11.2 de [19], um subsemigrupo maximal de um grupo nilpotente é total
(e invariante), e um subsemigrupo maximal de interior nao vazio em um grupo de Lie
de dimensao finita, conexo e soluvel é um subsemigrupo total. Assim, embora sendo
especial, o conceito de subsemigrupo total pode ser estudado com grande generalidade.
Contudo, nesta parte, abordamos uma classe mais abrangente de subsemigrupos.

A partir de um enfraquecimento na condi¢ao de totalidade introduzimos o seguinte
conceito.

Definicao 3.10. Um subsemigrupo H de G € dito semitotal se existe h € H tal que
h1HUMH ' =@.

Observemos que um subsemigrupo total deve conter o elemento neutro. Logo, todo
subsemigrupo total é semitotal. A seguir, apresentamos exemplos imediatos de subsemi-
grupos semitotais.

Exemplo 3.1. Se G = R", Q" ou Z", entdo, uma translagio de um cone mazimal em
G é um subsemigrupo semitotal. Se a translagao € por um elemento diferente da origem,
entao o subsemigrupo nao € total.

Exemplo 3.2. Se G = Gl (n,R)" e b > 1 ¢ wm niimero real, entdo, o subconjunto
Sy ={g € G :detg > b}

€ um subsemigrupo semitotal e invariante. Para vermos isso, notemos que

1
Sbl—{geG:detggg}.

Denotanto B = {g eG: % <detg < b}, temos que G = S, ' UBUSS,. Agora, tomando
t € Sy tal que dett > b2, temos que tB C Sy. Assim, G = tG = tS; ' UtBUtS, C
tSl:l U.Sy, donde G = tS;l U Sy. Visto que S, C t71S,, concluimos que Sy, é semitotal.
No entanto, se b > 1, entdo, Sy nao € total.

A semitotalidade é a tnica condigao existente que nos faz concluir a questao sobre a

dindmica em (G, fG).

Teorema 3.11. O subsemigrupo S é semitotal se, e somente se, w* (hy (S71),S) =

wWqa (hf (S) 5 S)*
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Demonstragao: Assumindo que S ¢ semitotal, seja u € SG \ w* (h; (S71),S). Entao,
existe 7 € S tal que u ¢ hy (171S7!). Logo, existe A € ucom A C G\77'S~!. Sejas € S
tal que s7'SUsS™! = G. Entao, 771s2SUT 1S = G, donde G\ 77157 C 7715728,
Logo, u € hy (771s725). Assim, dado qualquer ¢t € S, temos que t'u € h¢ (tS), para
todo t' € Sie2,. Agora, seja v € w (u,S) e tomemos uma vizinhanga aberta h, (U) de v.
Entao, dado t € S, temos que h, (U) N Sye2,u # B, donde h, (U) N he (£S) # 0. Logo,
v € he (t9). Assim, w(u,S) C we (he(S),S5) = w(hs (S),S). Visto que wq (he (S),9)"
¢ invariante, temos que w (w,S) C wq (he (S),S)", para todo w € wq (he (S),S)". Por-
tanto, u € BG \ wq (ht (S), S)", donde concluimos que wq (he (S),S)" C w* (he (S71), 9).
Visto que a inclusao contréria entre estes dois conjuntos é vélida em geral, temos que
wq (he (S),8)" = w* (he (S71), 5). Reciprocamente, suponhamos que w* (hy (S71),S) =
wq (ht (S),S)*. Entao, se u ¢ wq (he (S),S) Uw* (he (S71),S), temos que wq (u,S) C
wq (he (9),9) e wj (u,S) C w* (hy (S71), ). Seguindo a demonstragao por contradigao,
suponhamos que S ndo ¢ semitotal, ou seja, que t7 1S UtS™! #£ G, para todo t € S.
Entao, afirmamos que o conjunto

P (Yo (G G (1) Uit (1571))

tes
é nao vazio, compacto e invariante em BG. Com efeito, temos que
F={he(G\ (int (¢t7'S)uint (tS7))) : t € S}
¢ uma familia de subconjuntos fechados em SG. Dados quaisquer t4, ...,t, € S, tomemos

t€ S, N..NS, . Entdo, t;'S Cct7 1S e t;S~' C tS™!, para todo i. Assim,

Uit (¢7'8) Uint (£,57") ct'SULS™

=1

Como t71SUtS™! # G, temos que G\ Uint (t;lS) U int (tiS’l) ¢é nao vazio, isto é,
i=1

ﬂG\lnt t7'S) Uint (¢;571) # 0.

Logo, ﬂhf (G \ int (t;lS) U int (tiS_l)) ¢ um subconjunto nao vazio de fG. Como (G é

i=1
compacto Hausdorff, segue que o conjunto F' é nao vazio e compacto. Para mostrarmos
a invarianca de F', sejam v € F'e s € S§. Dado t € S, tomemos s1,5, € S tais que
581 = tso. Entao,

G\ (int (st 's7S) Uint (s12s57")) € u
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donde

G\ (int (t7's7'S) Uint (tsatsS)) € su.
Comot™S Ct7's;'SetS™ C tsatsS™?, temos que G\ (int (¢7's;'S) Uint (tsatsS™))
G\ (int (¢71S) Uint (¢571)). Logo, G\ (int (t715) Uint (¢S7')) € su. Pela arbitrariedade

de t, temos que su € F. Agora, sejam sq, s € S tais que s15 = sot. Entao,

N

G\ (int (s; "¢ 's7'S) Uint (sts1.57")) € u

donde

G\ (int (t's3 't 's7'S) Uint (¢5:571)) € s
Logo, G'\ (int (t71S) Uint (tS7')) € s~'u, donde s™'u € F. Assim, F ¢ invariante por
ambos S e S7!. Portanto, F' é invariante. Enfim, tomando ¢ € int (S), temos que
tS Cint (S) e t71S™! Cint (S™'). Dai, como

F C he(G\ (int(S)Uint (S7'))) =he ((G \ int (S)) N (G \ int (S71)))
= he(G\int(S)) Nh (G \int (S71))

temos que F' ¢ disjunto de wq (he (S),S) Uw* (hy (S71),S). Assim, se u € F, temos que
wq (u, S) C wq (he (S),S), wh (u, S) Cw* (he (S7Y),S) e wq (u, S),ws (u,S) C F,oqueé
uma contradi¢cao. Portanto, S deve ser semitotal. O

Notemos que, se u € R e u & wq (ue, S), entao, u € wq (he (St),S)" para algum ¢t € S.
Em particular, u € wq (hy (S),S)". Logo, R C wq (ue, S) Uwgq (ht (S),S5)". Assim, visto
que w} (ue, S) = w* (hy (S71), S), segue a seguinte versio equivalente do Teorema 3.11.

Teorema 3.12. O semigrupo S € semitotal se, e somente se, R C wq (e, S) Uw} (U, S).

Corolario 3.13. Os conjuntos w (ue, S) e w* (u.,S) sao os unicos conjuntos transiti-
vos por subcadeias mazimais de (G, [BG) se, e somente se, S é semitotal, w (u,,S) =
w (he (S),8) e w* (ue, S) = w* (he (S71), 9).

Demonstragao: Segue por uma aplicacao direta das Proposicoes 3.9 e 3.11. [

O 1ltimo teorema acima diz que a propriedade algébrica de semitotalidade do se-
migrupo equivale a propriedade dinamica da recorréncia por cadeias se restringir aos
conjuntos limites da identidade em BG. Vimos que o conjunto wq (u., S) é transitivo por
cadeias maximal. No entanto, nao sabemos dizer em geral como ocorre a transitividade
por cadeias no conjunto wj (u.,S). Contudo, podemos determinar exatamente a tran-
sitividade por cadeias sob a propriedade de invarinaga no semigrupo. No caso de S ser
invariante valem as igualdades w (ue, S) = w (ht (S),9) e w* (ue, S) = w* (he (S71),9).
Com isso, o Teorema 3.11 recebe a seguinte versao mais apurada.
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Teorema 3.14. Assuma que S € invariante. Entao, o subsemigrupo S ¢é semitotal

se, e somente se, w (ue,S) e w* (ue,S) sao os unicos conjuntos transitivos por cadeias
mazimais de (G, BG).

Assim, para subsemigrupos maximais em grupos nilpotentes existem apenas dois
conjuntos de transitividade por cadeias na compactificacao de Ellis. Igualmente ocorre
com o subsemigrupo S, = {g € Gl(n,R)" : detg > b} em 3Gl (n,R)". De fato, pois ja
vimos que S é semitotal. Além disso, dado t € S, temos que

tSy={g € Gl(n,R)" : detg > bdett} = Syt

donde S, é invariante.
Vejamos alguns exemplos especiais.

Exemplo 3.3. Seja G =R, Q ouZ e S = [t,+00), com t > 0. Entiao, R = w (ug,S) U
w* (ug, S) = BG \ G. Verificaremos o resultado para R, sequindo de forma semelhante
para Q e Z. Dado u € SR\ R, temos que ou [t,4+00) € u ou (—o0,t] € u. Suponhamos
que [t,+00) € u. Afirmamos que u € w (ug, S). Com efeito, seja

t* =sup{s >t:[s,+0) € u}

e suponhamos que t* € finito. Entao, para cada n € N, temos que [t* — %,+oo) € u.
Tomemos qualquer A € u. Entao,

AN [t*—l,+oo) # 0
n

para todo n € N. Visto que A € fechado, seque que A N [t*,+o0) # 0. Isto signi-
fica que [t*,4+00) € u. Agora, como t* € supremo, entdo, [t*+ = +00) ¢ u, donde
(—oo,t* + %] € u, para todo natural n. Logo,

o+ —| = —oo,t* + —| N[t",+00) € u
n n

para todo n. Com isso, dado qualquer B € u, temos que B N [t*,t* + %] # 0, para todo
n, e como B € fechado, seque que t* € B. Isto significa que u = up € R, 0 que €
uma contradi¢ao. Portanto, t* nao é finito, ou seja, [s,+00) € u, para todo s > t, o
que demonstra o afirmado. Se, em outro caso, (—oo,t| € u, um argumento semelhante
mostra que u € w* (ug, S). Assim, R\ R =R.

O exemplo seguinte mostra que subsemigrupos maximais nao determinam a mesma
transitividade por cadeias no grupo de transformacao.
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Exemplo 3.4. Seja G = R™ e tome os cones mazimais S; = {(x1,...,x,) € R" : 21 > 0}
e Sp={(x1,...,x,) € R*: x,, > 0}. Notemos que

w (u07 Sl N Sﬂ) Cw (Uo, Sl) Nw (Uo, Sn)

w (g, ST N'S,) C w* (ug, S1) Nw (uo, Sy) -

Isto significa que o conjunto de transitividade por cadeias w (ug, Sy,) relativo a S, € dis-
tinto de ambos os conjuntos de transitividade por cadeias w (ug, S1) € w* (ug, S1) relativos
a S, pois intersepta a ambos. Logo, Sy e S, nao determinam a mesma transitividade
por cadeias no grupo de transformagio (R™, FR™).

Contudo, as condigoes de semitotalidade e invarianga sobre o semigrupo S nos permite
determinar precisamente o comportamento dinamico do grupo de transformacao (G, 8G),
ou seja, podemos concluir que (G, G) admite uma unica decomposi¢ao de Morse nao
trivial, a saber, o par atrator-repulsor (w (u, S),w* (e, S)).

3.2.2 A universalidade e o problema de extensao de homomor-
fismos

Como vimos anteriormente, os conjuntos minimais universais sob a agao de G sao todos
isomorfos aos subconjuntos minimais de (G, 5G). Este fato motiva a definigao de um
conceito correspondente para o caso de transitividade por cadeias, buscando-se possi-
velmente uma relagdo com os conjuntos transitivos por cadeias maximais de (G, 5G).
Neste caminho, abrimos uma discussao sobre este assunto e apresentamos um argu-
mento relacionando o problema de extensao de homomorfismos locais entre grupos de
transformacoes.

Assumimos que o espago base de todo grupo de transformacao é compacto Hausdorff
e que o subsemigrupo S adotado em G é invariante.

Estabelecemos o problema de extensao de homomorfismos locais com a seguinte ques-
tao: sejam (G, X) e (G,Y) grupos de transformagoes. Dados um subconjunto fechado
e invariante N C X e um homomorfismo ¢ : N — Y, entao, existe um homomorfismo
Y X =Y tal que ¥ |[v= 7

Dizemos que (G, X) satisfaz a propriedade de extensao de homomorfismos locais se
a resposta para a questao anterior for afirmativa.

Definimos a universalidade com respeito a transitividade por cadeias de modo seme-
lhante ao caso de conjuntos minimais.

Definigao 3.15. Seja (G, X) um grupo de transformagao transitivo por cadeias. En-
tao, (G, X) € transitivo por cadeias universal se, para todo grupo de transformagao
(G,Y) transitivo por cadeias, existe um epimorfismo de X sobre Y.
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Intuitivamente, esperavamos que os conjuntos transitivos por cadeias universais es-
tivessem relacionados de alguma forma com os conjuntos de transitividade por cadeias
de (G, BG). Contudo, um caminho alternativo para proceder com esta discussao propoe
uma analise do problema de extensao de homomorfismos estabelecido acima, tendo em
vista a possibilidade de construgao de cadeias em G com um tnico salto.

Para discutirmos a universalidade dos conjuntos transitivos por cadeias maximais de
(G, BG) precisamos assumir que os tais sdo internamente transitivos por cadeias, ou seja,
que a acao de G restrita a qualquer conjunto transitivo por cadeias maximal é transitiva
por cadeias. Esta condigao é satisfeita no caso das a¢oes dos grupos R e Z, por exemplo
(ver |22]). Conforme vimos na se¢ao anterior, o fato de S ser invariante implica que os
conjuntos w (e, S) e w* (u,, S) sdo transitivos por cadeias maximais de (G, 5G).

Lema 3.16. Sejam (G, X) um grupo de transformagao e ¢ um epimorfismo de G sobre
X, com ¢ (w(ue, S)) = X. Entdo, (G, X) € transitivo por cadeias e qualquer cadeia em
X pode ser construida com trés pontos.

Demonstragao: Sejam z,y € X, t € S e U uma cobertura aberta finita de X. Pela
continuidade de ¢, temos que

e U={p " (U):UeclU}

é uma cobertura aberta finita de SG. Tomemos um refinamento aberto finito V de
¢~ 'U constituido por abertos basicos. Escolhamos u,v € w (u.,S) tais que ¢ (u) = z
e ¢ (v) = y. Agora, tomemos pontos ug = u,uy,us = v € G, elementos to,t; € St e
abertos Vp, V1 € V formando uma (V, t)-cadeia entre u e v. Entao,

tou,us € Vo C o (Uo),

para algum U, € U, donde ¢ (tou),p (u1) € Uy, ou seja, tox, ¢ (u1) € Up. Da mesma
forma, obtemos U; € U tal que t1¢ (uy),y € U;. Assim, obtemos uma (U, t)-cadeia entre
x e y. Portanto, (G, X) é transitivo por cadeias. O

Proposicao 3.17. Se (G,w (u.,S)) € transitivo por cadeias universal, entio, (G,[G)
nao satisfaz a propriedade de extensao de homomorfismos locais.

Demonstracao: Seja X = [0, 1] munido com a métrica induzida de R. Consideremos a
agao trivial de GG sobre X, ou seja, a acao tal que G fixa todos os pontos de X. Segue da
Proposigao 1.39 que o grupo de transformacao (G, X) é transitivo por cadeias em relagao
a familia admissivel das coberturas de X dadas por intervalos abertos. No entanto, para
€= i por exemplo, sdo necessarios mais de um salto para se obter uma (e, t)-cadeia de 0
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até 1. Agora, pela hipotese de (G, w (u., S)) ser transitivo por cadeias universal, temos
que existe um epimorfismo ¢ : (G,w (u.,S)) — (G, X). Supondo por contradi¢do que
Y G — X é um epimorfismo que estende ¢, segue do Lema 3.16 que toda cadeia em
X pode ser construida com apenas um salto, o que nao pode ocorrer em (G, X). Logo,
(G, BG) nao satisfaz a propriedade de extensao de homomorfismos. O

Notemos que, se ¢ dado um epimorfismo ¢ : w (u, S) — [0, 1], entdo, garantimos a
existéncia de uma extensao continua ¢ : G — [0, 1] de ¢, a saber, a extensao de Tietze.
Porém, nao se pode estender ¢ a um homomorfismo.

3.3 Funcoes recorrentes por cadeias

Nesta secao estudamos recorréncia por cadeias no espaco de fungoes cujos dominios sao
grupos topolodgicos. Neste caminho, introduzimos o conceito de fun¢ao recorrente por
cadeias, que consiste de uma generalizagao natural do conceito de funcao recorrente.
O trabalho de Ellis-Johnson [12] foi nosso principal contato com o conceito de fungoes
recorrentes da reta real. Nosso objetivo é discutir sobre a possibilidade de se determinar
a transitividade por cadeias de uma funcao a partir do conhecimento dos conjuntos de
transitividade por cadeias na compactificagao do seu grupo dominio.

Dados um espago uniforme X, com uniformidade diagonal G, um ponto x € X e um
subconjunto V € G, denotemos

Vigl={ye X : (y,z) e V}.

Lembremos que uma funcao f : X — X' & dita uniformemente continua quando,
para cada U € G', existir V € G tal que, se (z1,x2) € V, entdo, (f (z1), f (z2)) € U.

Nossa abordagem se concentra sobre fungoes uniformemente continuas onde seu do-
minio é um grupo topoldgico e seu contradominio é um espago compacto Hausdorff.
Assim, as defini¢coes seguintes sao voltadas para nossos objetivos, observando contudo
que as tais podem ser introduzidas em um contexto geral.

Seja G’ um grupo compactamente gerado, com } uma base de vizinhangas simétricas
da identidade e de G. Entao, G pode ser identificado como um espaco quociente de
um grupo localmente compacto, conhecido como um k-espago. Seja S um subsemigrupo
reversivel e gerador de G. A uniformidade a esquerda Gy, sobre GG tem como base todos
os conjuntos da forma

Ly ={(9,h) e GxG:gehV}

para V € V. A uniformidade a direita Gg sobre G tem como base todos os conjuntos da
forma

Ry ={(g9,h) e GXxG:g€Vh}
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para V € V. Dizemos que G tem estruturas uniformes equivalentes se Gy, = Gr. Consi-
deremos G provido com a uniformidade & esquerda.

Dado um espago compacto Hausdorff F'; denotemos por C., (G, F) o espago das
fungoes continuas de G em F' munido com a topologia compacto-aberta. O espago F
possui uma unica uniformidade F dada pelas vizinhangas da diagonal de F' x F'. Dados
uma fung¢ao continua f : G — F e um elemento g € G, definimos a funcao translagao
f-9:G— Fdadapor f-g(h)= f(gh), para todo h € G. Ou seja, f-g é a composigdo
f oLy onde L, ¢ a translacao a esquerda por g em G. Isto define uma acao a direita
a de G sobre C,, (G, F), a qual associa a cada par (f,g9) € C. (G, F) x G a fungao
a(f,9)=1rg.

Lembremos que os abertos bésicos da topologia compacto-aberta em C,, (G, F') sao

da forma
AKU)={f€Cu(G,F): f(K)CU}

onde K C G é compacto e U C F é aberto.

Proposicao 3.18. A aplica¢io o : Coy (G, F) X G — C, (G, F) € unilateralmente con-
tinua.

Demonstracao: Fixando g € G, temos que o, : Cp (G, F) — C,, (G, F) dada por
ay (f) = a(f, g) € uma bijecao cuja aplicacao inversa é a,-1. Vejamos que oy é continua.
Suponha que uma rede (f;),.; C Ceq (G, F') converge para f € C., (G, F). Seja A(K;U)
um aberto basico contendo f -g¢g. Entdo, f-g(K) C U, isto é, f(¢gK) C U, o que
significa f € A (gK;U). Logo, existe um ig € I tal que f; € A(gK;U), para todo i > i.
Assim, f; - g € A(K;U), para todo i > iy, mostrando que ay (f;) — ay (f). Portanto,
oy ¢ continua. Da mesma forma mostramos que «o,-1 € continua, donde temos que o é
um homeomorfismo. Agora, fixando f € Co, (G, F), vejamos que ay : G — C, (G, F)
dada por oy (g9) = a(f,g) também é continua. Seja (g;),.; C G uma rede convergindo
para um elemento g em G. Seja A (K;U) uma vizinhanga de f - ¢g. Entao, f (¢K) C U,
ou seja, gK C f~1(U). Para cada h € K, tomemos uma vizinhanga Vj, de h tal que
gV C f7Y(U). Entdo, f~1(U)V, ' é uma vizinhanga de g. Pela compacidade de

K obtemos hq,...,h, € K tais que K C Uth. Para cada j, existe i; € I tal que
j=1

gi € f1(U) thl, para todo ¢ > i;. Enfim, podemos obter iy € I tal que iy > i;, para

todo 7 =1, ...,n. Desta forma, temos que

9K | JgiVh, € £ (U)

Jj=1

isto é, f-g; € A(K;U), para todo i > ig. Isto conclui a demonstragao. O
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Portanto, em particular, temos o grupo de transformagao (C., (G, F), G).

Defini¢ao 3.19. O fecho H (f) de uma func¢ao continua f : G — F € o subespago de
Cea (G, F) dado pelo fecho do conjunto das fungoes translagoes de f.

Como C., (G, F) é Hausdorff, entdo, H (f) ¢ Hausdorff. E claro que H (f) é invari-
ante pela acao « definida acima, donde podemos considerar o grupo de transformagao
(H(f),G).

O fato de G ser um k-espaco permite a aplicacao do Teorema de Ascoli para obtermos
o seguinte resultado.

Proposigao 3.20. Se uma fungio f: G — F € uniformemente continua, entao, H (f)
€ compacto.

Demonstragao: Mostraremos que H (f) é eqiiicontinuo, e o resultado seguira pelo Te-
orema de Ascoli. Dado U € F, seja U’ € F tal que fe (U’') C U. Segue da continuidade
uniforme de f que existe V € V tal que se (g,h) € Ly, entao, (f (g), f (h)) € U'. Dados
t € Ge(g,h) € Ly, temos que (tg,th) € Ly, donde (f-t(g),f-t(h)) € U'. Agora,
se & € H(f), existe uma rede (f - g;);c; que converge para &. Dado (g,h) € Ly, temos
que (f-g:(9),f-9:(h)) € U, donde (£(g),&(h)) € U. Logo, H(f)Ly C U, donde
concluimos que H (f) é eqiiicontinuo. Como F' é compacto Hausdorff, segue do Teorema
de Ascoli que H (f) é compacto. O

Corolario 3.21. Se f : G — F ¢ uniformemente continua e G € localmente compacto,
entao, a acao de G sobre H (f) € continua.

Demonstragao: Como H (f) é subespaco de C,, (G, F'), segue da Proposigao 3.18 que
arestricdo o : H (f) x G — H (f) ¢ unilateralmente continua. Da Proposigao 3.20 temos
que H (f) é compacto. A conclusao segue agora dos resultados de [10]. O

Nossa meta ¢ estudar recorréncia por cadeias em H (f) onde f: G — F' é uniforme-
mente continua. O caminho ideal para nossas discussoes é olhar H (f) como um espago
quociente da compactificacao SG. Para fundamentarmos isso, tomamos a extensao tinica
f:BG — F de f e consideramos a seguinte relacio de equivaléncia em SG:

Dados u,v € fG, entdo, u ~¢ v se e somente se f (ug) = f(vg) , para todo g € G.

O espaco quociente 3G [/~ é denominado espago de f, o qual denotamos por sp (f).
A agdo a direita de G sobre §G induz uma acdo a direita de G sobre sp (f) através
da projegao candnica m : SG — sp(f). Dados g € G e w(u) € sp(f), definimos
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p(m(u),g) =7 (ug). Se m(u) = (v), entdo, f (uh) = f (vh), para todo h € G, donde
f(ugh) = f (vgh), para todo h € G. Logo, 7 (ug) = 7 (vg), mostrando que p estd bem
definida. Agora, fixando ¢ € G, temos que aplicacdo p, : sp(f) — sp(f) dada por
pg (m(u)) = 7 (ug) é uma bijecdo, cuja inversa é aplicacdo analoga p,-1. Mais ainda,
sendo R, a translacao a direita por g em G, temos que p, o™ = 7o R,, donde segue que
pg € continua e, portanto, ¢ um homeomorfismo. Assim, temos o grupo de transformagao
(sp(f),G). Denotaremos também 7 (ug) = 7 (u) - g, semelhantemente a notagao da acao
de G sobre H (f).

A idéia entao é usar os resultados do Capitulo 1 para estudar recorréncia por cadeias
em sp(f), o que é equivalente, segundo a proxima proposigao, a estudar este conceito

em H (f).

Proposicao 3.22. Seja f : G — F uma funcao uniformemente continua. Entao, o0s
grupos de transformagoes (H (f),G) e (sp(f),G) sao isomorfos.

Demonstragao: Considere a aplicagao ¢ : G — H (f) dada por ¢ (g) = f-g. Afirmamos
que ¢ é continua. Com efeito, seja (g;),.; C G uma rede convergente com limite g € G.
Considere um aberto basico A (K;U)NH (f) contendo f-g. Entdo, f-g(K) C U. Dado
h € K, temos que g;h — gh, donde f - g; (h) — f-g(h). Logo, podemos obter W € F e
in € I tais que W [f - g; (h)] C U, para todo ¢ > ij,. Agora, seja V}, vizinhanga de h tal
que & (V) C W€ (h)], para todo € € H (f). Entao,

fr9:(Vh) CWI[f-gi(h)] CU

para todo ¢ > i;,. Para cada h € K tomemos uma vizinhanca V}, obtida desta maneira.

n

Visto que K é compacto, podemos obter hy, ..., h, € K tais que K C Uth. Tomemos
j=1

io € I tal que iy > iy, para todo j = 1,...,n. Entao,

fr9:(K)C [y (UVh]) cU

j=1

ou seja, f-g; € A(K;U), para todo i > iy. Portanto, f-g; — f - g, donde ¢ é continua.
Em virtude disto, o fato de H (f) ser compacto implica na existéncia e unicidade de
uma extensdo continua ® : G — H (f) de ¢. Como ® (SG) é fechado e contém as
translagoes de f, segue que ® é sobrejetora. Mais ainda, se ® (u) = ® (v), entao, u ~¢ v.
Para vermos isso, escrevamos u = lignugi. Dado g € G, temos que

f (ug) = lim f (g:g) = lim & (g;) (9) = lim ® (uy,) (9) =  (u) (9) -
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Da mesma forma, temos que f (vg) = ®(v)(g). Logo, f(ug) = f(vg), com g € G
arbitrério, ou seja, u ~; v. Agora, tomando a fungao ® : sp(f) — H (f) induzida
por ® no espaco quociente sp (f), temos que ® ¢ uma bije¢do continua. Como sp (f) é
compacto e H (f) ¢ Hausdorff, segue que ® ¢ um homeomorfismo. Enfim, dados g,h € G
e m(u) € sp(f), temos que

® (m (u) - ) (h) = @ (7 (ug)) (h) = @ (ug) (h) = [ (ugh)

e que

© (7 (u)) - g (h) = ® (7 (u)) (gh) = @ (u) (gh) = [ (ugh).
Logo, ® (7 (u) - g) = ® (7 (u)) - g, donde ® é um isomorfismo. O

Exemplo 3.5. Um caso especifico de fun¢ao uniformemente continua € um homomor-
fismo de grupos topologicos. Podemos apresentar uma caracteriza¢ao para o fecho de um
homomorfismo cujo contradominio é um grupo compacto. Com efeito, seja f : G — F
um homomofismo de grupos topoldgicos, com F grupo compacto. Dada uma vizinhanga
simétrica U do elemento neutro de F', temos que f~'(U) € uma vizinhanga simétrica
do elemento neutro de G. Assim, se (g,h) € Ly, temos que g € hf~ ' (U), donde
f(g) € f(h)U, ou seja, (f(g),f(h)) € Ly. Portanto, f é uniformemente continuo.
Mais ainda, afirmamos que H (f) é homeomorfo ao subespaco fe (f (G)) de F, e

H(f) ={Leof:zete(f(G)}

onde L, € a translacao o esquerda por x em F. Com efeito, consideremos a extensao
unica continua fv: 080G — F de f. Como f é um homomorfismo de grupos topolo-
gicos, temos que f ¢ um homomorfismo de semigrupos (algébricos). FEntao, fv(ug) =
f(u)f(ug) = f(u)f(g), para todo u € BG e g € G. Seja ¢ : sp(a,) — F a apli-
cacao continua induzida por;f no gvuociente sp(f). Vejamos que ¢ € injetora. Se

(1 (u)) = ¢ (7 (v), entao, f(u) = f(v), donde

Flug)=Fu)f(g)=f@)f(g)=f(vg)

para todo g € G. Logo, m(u) = 7 (v). Assim, ¢ € uma bijecio continua sobre sua
imagem. Visto que f (BG) = fe (f (G)), temos que ¢ (sp (f)) = fe (f (G)). Como sp (o)
¢ compacto e fe (f (G)) € Hausdorff, temos que ¢ é um homeomorfismo sobre fe (f (G)).
Agora, seja & o limite de uma rede (f - gi),c;, ou seja, & € H (f). Temos que

€(c) = lim f - g, (¢) = lim f (g) € fo (£ (C).
Assim, dado g € G, temos que

§(9) =1lim £ (gig) = lim f (g:) f (9) = € (e) f (9) = Lecey o f (9)
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Logo, £ = Le¢eyo f, com & (e) € fe(f (G)). Por outro lado, se x € fe (f (G)), entdao existe
uma rede (f (g;));e; que converge para v em F. Assim, temos que

Lao f(g) = (lim f () £ (9) = tim f (9:) f (9) = Tim £ - gs (9)
para todo g € G. Logo, L, o f € H(f).

Relembrando algumas defini¢oes de dinamica topolégica, um subconjunto B C G
é dito sindético se existe um subconjunto compacto K de G tal que G = BK. Uma
fungao £ é um ponto quase periodico do grupo de transformacao (H (f), G) se para toda
vizinhanga U de &, o subconjunto {g € G: £-g € U} C G é sindético. Pela Proposic¢ao
2.5 de [11], temos que f é um ponto quase periddico de (H (f),G) se, e somente se,
H (f) é um conjunto minimal.

Dizemos que uma fungao uniformemente continua f : G — F é recorrente se (H (f) , G)
¢ minimal.

Nos introduzimos o conceito de func¢ao recorrente por cadeias com o objetivo de
estabelecer uma classe especial de fungoes abrangendo todas as fung¢oes recorrentes.

Definicao 3.23. Uma funcao uniformemente continua f : G — F € dita recorrente
por cadeias se o grupo de transformacao (H (f),G) € recorrente por cadeias.

Assim, se f é recorrente, entao, f é recorrente por cadeias. Este fato justifica a
nomenclatura de func¢ao recorrente por cadeias. No entanto, verificamos que uma fungao
f & recorrente por cadeias se, e somente se, (H (f),G) é transitivo por cadeias. Com
efeito, se f é recorrente por cadeias, entdo, f-g € Q*(f - g), para todo g € G. Visto que
Q* (f - g) é compacto e invariante, temos que H (f) = Q* (f - g), para todo g € G. Logo,
f - G é transitivo por cadeias. Visto que o fecho de um conjunto transitivo por cadeias
é transitivo por cadeias, concluimos que H (f) é transitivo por cadeias. A reciproca é
imediata.

Podemos mostrar que a classe de fungoes recorrentes por cadeias é muito maior do
que a classe de fungdes recorrentes em C,, (G, F'), o que era intuitivo. A proposigdo
seguinte é bastante util para as argumentagoes sobre recorréncia de fungoes.

Proposicao 3.24. Seja G localmente compacto. Entao, uma fungao uniformemente
continua f : G — F € recorrente se, e somente se, dados W € F e um subconjunto finito
K C G, existe B C G sindético tal que

frg(K)c Jwir )]

heK

para todo g € B.



112 Capitulo 3 - Acgodes de grupos na compactificagdo de Ellis

Demonstragao: Suponhamos que f é recorrente. Dados W € F e um subconjunto
finito K C G, temos que K é compacto e que

FE)y < Uwirm).
heK
Logo, A (K;Uper W [f (R)]) é uma vizinhanca de f. Como f ¢ um ponto quase periodico
de (H (f),G), temos que o subconjunto

Bz{gEG:f-gEA(K;UW[f(h)])}CG

heK

é sindético. Para a reciproca, mostraremos que H (f) é minimal, ou seja, que H (f) =
fe (¢ - G), para toda funcao £ € H (f). Com efeito, dado & € H (f), existe uma rede
(f - 9i);e; que converge para £. Seja A (K;U)NH (f) uma vizinhanga basica de f. Visto
que f (K) é compacto, podemos tomar vizinhangas abertas U” C U’ de f(K) em F de
forma que

f(K)ycU" cte(U"ycU cte(U") CU.
Tomemos W € F tal que
Uwirmlcu” e U wireicu. (3.1)
heK tef—1(U")

Visto que f é uniformemente continua, podemos obter uma vizinhanga simétrica V' da

identidade e de G tal que se (z,y) € Ly entdo (f (z), f(y)) € W. Para cada h € K,

seja Vj, uma vizinhanca aberta de h tal que V;, C AV e que f(V,,) C U”. Como K ¢é

compacto, podemos obter hq, ..., h, € K tais que K C Uth. Aplicando a hipdtese sobre
j=1

o subconjunto finito {hy, ..., h,} C G e o conjunto W € F obtemos B C G sindético tal

que

fﬂHMwMDEUWU%H

para todo g € B. Dado h € K, temos que h € V},, C h;V, para algum 1 < k < n, donde
gh € ghyV para qualquer g € G. Logo, (gh, ghx) € Ly, donde

(f-g(h),f-g(he)) eW (3.2)

para todo g € G. Visto que f-g (hi) € UW [f (hj)], para todo g € B, segue de 3.1 que
j=1

f-g(hg) € U", para todo g € B. Além disso, de 3.2 temos que f - g(h) € W [f (ght)],
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onde ghy € f~1(U"), donde segue de 3.1 que f - g(h) € U’, para todo g € B. Pela
arbitrariedade de h € K, temos que f-g(K) C U’, para todo g € B. Agora, seja P C G
compacto com G = BP. Para cada indice i € I, existe p; € P tal que g;p; ' € B.
Tomando uma subrede se necessério, temos que (p;) converge para algum p € P. Pela
continuidade da acdo (Corolario 3.21) temos que f-g;-p; " — &-p~!. Assim, dado h € K,
temos que f-g;p; ' (h) — &-p~' (h) em F, e visto que f-g;p; ' (h) € U’ para todo i, temos
que £-pt(h) €fe(U') CU. Logo, £-p ' (K)CU,istoé, -pt € A(K;U)NH (f).
Portanto, f € fe (£ - G), donde H (f) = fe ( - G), como queriamos demonstrar. O

Existe uma grande diversidade de grupos localmente compactos Hausdorff; entre eles
estao os grupos de Lie.

Um exemplo trivial de fungao recorrente ¢ uma fungao constante. Neste caso, o
fecho da fungao é um conjunto unitario constituido pela propria fungao. Vejamos outros
exemplos.

Exemplo 3.6. Funcoes uniformemente continuas e quase periddicas da reta real. Seja
I C R um intervalo compacto e C (R, I) o conjunto das fungées continuas de R em I
munido com a topologia da convergéncia uniforme. FEsta topologia € mais fina do que a to-
pologia compacto-aberta. Desta forma, um ponto quase periddico do grupo de transforma-
¢io (C (R, I),R) é um ponto quase periddico do grupo de transformagao (Ce, (R, 1), R).
Conforme Ellis [11], os pontos quase periddicos de (C (R, I),R) coincidem com as fun-
coes quase periodicas de R em I. Portanto, as fungoes uniformemente continuas e quase
periodicas de R em I sao funcoes recorrentes.

Exemplo 3.7. Projecoes sobre espagos homogéneos compactos. Seja H C G um sub-
grupo fechado tal que o espago homogéneo G/H ¢é compacto. Entdo, a projegio candnica
7 : G — G/H € uma fungao recorrente. Visto que m é um homomorfismo uniforme-
mente continuo de grupos de transformagoes e que G age transitivamente sobre G/H,
seque que (H (m),G) € isomorfo a (G/H,G). Como (G/H,G) é minimal, temos que 7
€ recorrente.

Agora, fixemos a familia admissivel O¢ (H (f)) das coberturas finitas constituidas de
abertos basicos da topologia induzida em H (f). A Proposigao 3.24 auxilia efetivamente a
determinacao de fungoes recorrentes ou nao recorrentes. Com este recurso, apresentamos
uma grande diversidade de fungoes recorrentes por cadeias que nao sao recorrentes. Para
tanto, vamos estudar o caso de Cy, (R, [a, b]), onde [a,b] C R é um intervalo compacto.

Proposicao 3.25. Se uma fungio uniformemente continua f : R — [a,b] admite uma
assintota horizontaly =1 (x — +00), entao, H (f) = f-RU{A}, onde A = [ € constante.
Em particular, f € recorrente por cadeias.
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Demonstragao: Seja { € H (f)\ f-R, com £ = lim; f - ¢; para alguma rede (f - £;),;.
O conjunto {t; : i € I} C R néo pode ser limitado, pois do contrario teriamos que £ €
f - R. Assim, dado qualquer s € R e n € N, podemos obter i,, € I tal que f -t;(s) €
(l — %,H— %), para todo i > i,. Logo, lim; f - ¢;(s) = [, ou seja, £ (s) = . Portanto,
& = \. Agora, escolhamos aleatoriamente ¢ > 0 e

U={AKGU)NH(f) oy A(Kp: Un) N H (£)} € O (H(f)) .

Como cada K; é um conjunto compacto de R, podemos obter, para cada natural n, um
numero real ¢, > t suficientemente grande tal que
1 1
flEt,+K)Cll——14—
n n
para todo i = 1,....,m. Se A € A(K,;,;U,,), entdo, | € U;,. Agora, tomemos ng tal que
(z ~Liq nio) C U,,. Entdo,

1 1
f £ty + Kiy) C (l— —, [+ —) c U,

o no

ou seja, [ - tny, [+ (=tn,) € A(K;y;Us,). Enfim, tomemos i; tal que f € A(K;,;U;,).
Assim, temos que

f ’ tno»f : (_tno) S A(Kio;Uio) ﬂH(f)

[ (_tno) “lny = Ie A(Kil; Ul1) n H(f)
com t,, > t, formando uma (U, t)-cadeia de faté f. Portanto, f é um ponto recorrente
por cadeias de H (f). O

Recordemos que um subconjunto sindético B C R é conhecido como subconjunto
relativamente denso, ou seja, existe um ntimero [ > 0 tal que todo intervalo (a,b) C R
de comprimento [ contém um ponto de B.

Vejamos exemplos de fungoes recorrentes por cadeias que nao sao recorrentes.

Exemplo 3.8. Seja f : R — [0,1] dada por f (z) = e™**. Dado 0 <e <1, seja W € F
tal que
W (O] =W C (1]

Pela propriedade assintdtica de f, existe xg € R tal que f(x) < &, para todo |x| > xy.
Logo, f(x) ¢ W [f (0)], para todo x € (—o0,z9) U (x9, +00). Assim, para o subconjunto
finito {0} C R e para W € F nao € possivel obter um subconjunto B C R relativamente
denso tal que f-x(0) € W[f(0)], para todo x € B. Visto que R é localmente compacto
Hausdorff, seque da Proposicao 3.24 que f nao € funcao recorrente. No entanto, como
lim, 1o f () =0, seque da Proposi¢ao 3.25 que f € recorrente por cadeias.
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Exemplo 3.9. Seja f : R — [0,1] dada por f (x) = cosarctanx. Entao, lim, .+ f (x) =
0, donde f € recorrente por cadeias. No entanto, analogamente ao exemplo anterior,
mostramos que f nao € recorrente.

Notemos que a demonstracao dos exemplos acima é geral para qualquer fun¢ao nao
constante que admita uma tnica assintota horizontal para x — +oo. Portanto, qualquer
funcao com esta natureza nao é uma funcao recorrente, apesar de ser recorrente por
cadeias. Segue ainda da Proposicao 3.25 que a fungao constante no fecho é o tinico ponto
recorrente do grupo de transformacao. Contudo, é claro que func¢oes recorrentes por
cadeias nao sao em geral assintoticas, pois fungoes periddicas na reta real sao recorrentes
e, portanto, recorrentes por cadeias.

Podemos também construir funcgoes recorrentes por cadeias que nao sao recorrentes
tomando concatenagoes de fungoes recorrentes.

Exemplo 3.10. Seja f: R — [a,b] uma fungdo uniformemente continua, constante em
(—o0,ty] e periddica nao constante em [ty, +00). Entao, f € recorrente por cadeias mas
nao € recorrente. Com efeito, seja ¢ € [a,b] tal que f ((—o0,to]) = {c} e tomemos t; > ty
tal que f (t1) # c. Escolhamos um € > 0 de forma que f (t1) ¢ [c —e,c+ €], e tomemos
W e F tal que

Wf(t)] Cla,b)\ ([c—¢€,c+¢€|Na,b]).

Entao, f(t) = c ¢ W[f(t1)], para todo t < ty, donde f -t (t1) & W [f (t1)], para todo
t € (—oo,tg —t1]. Logo, para o subconjunto finito {t;} C R e W € F nao é possivel
obter um subconjunto B C R relativamente denso tal que f -t (t1) € W [f (t1)], para todo
t € B. Portanto, f nao € recorrente. Agora, sejamt >0 e

U={AEU)NH (), AK; Un) D H (f)} € O (H ()

Tomemos uma cobertura aberta V € O (H (f)) tal que, para todo s € [0,t] e &,& €
H(f), com &,& € V para algum V € V, existe 1 < j < n tal que & - s,& s €
AKj;U)NH(f). SejaV eV tal que f € V e sejam K C R compacto e U C |[a,b]
aberto tais que

feAK;UNH(f)CV.
Suponhamos em primeiro lugar que K C [tg, +00). Sendo p o periodo de f em [ty, +00),

podemos obter um numero natural m suficientemente grande tal que pm > t. Visto que
f(pm+ K) = f(K) CU, temos que

fopm, fe A(KGU)NH(f) CV
donde (multiplicando por 0)

fpm, feA(K;Uy) N H (f)
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para algum 1 < j < mn. Logo, obtemos uma (U,t)-cadeia trivial de f para f. Por outro
lado, se K ¢ [ty,+00), temos que ¢ € U. Como K é compacto, podemos obter m > 1
suficientemente grande tal que

—mt+ K C (—o0,ty].

Logo,
f-(=mt)(K)={c} CU.
Assim,
fif-(—mt) e A(K;U)NH(f)CV
donde

f'tyf'(1_m)t€A(KJO;Uj0)mH(f)

para algum 1 < jo < n. Notemos que (m — 1)t > t. Seja j; tal que f € A(K;;U;) N
H (f). Entao, os pontos f,f-(L—m)t,f € H(f), os elementos t,(m —1)t >t e os
abertos A(K;y;Uj,) N H(f), A(K;;U;,) NH(f) € U formam uma (U, t)-cadeia de f
para f. Logo, f € ponto recorrente por cadeias de H (f) e, portanto, f é uma fungao
recorrente por cadeias.

Contudo, este tltimo exemplo revela a grande generalidade do conceito de funcao re-
corrente por cadeias sobre o conceito de fungao recorrente, defrontando as argumentacoes
sobre tempos positivos em um com a analise sobre conjuntos relativamente densos no
outro. Poderiamos definir uma classe intermediaria entre as classes de funcoes discutidas
nesse trabalho. No entanto, esse nao ¢ um objetivo para esta oportunidade.

Um caso de interesse considera um grupo de transformagao (F, G, «) com agao uni-
lateralmente continua. Para cada z € F, temos que «, : G — F é um homomorfismo
de grupos de transformacoes. Na verdade, qualquer homomorfismo de grupos de trans-
formacoes f : G — F' é constituido desta maneira, ou seja, f = «,, para algum x € F.
De fato, pois f(g9) = f(e)g = age)(9), para todo g € G. Podemos entdo discutir
sobre recorréncia por cadeias em (F, G, «) olhando para os espagos quocientes G /~,,
(x € F).

Em geral, qualquer funcao a, : G — F' é uniformemente continua com respeito a
uniformidade & direita sobre G. Porém, nada podemos dizer sobre continuidade uniforme
com respeito a uniformidade a esquerda sobre (G, pois sao grupos de transformacoes a
direita. Por isso, assumimos que cada funcao a, é uniformemente continua, valendo para
o caso de GG ter estruturas uniformes equivalentes.

Proposicao 3.26. Para cada x € F, tem-se que (H (o), G) e (fe (zG),G) sao isomor-
fos entre si e
H(a,) ={a, :y €fe(zG)}.
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Demonstracao: Dado £ € H (o) tomemos uma rede (o - g;),.; tal que & = lim; ayg, .

i€l
Dado g € G, temos que

£(g) = hzm Qg (9) = lizm ag (rg:) = oy (lilm $9i> —
=y (limag, (e)) = ay (€ () = ago (9).

Logo, £ = ag(y, onde £ (e) = lim;xg; € fe(xG). Por outro lado, se y € fe(zG),
aplicamos o processo inverso para obtermos o, € H (o). Agora, tomemos extensao
homomorfica a : BG — F de a,, e tomemos o homomorfismo ¢ : sp (a,) — F induzido
por a; no quociente sp (a,). Vejamos que ¢ é injetora. Se ¢ (7 (u)) = ¢ (7 (v)), entao,
ay (u) = ag (v), donde o (u) g = ay (v) g, isto é, ag (ug) = a; (vg), para todo g € G.
Logo, 7 (u) = 7 (v). Assim, ¢ é uma bijegdo continua sobre sua imagem. Visto que
ay (BG) = fe (zG), temos que ¢ (sp (o)) = fe (xG). Como sp (o) é compacto e fe ()
¢ Hausdorff, temos que ¢ é um homeomorfismo sobre fe (zG). Logo ¢ é um isomorfismo
entre sp (ay) e fe (zQG). O

Corolario 3.27. Dado x € F, tem-se que

1. = € ponto quase periddico de (F,G,a) se, e somente se, 3G [~,, € um conjunto
mainimal.

2. x € ponto recorrente por cadeias de (F,G,a) se, e somente se, BG [~,, € um
congunto transitivo por cadeias.

3.3.1 Invarianca e semitotalidade

Discutimos agora a recorréncia por cadeias de fungoes G — F' sob as hipdteses de G ser
um grupo normal e o subsemigrupo S C G ser invariante e semitotal. Pelo Corolario 3.13,
estas condigdes assumidas juntamente resultam que os conjuntos w (ue, S) € w* (ue, S) sdo
os Unicos transitivos por cadeias maximais de (GG, G), o que deve refletir evidentemente
no comportamento dinamico nos fechos das fungoes. De fato, neste caso existem apenas
duas possibilidades para a determinacao da dindmica no espacgo de uma funcao.

Assumimos que G é normal e que S é invariante e semitotal. Tomando uma fungao
uniformemente continua f : G — F, consideremos a projegao s : fG — (G [~ &
H (f). Entao, ambos os conjuntos 7y (w (ue,S)) e mf (w* (ue,S)) sdo transitivos por
cadeias. Além disso, temos que 7 (w (ue, S)) C w(f,S) e s (w* (ue,S)) C w*(f,S),
pois 7 (u.) = f.

Com estas hipoteses sobre o semigrupo, mostramos que existe somente duas possibili-
dades para a transitividade por cadeias no espago de uma funcao f : G — F. O seguinte
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teorema diz que as fungoes nao recorrentes por cadeias sao aquelas que preservam a
estrutura dinamica de (G, G) através da projegao canodnica.

Teorema 3.28. Seja f : G — F uma funcao uniformemente continua, onde F é um
espago compacto Hausdorff. Se f nao € recorrente por cadeias, entao, w (f,S) ew* (f,5)
$Go os unicos conjuntos de transitividade por cadeias de (H (f),G).

Demonstracao: Seja h € H (f) tal que h ¢ 7y (w (e, S)) U mf (w* (e, S)). En-
tao, h = 7wy (u), para algum u € G\ (w(u., S) Uw* (4, S)). Neste caso, w(u,S) C
w (e, S) e w* (u,S) C w*(ue,S), donde 7 (w(u,S)) C 7f(w(ue, S)) e mp (W (u,S)) C
s (w* (ue, S)). Logo,

wh,S)Nmp(w(ue, S))#0 e W (h,S)N7s(w(ue,S)) # 0.

Isto mostra que a unido 7y (w (ue, S)) Uns (w* (ue, S)) ndo é um conjunto transitivo por
cadeias, pois do contrario, qualquer ponto de H (f) seria recorrente por cadeias, ou seja,
H (f) seria transitivo por cadeias. Assim, os conjuntos 7y (w (e, S)) e mf (w* (e, S))
estao contidos em distintos conjuntos de transitividade por cadeias, os quais denotamos
por E e E* respectivamente. O mesmo argumento inicial se aplica para concluirmos
que FE e E* s@o os tnicos conjuntos de transitividade por cadeias de (H (f),G). Mais
ainda, se h € E, entao, w (h,5),w* (h,S) C E, donde segue pelo mesmo argumento que
h € mf(w(ue,S)). Logo, E = 7 (w(ue,S)). Da mesma forma, E* = 7 (w* (u, 5)).
Portanto, 7y (w (ue,S)) = w(f,S) e mp (w* (ue, S)) = w* (f,5), e o resultado esta pro-
vado. U

Por outro lado, por exemplo, se a unidgo 7 (G) U 7y (w (1o, S)) U s (w* (up,.S)) nao
é disjunta, entao, podemos mostrar que f é recorrente por cadeias. Contudo, existem
somente duas possibilidades para a transitividade por cadeias em (H (f),G); ou H (f)
¢ transitivo por cadeias ou w (f,S) e w* (f,S) sdo os conjuntos de transitividade por
cadeias de (H (f),G).



Apéndice A
Acoes de semigrupos

Um sistema dinamico cléssico consiste basicamente de uma ac¢ao da reta real sobre uma
variedade, onde os estudos se concentram na analise do comportamento dinamico gerado
pela acao das retas positiva e negativa. Assim, os resultados gerais da teoria de acoes
de semigrupos sao aplicados em particular & teoria de sistemas dindmicos. O principal
assunto nos estudos ¢ a transitividade da acao. Estudamos transitividade em pelo menos
trés niveis: transitividade total, transitividade aproximada e transitividade por cadeias.
Da classe dos conjuntos de transitividade aproximada fazem parte os conjuntos contro-
laveis, sendo que seus conjuntos de transitividade fazem parte da classe dos conjuntos
de transitividade total. Por fim, da classe dos conjuntos de transitividade por cadeias
fazem parte os conjuntos controlaveis por cadeias. Esta tltima classe de conjuntos esté
relacionada diretamente com o conceito de semigrupos de sombreamento. Tal relagao
apresentamos com énfase neste apéndice.

Seja X um espago topologico e C; (X) o conjunto de todas as aplicagoes continuas
entre subconjuntos abertos de X. Um subconjunto S C C; (X) é um semigrupo local se
é fechado para as composi¢oes admitidas.

Dado um subconjunto A C X, definimos os conjuntos

SA={ye X :existem s € Sex € ANdom (s) com sx =y}

S*A ={y € X :existe s € S tal que y € dom (s) e sy € A}.

Dado um ponto z € X, entao,

Sz ={y € X :existe s € S tal que x € dom (s) e sz =y}

S*x ={y € X :existe s € S tal que y € dom (s) e sy =z}

119
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sao denominados respectivamente de orbita progressiva de x e orbita regressiva de x.

O semigrupo S é dito acessivel a partir de x € X se int (Sx) # (). Entao S é dito
acessivel se o for a partir de todo z € X.

Um subconjunto M C X é dito progressivamente invariante se SM C M; regressi-
vamente invariante se S*M C M; e transitivo ou que S age transitivamente sobre M se
M C Sz, para todo x € M.

A.1 Conjuntos de transitividade total

Em muitos casos de agoes de semigrupos existe uma classe nao vazia de pontos do espago
base que sao recorrentes, ou seja, pontos que pertencem a sua orbita.
Consideremos o conjunto

R={reX:zeSr}={re X :xeS}

denominado conjunto de recorréncia total da acao de S sobre X. Entao, z € R se e

somente se Sx N S*x # (). Se R ¢ nao vazio, a colecao de subconjuntos T, = Sx N S*x

(x € X) forma uma partigao de R. Cada subconjunto T}, # () é chamado de conjunto de

transitividade total para a agao de S sobre X, visto que S age transitivamente sobre 7).
Assumimos desde agora que as aplicagdes de S sao abertas.

Proposicao A.1. Seja x € R. Se T, possui ponto interior, entao, T, é um subconjunto
aberto de X.

Demonstracao: Tome y € int (7},). Entao, T, =T, e
y € int (7)) = int (Sy) Nint (S™y) .

Isto significa que Sy e S*y sdo subconjuntos abertos (Colorario 3.9 de [36]). Logo,
T, =T, ¢ aberto. O
Alguns exemplos de conjuntos de transitividade total para a acao de semigrupo sao

apresentados no capitulo 3 de [36].

Definicao A.2. Dado um conjunto de transitividade total T' definimos os conjuntos

A(T)={ye X :SynT #0}

A (T)={ye X :S*yNT #0}

denominados respectivamente dominio de atracao de T' e dominio de repulsao de T'.
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Temos que T'= A (T) N A* (T), para todo conjunto de transitividade total 7.
Podemos definir uma relagao de ordem parcial entre os conjuntos de transitividade
total do seguinte modo.

Defini¢ao A.3. Dados x,y € R, entao, T, < T, se, e somente se, v € A(T,).

Entao, T, < T, se, e somente se, T,, C A(7T,). Um conjunto de transitividade total
maximal com respeito a esta ordem possue uma caracteristica especial dada pela seguinte
proposicao.

Proposicao A.4. Seja x € R. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. T, € maximal com respeito a relagao de ordem da definicao A.3.

2. T, =RnNSx.

Demonstracao: Assumindo que 7}, é maximal, tomemos y € RNSz. Entao, SxNT, #
0, pois y € T,,. Logo, x € A(T,), isto é, T,, < T,. Assim, T,, = T,, pois T, ¢ maximal.
Portanto, R N Sz = T,. Reciprocamente, assumimos que 7, = RN Sz e seja y € R
tal que T, < T,,. Entao, St NT, # 0, donde y € Sz. Logo, y € T, e, portanto, T, ¢é
maximal. O

A.2 Conjuntos de transitividade aproximada

Um enfraquecimento natural da condi¢cao de ponto totalmente transitivo ¢ a definigao
de ponto aproximadamente transitivo, isto é, de um ponto que pertence ao fecho de sua
orbita. Esta propriedade é conhecida como recorréncia de Poincaré.

Consideremos os conjuntos

Rp={rec X :vefe(Sx)} e R ={recX:zecfe(Sr)}

denominados respectivamente conjunto de recorréncia aproximada e conjunto de recor-
réncia aproximada regressiva para a agao de S.

Ha uma diversidade de casos de agoes de semigrupos onde Ry, e Ry, sa0 nao vazios,
como por exemplo, quando o espaco base é compacto Hausdorff. Assumimos entdao que
estes conjuntos sao nao vazios.

Uma relacao de equivaléncia em R,, ¢ dada da seguinte forma: dados z,y € Rap,
entdo, x =~ y se e somente se = € fe (Sy) e y € fe (Sx). Cada classe de equivaléncia desta
relacao é denotada por D, e denominada de conjunto de transitividade aproximada para
a acao de S. Assim, um conjunto D C X é um conjunto de transitividade aproximada
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se, e somente se, (i) D C fe(Sz), para todo = € D e (ii) D é maximal satisfazendo a
propriedade (i).
De modo semelhante também definimos uma relagao de equivaléncia em R

ap’
cada classe de equivaléncia ¢ denotada por D} (z € R},) e denominada de conjunto de

onde

transitividade aproximada regressiva.

E evidente que cada conjunto de transitividade total estd contido em um conjunto
de transitividade aproximada (regressiva).

Um conjunto de transitividade aproximada (regressiva) que possui interior nao vazio
é conhecido como conjunto controldvel (regressivo) para a agao de S. A um conjunto
controlavel D C X associamos o conjunto aberto

Dy={x € D:zcint(Sx)}

chamado de conjunto de transitividade de D. Se Dgy é nao vazio, entao, D é chamado de
conjunto controlavel efetivo de S. Neste caso, Dy ¢ um conjunto de transitividade total
aberto. Semelhantemente, a um conjunto controlavel regressivo D* C X associamos o
conjunto aberto

Di={xe€ D" :x€int(S*z)}

chamado também de conjunto de transitividade de D*. Se Df é nao vazio, entao, D é
um conjunto de transitividade total aberto.

Se D é um conjunto controlavel efetivo, entao, Dy = Djj, onde D* é um conjunto
controlavel efetivo regressivo, pois Dy = Sx N S*x. A correspondéncia D — D* é
uma bijecao entre os conjuntos controlaveis efetivos e os conjuntos controlaveis efetivos
regressivos, pois os conjuntos controlaveis sao disjuntos entre si.

Proposicao A.5. Seja D um conjunto controldvel efetivo para a a¢ao de S. Entdo
1. D C S*x, para todo x € Dy.
2. Dy="1T,, para todo x € Dy.
3. Dy € denso em D.
4. Dqy € invariante por S em D, isto €, se h € S, x € Dy e hx € D, entao, hx € Dy.

Demonstracao: Ver Proposicao 3.19 de [36]. O

Assim, como ja comentamos, o conjunto de transitividade de um conjunto controlével
efetivo ¢ um conjunto de transitividade total aberto. Por outro lado, se para algum x €
R, T, tem interior nao vazio, entao, T, é o conjunto de transitividade de algum conjunto
controlavel. Existem casos de conjunto controlavel efetivo contendo um conjunto de
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transitividade total distinto de seu conjunto de transitividade (ver Exemplos 3.7 e 3.9
de [36]).
O dominio de atra¢ao de um conjunto de transitividade aproximada D é o conjunto

AD)={ye X :fe(Sy)NnD #0}.

O dominio de repulsao de um conjunto de transitividade aproximada regressivo D* é o
conjunto

A (D) = {y € X : fe (S*y) N D* # 0}

Se D é um conjunto controlavel e y € A(D), tomemos = € fe(Sy) N D. Entao,
D C fe(Sz), donde int (D) N Sz # (. Como Sz C fe (Sy), temos que int (D) N Sy # 0,
donde concluimos que

A(D)={ye X :Synint (D) #0}.
Usando que a acao é aberta, segue de forma semelhante que e
A (D*)={ye X : S*ynint (D*) #0}.
Em particular, se D é um conjunto controlavel efetivo, podemos mostrar que

A(D)={ye X :SynDy#0}.

A*(D*)={ye X :S*yN Dy # 0}

(c.f. [31)).
Com este conceito podemos definir a seguinte relacao de ordem parcial entre os con-
juntos de transitividade aproximada.

Definigao A.6. Sejam D e D' conjuntos de transitividade aprozimada para a a¢do de
S. Entio, D <X D’ se e somente se DN A(D') # ).

Um conjunto de transitividade aproximada invariante D satisfaz fe (D) = fe (Sx),
para todo z € D. Entao, os conjuntos de transitividade aproximada invariantes e fe-
chados coincidem com os subconjuntos minimais para a acao de S sobre X, sendo estes
ultimos definidos na teoria de dinamica topolégica. Em particular, os subconjuntos
minimais sao maximais com respeito a relacao de ordem da definicao A.6.

Se D é um conjunto controlavel invariante, entao, D é maximal com respeito a relagao
de ordem da Definicao A.6 entre os conjuntos controlaveis.
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A.3 Conjuntos de transitividade por cadeias

A abordagem mais geral do assunto de transitividade para fluxos e semifluxos é a transi-
tividade por cadeias (ver [24]). Neste contexto, o espago base é paracompacto, condi¢do
que garante a existéncia de uma familia especial de coberturas abertas, chamada familia
admissivel, sobre a qual sao definidos os conjuntos de transitividade por cadeias.

Nesta secao, introduzimos o conceito de cadeias relativo a um semigrupo local de
aplicacoes continuas sobre um espaco paracompacto. Para estudar os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias abordamos a agao dos semigrupos de sombreamento.

Fixemos um semigrupo local S C C; (X). Dados n € S e uma cobertura aberta U de
X, definimos a S—vizinhang¢a de n relativa a U como

» €8 :dom(p) C dom(n) e, para todo x € dom (¢), }

Vs (n,U) = { existe Uy, € U tal que n(z), ¢ (x) € Uy

Se A C S, definimos o conjunto
Vs (A U) ={¢pon:¢€Vs(idU),ne A}

Definigao A.7. Dados x,y € X, uma cobertura abertad de X e um subconjunto A C S,
uma (U, A)-cadeia de x paray consiste de uma sequéncia de pontos o = T, T1,...,Tp =Y
em X, de aplicagoes ¢y, ..., pn_1 € A e de abertos Uy, ...,U,_1 € U tais que ¢; (z;),Ti11 €
U;, para todo 1 =0, ...,n — 1.

Para N C X nao vazio, A C § e uma cobertura aberta U de X, definimos os seguintes
conjuntos

Q(N,U,A) ={y € X : existem z € N e uma (U, A)-cadeia de x para y}

Q" (N,U,A) ={y € X : existem z € N e uma (U, A)-cadeia de y para =} .
Definicao A.8. Seja A C §. Dada uma cobertura aberta U de X, definimos o conjunto
Sya={pr1o---0¢r:¢; € Vs(AU), keN}

denominado (U, A)-semigrupo de sombreamento.

Usaremos por comodidade a notacao ¢n em vez de ¢ o7, para quaisquer ¢,n € S.

Considerando duas coberturas abertas U e V de X, escrevemos V < U se V é um
refinamento de /. Evidentemente, esta relacao é uma pré-ordem entre as coberturas
abertas de X. Também escrevemos V < %Z/l se para todo V.,V € V com VNV’ #£ 0,
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existe U € U com V UV’ C U. Definimos indutivamente a relagao ¥V < 2%1/{ se V< W
e W < 2,1%11/{. Observe que V < %L{ implica V C U.

Dadas coberturas abertas & e V de X e dado um subconjunto compacto K C X
denotamos as seguintes colegoes:

UK ={Uel:KnU+#0}.

UNY={UNV #D:UecldeV eV}.

Definicao A.9. Se N C X ¢ aberto e K C N € compacto, dizemos que uma cobertura
aberta U de X € K-subordinada a N se, para cada U’ € U, K] tem-se U' C N.

Definicao A.10. Seja O uma familia de coberturas abertas de X. Dizemos que O €
admissivel se

1. para cada U € O, existe V € O tal que V < %Z/{.

2. N C X € um conjunto aberto e K C N ¢é compacto, existe U € O o qual €
K-subordinado a N .

3. Dadas U,V € O, existe W € O que refina ambas as coberturas U e V.

Vejamos alguns exemplos de familias admissiveis.

Exemplo A.1. Denote por O(X) a familia de todas as coberturas abertas de X. Como
X € paracompacto, entao, O(X) é admissivel (ver [17], pg. 170).

Exemplo A.2. Se X ¢ um espaco compacto Hausdorff, entio, a familia O¢(X) de todas
as coberturas abertas finitas de X € admissivel.

Exemplo A.3. Se (X,d) € espago métrico, seja Oq(X) a familia de todas as coberturas

abertas U., com € > 0, onde U. € a colegio de todas as e-bolas de X. Entao, Oq(X) é
admissivel.

Definicao A.11. Seja O uma familia de coberturas abertas de X. Dizemos que S €
O-localmente transitivo se dada uma cobertura U € O e um aberto U € U, entao, para
todo x,y € U, existe ¢ € Vs (id,U) tal que ¢ (x) = y.

Notemos que se U < U’ sao coberturas abertas de X e A C A’ sdo subconjuntos de
S, entdo, Sya C Syra. Com efeito, se ¢ € Vs (id,U), entao, existem ¢ € Vs (id,U) e
n € A tais que ¢ = ¢pon. Como n € A, temos que ¢ € Vs (A ,U). Além disso, para
todo x € dom (¢), existe U, € U tal que z,¢ (z) € U,. Como U, C U., para algum
U! e U', concluimos que ¢ € Vs (A", U"). Portanto, Vs (A, U) C Vs (A",U"). Isto garante
a afirmacao.
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Lema A.12. Sejam &,n,7 € S e U cobertura aberta de X. Se & € Vs (n,U), entdo,
&t e Vs (nm,U).

Demonstracao: Dado y € dom ({7) C dom (n7), temos que 7 (y) € dom (§), donde
existe Uy, € U tal que {7 (y) ,n7 (y) € Upyr(y). Logo, 7 € Vs (nT,U). O

A partir de agora consideremos fixada uma familia admissivel O de coberturas abertas
de X.

Proposicio A.13. Sejam U,V € O tais que V < 1U. Se £ € Vs (id, V), entao, Y €
Su.a, para todo 1 € Sy 4.

Demonstragao: Escrevamos ¢ = ;...¢, onde ¢; € Vs(A,V), i = 1,....,k. Visto
que V < iU, temos que ¢; € Vs (A,U), para todo i. Logo, 1s..1x € Sy.a € existem
¢ € Vs (id,V) e n € A tais que ¢; = ¢ on. Pelo Lema A.12, temos que {¢p € Vs (4, V).
Agora, se x € dom ({¢), entao, existem Vi, V, € V tais que ¢ (2), 0 (x) € V) e
¢(x),r € V. Logo, Vyu) NV, # 0, donde existe U, € U tal que Vi) UV, C Us,.
Portanto, &¢ (x),x € U,, donde £¢p € Vs (id,U). Assim, &y € Vs (A,U), donde
§Y = E1iha.. by € Sy a- u

Proposigao A.14. Suponha que S é O-localmente transitivo. Sejam x € X, U,U" € O
e ACS. Entao, Syax e S v sao subconjuntos abertos de X.

Demonstracgao: Vejamos que
Vs(AU)r = J{U €U :UN Az # 0}

Dado y € Vs (A,U) z, temos que y = ¢n (x), para algum ¢ € Vs (id,U) e n € A. Logo,
existe Uy € U tal que y = ¢n (x),n(x) € Uy(y), donde Uy, € vizinhanca aberta de y e
Uy N Az # (. Portanto, Vs (A,U)x C J{U €U : UnN Az # 0}. Por outro lado, seja
z€U,onde U e U e UNAx # (). Tomemos ¢ € A tal que ¢ (z) € U. Pela transitividade
local de S, existe ¥ € Vs (id,U) tal que ¢ (x) = z. Logo, z € Vs (A,U)xz. Portanto,
U{Ueld:UnAx #0} C Vs (A,U)z. Assim, Vs (A,U)x é um subconjunto aberto de

x. Agora, denotemos V} 4o = Vs (A,U) = e definamos recursivamente

Viar= |J Vs(AU)z
zEVJ‘:;:c
para todo n > 1. Entao, cada Vi 4o é subconjunto aberto de X, donde segue que

oo
n
Syar = U Vii AT

n=1
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é subconjunto aberto de X. Agora, vejamos que
Vs (A Uy z=|J{n"'(U):UclzecUnecA}.

Com efeito, se y € Vs (A,U)" x, entdo, existem ¢ € Vs (id,U) en € A tais que ¢n (y) = z.
Logo, existe U,y € U tal que = = ¢n(y),n(y) € Uyy). Assim, y € n7* (Un(y)) com
x € Uy, donde segue a inclusao entre os conjuntos da lado esquerdo para o direito. Por
outro lado, se z € n71 (U), com U € U, z € U e n € A, entao, n(z),z € U. Pela tran-
sitividade local de S, existe ¢ € Vs (id,U) tal que ¢ (n(z)) = z. Logo, z € Vs (A,U)" x,
donde segue a afirmacao. Seguindo de forma semelhante ao que foi feito para a oérbita
progressiva, concluimos também que &y 4o ¢ um subconjunto aberto de X. 0

Notemos que para todo espaco topoldgico M e toda familia arbitraria O de coberturas
abertas de M, qualquer semigrupo local contendo as fungoes constantes é O-localmente
transitivo. Portanto, o conceito de transitividade local pode ser abordado com grande
generalidade.

Nosso objetivo principal é relacionar a agao dos semigrupos de sombreamento com
a recorréncia por cadeias. A proxima proposicao é o primeiro e fundamental resultado
neste caminho. Os conjuntos de transitividade por cadeias sao determinados a partir dos
conjuntos de transitividade aproximada para a acao dos semigrupos de sombreamento
relativos ao semigrupo local.

Proposicao A.15. Sejam z,y € X, U U € O e A C S. Sey € Syazx, entio,
y € Q(z,U,A). Além disso, se U < %Z/l’ ey € fe(Sy.ax), entao, y € Q (x,U', A).

Demonstracao: Scja 1 € Sy a tal que ¥ (x) = y. Escrevamos ¢ = 1,_1...1y, com
v € Vs (A,U), i =0,...,n — 1. Entao, existe ¢; € Vs (id,U) e n; € A tais que ¢; = ¢;n;,
i = 0,..,n — 1. Consideremos os pontos xg = =,x1 = ¥ (zg), T2 = Y1 (x1),..., Ty, =
Yn_1(xn—1) = y em X. Entdo, para cada i, existe U; € U tal que n; (z;),; (z;) € Uj,
isto &, m; (x;) , w41 € U;. Logo, y € Q (z,U, A). Agora, seja y € fe (Sy ax) e suponhamos
que U < %L[’. Tomemos U, € U vizinhanca aberta de y. Entao, existe ¢ € Sy 4 tal
que ¢ (z) € U,. Como ¢ () € Sy 4z, existe uma (U, A)-cadeia de = para ¢ (x), ou seja,
existem pontos xg = ,...,x, = ¥ () € X, ¢g,...,pn_1 € A e Up,...,U,_1 € U tais que
¢i (z;) , 241 € U;. Como ¢ () € U, N U,_1, existe U),_; € U’ tal que U, UU,_1 C U},_;.
Logo, ¢n—1(xn-1),y € U}_,, donde obtemos uma (U’, A)-cadeia de x para y. O

Uma reciproca desta tultima proposigao pode ser estabelecida com a hipotese de
transitividade local.

Proposicao A.16. Assuma que S é O-localmente transitivo, e sejam A C S eld € O.
Sey e Q(x,U,A), entio, y € Sy ax.
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Demonstragao: Sejam o =vy,...,x, =x € X, ¢g, ..., on_1 € A e Uy,...,U,_1 € U tais
que ¢; (z;),xip1 € U, 1 =0,...,n — 1. Pela transitividade local de S, para cada i, existe
v; € Vs (id,U) tal que 1;¢; (z;) = z441. Entao, ¥;¢; € Vs (A,U), paratodoi =0,...,n—1.
Assim, z, = Yn_10n—1 (Tn-1) = Yn_1Pn_1.-%000 (7o), onde Vp_1Pp_1..80000 € Sy,a.
Logo, y € Sy ax. O

Agora, consideremos uma familia F de subconjuntos do semigrupo S. Dado = € X,
definimos os conjuntos

Qro(x)= () Q.U A)

UcO,AcF

;-',(9 (‘7;) = m aQ (I,U,A)

UcO,AcF

Com isso, associamos a familia F o conjunto
Rr={reX:zeQro@)}={zeX 2y (x)}

chamado conjunto de recorréncia por F-cadeias.

Assim, os conjuntos E, = Qzr o (z) N Q% (z) (v € Rr) formam uma particao de
R, onde cada conjunto E, é chamado de conjunto de transitividade por F-cadeias. Se
int (E,) # 0, entao E, é chamado de conjunto controldvel por F-cadeias.

Sob a hipétese de transitividade local, os conjuntos de transitividade por cadeias
podem ser caracterizados em termos dos conjuntos de transitividade total dos semigrupos
de sombreamento. Como as 6rbitas progressivas e regressivas destes semigrupos sao
conjuntos abertos, temos que todo conjunto de transitividade total é um conjunto de
transitividade de algum conjunto controlével efetivo.

Teorema A.17. Assuma que o semigrupo local S é O-localmente transitivo e seja F
uma familia de subconjuntos de S. FEntao, um subconjunto nao vazio E C X € um
conjunto de transitividade por F-cadeias se, e somente se, para cadaUd € O e A € F,
existe um conjunto controldvel efetivo Dy 4 para a agao do semigrupo de sombreamento
Su.a de forma que

E= () Dua)y= () Dua= [) fe(Dua).

UcO,AcF UcO,AcF UcO,AcF

Demonstragao: Seja E = ﬂ (Du,a), como no enunciado. Se z,y € E, entdo,

U0, A F
y € Syar e x € Sy .ay, para todo U € O e A € F, donde segue pela primeira parte

da Proposigao A.15 que y € Qr o () N Q% (r) = E,. Logo E C E,. Por outro lado,
se z € E,, segue pela Proposicao A.16 que z € Sy 4z e € Sy a2, donde z € (Dyya),,



Secao A.3 - Conjuntos de transitividade por cadeias 129

para todod € O e A € F. Logo, z € E e, portanto, F = E,. Reciprocamente, fixemos
r € NRr. Sey € E,, entdo, y € Syav e x € Sy ay, donde y € (Tyy,4),, para todo U € O
e Ae F. Logo, E, C m (Ti,a),- Pela primeira parte da demonstracao, temos que

UEO,AeF
E, = ﬂ (Ty1,4),- Enfim, usando um simples argumento, as outras igualdades do
UEO,AeF
enunciado seguem da segunda parte da Proposi¢ao A.15 e da Proposicao A.16. 0

Com o Teorema A.17 alcangamos nosso objetivo de relacionar os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias com a transitividade dos semigrupos de sombreamento.

Definicao A.18. Seja E um conjunto de transitividade por F-cadeias. FEntao, o do-
minio de atragao por cadeias e o dominio de repulsao por cadeias de E sao dados
respectivamente pelos conjuntos

Ao (B) = {y € X : Qro(y) N E £ 0}.

A5 (BE)={ye X :Qp(y)NE#0}.

Notemos que E, = Ap (E,) N A} (E:) (z € Rzy). Contudo, o conceito de dominio
de atragao por cadeias estabelece uma relacao de ordem parcial entre os conjuntos de
transitividade por F-cadeias.

Definicao A.19. Dados z,y € Ry, entao, E, 3 E, se, e somente se, x € Ap (E,).
Logo, E, 3 E, se, e somente se, E, C Ap (E,).

Proposigao A.20. Assuma que o semigrupo local S é O-localmente transitivo e seja F
uma familia de subconjuntos de S. Se E é um conjunto de transitividade por F-cadeias,
entao

Ao(E)= [ A((Dua)y) = () ADua)

UeO,AcF UcO,AcF

Ao (BE)= (] A ((Du.a)y)

UcO,AcF

onde Dy 4 € um conjunto controldvel efetivo de Sy 4.

Demonstragao: Se x € Ap (E), entao, Qp (x) N E # (). Pelo Teorema A.17, temos que

E= () (Dua)y= () Dua

UcO,AcF UcO,AcF
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onde Dy 4 é um conjunto controlavel efetivo de Sy 4. Tomando y € Qp (z) N E, se-
gue da Proposicao A.16 que y € Sy ax N (Dy,a),, para todos U € O e A € F. Logo,
r € A(Dy.a), para todos U € O ¢ A € F. Reciprocamente, seja x € ﬂ A (Dy a).

UEO,AcF
Entao, existe 24 € Sy.a7 N (Dy,a),, para todosd € O e A € F. Tomando y € E C

(D%A)O? temos que y € Sy, a%u.a C Sy.az. Segue da Proposigao A.15 que y € Qp (z)NE.
Logo, z € Ap (E), e o resultado esta demonstrado. O

Corolario A.21. Assuma as hipdteses da proposicao anterior. Seja E conjunto de

transitividade por F-cadeias dado por B = ﬂ Dy a4, onde cada Dy 4 € um conjunto
UEO,AeF
controldvel efetivo invariante de Sy a. Entao, E é mazximal com respeito a relagao de

ordem da Defini¢ao A.19.

Demonstragao: Suponha que E' = ﬂ Di{’ 4 € um conjunto de transitividade
UEO,AcF
por F-cadeias com E 3 E’. Entao, E C Ap(E') = ﬂ A(( &,A)())’ donde
UCO,AeF

DyanA (( Zg,A)o) # (), para todos U e A, ou seja, Dy,a = Dy, 4. Logo, Dy.a = Dy, 4,
para todos U e A e, portanto, £ = E. Il



Apéndice B
Variedades flag

Neste apéndice, apresentamos um esbogo sobre o contetido bésico da teoria de Lie semi-
simples real e definimos o conceito de variedade flag. Os resultados e afirmagoes que
enunciamos podem ser conferidos com todos os detalhes nos trabalhos de Braga Barros-
San Martin [3] e [4], Patrao [22] e San Martin [26]. Observamos também que as definigoes
e objetos relacionados aos conceitos de algebra de Lie e de grupo de Lie podem ser
consultadas nos textos de San Martin [29] e [30].

B.1 Fundamentos da teoria de Lie semi-simples real

Seja G um grupo de Lie real conexo e de centro finito cuja algebra de Lie g é semi-simples.
Denota-se por Aut (g) o grupo dos automorfismos de g, e por Int (g) o subgrupo gerado
pelas exponenciais das derivagdes internas de g. Visto que g é semi-simples, entao, Int (g)
¢ a componente conexa da identidade de Aut (g).

Consideremos a representacao [ : G — Int (G) dada por I (g) = Cy, onde C,; é a
conjugacao por g em G, para todo g € G. Denotando por exp a aplicacao exponencial
de g em G e por e o elemento neutro de GG, temos que

Cy (exp (X)) = exp (d(Cy), (X))

para todo ¢ € G e X € g. Para a aplicagdo adjunta Ad : G — GL(g) dada por
Ad(g) = d(Cy),, temos a igualdade

exp (Ad (9) (X)) = Cy (exp (X)) = gexp (X) g~

para todo g € G. Entao, Ad é uma aplicacao diferenciével cuja diferencial no elemento
neutro de G coincide com a aplicagdo adjunta ad : g — gl (g) da algebra de Lie g. Além
disso, como Ker (Ad) = Z(G), onde Z (G) & o centro de G, temos que a aplicagao
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induzida Ad : G/Z (G) — Ad(G) é um isomorfismo analitico, e Ad(G) é chamado de
grupo adjunto.
Assim, para todo X € g, vale a igualdade

Ad (exp (X)) = )

donde segue que Ad (G) = Int(g), pois G é conexo. Contudo, Ad(G) é um subgrupo
fechado de GL (g).

Uma involucio de Cartan é um automorfismo involutivo 6 (#* = id) de g tal que a
seguinte forma bilinear é um produto interno na algebra

(X, Y)y=—(X,0(Y))

onde (-,-) é a forma de Cartan-Killing de g. O fato de g ser semi-simples implica que
existe uma tunica involugao de Cartan a menos de conjugagao por elementos do grupo
adjunto Ad (G). Entao, g = €@ s, onde

E={Xecg:0(X)=X} e s={Xe€g:0(X)=-X}

sao ortogonais em relac@o a (-, -), e a forma de Cartan Killing. Esta decomposicao de g é
chamada de decomposicao de Cartan associada a uma involucao de Cartan #. O subgrupo
de Lie conexo K gerado por exp (¢) é um subgrupo compacto de GG. Na verdade, isto é
equivalente ao fato do centro de G ser finito.

B.1.1 Sistema de raizes e decomposicao de Iwasawa

Agora, a menos de conjugacao por elementos de Ad(K), é garantida a existéncia e
unicidade de uma subdalgebra abeliana maximal a C s. O par (6,a) é chamado de par
admissivel de g. Chamamos de sistema de raizes do par admissivel (6,a) o conjunto II
dos funcionais lineares (nao nulos) « : a — R tais que a (H) s@o autovalores associados
a autovetores de ad (H) (H € a). O espago associado a uma raiz o € II ¢ dado pelo
subespaco

go={X€g:ad(H)(X)=a(H)(X), para todo H € a}.
Observemos que 6 (g,) = g—o. Denotando
m =5 (@) = {X € t: ad (X) o= 0}
o centralizador de a em £, temos que

g:m@a@Zga

acll
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¢ uma soma direta (-, -),-ortogonal. Dado g € G e ¢ = Ad(g), temos que (¢0¢™ ', ¢ (a))
é um par admissivel cujo sistema de raizes associado é dado por

g ={p'a=aoc¢ ! |sacll}.

Assim, ggra = ¢ (ga) €
g=0(m @ (@) @Y ¢(ga)

aell

Defini¢ao B.1. As camaras de Weyl associadas a um par admissivel (0, a) sio as com-
ponentes conezas do conjunto {H € a: «(H) # 0, para todo a € 11}.

Escolhendo-se uma camara de Weyl como a cdmara positiva a*, definimos o conjunto
das raizes positivas asscociado a a™ como

It ={aell:als+>0}.

Entao, a™ gera a. Denotamos os subespagos

n=> go e n =) g

acllt+ a€cllt+

Entao,
g=tPadn

onde n ¢ uma subalgebra nilpotente e adn é uma subalgebra soluvel. Esta decomposicao
g = tPadn é denominada decomposicao de Iwasawa de g associada ao terno admissivel
(0,a,a™). Contudo, a aplicagao (k, a,n) — kan define um difeomorfismo entre K x Ax N
e G, onde K = (exp (¢)), A= (exp(a)) e N = (exp(n)) . Assim,

G =KAN

¢ denominada decomposigao de Iwasawa de G associada ao terno (6, a,a™).

B.1.2 Grupo de Weyl

Dado g € G e um terno admissivel (6, a,a™), temos que as camaras de Weyl associadas
ao par (pf¢~1, ¢ (a)) sao imagem por ¢ = Ad (g) das cAmaras de Weyl associadas ao par
(0,a), e p*IIT & o conjunto das raizes positivas associado a ¢ (a™). Entédo, ¢ (a™) gera
¢ (a). A menos de conjugagao por automorfismos internos, existe uma tinica decomposi-
¢ao de Iwasawa de g. Contudo, se g = €@ a®n ¢é a decomposicao de Iwasawa associada
ao terno (6, a,a™), entdo,

g=0E)®o(a)@¢(n)
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¢ a decomposicao de Iwasawa associada ao terno (¢, ¢ (a), ¢ (a™)).

Os objetos associados a um terno admissivel (6, a,a™) sao indicados com a justapo-
sigao de A = exp (at). Neste caso, (-,-), = (-,-) (A),a=a(A), at =at (X), I =1I()\) e
[T =1I" (A\). Para cada o € IT (), definimos H,, € a(\) como

(Ho, H) (\) = a (H)
para todo H € a(A). A reflexdo (-,-) (A)-ortogonal 7, : a (X)) — a(\) em relagdo & H, é
definida por

(Ha, H) (M)

ro (H) = H — 2—<HQ,HQ> o

H,.
Entao, ro (H,) = —H,. Assim, o conjunto

Ha()\) = {Ha ca:ace H()\)}

é um sistema de co-raizes, isto é:

1. g € finito, gera a e nao contém 0;

2. Para todo H, € Il,), existe uma reflexao r, em relacao a H, tal que r, (Ha( ,\)) =

aen);

3. Para todos H,, Hg € Ilyy), 7o (Hg) — Hg ¢ um multiplo inteiro de H,.

Definicao B.2. Seja (0,a,a™) um terno admissivel de g. O grupo de Weyl W (\) € o
grupo gerado pelo conjunto das reflexdes (-, -), (A)-ortogonais {rq : o € II (A\)}.

Visto que Il ¢é finito, temos que W (X) é finito.
Na verdade, o grupo de Weyl depende somente do par admissivel (0, a). Além disso,
ele pode ser identificado com o grupo {Ad (k) |an): k € M*}, onde
M* = Nk (a) ={ke€ K : Ad (k) (a) = a}
é o normalizador de a em K. Assim, se

M = Zg (a) ={k € K : Ad (k) |,=id,}

é o centralizador de de a em K, temos que W (\) é isomorfo ao grupo quociente M* /M.
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B.1.3 Sistema simples de raizes

Seja 3 (\) o conjunto das raizes positivas que ndo podem ser escritas como uma combi-
nagao linear de dois termos nao nulos. Entao, X (\) é chamado de sistema simples de
raizes associado ao terno (6, a,at). Dado © C 3 (\), define-se

(©)" =(e)nII* (1).
A subalgebra semi-simples g (©) de tipo © é a subalgebra gerada por
D g e 0 (®)= ) g
ac(@)t ac(e)t

Entao, 6 (g(0)) C
é dada por g (©
(©

g(0), e a decomposicao de Cartan de g (©) associada a g = 6 |e)
t(O©)Ps(O),ondet(O) =g(O)Ntes(O)=g(0)Ns. Além disso,
g

)
temos que a (©) = g(O) Na é abeliana maximal em s (0). O sistema de raizes do par
a

(©)) ¢ )dado por
1(0) ={ae = a|ye): a € (O)}.
Assim, (fe,a(0),a(0)") é um terno admissivel de g (0), onde
a(©)" =g©)N{H eca(\):a(H) >0, para todo a € ()"}

admissivel (0g,

O conjunto das raizes positivas associadas a a (0)" ¢ dado por

N(O)" ={aecll(®):ac(O)"}
e o sistema simples de raizes associado ao terno (fe,a(©),a(0)") é dado por

2(0)={ae €ll(©) :ac6}.

O grupo de Weyl associado ao par (fe,a(0)) é dado por

W (0) = {Tae = Ta la@): @ € (0)} .

Por fim,
g(©)=t(0)®a(0)®n(O)

¢ a decomposicao de Iwasawa de g (©) associada ao terno (fe, a (0),a(0)"). O subgrupo
semi-simples G (O) de tipo © é o subgrupo conexo gerado por exp (g (0)). Assim,

G(O)=K(©)A(O)N (©)
¢ a decomposi¢io de Iwasawa de G (©) associada ao terno (fg,a(0),a(©)), onde
K (0) = (exp (£(0))), A(O) = {exp (a(0))) e N (O) = (exp (n(0))).

Definigao B.3. Seja © C X (N). O subgrupo We de W (X) gerado pelo conjunto das
reflexoes {r, : a € O} € denominado parabolico tipo O.
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B.1.4 Subalgebra e subgrupo parabélicos

Agora, dado um terno admissivel (6, a,a™"), denominamos de subdlgebra parabdlica mi-
nimal de g associada ao terno (0, a,a™) a subalgebra

pA)=mA)Ba(A)dn(N).
Se © C X (A), entao,
po (M) =p(A)@&n (O)
¢é chamada de subdlgebra parabdlica de tipo ©. O conjunto das subélgebras parabdlicas
associadas ao terno (0, a,a™) é tinico a menos de conjugagao por automorfismos internos.
Dado g € G e © C X ()), temos que ¢ (po (N)) € a subélgebra parabdlica de tipo ¢*©
associada ao terno (pf¢p~1, ¢ (a),¢ (a™)).
O subgrupo parabdlico de tipo © associado ao terno (0, a,a™) é dado por

Po (M) = Na (pe (V) = {g € G : Ad(g) (pe (A)) = pe (A)}

o normalizador de pg (A\) em G. Se ag = a © a(0O) é o complemento (-, -) (A)-ortogonal
de a(©) em a e tg ¢é o centralizador de ag em £, entao,

p@()\) =tobadn
é a decomposicao de Twasawa de pg (A). Se Kg € o centralizador de ag em K, ou seja,
Ko =Zk (ag) ={k € K : Ad (k) |ao= 1dse }

entao

Po (\) = Ko AN

¢ a decomposigdo de Iwasawa de Pg (A\). Contudo, Po (A) é autonormalizador e sua

algebra de Lie é pg ().

B.2 Objetos candnicos e variedades flag

Para definir uma variedade flag, consideramos o conjunto das cdmaras de Weyl em G
dado por
C = {exp (a*): (A,a,a%) terno admissivel} .

Se dois ternos admissiveis (6, a,a™) e <§, a, E+) de g sdo tais que a* = a', entdo, eles
determinam os mesmos objetos como grupo de Weyl, sistema de raizes e sistema simples
de raizes, subalgebra parabélica e subgrupo paraboélico, decomposicao de Iwasawa destes
ultimos e o produto interno (-, -), quando restrito a a.
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Considerando a ac¢ao adjunta de G na algebra de Lie g, para cada g € G e X € g,
denotamos g X = Ad (g) (X).
Para todo A = exp (a™) € C e g € G, temos que

L W(gAg™") = gW () g7', onde gAg~" = exp (Ad (g) (a™)), e gwg™ = Ad(g) ow o
Ad (g71), para todo w € W (\).

2. a(ghg™') = ga()), e 0 mesmo ocorre com os objetos m (), n(A), IL(A), X (N),
Ha(A) e Zu()\).

3. N(gh\g™h) = gN (\) g !, e 0 mesmo ocorre com A e M.
4. pgo (gAg™") = gpe (), para cada © C X ().

5. Pyo(gAg™") = gPo (\) g7, para cada © C X (A).

=)

. <gH, gﬁ> (gAg™h) = <H,f]> (A), para todos H,He a(\).

1

Além disso, se A\, u € C, entao, existe g € G tal que p = ghg™. Ou seja, G age

transitivamente por conjuga¢ao no conjunto das camaras de Weyl em G.
Agora, GG age no conjunto

W={\w):xeCeweWW (N}

definindo
g\ w) = (grg™" guwg™)
para todo g € G e (A\,w) € W. Com isto, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao B.4. O grupo de Weyl candnico W de g € definido pelo espaco das orbitas
de G em W.

Denotamos a orbita de (A, w) por [(A, w)], para todo (A, w) € W.

Proposigao B.5. Para cada A € C e w € W, existe um unico w(X) € W (X) tal que
w = [(A,w (N))]. Fizando X\, a aplicagdo w — w (\) define um isomorfismo entre o grupo
de Weyl W (X) e o grupo de Weyl canonico W, onde, dados w,w € W, tem-se

ww = [(A,w(X)w (N))]

w=[(\w (/\)_1)} :

Além disso, para cada g € G e X\ € C, temos que w (gAg™') = gw (\) g~ L.
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O grupo G também age no conjunto
A={(\H): XeCeHeca(\)}

definindo
g\ H) = (9)\g~",gH)

para todo g € G e (\, H) € A. O abeliano mazximal canénico de g é entdao definido pelo
espaco das orbitas de G em A e denotado por a.

Proposicao B.6. Para cada A\ € C e H € a, existe um unico H (\) € a(\) tal que
H = [(AH (XN)]. Fizando A, a aplicagao H — H (\) é uma isometria linear entre
os espago de Hilbert (a (X),(-,-) (N\)) e o espago de Hilbert (a,(-,-)), onde, para todos
H,ﬁé aeceR, tem-se

H+H= [(A,H(A)Jrﬁ()\))]

cH = [(AcH (V)
e o produto interno em a € definido por
<H, f[> - <H(>\),H(>\)> (\).
Além disso, para todo g € G, temos que H (ghg™") = gH (N).
Lembrando que
e (M) ={Ha (M) €a(N):aell(N)} e Z(A)={Ha(A) €a(d):axeX(N)}
temos ainda que os conjuntos

P={(\Hoa(\):AeCe H,(\) €l (\)}

S={(\Hy(\):NECe Hy(\) € Xa(\)}

sdo invariantes pela acao G em A. O espaco das érbitas de G em P é denominado
de sistema de co-raizes canonicas de g e é denotado por Il,. Entao, II, é um sistema
abstrato de raizes de a tal que W é o seu grupo de Weyl associado. O espaco das oérbitas
de G em § é denominado de sistema simples de co-raizes candnicas de g e é denotado
por X, A restricao do isomorfismo da Proposicao B.6 aos conjuntos I, e ¥, é uma
bije¢ao entre estes e I, (A) e X4 (N), respectivamente, para todo A € C.
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Agora, se a* denota o dual de a, entao, a aplicagdo H +— (H, -) define um isomorfismo
entre a e a*. Podemos entao definir

II={a=(H,,): H, € 1l,}
denominado de sistema de raizes candénico de g, e
Y={aecll: H, € ¥,}

denominado de sistema simples de raizes candnico de g.
Entéao, o grupo de Weyl canonico é gerado pelo conjunto das reflexées {r, : a € ¥}.
Fixando A € C, a aplicagdo a — «a (A) = (H, (A\), ) (A) define uma bijecao entre I1
e I1(A\) e entre ¥ e ¥ ()\). Além disso, a(ghg™!) = Ad(g71)" a (N\) = ga ()\), para todo
g€ G. Se © C %, entdo, © (A) C X (A) é aimagem de O pela aplicacdo a — a ().
Enfim, seja © C . Entao, a subdlgebra pe () parabdlica de tipo © determinada por
A ¢ definida como a subalgebra parabélica pe (A), e o subgrupo Pg (X) parabdlico de
tipO O é P@(A) ()\)

Definicao B.7. O flag de tipo © € o conjunto
Fo ={pe(A): AeC}

de todas as subdlgebras parabdlicas de tipo ©. Quando © = () o flag F = Fy é denominado
flag maximal de g.

Para todos g € G e po (\) € Fg, temos que

gpe (N) =pger (9A07") = Pere-1) (9A97") =pe (9rg™") .

Esta acao adjunta de G no flag Fg é transitiva, pois para todos A\, u € C, existe g € G tal
que gAg~! = p. Além disso, o subgrupo parabélico Pg (\) é o subgrupo de isotropia da
subélgebra parabolica pe (A). Com isto, a proje¢ao canoénica Fg — Fg,/G é um fibrado
diferenciavel e G/ Pg (A) é difeomorfo a orbita Gpe (\) = Fe, onde o difeomorfismo é
dado por ¢g (¢Po (X)) = gpe (N). Portanto, Fg é uma variedade diferenciavel compacta
difeomorfa a variedade homogénea G, Pg ().

Agora, dado w € W e A € C, existe k € M*(\) = Nk (a())) tal que w(A) é
identificado com a classe kM (\) = kZx (a(\)). Para qualquer m € M (\) e H € a(\)™"
temos que kmA (km) ™" = kEMk~!. Assim, faz sentido as notacdes w (A\) Aw (A\) ™' = kXk~
e w () pe (A) = pe (KAL)

[l
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B.2.1 Fibracoes entre os flags

Se A C © C %, entdo, pa (A) C pe (N), para todo A € C. A fibragio natural 7§ : Fa —
Feo é dada por

W(% (pa (V) =pe (A)

para todo A € C. Como a agdo de G é transitiva nos flags, temos que 7§ (gpa (V) =
gpe (A), para todo g € G. Visto que Pa (A\) C Po()), temos que a fibragao canonica
75 1 G/ Pa(\) — G/ Po (\) ¢é equivariante e diferencidvel. Tomando os difeomorfismos
oa G/ Pr(N) = Fa e o : G/ Po(N) — Fg, temos que

7T80¢A=¢90%§-

A fibragao natural do flag maximal sobre o flag de tipo © é denotada por 7g e a
fibragdo canonica é denotada por mg.

B.3 Pontos fixos de subgrupos a 1-parametro

Consideremos a decomposigao de Iwasawa G = KAN. Dado © C X, temos que Py =
KoAN, onde Kg = K N Py é o normalizador de pg em K. Assim, G/ Po = K Ko,
donde K /Kg ¢é difeomorfo a Fg e K age transitivamente sobre Fg.

Conforme [4], Sec¢do 5.1, a variedade flag Fg pode ser mergulhada na componente
s da decomposi¢ao de Cartan. Com efeito, existe Hg € fe (a™) tal que © = © (Hg) =
{a € ¥:a(Hg) =0}. Assim, K¢ ¢ o centralizador Ky, de Ho em K, donde a orbita
adjunta Ad (K') He se identifica com Fg. Reciprocamente, dado H € fe (a'), temos que
Ad (K) H se identifica com a variedade flag Fo ).

Agora, dado H € fe (a™), o conjunto dos pontos fixos da ac¢ao adjunta do subgrupo a
I-parametro exp (tH) na variedade flag Fg é dado pela unido disjunta de subconjuntos
€onexos

U Kpwpe
weWr\W/We
onde K, ¢ a componente da identidade do centralizador Ky de H em K (c.f. Lema 5.1
de [4]). Denotamos fixg (H,w) = K%wpe, para cada H € fe (a™) e w € .

Em particular, se H ¢ reqular, isto é, se H € a*, entao, K% = M, onde M, é a
componente conexa da identidade do centralizador M = Z (a) de a em K. Assim,
fixg (H,w) = wpe, para todo w € W. Neste caso, denotando h = exp H € A, temos que
h"z — wpe, n — +00, para todo x € N wpg = Ngwpe, donde obtemos que a oérbita
N~ wpe ¢é a variedade estavel do ponto fixo wpg e a orbita Ntwpg é variedade instavel
do mesmo. Portanto, existe um tnico ponto fixo atrator pg cuja variedade estavel é a
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orbita aberta e densa N~ pg e um tnico ponto fixo repulsor wope cuja variedade instavel
¢ a Orbita aberta e densa NTwgpe.

Se H' é split-reqular, ou seja, se H' = Ad(g) (H), para algum g € G e H € a™, entdo,
fixg (H',w) = gfixe (H,w) = gwpe com variedade estavel gN~wpg e variedade instavel
gNTwpe. Vejamos este caso de forma mais geral com o seguinte resultado.

Lema B.8. Dados H € fe(a™), g € G ew € W, tem-se que fixe (¢H, w) = gfixe (H, w).
Demonstracao: Dado z € fixg (H,w), temos que

Ad(expt(gH)) Ad(g)x = Ad(exp(Ad(g)tH)) Ad(g) x
(g exp (tH)g )Ad (9)x
Ad(g) Ad (exp (tH)) x
Ad(g) x.

Logo, ¢fixe (H,w) C fixe (9H,w). Por outro lado, dado y € fixg (¢H,w), escrevemos
y = gg~'y. Entao,

Ad(exp (tH)) Ad (g7")y = Ad(g " exp(Ad(g) (tH)))y

Ad (g’l) Ad(expt(gH))y
= Ad (g_l) Y

O

Logo, g7 'y € fixg (H,w), donde concluimos que fixg (¢H,w) C gfixe (H,w).

Dizemos também que um elemento h € G ¢ split-regular se h = exp (Ad (g) (H))
gexp (H) g™, para algum g € G e H € a*, e denotamos fixe (h,w) = fixe (H,w)

gwpe. Denotamos também stg (h) = gN pe e ung (h) = gN*pe.
Agora, dado © C X, seja Heg € fe(a™) tal que © = © (Hg) = {a € X : a(Ho) =0}
¢ o anulador de Hg. Seja pg =nt (0) @ p~

Z Ja e p=madn .

ac(®)"

Entao, 6 (pe) = pg. Conforme [4], pagina 24, o subgrupo de G que fixa simultaneamente
Po € pg, ou seja, o subgrupo de isotropia de G para (p@, pé) é a interseccao dos norma-
lizadores de peo e pg, que coincide exatamente com o centralizador Z¢ (He). Com isso,
temos o seguinte resultado.

Lema B.9. Dado © C X, seja He € fe(a™) tal que © = © (Hg). Entao, fixe (He, 1) =
{po} e fixe: (Ho,wy) = {wope-}, onde © = —wyO € o dual de O.
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Demonstragao: Visto que fixe (He,1) = K} pe ¢ Kuy, C Zg(He) = Na (po) N
N¢ (p(f),), temos imediatamente que fixg (He,1) = {po}. No outro caso, temos que
woPg = wob (he) = pe~ (c.f. [32], Lema 2.2), donde pg = wope~. Assim, fixe~ (He, wp) =
Kzofewolﬂ@* = {wope-}. O

O proximo resultado é fundamental para os resultados do Capitulo 2 da tese. Con-
forme (9], dado © C ¥ e H € Ad(G) He, o fato da fibragdo natural mg : F — Fg ser
equivariante implica que mg (K%wp) = K% wpe, ou seja, me (fix (H,w)) = fixg (H,w),
para todo w € W. Escrevendo H = gHg, segue do ultimo lema acima que

me (fix (H, 1)) = {gpe} ¢ 7o~ (fix(H,wo)) = {gwoper} -
Lema B.10. Dado © C 3, seja Hg € fe (a™) tal que © = © (Hg). Entao,
fix (H@, 1) = Wél (ﬁX@ (H@, 1)) € fix (H@, wo) = W(S,} (ﬁX@* (H@,U}O)) .

Demonstragao: Pela observa¢ao no ultimo paragrafo acima temos que fix (Hg, 1) C
o' (fixe (He,1)) e fix (He,wy) C 7. (fixer (He,wp)). Por outro lado, dado kp €
T (fixe (Ho, 1)), com k € K, temos que kpe = po, donde k € K N Pg = Kg. Logo,
Ad (k) Hg = Hg. Assim, temos que

Ad(exptHe) Ad (k)p = Ad(k)Ad (exp (Ad (k") (tHe))) p
= Ad(k)Ad(exptHeo)p = Ad (k) p.

Logo, kp é ponto fixo de exptHg, donde kp € fix (Hg,w) para algum w € W. Isto
significa que fixg (Ho,w) = fixg (He, 1), ou seja, que we 1 representam a mesma
classe em Wy, \W. Portanto, fix (He,w) = fix (H,1), e visto que K age transitiva-
mente em F, concluimos que 7@1 (fixe (Ho,1)) C fix(He,1). Portanto, fix (He,1) =
To' (fixe (Ho,1)). Agora, seja Ho« € fe(a®) tal que ©F = ©(Hg+). Como ©* =
—wpO, ¢é facil ver que O (Hg) = O (woHe-), donde Ky, = Kyou,.. Assim, dado
kp € mg! (fixer (Ho,wy)), com k € K, temos que kpe+ = wope-, ou melhor, kwowoper =
wope+. Lembrando que wy ~ koM, para algum ky € M*, temos que

kkq € K N Po« (1{30)\]{761) = k‘oKH@* = DwoHex = Ky,

o
Logo, kp = kwowep € K wop, donde kp € fix (He, wy). Portanto, ’/T(S} (fixe~ (Hg,wy)) C
fix (He, wy), donde concluimos que fix (He, wy) = 7o+ (fixe~ (He,wp))- O

Enfim, pelos lemas e observagoes acima e pela equivarianga da fibracao natural mg
segue o seguinte resultado.

Corolario B.11. Seja H € Ad(G) Hg, com Hg € fe (a™) tal que © = © (Hg). Entao,
fix (H,1) = mg" (fixe (H, 1)) e fix (H,wp) = 7gr (fixe- (H,wy)) .
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B.4 Conjuntos controlaveis

Apresentamos agora os resultados principais sobre conjuntos controlaveis para agoes de
semigrupos em variedades flag.

Seja S C G um subsemigrupo aberto.

O conjunto das cdmaras de Weyl em G é dado por

C = {exp (a*): (A,a,a%) terno admissivel } .

De acordo com a Segao 3.3 de [22], os conjuntos controlaveis efetivos de S nos flags de
g sao caracterizados a partir do grupo de Weyl canonico W de g, e seus respectivos
conjuntos de transitividade sao descritos a partir de elementos de S que pertencem a
alguma camara de Weyl de G.

Tal caracterizagao é obtida primeiramente no flag maximal IF e depois é realizada nos
flags parciais Fg via fibragoes naturais.

Definicao B.12. Para cada w € W e X € C, define-se o ponto fixo de tipo w em F
determinado por A como

puw (A) =w (N p(A)

Esta definicao se justifica pelo fato de que, para todo h € A, o conjunto dos pontos
fixos da acao de h em F é dado por

{wA)p(A):weW}

como vimos na secao anterior.
Dado X € C, temos que

Puw (g)\g_l) = GPw ()‘) € Pu (w ()‘) Aw (>‘>71) = Puww’ (A)

para todos g € G e w,w' € W.
Denotando

C(S)={ eC: NS0}

temos que p € F é um ponto fixo de tipo w determinado por A € C (S) se, e somente
se, p € int (Sp) (Corolario 3.20 de [22]). Isto significa que os pontos fixos determinados
por C (S) determinam todos os conjuntos de transitividade de conjuntos controlaveis
efetivos de S em F. Mais ainda, se p (A\) = p (u), com A\, p € C (S), ent@o, p,, (A) € py (1)
pertencem ao mesmo conjunto de transitividade, para todo w € W.

O conjunto dos atratores de S em F ¢é definido por

atr (S) = {p(\) : A € C(S)}.
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Para cada p € atr(5), denotamos por A (p,w) o conjunto controlavel efetivo cujo
conjunto de transitividade contém {p,, (A) : A € C(S) e p(A) =p}. O resultado funda-
mental do Capitulo 3 de [22] afirma que o conjunto controlavel A (p, w) ndo depende de
p € atr (S) e que seu conjunto de transitividade coincide com o conjunto dos pontos fizos
de tipo w de S dado por

A (w)y = fixy (5) = {pu (V) : A€ C(5)}-
Teorema B.13. Para todo w € W, existe um conjunto controldvel efetivo A (w) tal que
A (w)y = fix, ()

e estes sao todos os conjuntos controldveis efetivos de S em F. Além disso, A (1) € o
unico conjunto controldvel efetivo S-invariante e

A (1), =atr(9).
Demonstragao: Proposigao 3.23 e Teorema 3.28 de [22]. O

Agora, fixando A € C(5), seja © = O (A). Pelo Teorema ?7?, existe um isomorfismo
entre a fibragao natural mg : F — Fg e o fibrado associado ao fibrado principal localmente
trivial Qo — Fg com fibra tipica F (©) e grupo de estrutura Int (g (0)), onde Qg ¢ 0
espaco quociente de GG por um subgrupo fechado e normal no subgrupo Pg parabdlico de
tipo ©. Portanto, a fibra tipica de mg é homeomorfa ao subfibrado F (0). Além disso,
G C End; (Qg), donde S é um semigrupo local de endomorfismos de Q.

Pelo Lema 77, os conjuntos controlaveis efetivos de S em I se projetam sobre con-
juntos controlaveis efetivos de S em Fg. Assim, para todo w € W, existe um tnico
conjunto controlavel efetivo Ag (w) na base Fg tal que 7g (A (w)) C Ag (w) e que
To (A (w),) C Ag (w),. Mais ainda, visto que [F(©) é compacto, que G age aberta e
transitivamente em F (©) e que S é aberto em G, segue da Proposigao 7?7 e do Teorema
B.13 que estes sao os tnicos conjuntos controléveis de S em Fg.

Conforme a se¢ao B.1, o subgrupo parabdlico de W de tipo © é o subgrupo Wg gerado
pelo conjunto das reflexées {r, : @ € ©}. Assim, temos o seguinte resultado apresentado
pelo Teorema 3.29 de [22].

Teorema B.14. Sejam w,w’ € W. FEntio, Ag (w) = Ag (w') se, e somente se,
Ag (W) = Ao (wz), para algum z € Wg. Além disso, me (A (w),) = Ae (w),.

Conforme Proposi¢ao 5.5 de [4], temos que

Ag (w), = {fixe (h,w) : h € Ad(G) (a7) N S}.
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Se © (S) ¢ o tipo parabdlico de S, entdo, Ags) (1) C ste(s) (h) para qualquer h € S
split-regular (c.f. Proposicao 5.4 de [4]).
Agora, denotando
W(S)={weW: :Aw)=A(1)}

temos que W (S) é um subgrupo parabélico de W (ver Segao 3.3 de [22]), e para wy, ws €
W, A(w;) = A(wy) se, e somente se, wywy " € W (S) (ver [31]). Logo, os conjuntos
controlaveis efetivos de S no flag maximal [F estdao em bijecao com as classes no quociente
W (S)\W. Para © C X, temos que Ag (w1) = Ag (wy) se, e somente se, W (S) w1 Wg =
W (S)waWe (ver [31]). Logo, os conjuntos controlaveis efetivos de S no flag Fg estao
em bijegao com as classes no quociente duplo W (S) \ W/We.

Como provado em [34], no caso de © (5), o tipo parabélico de S, temos que Agg) (1) C
ste(s) (h), para qualquer h € S split-regular. Logo, Ag(s) (1) esta contido em uma célula
aberta de Bruhat. Mais ainda, conforme o Lema 3.2 de [26], podemos tomar h na camara
de Weyl positiva, o que se constitui em um fato relevante para os estudos.

B.4.1 Dominio de atragao e a ordem de Bruhat-Chevalley

Dado um conjunto controlavel efetivo A (w) de S em F, o dominio de atrag¢io de A (w)
¢ definido pelo conjunto

AAw)) ={p(A) € F:Sp(A)NA (w), # 0}
e o dominio de repulsao de A (w) é definido pelo conjunto
A (A () = {p (V) € F: S (\) N A (w), # 0}

Uma relacao de ordem parcial entre os conjuntos controlaveis efetivos de S em F é
definida da seguinte maneira: dados w,w’ € W, entao A (w) < A (w’) se, e somente se,
A(w),NAA(w)) #0.

Agora, seja 2 = {aq, ..., o } 0 sistema simples de raizes canonico de g. Entao, o grupo
de Weyl W ¢é gerado pelo conjunto das reflexdes {r; =14, : i =1,...,1}. O comprimento
¢ (w) de um elemento w € W é o menor numero de reflexées utilizados para escrever w.
Se w = r;,...r;, € uma decomposi¢ao de w onde n = ¢ (w), entéo, esta decomposicao é dita
minimal. Dados w, w" € W, estabelecemos que w’ < w se, e somente se, w = 1...5, (5; =
rij) ¢ uma decomposicao minimal de w e existem subindices 1 < j; < ... < j,, < n tais
que w' = s;,...5;,, ¢ uma decomposicao minimal de w'. Esta relac@o entre os elementos
de W define uma relacao de ordem parcial denominada ordem de Bruhat-Chevalley.

Existe um tnico elemento maximal em W, o qual é denominado de involugao principal
de W e é denotado por wy.
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Considerando a fibragao natural m; : F — F,,;, definimos
i (B) = m; * (7 (B))

para todo subconjunto B C F. Por ambos Proposi¢ao 3.1 e Teorema 6.1 de [31], o
dominio de atragao de A (w) é dado por

A (A (w)) =i, i, (A (wo)g)

onde wow = ry,...1;, € uma decomposi¢ao minimal, e o dominio de repulsao de A (w) é
dado por

A (A (W) = 750 -+ Vi (A (1))
onde w = 7, ...r;, ¢ uma decomposi¢ao minimal.

Dado © C %, a ordem de Bruhat-Chevalley passa ao quociente Wg \ W da seguinte
maneira. Dado w € W, entao, a classe Weow contém um elemento de comprimento
minimal g (w). Assim, Wew < Wow' se, e somente se, u (w) < u(w').

Entao, a ordem entre os conjuntos controlaveis efetivos de S em F é a ordem reversa
da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (S) \ W. Ou seja, A (w) < A (w') se,
e somente se, W (S)w > W (S)w’. Em particular, A (1) é o tnico maximal e A (wy)
¢ 0 unico minimal. Dado © C X, temos por conseqiiéncia que Ag (w) = Ag (w') se, e
somente se, W (S) wWg = W (S) w'Wg. Além disso, Ag (1) é o tinico maximal e Ag (wy)
é 0 inico minimal.

Contudo, os resultados acima podem ser aplicados ao caso de grupos de Lie redutiveis
cuja componente semi-simples é conexa. Com efeito, se G é um grupo de Lie redutivel,
entdo, G = Z (G) G, onde Z (G) é o centro de G e G é um grupo de Lie real semi-simples.
Como Z (G) ¢ o nticleo da aplicacao adjunta Ad : G — gl (g), temos que G ¢ isomorfo ao
grupo adjunto Ad (G). Assim, a agao adjunta de G nos flags da componente semi-simples
da algebra de Lie de GG é equivalente & acao de G nestes flags.



Apéndice C
Endomorfismos de fibrados topologicos

Neste apéndice, fazemos um breve apanhado do contetido da Secao 4.1 de [22], onde é
apresentada uma extensao do conceito de automorfismos de um fibrado.

Para todo espago topolégico Y, denotamos por C; (Y') o conjunto de todas as aplica-
¢oes continuas entre subconjuntos abertos de Y.

Consideremos um fibrado principal localmente trivial 7 : Q — X com grupo estrutu-
ral G. Dado um espago topologico F' sobre o qual G age & esquerda, seja g : E — X o
fibrado associado a 7, onde E = @) X F'. Para cada par (q,u) € Q x F, denotamos por
q-u a classe de (¢,u) em E. Se A C F é um subconjunto nao vazio, denotamos por ¢ - A
o conjunto de todas as classes ¢ - u com u € A. Para x € X, denotamos a fibra 7" ()
por F,.

Defini¢ao C.1. Um endomorfismo local de Q) € uma aplicagao continua ¢ : dom (¢) —
Q tal que

1. dom (¢) = 71 (U), onde U C X € um subconjunto aberto, e
2. ¢(q9) = ¢(q) g, para todos q € dom (¢) e g € G.

Denotemos por End,; (@) o conjunto dos endomorfismos locais de Q). Entao, End; (Q)
é um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfimos locais de Q).

Para cada ¢ € End; (Q), temos a aplicagdo continua ¢x : 7 (dom (¢)) — X dada
por ¢x (m(q)) = 7 (¢ (q)), denominada aplica¢do induzida por ¢ em X. Também te-
mos a aplicagio continua ¢g : 75" (7 (dom (¢))) — E dada por ¢ (q-u) = ¢ (q) - u,
denominada aplicagao induzida por ¢ em E. O conjunto End; (X) de todas as apli-
cacoes induzidas por End; (@) em X é denominado de semigrupo dos endomorfismos
locais de X, e o conjunto End; (F) de todas as aplicagoes induzidas por End; (Q) em E
é denominado de semigrupo dos endomorfismos locais de E.
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Um semigrupo local de endomorfismos de () ¢ um subconjunto S C End,; (Q)) fechado
para as composigoes. O seu semigrupo local induzido em X é o conjunto

Sy ={P € () (X) : existe p € S com & = ¢x}
e o seu semigrupo local induzido em E é o conjunto
Sp={® € () (F) : existe p € S com & = ¢p}.

Os conjuntos R = {g€ Q : ¢ € Sq} e Ry = {g € Q : q € fe(Sq)} sdo denominados
respectivamente de conjunto de recorréncia total e de conjunto de recorréncia aprorimada
para a acao de S sobre (). Dado ¢ € R, entao, T; denota o conjunto de transitividade
total ao qual ¢ pertence. Dado ¢ € Ry, entao, D, denota o conjunto de transitividade
aproximada ao qual ¢ pertence (ver Apéndice A). Os conjuntos controlaveis efetivos sao
classes de equivaléncia em Ry, e seus respectivos conjuntos de transitividade sao classes

de equivaléncia em R. O conjunto de recorréncia total (aproximada) para a agao de Sy
¢ denotado por R (Y) (R, (Y)), onde Y = X ou E.

Lema C.2. 1. Seq-u € R(E), entao, 7 (q-u) € R(X) e 15 (Tyu) C Trp(gu):
2. Seq-ue€R(E) eTyy = (Dgu),y entio, g ((Dq.u)o) C (D,TE(q_u))O;
8. Seq-u€ Ry (L), entio, mp (q-u) € Rap (X) € g (Dgu) C Dirp(gu)s

Demonstracao: Lema 4.2 e Corolarios 4.4 e 4.6 de [22]. O

Este lema diz que um conjunto controlével efetivo D de Sg em E se projeta sobre um
conjunto controlavel efetivo C' de Sy em X, de forma que seu conjunto de transitividade
Dy se projeta sobre o conjunto de transitividade Cy de C'. Uma reciproca parcial desta
afirmagao é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao C.3. Seja E = Q) Xg F' tal que a fibra F' € compacta e G age aberta e
transitivamente em F. Assuma que S é acessivel sobre um conjunto controldvel efetivo
C de X. Entao, existe um conjunto controldvel efetivo D C FE tal que 7 (D) C C e
7 (Do) C Cp.

O semigrupo § também induz semigrupos no grupo estrutural do fibrado. Dado
q € Q, definimos o subsemigrupo

S;,={9€G:q9eSq}.

Se o : Q x G — @ define a agao de G sobre @, temos que 04 = 0 |{g3x¢ ¢ um homeo-
morfismo de G sobre a orbita ¢G. Entao, §; = o 1(8q N qG). Além disso, temos que
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S;l = 0;1 (8*q N gG) também ¢é um subsemigrupo de G, onde S*q ¢é a oérbita regressiva
de g. Denotando U, = 0'q_1 (int (S8*q) N ¢G), temos que U, é aberto e U, C int (Sq‘l).

Seja C' um conjunto controlavel efetivo para a agao de Sx em X. Entao, S é dito
(regressivamente) acessivel sobre C' se existe ¢ € 71 (Cp) tal que int (S*q) N7~ (C) # 0.
Se § & acessivel sobre C, entao, U, # 0, para todo ¢ € 7~ (Cp) (ver Lema 4.18 de [22]).
Em particular, int (S,) # () para todo g € 7~ (Cp).

Sob as condigoes de acao aberta e transitiva na fibra F' e de acessibilidade do semi-
grupo local § em X, existe uma ligagao entre os conjuntos de transitividade de conjuntos
controlaveis efetivos no espacgo total E e na fibra F'. Lembramos que GG age abertamente

em [ se, para cada u € F', a aplicagao g € G — gu € F' ¢é aberta.

Teorema C.4. Sejam E = Q Xg F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e que S € acessivel sobre um conjunto controldavel efetivo C' em X. Sejam D C E um
congunto controldvel efetivo tal que m (D) C C e q € Q com DoyNE g # 0. Entao, existe
um conjunto controldvel efetivo A C F' para a ag¢ao do semigrupo S, tal que

D(] N Eﬂ—(q) =q- Ao.
Uma reciproca parcial deste ultimo teorema é dada pelo seguinte resultado.

Proposicao C.5. Sejam E = Q) xXg F' tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e que S € acessivel sobre um conjunto controldvel efetivo C' em X. Sejam também q € Q)
sobre C' e A C F' um conjunto controldvel efetivo para S,. Se existem v € A e a € U,
tais que a - v = v, entdo, existe um conjunto controldvel efetivo D C E de Sg tal que

DQ N Eﬂ-(q) =dq- Ao.

O seguinte corolario ¢ aplicado ao caso dos semigrupos de sombreamento de um
semigrupo de transformagao (ver Secao 2.1.1).

Corolario C.6. Sejam E = Q xg F tal que G age aberta e transitivamente na fibra
F e S um semigrupo local tal que suas orbitas regressivas sao conjuntos abertos. Sejam
também, C C X um conjunto controldvel efetivo e ¢ € 7' (Cy). Para cada conjunto
controldvel efetivo D C E de Sg com Dy N Erq) # 0, existe um conjunto controldvel
efetivo AqD C F de S, tal que

Do N Erg) =q- (AqD)o'

Além disso, a correspondéncia D +— AqD € uma bijecao entre os conjuntos controldveis
efetivos de Sg tais que Dy N Erq) # 0 e 0s conjuntos controldveis efetivos de Sy em F.
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No caso de conjuntos controlaveis efetivos progressivamente invariantes em FE, temos
uma versao mais forte do resultado acima. Com efeito, os conjuntos controlaveis efetivos
Sg-invariantes que se projetam sobre um conjunto controlavel efetivo Sx-invariante C' C
X estao em bijecao com os conjuntos controlaveis efetivos Sj-invariantes em [, para
qualquer g € 71 (Cp).

Teorema C.7. Assuma que S € acessivel sobre um conjunto controldvel efetivo C' em
X. Entao, para cada conjunto controlavel efetivo Sg-invariante D C E sobre C' tem-
se que m(Dy) = Cy e para todo q € w1 (Cy), existe um conjunto controldvel efetivo
Sy-invariante AY C F tal que

DoyNErgy=q- (Af)0 .

Além disso, firando-se ¢ € 71 (Cy), a correspondéncia D +— A? € uma bijecao entre 0s
conjuntos controldveis efetivos Sg-invariante sobre C' e os conjuntos controldveis efetivos
S,-invariante.

C.0.2 Fibrados flag

Apresentamos agora os principais resultados relacionados a endomorfismos de fibrados
flag, onde centralizamos a caracterizagao dos conjuntos controlaveis efetivos. O conceito
de variedade flag estd definido no Apéndice B e seu completo estudo pode ser obtido
no conjunto de trabalhos de Braga Barros-San Martin [3], [4], Patrao [22] e San Martin
[26]. Desta literatura também extraimos os resultados sobre conjuntos controlaveis para
acoes de semigrupos numa variedade flag. Dentre estes resultados selecionamos alguns
principais no Apéndice B.3.

A partir de agora, seja G um grupo de Lie redutivel cuja componente semi-simples é
conexa, e seja g a componente semi-simples da algebra de Lie de G.

Considerando um fibrado principal localmente trivial 7 : ) — X, com grupo de
estrutura (G, denominamos de fibrado flag um fibrado associado a m cuja fibra tipica é
um flag de g. Seja © C X, onde ¥ é o sistema simples canénico de raizes de g. Entao,
o fibrado flag de tipo © associado a 7 ¢ o fibrado 7y, : Eg — X, onde Eg = @) x¢ Fe.
Quando a fibra tipica é o flag maximal de g, entao, denotamos E = Q xgF, e g : E — X
¢ denominado de fibrado flag mazimal associado a .

Seja § C End; (Q) um semigrupo local transitivo em X, cujas 6rbitas progressivas e
regressivas em () sao conjuntos abertos.

A caracterizacao dos conjuntos controlaveis efetivos nos flags é o recurso fundamental
para o estudo de endomorfismos de fibrados flag. As hipoteses de transitividade na base
e de acessibilidade do semigrupo local de endomorfismos permite a descrigao completa
dos conjuntos controlaveis efetivos no espaco total de um fibrado flag.
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Para todo ¢ € @, o semigrupo S, induzido por § em G ¢ aberto, pois S ¢ transitivo
na base e as Orbitas sao abertas. Segue entao do Teorema B.13 do Apéndice B.3 que os
conjuntos controlaveis efetivos do semigrupo &, sao descritos pelo grupo de Weyl canoénico
W de g. Para cada w € W, denotemos por A?(w) o conjunto controlavel efetivo de S,
em F tal que A?(w), = fix, (S;). Agora, para cada © C X, seja Af (w) o conjunto
controlavel efetivo de S; em Fg tal que 7o (A7 (w)) C A (w) e mo (A7 (w),) = A (w),,
onde mg : F — Fg é a fibracao natural entre os flags.

De acordo com o Corolario C.6, para cada w € W, existe um conjunto controlavel
efetivo D (w) de Sz, tal que D (w), N (Ee),(,) # 0 e

Dg (w), N (EG))W(q) =q-Af (w),

e estes sao todos os conjuntos controlaveis efetivos de Sk, cujos conjuntos de transitivi-
dade interseptam a fibra (Ee), -

Na Segao 4.2 de [22] ¢ demonstrado que o conjunto de transitividade de um conjunto
controlavel efetivo D de Sk, é projetado sobrejetivamente na base, ou seja, g, (D) = X.
Isto significa que Dy intersepta a fibra (Ee) ). Com isto, temos que {Dg (w) : w € W} ¢
a colegao de todos os conjuntos controlaveis efetivos de Sg,. Além disso, ¢ demonstrado
também que o conjunto controlavel D (w) nao depende do ponto ¢ € Q.

As demonstracoes de tais resultados envolvem as fibragoes entre os flags. Para cada

O C %, a fibragao mg : E — Eg ¢ definida por
7o (¢-p) =q-me (p)
para todo ¢ - p € E. Dado um conjunto controlavel D (w) de Sg, temos

7o (D (w)y) = De (w), -



Apéndice D
A compactificacao de Ellis

Dentre os diversos processos de compactificagao de espagos topologicos, o de Stone-Cech
¢ de especial interesse devido a propriedade de extensao de aplicagoes continuas. Em
certo sentido, a compactificao de Stone-Cech ¢ a maior compactificagao de um espaco
de Tychonoff. Existem pelo menos duas maneiras de se descrever tal processo, as quais
devem ser bem compreendidas para a obtenc¢ao de propriedades cruciais. Quando abor-
damos o caso de espacos com topologia T, (normal e T}), a compactificacdo de S-C
também é conhecida como a extencao de Wallman. Este caso é de especial interesse,
mormente na realizacao via ultrafiltros.

D.1 Descricao classica

Uma maneira de proceder com a compactificacao de um espaco topologico é mergulhando-
o em um cubo. Tal processo é sempre possivel no caso de um espago de Tychonoff, isto
é, completamente regular e 77.

Seja X um espago de Tychonoff e seja C' (X, [0,1]) o conjunto de todas as fungdes
continuas de X em [0,1] C R. O fato de X ser um espago de Tychonoff implica que a
cole¢do C' (X, [0, 1]) separa ponto de conjunto fechado em X. Disto segue que a aplicagdo
e: X — [0,1]9%0D dada por

e(x): C(X,[0,1]) — [0,1]
f — [ ()

é um mergulho, onde [0, 1]C(X’[O’1D é considerado com a topologia da convergéncia pontual

(topologia produto).
A compactificacdo de Stone-Cech de X ¢ o fecho da imagem e (X) em [0, 1]C(X’[0’1D,

[0’ 1}C(X7[0’1D

e é denotada por X. Como é compacto Hausdorff, segue que X também

é compacto Hausdorff. Contudo, X é um conjunto mergulhado e denso em (X.
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A propriedade central de X é a extensao de aplicagdes continuas. Mais precisamente,
temos o seguinte teorema.

Teorema D.1. Se K € um espago compacto Hausdorff e p : X — K ¢ uma aplica¢ao
continua, entao, existe uma aplicacao continua v : BX — K tal que Y oe = .

Na verdade, esta propriedade de extensao juntamente com a Hausdorff-compacidade
caracterizam completamente X no seguinte sentido: se B é um espago compacto Haus-
dorff contendo um mergulho denso de X e satisfazendo a propriedade de extensao de
aplicagoes continuas, entao, B é homeomorfo & $X. Esta caracterizacao é chamada de
equivaléncia topoldgica. Estes argumentos sao discutidos nos tratados mais completos
sobre topologia geral. Veja por exemplo a segao 19 de [38].

D.2 Descricao via ultrafiltros

Uma maneira abstrata de compactificar um espacgo topolégico tem base na teoria de
filtros. Em muitos casos, esse processo se torna mais conveniente, pois possibilita um
certo controle sobre a topologia da compactificacao.

Seja P uma classe de subconjuntos de um espago topologico X tal que, se P, e P
pertencem a P, entao, P, N P, e P, U P, pertencem a P.

Um filtro sobre P é uma colecao nao vazia f de elementos de P com as propriedades:

1L0¢f;
2. SePl,PQEf,entéo,PlﬂPQEf;.
3.5e P efeP CP,comP,ecP,entao, P, € f.

Uma base de filtro sobre P é uma colecao nao vazia f de elementos de P com as
propriedades:

aléf;
b Se P, P, € f, entao, existe Py € f tal que P3 C PN Ps.

Uma subbase de filtro sobre P é uma colecao nao vazia f satisfazendo a propriedade
da intersecao finita.

Se f é uma subbase de filtro, entao, a colecao de todos os subconjuntos de X que
sao intersecoes finitas de elementos de f é uma base de filtro. Se f é uma base de filtro,
entdo, a colegdo {P’' € P: P C P’ para algum P € f} ¢ um filtro.

Um wultrafiltro sobre P é um filtro maximal u sobre P. Conseqiientemente, u também
satisfaz as propriedades:
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4 Se PPe PeP NP +#0, para todo P € u, entao, P’ € u. Logo, se P' ¢ u, entao,
existe P € u tal que PN P = ();

5Se P,P,ePePLUP, €u,entao, ou P, € uou P, € u;

6 Se u' # u, onde u' é outro P—ultrafiltro, entao, existem P’ € u e P € u tais que
P'NP=0.

Com efeito, (4) segue do fato de que a colecao f de todas as intersegdes finitas de
elementos de u U {P’'} é uma base de filtro, de forma que u esta contido no filtro gerado
por f. Para ver (5), suponha que P; ¢ u. Entao, por (4), existe P € u tal que PLNP = ().
Dai, PN P, = PN (P, UPR,) € u. Agora, dado qualquer P’ € u, P"N PN P, # 0, donde
PN Py # (). Logo, por (4) temos que P, € u. Evidentemente, (6) segue de (4).

Um P—filtro converge para x € X se cada vizinhanca de x contém um elemento de
f

As principais classes de subconjuntos de X satisfazendo as condigdes acima sao:

P (X) = conjunto das partes de X;

P (X)

A (X) = todos os subconjuntos abertos de X;

F (X) = todos os subconjuntos fechados de X;

Z(X)={f"10): f: X —[0,1] C R continua} =todos os conjuntos zeros de X.

Observemos que os conjuntos zeros de X sao subconjuntos fechados de X. A compac-
tificacio de Stone-Cech de X pode ser construida a partir dos ultrafiltros sobre Z (X).
Em principio, denotaremos por BX o conjunto de todos os Z (X )-ultrafiltros.

Lembremos que se f,h: X — [0, 1] sdo continuas, entao

FHONETHO) = (f+h) 7 (0) e fTHO)URT(0) = (fh)7'(0).
Dado Z € Z (X)) nao vazio, definimos o conjunto
he(Z)={ue BX:Z e€u} C BX
E imediato verificar que
he (Z1) Nhe (Zo) =he (Z1 N Zy) e he(Zy)Uhe (Zo) = he (21U Zy)
para quaisquer Z;, Z, € Z (X). Consequentemente,

=1
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com Z; € Z(X),1=1,...,n. Além disso,

BX= |J n(2) e [) h(2)=0

ZeZ(X) ZeZ(X)

evidentemente.

Logo, a familia de todos os conjuntos hf (Z) (Z € Z (X)) pode ser tomada como uma
base para conjuntos fechados de uma topologia em BX. Contudo, adotamos em BX a
topologia 7 gerada por esta base.

Agora, se A é um conjunto co-zero de X, isto é, se A é o complementar em X de
algum conjunto zero, entao, definimos

h, (A) ={u € BX :existe Z € u com Z C A} C BX.

Verifica-se sem dificuldades que

n

b (Z) =, (ﬂz) e Un(z) =1, (UZ)

i=1

com Z; € Z(X),i=1,...,n. Dai, para todo Z € Z (X), temos que
he (Z) = BX \h. (X' \ Z).

Portanto, a familia de todos os conjuntos h, (X \ Z) (Z € Z (X)) forma uma base
de abertos para a topologia de BX adotada anteriormente. Mais adiante vamos ver que
esta topologia é compacta Hausdorff.

O proximo passo é determinar um homeomorfismo entre X e um subespaco de BX.
Para isso, a cada = € X associamos a colegao

u, ={Z2€Z2(X):xez}.

Afirmamos que u, é um ultrafiltro sobre Z (X). Com efeito, visto que X € Z (X) (tome
f=0), temos que X € u,. Logo, u, é uma colegdo nao vazia e, evidentemente, () ¢ wu,.
Além disso, se Z1,Zy € u,, entdo, x € Zy N Zy € Z(X), logo, Z1 N Zy € u,. Mais
ainda, se Z € u, e 2/ € Z(X) com Z C Z', entdo, z € Z', donde Z' € u,. Portanto,
u, ¢ um Z (X)-filtro. Agora, seja u € BX tal que u, C u. Suponhamos por absurdo
que existe W € wu tal que = ¢ W. Visto que W é fechado e X & Tychonoff, existe
uma fungao real continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0 e f(W) = {1}. Entao,
re f10)eWn f1(0) =0, o que contradiz u, C u. Portanto, u, = u, ou seja, u, ¢
um Z (X )-ultrafiltro.

Vejamos agora que u, é o tnico Z (X)-ultrafiltro que converge para x. Primeiramente,
notemos que u, converge de fato para x. Dada uma vizinhanca aberta V de z em X,
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existe f : X — [0,1] continua tal que f(z) =0e f(X \ V)= {1}. Logo, z € f~1(0) e
)N (X \V) =0, isto é, f~1(0) C V. Isto mostra que u, converge para x. Agora,
seja u € BX tal que u converge para x. Fixemos Z € u. Dada uma vizinhanc¢a qualquer
V de z, existe Zy € u tal que Zy C V. Como Z N Zy # (), segue que Z NV # (). Isto
significa que z € fe (Z) = Z. Logo, u C u, e, portanto, u = u,.

Esta associacao entre elementos de X e BX define um mergulho denso de X em BX.
Ou seja,

Proposicao D.2. A aplicagio p : v € X — u, € BX é um mergulho, onde pu(X) é
denso em BX.

Demonstracao: Se =,y € X e x # y, podemos separar estes dois pontos por abertos
disjuntos, donde u, # u,. Portanto, u, = u, se, e somente se, z = y. Com isso, temos
que p é uma bijegao sobre sua imagem. Agora, seja (z;) C X uma rede convergindo para
um ponto x € X e seja h, (X \ Z) um aberto basico de BX contendo u,. Entao, existe
Z' € ug tal que 2/ € X'\ Z. Como X\ Z é aberto e x € Z', existe ig tal que x; € Z', para
todo i > 4y. Logo, u,, € h, (X \ Z), para todo ¢ > ig. Portanto, (u,,) converge para u,
em BX, mostrando que p é continua. Por outro lado, esta claro que u~! (u,) = x. Seja
(ug,) C p(X) uma rede convergindo para u, em p(X) e consideremos uma vizinhanga
aberta V' de x. Entao, existe f : X — [0, 1] continua tal que f () =0e f(X \ V) = {1}.
Tomemos h : [0,1] — [0, 1] dada por h(t) =1 —¢. Entao, ho f : X — [0,1] é continua
tal que ho f(z) =1leho f(X\V)={0}. Logo, X\V C (hof) ' (0)=Zeuxz¢Z.
Assim, u, € h, (X \ Z), donde existe iy tal que u,, € h, (X \ Z), para todo i > iy, ou
seja, x; € X \ Z, para todo i > iy. Visto que X \ V C Z temos que X \ Z C V. Logo,
x; € V, para todo i > ig. Isto mostra que ! também é continua e, portanto, p é um
mergulho. Enfim, dado u € BX, seja Z € Z(X) tal que u € h, (X \ Z). Neste caso,
devemos ter Z # X. Tomando = € X \ Z, existe Z’' € u, tal que Z' N Z = (), ou seja,
7' X\ Z, donde u, € h, (X \ Z). Isto mostra que x (X) é denso em BX. O

A seguinte caracterizacao dos ultrafiltros sera usada constantemente no texto.

Lema D.3. Um Z (X)-filtro u é um Z (X)-ultrafiltro se, e somente se, dado Z € Z (X),
entao, ou Z € u ou existe Z' € u tal que Z' C X \ Z.

Demonstragao: Suponhamos que dado Z € Z (X)), entdo, ou Z € u ou existe Z' € u
tal que Z' C X \ Z. Seja v € BX tal que u C v. Dado Z € v temos que ou Z € u ou
existe Z' € u tal que Z’ N Z = (0. Mas, a segunda hipotese nao acontece, pois u C v.
Logo, Z € u, donde v = u. Portanto, u é um Z (X)-ultrafiltro. A reciproca é imediata. [J

Um fato também relevante com respeito & topologia 7 em BX é a possibilidade de
se exibir explicitamente o fecho de um subconjunto qualquer de BX.
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Dado I' C BX, definimos o conjunto
fI)=n{ue BX :uel}.

Verifica-se sem deficuldades que f(I') é um Z (X)-filtro e que f (' U A) = §(I") N f(A).
Agora, associamos a I' C BX o subconjunto de BX

I'={ue BX :§()Cu}.

Lema D.4. Sejam I' e A subconjuntos de BX. Entao,

1. I'c’r

2. TCAentiol C A

3. () =1(T)

|
=

4.

5 TUA=TUA

Demonstragao: (1) Se u € T, entdo, §(I') C u, donde u € T. (2) Como I' C A, segue
que §f (A) C f(I'). Dai, se §(I') C u, entdo, §(A) C u, isto é, se u € I, entdo, u € A. (3)
Visto que I' C T, temos que f(F) C §(T). Por outro lado, se u € T, entdo, f(I') C u,
donde f(I') € N{u:ueT} = §(T). Logo, (') = §(T). (4) Segue de (3). (5) Como
A CTUA, segue de (2) que I, A C TUA, donde T UA c T UA. Por outro lado,
seja u € I UA e suponhamos que u ¢ I' UA. Entdo, existem Z € f(T') e Z' € §(A) tais
que Z, 7" ¢ u. Mas, visto que f (') e f (A) sao Z (X)-filtros, temos que

ZUZ ef(T)Nf(A)=f(TUA) C u.

Isto significa que ou Z € w ou Z' € w, contradicdo. Logo, u € I' U A e, portanto,
TUA=TUA. O

Acrescentando 0 = 0, segue do lema anterior que I' — T é um operador fecho
de Kuratowski em BX. Seja 7' a topologia em BX determinada por este operador
fecho. Vamos mostrar que 7’ é mais fina do que 7. A notagao fe (-) para fecho de um
subconjunto em BX é referente a topologia 7 .

Proposicao D.5. Para Z € Z(X), tem-se fe (u(Z)) = he (Z).
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Demonstragao: E facil ver que u(Z) C hy (Z), donde fe (u(Z)) C Hy (Z). Por outro
lado, dado u € h¢ (Z), seja h, (X \ Z’) uma vizinhanga aberta bésica de u. Entdo, existe
Weutalque WNZ' =0. Dai, ZNW ecue ZNWNZ =(. Tome x € ZNW. Entao,
ZNW €u, com ZNW C X\ Z', logo, u, € h, (X \ Z'). Como também u, € pu(2)
segue que u € fe (u (2)) e, portanto, hy (Z) C fe (u (2)). O

Agora, dado Z € Z (X)), temos que

fuZ)=nN{u, e BX:xe€Z}={WeZ(X): ZCW}.

Em particular, Z € f(u(Z2)), donde p(Z) C he(Z). Por outro lado, se u € hf(Z2)
e Z C W, com W € Z(X), entdo, W € u. Logo, f(u(Z)) C u, donde u € p(Z2).
Portanto, 1 (Z) = H¢ (Z).

Assim, a topologia 7’ contém a base de fechados da topologia 7 sobre BX. Isto
significa que 7’ é mais fina do que 7 e que fe (I') = I, para todo I' C BX.

Proposicao D.6. A topologia T em BX ¢é compacta Hausdorff.

Demonstragao: Seja F uma familia de subconjuntos fechados basicos satisfazendo a
propriedade de intersegao finita e consideremos a colecao

F={ZeczZ(X):(Z)eF}).

Dados 71, ..., Z, € f, temos que

0 #

n
1=

mwg:m<ﬁz>

1
donde .
(2 # 0.
i=1

Logo, f satisfaz a propriedade de intersegao finita, donde f é uma subbase de filtro. Seja
u € BX tal que f C u. Entao, u € h¢ (Z), para todo h¢ (Z) € F, donde

(e (2) 1 (2) € Fy #0.

Portanto, BX é compacto. Agora, sejam u,v € BX, u # v. Entao, existem Z;, 7, €
Z (X) disjuntos tais que Z; € u e Zy € v. Sejam hy, hy : X — [0, 1] continuas tais que
hi'(0) = Z; e hy' (0) = Zy. Definamos h : X — [0, 1] por

h1 (27)
hy () + he (2)

h(x)=
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Se hy () + he (z) = 0, entdo, hy (x) = hy(z) = 0, donde = € Z; N Zy, um absurdo.
Logo, h estd bem definida. Evidentemente, h é continua e h=1 (0) = Z; e h™! (1) = Zo.
Tomemos as aplicagdes continuas p, q : [0,1] — [0, 1] dadas por

0, set e [O,%}
2t —1, set e [%,1]

P =1—1 q(t)z{

Entao, temos que

€ (goh) ™ (0) & q(h(z)=0s h(z)€ {O,%}
Logo,
ZyN(qgoh)™ (0)=10
Agora, observemos que Z; = (po h)™ (1) e que
relqopon) ) & alpon(e) =0 p) e o] @ h e 5]

Logo,
ZyN(gopoh)™ (0)=0.

Afirmamos que

(goh) " (0)U(gopoh) ' (0) = X.

Com efeito, suponhamos que = € X \ (go h)~' (0). Entéo, go h(x) > 0, donde h(z) €
(%, 1} . Assim,

1
plhe) =1~ (o) € |0.5]
donde gopoh(zx) =0, isto é, z € (qopo h)_l (0). Logo,

X\ (goh)™(0) C (gopoh)~(0)

donde segue o afirmado. Enfim, denotemos Z] = (qgoh)™" (0) e Z, = (gopoh)~" (0).
Visto que Z; C X'\ Z} e que Zy C X \ Z}, temos que u € h, (X' \ Z}) ev € h, (X \ Z]).
Além disso

hy (X'\ Z5) Nha (X\ Z]) = ha(X\Z5)N(X\Z)))
= h. (X \(Z,U %))
— h, (0) = 0.

Portanto, BX é Hausdorff. [
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Visto que a propriedade de extensao de aplicacao continua é uma caracterizagao
da compactificacao de Stone-Cech (X, o proximo resultado conclui entao que BX é
homeomorfo a FX, ou seja, X e BX sao ambos o mesmo espaco. Alcangamos assim o
objetivo principal desta secao.

Teorema D.7. Seja K um espago compacto Hausdorff e p : X — K wuma aplicagao
continua. Entao, existe uma unica aplicagao continua i : BX — K tal que 1) o u = .

Demonstragao: Dado u € BX, consideremos a colegao de subconjuntos fechados (com-
pactos) de K

fu:{fe(gpo,u_l(,u(X)ﬂha(X\Z))) :Z%u}.

Dados 71, ..., Z,, ¢ u, temos que

D # fe(pop ((X)Nh,(X\Z)N..nha (X \ Z,))) C
C fe(pop™ (u(X)Nhy (X \ Z1)))N..nfe(popu™ (u(X)Nhy (X \ Z,))) .

Logo, F, satisfaz a propriedade de intersecao finita. Como K é compacto Hausdorff,
temos que

(e (pon™ (n(X)Nha (X \ 2))) #0.

Z¢u

Vamos mostrar que ﬂfe (pop™ (u(X)Nhy (X \ Z))) consiste apenas de um ponto.
Z¢u
Suponhamos por contradicao que z,y € ﬂfe (pop™ (n(X)Nha (X \ Z))) com z # y.

Z¢u
Entao, existem vizinhancas V,, e V,, de = e de y, respectivamente, tais que fe (V,,)nfe (V) =

(). Pelo Lema de Urysohn, existe f : K — [0,1] continua tal que f (fe(V,)) = {0} e
f(fe(V,)) ={1}. Tomando h:[0,1] — [0,1], h(t) =1 — ¢, sejam

Zy =0 (£70) = (fop) ™ (0)

Zy =7 ((ho /)7 (0) = (ho fop) ™ (0).
Entdo, Z,,Z, € Z(X) e Z, N Z, = 0. Neste caso, ou Z, ¢ u ou Z, ¢ u. Suponhamos
que Z, ¢ u. Entao, z € fe(popu ' (u(X)Nh,(X\ Z,))). Mas, se a € f~1(0) N
popt (1(X)Nha (X\ Z,)), entdo, f(a) =0ea=pou(w) = ¢(b), comu, €
1(X)Nhy (X \ Z,), donde 0= f(a) = fow(b). Logo, be (fop)  (0)=Z,ebe Z,
um absurdo. No entanto, se Z, ¢ u, entao, y € fe (pop™ (u(X)Nh, (X \ Z,))). Mas,

(ho )" () Nwop™ ((X)Nha(X\Z,))=0 e yeV,C(hof) " (0),
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ou melhor,

VyNpop ™ (n(X)Nhy (X \ Z,)) =10,

uma contradigao. Portanto ﬂfe (pop™ (n(X)Nh, (X \ Z))) consiste de apenas um
Z¢u
ponto u,. Assim, a cada u € BX associamos o ponto u, obtido desta maneira, definindo

a aplicacdo ¢ :u € BX —u, € K. Sex € X e Z ¢ u,, entdo, u, € p(X)Nh, (X\ Z),
logo, ¢ (x) = pop~" (uz) € popu™ (1 (X)NMhy (X \ Z)). Assim,

() fe(pon (W(X)Nh (X \ 2) = {¢(2)}

Z¢uy

ou seja, ¥ o p(x) = ¥ (u,) = (). Portanto, 1 extende ¢. Para verificarmos a
continuidade de v, seja (u;) uma rede convergindo para u em BX. Dada uma vi-
zinhanca U de v (u) em K, tomemos vizinhangas abertas V e V' de 1 (u) tais que
fe(V) c V' C fe(V') C U. Entao, existe f : K — [0, 1] continua tal que f (fe (V)) = {0}
e f(K\V') = {1}. Tomando novamente a aplicacdo h definida acima, obtemos os
conjuntos

W= (f710) e W=¢"((hof)"(0)
ambos em Z (X) e tais que W N W' = (. Entdao, ou W ¢ u ou W’ ¢ u. Suponhamos
que W ¢ u. Neste caso, ¢ (u) € fe (g opu™' (u(X) Nh, (X \ W))), donde

Vgou ™ (u(X)Nha (X \ W) £ 0.

Porém, se a € VNpopu™ (u(X)Nh, (X \W)), entdo, a = popu'(u,) =¢(x) €V,
com u, € p(X)Nh, (X \W), donde z ¢ W, isto é, fop(x)# 0. Logo, ¢ (z) ¢ fe (V)
e, portanto, ¢ () ¢ V', o que é um absurdo. Portanto, W’ ¢ wu. Assim, existe iy tal que
u; € h, (X \ W), para todo i > ig, donde ¢ (u;) € fe(popu™t (u(X)Nh, (X \W))),
para todo i > i4p. Isto significa que para cada i > iy, existe uma rede (¢ (x;)) C
woput(pu(X)Nh, (X \ W) convergindo para ¢ (u;). Como x; ¢ W', temos que h o
fog(x;) # 0, donde foo(zx;) # 1, donde p(z;) ¢ K\ V', ou seja, ¢ (z;) € V',
donde 9 (u;) € fe (V') C U. Logo, ¢ (u;) € U, para todo i > ig. Visto que U é uma
vizinhanga arbitraria de ¢ (u), temos que (¢ (u;)) converge para ¢ (u) em K. Portanto,
1 é continua. Enfim, para verificarmos a unicidade, seja 8 : BX — K uma extensao
continua de ¢. Dado u € BX, existe uma rede (u,,) C p(X) tal que lim; u,, = u. Dai,

6 (u) = 1im  (u,) = lim p () = lim o (ug,) = 0 ()

e o resultado estéd demostrado. O

Temos um caso especial quando assumimos a normalidade da topologia do espago X.
A compactificagao de Stone-Cech pode ser construida sobre os F (X )-ultrafiltros, que se
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torna tecnicamente mais simples. Na verdade, este é um caso particular do processo de
extensao de Wallman (ver pagina 178 de [14]).

D.3 A compactificacao de um grupo topolégico

Um caso especial e de amplo interesse é o processo de compactificacao de um grupo
topologico. Todo grupo topologico (de Hausdorff) é um espago de Tychonoff. Este caso
tem sido extensivamente estudado em diversas literaturas como por exemplo Auslander-
Furstenberg [1] e Ellis [11]. O principal fundamento destes estudos é a construgao de uma
estrutura de semigrupo na compactificagao, enfatizando o conceito de ideais minimais.

Consideremos um grupo topolégico G e tomamos a sua compactificagao SG de acordo
com a descricao classica.

Uma idéia naturalmente intuitiva é a introducao de um produto em FG. E isto é
possivel fazer, de forma que as translagoes a direita por quaiquer elementos de G sejam
continuas e as translagoes a esquerda por elementos de G sejam homeomorfismos.

Usaremos as notacoes usuais L, e R, para as translacoes a esquerda e a direita por
g, respectivamente, para todo g € G.

Uma operagao binaria em [0, 1]C(G’[O’1D pode ser definida da seguinte maneira: dados
v,0 € [0, 1]C(G’[O’1]) e fe€C(G,[0,1]), definimos

yxo(f)=~(f)

onde f (9) = o (f o L), para todo g € G. Para verificarmos que esta operagio ¢ associ-
ativa, tomemos arbitrérios v, 0,7 € [0, 1]C(G’[0’1D e feC(G,[0,1]). Temos que

(vro)«r(f)=y+o ()= (7)
onde f(g) =7 (foL,) e?(g) =0 (fo Lg), para todo g € G. Por outro lado, temos que

7*(0*7)(f)=7<f>

onde

f(g)za*r(foLg)za(foLg)
para todo g € GG, onde

foLg<t):T<foLgoLt>:T(foLgt>:T@t):?oLg(t)

para todo ¢t € G. Logo, fo L, = f o L,, donde obtemos f (g) = o (foLy) = ?(g), para
todo g € G. Portanto,

(ro)sr(f) =7 (F) =7 (F) =7+ o) ()
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para toda f € C' (G, [0, 1]), donde segue a associatividade da operacao, o que a torna um
produto.

Vejamos agora que este produto é fechado em (G.

Primeiramente, considerando o mergulho e de G em G definido na Secao B.1, to-
memos arbitrariamente g,h € G e f € C'(G,[0,1]). Entao, temos que

e(g)*e(h)(f) =elg) ()

onde
fty=e(h)(foL)=foLi(h)=FfoRy(t)
para todo t € G. Logo, f = f o Ry,, donde

e(g)xe(h)(f) =e(g) (f o Rn) =e(gh)(f).

Portanto, e (g) x e (h) = e(gh) € e(G), ou seja, o produto “*” é fechado em e (G).
Agora, fixemos g € G e definamos a aplicagao

Ly (h) =e(g) xe(h) =e(gh)

de G em e (G) (usando a mesma notagao da translagao a esquerda por g em G). Tomando
uma rede (h;) C G convergindo para h € G, temos que gh; — gh em G, donde e (gh;) —
e (gh) em e (G), ou seja, L, (h;) — L, (h). Portanto, L, é continua, donde obtemos uma
extengao continua tnica L, : BG — BG de L, tal que Lyoe = L. E imediato verificar
que L, é inversivel, cuja inversa ¢ L,-1. Portanto, L, ¢ um homeomorfismo de 3G. Mais
ainda, L, é exatamente a translagdo a esquerda por e(g) com respeito a “*”. Com
efeito, ¢ imediato verificar que a composta desta translacao com e é L,, donde segue a
afirmagao por unicidade.

Por fim, verificaremos que as translagoes a direita por elementos de G com respeito

Wy ”

a “x” sao continuas. Para tanto, fixemos ¢ € SG. Entao, temos bem definida a aplicacao

R, (g9) =e(g)*o

de G em BG. Se tomarmos uma rede convergente (g;) C G com limite g, temos que

Ry (9:) (f) = e(9:) (f) — e(9) () = e(g) * o (f) = Ro (9) (f)

para toda f € Cy, (G). Logo, R, (g9;) — R, (g), donde R, é continua. Assim, existe uma
tnica extencao continua R, : G — GG de R, tal que R, o e = R,. Pelo argumento de
unicidade temos que R, é exatamente a translagao a direita por o com respeito a “*”.
Para saber mais sobre compactificagdo de grupos topologicos, ver [11] e [20].
Nosso objetivo agora é transportar estas propriedades para a descricao de G por

ultrafiltros.
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A partir daqui, por motivos técnicos, iremos denotar por #'G a descrigao classica e
por BG a descrigao por ultrafiltros da compactificacao de G.
Denotemos por e : G — G o mergulho dado por e (g) = u,, onde

u,={A e F(G):gecA}.

Considerando também o mergulho ¢’ : G — (G, tomemos as extengoes continuas tinicas
E: G — G deeel : G — [F'G de €. Entao, Eoe =ee & oe = ¢, donde
Eolloe=ece & ofoe =¢. Isto significa que

Eo 5/ = IdgG e 8/ of = Idg/@.

Portanto, £ € um homeomorfismo cuja inversa é £’.
Com isto, dados u,v € SG, podemos definir

uxv=_~&(E (u)x & (v)).

13 2

E evidente que “x” é um produto em 3G. Em particular, dados ¢, h € G, temos que

ugxup = E(& (ug) x & (up)) = E(E' (e (g)) * € (e (h)))
E (€ (g) =€ (h) =& (¢ (gh))
= e(gh) = ug.
Logo, a estrutura de semigrupo de G induz a estrutura de grupo de G.
Agora, se L) denota a translagao a esquerda por €' (g) em §'G, ¢ imediato verificar
que
Ly=EoL,o&
¢ a translacdo a esquerda por e (g) em SG. Portanto, L, é um homeomorfismo. Além

disso, dado u € (G, e considerando R ) @ translagao a direita por &' (u) em ['G,
também é imediato verificar que

Ru =€fo R‘:‘]’(u) o 5/
¢ a translagao a direita por u em G.
Proposi¢ao D.8. Sejam g € G eu € 3G. Entao, L, (u) = {gA: Acu}.

Demonstracao: Denotemos £, (u) = {gA: A € u}. Entao, £, (u) ¢ um ultrafiltro.
Consideremos a aplicagao continua L, (h) = e (gh) de G sobre e (G). Entao, L, ¢ a tnica
extengao continua de L, de forma que L,, o e = L,. Mas, dado h € GG, temos que

Lyoe(h) = {gA:Acwu,}={gA:he A}
= {B:ghe B} =ug =1L, (h).
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Logo, L 0e = Ly. Se mostrarmos que £, é continua, seguird por unicidade que £, = L,.
Com efeito, seja (u;) C G uma rede convergindo para u. Dada uma vizinhanga aberta
basica h, (U) de L, (u), temos que existe A € u tal que gA C U. Logo, A C ¢g~'U, donde
u € h, (¢g7'U). Assim, existe ig tal que para todo i > i tem-se u; € h, (¢71U), isto &,
L, (u;) € h, (U). Portanto, £, é continua, e o resultado segue. O

Semelhantemente, verificamos que
Ry, (u) ={Ag: Acu}

para todo g € G e u € BG.
Com respeito as translagoes, convém ainda enfatizarmos as seguintes propriedades
relevantes:

1. Ly (hy (U)) = ha (9U) e Ry, (ha (U)) = h, (Ug), para todo g € G e U C G aberto.

2. Ly (he (A)) =he (gA) e Ry, (hy (4)) = he (Ag), para todo g € G e A C G fechado.

Contudo, obtemos uma ag¢ao por homeomorfismos de G sobre 8G, a qual pode ser
considerada & esquerda ou a direita. Optando pela acao a esquerda, definindo a aplicacao

a: Gx G — (G
(g7u> — Lg(“)

Entao, a define uma acao unilateralmente continua de G sobre GG, e o homeomor-
fismo &’ é, além de um isomorfismo de semigrupo, um isomorfismo entre os grupos de

transformagoes (G, 8G) e (G, f'G).

D.3.1 Subconjuntos minimais

Além da estrutura de semigrupo na compactificagdo de um grupo topolégico, outra
propriedade relevante é peculiar nesta situacao: a extencdo de homomorfismos. Esta
propriedade é fundamental para os estudos dos subconjuntos minimais, conceito que
apresentaremos nesta segao.

Consideremos uma acao unilateralmente continua de GG sobre um espago topologico
X. Entao, um subconjunto M C X é denominado de subconjunto minimal se:

1. M é nao vazio, fechado e G-invariante;

2. M é minimal (com respeito a inclusao) satisfazendo a propriedade (1).
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No caso de X satisfazer (2) dizemos simplesmente que X é um conjunto minimal
sobre a acao de G.

Segue direto destas propriedades que M C X é um subconjunto minimal se, e semente
se, M = fe(Gx), para todo x € M. Isto significa em particular que os subconjuntos
minimais de G sao ideais minimais a esquerda de SG. Um resultado geral garante
a existéncia de elementos idempotentes em cada subconjunto minimal de SG. Este
resultado esta provado por exemplo no capitulo 2 de [1].

Um homomorfismo entre dois espagos topologicos X e Y sobre a acao de G é uma
aplicacao continua ¢ : X — Y satisfazendo a condigao ¢ (gx) = gy (), para todo g € G
ex e X.

Um conjunto minimal compacto Hausdorff X é dito um conjunto minimal universal
se para qualquer conjunto minimal compacto Hausdorff Y existir um epimorfismo de X
sobre Y.

Proposicao D.9. Seja X um espago copacto Hausdorff sobre a a¢ao de G e assuma que
¢ : G — X é um homomorfismo. Entao, existe um unico homomorfismo i : fG — X
tal que Y oe = .

Demonstracgao: Existe uma tnica extencao continua ¢ : SG — X de ¢ de forma que
1oe = . Para ver que 1 € um homomorfismo, consideremos a aplicagao ¢’ (gy) = gv (7)
de BG em X. Se gy = ho, entao, v = g~ tho. Dali,

U (g7) = g¥ (v) = g (97 ho) = ¢ (997 ho) = ¢’ (ho).
Logo, 1" é bem definida e ¢’ () = ¢’ (17) = 1¢ (v) = ¢ (), para todo v € G. O

Deste resultado segue que os subconjuntos minimais de GG sao universais. Com
efeito, seja X é um conjunto minimal compacto Hausdorff sobre a acao de G e x € X.
Entao, X = fe(Gx), e visto que g € G — gz € X é um homomorfismo, existe um tnico
homomorfismo ¢ : G — X tal que ¥ (e(g)) = gz. Seja M C (G um subconjunto
minimal. Como M é compacto e ¥ é homomorfismo, temos que ¥ (M) C X é nao
vazio, fechado e invariante, donde segue pela minimalidade de X que ¢ (M) = X. Logo,
Y |ap: M — X é um epimorfismo e, portanto, M é um conjunto minimal universal.

Agora, dado um ideal minimal a esquerda I, é imediato verificar que I = 3G~, para
todo v € I. Fixemos o € I idempotente. Entao, dado v € I, temos que v = 70, para
algum 7 € BG. Dai, yo = 700 = 70 = 7. Este fato sera utilizado no préximo resultado,
do qual concluiremos que os conjuntos minimais universais sao isomorfos entre si.

Tomaremos a liberdade do uso da notagao fese (G) = 8G.

Proposigao D.10. Sejam M C BG um subconjunto minimal e ¢ : M — M um homo-
morfismo. Entao, ¢ é um isomorfismo e ¢ = R,, para algum o € M.
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Demonstragao: Seja 7 idempotente em M e fixemos 0 = ¢ (7). Dado v € M, existe
uma rede (g;) C G tal que lim; g; = . Logo, lim; ¢;7 = 7 = ~, donde

limy (9,7) = ¢ (7).
Mas, ¢ (¢;7) = g (T) = g;0, para todo i, donde
o(y) = lilm g;0 = 0.

Portanto, ¢ = R,, com o € M. Além disso, visto que ¢ (M) é fechado e ivariante, temos
que ¢ (M) = M. Assim, dado 7 € M idempotente, existe 6 € M tal que do = 7'
Agora,

0000 = o070 = 00

ou seja, 00 € M também é idempotente. Logo, Rs, = Rys = Idjs, ou melhor,
R, o Rs = Idy, e Rs o R, = Idyy.

Portanto, ¢ = R, é um isomorfismo com inversa Ry. [

Corolario D.11. Seja X um conjunto minimal universal sobre a acao de G e seja
M C BG um subconjunto minimal. Entao, X € isomorfo a M.

Demonstragao: Existe um epimorfismo ¢ : X — M, e visto que M também é univer-
sal, existe um epimorfismo ¢ : M — X. Logo, ¢ o ¢ é um homomorfismo de M em M.
Pela Proposi¢ao D.10, ¢ o ¢ é um isomorfismo, donde 1) é um isomorfismo e, portanto,
0 = ool éum isomorfismo. O

Assim, a menos de isomorfismo, existe um tnico conjunto minimal universal sobre a
acao de GG, o qual pode ser considerado como um ideal minimal de G.
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