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Resumo

Um semigrupo de transformação consiste de um semigrupo de aplicações contínuas de-
finidas num espaço topológico. A hipótese sobre o semigrupo é a propriedade de re-
versibilidade, isto é, que a coleção das translações do semigrupo satisfaz a propriedade
de intersecção finita. A idéia central é de dinamizar um semigrupo de transformação,
sendo isto realizado pela introdução dos correspondentes objetos dinâmicos elementares
da teoria de semifluxos, ou seja, os conjuntos limites, atratores e repulsores. O con-
ceito de recorrência por cadeias é abordado de uma forma generalizada, sobre espaços
paracompactos, tendo como fundamento certas famílias especiais de coberturas abertas
do espaço base chamadas famílias admissíveis. Estudamos também ações de grupos de
homeomorfismos sobre espaços compactos. Neste caso, a hipótese sobre o grupo é que
ele seja gerado por um subsemigrupo reversível, a partir do qual são definidos todos
os objetos dinâmicos elementares. Estudamos dois casos específicos de semigrupos de
transformações. No primeiro caso, abordamos semigrupos de transformações em fibrados
topológicos, especialmente em fibrados flag, e enfatizamos o estudo sobre transitividade
por cadeias fibra a fibra. No segundo caso, estudamos ações de grupos sobre compac-
tificações de Ellis, onde apresentamos uma relação entre o conceito de subsemigrupo
semitotal e a transitividade por cadeias. Por último, introduzimos o conceito de função
recorrente por cadeias, generalizando o conceito de função recorrente.
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Abstract

Transformation semigroups are actions of semigroups of continuous maps on topological
spaces. We consider reversible semigroups and study dynamics behaviors by introducing
the elementary dynamic objects, originals of the semiflows theory, that is, the limit sets,
attractors and repellers. We present the concept of chain recurrence for admissible fa-
milies on paracompact spaces. We also study homeomorphism group action on compact
spaces. In this case, the hypothesis on the group is the Ore’s condictions. The elementary
dynamics objects are defined from the action of the generator reversible subsemigroup.
Then we study two specific cases of transformation semigroups. In the first case, we
present results on the actions of endomorphism in flag bundles by emphasizing the chain
transitivity in the fibres. Next, we study group actions in Ellis compactifications and
relate the concept of semitotal subsemigroup to the chain transitivity. Finally, we in-
troduce the concept of chain recurrent function and generalize the concept of recurrent
function.
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Introdução

A teoria de sistemas dinâmicos desenvolvida por Conley [8] introduz o assunto de esta-
bilidade definindo os objetos dinâmicos elementares, ou seja, os conceitos de conjuntos
limites e seus derivados. Estes autores relacionam o conceito de recorrência por cadeias
com os conceitos de atrator e decomposição de Morse mutuamente. O trabalho de tese
de doutorado de Patrão [22] estende os resultados da teoria de fluxos para o contexto de
semifluxos sobre espaços topológicos.

Sejam X um espaço topológico compacto Hausdorff e N ⊂ X um subconjunto não
vazio. Dado um semifluxo σ : T ×X → X, onde T é o conjunto R+ ou Z+, o conjunto
ω-limite e o conjunto ω∗-limite de N são definidos respectivamente por

ω (N) =
⋂

t≥0

fe

(
⋃

s≥t

σs (N)

)
e ω∗ (N) =

⋂

t≥0

fe

(
⋃

s≥t

σ−1
s (N)

)
.

Sob o aspecto da ação definida pelo semifluxo, dado um subsemigrupo S ⊂ T, define-se
os conjuntos

SN = {x ∈ X : existe y ∈ N e t ∈ T com σt (y) = x}

e
S∗N = {x ∈ X : existe y ∈ N e t ∈ T com σt (x) = y} .

Assim, temos que

ω (N) =
⋂

t≥0

fe ((t+ T)N) and ω∗ (N) =
⋂

t≥0

fe ((t+ T)∗N) . (E1.1)

As descrições de conjuntos limites pelas translações de T dadas na equação E1.1
sugeriu a definição desses conceitos para ações de semigrupos. Assim, podemos pensar
em dinâmica de semigrupo de transformação olhando para as ações das translações do
semigrupo. As relações entre os objetos dinâmicos elementares são a principal motivação
para a introdução destes no contexto de semigrupos de transformações.

Certamente, a definição de conjunto limite requer condições especiais do semigrupo T.
De fato, os conjuntos limites são não-vazios se, e somente se, as famílias de subconjuntos
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compactos {fe ((t+ T)x) : t ∈ T} e {fe ((t+ T)∗ x) : t ∈ T} satisfazem a propriedade de
intersecção finita, para todo ponto x ∈ X. Assim, a reversibilidade de T é suficiente
para termos uma definição de conjuntos limites não vazios. Relembrando a propriedade
de reversibilidade, para quaisquer t, s ∈ T, a translação t + T intersepta a translação
s + T. Portanto, podemos definir conceitos dinâmicos correspondentes para ações de
semigrupos reversíveis.

Um subconjunto A ⊂ X é um atrator do semifluxo se existe uma vizinhança V de
A tal que ω (V ) = A. Um subconjunto R ⊂ X é um repulsor se existe uma vizinhança
U de R tal que ω∗ (U) = R. Os atratores e repulsores estão relacionados entre si. Dado
um atrator A, então, o conjunto A∗ = {x ∈ X : ω (x) ∩ A = ∅} é um repulsor chamado
repulsor complementar de A. A correspondência A → A∗ entre o conjunto de todos
os atratores e o conjunto de todos os repulsores é bijetiva. Nesta tese, introduzimos
os conceitos de atrator e repulsor para ações de semigrupos reversíveis e discutimos a
correspondência existente entre eles.

Os atratores do semifluxo se relacionam diretamente com o conceito de recorrência
por cadeias. Dados pontos x, y ∈ X, um elemento t ≥ 0 (ou t ∈ T) e uma cobertura
aberta U de X, então, uma (U , t)-cadeia de x até y é composta por uma seqüência de
pontos x0 = x, x1, ..., xn = y ∈ X, de elementos t0, ..., tn−1 ≥ t (ou t0, ..., tn−1 ∈ t + T) e
de conjuntos abertos U0, ..., Un−1 ∈ U tais que σ (ti, xi) , xi+1 ∈ Ui, para i = 1, ..., n − 1.
Fixando a família O de todas as coberturas abertas finitas de X, um ponto x ∈ X é
dito O-recorrente por cadeias quando dados quaisquer U ∈ O e t ≥ 0 existir uma (U , t)-
cadeia de x para x. Então, o conjunto R de todos os pontos recorrentes por cadeias não
depende da família O, uma vez que

R =
⋂

{A ∪ A∗ : A um atrator} .

Nestes estudos importa também a análise dos conjuntos transitivos por cadeias maximais,
que consistem de classes de equivalência em R. Como no caso de fluxos, estes conjuntos
se relacionam com os atratores e repulsores do semifluxo.

A definição de recorrência por cadeias para ações de semigrupos reversíveis é análoga
à definição para semifluxo, considerando as translações do semigrupo. Nosso principal
objetivo na primeira parte desta tese é de relacionar os pontos recorrentes por cadeias
com os pares atrator-repulsor para a ação de um semigrupo reversível sobre um espaço
compacto Hausdorff.

Introduzimos também o conceito de decomposição de Morse para ações de semigru-
pos reversíveis como uma generalização natural de par atrator-repulsor. De fato, uma
decomposição de Morse é uma coleção finita de subconjuntos compactos de X que tem as
mesmas propriedades da coleção composta por um atrator e seu repulsor complementar.
Assim, esse conceito também se relaciona com a recorrência por cadeias.
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Na seqüência estudamos ações de grupos que contêm subsemigrupos geradores rever-
síveis. Por exemplo, o grupo de todas as matrizes reais positivas n×n e os grupos solúveis.
Assim, introduzimos os objetos dinâmicos elementares para um grupo de transformação
considerando a ação de um subsemigrupo gerador reversível. Com isso, generalizamos
os conceitos da teoria de fluxos.

As duas outras partes desta tese apresentam estudos de casos especiais de ações de
semigrupos reversíveis: sobre fibrados flag e compactificações de Ellis.

Com respeito a semigrupos de transformações em fibrados flag, nosso objetivo é
generalizar os resultados sobre transitividade por cadeias obtidos por Braga Barros-San
Martin [4] e Patrão [22]. Nesses trabalhos, os conjuntos de transitividade por cadeias
para um fluxo ou semifluxo sobre um fibrado flag são parametrizados pelo grupo de Weyl,
e cada um possui uma caracterização específica nas fibras do fibrado. Estes resultados
são obtidos a partir dos estudos de conjuntos controláveis para ações de subsemigrupos
em variedades flag apresentados nos trabalhos [2], [3], [26], [28], [31], [32], [34], [35], e de
pontos fixos para fluxos introduzidos em [9].

Sejam G um grupo de Lie real, semi-simples e conexo e π : Q→ X um fibrado prin-
cipal localmente trivial com grupo estrutural G e espaço base paracompacto e Hausdorff.
Um endomorfismo local de Q é uma aplicação contínua φ : dom (φ) ⊂ Q → Q tal que
(i) dom (φ) = π−1 (U), onde U ⊂ X é um subconjunto aberto, e (ii) φ (qg) = φ (q) g,
para todos q ∈ dom (φ) e g ∈ G. Denota-se por Endl (Q) o semigrupo dos endomor-
fismos locais de Q, e por Endl (X) e Endl (EΘ) os semigrupos locais induzidos em X e
em EΘ = Q ×G FΘ, onde FΘ é a variedade flag de tipo Θ, e Θ é um subconjunto do
sitema simples de raízes Σ. Um semifluxo de endomorfismos σ : T × Q → Q é tal que
σt ∈ Endl (Q) para todo t ∈ T. Assumindo que o semifluxo é transitivo por cadeias na
base em relação à família de todas as coberturas abertas de X, Patrão em [22] mostrou
que os conjuntos de transitividade por cadeias no fibrado flag são dados por

EΘ (w) =
⋂

Uε∈OΘ,t≥0

fe
(
DΘ

Uε,t (w)0

)

com w percorrendo o grupo de Weyl W , onde DΘ
Uε,t (w) é o conjunto controlável efetivo

do semigrupo de sombreamento Endl (EΘ)Uε,t e OΘ é uma certa família admissível de co-
berturas abertas de EΘ. A caracterização desses conjuntos de transitividade por cadeias
nas fibras provém do conceito de pontos fixos. Dado q ∈ Q, então,

EΘ (w) ∩ (EΘ)π(q) = q · fixΘ (h (q) , w)

onde h (q) ∈ Ad (G)HΘ(σ) e Θ (σ) é o tipo parabólico do semifluxo.
Nesta tese mostramos que para qualquer ação por endomorfismos de um semigrupo

reversível sobre um fibrado flag é possível determinar todos os conjuntos de transitividade
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por cadeias a partir do grupo de Weyl. No caso da caracterização algébrica nas fibras,
olhamos para o caso de fluxos e consideramos ações de semigrupos de automorfismos.
Para ações desta natureza, mostramos que a transitividade por cadeias nas fibras também
é determinada a partir dos pontos fixos de certos elementos h (q) na órbita adjunta
Ad (G)HΘ(σ), onde Θ (σ) é o tipo parabólico do semigrupo de transformação.

Em particular, um semigrupo de transformação sobre EΘ possui um número finito
de conjuntos transitivos por cadeias maximais, o qual é igual ao número de órbitas do
subgrupo parabólico WΘ de W de tipo Θ no quociente W

/
WΘ(σ) . Em E este número é

|W |
/∣∣WΘ(σ)

∣∣ .
O fato do número de conjuntos de transitividade por cadeias ser finito ocorre também

em certos semigrupos de transformações sobre compactificações de grupos topológicos,
que também são chamadas de compactificações de Ellis. Na terceira e última parte desta
tese, apresentamos um estudo sobre este assunto, onde abordamos ações de grupos sobre
suas compactificações.

Sejam X um espaço de Hausdorff e BX a coleção de todos os ultrafiltros fechados
sobre X. Dado um subconjunto aberto U de X, define-se o subconjunto de BX

ho (U) = {u ∈ BX : existe A ∈ u com A ⊂ U} .

A família B = {ho (U) : U é um subconjunto aberto de X} é uma base para conjuntos
abertos de uma topologia sobre BX. A compactificação de Wallman de X é o conjunto
BX provido com tal topologia. O espaçoX é normal se, e somente se, o espaço BX = βX

é a compactificação de Stone-Čech de X. Em especial, a compactificação de Wallman
de grupos topológicos normais Hausdorff (T4) coincide com a compactificação de Ellis.
Neste caso, cada grupo age por homeomorfismo sobre a compactificação. Assim, temos
específicos grupos de transformações.

A compactificação de Ellis é um assunto clássico de dinâmica topológica. Sobre essa
teoria, os trabalhos de Auslander-Furstenberg [1], Ellis [11], [13], Milnes [20] e de Vries
[37] centralizam os estudos sobre subconjuntos minimais, onde a universalidade desses
objetos justificam a ênfase. Contudo, o comportamento dinâmico se baseia nos estudos
dos subconjuntos minimais.

Nesta tese, introduzimos conceitos dinâmicos mais gerais para semigrupos de transfor-
mações. Para grupos que contêm subsemigrupos geradores reversíveis, podemos expandir
o estudo de dinâmica em compactificações de Ellis. Neste caminho, apresentamos um
estudo sobre o comportamento dinâmico na compactificação de grupos T4 não compactos.

A topologia T4 favorece as técnicas empregadas no trabalho porque a base para
conjuntos abertos na compactificação é estabelecida a partir de subconjuntos abertos
do grupo, o que fornece um certo domínio da topologia. Esse fato é apropriado para
trabalharmos com as coberturas abertas, o que contribui para obtermos resultados mais
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exatos sobre recorrência por cadeias. Este é o nosso assunto principal.
É natural pensar que βR possui dois “fins” quando tentamos imaginar o que acontece

com as extremidades de R na compactificação. Assim, a recorrência por cadeias deve
acontecer em duas regiões distintas de βR. De fato, os conjuntos limites ω (0) e ω∗ (0)

são os únicos conjuntos transitivos por cadeias maximais do fluxo contínuo (R, βR).
Nesta tese, mostramos este fato e concluímos que ele acontece em geral para grupos que
contém subsemigrupos invariantes e semitotais. Por definição, um subsemigrupo S de
um grupo G é semitotal se existe um elemento s ∈ S tal que s−1S ∪ sS−1 = G. Então,
o conceito de subsemigrupo semitotal é uma generalização do conceito de subsemigrupo
total. Na verdade, no caso de subsemigrupos invariantes, mostramos que a existência de
dois únicos conjuntos transitivos por cadeias maximais é equivalente à semitotalidade.
Este caso bastante geral abrange, por exemplo, o grupo linear positivo Gl (n,R)+ e os
grupos nilpotentes.

Também nesta tese estudamos recorrência por cadeias em espaços quocientes de com-
pactificações de Ellis. Em especial, discutimos sobre esse assunto nos espaços de funções
cujos domínios são grupos topológicos. Nossa motivação provém do conceito de função
recorrente.

Sejam G um grupo topológico Tychonoff e F um espaço compacto Hausdorff. Dada
uma função uniformemente contínua f : G → F , seja f̃ : βG → F a extensão contínua
de f . Dados u, v ∈ βG, então u ∼f v se f̃ (ug) = f̃ (vg) para todo g ∈ G. Essa relação
é de equivalência em βG. A função f é dita recorrente se o espaço quociente βG /∼f

é minimal. Tal espaço quociente é chamado de espaço da função f . O trabalho de
Ellis-Johnson [12] apresenta estudos sobre funções recorrentes reais, e foi este conceito
o nosso ponto de partida. Naturalmente, introduzimos o conceito de função recorrente
por cadeias requerendo que o espaço quociente βG /∼f seja recorrente por cadeias. Con-
tudo, sob a hipótese de invariança e semitotalidade, mostramos que existem apenas duas
possibilidades para a determinação da dinâmica no espaço de uma função, e podemos
apresentar condições suficientes para que a recorrência por cadeias em βG determine
completamente a recorrência por cadeias em βG /∼f .



Capítulo 1

Ações de semigrupos reversíveis

Nosso primeiro objetivo nesta tese é apresentar o conceito de recorrência por cadeias
para ações de semigrupos dentro de um aspecto de dinâmica topológica. Temos como
base a teoria de sistemas dinâmicos segundo Conley [8], e como motivação o trabalho
de Patrão-San Martin [24] sobre semifluxos em espaços topológicos. Abordamos ações
de semigrupos reversíveis sobre espaços compactos e introduzimos os conceitos originais
da teoria de sistemas dinâmicos. Nossa ênfase é relacionar os conceitos de atratores e
recorrência por cadeias.

1.1 Semigrupos de transformações

Um semigrupo S é dito reversível à direita se Ss ∩ St 6= ∅, para quaisquer s, t ∈ S, e S
é dito reversível à esquerda se sS ∩ tS 6= ∅, para quaisquer s, t ∈ S. Dizemos que um
semigrupo é reversível se ele é reversível à direita e à esquerda.

Sejam X um espaço topológico e C (X) o espaço das aplicações contínuas de X. Con-
sideremos um semigrupo reversível S agindo à esquerda sobre X como um subsemigrupo
de C (X). Para cada t ∈ S, denotemos por αt : X → X a correspondente aplicação
contínua. Então, α (t) = αt define um monomorfismo de semigrupo de S em C (X). A
tripla (S,X, α) é denominada de semigrupo de transformação (à esquerda). A ação
de S é dita sobrejetiva, ou que S age sobrejetivamente sobre X, se αt é sobrejetiva, para
todo t ∈ S; a ação é dita aberta se αt é uma aplicação aberta, para todo t ∈ S. Por
comodidade, usaremos a notação tx para indicar αt (x), para todo t ∈ S e todo x ∈ X.
Para imagens inversas, usaremos a notação usual, ou seja, α−1

t (N) (N ⊂ X). Em ge-
ral, o monomorfismo α ficará subentendido, e muitas vezes usaremos a notação (S,X)

para indicar o semigrupo de transformação. Se um subespaço M ⊂ X é invariante pelo
semigrupo, então, (S,M) é denominado de sub-semigrupo de transformação. Também
usaremos esta nomenclatura para (R,M), onde R ⊂ S é um subsemigrupo.

7
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Para cada t ∈ S denotemos o subsemigrupo tSt por St.
Lembramos que um conjunto D munido com uma relação ≥ é direto se (i) x ≥ x,

para todo x ∈ D, (ii) se x ≥ y e y ≥ z, então, x ≥ z e (iii) dados quaisquer x, y ∈ D,
existe z ∈ D tal que z ≥ x e z ≥ y.

As propriedades fundamentais que obtemos da reversibilidade de S são as seguintes:

1. Para uma seqüência finita de elementos t1, ..., tn ∈ S, a intersecção St1 ∩ ... ∩ Stn

é não vazia. Basta mostrar para dois elementos s, t ∈ S. Com efeito, tomando
u ∈ tS ∩ sS e v ∈ St ∩ Ss, temos que uv ∈ St ∩ Ss.

2. O semigrupo S é um conjunto direto. Com efeito, dados s, t ∈ S, estabelecemos
que t >e s quando t = s ou t ∈ sS. Claramente, temos que t >e t para todo t ∈ S.
Se u >e t e t >e s, então u = t ou u ∈ tS e t = s ou t ∈ sS, donde u = s ou
u ∈ sS. Logo u >e s. Finalmente, dados s, t ∈ S, existe um elemento u ∈ sS ∩ tS,
donde u >e s e u >e t. Portanto, (S,>e) é um conjunto direto. Similarmente,
estabelecendo que t >d s quando t = s ou t ∈ Ss, então, (S,>d) é um conjunto
direto.

Os semigrupos reversíveis formam uma classe ampla na teoria de semigrupos. Qual-
quer subsemigrupo de um grupo nilpotente é um semigrupo reversível e subsemigrupos
maximais de grupos solúveis também são reversíveis (c.f. [19]). Em grupos que não são
solúveis também temos exemplos. Com efeito, tomando um número real b ≥ 1, temos
que o subsemigrupo

Sb =
{
g ∈ Gl (n,R)+ : det g ≥ b

}

do grupo linear positivo Gl (n,R)+ é reversível. No caso especial do grupo Gl (n,R),
existem muitos subsemigrupos reversíveis, visto que este contém subgrupos solúveis e
nilpotentes. Assim, podemos estudar ações deste tipo de semigrupos com generalidade.
Por exemplo, ações de semigrupos reversíveis em variedades variedades flag, no fibrados
das bases de uma variedade, etc..

Dado um subconjunto N ⊂ X, definimos os conjuntos

SN = {y ∈ X : existe x ∈ N e s ∈ S com sx = y}

e
S∗N = {y ∈ X : existe x ∈ N e s ∈ S com sy = x} .

Dado x ∈ X, os conjuntos Sx e S∗x são denominados respectivamente de órbita de x

e de órbita regressiva de x. Dizemos que um subconjunto N ⊂ X é progressivamente
invariante se SN ⊂ N ; que N é regressivamente invariante se S∗N ⊂ N ; que N é inva-
riante se sN = N , para todo s ∈ S; e que N é estável se é progressiva e regressivamente
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invariante. Se R ⊂ S é um subsemigrupo, então, dizemos que um subconjunto de X
é R-invariante (resp. progressiva e regressivamente invariante, estável) se é invariante
(resp. progressiva e regressivamente invariante, estável) por R.

Observemos que se N ⊂ X é progressivamente invariante, então, N ⊂ S∗N . Se N
também é regressivamente invariante, então, S∗N = N . Assim, se a ação é sobrejetiva,
dado x ∈ N e s ∈ S, existe y ∈ X com sy = x. Logo, y ∈ S∗N = N , donde x ∈ sN .
Portanto, se a ação é sobrejetiva e N é estável, então, N é invariante.

O seguinte lema é válido em geral para qualquer semigrupo em C (X).

Lema 1.1. Dados N ⊂ X, temos que fe (SN) é um subconjunto progressivamente inva-
riante. Se a ação de S é aberta, então, fe ((S)∗N) é regressivamente invariante.

Demonstração: A primeira afirmação segue imediatamente por continuidade. Assu-
mindo que a ação de S é aberta, tomemos x ∈ fe (S∗N) e y ∈ S∗x. Então, existe s ∈ S

tal que sy = x. Dada uma vizinhança aberta V de y, temos que sV é uma vizinhança
aberta de x. Logo, existe z ∈ sV ∩ S∗N , donde tsv ∈ N , para algum t ∈ S e algum
v ∈ V . Assim, v ∈ V ∩ S∗N , donde concluímos que y ∈ fe (S∗N). Portanto, fe (S∗N) é
regressivamente invariante. �

1.1.1 Subconjuntos minimais

Uma classe especial de subconjunto progressivamente invariante é definida a seguir. Estes
conjuntos são importantes para os estudos sobre estabilidade e transitividade de um
semigrupo de transformação.

Definição 1.2. Um subconjunto M ⊂ X é dito um subconjunto minimal de (S,X)

((S,X)-minimal) se:

1. M é fechado, não vazio e progressivamente invariante.

2. M é minimal com respeito à propriedade (1).

Dizemos que M é um subconjunto minimal forte de (S,X) se a condição de
invariança progressiva no ítem (1) for substituída por estabilidade.

Um resultado conhecido diz que um subconjunto M ⊂ X é minimal se, e somente se,
fe (Sx) = M , para todo x ∈M (ver [13]).

Lema 1.3. Se N ⊂ X é um conjunto fechado e estável (resp. progressivamente inva-
riante) e M ⊂ N é (S,N)-minimal forte (resp. (S,N)-minimal), então, M é (S,X)-
minimal forte (resp. (S,X)-minimal).
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Demonstração: É claro que M é não vazio, estável e fechado em X. Seja F ⊂ X

um subconjunto fechado, não vazio e estável tal que F ⊂ M . Então, F = N ∩ F é
um subconjunto fechado e estável de N . Pela minimalidade de M em (S,N) segue que
F = M , donde concluímos que M é um subconjunto minimal forte de (S,X). O caso de
subconjunto minimal é análogo. �

Notemos que o Lema 1.3 não depende da reversibilidade do semigrupo, ao contrário
do próximo resultado sobre subconjuntos minimais fortes.

Lema 1.4. Se a ação é aberta, então, M é (S,X)-minimal forte se, e somente se,
fe (S∗Sx) = M , para todo x ∈M .

Demonstração: Suponhamos que M é (S,X)-minimal forte e tomemos x ∈ M . Visto
queM é estável e fechado, temos que fe (S∗Sx) ⊂M . Pelo Lema 1.1, temos que fe (S∗Sx)

é regressivamente invariante. Agora, dado t ∈ S e x ∈ fe (S∗Sx), seja V uma vizinhança
aberta de tx = αt (x). Então, α−1

t (V ) é uma vizinhança aberta de x, donde existe um
ponto y ∈ α−1

t (V ) ∩ S∗Sx. Logo, ty ∈ V e sy ∈ Sx, para algum s ∈ S. Tomando
τ ∈ Ss ∩ St, temos que τy ∈ Ssy ∩ Sty ⊂ Sx, donde ty ∈ S∗Sx. Assim, ty ∈ V ∩ S∗Sx,
donde concluímos que tx ∈ fe (S∗Sx). Portanto, fe (S∗Sx) é estável. Segue da minimali-
dade de M que fe (S∗Sx) = M . Reciprocamente, suponhamos que fe (S∗Sx) = M , para
todo x ∈ M . Então, M é não vazio, fechado e estável. Seja N ⊂ M um subconjunto
não vazio, fechado e estável. Tomando y ∈ N , temos que fe (S∗Sy) ⊂ N . No entanto,
como y ∈ M , temos que fe (S∗Sy) = M . Logo, M ⊂ N , donde N = M . Portanto, M é
(S,X)-minimal forte. �

O Lema 1.4 caracteriza um subconjunto minimal de (S,X) como um conjunto de
transitividade aproximada fechado e invariante para a ação de S sobre X (ver Apêndice
A). Reciprocamente, se D ⊂ X é um conjunto de transitividade aproximada fechado e
invariante, então, D é (S,X)-minimal. Com efeito, temos que D = fe (D) = fe (Sx),
para todo x ∈ D, donde segue a afirmação pelo Lema 1.4. Observemos que o resultado
deste lema é válido para qualquer subsemigrupo de transformação de (S,X).

Quando o espaço base X é compacto Hausdorff, então, existem subconjuntos minimal
e minimal forte de (S,X) (c.f. [13]). A demonstração utiliza o Lema de Zorn. Veja a
Proposição 2.4 de [11], substituindo grupo por semigrupo.

Definição 1.5. Sejam (S,X) e (S ′, X ′) semigrupos de transformações. Então, um ho-

momorfismo de semigrupo de transformação entre (S,X) e (S ′, X ′) consiste de
uma aplicação contínua ϕ : X → X ′ e de um homomorfismo de semigrupo f : S → S ′

tais que ϕ (tx) = f (t)ϕ (x), para todo t ∈ S e x ∈ X.
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Os homomorfismos mais comuns são aqueles onde S = S ′ e f : S → S é a aplicação
identidade. Neste caso, devido a sobrejetividade de f , a imagem de um subconjunto
progressivamente invariante (resp. invariante) é um subconjunto progressivamente inva-
riante (resp. invariante), e a imagem de um subconjunto transitivo é um subconjunto
transitivo. Estes assuntos são discutidos no Capítulo 3, onde estudamos casos de homo-
morfismos relacionados com compactificações de grupos topológicos.

1.2 Objetos dinâmicos elementares

A partir desta seção, consideramos um semigrupo de transformação (S,X) com ação
sobrejetiva e X um espaço compacto Hausdorff. Nosso objetivo é introduzir os conceitos
dinâmicos (originais da teoria de sistemas dinâmicos) que se relacionam com o conceito
de transitividade em geral. Em conseqüência, apresentamos uma ligação entre a teoria
dinâmica e a teoria de ações de semigrupos.

Observamos que o conteúdo deste capítulo pode ser adaptado para o contexto de
ações de semigrupos lateralmente reversíveis (veja a observação no final da Seção 1.4.4).
Contudo, o trabalho é praticamente o mesmo, sendo que a reversibilidade fornece pro-
priedades mais adequadas, principalmente para o estudo de estabilidade para ações de
grupos, o qual também apresentamos neste capítulo.

Assim, utilizamos a reversibilidade de S para introduzir os objetos dinâmicos ele-
mentares ao semigrupo de transformação.

Dado um subconjunto não vazio N ⊂ X, definimos os conjuntos

ωe (N) =
⋂

t∈S

fe (tSN) e ω∗
e (N) =

⋂

t∈S

fe ((tS)∗N)

denominados respectivamente de conjunto ω-limite à esquerda e conjunto ω∗-limite

à esquerda de N ;

ωd (N) =
⋂

t∈S

fe (StN) e ω∗
d (N) =

⋂

t∈S

fe ((St)∗N)

denominados respectivamente de conjunto ω-limite à direita e conjunto ω∗-limite

à direita de N ; e

ω (N) =
⋂

t∈S

fe (StN) e ω∗ (N) =
⋂

t∈S

fe (S∗
tN)

denominados respectivamente de conjunto ω-limite e conjunto ω∗-limite de N .
A ação sobrejetiva garante que os conjuntos S∗

tN são não vazios. Notemos também
que ω (N) ⊂ ωe (N)∩ωd (N) e ω∗ (N) ⊂ ω∗

e (N)∩ω∗
d (N). No caso específico do semigrupo
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S ser cêntrico (tS = St, para todo t ∈ S), os conjuntos ωe (N), ωd (N) e ω (N) coincidem,
assim também ocorrendo com os conjuntos ω∗

e (N), ω∗
d (N) e ω∗ (N).

O conjunto das vizinhanças de um ponto no espaço X é um conjunto direto quando
este é munido com a ordem parcial dada pela inclusão inversa entre as vizinhanças.
Dadas duas vizinhanças U e V de um ponto x ∈ X, escrevemos U � V quando U ⊂ V.

Proposição 1.6. Se N ⊂ X é não vazio, então

1. os conjuntos ω (N), ωe (N) e ωd (N) são não vazios e compactos, onde ω (N) e
ωe (N) são invariantes e ωd (N) é progressivamente invariante;

2. os conjuntos ω∗ (N), ω∗
e (N) e ω∗

d (N) são não vazios e compactos, onde ω∗ (N) e
ω∗

d (N) são progressivamente invariantes;

3. sobre ação aberta, ω∗
e (N) é regressivamente invariante e ω∗ (N) e ω∗

d (N) são es-
táveis.

Demonstração: A compacidade dos conjuntos mencionados segue pelo fato deles serem
fechados. Além disso, a reversibilidade de S garante que as famílias de subconjuntos
fechados de X

F = {fe (StN) : t ∈ S} e F∗ = {fe ((St)
∗N) : t ∈ S}

têm a propriedade de intersecção finita. Como X é compacto Hausdorff, isto implica
que ω (N) =

⋂

t∈S

fe (StN) e ω∗ (N) =
⋂

t∈S

fe ((St)
∗N) são não vazios. Conseqüentemente,

os conjuntos ωe (N) e ωd (N) assim como os conjuntos ω∗
e (N) e ω∗

d (N) são não vazios.
Por continuidade segue imediatamente que ωd (N) é progressivamente invariante. Agora,
sejam s, t ∈ S, x ∈ ωe (N) e y ∈ ω (N). Então, existe s′ ∈ S tal que ss′ ∈ tS. Como
x ∈ fe (s′SN) e y ∈ fe (Ss′tN), segue por continuidade que sx ∈ fe (ss′SN) ⊂ fe (tSN) e
que sy ∈ fe (ss′tSs′tN) ⊂ fe (StN). Como s e t são arbitrários em S, temos que ωe (N)

e ω (N) são progressivamente invariantes. Para mostrar a invariança de ωe (N), sejam
x ∈ ωe (N) e t ∈ S. Consideremos o conjunto Vx de todas as vizinhanças de x munido
com a relação de ordem parcial dada no último parágrafo acima. Para cada s ∈ S e
V ∈ Vx, tomemos txs

V ∈ tsSN ∩V , onde xs
V ∈ sSN . Podemos munir Vx ×SVx com uma

relação que o torna um conjunto direto. De fato, dadas f1, f2 ∈ SVx , então, f1 > f2 se, e so-
mente se, f1 (V ) ∈ f2 (V )S, para toda V ∈ Vx. Assim, dados (V1, f1) , (V2, f2) ∈ Vx × SVx ,
então, (V1, f1) > (V2, f2) se, e somente se, V1 � V2 e f1 > f2. Logo, podemos considerar
a rede

(
x(V,f)

)
(V,f)∈Vx×SVx

em X, onde x(V,f) = x
f(V )
V . Como X é compacto Hausdorff,(

x(V,f)

)
possui uma subrede covergente em X. Seja então

(
x(Vi,fi)

)
i∈I

tal subrede, com
limite y ∈ X. Vamos mostrar que y ∈ ωe (N). Com efeito, dada uma vizinhança U de
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y, existe um índice i0 ∈ I tal que, para todo i ≥ i0, x(Vi,fi) ∈ U̇ . Dado s ∈ S arbitrário,
tomemos fs ∈ SVx tal que fs (V ) ∈ sS ∩ f0 (V )S, para todo V ∈ Vx. Então, fs > f0.
Das propriedades de uma subrede segue que existe j ≥ i0 tal que (Vj, fj) > (Vi0 , fs).
Logo, x(Vj ,fj) ∈ U e fj (Vj) ∈ sS, donde x(Vj ,fj) ∈ U ∩ fj (Vj)SN ⊂ U ∩ sSN . Portanto,
y ∈ ωe (N). Por outro lado, a rede

(
tx(Vi,fi)

)
i∈I

converge para ty. Dada uma vizinhança
qualquer V de x, existe um índice i0 ∈ I tal que Vi0 � V . Desta forma, para todo
i ≥ i0, temos que tx(Vi,fi) ∈ tfi (Vi)SN ∩ Vi ⊂ V . Logo, x = ty e, portanto, x ∈ tωe (N).
Assim, ωe (N) ⊂ tωe (N), donde concluímos que ωe (N) é invariante. A demonstração
para o caso de ω (N) segue da mesma forma. Agora, tomemos s, t ∈ S, x ∈ ω∗

d (N)

e y ∈ ω∗ (N). Então, y ∈ fe ((Sts)
∗N). Mas, se z ∈ (Sts)

∗N , existe s0 ∈ S tal que
ts0tsz ∈ N . Logo, sz ∈ (St)

∗N e, portanto, s (Sts)
∗N ⊂ (St)

∗N . Assim, temos que
sy ∈ fe (s (Sts)

∗N) ⊂ fe ((St)
∗N), donde concluímos que ω∗ (N) é progressivamente in-

variante. Semelhantemente, temos que s (Sts)∗N ⊂ (St)∗N , donde segue que ω∗
d (N)

também é progressivamente invariante. Por fim, assumimos que a ação de S é aberta.
Vamos mostrar que ω∗

e (N), ω∗
d (N) e ω∗ (N) são regressivamente invariantes. Sejam

x ∈ ω∗ (N) e y ∈ S∗x. Então, existem s ∈ S tal que sy = x. Se V é uma vizinhança
aberta de y, então, sV é uma vizinhança aberta de x. Logo, sV ∩ (St)

∗N 6= ∅, para
todo t ∈ S. Dado t ∈ S arbitrário, tomemos τ ∈ Sts ∩ St. Então, τ = s1ts = s2t,
com s1, s2 ∈ S. Agora, existe sv ∈ sV ∩ (Sts1t)

∗N , com v ∈ V , donde ts1ts
′ts1tsv ∈ N ,

ou seja, ts1ts
′ts2tv ∈ N , para algum s′ ∈ S. Logo, v ∈ V ∩ (St)

∗N , donde concluímos
que y ∈ fe ((St)

∗N). Portanto, y ∈ ω∗ (N). Assim, ω∗ (N) é regressivamente invariante,
donde ω∗ (N) é estável. Agora, sejam x ∈ ω∗

d (N) e y ∈ S∗x. Então, existe s ∈ S tal
que sy = x. Seja V uma vizinhança aberta de y. Dado t ∈ S, tomemos s′ ∈ S tal
que s′s ∈ St. Como sV é uma vizinhança de x, temos que sV ∩ (Ss′)∗N 6= ∅, donde
Ss′sV ∩N 6= ∅ e, portanto, V ∩ (St)∗N 6= ∅. Assim, y ∈ fe ((St)∗N), donde concluímos
que y ∈ ω∗

d (N). Logo, ω∗
d (N) é regressivamente invariante, donde ω∗

d (N) é estável. Fi-
nalmente, tomemos x ∈ ω∗

e (N) e y ∈ X tal que sy = x, para algum s ∈ S. Seja V uma
vizinhança aberta de y. Então, sV ∩ (tS)∗N 6= ∅, para todo t ∈ S, donde tSsV ∩N 6= ∅.
Logo, V ∩ (tS)∗N 6= ∅, para todo t ∈ S. Portanto, y ∈ ω∗

e (N), donde ω∗
e (N) é regressi-

vamente invariante. �

Corolário 1.7. Seja x ∈ X. Se x ∈ ω (x) (x ∈ ωe (x), x ∈ ωd (x)), então, ω (x) =

fe (Stx) (ωe (x) = fe (tSx), ωd (x) = fe (Stx)), para todo t ∈ S. Se a ação de S é aberta
e x ∈ ω∗ (x) (x ∈ ω∗

e (x), x ∈ ω∗
d (x)), então, ω∗ (x) = fe (S∗

t x) (ω∗
e (x) = fe ((tS)∗ x),

ω∗
d (x) = fe ((St)∗ x)), para todo t ∈ S.

Demonstração: Se x ∈ ω (x), temos que fe (Sx) ⊂ ω (x) ⊂ fe (Stx), para todo t ∈ S.
Logo, ω (x) = fe (Stx), para todo t ∈ S. Se a ação de S é aberta e x ∈ ω∗ (x), então,
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fe (S∗x) ⊂ ω∗ (x) ⊂ fe ((St)
∗ x), para todo t ∈ S. Logo, ω∗ (x) = fe ((St)

∗ x), para todo
t ∈ S. A demonstração para os outros casos são idênticas. �

Em geral, para N ⊂ X, temos que ω (N) = ω (fe (N)), ωe (N) = ωe (fe (N)) e
ωd (N) = ωd (fe (N)). Se a ação é aberta, então, ω∗ (N) = ω∗ (fe (N)), ω∗

e (N) =

ω∗
e (fe (N)) e ω∗

d (N) = ω∗
d (fe (N)). Além disso, vale o seguinte.

Lema 1.8. Dado um subconjunto não vazio N ⊂ X, seguem as afirmações:

1. ωe (N) = ωe (fe (SN)). Se N é progressivamente invariante, então, ωe (fe (N)) =

ω (fe (N)).

2. Se a ação é aberta, então, ω∗
d (N) = ω∗

d (fe (S∗N)). Se N é regressivamente inva-
riante, então, ω∗

d (fe (N)) = ω∗ (fe (N)).

Demonstração: Sejam x ∈ ωe (N) e t, s ∈ S. Dada uma vizinhança V de x, te-
mos que V ∩ tsSN 6= ∅, donde V ∩ tSfe (SN) 6= ∅. Logo, x ∈ ωe (fe (SN)) e, portanto,
ωe (N) ⊂ ωe (fe (SN)). Por outro lado, segue por continuidade que tSfe (SN) ⊂ fe (tSN),
para todo t ∈ S. Logo, ωe (fe (SN)) ⊂ ωe (N) e, portanto, ωe (N) = ωe (fe (SN)).
Agora, assumindo que N é progressivamente invariante, sejam x ∈ ωe (fe (N)) e t ∈ S.
Tomando s ∈ St, temos que x ∈ fe (sSfe (N)), donde segue por continuidade e pela
invariança progressiva de N que x ∈ fe (sfe (N)) ⊂ fe (Stfe (N)). Logo, ωe (fe (N)) ⊂

ω (fe (N)) e, portanto, ωe (fe (N)) = ω (fe (N)). Assim, demonstramos o ítem (1).
Para verificarmos o ítem (2), assumimos que a ação é aberta. Sejam x ∈ ω∗

d (N)

e t, s ∈ S. Dada uma vizinhança V de x, temos que V ∩ (Sst)∗N 6= ∅, donde
V ∩ (St)∗ fe (S∗N) 6= ∅. Logo, x ∈ ω∗

d (fe (S∗N)) e, portanto, ω∗
d (N) ⊂ ω∗

d (fe (S∗N)).
Por outro lado, sejam y ∈ ω∗

d (fe (S∗N)) e t, s ∈ S. Dada uma vizinhança U de y,
temos que U ∩ (St)∗ fe (S∗N) 6= ∅, donde StU ∩ fe (S∗N) 6= ∅. Como StU é aberto,
temos que StU ∩ S∗N 6= ∅, donde U ∩ (St)∗N 6= ∅. Logo, y ∈ ω∗

d (N), donde segue
que ω∗

d (fe (S∗N)) ⊂ ω∗
d (N). Portanto, ω∗

d (N) = ω∗
d (fe (S∗N)). Agora, assumimos que

N é regressivamente invariante. A ação aberta implica que fe (N) é também regressi-
vamente invariante. Assim, dados x ∈ ω∗

d (fe (N)) e t ∈ S, seja V uma vizinhança de
x e tomemos s ∈ St. Como x ∈ fe ((Ss)∗ fe (N)), temos que SsV ∩ fe (N) 6= ∅, donde
sV ∩ fe (N) 6= ∅, pois fe (N) é regressivamente invariante. Logo, V ∩ (St)

∗ fe (N) 6= ∅,
donde concluímos que x ∈ fe ((St)

∗ fe (N)). Assim, ω∗
d (fe (N)) ⊂ ω∗ (fe (N)) e, portanto,

ω∗
d (fe (N)) = ω∗ (fe (N)), donde concluímos a demonstração do lema. �

Se N ⊂ X é um subconjunto progressivamente invariante e T ⊂ S é um subsemi-
grupo, temos que TN ⊂ N ⊂ T ∗N . Se N é estável, então, T ∗N ⊂ N = TN , donde
TN = N = T ∗N . Isto demonstra o seguinte lema.



Seção 1.2 · Objetos dinâmicos elementares 15

Lema 1.9. Se N ⊂ X é um subconjunto não vazio, fechado e estável, então, N coincide
com os seus conjuntos limites.

Em certo sentido, tendo em consideração o próximo resultado, os conjuntos ω (x) e
ω∗ (x) representam os “fins” da órbita de x e da órbita regressiva de x, respectivamente.

Lema 1.10. Dado x ∈ X, temos as seguintes afirmações:

1. ωe (y) ⊂ ωe (x), ωd (y) = ωd (x) e ω (y) = ω (x), para todo y ∈ Sx.

2. ω∗
e (y) ⊂ ω∗

e (x), ω∗
d (y) ⊂ ω∗

d (x) e ω∗ (y) ⊂ ω∗ (x), para todo y ∈ S∗x.

Demonstração: Sejam y ∈ X e s ∈ S tais que y = sx. Dado t ∈ S, temos
que fe (tSy) ⊂ fe (tSx). Logo, ωe (y) ⊂ ωe (x). Além disso, existe s′ ∈ S tal que
s′s ∈ St. Então, fe (Stsx) = fe (Sty) e fe (Ss′y) ⊂ fe (Stx). Logo, ωd (y) = ωd (x).
Agora, fe (Stsx) ⊂ fe (Sty) e fe (Sts′y) ⊂ fe (Stx). Logo, ω (y) = ω (x), donde concluí-
mos (1). Para verificarmos (2), tomemos y ∈ X e s, t ∈ S. Como é imediato que
(St)∗ y ⊂ (St)∗ sy, temos que ω∗

d (y) ⊂ ω∗
d (sy). Agora, existe s′ ∈ S tal que ss′ ∈ tS. Se

z ∈ (Ss′t)
∗ y, então, s′t′tz = y, com t′ ∈ S. Logo, ss′t′tz = sy, donde z ∈ (St)

∗ sy. Por-
tanto, (Ss′t)

∗ y ⊂ (St)
∗ sy. Assim, ω∗ (y) ⊂ fe ((St)

∗ sy), com t ∈ S arbitrário, concluindo
que ω∗ (y) ⊂ ω∗ (sy). Enfim, como (s′S)∗ y ⊂ (tS)∗ sy, temos que ω∗

e (y) ⊂ ω∗
e (sy).

Assim, se y ∈ S∗x, então, x ∈ Sy, donde concluímos (2). �

Visto que X é compacto Hausdorff, existe um subconjunto minimal e um subconjunto
minimal forte de (S,X). Tais conjuntos estão particularmente relacionados com conjun-
tos limites. Em geral, dado x ∈ X, o conjunto ω (x) não é um subconjunto minimal do
semigrupo de transformação. Com efeito, se x /∈ ωd (x) ∪ ωe (x), então, ω (x) não é um
subconjunto minimal de (S,X). No entanto, a recíproca é sempre verdadeira.

Proposição 1.11. Um subconjunto não vazio M ⊂ X é (S,X)-minimal se, e somente
se, M = ω (x) = ωe (x) = ωd (x), para todo x ∈ M . Se a ação de S é aberta, então, M
é (S,X)-minimal forte se, e somente se, M = ω∗ (x) = ω∗

d (x), para todo x ∈M .

Demonstração: Suponhamos que M é (S,X)-minimal. Dado x ∈ M , temos que
ω (x) ⊂ M . Pela Proposição 1.6, temos que ω (x) é não vazio, compacto e invariante,
donde segue que ω (x) = M . Analogamente, ωe (x) = ωd (x) = M . Por outro lado,
suponhamos que ω (x) = M , para todo x ∈ M . Então, M é compacto e progressiva-
mente invariante. Seja N ⊂M um subconjunto não vazio, compacto e progressivamente
invariante. Então, dado x ∈ N , temos que ω (x) ⊂ N . Mas, como x ∈ M , então,
M = ω (x) ⊂ N , donde N = M . Portanto, M é (S,X)-minimal. Assumindo que ação
de S é aberta, a segunda parte da proposição segue semelhantemente, usando também
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a Proposição 1.6. �

Os conjuntos limites são os objetos dinâmicos fundamentais para o estudo de esta-
bilidade de um semigrupo de transformação. Este é o motivo de nossa ênfase referente
as suas propriedades. Como na teoria de semifluxos, definimos os conceitos de atrator e
repulsor a partir dos conjuntos limites. Estes últimos então se relacionam diretamente
com o conceito de recorrência por cadeias. Tal relação é a nossa principal meta neste
trabalho.

Definição 1.12. Um subconjunto A ⊂ X é um atrator à esquerda (à direita) de
(S,X) se existe uma vizinhança V de A em X tal que ωe (V ) = A (ωd (V ) = A). Neste
caso, V é denominada uma vizinhança atratora de A, e ω (V ) é denominado um
sub-atrator de A. Um subconjunto R ⊂ X é um repulsor à esquerda (à direita) de
(S,X) se existe uma vizinhança U de R em X tal que ω∗

e (U) = R (ω∗
d (U) = R). Neste

caso, U é denominada uma vizinhança repulsora de R, e ω∗ (N) é denominado um
sub-repulsor de R.

Observemos que a Definição 1.12 não exige que atratores e repulsores sejam não
vazios. Assim, o conjunto vazio e o espaço base X são ambos casos triviais tanto de um
atrator como de um repulsor. Outra observação é que um atrator pode ter mais de uma
vizinhança atratora assim como um repulsor pode ter mais de uma vizinhança repulsora.
No entanto, veremos adiante que eles admitem apenas um sub-atrator e um sub-repulsor
respectivamente.

Atratores e repulsores são conceitos clássicos dentro da teoria de sistemas dinâmicos
em geral. Sua importância, como observamos acima, compreende os estudos sobre re-
corrência por cadeias, sendo esta nossa motivação para sua introdução ao contexto de
ações de semigrupos. Um fato importante é a relação existente entre os dois conceitos.
Nas teorias de sistemas dinâmicos e semifluxos, atratores e repulsores são relacionados
pelo conceito de repulsor complementar para atratores, onde é dada uma correspondên-
cia entre eles. Podemos também apresentar uma tal relação em nosso contexto. Para
ações à esquerda, relacionamos atratores à direita com repulsores à direita. Para ações
á direita, relacionamos atratores à esquerda com repulsores à esquerda. O trabalho é
análogo em ambos os casos.

Para apresentarmos uma correspondência entre atratores e repulsores definimos os
seguintes conceitos. Se M ⊂ X é compacto e progressivamente invariante, então, deno-
minamos de conjunto de atração à esquerda de M o subconjunto de X definido por

Atre (M) = {y ∈ X : ωe (y) ∩M 6= ∅} ;

e de conjunto de atração à direita de M o subconjunto de X definido por

Atrd (M) = {y ∈ X : ωd (y) ∩M 6= ∅} .



Seção 1.2 · Objetos dinâmicos elementares 17

Se N ⊂ X é compacto e regressivamente invariante, então, denominamos de conjunto de
repulsão à esquerda de N o subconjunto de X dado por

Repe (N) = {y ∈ X : ω∗
e (y) ∩N 6= ∅} ;

e de conjunto de repulsão à direita de N o subconjunto de X dado por

Repd (N) = {y ∈ X : ω∗
d (y) ∩N 6= ∅} .

Podemos ver imediatamente que M ⊂ Atre (M) ∩ Atrd (M) e que N ⊂ Repe (N) ∩

Repd (N). Além disso, pelo Lema 1.10, temos que Repe (N) e Repd (N) são progressiva-
mente invariantes, que Atre (M) é regressivamente invariante e que Atrd (M) é estável.
Com isso, X \Repe (N) e X \Repd (N) são regressivamente invariantes, X \Atre (M) é
progressivamente invariante e X \ Atrd (M) é estável.

Proposição 1.13. Sejam A um atrator (à esquerda ou à direita) de (S,X, α) e V uma
vizinhança atratora de A. Então, Atre (A) = Atrd (A) = Atrd (ω (V )), onde

Atrd (ω (V )) = {x ∈ X : ω (x) ⊂ ω (V )}

é um conjunto aberto e estável. Sejam R um repulsor (à esquerda ou à direita) de
(S,X, α) e U uma vizinhança repulsora de R. Se a ação é aberta, então, Repe (R) e
Repd (R) são conjuntos abertos e progressivamente invariantes, Repe (R) = Repe (ω∗ (U))

e Repd (R) = Repd (ω∗ (U)).

Demonstração: É imediato que Atre (ω (V )) ⊂ Atre (A). Por outro lado, dado x ∈

Atre (A), temos que ωe (x) ∩ A 6= ∅. Tomando y ∈ ωe (x) ∩ A, segue da invariança pro-
gressiva e compacidade de ωe (x) que ω (y) ⊂ ωe (x)∩ω (V ). Logo, x ∈ Atre (ω (V )) e, por-
tanto, Atre (A) = Atre (ω (V )). Analogamente, mostramos que Atrd (A) = Atrd (ω (V )).
Agora, é claro que {x ∈ X : ω (x) ⊂ ω (V )} ⊂ Atrd (ω (V )). Por outro lado, se x ∈

Atrd (ω (V )), então, existe s ∈ S tal que sx ∈ int (V ), pois fe (Sx)∩int (V ) 6= ∅. Segue do
Lema 1.10 que ω (x) = ω (sx) ⊂ ω (V ). Portanto, Atrd (ω (V )) ⊂ {x ∈ X : ω (x) ⊂ ω (V )},
donde segue a igualdade entre esses dois conjuntos. No entanto, o mesmo argumento mos-
tra também que Atre (ω (V )) = {x ∈ X : ω (x) ⊂ ω (V )}. Logo, Atre (A) = Atrd (A) =

Atrd (ω (V )). O Lema 1.10 agora se aplica para concluirmos que Atrd (ω (V )) é estável.
Para vermos que Atrd (ω (V )) é aberto, tomemos x ∈ Atrd (ω (V )). Seja s ∈ S tal que
sx ∈ int (V ). Então, α−1

s (int (V )) é uma vizinhança aberta de x. Se y ∈ α−1
s (int (V )), en-

tão, sy ∈ int (V ), donde ω (y) = ω (sy) ⊂ ω (V ). Portanto, α−1
s (int (V )) ⊂ Atrd (ω (V )),

donde concluímos que Atrd (ω (V )) é aberto. Agora, assumimos que a ação é aberta.
Com a invariança regressiva dos conjuntos ω∗-limites (à esquerda e à direita), mostramos
semelhantemente como no caso do atrator que Repe (R) = Repe (ω∗ (U)) e Repd (R) =
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Repd (ω∗ (U)). Além disso, se x ∈ Repe (ω∗ (U)), temos que fe (S∗x)∩ int (U) 6= ∅, donde
x ∈ int (sU), para algum s ∈ S. Se z ∈ int (sU), então, existe u ∈ U ∩ S∗z. Pelo Lema
1.10, temos que ω∗ (u) ⊂ ω∗ (z). Além disso, ω∗ (u) ⊂ ω∗ (U). Logo, ω∗ (z) ∩ ω∗ (U) 6= ∅

e, portanto, z ∈ Repe (ω∗ (U)). Assim, int (sU) é uma vizinhança aberta de x contida em
Repe (ω∗ (U)). Portanto, Repe (R) é aberto. Semelhantemente, mostramos que Repd (R)

é aberto. �

Se A é um atrator à direita de (S,X), aplicando semelhantemente o Lema 1.10
podemos também verificar que

Atrd (A) = {x ∈ X : ωd (x) ⊂ A} .

O seguinte resultado é imediato a partir da última proposição anterior.

Corolário 1.14. Se A ⊂ X é um atrator (à esquerda ou à direita) de (S,X), então,
X \Atrd (A) é um conjunto compacto e estável. Se R ⊂ X é um repulsor (à esquerda ou
à direita) e a ação é aberta, então, X \Repe (R) e X \Repd (R) são conjuntos compactos
e regressivamente invariantes.

Proposição 1.15. Sejam A um atrator (à esquerda ou à direita) de (S,X) e V uma
vizinhança atratora de A. Se x /∈ ω (V ) ∪ (X \ Atrd (ω (V ))), então, ω∗ (x) ⊂ X \

Atrd (ω (V )) e ω (x) ⊂ ω (V ).

Demonstração: Como x /∈ X \ Atrd (ω (V )), então, x ∈ Atrd (ω (V )), donde ω (x) ⊂

ω (V ). Agora, suponhamos por absurdo que existe y ∈ ω∗ (x) tal que y /∈ X\Atrd (ω (V )).
Então, ω (y) ⊂ ω (V ). Visto que ω∗ (x) é progressivamente invariante, temos que
ω (y) ⊂ ω∗ (x), donde ω (V ) ∩ ω∗ (x) 6= ∅. Então, (St)

∗ x ∩ int (V ) 6= ∅, para todo
t ∈ S. Logo, x ∈ StV , para todo t ∈ S, donde x ∈ ω (V ), contradizendo a hipótese do
enunciado. Portanto, ω∗ (x) ⊂ X \ Atrd (ω (V )). �

Especialmente para um atrator à direita, vale também a seguinte versão da Proposição
1.15.

Proposição 1.16. Sejam A um atrator à direita de (S,X) e x /∈ A ∪ (X \ Atrd (A)),
então, ω∗

d (x) ⊂ X \ Atrd (A) e ωd (x) ⊂ A.

Demonstração: Como x /∈ X \ Atrd (A), então, ωd (x) ⊂ A. Agora, suponhamos por
absurdo que existe y ∈ ω∗

d (x) tal que y /∈ X \ Atrd (A). Então, ωd (y) ⊂ A. Visto que
ω∗

d (x) é progressivamente invariante, temos que ωd (y) ⊂ ω∗
d (x), donde A ∩ ω∗

d (x) 6= ∅.
Isto implica que x ∈ StV , para todo t ∈ S, donde x ∈ ωd (V ) = A, contradizendo a
hipótese do enunciado. Portanto, ω∗

d (x) ⊂ X \ Atrd (A). �
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Para cada atrator (à esquerda ou à direita) A de (S,X), denotaremos

A∗ = X \ Atrd (A) .

Em geral, temos que X \ Repd (A∗) ⊂ A e X \ Repe (A∗) ⊂ A, para todo atrator A
de (S,X). Com efeito, se x ∈ X \ Repe (A∗), então, ω∗

e (x) ∩ A∗ = ∅. Visto que A∗ é
estável, isto significa que x /∈ A∗. Se também x /∈ A, então, x /∈ ω (V ), onde V é uma
vizinhança atratora de A. Desde que Atrd (A) = Atrd (ω (V )), segue da Proposição 1.15
que ω∗

e (x)∩A∗ 6= ∅, o que é uma contradição. Logo, x ∈ A e, portanto, X\Rep (A∗) ⊂ A.
A prova da inclusão X \ Repd (A∗) ⊂ A é idêntica.

Proposição 1.17. Se A é um atrator, então, X \ Repe (A∗) = A (X \ Repd (A∗) = A)
se, e somente se, A é estável.

Demonstração: Suponhamos que A não seja estável, isto é, que A não seja regressiva-
mente invariante. Então, existe y ∈ X \A e s ∈ S tal que sy ∈ A. Então, sy /∈ A∗, donde
y /∈ A∗, pois A∗ é estável. Segue da Proposição 1.15 que ω∗ (y) ⊂ A∗. Agora, pelo Lema
1.10, temos que ω∗ (y) ⊂ ω∗ (sy). Logo, ω∗ (sy)∩A∗ 6= ∅, donde sy ∈ A\ (X \ Rep (A∗)).
Assim, se X \ Rep (A∗) = A, então, A deve ser estável. Reciprocamente, suponhamos
que A é estável e tomemos x ∈ A. Então, ω∗

e (x) ⊂ A. Logo, ω∗
e (x) ∩ A∗ = ∅, ou seja,

x ∈ X \Rep (A∗). Assim, A ⊂ X \Rep (A∗). Visto que a inclusão contrária é válida em
geral, temos que X \ Rep (A∗) = A. �

Definição 1.18. Um subconjunto fechado e progressivamente invariante N ⊂ X é um
conjunto invariante isolado se existe uma vizinhança V de N tal que, se S∗Sx ⊂ V , com
x ∈ V , então, x ∈ N . Neste caso, a vizinhança V é chamada de vizinhança isolante de
N .

Proposição 1.19. Um atrator (à esquerda ou à direita) e um repulsor à direita de (S,X)

são conjuntos invariantes isolados.

Demonstração: Seja A um atrator à esquerda de (S,X) com vizinhança atratora V .
Se x ∈ X e S∗x ⊂ V , segue do fato da ação ser sobrejetiva que x ∈ StV , para todo t ∈ S.
Logo, x ∈ ω (V ) ⊂ A. Assim, se x ∈ V é tal que S∗Sx ⊂ V , então, S∗x ⊂ V , donde
x ∈ A. Visto que A é progressivamente invariante, temos que A é um conjunto invariante
isolado. Para o caso do repulsor à direita R de (S,X), a demonstração é semelhante,
tomando uma vizinhança repulsora U de R e usando o fato de que Sx ⊂ S∗Sx, para
todo x ∈ X. �
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1.2.1 Par atrator-repulsor

Agora, introduzimos o conceito de repulsor complementar para atratores do semigrupo
de transformação. Com isto, apresentamos uma correspondência entre atratores e re-
pulsores à direita. Neste caminho, mostramos que uma vizinhança atratora deve ser
progressivamente invariante por alguma translação do semigrupo, e uma vizinhança re-
pulsora deve ser regressivamente invariante também por alguma translação do semigrupo.
Este é o resultado do próximo lema.

Lema 1.20. Para toda vizinhança atratora V de um atrator à esquerda (à direita) A
de (S,X), existe tV ∈ S com fe (tV SV ) ⊂ int (V ) (fe (StV V ) ⊂ int (V )). Para toda
vizinhança repulsora U de um repulsor à esquerda (à direita) R de (S,X), existe tU ∈ S

com fe ((tUS)∗ U) ⊂ int (U) (fe ((StU)∗ U) ⊂ int (U)).

Demonstração: Suponhamos por absurdo que para todo t ∈ S, existe um xt ∈

fe (tSV ) \ int (V ). Visto que S é um conjunto direto, temos que (xt)t∈S é uma rede
em X \ int (V ). Como X \ int (V ) é compacto, podemos tomar uma subrede (xti)i∈I de
(xt) que converge para um ponto x ∈ X \ int (V ). Agora, dado qualquer s ∈ S, existe
um índice j ∈ I tal que tj >e s. Dessa forma, para todo i >I j, temos que ti >e tj >e s,
donde

xti ∈ fe (tiSV ) ⊂ fe (sSV ) .

Logo, x ∈ fe (sSV ). Portanto, x ∈ ωe (V ) = A ⊂ int (V ), o que é uma contradição. Os
outros casos se verificam da mesma forma. �

A prova do Lema 1.20 nos conduz a unicidade de sub-atratores e sub-repulsores. Com
efeito, sejam U e V vizinhanças atratoras de um atrator à direita A de (S,X). Como
no lema acima, existe tV ∈ S tal que fe (StV V ) ⊂ int (U). Dados quaisquer x ∈ ω (V )

e t ∈ S, tomemos τ ∈ tS ∩ Stt′, com t′ ∈ StV . Então, dada uma vizinhança aberta
N de x, temos que N ∩ SτV 6= ∅. Mas, τSτV ⊂ tStt′V ⊂ StU . Logo, N ∩ StU 6= ∅,
donde concluímos que x ∈ ω (U). Isto mostra a unicidade dos sub-atratores de A. A
prova para o caso de um repulsor à direita é semelhante. Na verdade, veremos adiante
que todo repulsor à direita é um conjunto estável. Assim, se R é um repulsor à direita
com vizinhança repulsora U , segue do Lema 1.9 que R = ω∗ (R) ⊂ ω∗ (U) ⊂ R, donde
R = ω∗ (U). Logo, um repulsor à direita coincide com seu sub-repulsor.

A invariança parcial de uma vizinhança atratora é a propriedade fundamental para
a construção do repulsor complementar de um atrator à direita. Tal construção é dada
na seguinte proposição.

Proposição 1.21. Seja A um atrator à direita de (S,X). Então, A∗ é um repulsor à
direita de (S,X) disjunto de A.
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Demonstração: Seja V vizinhança atratora de A e tV ∈ S tal que fe (StV V ) ⊂ int (V ).
Denotando V ∗ = X \ fe (StV V ), temos que V ∗ é uma vizinhança repulsora de ω∗

d (V ∗),
pois

(StV )∗ V ∗ ⊂ X \ int (V ) ⊂ X \ fe (StV V ) .

Afirmamos que ω∗
d (V ∗) = A∗. Com efeito, dado y ∈ ω∗

d (V ∗), temos que ω (y) ⊂ ω∗
d (V ∗),

donde ω (y) ⊂ X \ int (V ). Logo, ω (y)∩A = ∅, ou seja, y ∈ A∗. Portanto, ω∗
d (V ∗) ⊂ A∗.

Por outro lado, dado qualquer z ∈ A∗, temos que ωd (z) ∩ V = ∅, pois do contrário,
se existisse w ∈ ωd (z) ∩ V , teríamos que ω (w) ⊂ ωd (z) e que ω (w) ⊂ ω (V ), o que
contradiz z ∈ A∗. Logo, ωd (z) ⊂ V ∗. Isto significa que V ∗ ∩ Stz 6= ∅, para todo t ∈ S,
donde z ∈ (St)∗ V ∗. Portanto, z ∈ ω∗

d (V ∗), donde A∗ = ω∗
d (V ∗). �

Assim, dado um atrator à direita A de (S,X), denominamos o repulsor à direita A∗

de repulsor complementar de A, e o par (A,A∗) denominamos de par atrator-repulsor de
(S,X).

Para atratores à esquerda temos um resultado semelhante, porém, não conveniente.

Proposição 1.22. Seja A um atrator à esquerda de (S,X). Então, A∗ é um sub-repulsor
de algum repulsor à esquerda de (S,X) disjunto de A.

Demonstração: Seja V vizinhança atratora de A e tV ∈ S como no Lema 1.20. Então,
fe (tV SV ) ⊂ int (V ). Denotemos

V ∗ = X \ fe (tV SV ) .

Então, V ∗ é um conjunto aberto de X. Se x ∈ (tV S)∗ V ∗, então, existe s ∈ S tal que
tV sx ∈ X \ fe (tV SV ), donde x ∈ X \ V . Logo, (tV S)∗ V ∗ ⊂ X \ V . Assim,

ω∗
e (V ∗) ⊂ fe ((tV S)∗ V ∗) ⊂ fe (X \ V ) = X \ int (V ) ⊂ X \ fe (tV SV ) = V ∗.

Então, V ∗ é uma vizinhança repulsora de ω∗ (V ∗), donde ω∗
e (V ∗) é um repulsor à es-

querda. Afirmamos que ω∗ (V ∗) = A∗. Com efeito, dado y ∈ ω∗ (V ∗), temos que
ω (y) ⊂ ω∗ (V ∗), donde ω (y) ⊂ X \ int (V ). Logo, ω (y) ∩ A = ∅, ou seja, y ∈ A∗. Por-
tanto, ω∗ (V ∗) ⊂ A∗. Por outro lado, dado qualquer z ∈ A∗, temos que ω (z)∩V = ∅, pois
do contrário, se existisse w ∈ ω (z)∩V , teríamos que ω (w) ⊂ ω (z) e que ω (w) ⊂ ω (V ),
donde ω (z) ∩ A 6= ∅, o que contradiz z ∈ A∗. Assim, temos que

ω (z) ⊂ X \ V ⊂ X \ fe (tV SV ) = V ∗.

Agora, tomemos z′ ∈ ω (z). Então, z′ ∈ V ∗ e z′ ∈
⋂

t∈S

fe (Stz). Como V ∗ é aberto,

V ∗ ∩ Stz 6= ∅, para todo t ∈ S. Assim, para cada t ∈ S, tomemos vt ∈ V ∗ ∩ Stz. Então,

z ∈ (St)
∗ vt ⊂ (St)

∗ V ∗.
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Logo, z ∈ ω∗ (V ∗), donde A∗ ⊂ ω∗ (V ∗), concluindo a demonstração. �

O fato de repulsores à esquerda não serem progressiva nem regressivamente invarian-
tes reflete em nossa desconsideração ao conceito de repulsor complementar para atratores
á esquerda. Por isso, enfatizamos o estudo sobre os atratores e repulsores à direita. Como
observamos supra, tal conveniência é devida propriamente à ação à esquerda.

O seguinte resultado é uma recíproca da Proposição 1.21.

Proposição 1.23. Seja R um repulsor à direita de (S,X). Então, R = A∗ para algum
atrator à direita A de (S,X).

Demonstração: Seja U vizinhança repulsora de R e tU ∈ S tal que fe ((StU)∗ U) ⊂

int (U). Denotemos
U∗ = X \ fe ((StU)∗ U) .

Então, U∗ é um conjunto aberto de X e StUU∗ ⊂ X \ U . Assim,

ωd (U∗) ⊂ X \ int (U) ⊂ X \ fe ((StU)∗ U) = U∗.

Logo, ωd (U∗) é um atrator com vizinhança atratora U∗. Denotemos A = ωd (U∗). Se
x ∈ R, então, ω (x) ⊂ R, donde ω (x) ∩ ωd (U∗) = ∅. Logo, R ⊂ A∗. Por outro lado,
se x /∈ R, então, existe t ∈ S tal que x /∈ (St)∗ U . Logo, Stx ⊂ X \ U ⊂ U∗, donde
ωd (x) ⊂ A. Logo, x /∈ A∗ e, portanto, A∗ ⊂ R, donde concluímos que R = A∗. �

Assim, a correspondência A→ A∗ entre o conjunto dos atratores à direita e o conjunto
dos repulsores à direita de (S,X) é sobrejetiva. Em particular, todo repulsor à direita
de (S,X) é estável.

1.3 Recorrência uniforme

Um ponto no espaço X é dito aproximadamente transitivo para o semigrupo de trans-
formação se este pertence ao fecho de sua órbita. Com referência ao Corolário 1.7, um
ponto que pertence ao seu conjunto ωd-limite é um caso muito especial de ponto aproxi-
madamente transitivo, o qual apresenta uma uniformidade com respeito à transitividade
pelas translações à direita de S. Essa propriedade chamamos de recorrência uniforme
(à direita).

Nesta seção apresentamos uma classe especial de conjuntos que possuem a propri-
edade de transitividade uniforme. Nesse caminho, estabelecemos uma relação entre os
conceitos de conjunto limite e conjunto de transitividade aproximada para ações de se-
migrupos. Ver Apêndice A.2 para mais detalhes sobre conjunto de transitividade apro-
ximada e, em particular, sobre conjunto controlável para ações de semigrupos.
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Definição 1.24. Um ponto x ∈ X é dito uniformemente recorrente se x ∈ ωd (x).

Denotemos por
Ru = {x ∈ X : x ∈ ωd (x)}

o conjunto de todos os pontos uniformemente recorrentes de (S,X), o qual denominamos
de conjunto de recorrência uniforme de (S,X).

Como X é compacto Hausdorff, existe um subconjunto minimal de (S,X). Então,
segue da Proposição 1.11 que Ru é não vazio.

Podemos definir em Ru a seguinte relação de equivalência.

Definição 1.25. Dados x, y ∈ Ru, então, x ∼ y se, e somente se, x ∈ ωd (y) e y ∈

ωd (x).

Se x, y, z ∈ Ru, então, x ∈ ωd (x), logo, x ∼ x. Se x ∼ y, então, é claro que y ∼ x.
Agora, se x ∼ y e y ∼ z, temos que x ∈ ωd (y) e y ∈ ωd (z). Pela invariança progressiva de
ωd (z), temos que ωd (y) ⊂ ωd (z), donde x ∈ ωd (z). Analogamente, visto que z ∈ ωd (y)

e y ∈ ωd (x), temos que z ∈ ωd (x). Logo, x ∼ z. Portanto, a relação da Definição 1.25 é
de fato de equivalência.

Para cada x ∈ Ru, denotemos por Dx à classe de equivalência a qual x pertence.
Denominaremos cada classe por conjunto de transitividade uniforme. Podemos
verificar imediatamente que estas classes coincidem com os subconjuntos D ⊂ X que
satisfazem as condições:

1. D ⊂ ωd (x), para todo x ∈ D.

2. D é maximal satisfazendo a propriedade (1).

O interesse dinâmico pela transitividade uniforme é o suporte para a definição do
conceito de transitividade por cadeias (veja a Definição 1.37 abaixo). Sejam x, y ∈ Ru

tais que x ∼ y. Então, dada qualquer vizinhança U de y e qualquer t ∈ S, existe t0 ∈ St

tal que t0x ∈ U .
Segue do Lema 1.10 que os conjuntos de transitividade uniforme são progressivamente

invariantes. Assim, o fecho fe (Ru) é um conjunto compacto e progressivamente invari-
ante. Na teoria de dinâmica topológica e de sistemas dinâmicos, fe (Ru) é denominado
de centro de Birkhoff (ver [25] e [37]).

Em geral, as classes de equivalência em Ru não são necessariamente conjuntos com-
pactos, nem possuem necessariamente interior não vazio. Um conjunto de transitividade
uniforme é dito uniformemente controlável se este possui pontos interiores. Já um con-
junto de transitividade uniforme compacto coincide com um subconjunto minimal de
(S,X), e reciprocamente, como afirma a seguinte proposição.
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Proposição 1.26. Um subconjunto M ⊂ X é um subconjunto minimal de (S,X) se, e
somente se, M é um conjunto de transitividade uniforme compacto de (S,X).

Demonstração: Se M ⊂ X é (S,X)-minimal, segue da Proposição 1.11 que M está
contido em algum conjunto de transitividade uniforme D. No entanto, se x ∈ D e y ∈M ,
temos que x ∈ ωd (y) = M . Logo, D ⊂ M e, portanto, D = M . Reciprocamente, seja
D um conjunto de transitividade uniforme compacto. Seja N ⊂ D um subconjunto não
vazio, fechado e progressivamente invariante em X. Tomando x ∈ D e y ∈ N , temos
que x ∈ ωd (y) ⊂ N . Logo, D ⊂ N e, portanto, N = D, donde concluímos que D é um
subconjunto minimal de (S,X). �

Na seqüência, apresentamos a relação entre os conceitos de transitividade aproximada
e transitividade uniforme, estabelecendo uma relação entre as teorias de controle e de
sistemas dinâmicos.

Proposição 1.27. Um subconjunto não vazio D ⊂ X é um conjunto de transitividade
uniforme de (S,X) se, e somente se, para cada t ∈ S, existe um conjunto de transitivi-
dade aproximada Dt para a ação de St, com

D =
⋂

t∈S

Dt.

Demonstração: Seja D um conjunto de transitividade uniforme de (S,X). Para cada
t ∈ S, temos que D ⊂ fe (Stx), para todo x ∈ D. Assim, existe um conjunto de transiti-
vidade aproximada Dt para a ação de St sobre X tal que D ⊂ Dt. Logo, D ⊂

⋂

t∈S

Dt. No

entanto, se x, y ∈
⋂

t∈S

Dt, então, y ∈
⋂

t∈S

fe (Stx) = ωr (x), isto significa que os pontos de

⋂

t∈S

Dt são uniformemente recorrentes e estão relacionados com os pontos de D, ou seja,

⋂

t∈S

Dt ⊂ D. Portanto, D =
⋂

t∈S

Dt. Reciprocamente, suponhamos que D =
⋂

t∈S

Dt, onde

Dt é um conjunto de transitividade aproximada para a ação de St, para cada t ∈ S. Se
x ∈ D, temos que D ⊂

⋂

t∈S

fe (Stx) = ωd (x). Seja y ∈ Ru e suponhamos que y ∼ x, para

algum x ∈ D. Então, y é aproximadamente recorrente com respeito a ação de St, para
todo t ∈ S. Além disso, y ∈ ωd (x) ⊂ fe (Stx) e x ∈ ωd (y) ⊂ fe (Sty), para todo t ∈ S.
Logo, y ∈ Dt, para todo t ∈ S. Portanto, y ∈ D. Isto é suficiente para concluirmos que
D é um conjunto de transitividade uniforme de (S,X). �

Da Proposição 1.27 segue imediatamente o próximo resultado sobre controlabilidade
uniforme.
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Corolário 1.28. Um subconjunto de interior não vazio D ⊂ X é um conjunto unifor-
memente controlável de (S,X) se, e somente se, para cada t ∈ S, existe um conjunto
controlável Dt para a ação de St, com

D =
⋂

t∈S

Dt.

Definição 1.29. Seja D um conjunto de transitividade uniforme de (S,X). Denomina-
mos domínio de atração de D o conjunto

A (D) = {x ∈ X : ωd (x) ∩D 6= ∅} .

É evidente queD ⊂ A (D), para todo conjunto de transitividade uniformeD. No caso
de um subconjunto minimal M de (S,X), temos que A (M) = {x ∈ X : M ⊂ ωd (x)}.

Podemos definir uma relação de ordem parcial entre os conjuntos de transitividade
uniforme.

Definição 1.30. Se D1 e D2 são conjuntos de transitividade uniforme, então,

D1 � D2 se, e somente se, D1 ∩ A (D2) 6= ∅.

A verificação de que a relação da Definição 1.30 é de ordem parcial segue semelhan-
temente ao caso de conjuntos de transitividade aproximada (ver Seção 3.2 de [36]).

A partir desta relação, apresentamos uma caracterização alternativa para os subcon-
juntos minimais de (S,X).

Proposição 1.31. Os subconjuntos minimais de (S,X) coincidem com os conjuntos de
transitividade uniforme maximais para a relação de ordem da Definição 1.30.

Demonstração: Seja M um subconjunto minimal de (S,X). Suponhamos que D é um
conjunto de transitividade uniforme tal que M � B. Então, existe x ∈M∩A (D), donde
∅ 6= ωd (x) ∩ D ⊂ M . Logo, M = D e, portanto, M é maximal com respeito à relação
“ � ”. Reciprocamente, seja D um conjunto de transitividade uniforme maximal com
respeito à relação da Definição 1.30 e tomemos x ∈ D. Visto que ωd (x) é um conjunto
não vazio, compacto e progressivamente invariante, existe um subconjunto (S, ωd (x))-
minimal M . Pelo Lema 1.12, temos que M é um subconjunto (S,X)-minimal. Como
M ⊂ ωd (x), temos que x ∈ A (M), donde B �M . Pela maximalidade de D, temos que
D = M . Portanto, D é um subconjunto minimal de (S,X). �

Equivalentemente, portanto, os conjuntos de transitividade uniforme maximais com
respeito a relação de ordem da Definição 1.30 são os conjuntos de transitividade uniforme
fechados de (S,X).
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Proposição 1.32. Se D é um conjunto de transitividade uniforme, então,

A (D) =
⋂

t∈S

A (Dt)

onde Dt é um conjunto de transitividade aproximada para a ação de St e A (Dt) é o
domínio de atração de Dt.

Demonstração: Pela Proposição 1.27, temos que D =
⋂

t∈S

Dt, com Dt como no enun-

ciado. Se x ∈ A (D), então, ωd (x) ∩ D 6= ∅, donde fe (Stx) ∩ Dt 6= ∅, para todo
t ∈ S. Logo, x ∈ A (Dt), para todo t ∈ S. Reciprocamente, seja y ∈

⋂

t∈S

A (Dt). Então,

fe (Sty) ∩ Dt 6= ∅, para todo t ∈ S. Tomemos xt ∈ fe (Sty) ∩ Dt. Tomando agora
z ∈ D ⊂ Dt, temos que z ∈ fe (Stxt), donde z ∈ fe (Sty) ∩ D, para todo t ∈ S. Logo,
z ∈ ωd (y) ∩D e, portanto, y ∈ A (D). �

1.3.1 Órbitas fechadas

Nesta parte apresentamos um resultado adicional. Assumimos que as órbitas pelo sub-
semigrupo S são fechadas. Com esta hipótese, os conjuntos de transitividade uniforme
são relacionados diretamente com os conjuntos de transitividade total para a ação das
translações de S. Ver Apêndice A.1 para detalhes sobre transitividade total.

Para cada x ∈ X, temos que Stx é um conjunto fechado e progressivamente invari-
ante. Em particular, temos a seguinte caracterização dos conjuntos ω-limites pontuais:

ωd (x) =
⋂

t∈S

Stx.

Desta forma, podemos determinar explicitamente os conjuntos de transitividade uni-
forme de (S,X).

Proposição 1.33. Com respeito aos pontos uniformemente recorrentes temos as seguin-
tes afirmações:

1. Para todo x ∈ Ru, Dx = ωd (x) ∩ ω∗
d (x). Em particular

Ru = {x ∈ X : x ∈ ωd (x) ∩ ω∗
d (x)} .

2. ωd (x) ∩ ω∗
d (x) 6= ∅ se, e somente se, x ∈ Ru.
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Demonstração: Para verificarmos (1), seja y ∈ Dx. Então, x ∈ Sty, para todo t ∈ S,
donde y ∈ (St)∗ x, para todo t ∈ S. Logo, y ∈ ω∗

d (x) e, portanto, y ∈ ωd (x) ∩ ω∗
d (x).

Assim, Dx ⊂ ωd (x)∩ ω∗
d (x). A inclusão contrária segue com o mesmo argumento. Para

verificarmos (2), suponhamos que ωd (x) ∩ ω∗
d (x) 6= ∅ e tomemos z ∈ ωd (x) ∩ ω∗

d (x).
Então, z ∈ (St)∗ x, para todo t ∈ S, donde x ∈ ωd (z). Como também z ∈ ωd (x), segue
que x ∈ ωd (x). Logo, x ∈ Ru. A recíproca é imediata a partir do ítem (1). �

Na verdade, segue da Proposição 1.26 que os conjuntos de transitividade uniforme
concidem com os subconjuntos minimais do semigrupo de transformação. Portanto,

Dx = ωd (x)

para todo x ∈ Ru.
Podemos então estender a relação “ ∼ ” a todo o espaço X associando a cada ponto

x ∈ X a classe de equivalência

Dx = ωd (x) ∩ ω∗
d (x) .

Os pontos de x ∈ X tais que Dx = ∅ são os pontos do complementar de Ru em X.
O seguinte resultado se verifica de forma semelhante às demonstrações das Proposi-

ções 1.27 e 1.32.

Proposição 1.34. Um subconjunto não vazio D ⊂ X é um conjunto de transitividade
uniforme de (S,X) se, e somente se, para cada t ∈ S, existe um conjunto de transitivi-
dade total Tt para a ação de St, com

D =
⋂

t∈S

Tt.

Além disso,
A (D) =

⋂

t∈S

A (Tt)

onde A (Tt) é o domínio de atração de Tt.

1.4 Recorrência por cadeias

Nesta seção, introduzimos o assunto central desta tese. Nosso objetivo é apresentar o
conceito de recorrência por cadeias via o conceito de par atrator-repulsor.

Não sendo indicada a topologia, o espaço base X de um semigrupo de transformação
(S,X) é considerado paracompacto Hausdorff. Esta condição garante que a família de
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todas as coberturas abertas de X é uma família admissível (ver Definição 1.36 abaixo),
o que é fundamental para a introdução do conceito de recorrência por cadeias.

Considerando duas coberturas abertas U e V de X, escrevemos V 6 U se V é um
refinamento de U . Também escrevemos V 6 1

2
U se para todo V, V ′ ∈ V com V ∩V ′ 6= ∅,

existe U ∈ U com V ∪ V ′ ⊂ U . Indutivamente, escrevemos V 6 1
2nU se V 6 W e

W 6 1
2n−1U .

Dadas coberturas abertas U e V de X e um subconjunto compacto K ⊂ X denotamos
as seguintes coleções:

[U , K] = {U ∈ U : K ∩ U 6= ∅} .

e
U ∧ V = {U ∩ V 6= ∅ : U ∈ U e V ∈ V} .

Então, U ∧ V também é uma cobertura aberta de X.

Definição 1.35. Se N ⊂ X é aberto e K ⊂ N é compacto, dizemos que uma cobertura
aberta U de X é K-subordinada a N se, para cada U ∈ [U , K] tem-se U ⊂ N .

Definição 1.36. Seja O uma família de coberturas abertas de X. Dizemos que O é
admissível se

1. para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V 6 1
2
U .

2. N ⊂ X é um conjunto aberto e K ⊂ N é compacto, existe U ∈ O o qual é
K-subordinado a N .

3. Dadas U ,V ∈ O, existe W ∈ O que refina ambas as coberturas U e V.

O Apêndice A.3 apresenta exemplos de família admissível.

Definição 1.37. Seja U uma cobertura aberta de X. Dados x, y ∈ X e t ∈ S, então, uma
(U , t)-cadeia de x para y consiste de uma seqüência de pontos x0 = x, x1, ..., xn = y ∈ X,
de elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e de abertos U0, ..., Un−1 ∈ U tais que tixi, xi+1 ∈ Ui, para
i = 0, ..., n− 1.

Dada uma família admissível O de coberturas abertas de X, um subconjunto N ⊂ X

é dito O-transitivo por cadeias se, para quaisquer x, y ∈ N , U ∈ O e t ∈ S, existe uma
(U , t)-cadeia de x para y. Mais geralmente, N é dito O-recorrente por cadeias se, para
todo x ∈ N , existe uma (U , t)-cadeia de x para x, para todo U ∈ O e t ∈ S. Denotaremos
por RO o conjunto de todos os pontos de X que são O-recorrentes por cadeias, o qual
denominamos de conjunto de recorrência por cadeias.

Como já observamos na seção anterior, todo conjunto de transitividade uniforme é
transitivo por cadeias, o que inclui os subconjuntos minimais. Portanto, no caso de X
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ser compacto Hausdorff, garantimos a existência de subconjuntos minimais de (S,X),
donde RO é não vazio, para qualquer família admissível O. Este fato, no entanto, pode
ser visto de forma mais ampla, como segue.

Proposição 1.38. Sejam O uma família de cobertura abertas de X e x ∈ X. Assuma
que ωd (x) é não vazio. Então, ωd (x) é O-transitivo por cadeias.

Demonstração: Sejam a, b ∈ ωd (x), U ∈ O e t ∈ S. Então, a ∈ fe (Sx). Escolhamos
t0 ∈ St. Por continuidade temos que t0a ∈ fe (Sx). Seja U0 ∈ U tal que t0a ∈ U0. Então,
existe s0 ∈ S tal que s0x ∈ U0. Agora, seja U1 ∈ U tal que b ∈ U1. Como b ∈ fe (Sts0x),
existe t1 ∈ St tal que t1s0x ∈ U1. Assim, os pontos x0 = a, x1 = s0x, x2 = b ∈ X, os
elementos t0, t1 ∈ St e os abertos U0, U1 ∈ U formam uma (U , t)-cadeia de a para b.
Logo, ωd (x) é O-transitivo por cadeias. �

O mesmo não podemos dizer de ω∗
d (x). No entanto, se o espaço X é compacto,

vimos que ω∗
d (x) é não vazio, compacto e progressivamente invariante. Assim, ω∗

d (x)

deve conter um subconjunto minimal de (S,X) e, portanto, existe um subconjunto O-
transitivo por cadeias contido em ω∗

d (x).
O seguinte resultado mostra que recorrência e transitividade por cadeias são equiva-

lentes quando assumidas num espaço conexo e compacto.

Proposição 1.39. Se um subconjunto conexo e compacto N ⊂ X é O-recorrente por
cadeias, então, N é O-transitivo por cadeias.

Demonstração: Dados U ∈ O e t ∈ S, sejam V ,W ∈ O tais que V ≤ 1
2
W e

W ≤ 1
2
U . Tomando uma cobertura aberta de N dada por conjuntos de V , podemos

obter V1, ..., Vn ∈ V tais que N ⊂
n⋃

i=1

Vi, onde Vi é uma vizinhança aberta de algum

xi ∈ N , i = 1, ..., n. Para cada i, tomemos uma (V , t)-cadeia de xi para xi, ou seja, pon-
tos xi

0 = xi, x
i
1, ..., x

i
m = xi ∈ X, elementos t0, ..., tm−1 ∈ St e abertos V i

0 , ..., V
i
m−1 ∈ V

tais que tjxi
j, x

i
j+1 ∈ V i

j , j = 0, ...,m − 1. Então, xi ∈ Vi ∩ V
i
m−1, donde existe W ∈ W

tal que Vi ∪ V i
m−1 ⊂ W . Além disso, visto que N é conexo, temos que Vi intersepta

algum Vj, com j 6= i. Logo, Vj ∩ W 6= ∅, donde existe U ∈ U tal que Vj ∪ W ⊂ U .
Portanto, tm−1x

i
m−1, xj ∈ U , donde obtemos uma (U , t)-cadeia de xi para xj. Fixando i

e considerando qualquer seqüência de índices i0 = i, i1, ..., ik tais que Vij−1
∩Vij 6= ∅, para

j = 1, ..., k, podemos tomar concatenações de (U , t)-cadeias para construir (U , t)-cadeias
ligando xi a qualquer xij , onde xij ∈ Vij . Agora, dado qualquer xj, o fato de N ser conexo
implica que existe uma seqüência de índices i0 = i, i1, ..., ik = j tais que Vij−1

∩ Vij 6= ∅,
para j = 1, ..., k. Logo, existe uma (U , t)-cadeia ligando xi a xj. Portanto, podemos
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construir (U , t)-cadeias ligando quaisquer xi e xj, com i, j = 1, ..., n. Visto que
n⋃

i=1

Vi é

uma cobertura de N , podemos construir (U , t)-cadeias ligando quaisquer x, y ∈ N . Logo,
N é O-transitivo por cadeias. �

Na seqüência, vamos determinar as propriedades do conjunto de recorrência por ca-
deias assim como as características de um conjunto transitivo por cadeias maximal. Para
tanto, introduziremos o conceito de conjunto Ω-limite por cadeias, o qual é uma genera-
lização do conceito de conjunto ω-limite à direita em (S,X).

Para N ⊂ X não vazio, t ∈ S e uma cobertura aberta U de X, definimos os conjuntos

Ω (N,U , t) = Ω (N,U , St) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , t) -cadeia de x para y}

e

Ω∗ (N,U , t) = Ω∗ (N,U , St) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , t) -cadeia de y para x} .

Dada uma família O de coberturas abertas de X, denominamos de conjunto Ω-limite

por cadeias e de conjunto Ω∗-limite por cadeias de N os subconjuntos de X dados
respectivamente por

ΩO (N) =
⋂

U∈O,t∈S

Ω (N,U , t)

e
Ω∗

O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

Ω∗ (N,U , t) .

Assim,
RO = {x ∈ X : x ∈ ΩO (x)} = {x ∈ X : x ∈ Ω∗

O (x)} .

Se x ∈ RO, então, ΩO (x) ∩ Ω∗
O (x) é O-transitivo por cadeias. Com efeito, se y, z ∈

ΩO (x) ∩ Ω∗
O (x), então, z ∈ ΩO (x) e x ∈ ΩO (y), donde z ∈ ΩO (y). Por outro lado, se

N ⊂ X é um conjunto O-transitivo por cadeias, então, N ⊂ ΩO (x) ∩ Ω∗
O (x), para todo

x ∈ N . Logo, um subconjunto não vazio E ⊂ X é um conjunto O-transitivo por cadeias
maximal de (S,X) se, e somente se,

E = ΩO (x) ∩ Ω∗
O (x)

para todo x ∈ E.
Os conjuntos O-transitivos por cadeias maximais de (S,X) determinam uma partição

do conjunto de recorrência por cadeias RO. Assim, estes conjuntos podem ser vistos como
classes de equivalência para alguma relação de equivalência em RO. De fato, dados
x, y ∈ RO, então, x ≈ y se, e somente se, x ∈ ΩO (y) e y ∈ ΩO (x). Evidentemente, esta



Seção 1.4 · Recorrência por cadeias 31

relação é de equivalência em RO, onde as classes de equivalência são dadas exatamente
por Ex = ΩO (x) ∩ Ω∗

O (x), para cada x ∈ RO. Logo, os conjuntos O-transitivos por
cadeias maximais de (S,X) coincidem com as classes de equivalência da relação definida
acima. Ou seja, um subconjunto E ⊂ X é uma classe de equivalência da relação “ ≈ ”

se, e somente se, ele satisfaz as seguintes propriedades:

1. E ⊂ ΩO (x), para todo x ∈ E;

2. E é maximal satisfazendo a propriedade (1).

Cada classe de equivalência em RO é denominada de conjunto de transitividade por
cadeias relativo a O, observando que este conceito generaliza o de conjunto de tran-
sitividade uniforme apresentado na seção anterior. Em particular, se uma classe de
equivalência E tem interior não vazio, então, dizemos que E é um conjunto controlável
por cadeias relativo a O.

A relação cadeia “ ≈ ” pode ser estendida para todo o espaço X associando a cada
ponto x ∈ X a classe Ex = ΩO (x)∩Ω∗

O (x). Os pontos x ∈ X tais que ΩO (x)∩Ω∗
O (x) = ∅

correspondem exatamente ao complementar de RO em X.

Proposição 1.40. Seja O uma família admissível de coberturas abertas de X. Então,
o conjunto RO é fechado.

Demonstração: Se RO é vazio, então, não há o que demonstrar. Suponhamos que
RO 6= ∅. Sejam x ∈ fe (RO), U ∈ O e t ∈ S. Consideremos U0 ∈ U tal que t2x ∈ U0.
Então, α−1

t2 (U0) é uma vizinhança aberta de x. Como O é admissível, existe V ∈ O tal
que V ≤ 1

2
U . Considere V ∈ V tal que x ∈ V . Então, α−1

t2 (U0) ∩ V é uma vizinhança
aberta de x, donde existe um ponto

y ∈ α−1
t2 (U0) ∩ V ∩ RO.

Denotando t0 = t2 e x1 = t2y, temos que t0x, x1 ∈ U0. Agora, tomemos uma (V , t3)-
cadeia de y para y, isto é, pontos y1 = y, ..., yn = y ∈ X, elementos t′1, ..., t

′
n−1 ∈ St3 e

abertos V1, ..., Vn−1 ∈ V tais que t′iyi, yi+1 ∈ Vi, i = 1, ..., n−1. Escrevendo t′1 = s1t
3, com

s1 ∈ S, denotemos também t1 = s1t ∈ St. Então, t1x1 = t′1y ∈ V1, donde t1x1, y2 ∈ V1.
Enfim, como y ∈ V ∩ Vn−1, existe Un−1 ∈ U tal que V ∪ Vn−1 ⊂ Un−1, logo,

t′n−1yn−1, x ∈ Vn−1 ∪ V ⊂ Un−1.

Denotemos ainda xj = yj, tj = t′j, para j = 2, ..., n− 1, xn = x e Ui = Vi, i = 1, ..., n− 2.
Então, os pontos x0, ..., xn ∈ X, os elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e os abertos U0, ..., Un−1 ∈ U

formam uma (U , t)-cadeia de x para x. Logo, x ∈ RO e, portanto, RO é fechado. �
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Proposição 1.41. Seja O uma família admissível de coberturas abertas de X. Se N ⊂ X

é um conjunto O-transitivo por cadeias, então, fe (N) também é O-transitivo por cadeias.

Demonstração: Visto que N ⊂ RO, segue da Proposição 1.40 que fe (N) ⊂ RO. Dados
x, y ∈ fe (N), U ∈ O e t ∈ S, seja V ∈ O tal que V ≤ 1

2
U . Tomemos uma (U , t)-cadeia

de x para x, ou seja, pontos x0, ..., xn = x ∈ X, t0, ..., tn−1 ∈ St e U0, ..., Un−1 ∈ U tais
que tixi, xi+1 ∈ Ui, i = 0, ..., n− 1. Como x ∈ Un−1, podemos tomar x′ ∈ Un−1 ∩N . Daí,
tn−1xn−1, x

′ ∈ Un−1. Assim, obtemos uma (U , t)-cadeia de x para x′. Por outro lado, seja
Vy ∈ V vizinhança aberta de y e tomemos y′ ∈ N ∩ Vy. Consideremos uma (V , t)-cadeia
de x′ para y′, ou seja, pontos x′0 = x′, ..., x′m = y′ ∈ X, t′0, ..., t

′
m−1 ∈ St e V ′

0 , ..., V
′
m−1 ∈ V

tais que t′jx
′
j, x

′
j+1 ∈ V ′

j , j = 0, ...,m− 1. Como y′ ∈ Vy ∩ V
′
m−1, existe Um−1 ∈ U tal que

Vy ∪ V
′
m−1 ⊂ Um−1.

Assim, temos que
t′m−1x

′
m−1, y ∈ V ′

m−1 ∪ Vy ⊂ Um−1.

Logo, obtemos uma (U , t)-cadeia de x′ para y. Enfim, tomamos a concatenação das
(U , t)-cadeias de x para x′ e de x′ para y, obtendo (U , t)-cadeia de x para y. Portanto,
fe (N) é O-transitivo por cadeias. �

O seguinte resultado segue imediatamente da última proposição anterior.

Corolário 1.42. Se M ⊂ X é um conjunto O-transitivo por cadeias maximal, então,
M é fechado.

A partir daqui, fixamos uma família admissível O e assumimos que o conjunto de
recorrência por cadeias RO é não vazio.

Proposição 1.43. Dado N ⊂ X, o conjunto ΩO (N) é fechado e progressivamente
invariante e o conjunto Ω∗

O (N) é fechado e estável. Além disso, ωd (N) ⊂ ΩO (N) e
ω∗

d (N) ⊂ Ω∗
O (N).

Demonstração: Suponhamos que ΩO (N) 6= ∅. Sejam x ∈ ΩO (N) e s ∈ S. Dados
U ∈ O e t ∈ S, seja U ∈ U tal que sx ∈ U . Então, x ∈ α−1

s (U). Sejam V ∈ O cober-
tura {x}-subordinada à α−1

s (U) e W ∈ O um refinamento de ambas U e V . Tomemos
uma (W , t)-cadeia de um ponto y ∈ N para x, isto é, pontos x0 = y, ..., xn = x ∈ X,
elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e abertos W0, ...,Wn−1 ∈ W tais que tixi, xi+1 ∈ Wi. Como
x ∈ Wn−1, temos que Wn−1 ⊂ α−1

s (U), donde stn−1xn−1, sx ∈ U , com stn−1 ∈ St. Assim,
obtemos uma (U , t)-cadeia de y para sx. Portanto, sx ∈ ΩO (N), donde concluímos que
ΩO (N) é progressivamente invariante. Agora, tomemos U ′ ∈ O tal que U ′ ≤ 1

2
U . Se

z ∈ fe (ΩO (N)), tomemos U ′ ∈ U ′ tal que z ∈ U ′. Então, existe x ∈ ΩO (N) ∩ U ′. Se
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x ∈ V ′ ∈ U ′, existe U ∈ U tal que U ′ ∪ V ′ ⊂ U . Usando este fato, a partir de uma
(U ′, t)-cadeia de um ponto y ∈ N até x, obtemos uma (U , t)-cadeia de y até z. Logo,
z ∈ ΩO (N) e, portanto, ΩO (N) é fechado. Vamos mostrar que Ω∗

O (N) é progressi-
vamente invariante. Sejam x ∈ Ω∗

O (N) e s ∈ S. Dados U ∈ O e t ∈ S, tomemos
s′ ∈ S tal que s′ts ∈ St. Sejam x0 = x, ..., xn ∈ X, xn ∈ N , t0, ..., tn−1 ∈ Ss′ts e
U0, ..., Un−1 ∈ U formando uma (U , s′ts)-cadeia de x para xn. Escrevendo t0 = s0s

′ts,
temos que s0s

′tsx, x1 ∈ U0, com s0s
′t ∈ St. Como Ss′ts ⊂ St, obtemos uma (U , t)-cadeia

de sx para xn. Logo, sx ∈ Ω∗
O (N), donde concluímos que Ω∗

O (N) é progressivamente
invariante. Agora, sejam x ∈ Ω∗

O (N) e y ∈ S∗x. Então, existe s ∈ S tal que sy = x. Seja
s′ ∈ S tal que s′ts ∈ St. Tomemos pontos x0 = x, ..., xn ∈ X, xn ∈ N , t0, ..., tn−1 ∈ Ss′t e
U0, ..., Un−1 ∈ U formando uma (U , s′t)-cadeia de x para xn. Então, t0sy = t0x, x1 ∈ U0,
onde t0s ∈ St. Assim, obtemos uma (U , t)-cadeia de y para xn. Logo, y ∈ Ω∗

O (N), donde
concluímos que Ω∗

O (N) é regressivamente invariante. Portanto, Ω∗
O (N) é estável. Agora,

dado z ∈ fe (Ω∗
O (N)), tomemos arbitrários U ∈ O e t ∈ S. Escolhendo t0 ∈ St, temos

que t0z ∈ fe (Ω∗
O (N)). Seja U0 ∈ U tal que t0z ∈ U0. Então, existe x ∈ Ω∗

O (N) ∩ U0.
Tomando uma (U , t)-cadeia ligando x a um ponto y ∈ N , obtemos uma (U , t)-cadeia de z
até y. Logo, z ∈ Ω∗

O (N) e, portanto, Ω∗
O (N) é fechado. Enfim, vamos mostrar a segunda

parte da proposição. Sejam x ∈ X, U ∈ O e t ∈ S. Tomemos U0 ∈ U com x ∈ U0. Se
x ∈ ωd (N), então, x ∈ fe (StN), donde t0y, x ∈ U0, para algum y ∈ N e algum t0 ∈ St.
Logo, x ∈ Ω (N,U , t). Portanto, ωd (N) ⊂ ΩO (N). Se x ∈ ω∗ (N), tomamos t0 ∈ St.
Visto que ω∗

d (N) é progressivamente invariante, temos que t0x ∈ ω∗
d (N). Seja U ′

0 ∈ U

tal que t0x ∈ U ′
0. Como t0x ∈ fe ((St)∗N), existe x1 ∈ U ′

0 e t1 ∈ St tais que t1x1 ∈ N .
Logo, x ∈ Ω∗ (N,U , t). Portanto, ω∗

d (N) ⊂ Ω∗
O (N). �

Proposição 1.44. Seja N ⊂ X um subconjunto não vazio. Para todo U ∈ O e t ∈ S,
temos ΩO (N) ⊂ ωd (Ω (N,U , t)) e Ω∗

O (N) ⊂ ω∗ (Ω∗ (N,U , t)).

Demonstração: Sejam U ∈ O e t ∈ S. Visto que Ω∗
O (N) é fechado e estável, temos

que Ω∗
O (N) = ω∗ (Ω∗

O (N)) ⊂ ω∗ (Ω∗ (N,U , t)). No outro caso, tomemos z ∈ ΩO (N)

e s ∈ S arbitrários. Dada uma vizinhança aberta V de z, seja V ∈ O uma co-
bertura {z}-subordinada à V e tomememos um refinamento W ∈ O de ambas V e
U . Dado τ ∈ St ∩ Ss, existem x0, ..., xn = z ∈ X, x0 ∈ N , t0, ..., tn−1 ∈ Sτ e
V0, ..., Vn−1 ∈ W formando uma (W , τ)-cadeia de x0 até z. Como z ∈ Vn−1, segue
que Vn−1 ⊂ V , donde tn−1xn−1 ∈ V . Agora, visto que Sτ ⊂ St ∩ Ss, temos que
xn−1 ∈ Ω (N,U , t) e tn−1xn−1 ∈ SsΩ (N,U , t). Logo, z ∈ fe (SsΩ (N,U , t)), donde con-
cluímos que z ∈ ωd (Ω (N,U , t)). Portanto, ΩO (N) ⊂ ωd (Ω (N,U , t)). �

Lema 1.45. Dado x ∈ X, temos as seguintes afirmações:
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1. ΩO (x) = ΩO (y), para todo y ∈ Sx.

2. Ω∗
O (y) ⊂ Ω∗

O (x), para todo y ∈ S∗x.

Demonstração: Sejam s, t ∈ S e U ∈ O arbitrários. Para vermos (1), tomemos
s′ ∈ S tal que s′ts ∈ St. Se z ∈ ΩO (x), então, existem x0 = x, ..., xn = z ∈ X,
t0, ..., tn−1 ∈ Ss′ts e U0, ..., Un−1 ∈ U formando uma (U , s′ts)-cadeia de x para z. Escre-
vendo t0 = s0s

′ts, temos que s0s
′tsx, x1 ∈ U0, com s0s

′t ∈ St. Visto que Ss′ts ⊂ St,
temos que os pontos sx, x1, ..., xm = z ∈ X formam uma (U , t)-cadeia de sx para z. Logo,
z ∈ ΩO (sx). Por outro lado, se w ∈ ΩO (sx), tomemos pontos x0 = sx, ..., xn = w ∈ X,
t0, ..., tn−1 ∈ Ss′t e U0, ..., Un−1 ∈ U formando uma (U , s′t)-cadeia de sx para w. Temos
que t0s, t1, ..., tn−1 ∈ St. Assim, os pontos x, x1, ..., xn = w ∈ X formam uma (U , t)-
cadeia de x para w. Logo, w ∈ ΩO (x) e, portanto, ΩO (x) = ΩO (y). Para verificarmos
o ítem (2), seja U ∈ U tal que sy = x ∈ U e tomemos V ∈ O a qual é {y}-subordinada
à α−1

s (U). Agora, tomemos um refinamento W ∈ O de ambas U e V . Dado z ∈ Ω∗
O (y),

temos que existem x0 = z, ..., xn = y ∈ X, t0, ..., tn−1 ∈ St e W0, ...,Wn−1 ∈ W formando
uma (W , t)-cadeia de z para x. Como y ∈ Wn−1, temos que Wn−1 ⊂ α−1

s (U), donde
stn−1xn−1, sy ∈ U , com stn−1 ∈ St. Assim, obtemos uma (U , t)-cadeia de z para sy = x.
Logo, z ∈ Ω∗

O (x) e, portanto, Ω∗
O (y) ⊂ Ω∗

O (x). �

Corolário 1.46. O conjunto RO é progressivamente invariante.

Demonstração: Se x ∈ ΩO (x) e s ∈ S, temos que sx ∈ ΩO (x) = ΩO (sx). �

Observamos que as definições de conjuntos limites e limites por cadeias relacionam
intrinsicamente o comportamento dinâmico do semigrupo de transformação com as ações
das translações do semigrupo. Portanto, a reversibilidade é fundamental para essa abor-
dagem dinâmica.

1.4.1 Semigrupos de sombreamento

Uma outra maneira de caracterizar um conjunto O-transitivo por cadeias maximal de
(S,X, α) é dada a partir do conceito de semigrupo de sombreamento. A idéia envolvida é
de perturbar o semigrupo de transformação de forma a se obter semigrupos cujas órbitas
realizam as (U , t)-cadeias a partir de um ponto.

Denotemos por Cl (X) o conjunto de todas as aplicações contínuas entre subconjuntos
abertos de X.

Um subconjunto S ⊂ Cl (X) é dito um semigrupo local se é fechado para a operação
de composição (quando admitida).
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Um semigrupo local S é dito acessível sobre um subconjunto N ⊂ X se int (Sx) 6= ∅,
para todo x ∈ N . Ele é dito regressivamente acessível sobre N se int (S∗x) 6= ∅, para
todo x ∈ N . O semigrupo é simplesmente dito acessível se o for sobre todo o espaço X.

Se id ∈ Cl (X) é a aplicação identidade e U é uma cobertura aberta de X, definimos
a S−vizinhança da aplicação identidade relativa a U como

VS (id,U) = {φ ∈ S : para todo x ∈ dom (φ) , existe Ux ∈ U tal que x, φ (x) ∈ Ux} .

Dizemos que um semigrupo local S é O-localmente transitivo se dada uma cobertura
U ∈ O e um aberto U ∈ U , então, para todo x, y ∈ U , existe φ ∈ VS (id,U) tal que
φ (x) = y.

Um exemplo de semigrupo local O-localmente transitivo é o conjunto cl (X) de todas
as aplicações constantes cujos domínios são conjuntos abertos de X. Com efeito, sejam
U ∈ O e U ∈ U . Dados x, y ∈ U , tomemos φ ∈ cl (X) tal que x ∈ dom (φ), que
dom (φ) ⊂ U e que φ (z) = y, para todo z ∈ dom (φ). Então, φ (x) = y. Além disso,
dado z ∈ dom (φ), temos que z, φ (z) = y ∈ U , donde concluímos φ ∈ Vcl(X) (id,U).
Portanto, cl (X) é O-localmente transitivo.

Em particular, o semigrupo local Cl (X) é O-localmente transitivo.
Fixemos um semigrupo local S ⊂ Cl (X) o qual é O-localmente transitivo. Dado

t ∈ S, definimos

VS (St,U) = {φ ◦ αs : φ ∈ VS (id,U) , s ∈ St} .

Definição 1.47. Dados t ∈ S e U ∈ O, definimos o conjunto

SU ,t = {ϕ1 ◦ · · · ◦ ϕn : ϕi ∈ VS (St,U) , n ∈ N}

denominado (U , t)-semigrupo de sombreamento (ou (U , t)-semigrupo sombreado).

Observemos que St ⊂ SU ,t, para todos t ∈ S e U ∈ O.
As ações dos semigrupos de sombreamento estão diretamente relacionadas com a

transitividade por cadeias em (S,X), conforme apresenta o seguinte resultado.

Proposição 1.48. Sejam x ∈ X, U ,U ′ ∈ O, com U ′ ≤ 1
2
U , e t ∈ S. Então

1. SU ,tx = Ω (x,U , t).

2. S∗
U ,tx = Ω∗ (x,U , t).

3. fe (SU ′,tx) ⊂ Ω (x,U , t).
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Demonstração: Proposições A.15 e A.16 do Apêndice A.3. �

De certa forma, os saltos em uma (U , t)-cadeia são realizados pelos elementos da
S-vizinhança da identidade relativa à cobertura U .

Conforme a demonstração da Proposição 1.55 adiante, os conjuntos Ω (x,U , t) e
Ω∗ (x,U , t) são abertos (veja também Proposição A.14 do Apêndice A.3). Assim, os
semigrupos de sombreamento são acessíveis e regressivamente acessíveis.

Enfim, um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O pode ser caracterizado
a partir dos conjuntos controláveis efetivos para os semigrupos de sombreamento.

Teorema 1.49. Um subconjunto não vazio E ⊂ X é um conjunto de transitividade por
cadeias relativo a O se, e somente se, para cada U ∈ O e t ∈ S, existe um conjunto
controlável efetivo DU ,t para a ação do semigrupo de sombreamento SU ,t de forma que

E =
⋂

U∈O,t∈S

(DU ,t)0 =
⋂

U∈O,t∈S

DU ,t =
⋂

U∈O,t∈S

fe (DU ,t) .

Demonstração: Teorema A.17 do Apêndice A.3. �

Podemos fazer uma comparação entre o Teorema 1.49 e a Proposição 1.27. Com
efeito, se B ⊂ X é um conjunto de transitividade uniforme de (S,X), então, para
cada t ∈ S, existe um conjunto de transitividade aproximada Dt para a ação de St,
com B =

⋂

t∈S

Dt. Dado U ∈ O, temos que St ⊂ SU ,t, donde existe um conjunto de

transitividade aproximada DU ,t de SU ,t tal que Dt ⊂ DU ,t. Logo, E =
⋂

U∈O,t∈S

DU ,t é o

conjunto de transitividade por cadeias que contém B. Portanto, o processo básico para
se determinar o conjunto de transitividade por cadeias que contém um dado conjunto
de transitividade uniforme é de executar uma perturbação adequada nos subsemigrupos
St de S (t ∈ S). Contudo, em algumas literaturas, um semigrupo de sombreamento é
chamado de semigrupo perturbado ou de semigrupo de perturbação.

Considerando a família F = {St : t ∈ S} de subsemigrupos de S, o conceito de
transitividade por F -cadeias definido no Apêndice A.3 coincide com o conceito de tran-
sitividade por cadeias definido nesta seção. Entretanto, é importante observarmos que
a propriedade de intersecção finita da família das translações de S foi essencial para as
definições dos objetos dinâmicos introduzidos neste trabalho. Assim, num contexto mais
geral, temos a possibilidade de estudar conceitos dinâmicos considerando uma família
de subconjuntos do semigrupo que satisfaz a propriedade de intersecção finita, não exi-
gindo a reversibilidade. No entanto, seria necessário assumir que uma tal família fosse
invariante pelo semigrupo, de forma a termos uma boa compreensão do comportamento
dinâmico do semigrupo de transformação.
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Enfim, com o objetivo principal de se estabelecer uma relação de ordem entre os
conjuntos de trasitividade por cadeias, introduzimos o conceito de domínio de atração
por cadeias.

Definição 1.50. Seja E um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O. Então,
o domínio de atração por cadeias de E é dado pelo conjunto

AO (E) = {x ∈ X : ΩO (x) ∩ E 6= ∅} = {x ∈ X : E ⊂ ΩO (x)}

e o domínio de repulsão por cadeias de E é dado pelo conjunto

A∗
O (E) = {x ∈ X : Ω∗

O (x) ∩ E 6= ∅} = {x ∈ X : E ⊂ Ω∗
O (x)} .

Notemos que Ex = AO (Ex) ∩ A∗
O (Ex), para todo x ∈ RO.

Na seqüência apresentamos a definição de uma relação de ordem parcial entre as
classes de equivalência em RO. Esta ordem será indicada como a ordem dinâmica entre
os conjuntos de transitividade por cadeias.

Definição 1.51. Dados x, y ∈ RO, então, Ex - Ey se, e somente se, Ex ∩AO (Ey) 6= ∅.

Da Proposição A.20 do Apêndice A.3 segue o seguinte resultado que relaciona os
domínios de atração por cadeias com os domínios de atração dos conjuntos controláveis
dos semigrupos de sombreamento.

Proposição 1.52. Se E é um conjunto de transitividade por cadeias relativo a O, então

AO (E) =
⋂

U∈O,t∈S

A (DU ,t) e A∗
O (E) =

⋂

U∈O,t∈S

A∗ (DU ,t)

onde DU ,t é um conjunto controlável efetivo de SU ,t.

Corolário 1.53. Seja E conjunto de transitividade por cadeias relativo a O dado por
E =

⋂

U∈O,t∈S

DU ,t, onde DU ,t é um conjunto controlável efetivo invariante de SU ,t. Então,

E é maximal com respeito a relação de ordem da Definição 1.51.

Demonstração: Corolário A.21 do Apêndice A.3. �

1.4.2 Espaço compacto

A partir de agora assumimos que o espaço base de um semigrupo de transformação é
compacto. Neste caso podemos apresentar a relação entre recorrência por cadeias e par
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atrator-repulsor, donde concluímos que a recorrência por cadeias não depende da família
admissível adotada sobre o espaço base.

Segue imediatamente da Proposição 1.39 que uma componente conexa de RO é um
conjunto O-transitivo por cadeias. Assim, um conjunto O-transitivo por cadeias maximal
de (S,X) é uma união de componentes conexas de RO.

Dizemos que um subconjunto fechado e progressivamente invariante N ⊂ X é in-
ternamente O-transitivo por cadeias se o sub-semigrupo de transformação (S,N) é O-
transitivo por cadeias. Neste caso, consideramos as coberturas abertas induzidas das
coberturas em O. Um conjunto de transitividade uniforme é evidentemente um subcon-
junto internamente O-transitivo por cadeias.

Proposição 1.54. Assuma que os pontos de X são aproximadamente transitivos e que
as órbitas de S têm fechos conexos. Com estas hipóteses, todo subconjunto fechado e
internamente O-transitivo por cadeias de (S,X) é conexo.

Demonstração: Seja N ⊂ X um subconjunto fechado e internamente O-transitivo por
cadeias de (S,X). Suponhamos por absurdo que N não é conexo. Então, existem dois
subconjuntos abertos e fechados A,B ⊂ N tais que A∩B = ∅ e que A∪B = N . Seja V
uma vizinhança aberta de A tal que V ∩B = ∅. Tomemos U ∈ O uma cobertura aberta
A-subordinada a V . Dados x ∈ A e y ∈ B, existe uma (U , t)-cadeia em N de x para
y, ou seja, existem pontos x0 = x, ..., xn = y ∈ N , elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e abertos
U0, ..., Un−1 ∈ U tais que tixi, xi+1 ∈ Ui ∩ N , i = 0, ..., n − 1. Então, existe um j tal
que xj ∈ A e xj+1 ∈ B. Visto que fe (Sxj) é conexo e xj é aproximadamente transitivo,
temos que fe (Sxj) ⊂ A. Logo, tjxj ∈ Uj ∩A, donde Uj ⊂ V . Assim, xj+1 ∈ B ∩Uj = ∅,
o que é um absurdo. Portanto, N é conexo. �

O resultado seguinte relaciona todos os objetos dinâmicos apresentados até aqui.

Proposição 1.55. Seja N ⊂ X um subconjunto não vazio. Então, para cada U ∈ O

e t ∈ S, tem-se que ωd (fe (Ω (N,U , t))) é um atrator à direita contendo ωd (N), que
ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t))) é um repulsor à direita contendo ω∗

d (N), onde

ΩO (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (N,U , t)) =
⋂

U∈O,t∈S

ωd (fe (Ω (N,U , t)))

e
Ω∗

O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (Ω∗ (N,U , t)) =
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t))) .

Demonstração: Primeiramente, vejamos que os conjuntos Ω (N,U , t) e Ω∗ (N,U , t)

são abertos, para todo U ∈ O e t ∈ S. Seja y ∈ Ω (N,U , t). Então, existem pontos
x0 = x, ..., xn = y ∈ X, x ∈ N , elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e abertos U0, ..., Un−1 ∈ U
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tais que tixi, xi+1 ∈ Ui, i = 0, ..., n − 1. Se z ∈ Un−1, então, tn−1xn−1, z ∈ Un−1, donde
obtemos uma (U , t)-cadeia de x para z. Logo, Un−1 ⊂ Ω (N,U , t) é uma vizinhança
aberta de y e, portanto, Ω (N,U , t) é aberto. Agora, seja y ∈ Ω∗ (N,U , t) e x0 =

y, ..., xn = x ∈ X, x ∈ N , t0, ..., tn−1 ∈ St e abertos U0, ..., Un−1 ∈ U formando uma (U , t)-
cadeia de y para x. O conjunto aberto α−1

t0 (U0) é tal que y ∈ α−1
t0 (U0) ⊂ Ω∗ (N,U , t).

Portanto, Ω∗ (N,U , t) é aberto. Agora, seja y ∈ ωd (fe (Ω (N,U , t))) e tome U ∈ U tal
que y ∈ U . Então, existem τ ∈ St e x ∈ fe (Ω (N,U , t)) tais que τx ∈ U , pois y ∈

fe (Stfe (Ω (N,U , t))). Como α−1
τ (U) é uma vizinhança aberta de x e x ∈ fe (Ω (N,U , t)),

existe z ∈ α−1
τ (U) ∩ Ω (N,U , t). Logo, τz, y ∈ U . Enfim, tomando x′ ∈ N e uma (U , t)-

cadeia de x′ para z, obtemos uma (U , t)-cadeia de x′ para y. Logo, y ∈ Ω (N,U , t) e,
portanto,

ωd (fe (Ω (N,U , t))) ⊂ Ω (N,U , t) .

Visto que Ω (N,U , t) é aberto, temos que Ω (N,U , t) ⊂ int (fe (Ω (N,U , t))), donde

ωd (fe (Ω (N,U , t))) ⊂ int (fe (Ω (N,U , t))) .

Portanto, ωd (fe (Ω (N,U , t))) é um atrator à direita com vizinhança atratora fe (Ω (N,U , t)).
Além disso, pelas Proposições 1.43 e 1.44, temos que

ωd (N) ⊂ ΩO (N) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (N,U , t)) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

ωd (fe (Ω (N,U , t))) .

Por outro lado, como ωd (fe (Ω (N,U , t))) ⊂ Ω (N,U , t), temos que
⋂

U∈O,t∈S

ωd (fe (Ω (N,U , t))) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

Ω (N,U , t) = ΩO (N) .

Logo,
ΩO (N) =

⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (N,U , t)) =
⋂

U∈O,t∈S

ωd (fe (Ω (N,U , t)))

onde cada atrator ωd (fe (Ω (N,U , t))) contém ωd (N). Agora, seja y ∈ ω∗
d (fe (Ω∗ (N,U , t)))

e tomemos t0 ∈ St. Então, t0y ∈ fe ((St)∗ fe (Ω∗ (N,U , t))). Tomemos U0 ∈ U tal que
t0y ∈ U0. Então, existe x1 ∈ (St)∗ fe (Ω∗ (N,U , t)) ∩ U0. Logo, t1x1 ∈ fe (Ω∗ (N,U , t)),
para algum t1 ∈ St. Seja U1 ∈ U tal que t1x1 ∈ U1. Então, existe x2 ∈ U1 ∩Ω∗ (N,U , t).
Assim, obtemos uma (U , t)-cadeia de y para x2. Tomando x ∈ N tal que existe uma
(U , t)-cadeia ligando x2 a x, podemos construir uma (U , t)-cadeia de y até x. Por-
tanto, y ∈ Ω∗ (N,U , t), donde concluímos que ω∗

d (fe (Ω∗ (N,U , t))) ⊂ Ω∗ (N,U , t) ⊂

int (fe (Ω∗ (N,U , t))). Assim, ω∗
d (fe (Ω∗ (N,U , t))) é um repulsor à direita com vizinhança

repulsora fe (Ω∗ (N,U , t)). Além disso, pelas Proposições 1.43 e 1.44, temos que

ω∗
d (N) ⊂ Ω∗

O (N) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (Ω∗ (N,U , t)) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t))) .
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Por outro lado, como ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t))) ⊂ Ω∗ (N,U , t), temos que
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t))) ⊂
⋂

U∈O,t∈S

Ω∗ (N,U , t) = Ω∗
O (N) .

Logo,
Ω∗

O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (Ω∗ (N,U , t)) =
⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (fe (Ω∗ (N,U , t)))

onde cada repulsor ω∗
d (fe (Ω∗ (N,U , t))) contém ω∗

d (N). �

Corolário 1.56. Seja E ⊂ X um subconjunto não vazio e tome x ∈ E. Então, E é um
conjunto O-transitivo por cadeias maximal se, e somente se,

E =
⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (x,U , t)) ∩ ω∗ (Ω∗ (x,U , t)) .

Demonstração: Segue por uma aplicação direta da Proposição 1.55, usando o fato de
que E = ΩO (x) ∩ Ω∗

O (x). �

O comportamento dinâmico de (S,X) em uma vizinhança de um atrator à direita
expressa significativamente sua rigidez. Com efeito, se um atrator contém o conjunto
ω-limite de algum subconjunto N ⊂ X, então, ele também contém o conjunto Ω-limite
por cadeias de N . Isto é o que diz o seguinte resultado.

Proposição 1.57. Sejam N ⊂ X um subconjunto não vazio e O uma família admissível
de coberturas abertas de X. Então, o conjunto ΩO (N) é a intersecção de todos os
atratores à direita contendo ωd (N).

Demonstração: Pela Proposição 1.55, temos que ΩO (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (N,U , t)),

onde cada ωd (Ω (N,U , t)) é um atrator contendo ωd (N). Seja A um atrator à direi-
ta contendo ωd (N) e tomemos uma vizinhança atratora V de A. Pelo Lema 1.20,
existe tv ∈ S com fe (StvV ) ⊂ int (V ). Seja V ∈ O a qual é fe (StvV )-subordinada
a int (V ). Como ωd (N) ⊂ A ⊂ int (V ), existe t ∈ S tal que tN ⊂ V . Tomemos
τ ∈ Stvt ∩ Stv. Então, SτN ⊂ StvtN ⊂ StvV . Agora, tomemos z ∈ Ω (N,V , τ) e
sejam x0 = x, ..., xn = z ∈ X, x ∈ N , t0, ..., tn−1 ∈ Sτ e V0, ..., Vn−1 ∈ V formando uma
(V , τ)-cadeia de x para z. Como t0x ∈ SτN ⊂ StvV , temos que V0 ⊂ int (V ), donde
x1 ∈ int (V ). Dessa forma, t1x1 ∈ StvV , donde V1 ⊂ int (V ). Logo, x2 ∈ int (V ).
Indutivamente, temos que xn = z ∈ int (V ). Assim, Ω (N,V , τ) ⊂ int (V ), donde
ωd (Ω (N,V , τ)) ⊂ ωd (V ) = A. Logo, ΩO (N) ⊂ A. Portanto, o atrator A faz parte
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da intersecção de atratores
⋂

U∈O,t∈S

ωd (Ω (N,U , t)), donde segue o resultado. �

Assim, o conjunto ΩO (N) não depende da família admissível O. Com isso, qualquer
família admissível que adotemos leva a um mesmo resultado sobre recorrência por ca-
deias. Em alguns casos é conveniente adotar a família de todas as coberturas abertas
de X constituídas por conjuntos abertos da base de topologia sobre X. Isto é o que
fazemos no Capítulo 3 onde estudamos recorrência por cadeias sobre compactificações
de Ellis. Contudo, o conjunto Ω-limite por cadeias será escrito sem a indicação da família
admissível adotada, o mesmo ocorrendo com o conjunto de recorrência por cadeias.

Da Proposição 1.57 segue a seguinte versão mais geral da Proposição 1.16.

Proposição 1.58. Seja A um atrator à direita de (S,X). Se x /∈ A ∪ A∗, então,
Ω (x) ⊂ A e Ω∗ (x) ⊂ A∗.

Demonstração: Segue das Proposições 1.16 e 1.57 que Ω (x) ⊂ A. Suponhamos por
absurdo que existe y ∈ Ω∗ (x) \ A∗. Se y ∈ A, então, Ω (y) ⊂ A, donde x ∈ A, o que
contradiz a hipótese. Se y /∈ A, então, y /∈ A ∪ A∗, donde Ω (y) ⊂ A, contradizendo
novamente a hipótese. Portanto, Ω∗ (x) ⊂ A∗. �

Podemos apresentar uma versão mais fraca da Proposição 1.57 para o caso de conjun-
tos Ω∗-limites por cadeias. O enfraquecimento se deve exatamente ao fato dos atratores
à direita de (S,X) não serem conjuntos estáveis, o que não nos permite concluir que se
x é um ponto num atrator à direita A, então, ω∗

d (x) ⊂ A.

Proposição 1.59. Dado x ∈ X, o conjunto Ω∗ (x) está contido na intersecção de todos
os repulsores A∗, onde A é um atrator à direita de (S,X) tal que x /∈ A. A igualdade é
válida se x é recorrente por cadeias.

Demonstração: Seja A um atrator à direita tal que x /∈ A. Dado z ∈ Ω∗ (x), te-
mos que x ∈ Ω (z), onde Ω (z) é a intersecção de todos os atratores à direita contendo
ωd (z). Se z /∈ A ∪ A∗, segue da Proposição 1.16 que ω∗

d (z) ⊂ A∗ e ωd (z) ⊂ A. Logo,
x ∈ A, o que contraria a hipótese sobre A. Então, z ∈ A ∪ A∗. Da mesma forma,
z /∈ A, donde segue que z ∈ A∗. Portanto, Ω∗ (x) ⊂ A∗, donde provamos a primeira
parte da proposição. Para vermos a segunda parte, denotemos por AU ,t um atrator
à direita de (S,X) tal que A∗

U ,t = ω∗ (Ω∗ (x,U , t)), para cada U ∈ O e t ∈ S. Se
x ∈ Ω∗ (x), então, ωd (x) ⊂ Ω∗ (x), pois Ω∗ (x) é estável. Pela Proposição 1.55, temos
que ωd (x) ⊂

⋂

U∈O,t∈S

A∗
U ,t. Isto significa que x /∈ AU ,t, para todo U ∈ O e t ∈ S. Logo,

⋂
{A∗ : A atratora à direita tal que x /∈ A} ⊂

⋂

U∈O,t∈S

A∗
U ,t = Ω∗ (x), donde concluímos o
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resultado. �

Uma consequência imediata da Proposição 1.57 é o fato de um atrator e um repulsor
à direita de (S,X) conterem todos os conjuntos de transitividade por cadeias que os
interseptam.

Proposição 1.60. Se A é um atrator à direita de (S,X), então,

A ∩ R =
⋃

x∈A

Ex e A∗ ∩ R =
⋃

x∈A∗

Ex

onde Ex = Ω (x) ∩ Ω∗ (x).

Demonstração: Escolha x ∈ A. Então, ωd (x) ⊂ A, donde Ω (x) ⊂ A. Logo,
Ex ⊂ A ∩ R. Por outro lado, se y ∈ A ∩ R, então, y ∈ Ey, e o resultado está de-
monstrado para o atrator A. Agora, escolha x ∈ A∗ ∩ R. Então, x /∈ A, donde segue
pela Proposição 1.59 que Ω∗ (x) ⊂ A∗. Logo, Ex ⊂ A∗ ∩ R, e o resultado está demons-
trado também para o repulsor complementar A∗. �

A última proposição anterior se reflete na próxima, onde apresentamos enfim a carac-
terização do conjunto de recorrência por cadeias pelos atratores à direita do semigrupo
de transformação.

Teorema 1.61. O conjunto de recorrência por cadeias é dado por

R =
⋂

{A ∪ A∗ : A é um atrator à direita} .

Demonstração: Se x ∈ R, segue da Proposição 1.57 que x pertence a intersecção de
todos os atratores à direita contendo ωd (x). Seja A um atrator tal que ωd (x) * A.
Então, x /∈ A. Da Proposição 1.16 segue que x ∈ A∗. Logo, x ∈ A ∪ A∗, para qualquer
atrator à direita A de (S,X). Por outro lado, seja y ∈ A∪A∗, para todo atrator à direita
A. Se ωd (y) ⊂ B, para algum atrator à direita B, então, y /∈ B∗. Logo, y ∈ B. Assim,
y está contido em todo atrator à direita que contém ωd (y). Logo, y ∈ Ω (y), ou seja,
y ∈ R, donde concluímos o resultado. �

Corolário 1.62. O semigrupo de transformação (S,X) é transitivo por cadeias se, e
somente se, o único atrator à direita não vazio é todo o espaço X.

Demonstração: Assumindo que (S,X) é transitivo por cadeias, sejam x ∈ X e A um
atrator à direita contendo x. Então, ωd (x) ⊂ A, donde segue da Proposição 1.57 que
Ω (x) ⊂ A. Mas, X = Ω (x). Logo, A = X. Reciprocamente, suponhamos que X é o
único atrator à direita não vazio. Dado x ∈ X, segue da Proposição 1.57 que Ω (x) = X.
Portanto, (S,X) é transitivo por cadeias. �
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1.4.3 Decomposição de Morse

Notemos que cada conjunto limite intersepta uma componente conexa do conjunto de
recorrência por cadeias de (S,X). Nosso objetivo agora é analisar as intersecções dos
conjuntos ω∗

d (x) com R, considerando as componentes conexas transitivas por cadeias.
Neste caminho, introduzimos mais um conceito dinâmico para ações de semigrupos, a
saber, o conceito de decomposição de Morse.

Definição 1.63. Seja x ∈ X. Um subconjunto M ⊂ X é dito ω-atingível (ω-atingível

à esquerda, ω-atingível à direita) por x se ω (x)∩M 6= ∅ (ωe (x)∩M 6= ∅, ωd (x)∩

M 6= ∅); M é dito ω∗-atingível (ω∗-atingível à esquerda, ω∗-atingível à direita)

por x se ω∗ (x) ∩M 6= ∅ (ω∗
e (x) ∩M 6= ∅, ω∗

d (x) ∩M 6= ∅).

Dado qualquer x ∈ X, temos que ω∗
d (x) ∩ R 6= ∅. Se C é uma componente conexa

de R a qual é ω∗-atingível à direita por x, denotamos

ω∗
C (x) = ω∗

d (x) ∩ C.

Então, ω∗
C (x) é um conjunto transitivo por cadeias.

Notemos que no caso de um semifluxo, cada conjunto ω∗-limite de um ponto é tran-
sitivo por cadeias. Este fato ocorre no caso mais geral onde o semigrupo S é cêntrico.
Neste caso, ω∗

C (x) = ω∗ (x), para todo x ∈ X e C compontente conexa de R.
Denotemos por C a coleção de todas as componentes conexas de R.
Dada uma componente C ∈ C e um atrator à direita A de (S,X), temos que

C ⊂ A ∪ A∗. Visto que A e A∗ são disjuntos, então, C ⊂ A ou C ⊂ A∗. Em par-
ticular, se C é ω∗-atingível à direita por x ∈ X, então, ou ω∗

C (x) ⊂ A ou ω∗
C (x) ⊂ A∗.

Lembrando que A e A∗ são conjuntos fechados e progressivamente invariantes, concluí-
mos que ωd (x) , ω∗

C (x) ⊂ A ∪ A∗, para todo x ∈ X e C ∈ C componente ω∗-atingível à
direita por x.

Definição 1.64. Dado um repulsor (à esquerda ou à direita) R de (S,X), definimos o
conjunto

R∗ =

{
x ∈ X : existe C ∈ C componente ω∗-ating vel direita

por x tal que ω∗
C (x) ∩R = ∅

}
.

Proposição 1.65. Seja A um atrator à direita de (S,X) e V uma vizinhança atratora
de A. Então, ω (V ) = (A∗)∗.

Demonstração: Seja x ∈ ω (V ). Dados quaisquer t1, ..., tn ∈ S, tomemos t ∈ St1 ∩

... ∩ Stn . Pela invariança de ω (V ), existe y ∈ ω (V ) tal que ty = x. Logo, y ∈ ω (V ) ∩

(St1)
∗ x ∩ ... ∩ (Stn)∗ x. Assim, a família de subconjuntos fechados

F = {ω (V ) ∩ fe ((St)
∗ x) : t ∈ S}
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satisfaz a propriedade da intersecção finita, donde temos que ω (V ) ∩ ω∗ (x) 6= ∅. Visto
que ω (V ) ∩ ω∗ (x) é compacto e progressivamente invariante, existe uma componente
C ∈ C que intersepta ω (V )∩ω∗ (x). Como C é conexa e C ⊂ A∪A∗, temos que C ⊂ A.
Assim, ω∗

C (x)∩A∗ = ∅, ou seja, x ∈ (A∗)∗. Portanto, ω (V ) ⊂ (A∗)∗. Por outro lado, se
x ∈ (A∗)∗, então, existe C ∈ C componente ω∗-atingível por x tal que ω∗

C (x) ∩ A∗ = ∅.
Como A∗ é estável, isto significa que x /∈ A∗. Assim, se supormos que também x /∈ ω (V ),
segue da Proposição 1.15 que ω∗ (x) ⊂ A∗, o que não pode ocorrer. Logo, x ∈ ω (V ) e,
portanto, (A∗)∗ ⊂ ω (V ), donde concluímos a demonstração. �

Corolário 1.66. Seja A é um atrator à direita de (S,X). Então, A = (A∗)∗ se, e
somente se, A é invariante.

Demonstração: Se A = (A∗)∗, então, A é invariante, pois seu sub-atrator é invariante.
Por outro lado, se A é invariante, então, podemos substituir ω (V ) por A na demons-
tração da Proposição 1.65, donde obtemos que A = (A∗)∗. �

Corolário 1.67. Seja R um repulsor à direita de (S,X). Então, R = A∗ e R∗ ⊂ A para
algum atrator à direita A de (S,X). Tem-se a igualdade R∗ = A se, e somente se, A é
invariante.

Demonstração: Segue das Proposições 1.23 e 1.65 �

A Proposição 1.65 afirma que um atrator à direita admite um único sub-atrator, e
que um atrator à direita é invariante se, e somente se, ele coincide com seu sub-atrator.
Assim, por exemplo, no caso de centricidade do semigrupo, todo atrator é invariante.
Em particular, a Definição 1.64 corresponde à definição de atrator complementar para
semifluxos (ver página 21 de [22]).

Outra consequência que temos diz respeito a correspondência entre atratores e repul-
sores à direita.

Corolário 1.68. Se todos os atratores à direita de (S,X) são invariantes, então, a
correspondência A→ A∗ entre atratores e repulsores à direita de (S,X) é bijetora.

Demonstração: Vimos que a correspondência enunciada é sobrejetora. Para ver que
ela também é injetora, sejam A e B atratores à direita tais que A∗ = B∗. Então,
A = (A∗)∗ = (B∗)∗ = B, e o resultado está provado. �

Nossa motivação para a introdução do conceito de decomposição de Morse provém do
conhecimento das propriedades de um par atrator-repulsor. Em resumo, um par atrator-
repulsor (A,A∗) de (S,X) satisfaz as seguintes propriedades: (i) A e A∗ são conjuntos
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não vazios, compactos, invariantes isolados e disjuntos entre si; (ii) ωd (x) , ω∗
C (x) ⊂

A ∪ A∗, para todo x ∈ X e C ∈ C componente ω∗-atingível à direita por x; (iii) se
ωd (x)∪ ω∗

C (x) ⊂ A, então, x ∈ A; se ωd (x)∪ ω∗
C (x) ⊂ A∗, então, x ∈ A∗, onde C ∈ C é

uma componente ω∗-atingível à direita por x; (iv) R ⊂ A ∪ A∗. Nós então estendemos
estas propriedades de um par atrator-repulsor para coleções finitas de subconjuntos do
espaço base.

Definição 1.69. Uma decomposição de Morse de (S,X) é uma coleção finita M =

{Ci ⊂ X : i = 1, ..., n} de conjuntos não vazios, compactos, invariantes isolados e dois a
dois disjuntos tais que:

1. Para todo x ∈ X e C ∈ C componente ω∗-atingível à direita por x, existem i, j tais
que ω∗

C (x) ⊂ Ci e ωd (x) ⊂ Cj.

2. Se existem Cj0 , Cj1 , ..., Cjl
e x1, ..., xl ∈ X \

n⋃

i=1

Ci com ω∗
Ck

(xk) ⊂ Cjk−1
e ωd (xk) ⊂

C
jk

, para k = 1, ..., l, onde Ck ∈ C é componente ω∗-atingível à direita por xk,
então, Cj0 6= Cjl

;

3. R ⊂
n⋃

i=1

Ci.

Os elementos de uma decomposição de Morse são chamados conjuntos de Morse.
Visto que a recorrência por cadeias não depende da família admissível adotada, o

mesmo acontece com o conceito de decomposição de Morse
Uma decomposição de Morse M = {Ci, i = 1, ..., n} é dita mais fina do que uma

decomposição de Morse M′ =
{
C ′

j, j = 1, ...,m
}

se para cada índice j existe um índice
i com Ci ⊂ C′

j.

Definição 1.70. Uma decomposição de Morse M para (S,X) é dita minimal se para
qualquer outra decomposição de Morse M′ tem-se que M é mais fina do que M′.

Sejam M = {Ci, i = 1, ..., n} e M′ =
{
C ′

j, j = 1, ...,m
}

duas decomposições de Morse.
Definimos a coleção

M∩M′ =
{
Ci ∩ C′

j, i, j
}

onde são admitidos somente os pares i, j com Ci ∩ C ′
j 6= ∅. A coleção M ∩ M′ é uma

decomposição de Morse de (S,X). A demonstração deste fato é a mesma do caso de
fluxos e semifluxos (ver [21] e [36] por exemplo). Assim, se existe uma decomposição de
Morse minimal de (S,X), então, esta deve ser a intersecção de todas as decomposições
de Morse. Em particular, se o número de decomposições de Morse é finito, então, existe
uma decomposição de Morse minimal de (S,X).
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Com uma hipótese adicional sobre a ação do semigrupo S, obtemos um resultado que
relaciona a existência da decomposição de Morse minimal com o número de componentes
conexas do conjunto de recorrência por cadeias. Tal hipótese é a conexidade do fecho das
órbitas pelo semigrupo e a recorrência aproximada sobre todo ponto de X. Por exemplo,
se S é um monóide munido de uma topologia conexa e a ação é unilateralmente contínua,
então, a hipótese requerida é satisfeita. Como conseqüência desta hipótese temos que
o conjunto ωd (x) é conexo (x ∈ X). Esta afirmação segue pelo Teorema 6.1.18 de [14]
aplicado à coleção {fe (Stx)}t∈S, usando a reversibilidade de S.

Teorema 1.71. Assuma que os pontos de X são aproximadamente recorrentes e que as
órbitas de (S,X) têm fecho conexo. Então, existe uma decomposição de Morse minimal
de (S,X) se, e somente se, o conjunto de recorrência por cadeias R tem um número
finito de componentes conexas. Neste caso, os conjuntos de Morse coincidem com as
componentes conexas de R.

Demonstração: Suponhamos que R tem um número finito de componentes conexas e
denotemos C = {C1, ..., Cn}. Vamos mostrar que C é uma decomposição de Morse de
(S,X). Primeiramente, temos que C é uma coleção de conjuntos não vazios, compactos
e dois a dois disjuntos. Para cada 1 ≤ k ≤ n, denotemos por Vk uma vizinhança
compacta de Ck de forma que V1, ..., Vn sejam conjuntos dois a dois disjuntos. Tomemos
x ∈ Ck e s ∈ S. Como fe (Sx) é conexo, está contido em R e x ∈ fe (Sx), temos que
fe (Sx) ⊂ Ck. Logo, sx ∈ fe (Sx) ⊂ Ck. Portanto, Ck é progressivamente invariante, para
k = 1, ..., n. Agora, dado qualquer x ∈ X e Ck ∈ C componente ω∗-atingível à direita
por x, temos que ω∗

Ck
(x) ⊂ Ck, e como ωd (x) é transitivo por cadeias e conexo, temos

que ωd (x) está contido em alguma componente conexa de R. Logo, ω (x) , ω∗
Ck

(x) ⊂
n⋃

j=1

Cj, para todo x ∈ X e Ck ∈ C componente ω∗-atingível à direita por x. Agora,

suponhamos que existem Ck0 , Ck1 , ..., Ckl
e x1, ..., xl ∈ X \

n⋃

k=1

Ck com ω∗
Ckj−1

(xj) ⊂ Ckj−1

e ω (xj) ⊂ Ckj
, para j = 1, ..., l, e que Ck0 = Ckl

. Então, ω∗
Ck0

(x1) , ω (xl) ⊂ Ck0 .
Tomemos x ∈ ω∗

Ck0
(x1) e y ∈ ωd (xl). Então, x1 ∈ Ω (x) e y ∈ Ω (xl). Visto que

Ck0 é transitivo por cadeias, temos que x ∈ Ω (y). Logo, x1 ∈ Ω (xl). Por outro lado,
semelhantemente, visto que ω∗

Ckj
(xj+1) , ωd (xj) ∈ Ckj

, temos que xj+1 ∈ Ω (xj), para
j = 1, ..., l. Logo, xl ∈ Ω (x1). Portanto, x1 e xl são pontos recorrentes por cadeias, o

que contradiz x1, xl ∈ X \
n⋃

k=1

Ck. Assim, temos Ck0 6= Ckl
. Enfim, para concluirmos que

C é uma decomposição de Morse, resta mostrar que as componentes conexas de R são
conjuntos invariantes isolados. Suponhamos que S∗Sx ⊂ Vk. Então, ω∗

d (x) , ωd (x) ⊂ Vk,
pois Vk é compacta. Logo, Ck é a única componente ω∗-atingível à direita por x, e
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ω∗
Ck

(x) , ωd (x) ⊂ Ck. Pela parte anterior da demonstração, temos que x ∈ Ck. Portanto,
Vk é uma vizinhança isolante de Ck. Agora, vejamos que C é minimal. Suponhamos que
existe uma decomposição de Morse M = {C1, ..., Cm} mais fina do que C. Então, para
Cl ∈ C, existe um conjunto de Morse Cj ∈ M tal que Cj ⊂ Ck. No entanto,

n⋃

k=1

Ck = R ⊂
m⋃

i=1

Ci.

Logo, Cl ⊂ Cj′ , para algum 1 ≤ j′ ≤ m, pois Cl é conexa e os conjuntos de Morse são
dois a dois disjuntos. Assim, temos que Cj ⊂ Cl ⊂ Cj′ , donde Cj = Cj′ . Logo, Cj = Cl

e, portanto, M = C. Reciprocamente, seja M = {C1, ..., Cn} uma decomposição de
Morse minimal de (S,X). Então, M deve estar contida na intersecção de todos os pares
atrator-repulsor, pois estes são também decomposições de Morse. Segue do Teorema

1.61 que
n⋃

i=1

Ci ⊂ R, donde temos
n⋃

i=1

Ci = R. Visto que os conjuntos de Morse são dois a

dois disjuntos, temos que cada componente conexa de R deve estar contida num único
conjunto de Morse. Resta mostrar que as componentes conexas de R coincidem com os
conjuntos de Morse. Para tanto, suponhamos por absurdo que um conjunto de Morse Ci

contém mais de uma componente conexa de R, e tomemos C ∈ C tal que C ⊂ Ci. Então,
Ci \ C é um subconjunto não vazio e compacto em R. Como R é compacto, temos que
Ci \C é compacto em X. Visto que as componentes conexas de R são progressivamente
invariantes, temos que Ci \ C é progressivamente invariante. Seja Vi vizinhança isolante
de Ci. Então, Vi \ C é uma vizinhança de Ci \ C. Se S∗Sx ⊂ Vi \ C, então, x ∈ Ci \ C.
Logo, Ci\C é invariante isolado. Por outro lado, temos que Vi\(Ci \ C) é uma vizinhança
de C. Se S∗Sx ⊂ Vi \ (Ci \ C), então, x ∈ Ci \ (Ci \ C) = C. Logo, C é invariante isolado.
Agora, considerando a coleção M′ = {C1, ..., C, Ci \ C, ..., Cn}, não é difícel mostrar que
M′ satisfaz as condições 1, 2 e 3 da Definição 1.69. Portanto, M′ é uma decomposição
de Morse. Mas, como M é minimal, existe Cj ∈ M tal que Cj ⊂ C, donde Cj = Ci. Logo,
Ci = C, o que é uma contradição. Portanto, as componentes conexas de R coincidem
com os conjuntos de Morse de M. �

O Teorema 1.39 generaliza o caso de semifluxos de tempo contínuo, pois R+ é conexo
e cada ponto deX é aproximadamente recorrente. Em especial, a decomposição de Morse
minimal coincide com a coleção dos conjuntos de transitividade por cadeias (ver [24]).
Este fato ocorre devido à transitividade por cadeias interna dos conjuntos transitivos
por cadeias maximais. As propriedades de gerador compacto e de ordem total dos
semigrupos R+ ou Z+ possibilitam a análise da transitividade por cadeias considerando
apenas um intervalo compacto, [1, 2] por exemplo, e este recurso é usado para mostrar que
os conjuntos transitivos por cadeias maximais são internamente transitivos por cadeias.
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Continuaremos pensando neste resultado sobre semifluxos, porém, não nesta tese.
Contudo, a propriedade de gerador compacto é uma condição sugestiva para um futuro
trabalho. Além desta, a seguinte condição também é interessante: dado qualquer ele-
mento s ∈ S e um elemento não nilpotente t ∈ S, então, existe um número natural n
tal que tn ∈ Ss. Esta última condição é algo semelhante à propriedade Pr (ou Pl) sobre
a família {Ss : s ∈ S} de subconjuntos de S (c.f. [2]), e permite a definição do conceito
de seqüências regressivas introduzidas em [24]. É claro que tais condições são bem mais
restritivas do que a reversibilidade, mas abrangem uma gama de semigrupos clássicos, e
certamente devem adicionar mais resultados.

1.4.4 Recorrência por subcadeias

Na definição de cadeias para semigrupos de transformações consideramos as translações
à direita do semigrupo. Introduzimos agora o conceito correspondente considerando as
bi-translações do semigrupo, o que chamamos de subcadeias. Com isso, em particular,
cobrimos todos os resultados sobre recorrência por cadeias referente a ações de semi-
grupos cêntricos (invariantes). De fato, o conceito de recorrência por subcadeias para
ações de semigrupos reversíveis corresponde propriamente ao conceito de recorrência por
cadeias para ações de semigrupos cêntricos.

Definição 1.72. Seja U uma cobertura aberta de X. Dados x, y ∈ X e t ∈ S, então, uma
(U , t)-subcadeia de x para y consiste de uma seqüência de pontos x0 = x, x1, ..., xn =

y ∈ X, de elementos t0, ..., tn−1 ∈ St e de abertos U0, ..., Un−1 ∈ U tais que tixi, xi+1 ∈ Ui,
para i = 0, ..., n− 1.

Para N ⊂ X não vazio, t ∈ S e uma cobertura aberta U de X, definimos os conjuntos

Ω̂ (N,U , t) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , t) -subcadeia de x para y}

e

Ω̂∗ (N,U , t) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , t) -subcadeia de y para x} .

Então, Ω̂ (N,U , t) ⊂ Ω (N,U , t) e Ω̂∗ (N,U , t) ⊂ Ω∗ (N,U , t).
Dada uma família admissível O de coberturas abertas de X, denominamos respecti-

vamente de conjunto Ω-limite por subcadeias e de conjunto Ω∗-limite por sub-

cadeias de N os subconjuntos de X dados por

Ω̂O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

Ω̂ (N,U , t)
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e
Ω̂∗

O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

Ω̂∗ (N,U , t) .

Então, o conjunto

R̂O =
{
x ∈ X : x ∈ Ω̂O (x)

}
=
{
x ∈ X : x ∈ Ω̂∗

O (x)
}

é chamado de conjunto de recorrência por subcadeias de (S,X).
Um subconjunto não vazio E ⊂ X é um conjunto O-transitivo por subcadeias maxi-

mal de (S,X) se, e somente se

E = Ω̂O (x) ∩ Ω̂∗
O (x)

para todo x ∈ E.
Como observamos supra, no caso de centricidade os conceitos de recorrência por

cadeias e subcadeias coincidem.
Fixemos uma família admissível O de coberturas abertas de X.

Proposição 1.73. Dado x ∈ X, tem-se que ω (x) é O-transitivo por subcadeias.

Demonstração: Sejam a, b ∈ ω (x), U ∈ O e t ∈ S. Então, a ∈ fe (Sx). Escolhamos
t0 ∈ St. Por continuidade temos que t0a ∈ fe (Sx). Seja U0 ∈ U tal que t0a ∈ U0. Então,
existe s0 ∈ S tal que s0x ∈ U0. Agora, seja U1 ∈ U tal que b ∈ U1. Como b ∈ fe (Sts0x),
existe t1 ∈ St tal que t1s0x ∈ U1. Assim, os pontos x0 = a, x1 = s0x, x2 = b ∈ X, os
elementos t0, t1 ∈ St e os abertos U0, U1 ∈ U formam uma (U , t)-subcadeia de a para b.
Logo, ω (x) é O-transitivo por cadeias. �

Usando argumentos semelhantes aos da demonstração da Proposição 1.55 podemos
verificar o seguinte. Seja N ⊂ X não vazio. Então, para cada U ∈ O e t ∈ S, temos que

Ω̂O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ω
(
Ω̂ (N,U , t)

)
=

⋂

U∈O,t∈S

ω
(
fe
(
Ω̂ (N,U , t)

))

e que
Ω̂∗

O (N) =
⋂

U∈O,t∈S

ω∗
(
Ω̂∗ (N,U , t)

)
=

⋂

U∈O,t∈S

ω∗
(
fe
(
Ω̂∗ (N,U , t)

))
.

Logo, Ω̂O (N) é invariante. Podemos também usar semelhantemente os argumentos da
demonstração da Proposição 1.43 para mostrar que Ω̂∗

O (N) é estável.
Assim, um subconjunto não vazio E ⊂ X é um conjunto O-transitivo por subcadeias

maximal se, e somente se,

E =
⋂

U∈O,t∈S

ω
(
Ω̂ (x,U , t)

)
∩ ω∗

(
Ω̂∗ (x,U , t)

)
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para todo x ∈ E. Em particular, E é um conjunto compacto e invariante.
Considerando a família F̂ = {St : t ∈ S}, o conceito de transitividade por F̂ -cadeias

coincide com o conceito de transitividade por subcadeias.
Visto que o conceito de subcadeias resulta em propriedades mais rígidas, natural-

mente pode-se perguntar sobre o motivo de não definirmos desde o princípio o conceito
de cadeias como subcadeias, já que, de qualquer forma, estaríamos generalizando a teoria
de semifluxos. Esclarecemos esta crítica revelando que, inicialmente, o trabalho foi rea-
lizado para ações de semigrupos lateralmente reversíveis, onde não consideramos ações
por bi-translações. No entanto, pensando exatamente no assunto de estabilidade, decidi-
mos desenvolver o trabalho considerando semigrupos reversíveis. Então, observamos que
as técnicas empregadas não variavam significativamente. Assim, não querendo abando-
nar completamente os semigrupos lateralmente reversíveis, apresentamos esta forma de
trabalho, onde consideramos cada caso de reversibilidade lateral nas definições dos con-
ceitos. Portanto, a tese abrange um duplo contexto, registrando definições e informações
para futuros trabalhos mais direcionados.

1.5 Condições de Ore; grupos de transformações

Uma vez desenvolvido os estudos sobre os aspectos dinâmicos de ações de semigrupos
reversíveis, podemos então aplicar os resultados no contexto de grupos de transforma-
ções. Consideramos grupos que contêm subsemigrupos reversíveis geradores, e definimos
os conceitos dinâmicos para o grupo de transformação a partir da ação dos subsemigru-
pos. Assim, grande parte dos resultados estão verificados no contexto de semigrupos de
transformações que vimos nas seções anteriores. A vantagem para ações de grupos são
os homeomorfismos, obviamente.

Seja (G,X) um grupo de transformação, onde G é um grupo agindo por homeomor-
fismos sobre um espaço compacto Hausdorff X. Seja S um subsemigrupo reversível e
gerador de G. Então, S−1S = G. Estas são chamadas condições de Ore (ver seções 12.5
de [6] ou 4 de [19]).

SeH ⊂ G é um subsemigrupo (resp. subgrupo) e N ⊂ X é um subconjunto compacto
e invariante por H, então, (H,N) é chamado de subsemigrupo (resp. subgrupo) de
transformação.

Observemos que um subconjunto N ⊂ X é invariante (por G) se, e somente se , N é
invariante por ambos os subsemigrupos S e S−1. Além disso, a ação por homeomorfis-
mos resulta que o conceito de conjunto invariante para (S,X) corresponde ao conceito
de conjunto invariante para (G,X). Conseqüentemente, os conceitos de subconjunto
minimal forte para (S,X) e de subconjunto minimal para (G,X) são equivalentes (ver
Lema 1.4).



Seção 1.5 · Condições de Ore; grupos de transformações 51

Um grupo de transformação (G,M) é dito minimal se M é um subconjunto minimal.

Definição 1.74. Seja (G,M) um grupo de transformação minimal. Então, (G,M) é
minimal universal se, dado qualquer grupo de transformação minimal (G, Y ), existe um
epimorfismo de (G,M) sobre (G, Y ).

Existe um único grupo de transformação minimal universal sobre a ação de G, a
menos de isomorfismos. Com efeito, todo grupo de transformação minimal é isomorfo a
um subconjunto minimal de (G, βG) ou, equivalentemente, isomorfo a um ideal minimal
à esquerda de βG, onde βG é a compactificação de Ellis de G. Discutimos sobre este
assunto no Capítulo 3. Os detalhes sobre a universalidade de subconjuntos minimais
estão apresentados no Apêndice B.3.1.

1.5.1 Objetos elementares e recorrência por cadeias

Para estudar a dinâmica de um grupo de transformação, introduzimos os objetos que
são originais da teoria de sistemas dinâmicos, assim como foram definidos para ações
de semigrupos. O subsemigrupo S desempenha o papel fundamental na dinamização da
ação do grupo G, sendo que o estudo do comportamento dinâmico de (G,X) consiste
propriamente da determinação dos conjuntos invariantes pelo subsemigrupo S.

Neste caminho, os objetos elementares de (G,X) são definidos sob a ação de S.
Portanto, o desenvolvimento da teoria depende do subsemigrupo.

Dado um subconjunto não vazio N ⊂ X, os conjuntos limites de N relativos à S são
dados por

ω (N,S) =
⋂

t∈S

fe (StN) e ω∗ (N,S) =
⋂

t∈S

fe
(
S−1

t N
)
,

ωe (N,S) =
⋂

t∈S

fe (tSN) e ω∗
e (N,S) =

⋂

t∈S

fe
(
S−1t−1N

)
,

ωd (N,S) =
⋂

t∈S

fe (StN) e ω∗
d (N,S) =

⋂

t∈S

fe
(
t−1S−1N

)
,

os quais correspondem aos conjuntos limites de N para o subsemigrupo de transformação
(S,X).

Pela Proposição 1.6, os conjuntos ω (N,S), ω∗ (N,S), ωe (N,S) e ω∗
d (N,S) são in-

variantes, o conjunto ωd (N,S) é S-invariante e o conjunto ω∗
e (N,S) é S−1-invariante.

Assim, atratores à esquerda e repulsores à direita são conjuntos invariantes, enquanto
que atratores à direita são conjuntos S-invariantes e repulsores à esquerda são conjuntos
S−1-invariantes. Sub-atratores são invariantes em geral.
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Também segue imediatamente das propriedades acima que um subconjunto M ⊂ X

é um subconjunto minimal de (G,X) se, e somente se, M = ω (x, S) = ω∗ (x, S), para
todo x ∈M .

Como a recorrência por cadeias também depende do subsemigrupo adotado, usamos
as notações ΩO (N,S) e Ω∗

O (N,S) para os conjuntos limites por cadeias.
Aqui fazemos uma observação importante. Se S ⊂ R são subsemigrupos reversíveis

geradores de G, então, podemos afirmar que ΩO (N,S) ⊂ ΩO (N,R) e Ω∗
O (N,S) ⊂

Ω∗
O (N,R), donde os pontos recorrentes por cadeias de (G,X) relativos à S são pontos

recorrentes por cadeias de (G,X) relativos à R. Com efeito, sejam x ∈ ΩO (N,S), t ∈ R

e U ∈ O. Pelo Lema 1.75 abaixo, temos que existe s ∈ S tal que Ss ⊂ St. Logo,
Ss ⊂ Rt. Como x ∈ Ω (N,U , Ss), segue que x ∈ Ω (N,U , Rt). Portanto, x ∈ ΩO (N,R),
donde ΩO (N,S) ⊂ ΩO (N,R). Analogamente, temos que Ω∗

O (N,S) ⊂ Ω∗
O (N,R), o que

mostra a afirmação. Assim, em particular, os conjuntos de transitividade por cadeias
relativos à S estão contidos nos conjuntos de transitividade por cadeias relativos à R.

Dois subsemigrupos reversíveis geradores S ⊂ R ⊂ G podem determinar a mesma
dinâmica no grupo de transformação. Um exemplo claro é quando S = Rt para algum
t ∈ R. De fato, pois dados x ∈ ΩO (N,R), s ∈ S e U ∈ O, temos que x ∈ Ω (N,U , Rts).
Logo, ΩO (N,R) ⊂ ΩO (N,Rt) e, portanto, ΩO (N,R) = ΩO (N,Rt). Semelhantemente,
Ω∗

O (N,R) = Ω∗
O (N,Rt).

No entanto, em geral, se S ⊂ R ⊂ G, então, o número de conjuntos de transitividade
por cadeias relativo à S é maior do que o número de conjuntos de transitividade por
cadeias relativo à R em (G,X). Por exemplo, se considerarmos a ação do grupo Rn

sobre sua compactificação de Ellis βRn e tomarmos um cone pontual S ⊂ Rn, então, o
número de conjuntos de transitividade por cadeias determinados por S é estritamente
maior do que o número de tais conjuntos determinados por um cone maximal contendo
S. Este fato é demonstrado no Capítulo 3 e Proposição 3.14.

Agora, como mensionamos acima, o seguinte lema é muito útil para relacionar os
elementos de S com os elementos de G, e segue diretamente da reversibilidade do subse-
migrupo.

Lema 1.75. Dados t ∈ S e g ∈ G, existem σ, τ ∈ St tais que σg ∈ St e τ−1g ∈ S−1
t .

Demonstração: Escrevamos g = s−1
1 s2, com s1, s2 ∈ S. Tomando t1 ∈ St ∩ Sts2 , temos

que t1s−1
2 ∈ St. Agora, tomando σ ∈ St ∩ St1s−1

2 s1
, temos que σg ∈ St. No outro caso,

tomemos t2 ∈ Ss1t ∩ Ss2t. Então, s−1
1 t2 ∈ St ∩ s

−1
1 Ss2t. Denotando τ = s−1

1 t2, temos que
s−1
2 s1τ ∈ St. Logo, τ−1g ∈ S−1

t . �

Assim, dados x ∈ X e s, t ∈ S, existe τ ∈ St tal que τs−1 ∈ St, donde fe (Sτs−1x) ⊂

fe (Sts
−1x). Por outro lado, fe (Stss

−1x) ⊂ fe (Stx). Logo, ω (x, S) = ω (s−1x, S), para



Seção 1.5 · Condições de Ore; grupos de transformações 53

todo s ∈ S. Visto que ω (x, S) = ω (sx, S), podemos concluir que ω (x, S) = ω (gx, S),
para todo g ∈ G. Semelhantemente, mostramos que ω∗ (x, S) = ω∗ (gx, S), ωd (x, S) =

ωd (gx, S) e que ω∗
e (x, S) = ω∗

e (gx, S), para todo g ∈ G.
O conceito de cadeias para o grupo de transformação (G,X) é definido equivalente-

mente ao conceito de cadeias para o subsemigrupo de transformação (S,X), ficando a
transitividade por cadeias para (G,X) dependente do subsemigrupo S de G, conforme
já observamos supra.

Proposição 1.76. Seja O uma família admissível de coberturas abertas de X. Dado
x ∈ X, tem-se que ω∗ (x, S) é O-transitivo por subcadeias.

Demonstração: Sejam a, b ∈ ω∗ (x, S), U ∈ O e t ∈ S. Então, b ∈ fe (S−1x). Tomando
U1 ∈ U tal que b ∈ U1, existe s ∈ S com s−1x ∈ U1. Escolhamos t0 ∈ St. Como
ω∗ (x, S) é invariante, temos que t0a ∈ ω∗ (x, S). Visto que ω∗ (x, S) = ω∗ (s−1x, S),
temos que t0a ∈ fe

(
S−1

t s−1x
)
. Seja U0 ∈ U tal que t0a ∈ U0. Então, existe um ponto

x1 ∈ U0 ∩ S
−1
t s−1x. Tomemos t1 ∈ St tal que x1 = t−1

1 s−1x. Então, t1x1 = s−1x ∈ U1.
Assim, os pontos a, x1, b, os elementos t0, t1 ∈ St e os abertos U0, U1 ∈ U formam uma
(U , t)-subcadeia de a para b. Portanto, ω∗ (x, S) é transitivo por subcadeias. �

Proposição 1.77. Seja O uma família admissível de coberturas abertas de X. Dado
N ⊂ X, os conjuntos Ω̂O (N,S) e Ω̂∗

O (N,S) são compactos e invariantes. Além disso,
ω (N,S) ⊂ Ω̂O (N,S) e ω∗ (N,S) ⊂ Ω̂∗

O (N,S).

Demonstração: Com referência à Proposição 1.43, resta mostrar que Ω̂O (N,S) é in-
variante por S−1. Sejam x ∈ Ω̂O (N,S) e s ∈ S. Dado U ∈ O e t ∈ S, tomemos U ∈ U

tal que s−1x ∈ U . Então, x ∈ sU . Seja V ∈ O uma cobertura {x}-subordinada a
sU . Tomemos τ ∈ St tal que s−1τ ∈ St. Agora, consideremos x0, ..., xn ∈ X, x0 ∈ N ,
t0, ..., tn−1 ∈ Sτ e W0, ...,Wn−1 ∈ W formando uma (W , τ)-subcadeia de x0 até x, onde
W é um refinamento de U e de V . Então, tn−1xn−1, x ∈ Wn−1, donde tn−1xn−1 ∈ sU .
Assim, s−1tn−1xn−1 ∈ U , com s−1tn−1 ∈ St. Visto que Sτ ⊂ St obtemos uma (U , t)-
subcadeia de x0 até s−1x. Logo, s−1x ∈ Ω̂O (N,S) e, portanto, Ω̂O (N,S) é invariante
por S−1. �

Assim, os conjuntos transitivos por subcadeias maximais são invariantes, donde ob-
temos em particular que o conjunto de recorrência por subcadeias R̂O é invariante. Com
isto, cobrimos todos os resultados sobre recorrência por cadeias para ações de grupos
onde o subsemigrupo gerador é invariante.

O conceito de decomposição de Morse de (G,X) é definido equivalentemente ao
conceito de decomposição de Morse para o semigrupo de transformação (S,X). Assim,
temos a seguinte versão do Teorema 1.71 apresentado na seção anterior. A
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Teorema 1.78. Assuma que as órbitas de (G,X) têm fecho conexo. Então, existe uma
decomposição de Morse minimal de (G,X) relativa à S se, e somente se, o conjunto de
recorrência por cadeias R relativo à S tem um número finito de componentes conexas.
Neste caso, os conjuntos de Morse coincidem com as componentes conexas de R.

Comentários e observações

Todo o conteúdo estudado neste capítulo foi desenvolvido para semigrupos de transfor-
mações à esquerda. No entanto, o único conceito que foi definido de forma especialmente
adequada para ações à esquerda foi o conceito de cadeias, onde consideramos as trans-
lações à direita do semigrupo. Este fato resultou na caracterização do conjunto de
recorrência por cadeias a partir dos atratores à direita.

Essa adequação ao conceito de cadeias provém da consideração de semigrupos re-
versíveis não invariantes combinada com a ação à esquerda. De certa forma, a ação à
esquerda de uma translação à direita St é dominada pelo elemento t, o que nos permite
interagir ambas as laterais do semigrupo sem a necessidade de invariança. Este recurso
foi crucial quando trabalhamos com os conjuntos ω-limites à direita na obtenção dos
resultados concernentes à recorrência por cadeias. Por outro lado, a ação à esquerda
combinada com translações à esquerda não é conveniente, visto que apenas permite a
interação de elementos na lateral esquerda do semigrupo.

No entanto, para semigrupos de transformações à direita podemos adequar a definição
de cadeias para obtermos todo o conteúdo deste capítulo desenvolvido analogamente.

Se (X,S) é um semigrupo de transformação à direita, com S reversível e X paracom-
pacto Hausdorff, então, definimos cadeias da seguinte forma.

Definição 1.79. Seja U uma cobertura aberta de X. Dados x, y ∈ X e t ∈ S, então, uma
(U , t)-cadeia de x para y consiste de uma seqüência de pontos x0 = x, x1, ..., xn = y ∈ X,
de elementos t0, ..., tn−1 ∈ tS e de abertos U0, ..., Un−1 ∈ U tais que xiti, xi+1 ∈ Ui, para
i = 0, ..., n− 1.

Assumindo queX é compacto, dado um atrator à esquerda A de (X,S), temos que A∗

é um repulsor à esquerda de (X,S). Além disso, para todo subconjunto N ⊂ X, temos
que Ω (N) é a intersecção de todos os atratores à esquerda contendo ωe (N). Assim, o
conjunto de recorrência por cadeias é dado por

R =
⋂

{A ∪ A∗ : A é um atrator à esquerda de (X,S)} .

Nesta tese abordamos alguns casos de grupos de transformações à direita.
Outra observação que fazemos diz respeito à hipótese de S ser um semigrupo de

homeomorfismos sobre X. Neste caso, um conjunto ω-limite à direita do semigrupo de
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transformação (S−1, X) é um conjunto ω∗-limite à esquerda do semigrupo de transfor-
mação (S,X). Da mesma forma, um conjunto ω-limite à esquerda (ω∗-limite à direita ou
ω∗-limite à esquerda) de (S−1, X) é um conjunto ω∗-limite à direita (ω-limite à esquerda
ou ω-limite à direita) de (S,X). Essas relações entre os conjuntos limites se refletem
naturalmente sobre os atratores e repulsores de (S−1, X) e (S,X). No entanto, tais rela-
ções não garantem que os pontos recorrentes por cadeias de (S−1, X) coincidem com os
pontos recorrentes por cadeias de (S,X), pelo menos quando S não é invariante. De fato,
pois a reversibilidade garante que o conjunto de recorrência por cadeias R de (S,X) é
S-invariante e que o conjunto de recorrência por cadeias R− de (S−1, X) é S−1-invariante
(c.f. Corolário 1.46), mas não conseguimos mostrar que estes são estáveis.

Notemos que as coisas se simplificam quando S é invariante. Neste caso, tanto um
atrator como um repulsor de (S,X) são conjuntos estáveis, o mesmo ocorrendo em
(S−1, X). Além disso, um atrator de S−1 é um repulsor de S, e um repulsor de S−1 é um
atrator de S. Logo, R− = R. Outro fato interessante é a relação entre os conjuntos de
transitividade por cadeias de (S,X) e (S−1, X). Dado x ∈ X, denotemos respectivamente
por Ω (x) e Ω (x)− os conjuntos Ω-limite por cadeias de x em (S,X) e em (S−1, X). O
seguinte resultado é uma versão da Proposição 1.57 para conjuntos Ω∗-limites por cadeias.

Proposição 1.80. Assuma que S é um semigrupo invariante de homeomorfismos. Dado
x ∈ X, então, Ω∗ (x) é a intersecção de todos os repulsores contendo ω∗ (x).

Demonstração: Não é possível repetir a demonstração da Proposição 1.57 para este
caso. No entanto, pela Proposição 1.55, temos que Ω∗ (x) =

⋂

U∈O,t∈S

ω∗ (Ω∗ (x,U , t)), onde

cada repulsor ω∗ (Ω∗ (x,U , t)) contém ω∗ (x). Seja R um repulsor contendo ω∗ (x), e to-
memos o (único) atrator A tal que A∗ = R. Se y ∈ Ω∗ (x), então, x ∈ Ω (y), onde Ω (y)

é a intersecção de todos os atratores contendo ω (y). Agora, se y /∈ A ∪ R, segue da
Proposição 1.16 que ω (y) ⊂ A e ω∗ (y) ⊂ R. Logo, x ∈ A, donde ω∗ (x) ⊂ A, pois A é
estável. Mas isto é uma contradição, pois por hipótese ω∗ (x) ⊂ R. Então, y ∈ A ∪ R,
e y /∈ A, pois do contrário teríamos novamente que ω (y) ⊂ A. Portanto, y ∈ R, donde
segue o resultado. �

No caso de semigrupo reversível não invariante de homeomorfismos não vale uma
versão análoga da Proposição 1.57 para conjuntos Ω∗-limites por cadeias, devido ao fato
dos atratores à direita não serem estáveis. Mais especificamente, não garantimos que o
fato de um ponto x pertencer a um atrator à direita A implica ω∗ (x) ⊂ A. Uma versão
mais fraca já foi provada na Proposição 1.59.

Agora, se S é invariante, segue da proposição acima que Ω (x)− = Ω∗ (x) e Ω∗ (x)− =

Ω (x). Isto significa que os conjuntos de transitividade por cadeias de (S,X) coincidem
com os de (S−1, X). O que muda é a ordem dinâmica entre esses conjuntos. Ou seja, se
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E e E ′ são conjuntos de transitividade por cadeias e E - E ′ em (S,X), então, E ′ - E

em (S−1, X). Isto se deve exatamente às igualdades Ω (x)− = Ω∗ (x) e Ω∗ (x)− = Ω (x).
O caso invariante, portanto, traduz exatamente o que ocorre com a dinâmica de fluxos.



Capítulo 2

Semigrupos de transformações em

fibrados flag

Estabelecidos os conceitos dinâmicos para ações de semigrupos, consideramos agora se-
migrupos de transformações em fibrados. Abordamos ações de semigrupos reversíveis
sobre um fibrado principal e um fibrado associado, abrangendo objetivamente os fibrados
flag. Apresentamos então uma correspondência aos resultados sobre transitividade por
cadeias obtidos por Braga Barros e San Martin [4] e Patrão [22].

2.1 Ações de semigrupos de endomorfismos

Nosso objetivo nesta parte é estabelecer os resultados sobre transitividade por cadeias
para semigrupos de transformações em fibrados. Para esta realização, abordamos a teoria
de semigrupos de sombreamento apresentada na Seção 1.3.2 e no Apêndice A.3, além do
conceito de endomorfismos em fibrados topológicos esboçado no Apêndice C.

Para todo espaço topológico Y , denotamos por Cl (Y ) o conjunto de todas as aplica-
ções contínuas entre subconjuntos abertos de Y .

Consideremos um fibrado principal localmente trivial π : Q→ X com grupo estrutu-
ral G. Dado um espaço topológico F sobre o qual G age à esquerda, seja πE : E → X o
fibrado associado a π, onde E = Q×G F . Para cada par (q, u) ∈ Q× F , denotamos por
q ·u a classe de (q, u) em E. Se A ⊂ F é um subconjunto não vazio, denotamos por q ·A
o conjunto de todas as classes q · u com u ∈ A. Para x ∈ X, denotamos a fibra π−1

E (x)

por Ex.

Definição 2.1. Um endomorfismo local de Q é uma aplicação contínua φ : dom (φ) →

Q tal que

1. dom (φ) = π−1 (U), onde U ⊂ X é um subconjunto aberto, e

57
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2. φ (qg) = φ (q) g, para todos q ∈ dom (φ) e g ∈ G.

Denotemos por Endl (Q) o conjunto dos endomorfismos locais de Q. Então, Endl (Q)

é um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfimos locais de Q.
Para cada φ ∈ Endl (Q), temos a aplicação contínua φX : π (dom (φ)) → X dada

por φX (π (q)) = π (φ (q)), denominada aplicação induzida por φ em X. Também te-
mos a aplicação contínua φE : π−1

E (π (dom (φ))) → E dada por φE (q · u) = φ (q) · u,
denominada aplicação induzida por φ em E. O conjunto Endl (X) de todas as apli-
cações induzidas por Endl (Q) em X é denominado de semigrupo dos endomorfismos
locais de X, e o conjunto Endl (E) de todas as aplicações induzidas por Endl (Q) em E

é denominado de semigrupo dos endomorfismos locais de E.
Um semigrupo local de endomorfismos de Q é um subconjunto S ⊂ Endl (Q) fechado

para as composições. O seu semigrupo local induzido em X é o conjunto

SX = {Φ ∈ Cl (X) : existe φ ∈ S com Φ = φX}

e o seu semigrupo local induzido em E é o conjunto

SE = {Φ ∈ Cl (E) : existe φ ∈ S com Φ = φE} .

Assumimos que a fibra típica de E = Q×G F é um espaço métrico compacto (F, d)

e que o espaço base do fibrado π : Q→ X é paracompacto.
Seja (S,Q, σ) um semigrupo de transformação tal que S é um semigrupo reversível

agindo por endomorfismos sobre Q, ou seja, σt ∈ Endl (Q), para todo t ∈ S. Os
semigrupos de transformações induzidos na baseX e no espaço associado E são indicados
respectivamente por

(
S,X, σX

)
e
(
S,E, σE

)
, onde σX

t = (σt)X e σE
t = (σt)E, para todo

t ∈ S. Como σt ◦ σs = σts, temos que σX
t ◦ σX

s = σX
ts e σE

t ◦ σE
s = σE

ts, para quaisquer
s, t ∈ S.

Agora, consideremos uma cobertura trivializante localmente finita {Ui}i∈I de Q. En-
tão, para cada i ∈ I, existe um homeomorfismo ψi : π−1 (Ui) → Ui × G dado por
ψi = (π, υi), onde υi : π−1 (Ui) → G é uma aplicação contínua tal que υi (qg) = υi (q) g,
para todos q ∈ π−1 (Ui) e g ∈ G. A família Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I é denominada um a-
tlas de Q. O atlas induzido em E é definido como segue. Para cada i ∈ I, a aplicação
υE

i : π−1
E (Ui) → F dada por υE

i (q · u) = υi (q)u é aberta. Assim, ψE
i : π−1

E (Ui) → Ui×F

dada por ψE
i =

(
πE, υ

E
i

)
é um homeomorfismo. Então, a família ΨE =

{(
Ui, ψ

E
i

)}
i∈I

é
um atlas de E.

Quando for necessário, denotaremos ψE
i também por ψi para não carregar a notação.

Para cada i ∈ I, seja χi : Ui → Q a seção local do fibrado. Tomemos t ∈ S e
q ∈ Q. Se π (q) ∈ Ui e σX

t (π (q)) ∈ Uj, então, σt (χi (π (q))) pertence a mesma fibra que
χj

(
σX

t (π (q))
)
. Com efeito, temos que

π (σt (χi (π (q)))) = σX
t (π (χi (π (q)))) = σX

t (π (q)) = π
(
χj

(
σX

t (π (q))
))
.
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Assim, existe ρij (t, π (q)) ∈ G tal que

σt (χi (π (q))) = χj

(
σX

t (π (q))
)
ρij (t, π (q)) .

Chamamos a aplicação ρij de cociclo local definido por χi e χj. Esta aplicação
satisfaz a propriedade de um cociclo no seguinte sentido. Sejam s, t ∈ S e q ∈ Q tais que
π (q) ∈ Ui e σX

t (π (q)) ∈ Uj e σX
st (π (q)) ∈ Uk. Então, existem elementos ρij (t, π (q)),

ρik (st, π (q)) e ρjk

(
s, σX

t (π (q))
)

de G tais que

ρik (st, π (q)) = ρjk

(
s, σX

t (π (q))
)
ρij (t, π (q)) .

Definição 2.2. Dados ε > 0 e uma cobertura aberta U de X, uma cobertura Ψ-adaptada
de E é definida por

Uε =
{
ψ−1

i ((U ∩ Ui) ×Bε (u)) : U ∈ U , i ∈ I e u ∈ F
}
.

Denotamos por OΨ (E) a família de todas as coberturas abertas Ψ-adaptadas. Sob
condições bastante gerais, a família OΨ (E) é admissível. Com efeito, se o fibrado Q→ X

pode ser reduzido a um subfibrado P → X cujo grupo estrutural K age na fibra por
isometrias, então, a família OΨ (E) é admissível. Este resultado é demonstrado com
detalhes na Seção 5.5.1 de [22], e pode ser aplicado nos casos de fibrados flags associados
a um fibrado principal, propriamente na construção da transitividade por cadeias para
semigrupos de transformações no fibrado.

No entanto, outra condição é necessária para que possamos usar os resultados da
teoria de semigrupos de sombreamento. O semigrupo local sobre o qual é realizada as
perturbações do semigrupo S precisa satisfazer a propriedade de transitividade local
com respeito à família OΨ (E). Esta propriedade é satisfeita então pelo semigrupo de
endomorfismos Endl (E). Todos os detalhes da demonstração deste fato se encontram
na Seção 5.1.2 de [22], onde são estabelecidas algumas hipóteses para a ação do grupo de
estrutura G sobre a fibra F . Assumindo que (F, d) é convexo e que, para todos u, v ∈ F ,
existe g ∈ G tal que v = gu e

d (u, v) = sup
w∈F

d (gw,w)

então Endl (E) é OΨ (E)-localmente transitivo. Estas condições são satisfeitas no caso
de G conter um subgrupo compacto e metrizável (K, dK) agindo aberta e transitivamente
na fibra F , fato que está ligado diretamente com a existência de uma métrica invariante
por K em F , a qual é compatível com a sua topologia. Neste caso, a fibra F é identificada
com o espaço quociente de K por um subgrupo de isotropia, e a métrica invariante em
F compatível com a topologia quociente é a métrica de Hausdorff dH obtida a partir de
dK . Contudo, a ação de K em (F, dH) é OdH

(F )-localmente transitiva, onde OdH
(F ) é

a família de todas as coberturas Bε, constituídas por todas as ε-bolas de F na métrica
de Hausdorff.
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2.1.1 Transitividade por cadeias

A partir de agora assumimos que o fibrado Q→ X é reduzível a um subfibrado P → X

com grupo de estrutura K, onde K ⊂ G é um subgrupo compacto e metrizável agindo
aberta e transitivamente na fibra F do fibrado associado E → X. Munimos F com a
métrica de Hausdorff, denotada por d, e assumimos que (F, d) é convexo.

Fixando um atlas Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I de Q, consideremos a família O = OΨ (E) de
todas as coberturas abertas Ψ-adaptadas. Então, O é admissível e o semigrupo de
endomorfismos Endl (E) é O-localmente transitivo.

Conforme as definições e notações empregadas na Seção 1.3.2, dados Uε ∈ O e t ∈
S, denotamos por Endl (E)Uε,t o (Uε, t)-semigrupo de sombreamento do semigrupo de
transformação (S,E). Segue então um caso particular do Teorema 1.49 para semigrupos
de transformações em fibrados associados.

Teorema 2.3. Um subconjunto não vazio M ⊂ X é um conjunto de transitividade por
cadeias relativo a O se, e somente se, para cada Uε ∈ O e t ∈ S, existe um conjunto
controlável efetivo DUε,t para a ação do semigrupo de sombreamento Endl (E)Uε,t de
forma que

M =
⋂

Uε∈O,t∈S

(DUε,t)0 =
⋂

Uε∈O,t∈S

DUε,t =
⋂

Uε∈O,t∈S

fe (DUε,t) .

Cada semigrupo de sombreamento Endl (E)Uε,t é induzido pelo semigrupo local

SUε,t =
{
φ ∈ Endl (Q) : φE ∈ Endl (E)Uε,t

}

o qual é gerado pelo conjunto

VUε,t =
{
φ ◦ σs : φE ∈ VEndl(E) (id,Uε) , s ∈ St

}
.

Para aplicarmos os resultados preliminares precisamos verificar que os semigrupos
SUε,t são acessíveis.

Dados x ∈ X e g ∈ G, denotamos por cx : X → X a aplicação constante igual a x, e
por Lg : G→ G a translação à esquerda por g. Consideremos cx ×Lg : X ×G→ X ×G

a notação usual da aplicação produto de cx e Lg. Agora, para cada i ∈ I e U ∈ U ,
definimos a aplicação

φi
U,x,g = ψ−1

i ◦ (cx × Lg) ◦ ψi |π−1(U∩Ui)

com x percorrendo U ∩Ui e g percorrendo G. Então, φi
U,x,g é um endomorfismo local de

Q.
Para a verificação do próximo resultado, precisamos do seguinte lema, cuja prova se

encontra em [22], página 98.
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Lema 2.4. Sejam p, q ∈ Q e φ ∈ Endl (Q) tais que p = φ (q) e φE ∈ VEndl(E) (id,Uε).
Então, existem i ∈ I, U ∈ U , g ∈ G e A uma vizinhança aberta de g em G tais que
φi

U,π(p),g (q) = p e, para todos y ∈ U ∩Ui e h ∈ A, tem-se que
(
φi

U,y,h

)
E
∈ VEndl(E) (id,Uε).

Proposição 2.5. Sejam q ∈ Q, t ∈ S e Uε ∈ O. Então, as órbitas SUε,tq e S∗
Uε,tq são

conjuntos abertos.

Demonstração: Semelhantemente à demonstração da Proposição A.14, basta mos-
trarmos que os respectivos geradores VUε,tq e V ∗

Uε,tq são conjuntos abertos de Q. Pri-
meiramente, seja p ∈ VUε,tq. Então, existem φ ∈ Endl (Q) e s ∈ St tais que φE ∈

VEndl(E) (id,Uε) e φ (sq) = p. Pelo Lema 2.4, existem i ∈ I, U ∈ U , g ∈ G e A vizinhança
aberta de g em G tais que φi

U,π(p),g (sq) = p e, para todos y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A, tem-se
que

(
φi

U,y,h

)
E
∈ VEndl(E) (id,Uε). O elemento g de G é dado por g = υi (φ ◦ χi (π (sq))),

onde ψi = (π, υi) e χi : Ui → Q é a seção local de ψi. Então, Aυi (sq) é uma vizinhança
aberta de gυi (sq) = υi (p). Assim,

ψi (p) = (π (p) , υi (p)) ∈ U ∩ Ui × Aυi (sq)

isto é, p ∈ ψ−1
i (U ∩ Ui × Aυi (sq)). Agora, se r ∈ ψ−1

i (U ∩ Ui × Aυi (sq)), temos que
π (r) ∈ U ∩ Ui e existe h ∈ A tal que υi (r) = hυi (sq). Assim,

φi
U,π(r),h (sq) = ψ−1

i (π (r) , υi (r)) = r.

Visto que
(
φi

U,π(r),h

)
E
∈ VEndl(E) (id,Uε), temos que r ∈ VUε,tq. Logo,

p ∈ ψ−1
i (U ∩ Ui × Aυi (sq)) ⊂ VUε,tq.

Portanto, VUε,tq é aberto. Agora, seja p ∈ V ∗
Uε,tq. Então, existem φ ∈ Endl (Q) e s ∈ St

tais que φE ∈ VEndl(E) (id,Uε) e φ (sp) = q. Novamente pelo Lema 2.4, existem i ∈ I,
U ∈ U , g ∈ G e A vizinhança aberta de g em G tais que φi

U,π(q),g (sp) = q e, para todos
y ∈ U ∩ Ui e h ∈ A, tem-se que

(
φi

U,y,h

)
E
∈ VEndl(E) (id,Uε). Então, υi (q) = gυi (sp).

Assim,
ψi (sp) = (π (sp) , υi (sp)) ∈ U ∩ Ui × A−1υi (q)

ou seja, p ∈ σ−1
s

(
ψ−1

i (U ∩ Ui × A−1υi (q))
)
. Se r ∈ σ−1

s

(
ψ−1

i (U ∩ Ui × A−1υi (q))
)
,

temos que hυi (sr) = υi (q), para algum h ∈ A. Logo,

φi
U,π(q),h (sr) = ψ−1

i (π (q) , υi (q)) = q

donde r ∈ V ∗
Uε,tq. Assim, σ−1

s

(
ψ−1

i (U ∩ Ui × A−1υi (q))
)
⊂ V ∗

Uε,tq e, portanto, V ∗
Uε,tq é

aberto. �
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Agora, denotemos por cl (X) o semigrupo das aplicações constantes cujos domínios
são subconjuntos abertos de X tais que cada um deles está contido num único elemento
da família trivializante {Ui : i ∈ I}. Conforme observação no início da Seção 1.3.3, temos
que cl (X) e Cl (X) são semigrupos locais localmente transitivos em relação a qualquer
família de coberturas abertas de X.

Lema 2.6. Sejam t ∈ S e U uma cobertura aberta de X. Para todo ε > 0, tem-se que

cl (X)U ,t ⊂ (SUε,t)X ⊂ Cl (X)U ,t .

Demonstração: Basta mostrar as inclusões dos geradores

Vcl(X) (St,U) ⊂ (VUε,t)X ⊂ VCl(X) (St,U) .

Se η ∈ Vcl(X) (St,U), então, η = ϕ ◦ σX
s , com ϕ ∈ Vcl(X) (id,U) e s ∈ St. Então, existem

y ∈ X e i ∈ I tais que ϕ (x) = y, para todo x ∈ dom (ϕ), e dom (ϕ) ⊂ Ui, de forma
que dom (ϕ) * Uj se j 6= i. Vamos mostrar que ϕ = φX para algum φ ∈ Endl (Q)

tal que φE ∈ VEndl(E) (id,Uε). Com efeito, consideremos o conjunto π−1 (dom (ϕ)) =

ψ−1
i (dom (ϕ) ×G) e definimos a aplicação φ : π−1 (dom (ϕ)) → Q por

φ
(
ψ−1

i (x, g)
)

= ψ−1
i (y, g)

para todo ψ−1
i (x, g) ∈ π−1 (dom (ϕ)). Lembrando ainda que ψ−1

i (x, g) = χi (x) g, temos
que φ é um endomorfismo. Além disso, dado q ∈ π−1 (dom (ϕ)), temos que

φX (π (q)) = π
(
φ
(
ψ−1

i (π (q) , υi (q))
))

= π
(
ψ−1

i (y, υi (q))
)

= y.

Logo, φX = ϕ, donde (φ ◦ αs)X = η. Para mostrarmos que η ∈ (VUε,t)X , resta mostrar
que φE ∈ VEndl(E) (id,Uε). Dado q · u ∈ dom (φE), temos que π (q) ∈ dom (ϕ), donde
existe U ∈ U tal que π (q) , y ∈ U . Assim,

ψE
i (φE (q · u)) = ψE

i

(
ψ−1

i (y, υi (q)) · u
)

= (y, υi (q)u)

e
ψE

i (q · u) = (π (q) , υi (q)u)

donde φE (q · u) , q·u ∈ ψ−1
i (U ∩ Ui ×Bε (υi (q)u)) ∈ Uε. Portanto, φE ∈ VEndl(E) (id,Uε),

como queríamos demonstrar. Agora, seja η ∈ (VUε,t)X . Então, η = (φ ◦ αs)X , onde
φE ∈ VEndl(E) (id,Uε). Para a verificação de que η ∈ VCl(X) (St,U), basta mostrarmos
que φX ∈ VCl(X) (id,U). Com efeito, dados π (q) ∈ dom (φX) e u ∈ F , temos que
q · u ∈ dom (φE). Logo, existe ψ−1

i (U ∩ Ui ×Bε (v)) ∈ Uε tal que q · u, φE (q · u) ∈

ψ−1
i (U ∩ Ui ×Bε (v)). Assim, π (q) , φX (π (q)) ∈ U , donde concluímos o resultado. �
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Visto queX é paracompacto, então, a família O (X) de todas as coberturas abertas de
X é admissível e os semigrupos locais cl (X) e Cl (X) são O (X)-localmente transitivos.
Com isso, apresentamos enfim uma relação entre a transitividade por cadeias do semi-
grupo de transformação

(
S,X, αX

)
e a transitividade dos semigrupos de sombreamento

induzidos na base.

Proposição 2.7. O semigrupo de transformação
(
S,X, αX

)
é O (X)-transitivo por ca-

deias se, e somente se, todos os semigrupos (SUε,t)X são transitivos.

Demonstração: Se o semigrupo de transformação
(
S,X, αX

)
é transitivo por cadeias,

segue do Teorema 1.49 que todos os semigrupos de sombreamento cl (X)U ,t são tran-
sitivos. Pelo Lema 2.6, isto implica que todos os semigrupos (SUε,t)X são transitivos.
Reciprocamente, se todos os semigrupos de sombreamento induzidos na base são transi-
tivos, segue também pelo Lema 2.6 que todos os semigrupos de sombreamento Cl (X)U ,t

são transitivos. Novamente pelo Teorema 1.49, temos que
(
S,X, αX

)
é transitivo por

cadeias, e o resultado está demonstrado. �

Finalmente, apresentamos uma conexão da transitividade por cadeias no espaço total
E com a transitividade por cadeias no espaço base. A hipótese que assumimos sobre a
ação do grupo G em F é a existência de uma medida de probabilidade invariante. Tal
condição é satisfeita por exemplo se G é compacto ou solúvel (c.f. [39]).

Proposição 2.8. Se a ação do grupo de estrutura G em F deixa invariante uma medida
de probabilidade, então,

(
S,E, σE

)
é OΨ (E)-transitivo por cadeias se, e somente se,(

S,X, σX
)

é O (X)-transitivo por cadeias.

Demonstração: Se
(
S,X, σX

)
é O (X)-transitivo por cadeias, segue da Proposição 2.7

que os semigrupos (SUε,t)X são transitivos, para todos t ∈ S e Uε ∈ OΨ (E). Então,
X é o único conjunto controlável de (SUε,t)X . Visto que as órbitas do semigrupo S∗

Uε,t

são abertas, temos que SUε,t é acessível sobre X. Logo, int
(
(SUε,t)q

)
6= ∅, para todo

q ∈ Q. Agora, pelo Lema 6.2 em [28], o fato de existir uma medida de probabilidade
invariante por G em F implica que os subsemigrupos (SUε,t)q de G são transitivos em F .
Pelo Teorema ??, segue que E é o único conjunto controlável de Endl (E)Uε,t. Concluí-
mos então pelo Teorema 1.49 que

(
S,E, σE

)
é transitivo por cadeias. Reciprocamente,

suponhamos que
(
S,E, σE

)
é transitivo por cadeias. Então, pelo Teorema 1.49, temos

que E é o único conjunto controlável de Endl (E)Uε,t, para todos t ∈ S e Uε ∈ OΨ (E).
Visto que E se projeta sobre um conjunto controlável efetivo de (SUε,t)X , temos que
(SUε,t)X é transitivo, para todos t ∈ S e Uε ∈ OΨ (E). Enfim, segue da Proposição 2.7
que

(
S,X, σX

)
é transitivo por cadeias. �
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Corolário 2.9. Se o grupo de estrutura G é compacto ou solúvel, então,
(
S,E, σE

)
é

OΨ (E)-transitivo por cadeias se, e somente se,
(
S,X, σX

)
é O (X)-transitivo por ca-

deias.

2.1.2 Conjuntos de transitividade por cadeias em fibrados flag

Atingimos agora o objetivo principal deste capítulo. Apresentamos a caracterização dos
conjuntos de transitividade por cadeias para semigrupos de transformações em fibrados
flag, a qual é obtida via o grupo de Weyl canônico da álgebra de Lie envolvida.

Seja π : Q→ X um fibrado principal localmente trivial cujo grupo de estrutura G é
um grupo de Lie redutível com componente semi-simples conexa. Sejam g a componente
semi-simples da álgebra de Lie de G e W o grupo de Weyl canônico de g.

Segundo o Lema 6.4 de [22], o fibrado Q → X pode ser reduzido a um subfibrado
P → X cujo grupo de estrutura é um subgrupo compacto e metrizável da componente
semi-simples de G, o qual é transitivo nos flags de g. Fixando Θ ⊂ Σ e um atlas
Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I de Q, consideremos a família OΘ = OΨ (EΘ) de todas as coberturas
abertas Ψ-adaptadas. Pela observação logo após o Teorema B.14, temos que OΘ é
admissível e o semigrupo de endomorfismos Endl (EΘ) é OΘ-localmente transitivo.

Seja (S,Q, σ) um semigrupo de transformação de endomorfismos. Assumimos que
o semigrupo de transformação

(
S,X, σX

)
induzido na base é transitivo por cadeias.

Conforme a Proposição 2.7, isto é equivalente ao fato de que, dado Θ ⊂ Σ, o semigrupo
(SUε,t)X induzido na base por SUε,t é transitivo, para todo Uε ∈ OΘ e t ∈ S.

Visto que SUε,t ⊂ Endl (Q), temos que os conjuntos controláveis de (SUε,t)EΘ
=

Endl (EΘ)Uε,t em EΘ são da forma DΘ
Uε,t (w), para algum w ∈ W , onde DΘ

Uε,t (w)0∩(EΘ)x 6=

∅, para todo x ∈ X.

Teorema 2.10. Para cada w ∈ W , seja

EΘ (w) =
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

fe
(
DΘ

Uε,t (w)0

)
.

Então, EΘ (w) 6= ∅.

Demonstração: Fixemos x ∈ X. Visto que (EΘ)x é homeomorfo à FΘ, temos que
(EΘ)x é compacto. Consideremos a família de subconjuntos fechados de (EΘ)x dada por

F =
{
fe
(
DΘ

Uε,t (w)0

)
∩ (EΘ)x : Uε ∈ OΘ e t ∈ S

}
.

Dados t1, ..., tn ∈ S e U1
ε1
, ...,Un

εn
∈ OΘ, tomemos

t ∈ St1 ∩ ... ∩ Stn e U = U1 ∧ ... ∧ Un.
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Se ε = min {ε1, ..., εn}, então, Uε 6 U i
εi
, para i = 1, ..., n. Pela observação logo após a

Definição A.11 do Apêndice A.3, temos que

Endl (EΘ)Uε,t ⊂ Endl (EΘ)Ui
εi

,ti

para todo i. Logo, DΘ
Uε,t (w)0 ⊂ D

Θ
Ui

εi
,ti

(w)0, donde

∅ 6= DΘ
Uε,t (w)0 ∩ (EΘ)x ⊂ DΘ

Ui
εi

,ti
(w)0 ∩ (EΘ)x

para todo i. Assim,
n⋂

i=1

fe
(
DΘ

Ui
εi

,ti
(w)0

)
∩ (EΘ)x 6= ∅.

Portanto, F satisfaz a propriedade de intersecção finita, donde concluímos que EΘ (w) 6=

∅. �

A Proposição 2.10 juntamente com o Teorema 2.3 nos apresentam todos os conjuntos
de transitividade por cadeias do semigrupo de transformação em um fibrado flag. Mais
ainda, podemos mostrar que os conjuntos de transitividade por cadeias no fibrado flag
maximal E são projetados sobre os conjuntos de transitividade por cadeias num fibrado
flag EΘ. Com efeito, dados U ∈ O (X), ε > 0 e t ∈ S, seja SUε,t ⊂ Endl (Q) o se-
migrupo que induz o semigrupo de sombreamento Endl (E)Uε,t em E. Observemos que
os (Uε, t)-semigrupos de sombreamento não dependem da estrutura de semigrupo de S,
mas, somente do elemento t ∈ S. Sendo assim, podemos também considerar sombre-
amentos com endomorfismos pequenos em Q da mesma maneira realizada no contexto
de semifluxos (ver Capítulo 2 de [15]). É possível mostrar que existe um semigrupo
S (Q;U , ε, t) ⊂ Endl (Q) o qual possui órbitas progressivas e regressivas abertas em Q e
induz ambos os semigrupos de sombreamento Endl (E)Uε,t e Endl (EΘ)Uε,t nos respectivos
fibrados flag (c.f. Teorema 2.9 de [15]). Em particular, S (Q;U , ε, t) ⊂ SUε,t, donde segue
que Endl (EΘ)Uε,t ⊂ (SUε,t)EΘ

. A inclusão contrária segue pelo fato da fibração natural
πΘ : F → FΘ ser uma contração com respeito às métricas de Hausdorff. Para ver isto,
tomemos V =

(
ψE

i

)−1
((U ∩ Ui) ×Bε (u)), com U ∈ U , i ∈ I e u ∈ F. Se q ·v ∈ V , então,

(π (q) , vi (q) v) ∈ (U ∩ Ui) ×Bε (u). Assim

dΘ (vi (q)πΘ (v) , πΘ (u)) ≤ d (vi (q) v, u) < ε.

Logo,
ψEΘ

i (π̃Θ (q · v)) = (π (q) , vi (q)πΘ (v)) ∈ (U ∩ Ui) ×BΘ
ε (πΘ (u)) .

Portanto, π̃Θ (q · v) ∈
(
ψEΘ

i

)−1 (
(U ∩ Ui) ×BΘ

ε (πΘ (u))
)
, donde concluímos que

π̃Θ

((
ψE

i

)−1
((U ∩ Ui) ×Bε (u))

)
⊂
(
ψEΘ

i

)−1 (
(U ∩ Ui) ×BΘ

ε (πΘ (u))
)
.
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Agora, dado φ ∈ SUε,t, escrevamos

φ = φ1 ◦ σt1 ◦ · · · ◦ φn ◦ σtn

onde (φj)E
∈ VEndl(E) (id,Uε) e tj ∈ St. Se q · v ∈ dom (φj)EΘ

, então, q · u ∈ dom (φj)E
,

onde v = πΘ (u). Logo, existe
(
ψE

i

)−1
((U ∩ Ui) ×Bε (u)) ∈ Uε tal que q · u, φj (q) · u ∈(

ψE

i

)−1
((U ∩ Ui) ×Bε (u)). Assim,

q · πΘ (u) , φj (q) · πΘ (u) ∈ π̃Θ

((
ψE

i

)−1
((U ∩ Ui) ×Bε (u))

)

⊂
(
ψEΘ

i

)−1 (
(U ∩ Ui) ×BΘ

ε (πΘ (u))
)
.

Logo, (φj)EΘ
∈ VEndl(EΘ) (id,Uε), donde concluímos que φEΘ

∈ Endl (EΘ)Uε,t. Portanto,
(SUε,t)EΘ

= Endl (EΘ)Uε,t. Enfim, segue do Corolário 4.33 de [22] que π̃Θ (DUε,t (w)) =

DΘ
Uε,t (w), para todo w ∈ W , onde DUε,t (w) é o conjunto controlável de Endl (E)Uε,t em E

e DΘ
Uε,t (w) é o conjunto controlável de Endl (EΘ)Uε,t em EΘ. Repetindo a demonstração

da Proposição 6.7 de [22], mostramos que π̃Θ (E (w)) = EΘ (w), para todo w ∈ W .
Concluímos assim o seguinte resultado.

Teorema 2.11. Para cada Θ ⊂ Σ, tem-se que E é um conjunto de transitividade por
cadeias de

(
S,EΘ, σ

EΘ
)

relativo à OΘ se, e somente se, E = EΘ (w), para algum w ∈ W .
Além disso, tem-se que

π̃Θ (E (w)) = EΘ (w)

onde π̃Θ é a fibração E → EΘ. Em particular, existe um número finito de conjuntos
OΘ-transitivos por cadeias maximais em EΘ.

2.1.3 Tipo parabólico; ordem dinâmica e ordem de Bruhat -

Chevaley

Dados um subsemigrupo T ⊂ G, com int (T ) 6= ∅, e Θ ⊂ Σ, seja AΘ (1) o único conjunto
controlável invariante de T no flag FΘ. Conforme [34], existe um único Θ (T ) ⊂ Σ o
qual é maximal satisfazendo π−1

Θ (AΘ (1)) = A (1), onde A (1) é o conjunto controlável
invariante de T no flag maximal F. O subconjunto Θ (T ) é denominado de tipo parabólico
de T .

Se T1 ⊂ T2 são subsemigrupos de G com pontos interiores, e A1
Θ (1) e A2

Θ (1) são seus
respectivos conjuntos controláveis invariantes em FΘ, então, A1

Θ (1) ⊂ A2
Θ (1) e, portanto,

Θ (T1) ⊂ Θ (T2).
Agora, dado um semigrupo local de endomorfismos S ⊂ Endl (Q), o tipo parabólico

Θ (Sq) de Sq independe do ponto q ∈ Q (ver Teorema 4.32 de [22]). Assim, Θ (S) =

Θ (Sq) (qualquer q) define o tipo parabólico de S. Como conseqüência deste resultado,
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o subgrupo W (S) = {w ∈ W : D (w) = D (1)} de W é parabólico de tipo Θ (S), ou seja,
W (S) = WΘ(S) é o subgrupo gerado pelas reflexões {rα : α ∈ Θ (S)}.

Considerando a ordem de Bruhat-Chevaley no quociente W (S) \ W , a qual está
definida no Apêndice B.3.1, temos o seguinte resultado, provado em [22], Teorema 4.36.

Proposição 2.12. Seja, S ⊂ Endl (Q) um semigrupo local. Tem-se que DS (w) �

DS (w′) se, e somente se, W (S)w > W (S)w′. Em particular, DΘ
S (w) = DΘ

S (w′) se, e
somente se, W (S)wWΘ = W (S)w′WΘ. Além disso, o conjunto controlável DΘ

S (1) é o
único maximal e DΘ

S (w0) é o único minimal, onde w0 é a involução principal de W em
relação a Σ.

Na seqüência, definimos um importante conceito original da teoria de fluxos sobre
fibrados flag.

Definição 2.13. O tipo parabólico do semigrupo de transformação (S,Q, σ) é dado
por

Θ (σ) =
⋂

Uε∈OΨ(E),t∈S

Θ (SUε,t)

e W (σ) denota o subgrupo parabólico de W de tipo Θ (σ).

O seguinte resultado mostra que a intersecção considerada na definição de tipo para-
bólico de (S,Q, σ) faz sentido.

Lema 2.14. Existem U0
ε0
∈ OΨ (E) e t0 ∈ S tais que Θ (σ) = Θ

(
SU0

ε0
,t0

)
.

Demonstração: Visto que o sistema de raízes simples Σ é finito, existe apenas um
número finito de tipos parabólicos de semigrupos de sombreamento. Denotemos estes
tipos parabólicos por Θ

(
SUk

εk
,tk

)
, k = 1, ..., n. Tomando ε0 = min {ε1, ..., εn} e

U0 =
n∧

k=1

Uk
εk

e t0 ∈
n⋂

k=1

Stk

temos que Endl (EΘ)U0
ε0

,t0
⊂

n⋂

k=1

Endl (EΘ)Uk
εk

,tk
. Logo,

Θ
(
SU0

ε0
,t0

)
⊂

n⋂

k=1

Θ
(
SUk

εk
,tk

)
= Θ (σ) ⊂ Θ

(
SU0

ε0
,t0

)

e o resultado segue. �
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O tipo parabólico reverso de (S,Q, σ) é definido pelo dual

Θ∗ (σ) = −w0Θ (σ) =
⋂

Uε∈OΨ(E),t∈S

−w0Θ (SUε,t)

(c.f. [32]). Segue do Lema 2.14 acima e da Proposição 6.2 de [32] que Θ∗ (σ) =

Θ

((
SU0

ε0
,t0

)−1

q

)
(qualquer q).

O Teorema seguinte mostra que a ordem dinâmica entre os conjuntos de transitividade
por cadeias de (S,Q, σ) é a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente
W (σ) \W .

Teorema 2.15. Tem-se que E (w) - E (w′) se, e somente se, W (σ)w > W (σ)w′. Em
particular, EΘ (w) = EΘ (w′) se, e somente se, W (σ)wWΘ = W (σ)w′WΘ. Além disso,
EΘ (1) é o único maximal e EΘ (w0) é o único minimal, onde w0 é a involução principal
de W em relação a Σ.

Demonstração: Sejam Uε0 ∈ OΨ (E) e t0 ∈ S tais que Θ (σ) = Θ
(
SUε0 ,t0

)
, como no

Lema 2.14. Então, W (σ) = W
(
SUε0 ,t0

)
, e E (w) ⊂ DUε0 ,t0 (w)0, para todo w ∈ W .

Se E (w) - E (w′), então, existe ξ ∈ E (w) e ξ′ ∈ E (w′) tais que ξ′ ∈ Ω (ξ), donde
ξ′ ∈ Endl (E)Uε0 ,t0

ξ e, portanto, DUε0 ,t0 (w) � DUε0 ,t0 (w′). Segue da Proposição 2.12 que
W (σ)w > W (σ)w′. Reciprocamente, sejam w,w′ ∈ W tais que W (σ)w > W (σ)w′.
Dados Vε ∈ OΨ (E) e t ∈ S, tomemos W = U ∧V , µ = min {ε, ε0} e s ∈ St∩St0. Então,
SWµ,s ⊂ SUε0 ,t0 , donde Θ (σ) = Θ

(
SWµ,s

)
. Além disso, novamente pela Proposição 2.12

temos que DWµ,s (w) � DWµ,s (w′). Visto que E (w) ⊂ DWµ,s (w)0 e E (w′) ⊂ DWµ,s (w′)0,
segue então que ξ′ ∈ Endl (E)Wµ,s ξ, para todos ξ ∈ E (w) e ξ′ ∈ E (w′). Logo, ξ′ ∈
Ω (ξ,Wµ, s) ⊂ Ω (ξ,Vε, t), para todos ξ ∈ E (w) e ξ′ ∈ E (w′). Portanto, E (w) - E (w′).
�

A partir de agora, denotemos cada tipo parabólico Θ (SUε,t) por ΘUε,t. O resultado
seguinte apresenta a principal propriedade do tipo parabólico da ação de S no fibrado.

Proposição 2.16. Os conjuntos de transitividade por cadeias EΘ(σ) (1) e EΘ∗(σ) (w0)

nos fibrados associados EΘ(σ) e EΘ∗(σ) satisfazem

π̃−1
Θ(σ)

(
EΘ(σ) (1)

)
= E (1) e π̃−1

Θ∗(σ)

(
EΘ∗(σ) (w0)

)
= E (w0) .

Demonstração: Dados Uε ∈ OΨ (E) e t ∈ S, sejam V = U0 ∧ U , δ = min {ε, ε0} e
s ∈ St ∩ St0, onde Θ (σ) = ΘU0

ε0
,t0 . Então, SVδ ,s ⊂ SUε,t, donde DVδ ,s (1)0 ⊂ DUε,t (1)0.

Além disso, SVδ,s ⊂ SU0
ε0

,t0 , donde ΘVδ ,s ⊂ Θ (σ) e, portanto, ΘVδ ,s = Θ (σ). Agora, se
q · u ∈ π̃−1

Θ(σ)

(
EΘ(σ) (1)

)
, então,

q · πΘ(σ) (u) ∈
⋂

Uε,t

DΘ(σ)
Uε,t (1)0
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donde
q · u ∈ q · π−1

Θ(σ)

(
AΘ(σ)

Vδ ,s (1)0

)
= q · AVδ ,s (1)0 ⊂ DUε,t (1)0 .

Logo, q ·u ∈ E (1), donde concluímos que π̃−1
Θ(σ)

(
EΘ(σ) (1)

)
⊂ E (1). Visto que a inclusão

contrária vale em geral, temos a primeira igualdade do enunciado. A segunda igualdade
segue pelo mesmo caminho, usando que AΘ∗(σ)

Uε,t (w0)0 = AΘ∗(σ)
Uε,t (1)−0 . �

2.2 Semigrupos de automorfismos

Nesta seção estudamos recorrência por cadeias para ações de semigrupos reversíveis de
automorfismos sobre fibrados flag. Além da parametrização dos conjuntos de transitivi-
dade por cadeias pelo grupo de Weyl realizada na seção anterior, apresentamos também
a caracterização da transitividade por cadeias nas fibras. A motivação e fundamento
de nossos estudos provém do conteúdo do trabalho [4] sobre fluxos de automorfimos em
fibrados flag.

Sejam (S,Q, σ) um semigrupo de transformação de automorfismos de Q, com S

reversível, e π : Q → X um fibrado principal localmente trivial cujo grupo de estrutura
G é um grupo de Lie redutível com componente semi-simples conexa. Denotamos σ∗ a
ação de S−1 sobre Q. Então, σ∗

t−1 (q) = σ−1
t (q), para todo t ∈ S e q ∈ Q.

Por praticidade, denotaremos a ação induzida de S (e de S−1) tanto na base X como
no espaço total EΘ de um fibrado flag associado por justaposição dos elementos, ou seja,
dado t ∈ S e x ∈ X, denotamos tx = σX

t (x), e semelhantemente em EΘ.
O conceito de seqüências contratíveis em G apresentado na Seção 2 de [35] (ver tam-

bém Seções 4 e 6 de [2] e [4] resp.) pode ser interpretado como redes contratíveis em
G. Assim, dada uma rede (gι)ι∈I em G e um subconjunto Θ ⊂ Σ temos os correspon-
dentes conceitos de domínio principal e imagem principal de (gι) no flag FΘ. Dado um
terno admissível (θ, a, a+), seja λ = exp (a+) e consideremos uma decomposição polar
G = Kfe (λ)K (c.f. Capítulo IX de [16]), onde K é o subgrupo compacto da decompo-
sição de Iwasawa de G. Escrevemos gι = uιhιvι, com uι, vι ∈ K e hι ∈ fe (λ). Passando
a subredes se necessário podemos assumir que uι → u e que vι → v em K. Visto que
exp é inversível na parte hiperbólica A = 〈exp (a)〉 da decomposição de Iwasawa de G,
podemos definir φα (h) = eα(log(h)), para toda raiz α ∈ Π = Π (λ) e h ∈ A. Tomando o
radical nilpotente

n−
Θ =

∑

α∈Π+−〈Θ〉+

g−α

da subálgebra θ (pΘ (λ)), onde θ é a involução de Cartan, seja N−
Θ = exp

(
n−

Θ

)
o subgrupo

conexo com álgebra de Lie n−
Θ. Dado h ∈ λ, o conjunto dos pontos fixos de h é dado por
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{wpΘ (λ) : w ∈ W}. A célula de Bruhat N−
ΘwpΘ (λ) é a variedade estável de wpΘ (λ),

para cada w ∈ W . A célula N−
Θ pΘ (λ) é a única aberta, e gN−

Θ pΘ (λ) é chamada uma
célula aberta de Bruhat, para cada g ∈ G (c.f. [33]). Além disso, N−

Θ pΘ (λ) é um
subconjunto denso em FΘ, e pΘ (λ) é o único atrator de h, ou seja, hnx → pΘ (λ)

com n → ∞, para todo x ∈ N−
Θ pΘ (λ). Isto ocorre porque e−nα(log(h)) → 0, para

todo α ∈ Π+ − 〈Θ〉+, já que −α (log (h)) < 0. Agora, uma subrede de
(
Ad (hι) |n−Θ

)

converge para uma aplicação linear τ : n−
Θ → n−

Θ, a qual é diagonal com autovalores
dados por aα = limι φ−α (hι), para cada α ∈ Π+ − 〈Θ〉+. Assim, dado x ∈ v−1N−pΘ (λ),
temos que gιx converge para algum ponto em u exp (im (τ)) pΘ (λ). Então, os conjuntos
conexos domΘ (gι) = v−1 (N−pΘ (λ))0 e imΘ (gι) = u exp (im (τ)) pΘ (λ) são denominados
respectivamente de domínio principal e imagem principal de (gι) em FΘ. A imagem
principal de (gι) se reduz a um ponto se, e somente se, τ = 0. Neste caso, a rede (gι) é
dita contratível com respeito a FΘ.

Se ∆ ⊂ Θ ⊂ Σ e (gι) é uma rede em G, então, π∆
Θ (im∆ (gι)) = imΘ (gι), onde

π∆
Θ : F∆ → FΘ é a fibração natural. Com efeito, suponhamos que ∆ 6= Θ e tomemos
α ∈ Π+ − 〈∆〉+ tal que α /∈ Π+ − 〈Θ〉+. Então, α (HΘ) = 0, onde HΘ ∈ fe (a+) é tal
que Θ = Θ (HΘ) é o anulador de HΘ. Logo, se τ (X) ∈ g−α, com X ∈ n−

∆, temos que
Ad (exp τ (X))HΘ = HΘ, ou seja, exp τ (X) pΘ = pΘ. Isto significa que

exp
(
im
(
τ |n−∆

))
pΘ = exp

(
im
(
τ |n−Θ

))
pΘ.

Portanto, π∆
Θ (im∆ (gι)) = u exp

(
im
(
τ |n−∆

))
pΘ = imΘ (gι).

Lema 2.17. Seja gι = uιhιvι uma rede contratível com respeito a FΘ, com uι → u e vι →

e. Suponha que C ⊂ N−pΘ (λ) é um subconjunto compacto e tome pΘ (µ) 6= upΘ (λ).
Então, existe ι0 ∈ I tal que g−1

ι pΘ (µ) /∈ C, para todo ι ≥ ι0.

Demonstração: A mesma do Lema 6.1 de [4]. �

Dado x ∈ X, assumimos que a rede (tx)t∈S converge para um ponto y em X. Sejam
i, j ∈ I tais que x ∈ Ui e y ∈ Uj, e tomemos as seções locais χi : Ui → Q e χj : Uj → Q.
Seja ρij o cociclo local determinado por χi e χj, e consideremos a rede gt = ρij (t, x).

Lema 2.18. Seja x ∈ X e considere as hipóteses e notações do último parágrafo acima.
Então, dado Θ ⊂ Σ, χj (y) · imΘ (gt) ⊂ EΘ (1).

Demonstração: Dados Uε ∈ OΘ e s ∈ S, temos que DΘ
Uε,s (1)0 ∩ (EΘ)x 6= ∅. Visto

que domΘ (gt) é denso em FΘ, temos que χi (x) · domΘ (gt) é denso em (EΘ)x. Como
DΘ

Uε,s (1)0 é aberto, temos que DΘ
Uε,s (1)0∩χi (x)·domΘ (gt) 6= ∅. Tomando agora χi (x)·z ∈

DΘ
Uε,s (1)0 ∩ χi (x) · domΘ (gt), temos que

t (χi (x) · z) = tχi (x) · z = χj (tx) ρij (t, x) · z = χj (tx) · gtz
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para todo t ∈ St0 e algum t0 ∈ S. Logo, t (χi (x) · z) → χj (y) · z′, onde z′ ∈ imΘ (gt).
Assim, χj (y) · z′ ∈ ω (χi (x) · z) ∩ χj (y) · imΘ (gt), donde segue pela Proposição 1.38
que χj (y) · z′ é recorrente por cadeias. Mas, como DΘ

Uε,s (1) é progressivamente inva-
riante, temos que ωd (χi (x) · z) ⊂ fe

(
DΘ

Uε,s (1)
)
, donde χj (y) · z′ ∈ EΘ (1). Portanto,

χj (y) · imΘ (gt) intersepta EΘ (1). Agora, de forma semelhante vemos que cada ponto de
χj (y) · imΘ (gt) pertence ao conjunto ω-limite de algum ponto de χi (x) ·domΘ (gt), donde
χj (y) · imΘ (gt) é um conjunto recorrente por cadeias. Como χj (y) · imΘ (gt) é conexo
e está contido na fibra (EΘ)y, segue da Proposição 1.39 que χj (y) · imΘ (gt) é transitivo
por cadeias. Pela intersecção com EΘ (1), concluímos que χj (y) · imΘ (gt) ⊂ EΘ (1). �

Corolário 2.19. Sejam x ∈ X e Θ ⊂ Σ. Assuma que a rede (tx)t∈S converge para um
ponto y em X e considere a decomposição polar gt = uthtvt da rede gt = ρij (t, x). Se
limt e

−α(log ht) 6= 0 para todo α ∈ Π+−〈Θ〉+, então,
(
S,EΘ, σ

EΘ
)

é transitivo por cadeias.

Demonstração: Visto que a transformação linear τ = limt

(
Ad (ht) |n−Θ

)
é diagonal

com autovalores aα = limt e
−α(log ht), segue que τ é bijetora. Além disso, como n−

Θ é
nilpotente, temos que exp |n−Θ é sobrejetora. Assim, temos que

imΘ (gt) = u exp (imτ) pΘ = uN−
Θ pΘ.

No entanto, pelo Lema 2.18, temos que

χj (y) · imΘ (gt) ⊂ EΘ (1) ∩ (EΘ)y =
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

DΘ
Uε,t (1)0 ∩ (EΘ)y

=
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

χj (y) · AΘ
Uε,t (1)0

donde imΘ (gt) ⊂ AΘ
Uε,t (1)0, para todo subsemigrupo induzido (SUε,t)χj(y) (Uε ∈ OΘ e

t ∈ S). Logo, uN−
Θ pΘ ⊂ AΘ

Uε,t (1)0, e visto que uN−
Θ pΘ é denso em FΘ e AΘ

Uε,t (1)0 é
denso em AΘ

Uε,t (1), temos que AΘ
Uε,t (1) = FΘ, para todo Uε ∈ OΘ e t ∈ S. . Então,

temos que AΘ
Uε,t (w) = AΘ

Uε,t (1) e DΘ
Uε,t (w) = DΘ

Uε,t (1), para todo w ∈ W e, portanto,
EΘ (w) = EΘ (1), para todo w ∈ W . Agora, visto que os conjuntos controláveis DΘ

Uε,t (1)

não dependem dos pontos em Q, temos que AΘ
Uε,t (w) = AΘ

Uε,t (1), para todo subsemi-
grupo induzido (SUε,t)q (Uε ∈ OΘ e t ∈ S) e q ∈ Q. Segue da Proposição 3.1 de [31] que
AΘ

Uε,t (1)−0 = AΘ
Uε,t (w0)0, onde AΘ

Uε,t (1)−0 é o conjunto controlável invariante do subsemi-
grupo (SUε,t)

−1
q . Logo, AΘ

Uε,t (1)−0 = AΘ
Uε,t (1)0, donde segue pelo Corolário 2.1 de [34] que

(SUε,t)q é transitivo em FΘ. Com isso, o Teorema 6.2 de [34] implica que ou (SUε,t)q = G

ou FΘ é trivial. De qualquer forma, temos que AΘ
Uε,t (1) = FΘ. Assim, para todo q ∈ Q,

temos que
EΘ (1) ∩ (EΘ)π(q) = q · FΘ
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donde segue EΘ (1) = EΘ. �

Agora, assumindo que a rede (t−1x)t∈S converge para algum ponto z em X, sejam
i, j ∈ I tais que z ∈ Uj e x ∈ Ui. Considerando o cociclo local ρij, tomemos a rede
ht = ρij (t−1, x).

Lema 2.20. Seja x ∈ X e considere as hipóteses e notações do último parágrafo acima.
Então, dado Θ ⊂ Σ, χj (z) · imΘ (ht) ⊂ EΘ (w0).

Demonstração: Tomemos χi (x) · v ∈ χi (x) · domΘ (ht) ∩ DΘ
Uε,s (w0)0. Então,

σEΘ

t−1 (χi (x) · v) → χj (z) · v′, onde v′ ∈ imΘ (ht). Logo, χj (z) · v′ ∈ ω∗ (χi (x) · v)∩χj (z) ·

imΘ (ht). Visto que DΘ
Uε,s (w0) é minimal, temos que ω∗ (χi (x) · v) ⊂ fe

(
DΘ

Uε,s (w0)
)
.

Além disso, pela Proposição 1.76 temos que ω∗ (χi (x) · v) é transitivo por cadeias, donde
segue que ω∗ (χi (x) · v) ⊂ EΘ (w0). Logo, χj (z) · v′ ∈ EΘ (w0) ∩ χj (z) · imΘ (ht). No
entanto, cada ponto de χj (z) · imΘ (ht) está contido no conjunto ω∗-limite de algum
ponto de χi (x) · domΘ (ht). Assim, χi (x) · domΘ (ht) é recorrente por cadeias e conexo,
donde concluímos que χj (z) · imΘ (ht) ⊂ EΘ (w0). �

O resultado seguinte é análogo ao Corolário 2.19.

Corolário 2.21. Sejam x ∈ X e Θ ⊂ Σ. Assuma que a rede (t−1x)t∈S converge para um
ponto y em X e considere a decomposição polar ht = uthtvt da rede ht = ρij (t−1, x). Se
limt e

−α(log ht) 6= 0 para todo α ∈ Π+−〈Θ〉+, então,
(
S,EΘ, σ

EΘ
)

é transitivo por cadeias.

O seguinte lema é fundamental para estabelecermos os próximos resultados.

Lema 2.22. Sejam S ⊂ G um subsemigrupo aberto e (gι) uma rede em G. Se imΘ(S) (gι) ⊂

AΘ(S) (1)0, onde AΘ(S) (1) é o conjunto controlável invariante de S em FΘ(S), então, (gι)

é contratível com respeito a FΘ(S).

Demonstração: Se FΘ(S) é trivial, não há o que demonstrar. Assumimos que FΘ(S) não
é trivial. Então, Θ (S) 6= Σ, e uma célula aberta de Bruhat é um subconjunto próprio de
FΘ(S), pois uma tal é difeomorfa a um espaço euclidiano. Pela Proposição 5.4 de [4], temos
que AΘ(S) (1) está contido em alguma célula aberta de Bruhat. Logo, AΘ(S) (1) 6= FΘ(S).
Em particular, S 6= G. Agora, notemos que existe uma raiz α ∈ Π+ − 〈Θ (S)〉+ tal que
aα = 0, pois do contrário, conforme a demonstração do Corolário 2.19, teríamos que
AΘ(S) (1) = FΘ(S). Assim, tomemos Θ̃ ⊂ Σ dado por

Θ̃ = Θ (S) ∪
({
α ∈ Π+ − 〈Θ (S)〉+ : aα = 0

}
∩ Σ

)
.

Se Θ̃ = Σ, então, aα = 0, para todo α ∈ Π+−〈Θ (S)〉+, donde segue que (gι) é contratível
com respeito a FΘ(S). Vejamos que de fato Θ̃ = Σ. Suponhamos por contradição que
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Θ̃ 6= Σ. Então, para todo α ∈ Π+ −
〈
Θ̃
〉+

, temos que aα 6= 0. Como na demonstração
do Corolário 2.19, isto significa que imeΘ (gι) é uma célula aberta de Bruhat. No entanto,

imeΘ (gι) = π
Θ(S)
eΘ

(
imΘ(S) (gι)

)
⊂ π

Θ(S)
eΘ

(
AΘ(S) (1)0

)
= AeΘ (1)0

donde temos que AeΘ (1) = FeΘ. Mas, visto que S 6= G, isto somente acontece quando
FeΘ é trivial, ou seja, que Θ̃ = Σ, donde obtemos uma contradição. Assim, Θ̃ = Σ e,
portanto, imΘ(S) (gι) é um conjunto unitário. �

Na proposição seguinte, consideramos as notações dos Lemas 2.18 e 2.20.

Proposição 2.23. Dado x ∈ X, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Se a rede (tx)t∈S converge para um ponto y em X, então, a imagem principal
imΘ(σ) (gt) é um conjunto unitário.

2. Se a rede (t−1x)t∈S converge para um ponto z em X, então, a imagem principal
imΘ∗(σ) (ht) é um conjunto unitário.

Demonstração: Tomemos Θ
(
SUε0 ,t0

)
= Θ (σ) como no Lema 2.14. Visto que DΘ(σ)

Uε0 ,t0
(1)0∩(

EΘ(σ)

)
y

= χj (y) · AΘ(σ)
Uε0 ,t0

(1)0, segue do Lema 2.18 que

χj (y) · imΘ(σ) (gt) ⊂ EΘ(σ) (1) ∩
(
EΘ(σ)

)
y
⊂ χj (y) · AΘ(σ)

Uε0 ,t0
(1)0 .

Logo, imΘ(σ) (gt) ⊂ A
Θ(σ)
Uε0 ,t0

(1)0. Segue do Lema 2.22 que a rede (gt) é contratível, ou seja,
que imΘ(σ) (gt) consiste de apenas um ponto. Agora, como observamos acima, Θ∗ (σ) é
o tipo parabólico do subsemigrupo

(
SUε0 ,t0

)−1

χj(z)
. Pela Proposição 3.1 de [31], temos

que AΘ∗(σ)
Uε0 ,t0

(w0)0 = AΘ∗(σ)
Uε0 ,t0

(1)−0 , onde AΘ∗(σ)
Uε0 ,t0

(1)− é o conjunto controlável invariante de
(
SUε0 ,t0

)−1

χj(z)
em FΘ∗(σ) Com isso, segue do Lema 2.20 que

χj (z) · imΘ∗(σ) (ht) ⊂ EΘ∗(σ) (w0) ∩
(
EΘ∗(σ)

)
z
⊂ χj (z) · AΘ∗(σ)

Uε0 ,t0
(1)−0 .

Logo, imΘ∗(σ) (ht) ⊂ A
Θ∗(σ)
Uε0 ,t0

(1)−0 , donde segue também pelo Lema 2.22 que imΘ∗(σ) (ht) é
um conjunto unitário. �

Observemos que no caso em que a base do fibrado é compacta, a Proposição 2.23 se
aplica para todo ponto de X.

Na seqüência, apresentamos o resultado fundamental para a caracterização dos con-
juntos de transitividade por cadeias nas fibras de um fibrado flag.



74 Capítulo 2 · Semigrupos de transformações em fibrados flag

Proposição 2.24. Seja x ∈ X e assuma que as redes (tx) e (t−1x) são convergentes em
X com respectivos limites y e z. Assuma também que EΘ(σ) (1) é S−1-invariante. Então,
as intersecções EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
x

e EΘ∗(σ) (w0) ∩
(
EΘ∗(σ)

)
x

são conjuntos unitários.

Demonstração: Seja i ∈ I tal que x ∈ Ui. Notemos que

EΘ(σ) (1) ∩
(
EΘ(σ)

)
x

= χi (x) ·
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

AΘ(σ)
Uε,t (1)0

onde cada AΘ(σ)
Uε,t (1) é o conjunto controlável invariante de (SUε,t)χi(x) em FΘ(σ). Deno-

temos A =
⋂

Uε,t

AΘ(σ)
Uε,t (1)0 e fixemos b0 = pΘ(σ) (λ) ∈ A. Como EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
x

é

compacto, temos que A é um subconjunto compacto de FΘ(σ). Seja G = Kfe (a+ (λ))K

a decomposição polar de G determinada por a+ (λ), considerando que λ é uma câmara de
Weyl que intersepta

(
SUε0 ,t0

)
χi(x)

(c.f. Lema 3.2 de [26]). Visto que Θ (σ) = Θ
(
SUε0 ,t0

)
,

temos que AΘ(σ)
Uε0 ,t0

(1) ⊂ N−
Θ(σ)b0 (Proposição 5.4 de [4]). Logo, A ⊂ N−

Θ(σ)b0. Seja j ∈ I

tal que y ∈ Uj e tomemos o cociclo local ρij determinado pelas seções locais χi e χj.
Para todo t ∈ S, denotemos gt = ρij (t, x) e escrevemos gt = uthtvt, onde ut, vt ∈ K e
ht ∈ fe (a+ (λ)). Tomando subredes se necessário, assumimos que ut → u e que vt → v

em K. Além disso, escrevendo χ′
i (x

′) = χi (x
′) v−1, para todo x′ ∈ Ui, temos que

χ′
i : Ui → Q é uma seção local tal que tχ′

i (x) = χj (tx) gtv
−1, para todo t ∈ Ss0 e algum

s0 ∈ S. Este fato nos permite assumir que vt → 1. Agora, pela Proposição 2.23, a rede
(gt) é contratível no flag FΘ(σ), isto é, imΘ(σ) (gt) consiste apenas do ponto ub0. Segue
então do Lema 2.17 que se b 6= ub0, então, existe s0 ∈ S tal que g−1

t b /∈ A, para todo
t ∈ Ss0. Pela propriedade de cociclo, temos que

t−1 (χj (tx) · b) = χi (x) ρji

(
t−1, tx

)
· b = χi (x) · g

−1
t b

para todo t ∈ S tal que tx ∈ Uj. Assim, para todo t ∈ Ss0 tal que tx ∈ Uj, temos que

χi (x) · g
−1
t b /∈ χi (x) · A =EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
x
.

Como χi (x)·g
−1
t b ∈

(
EΘ(σ)

)
x
, segue que χi (x)·g

−1
t b /∈ EΘ(σ) (1), ou seja, t−1 (χj (tx) · b) /∈

EΘ(σ) (1). Visto que EΘ(σ) (1) é invariante por S−1, temos que χj (tx) · b /∈ EΘ(σ) (1).
Logo, a intersecção EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
tx

consiste apenas do ponto χj (tx) · ub0. Agora,
visto que EΘ(σ) (1) é S-invariante, tomando χi (x) · b ∈ EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
x
, temos que

t (χi (x) · b) ∈ EΘ(σ) (1)∩
(
EΘ(σ)

)
tx

, donde t (χi (x) · b) = χj (tx) ·ub0. Como σ
EΘ(σ)

t é uma
bijeção entre as fibras

(
EΘ(σ)

)
x

e
(
EΘ(σ)

)
tx

, concluímos que EΘ(σ) (1) ∩
(
EΘ(σ)

)
x

é um
conjunto unitário. No outro caso, notemos que

EΘ∗(σ) (w0) ∩
(
EΘ∗(σ)

)
x

= χi (x) ·
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

AΘ∗(σ)
Uε,t (1)−0
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onde cada AΘ∗(σ)
Uε,t (1)− é o conjunto controlável invariante de (SUε,t)

−1
χi(x) em FΘ(σ). Deno-

temos A− =
⋂

Uε,t

AΘ∗(σ)
Uε,t (1)−0 e fixemos b0 = pΘ∗(σ) (µ) ∈ A−, onde a câmara µ intersepta

(
SUε0 ,t0

)−1

χi(x)
. Seja G = Kfe (a+ (µ))K a decomposição polar de G determinada por

a+ (µ). Visto que Θ∗ (σ) = Θ
((

SUε0 ,t0

)−1

χi(x)

)
, temos que AΘ∗(σ)

Uε0 ,t0
(1)− ⊂ N−

Θ∗(σ)b0. Logo,

A− ⊂ N−
Θ∗(σ)b0. Seja j ∈ I tal que z ∈ Uj e tomemos o cociclo local ρij determinado

pelas seções locais χi e χj. Para todo t ∈ S, denotemos ht = ρij (t−1, x). Pela Proposição
2.23, a rede (ht) é contratível no flag FΘ∗(σ), isto é, imΘ∗(σ) (ht) consiste apenas do ponto
ub0. Segue então do Lema 2.17 que se b 6= ub0, então, existe s0 ∈ S tal que h−1

t b /∈ A−,
para todo t ∈ Ss0. Pela propriedade de cociclo, temos que

t
(
χj

(
t−1x

)
· b
)

= χi (x) ρji

(
t, t−1x

)
· b = χi (x) · h

−1
t b

para todo t ∈ S tal que t−1x ∈ Uj. Assim, para todo t ∈ Ss0 tal que t−1x ∈ Uj, temos
que

χi (x) · h
−1
t b /∈ χi (x) · A−=EΘ∗(σ) (w0) ∩

(
EΘ∗(σ)

)
x
.

Como χi (x)·h
−1
t b ∈

(
EΘ∗(σ)

)
x
, segue que χi (x)·h

−1
t b /∈ EΘ∗(σ) (w0), ou seja, t (χj (t−1x) · b)

/∈ EΘ∗(σ) (w0). Pela Proposição 1.43, EΘ∗(σ) (w0) é invariante por S, donde segue que
χj (t−1x) · b /∈ EΘ∗(σ) (w0). Logo, a intersecção EΘ∗(σ) (w0)∩

(
EΘ∗(σ)

)
t−1x

consiste apenas

do ponto χj (t−1x) ·ub0. Agora, visto que σ
EΘ(σ)

t é uma bijeção entre as fibras
(
EΘ∗(σ)

)
t−1x

e
(
EΘ∗(σ)

)
x
, concluímos que EΘ∗(σ) (w0) ∩

(
EΘ∗(σ)

)
x

é um conjunto unitário. �

Podería-se perguntar o que acontece no caso do semigrupo S ser simétrico (um grupo,
por exemplo), pois nossas definições permitem esta liberdade. No entanto, voltando
o pensamento para a motivação inicial, que são os fluxos, vemos que a simetria não
é interessante, pois o semigrupo considerado no caso é o conjunto dos números não
negativos. Contudo, se S é simétrico, os Lemas 2.18 e 2.20 coincidem em um só, donde
temos EΘ (1) = EΘ (w0). Isto significa que existe apenas um conjunto de transitividade
por cadeias em EΘ. Assim, o semigrupo de transformação

(
S,EΘ, σ

EΘ
)

é transitivo por
cadeias, para todo Θ ⊂ Σ.

Outra questão que surge diz respeito a uma possível relação entre os tipos parabólicos
de (S,Q, σ) e de (S−1, Q, σ∗). Podemos mostrar uma relação direta no caso de S ser
invariante e a base do fibrado ser compacta. Com efeito, dado Θ ⊂ Σ, temos que EΘ é
compacto Hausdorff, pois a base e a fibra do fibrado flag são compactas. Como vimos
no Capítulo 1, os conjuntos de transitividade por cadeias de (S,EΘ) coincidem com os
de (S−1,EΘ), invertendo-se a ordem dinâmica. Em particular, EΘ (1) = EΘ (w0)

∗ e
EΘ (w0) = EΘ (1)∗. Assim, temos o seguinte resultado.
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Proposição 2.25. Assuma que S é invariante e a base do fibrado é compacta. Então,
Θ∗ (σ) = Θ (σ∗).

Demonstração: Seja π̃Θ(σ∗) : E→ EΘ(σ∗) a fibração natural. Visto que E (w0) = E (1)∗

e que EΘ(σ∗) (w0) = EΘ(σ∗) (1)∗, segue da Proposição 2.16 que

π̃−1
Θ(σ∗)

(
EΘ(σ∗) (w0)

)
= E (w0) .

Sejam U0 ∈ O (X) e t0 ∈ S tais que Θ (σ) = Θ (SU0,t0). Dado q · u ∈
⋂

Uε,t

q ·AΘ(σ∗)
U ,t (1)−0 ⊂

EΘ(σ∗) (w0), temos que π̃−1
Θ(σ∗) (q · u) ⊂ q · AU0,t0 (1)−0 , donde π−1

Θ(σ∗) (u) ⊂ AU0,t0 (1)−0 .

Agora, se v ∈ AΘ(σ∗)

U0,t0
(1)−0 , existe g ∈ (SU0,t0)

−1
q

tal que gu = v. Então, π−1
Θ(σ∗) (v) =

gπ−1
Θ(σ∗) (u) ⊂ AU0,t0 (1)−0 , pois AU0,t0 (1)−0 é invariante por (SU0,t0)

−1
q

. Assim, temos que

π−1
Θ(σ∗)

(
AΘ(σ∗)

U0,t0
(1)−0

)
⊂ AU0,t0 (1)−0 , donde π−1

Θ(σ∗)

(
AΘ(σ∗)

U0,t0
(1)−0

)
= AU0,t0 (1)−0 . Isto sig-

nifica que Θ (σ∗) ⊂ Θ∗ (σ). Para verificarmos a inclusão oposta, aplicamos o mesmo
processo com respeito à fibração π̃Θ(σ) : E→ EΘ(σ), donde obtemos que Θ (σ) ⊂ Θ∗ (σ∗),
ou melhor, Θ∗ (σ) ⊂ Θ (σ∗). Portanto, Θ∗ (σ) = Θ (σ∗). �

2.2.1 Caracterização da transitividade por cadeias nas fibras

Desde agora, para todo ponto x da base X, assumimos que ambas as redes (tx) e (t−1x)

possuem subredes convergentes em X, e que o conjunto de transitividade por cadeias
EΘ(σ) (1) é invariante por S−1. Procederemos assim com a caracterização da intersecção
dos conjuntos de transitividades por cadeias com as fibras de um fibrado flag.

Segue da Proposição 2.24 o seguinte corolário.

Corolário 2.26. Os fibrados EΘ(σ) → X e EΘ∗(σ) → X admitem seções globais contínuas
e invariantes.

Demonstração: Definamos χ : X → EΘ(σ) de forma que χ (x) é o único ponto na
intersecção EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
x
, e χ∗ : X → EΘ∗(σ) de forma que χ∗ (x) é o único ponto

na intersecção EΘ∗(σ) (w0) ∩
(
EΘ∗(σ)

)
x
, para todo x ∈ X. Se mostrarmos que χ e χ∗ são

contínuas, então, estas aplicações definem seções globais de EΘ(σ) → X e EΘ∗(σ) → X

respectivamente. Com efeito, seja (xι)ι∈I uma rede convergindo para um ponto x em X.
Seja χi : Ui → X a seção local tal que x ∈ Ui. Então, existe ι0 ∈ I tal que xι ∈ Ui,
para todo ι ≥ ι0. Então, χ (xι) = χi (xι) · b

l
0, para ι ≥ ι0. Tomando um subrede se

necessário, podemos assumir que bl0 → b em FΘ(σ). Assim, χi (xι) · b
l
0 → χi (x) · b. Como

EΘ(σ) (1) é fechado e χ (xι) ∈ EΘ(σ) (1), temos que χi (x) · b ∈ EΘ(σ) (1)∩
(
EΘ(σ)

)
x
, donde

χi (x) · b = χ (x). Portanto, χ é contínua. Enfim, visto que EΘ(σ) é progressivamente
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invariante, temos que χ é invariante. Usando um argumento análogo mostramos que χ∗

também é contínua e invariante. �

Assim, dado q ∈ Q, escrevemos

χ (π (q)) = χiq (π (q)) · bq

onde π (q) ∈ Uiq e χ é a seção global definida no Corolário 2.26. Visto que q =

χiq (π (q)) υiq (q), temos que

χ (π (q)) = q · υiq (q)−1 bq.

Então, a notação q−1 ·χ (π (q)) representa o ponto υiq (q)−1 bq ∈ FΘ(σ). Semelhantemente,
representamos o ponto q−1 ·χ∗ (π (q)) em FΘ∗(σ). Desta forma, conforme a Seção 9 de [4],
podemos definir as aplicações f : Q → FΘ(σ) e f ∗ : Q → FΘ∗(σ) dadas respectivamente
por

f (q) = q−1 · χ (π (q)) e f ∗ (q) = q−1 · χ∗ (π (q))

para todo q ∈ Q. Se (qι)ι∈I ⊂ Q é uma rede convergente em Q com limite q, então, qι ∈
Uiq , para todo ι ≥ ι0 e algum ι0. Pela continuidade de χ◦π, temos que qι ·υiq (qι)

−1 bqι
→

q · υiq (q)−1 bq. Tomando uma subrede se necessário, assumimos que υiq (qι)
−1 bqι

→ b.
Então, qι · υiq (qι)

−1 bqι
→ q · b, donde b = υiq (q)−1 bq. Logo, f (qι) → f (q) e, portanto,

f é contínua. Semelhantemente, mostramos que f ∗ é contínua. Além disso, dado g ∈ G

e q ∈ Q, temos que χ (π (q)) = χ (π (qg)), donde

f (qg) = υiqg
(qg)−1 bqg = g−1υiqg

(q)−1 bqg = g−1υiq (q)−1 bq = g−1f (q) .

De forma semelhante, f ∗ (qg) = g−1f ∗ (q). Ou seja, f e f ∗ são equivariantes com respeito
as ações de G em Q e nos flags FΘ(σ) e FΘ∗(σ) respectivamente.

Visto então que (f (q) , f∗ (q)) =
(
υiq (q)−1 bq, υiq (q)−1 b∗q

)
, com bq ∈ FΘ(σ) e b∗q ∈

FΘ∗(σ), e que a ação de G é transitiva nos flags, temos que (f (q) , f∗ (q)) pertence a uma
órbita da ação produto (diagonal) de G em FΘ(σ) × FΘ∗(σ). Conforme [4], Seção 5.1,
tomando

pΘ(σ) = p ⊕ n− (Θ (σ)) ∈ FΘ(σ) e p−
Θ(σ) = p− ⊕ n (Θ (σ)) ∈ FΘ∗(σ)

onde p− = m⊕a⊕n−, a órbita do par
(
pΘ(σ), p

−
Θ(σ)

)
se identifica com a órbita G-adjunta

Ad (G)HΘ(σ), ondeHΘ(σ) ∈ fe (a+) é tal que Θ (σ) = Θ
(
HΘ(σ)

)
=
{
α ∈ Σ : α

(
HΘ(σ)

)
= 0
}
.

Com efeito, temos que θ
(
pΘ(σ)

)
= p−

Θ(σ), onde θ é a involução de Cartan, e w0p
−
Θ(σ) =

pΘ∗(σ) (ver [32], Lema 2.2). Além disso, a intersecção dos normalizadores NG

(
pΘ(σ)

)
e
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NG

(
p−

Θ(σ)

)
coincide com o centralizador ZG

(
HΘ(σ)

)
de HΘ(σ), que é um subgrupo de Lie

redutível.
Assim, definimos a aplicação h : Q→ Ad (G)HΘ(σ) onde h (q) é o ponto identificado

com (f (q) , f∗ (q)). Da continuidade e equivariança de f e de f ∗ segue que h é contínua
e equivariante, onde h (qg) = g−1h (q), para todos q ∈ Q e g ∈ G. Além disso, definindo
ζ : X → Q×G Ad (G)HΘ(σ) por

ζ (π (q)) = q · h (q)

temos que ζ é uma seção global contínua do fibrado associado Q ×G Ad (G)HΘ(σ) →

X. Visto que Q ×G Ad (G)HΘ(σ) se identifica com Q
/
ZG

(
HΘ(σ)

)
, isto equivale ao

fato do fibrado Q (X,G) ser reduzível a um subfibrado principal P
(
X,ZG

(
HΘ(σ)

))
,

onde P = {q ∈ Q : ζ (π (q)) = µ (q)} e µ : Q → Q
/
ZG

(
HΘ(σ)

)
é a projeção. Vejamos

que P é invariante pelo semigrupo S. Com efeito, dados q ∈ Q e t ∈ S, temos que
tχ (π (q)) = χ (π (tq)), pois EΘ(σ) (1) é invariante por S. Da mesma forma, temos que
tχ∗ (π (q)) = χ∗ (π (tq)). Logo, f (tq) = f (q) e f ∗ (tq) = f ∗ (q), donde h (tq) = h (q).
Assim,

ζ (π (tq)) = tq · h (tq) = tq · h (q) = tζ (π (q))

para todo q ∈ Q e t ∈ S, ou seja, ζ é um homomorfismo de semigrupos de transformações.
Agora, dado q ∈ P e t ∈ S, temos que

ζ (π (tq)) = tζ (π (q)) = tµ (q) = µ (tq)

pois σt é um automorfismo. Portanto, podemos considerar o semigrupo de transformação
(S, P ) sobre o subfibrado, e como ZG

(
HΘ(σ)

)
é um grupo de Lie redutível, podemos

induzir semigrupos de transformações em fibrados flag associados a P
(
X,ZG

(
HΘ(σ)

))
.

Agora, ordenando o sistema simples canônico Σ = {α1, ..., αn}, denotemos por ri a
reflexão com respeito à raiz αi, e por π̃i : E→ E{αi} a fibração dada por

π̃i (q · v) = q · πi (v)

para todo q · v ∈ E, onde πi : F → F{αi} é a fibração natural entre o flag maximal e o
flag de tipo {αi}. Com isso, definimos a operação exaustão γ̃i entre os subconjuntos de
E dada por

γ̃i (B) = π̃−1
i (π̃i (B))

para B ⊂ E. Como definida no Apêndice B, a operação exaustão γi entre os subconjuntos
do flag maximal F é dada por

γi (A) = π−1
i (πi (A))
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para A ⊂ F. Então, dado qualquer q ∈ Q e A ⊂ F, temos que

γ̃i1 · · · γ̃in (q · A) = q · (γi1 · · · γin (A)) .

Para a demonstração do próximo resultado, observemos que uma família admissível de
coberturas abertas de um espaço topológico define um conjunto direto quando munida
com a ordem reversa da ordem parcial entre as coberturas abertas. Logo, podemos
considerar redes indexadas por uma família admissível.

Dadas duas coberturas Uε,Vδ ∈ OΨ (E), escrevemos Uε 4 Vδ se Vδ é um refinamento
de Uε.

Proposição 2.27. Para cada w ∈ W , tem-se que

γ̃i1 · · · γ̃in (E (w)) =
⋂

Uε∈OΘ,t∈S

γ̃i1 · · · γ̃in (DUε,t (w)0) .

Demonstração: Visto que E (w) =
⋂

Uε,t

DUε,t (w)0, a inclusão da esquerda para direita

é imediata. Por outro lado, tomemos ξ = q · v ∈
⋂

Uε,t

γ̃i1 · · · γ̃in (DUε,t (w)0). Então, para

cada Uε ∈ OΨ (E) e t ∈ S, existe ξUε,t ∈ DUε,t (w)0 tal que ξ ∈ γ̃i1 · · · γ̃in (ξUε,t). Segue
diretamente da definição dos operadores exaustões que os pontos ξUε,t pertencem a fibra
Eπ(q). Logo, pela compacidade da fibra, a rede dupla (ξUε,t)Uε,t possui uma subrede
diagonal convergente. Uma tal subrede é construída da seguinte forma. O conjunto
de índices é dado pelo produto cartesiano OΨ (E) × SOΨ(E), onde

(
U1

ε1
, f1
)

6
(
U2

ε2
, f2
)

quando U1
ε1

4 U2
ε2

e f2 (Uε) ∈ Sf1 (Uε), para todo Uε ∈ OΨ (E). Para cada índice (Uε, f)

de OΨ (E) × SOΨ(E) temos o termo ξ(Uε,f) = ξUε,f(Uε). Então, ξ(Uε,f) converge para algum
ponto η na fibra Eπ(q). Agora, os pontos intermediários ξ1

Uε,t, ..., ξ
n−1
Uε,t tais que

π̃i1 (ξ) = π̃i1

(
ξ1
Uε,t

)
, π̃i2

(
ξ1
Uε,t

)
= π̃i2

(
ξ2
Uε,t

)
, ..., π̃in

(
ξn−1
Uε,t

)
= π̃in (ξUε,t)

também pertencem a fibra Eπ(q). Logo, cada rede
(
ξk
Uε,t

)
Uε,t

possui uma subrede diagonal
convergente. Assim, usando a continuidade das fibrações obtemos que ξ ∈ γ̃i1 · · · γ̃in (η).
Para concluirmos o resultado, resta-nos mostrar que η ∈ E (w). Com efeito, dados
Uε ∈ OΨ (E) e t ∈ S, escolhamos t0 ∈ St. Tomemos V0 ∈ Uε tal que t0η ∈ V0. Tomando
U ′

ε ∈ OΨ (E) com U ′
ε 6 1

2
Uε, seja V ∈ U ′

ε uma vizinhança aberta de η. Então, existe(
U0

ε0
, f0
)
∈ OΨ (E)×SOΨ(E) tal que ξ(Vδ ,f) ∈ V e t0ξ(Vδ ,f) ∈ V0, para todo (Vδ, f) >

(
U0

ε0
, f0
)
.

Agora, tomemos uma função ft ∈ SOΨ(E) tal que

ft (Vδ) ∈ St ∩ Stt0 ∩ Sf0 (Vδ)
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para todo Vδ ∈ OΨ (E). Dado um refinamento V ′
δ de ambas as coberturas U ′

δ e U0
ε0

, temos
que (V ′

δ, ft) >
(
U0

ε0
, f0
)
, donde

t0ξ(V ′

δ
,ft) ∈ V0 e ξ(V ′

δ
,ft) ∈ V.

Visto que ft (V ′
δ) ∈ St ∩ Stt0 e que ξ(V ′

δ
,ft) ∈ Endl (E)V ′

δ
,ft(V ′

δ)
ξ(V ′

δ
,ft), temos que

ξ(V ′

δ
,ft) ∈ Endl (E)V ′

δ
,t t0ξ(V ′

δ
,ft)

ou seja, existe uma (V ′
δ, t)-cadeia de t0ξ(V ′

δ
,ft) até ξ(V ′

δ
,ft). Como V ′

δ 6 U ′
ε e U ′

ε 6 1
2
Uε,

segue que existe uma (Uε, t)-cadeia de t0ξ(V ′

δ
,ft) até η. Assim, como t0η, t0ξ(V ′

δ
,ft) ∈ V0,

concluímos que η ∈ Ω (η,Uε, t). Portanto, η é recorrente por cadeias. Além disso, dado
ς ∈ E (w), temos que ς ∈ DV ′

δ
,ft(V ′

δ)
(w)0. Logo, existe uma (V ′

δ, t)-cadeia de ς até ξ(V ′

δ
,ft),

donde η ∈ Ω (ς,Uε, t). Também existe uma (V ′
δ, t)-cadeia de ξ(V ′

δ
,ft) até ς, donde segue

que ς ∈ Ω (η,Uε, t). Portanto, η ∈ E (w). �

O resultado seguinte é crucial para a formalização da transitividade por cadeias nas
fibras de um um fibrado flag. Para a sua verificação, usamos o lema a seguir.

Lema 2.28. Seja S um semigrupo de endomorfismos locais agindo sobre Q. Dado um
conjunto controlável D (w) de SE em E, tem-se que

A (D (w)) ∩ Eπ(q) = q · A (Aq (w))

e

A∗ (D (w)) ∩ Eπ(q) = q · A∗ (Aq (w))

para todo q ∈ Q, onde Aq (w) é o w-conjunto controlável efetivo de Sq em F.

Demonstração: Se q·u ∈ A (D (w))∩Eπ(q), então, existe φ ∈ S tal que φ (q)·u ∈ D (w)0.
Tomando q · v ∈ D (w)0 ∩ Eπ(q), temos que existe ϕ ∈ S tal que ϕφ (q) · u = q · v. Logo,
existe g ∈ G tal que ϕφ (q) = qg e u = g−1v. Isto significa que g ∈ Sq e u ∈ A (Aq (w)).
Portanto, A (D (w)) ∩ Eπ(q) ⊂ q · A (Aq (w)). Por outro lado, se q · u ∈ q · A (Aq (w)),
então, existe h ∈ Sq tal que hu ∈ Aq (w)0. Assim existe φ ∈ S com φ (q) = qh. Logo,
φ (q) · u = q · hu ∈ q ·Aq (w)0 = D (w)0 ∩Eπ(q). Portanto, q · u ∈ A (D (w))∩Eπ(q), donde
q · A (Aq (w)) ⊂ A (D (w)) ∩ Eπ(q). Temos então a primeira igualdade do enunciado. A
segunda igualdade segue por um argumento semelhante. �

Proposição 2.29. O domínio de atração de E (w) é dado por

A (E (w)) = γ̃i1 · · · γ̃in (E (w0))
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onde w0w = rin ...ri1 é uma decomposição minimal, e o domínio de repulsão de E (w) é
dado por

A∗ (E (w)) = γ̃j1 · · · γ̃jm
(E (1))

onde w = rjm
...rj1 é uma decomposição minimal.

Demonstração: Pela Proposição 1.52 temos que A (E (w)) =
⋂

Uε,t

A (DUε,t (w)), donde

segue pelo Lema 2.28 acima e pelo Teorema 6.3 de [31] que

A (E (w)) ∩ Eπ(q) =
⋂

Uε,t

q · A
(
Aq

Uε,t (w)
)

=
⋂

Uε,t

γ̃i1 · · · γ̃in

(
q · Aq

Uε,t (w0)0

)

=
⋂

Uε,t

γ̃i1 · · · γ̃in

(
DUε,t (w)0 ∩ Eπ(q)

)

para todo q ∈ Q, onde w0w = rin ...ri1 é uma decomposição minimal. Segue agora da
Proposição 2.27 que

A (E (w)) ∩ Eπ(q) = γ̃i1 · · · γ̃in

(
E (w0) ∩ Eπ(q)

)
.

Assim,
A (E (w)) =

⋃

q∈Q

A (E (w)) ∩ Eπ(q) = γ̃i1 · · · γ̃in (E (w0)) .

Agora, pela Proposição 3.1 de [31], temos que

A∗
(
Aq

Uε,t (w)
)

= A
(
Aq

Uε,t (w0w)−
)

onde Aq
Uε,t (w0w)− é o conjunto controlável efetivo de (SUε,t)

−1
q em F. Assim, pelos

Teorema 6.3 e Proposição 3.1 do mesmo artigo temos que

A∗
(
Aq

Uε,t (w)
)

= γj1 · · · γjm

(
Aq

Uε,t (w0)
−
0

)
= γj1 · · · γjm

(
Aq

Uε,t (1)0

)

onde w = w0 (w0w) = rjm
...rj1 é uma decomposição minimal. Visto que A∗ (E (w)) =⋂

Uε,t

A∗ (DUε,t (w)), segue da Proposição 2.27 e do Lema 2.28 que

A∗ (E (w)) ∩ Eπ(q) =
⋂

Uε,t

q · A∗
(
Aq

Uε,t (w)
)

=
⋂

Uε,t

γ̃j1 · · · γ̃jm

(
q · Aq

Uε,t (1)0

)

=
⋂

Uε,t

γ̃j1 · · · γ̃jm

(
DUε,t (1)0 ∩ Eπ(q)

)

= γ̃j1 · · · γ̃jm

(
E (1) ∩ Eπ(q)

)
.

Logo, A∗ (E (w)) = γ̃j1 · · · γ̃jm
(E (1)). �
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De acordo com a Seção 7 de [4], dado H ∈ Ad (G)HΘ(σ), as componentes conexas
dos pontos fixos da ação adjunta do subgrupo a um parâmetro exp (tH) em FΘ são pa-
rametrizadas pelo grupo de Weyl W . Denota-se por fixΘ (H,w) a componente associada
a w ∈ W (c.f. Proposição 7.5 de [4]). Conforme o Lema B.8 do Apêndice B, temos
que fixΘ (H,w) = gfixΘ

(
HΘ(σ), w

)
= gK0

HΘ(σ)
wpΘ, onde H = Ad (g)HΘ(σ) e K0

HΘ(σ)
é a

componente conexa da identidade do centralizador KHΘ(σ)
de HΘ(σ) em K (ver Lema 5.1

de [4]). Agora, pelo fato da fibração natural πΘ : F→ FΘ ser equivariante, temos que

πΘ (fix (H,w)) = fixΘ (H,w) .

No caso de Θ (σ) e Θ∗ (σ), temos que

fix (H, 1) = π−1
Θ(σ)

(
fixΘ(σ) (H, 1)

)

e

fix (H,w0) = π−1
Θ∗(σ)

(
fixΘ∗(σ) (H,w0)

)

(ver Corolário B.11). Na verdade, as componentes fixΘ(σ) (H, 1) e fixΘ∗(σ) (H,w0) coinci-
dem com os conjuntos unitários

{
gpΘ(σ)

}
e
{
gw0pΘ∗(σ)

}
(ver Lema B.9). Em particular,

dado q ∈ Q e escrevendo h (q) = gHΘ(σ), temos que h (qg) = HΘ(σ) ∼
(
pΘ(σ), p

−
Θ(σ)

)
,

donde f (qg) = pΘ(σ), ou seja, f (q) = gpΘ(σ). Logo, f (q) = fixΘ(σ) (h (q) , 1). Analo-
gamente, vemos que f ∗ (q) = fixΘ∗(σ) (h (q) , w0). Assim, pela Proposição 2.16, temos
que

E (1) ∩ Eπ(q) = π̃−1
Θ(σ)

(
EΘ(σ) (1) ∩

(
EΘ(σ)

)
π(q)

)
= π̃−1

Θ(σ) (q · f (q))

= q · π−1
Θ(σ)

(
fixΘ(σ) (h (q) , 1)

)

= q · fix (h (q) , 1) .

e também

E (w0) ∩ Eπ(q) = π̃−1
Θ∗(σ)

(
EΘ∗(σ) (w0) ∩

(
EΘ∗(σ)

)
π(q)

)
= π̃−1

Θ∗(σ) (q · f ∗ (q))

= q · π−1
Θ∗(σ)

(
fixΘ∗(σ) (h (q) , w0)

)

= q · fix (h (q) , w0) .

Finalmente, considerando as observações e notações estabelecidas acima, podemos
apresentar o resultado principal desta seção, onde caracterizamos os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias nas fibras dos fibrados flag.

Teorema 2.30. Para cada q ∈ Q, w ∈ W e Θ ⊂ Σ, a intersecção do w-conjunto de
transitividade por cadeias de (S,EΘ) com a fibra sobre π (q) é dada por

EΘ (w)π(q) = q · fixΘ (h (q) , w)

onde h (q) ∈ Ad (G)HΘ(σ) é o ponto identificado com (f (q) , f∗ (q)).
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Demonstração: Visto que E (w) = A (E (w)) ∩ A∗ (E (w)), segue da Proposição 2.29
que

E (w) = γ̃i1 · · · γ̃in (E (w0)) ∩ γ̃j1 · · · γ̃jm
(E (1))

onde w0w = rin ...ri1 e w = rjm
...rj1 são decomposições minimais. Logo,

E (w) ∩ Eπ(q) = γ̃i1 · · · γ̃in

(
E (w0) ∩ Eπ(q)

)
∩ γ̃j1 · · · γ̃jm

(
E (1) ∩ Eπ(q)

)

= γ̃i1 · · · γ̃in (q · fix (h (q) , w0)) ∩ γ̃j1 · · · γ̃jm
(q · fix (h (q) , 1))

= q · (γi1 · · · γin (fix (h (q) , w0)) ∩ γj1 · · · γjm
(fix (h (q) , 1))) .

Pelo Corolário 7.5 de [4] segue que

E (w) ∩ Eπ(q) = q · fix (h (q) , w) .

Enfim,

EΘ (w) ∩ (EΘ)π(q) =
⋂

Uε,t

DΘ
Uε,t (w0)0 ∩ (EΘ)π(q) =

⋂

Uε,t

πΘ

(
DUε,t (w0)0 ∩ Eπ(q)

)

= πΘ

(
E (w) ∩ Eπ(q)

)
= πΘ (q · fix (h (q) , w))

= q · fixΘ (h (q) , w) .

�

2.2.2 Grupos de transformações e subsemigrupos invariantes

Se S é um semigrupo reversível de automorfismos, então, T = S−1S é um grupo satisfa-
zendo as condições de Ore. No Capítulo 1, estudamos grupos de transformações onde o
grupo tem tal característica e a dinâmica da ação do grupo é estabelecida pela dinâmica
da ação do subsemigrupo reversível gerador. Ou seja, quando falamos de dinâmica de
um grupo de transformação, estamos nos referindo à dinâmica determinada por um certo
subsemigrupo.

No caso geral de ações de grupos satisfazendo a condição de Ore, dois subsemigrupos
reversíveis distintos podem determinar dinâmicas distintas ao grupo de transformação.
Veja a Seção 3.2 para uma exemplificação deste fato. No caso de grupos de transforma-
ções sobre um fibrado flag, desejamos estabelecer uma relação da recorrência por cadeias
entre os subsemigrupos geradores do grupo.

Conforme vimos no final do Capítulo 1, as condições de espaço compacto e de sub-
semigrupo invariante garantem uma relação direta entre as dinâmicas determinadas por
um subsemigrupo e seu inverso, o que estende a relação entre as dinâmicas de um fluxo
e seu fluxo reverso (c.f. [4]). Em vista disso, consideramos a partir de agora um fibrado
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principal Q (X,G) com base compacta e um grupo de transformação (T,Q, σ) onde T é
um grupo contendo subsemigrupos invariantes geradores.

De acordo com a Proposição 1.77, temos uma grande classe de ações de grupos onde
a Proposição 2.24 se aplica sobre todas as fibras dos fibrados flag associados. De fato,
este caso abrange as ações por automorfismos de subsemigrupos maximais de grupos
nilpotentes (ver Teorema 8.3 de [19]). Veja também o Exemplo 3.2 do próximo capítulo
para um caso não nilpotente. Porém, queremos encontrar uma forma de estabelecer
o tipo parabólico para o grupo de transformação sem depender de um subsemigrupo
gerador.

Para cada subsemigrupo invariante gerador S ⊂ T , denotemos Θ (σ, S) o tipo pa-
rabólico de (T,Q, σ) determinado por S, e EΘ (w, S) o conjunto de transitividade por
cadeias de (T,Q, σ) relativo a S e de tipo w ∈ W .

De acordo com o que discutimos no Capítulo 1, concluímos que sobre os fibrados flag
associados a Q (X,G) a transitividade por cadeias relativa a um subsemigrupo invariante
gerador S coincide com aquela relativa a S−1. Nossa questão é sobre a possibilidade de
uma relação entre as dinâmicas relativas a todos os subsemigrupos invariantes geradores
de T . Nesta discussão, garantimos uma tal relação de duas formas. Na primeira, envol-
vemos todos os subsemigrupos invariantes geradores do grupo, e mostramos a existência
de um subfibrado de Q (X,G) onde eles determinam a mesma transitividade por cadeias
nos fibrados flag associados. Na segunda, estabelecemos o tipo parabólico do grupo de
transformação relativamente a uma dada família especial de subsemigrupos invariantes
geradores maximais no grupo, e associamos um subfibrado onde a transitividade por
cadeias é comum entre os subsemigrupos da família.

Seja S ⊂ T um subsemigrupo invariante gerador e tomemos o tipo parabólico Θ (σ, S)

de (T,Q) determinado por S. Lembremos que os conjuntos de transitividade por cadeias
relativos a um subsemigrupo invariante gerador é invariante pelo grupo todo. Como
vimos acima, o fibrado Q (X,G) é reduzível ao subfibrado PS

(
X,ZG

(
HΘ(σ,S)

))
, e como

S é invariante, temos que PS é invariante por T , pois assim o são os conjuntos de transi-
tividade por cadeias. Assim, temos o grupo de transformação (T, PS). Por simplificação
de notação, denotemos ZG

(
HΘ(σ,S)

)
= GS. Então, GS é um grupo de Lie redutível

cuja componente semi-simples é conexa e admite Θ (σ, S) como sistema simples de raízes
associado a um terno admissível adequado.

Escolhendo outro subsemigrupo invariante gerador R ⊂ T , tomamos o tipo parabólico
Θ (σ, S,R) ⊂ Θ (σ, S) de (T, PS) determinado por R, e obtemos o subfibrado T -invariante
PS,R (X,GS,R), onde GS,R = ZGs

(
HΘ(σ,S,R)

)
.

Este processo de determinar subfibrados pode ser aplicado sucessivamente escolhendo-
se outros subsemigrupos invariantes geradores de T . No entanto, visto que o sistema
simples de raízes inicial Σ é finito, esse processo deve estabilizar em alguma redução,
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ou seja, existe um subfibrado P (X,G′) que não pode ser mais reduzível pelo processo.
Assim, se Σ′ é o sistema simples de raízes de G′ e S ⊂ T é um subsemigrupo invariante
gerador qualquer, segue que o tipo parabólico de (T, P ) determinado por S coincide
com Σ′. Neste caso, o centralizador ZG′ (HΣ′) coincide com o subgrupo parabólico P ′

Σ′ ,
donde temos que Ad (G′)HΣ′ é homeomorfo ao flag de tipo Σ′, o qual é trivial. Em
particular, a seção global contínua ζ : X → P ×G′ Ad (G′)HΣ′ = EΣ′ é um epimorfismo
de grupos de transformações, e como X é transitivo por cadeias relativo a S, segue que
EΣ′ é transitivo por cadeias relativo a S. Logo, EΣ′ = EΣ′ (w, S), para todo w ∈ W ′.
Agora, pela Proposição 2.16, temos que

E = π̃−1
Σ′ (EΣ′) = π̃−1

Σ′ (EΣ′ (1, S)) = E (1, S)

donde E é transitivo por cadeias relativo a S. Enfim, segue do Teorema 2.11 que EΘ

é transitivo por cadeias relativo a S, para todo Θ ⊂ Σ′. Portanto, a transitividade
por cadeias em cada fibrado flag associado a P (X,G′) não depende do subsemigrupo
invariante gerador do grupo.

Agora, observemos que é interessante relacionar as dinâmicas entre os subsemigrupos
invariantes geradores maximais no grupo, pois estes determinam os maiores conjuntos
de recorrência por cadeias. Por isto, definimos o seguinte conceito.

Definição 2.31. Uma família F de subsemigrupos invariantes geradores maximais em
T é dita uma família ideal maximal se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se S ∈ F , então, S−1 /∈ F ; e

2. F é maximal com respeito à propriedade (1).

Se F é uma família ideal maximal em T , então, definimos a família ideal maximal

reversa de F por F∗ = {S−1 : S ∈ F}.
Observemos que uma família ideal maximal juntamente com sua reversa contêm todos

os subsemigrupos invariantes geradores maximais em T .
No caso da reta real R, existe apenas um par de famílias ideais maximais, as quais são

unitárias. Em dimensão maior do que um, existem infinitas famílias ideias maximais,
as quais são infinitas. Por exemplo, fixando um cone maximal S em R2, temos que
F = {Rθ (S) : Rθ ∈ SO (2,R) , θ ∈ [0, π)} é uma família ideal maximal em R2.

Em relação à uma família ideal maximal, podemos definir o tipo parabólico do grupo
de transformação (T,Q). Para isto, também usamos o processo de tomar reduções
sucessivas de subfibrados.

Seja F uma família ideal maximal em T . Como o sistema simples de raízes de G é
finito, existe um número finito de tipos parabólicos determinados pelos subsemigrupos
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da família F , os quais denotamos por Θ1, ...,Θn ⊂ Σ. A cada Θi está associado um
subfibrado T -invariante Pi (X,Gi), onde Gi = ZG (HΘi

). Tomando um representante
Si ∈ F para cada Θi, temos que S = S1 ∩ . . . ∩ Sn 6= ∅. Assim, o tipo parabólico de S
está contido em Θi para todo i. Logo, faz sentido a intersecção Θ1

F = Θ1∩ ...∩Θn. Como
cada Pi é T -invariante, então, P 1 = P1 ∩ ... ∩ Pn é T -invariante. Além disso, temos que

G1 = ZG

(
HΘ1

F

)
=

n⋂

i=1

ZG (HΘi
). Portanto, P 1 (X,G1) é um subfibrado T -invariante de

Q (X,G), onde Θ1
F é o sistema simples de raízes de G1. Agora, considerando a mesma

família F , repetimos o mesmo processo sobre P 1 (X,G1) e determinamos o subfibrado
T -invariante P 2 (X,G2), onde Θ2

F é o sistema simples de raízes de G2. Aplicando su-
cessivamente o processo, obtemos um subfibrado que não pode ser mais reduzível desta
maneira, pois o sistema simples de raízes é finito. Logo, existe um subfibrado de Q (X,G)

onde o tipo parabólico dos subsemigrupos da família F coincidem entre si e a transitivi-
dade por cadeias não depende dos subsemigrupos. Se Pm (X,Gm) é o primeiro subfibrado
onde este fato ocorre, então, denominamos ΘF (σ) = Θm+1

F de tipo parabólico do grupo
de transformação (T,Q, σ) com respeito à família ideal maximal F .

Naturalmente, o tipo parabólico de (T,Q) com respeito á família ideal maximal re-
versa F∗ coincide com o dual de ΘF (σ). Com efeito, sejam Θ1, ...,Θn ⊂ Σ os tipos
parabólicos dos subsemigrupos da família F obtidos na primeira redução. Visto que os
subsemigrupos envolvidos são invariantes, temos que Θ∗

1, ...,Θ
∗
n ⊂ Σ são os tipos parabó-

licos dos subsemigrupos da família F∗. Logo, Θ1
F∗ = (Θ1

F)
∗. Aplicando sucessivamente

este princípio nas reduções, obtemos que ΘF∗ (σ) = Θ∗
F (σ).

No caso de fluxos, F = {R+} e F∗ = {R−} formam o único par de famílias ideais
maximais de R. Obviamente, visto que F é unitária, temos que ΘF (σ) = Θ (σ) é o tipo
parabólico do fluxo e ΘF∗ (σ) = Θ∗ (σ) é tipo parabólico do fluxo reverso.

2.3 Exemplos

Fluxos e semifluxos n-dimensionais

Um semifluxo n-dimensinal consiste de uma ação de um cone maximal

Si = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : xi ≥ 0}

de Rn sobre um espaço topológico. Um fluxo n-dimensional é uma ação do grupo
euclidiano Rn sobre um espaço topológico. Neste caso, fixamos um cone maximal como
subsemigrupo determinante da dinâmica do fluxo. Em particular, podemos considerar
fluxos n-dimensionais em fibrados principais diferenciáveis. Uma maneira interessante de
definir fluxos n-dimensionais de automorfismos é obtida a partir da ação infinitezimal.
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Seja π : Q → M um fibrado principal diferenciável com grupo de Lie redutível G de
componente semi-simples conexa. Seja g a álgebra de Lie da componente semi-simples
de G. Consideremos aplicações Ai : Q→ g, i = 1, ..., n, com valores em uma subálgebra
de Lie abeliana, satisfazendo a equação

Ai (qg) = Ad
(
g−1
)
Ai (q)

para todo q ∈ Q e g ∈ G (por exemplo, se π : M ×G→M é um fibrado trivial, fixa X e
defina A (x, g) = Ad (g−1)X, para todo (x, g) ∈M×G). Para cada i e q ∈ Q, definamos

X i (q) = Ãi (q) (q) =
d

dt

(
q exp

(
tAi (q)

))
|t=0 .

Então, X i é um campo de vetores em Q. É imediato ver que a solução para o sistema
de equação diferencial ordinária x′ = X i (x) com valor inicial x (0) = q é dada por
X i

t (q) = q exp (tAi (q)). Estas soluções determinam um fluxo de automorfismos sobre o
fibrado principal. Com efeito, dados q ∈ Q e g ∈ G, temos que

X i
t (qg) = qg exp

(
tAi (qg)

)
= qg exp

(
Ad
(
g−1
)
tAi (q)

)

= q exp
(
tAi (q)

)
g = X i

t (q) g.

Agora, para quaisquer i, j e q, p ∈ Q, temos que
[
Ãi (q), Ãj (p)

]
Γ(TQ)

= ˜[Ai (q) , Aj (p)]g = 0

donde
X i

t ◦X
j
s = Xj

s ◦X
i
t

para todos t, s ∈ R. Com isso, uma ação de Rn sobre o fibrado principal é dada da
seguinte maneira. Para (t1, ..., tn) ∈ Rn e q ∈ Q, definimos

σ ((t1, ..., tn) , q) = X1
t1
◦ · · · ◦Xn

tn (q) = q exp
(
t1A

1 (q)
)
. . . exp (tnA

n (q)) .

Pela comutatividade dos campos, temos que σ é um fluxo n-dimensional de automor-
fismos sobre o fibrado principal. Observemos que o fluxo induzido na base do fibrado
é trivial, pois as fibras são invariantes pelo fluxo. Logo, o fluxo induzido na base é re-
corrente por cadeias. Assumindo que M é uma variedade conexa e compacta, segue da
Proposição 1.39 que o fluxo induzido na base é transitivo por cadeias.

Fibrado das bases

Seja M uma variedade paracompacta de dimensão n. Uma forma linear u a um ponto
x ∈M é uma base ordenada X1, ..., Xn do espaço tangente TxM . Seja L (M) a variedade
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das formas lineares a todos os pontos de M . Se u ∈ L (M) é uma forma linear a um
ponto x de M , definimos π (u) = x. Então, π : L (M) → M é um fibrado principal
com grupo de estrutura Gl (n,R), que é um grupo de Lie redutível com componente
semi-simples conexa (Gl (n,R) = Z (Gl (n,R)) Sl (n,R)). A ação à direita de Gl (n,R)

sobre L (M) é a ação natural. Dado (u = (X1, ..., Xn) , A = (aij)) ∈ L (M) × Gl (n,R),
então,

uA =

(
n∑

j=1

aj1Xj, ...,

n∑

j=1

ajnXj

)
.

Agora, considerando a ação canônica à esquerda de Gl (n,R) sobre Rn, tomamos o fibrado
vetorial associado πE : E = L (M)×Gl(n,R)Rn →M . Enfim, tomando uma variedade flag
Grasmanniana Grk (Rn), temos o fibrado flag πGrkM : E×Gl(n,R)Grk (Rn) →M ; tomando
uma variedade flag clássica FI (Rn) de índice I = (i1, ..., il), i1 ≤ ... ≤ il, temos o fibrado
flag πFIM : E ×Gl(n,R) FI (Rn) → M . Em ambos estes fibrados flag podemos considerar
ações de subsemigrupos reversíveis de Gl (n,R). Inclusive, podemos definir semigrupos
de transformações à esquerda no fibrado. Com efeito, dados A,B ∈ Gl (n,R), definimos
o produto A ∗ B = BA. Denotando Gl (n,R)∗ = (Gl (n,R) , ∗), temos que a aplicação
σ : Gl (n,R)∗ × L (M) → L (M) dada por σ (A, u) = uA define uma ação à esquerda
de Gl (n,R)∗ sobre L (M). Tomando um subsemigrupo S no centro de Gl (n,R)∗, temos
que (S, L (M) , σ) é um semigrupo de transformação de automorfismos. O semigrupo de
transformação induzido na base é trivial, ou seja, S deixa fixo cada ponto de M . Logo,(
S,M, σM

)
é recorrente por cadeias. Se M é uma variedade compacta e conexa, temos

que S é transitivo por cadeias na base do fibrado.

Também podemos construir fluxos n-dimensionais sobre o fibrado das bases, da
mesma forma realizada no exemplo anterior.

Outra forma de definir um fluxo n-dimensional é a seguinte. Consideremos o homo-
morfismo de grupo ϕ : Rn → Gl (n,R)+ dado por

ϕ (x1, ..., xn) =




ex1+···+xn 0
. . .

0 ex1+···+xn


 .

Tomando a ação σ : Gl (n,R)∗ × L (M) → L (M) definida acima, temos que ρ = σ ◦

(ϕ× id) : Rn × L (M) → L (M) define um fluxo n-dimensional de automorfismos, o
qual é transitivo por cadeias na base do fibrado flag se as hipóteses de conexidade e
compacidade forem assumidas.
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Ações de grupos solúveis

Vimos que um subsemigrupo maximal de um grupo solúvel é reversível. Considerando
subgrupos solúveis de grupos de Lie redutíveis podemos definir ações de subsemigrupos
reversíveis em fibrados principais. Como exemplo, seja π : Q→M um fibrado principal
diferenciável com base conexa e compacta e grupo de estrutura sendo um grupo de Lie
redutível G com componente semi-simples conexa e álgebra de Lie g. Tomando uma
subálgebra solúvel h ⊂ g, seja H o subgrupo de Lie solúvel e simplesmente conexo cuja
álgebra de Lie é h. Então, H é difeomorfo à Rn, para algum n, e existe uma base
{X1, ..., Xn} de h tal que a aplicação

(t1, ..., tn) ∈ Rn 7−→ exp (t1X1) . . . exp (tnXn) ∈ H

é um difeomorfismo. Considere uma aplicação f : Q→ Aut (g) tal que

f (qg) = Ad
(
g−1
)
◦ f (q)

para todo q ∈ Q e g ∈ G, e que

exp (t1X1) . . . exp (tnXn)
ϕ

7−→ exp (t1f (q) (X1)) . . . exp (tnf (q) (Xn))

seja um isomorfismo de subgrupos solúveis (por exemplo, se π : M × G → M é um
fibrado trivial, defina f (x, g) = Ad (g−1), para todo (x, g) ∈M ×G). Para cada natural
i entre 1 e n, definimos a aplicação Ai : Q→ g por

Ai (q) = f (q) (Xi) .

Então, Ai satisfaz
Ai (qg) = Ad

(
g−1
)
Ai (q)

para todo q ∈ Q e g ∈ G, a condição requerida no primeiro exemplo. Tomemos o campo
de vetores X i sobre Q dado por

X i (q) = Ãi (q) (q) =
d

dt

(
q exp

(
tAi (q)

))
|t=0 .

O fluxo deste campo é dado por

X i
t (q) = q exp

(
tAi (q)

)
= q exp (tf (q) (Xi))

o qual determina automorfismos sobre o fibrado. Agora, devido ao difeomorfismo de H
com Rn, podemos definir uma aplicação σ : H ×Q→ Q por

σ (exp (t1X1) . . . exp (tnXn) , q) = X1
t1
◦ · · · ◦Xn

tn (q) .
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Logo,

σ (exp (t1X1) . . . exp (tnXn) , q) = q exp (t1f (q) (X1)) . . . exp (tnf (q) (Xn))

Segue do isomorfismo entre os subgrupos solúveis que σ define uma ação por automor-
fismos de H sobre Q. O grupo de transformação

(
H,M, σM

)
induzido na base é trivial.

Tomando um subsemigrupo maximal S de H, temos que
(
H,M, σM

)
é transitivo por

cadeias com respeito a S.



Capítulo 3

Ações de grupos na compactificação de

Ellis

Nesta última parte da tese estudamos recorrência por cadeias na compactificação de Ellis
de grupos com topologia normal Hausdorff (T4). Com esta topologia, a compactifica-
ção do grupo coincide com a extensão de Wallman sobre os ultrafiltros fechados. Um
grupo age por homeomorfismos sobre sua compactificação, donde temos um caso espe-
cial de grupo de transformação. Com respeito ao comportamento dinâmico de tal ação,
introduzimos o conceito de subsemigrupo semitotal e apresentamos sua relação com cer-
tos atratores e repulsores e com a transitividade por cadeias. Assumindo as condições
de invariança e semitotalidade sobre o subsemigrupo, determinamos explicitamente os
conjuntos transitivos por cadeias maximais na compactificação de Ellis.

3.1 A compactificação de um grupo

Seja G um grupo T4 não compacto. Denotemos por βG a compactificação de Ellis
G. Então, existe um mergulho ǫ : G → βG e G é um subconjunto denso de βG. A
propriedade central de βG é a extensão de aplicações contínuas. Com efeito, se K é um
espaço compacto Hausdorff e ϕ : G → K é uma aplicação contínua, então existe uma
única aplicação contínua ψ : βG → K tal que ψ ◦ ǫ = ϕ. Esta propriedade caracteriza
completamente a compactificação βG.

Na teoria de filtros, βG é descrito como o conjunto dos ultrafiltros sobre os conjuntos
fechados de G munido com a topologia “hull-kernal”. Vamos fazer um resumo desta
descrição de βG.

Denotemos por F (G) a família de todos os subconjuntos fechados de G. Então, um
filtro f sobre F (G) é uma coleção não vazia de subconjuntos em F (G) satisfazendo as
seguintes propriedades:

91
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1. ∅ /∈ f ;

2. Se A,B ∈ f , então, A ∩B ∈ f ;

3. Se A ∈ f e A ⊂ F , com F ∈ F (G), então, F ∈ f .

Um ultrafiltro u sobre F (G) é um filtro maximal sobre F (G). Por conseqüência, u
também satisfaz as propriedades:

4. Se B ∈ F (G) e B ∩ A 6= ∅, para todo A ∈ u, então, B ∈ u;

5. Se A,B ∈ F (G) e A ∪B ∈ u, então, ou A ∈ u ou B ∈ u;

6. Se u 6= u′, onde u′ é outro ultrafiltro, então, existem A ∈ u e A′ ∈ u′ tais que
A ∩ A′ = ∅.

Para cada g ∈ G, temos o ultrafiltro

ug = {A ∈ F (G) : g ∈ A} .

Lema 3.1. Seja u um filtro sobre F (G). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. u é um ultrafiltro sobre F (G);

2. Dado um subconjunto fechado A ⊂ G, então, ou A ∈ u ou existe A′ ∈ u tal que
A′ ⊂ G \ A;

3. Dado um subconjunto aberto U ⊂ G, então, ou G \ U ∈ u ou existe B ∈ u tal que
B ⊂ G \ U .

Dado um subconjunto aberto U ⊂ G definimos o conjunto

ha (U) = {u ∈ βG : existe A ∈ u com A ⊂ U} .

Dado um subconjunto fechado A ⊂ G definimos o conjunto

hf (A) = {u ∈ βG : A ∈ u} .

Assim, pelas propriedades de ultrafiltros temos que

ha (U) = βG \ hf (G \ U) e hf (A) = βG \ ha (G \ A) .

Mais ainda, dada uma coleção finita de abertos U1, ..., Un ⊂ G, temos que

ha

(
n⋃

i=1

Ui

)
=

n⋃

i=1

ha (Ui) e ha

(
n⋂

i=1

Ui

)
=

n⋂

i=1

ha (Ui) .
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Também para uma coleção finita de fechados A1, ..., An ⊂ G temos que

hf

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n⋃

i=1

hf (Ai) e hf

(
n⋂

i=1

Ai

)
=

n⋂

i=1

hf (Ai) .

Com essas propriedades, a família B = {ha (U) : U subconjunto aberto de G} é uma
base de topologia para o conjunto de ultrafiltros sobre F (G). Então, B gera a topologia
compacta Hausdorff de βG. O fecho de um subconjunto Γ ⊂ βG é dado por

fe (Γ) = {u ∈ βG : ∩{v : v ∈ Γ} ⊂ u} .

Enfim, a aplicação g ∈ G→ ǫ (g) = ug é um mergulho de G em βG. Assim, podemos
considerar que G ⊂ βG. Daí, para todo subconjunto B ⊂ G, temos que

fe (B) = hf (feG (B)) .

Em particular, temos que fe (G) = βG.
Tomaremos a liberdade de não usar as indicações de fecho e interior tomadas em G.
Contudo, todas estas afirmações estão detalhadas no Apêndice D.

3.1.1 O grupo de transformação (G, βG)

A compactificação βG é munida com uma estrutura de semigrupo que induz a estrutura
de grupo de G. Em especial, G exerce uma ação por homeomorfismos sobre βG.

Para quaisquer g, h ∈ G, temos que

uguh = ugh.

As translações à direita e à esquerda em βG satisfazem o seguinte:

1. A translação à direita Ru por u é um homomorfismo, para todo u ∈ βG.

2. A translação à direita Rug
e a translação à esquerda Lug

por ug é um isomorfismo,
para todo g ∈ G.

As aplicações Rug
e Lug

são as extensões únicas das translações à direita e à esquerda
Rg e Lg em G, respectivamente.

A ação à esquerda de G sobre βG é definida pelas translações à esquerda Lug
(g ∈ G).

Dado (g, u) ∈ G× βG, denotamos

gu = ugu = {gA : A ∈ u} .
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Semelhantemente, a ação à direita de G sobre βG é definida pelas translações à direita
Rug

(g ∈ G). Assim, dado (u, g) ∈ βG×G, denotamos

ug = uug = {Ag : A ∈ u} .

Contudo, para o desenvolvimento do conteúdo deste capítulo, vamos abordar o grupo
de transformação à esquerda (G, βG). Conforme observamos no Capítulo 1, os resultados
sobre o grupo de transformação à direita (βG,G) são obtidos analogamente.

Os subconjuntos minimais de (G, βG) possuem caracterização peculiar. Com efeito,
eles coincidem com os ideais minimais às esquerda de βG. Outra particularidade de
(G, βG) é a propriedade de extensão de homomorfismos. Seja (G,X) um grupo de
transformação com espaço base compacto Hausdorff. Se ϕ : G→ X é um homomorfismo,
então, existe um homomorfismo ψ : βG → X tal que ψ (ug) = ϕ (g), para todo g ∈ G.
Esta propriedade implica na universalidade dos subconjuntos minimais de (G, βG) (ver
cap. 7 de [11]).

A ação de G em βG tem ainda as seguintes propriedades:

1. g (ha (U)) = ha (gU) e (ha (U)) g = ha (Ug), para cada g ∈ G e cada subconjunto
aberto U ⊂ G.

2. g (hf (A)) = hf (gA) e (hf (A)) g = hf (Ag), para cada g ∈ G e cada subconjunto
fechado A ⊂ G.

3.2 Transitividade por cadeias em βG

Enfatizamos agora o conceito de recorrência por cadeias em (G, βG). Para esta abor-
dagem, adotamos a família admissível Of (βG) de todas as coberturas abertas finitas de
βG constituídas por subconjuntos da base B. Tomando uma cobertura aberta finita
{Ui : i = 1, ..., n} de G, obtemos uma cobertura aberta finita {ha (Ui) : i = 1, ..., n} de
βG.

Seja S  G um subsemigrupo reversível fechado, de interior não vazio e gerador de G.
Seja e ∈ G o elemento neutro. Então, para cada g ∈ G, temos que ω (ue, S) = ω (ug, S),
ω∗ (ue, S) = ω∗ (ug, S), ωd (ue, S) = ωd (ug, S) e ω∗

e (ue, S) = ω∗
e (ug, S).

Proposição 3.2. Para cada g ∈ G, os conjuntos ωe (hf (Sg) , S) e ωd (hf (Sg) , S) são
respectivamente um atrator à esquerda e um atrator à direita de (G, βG), e os conjuntos
ω∗

e (hf (S−1g) , S) e ω∗
d (hf (S−1g) , S) são respectivamente um repulsor à esquerda e um

repulsor à direita de (G, βG).
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Demonstração: Dado s ∈ int (S), temos que sSg ⊂ int (Sg) e SsSg ⊂ int (Sg). Então,
hf (sSg) e hf (SsSg) são subconjuntos de int (hf (Sg)). Assim,

ωe (hf (Sg) , S) =
⋂

t∈S

fe (tShf (Sg)) ⊂
⋂

t∈S

hf (tSg) ⊂ int (hf (Sg))

e
ωd (hf (Sg) , S) =

⋂

t∈S

fe (Sthf (Sg)) ⊂
⋂

t∈S

hf (StSg) ⊂ int (hf (Sg)) .

Agora, também temos que s−1S−1g ⊂ int (S−1g) e S−1s−1S−1g ⊂ int (S−1g). Logo,
hf (s−1S−1g) e hf (S−1s−1S−1g) são subconjuntos de int (hf (S−1g)). Assim,

ω∗
e

(
hf

(
S−1g

)
, S
)

=
⋂

t∈S

fe
(
S−1t−1hf

(
S−1g

))
⊂ int

(
hf

(
S−1g

))

e
ω∗

d

(
hf

(
S−1g

)
, S
)

=
⋂

t∈S

fe
(
t−1S−1hf

(
S−1g

))
⊂ int

(
hf

(
S−1g

))

donde concluímos a demonstração. �

De imediato pensamos na possibilidade do repulsor à direita ω∗
d (hf (S−1) , S) ser o re-

pulsor complementar do atrator à direita ωd (hf (S) , S). Em geral, podemos afirmar que
vale a inclusão ω∗

d (hf (S−1) , S) ⊂ ωd (hf (S) , S)∗. Com efeito, visto que S é um subse-
migrupo próprio de G, existe t ∈ S tal que t /∈ S−1. Dessa forma, S ∩ t−1S−1 = ∅, donde
temos que hf (S) ∩ hf (t−1S−1) = ∅. Logo, o atrator ωd (hf (S) , S) é disjunto do repulsor
ω∗

d (hf (S−1) , S). A inclusão mencionada segue então pelo fato de ω∗
d (hf (S−1) , S) ser

compacto e invariante. No entanto, com uma condição adicional sobre o subsemigrupo
S, os conjuntos ω∗

d (hf (S−1) , S) e ωd (hf (S) , S)∗ de fato coincidem. Neste caso, o par
atrator-repulsor (ω (hf (S) , S) , ω∗ (hf (S−1) , S)) é a única decomposição de Morse não
trivial de (G, βG).

Antes de discutirmos sobre uma tal condição, observemos o seguinte fato. Pelo Lema
1.8, temos que

ωe (ue, S) = ωe (hf (S) , S) = ω (hf (S) , S)

e
ω∗

d (ue, S) = ω∗
d

(
hf

(
S−1

)
, S
)

= ω∗
(
hf

(
S−1

)
, S
)
.

Então, pela Proposição 3.2, temos que ωe (ue, S) é um atrator à esquerda e que ω∗
d (ue, S)

é um repulsor à direita de (G, βG). Agora, dados s, t ∈ S, temos que ωd (ue, S) ⊂

hf (Stss) ⊂ Sthf (Ss) e ω∗
e (ue, S) ⊂ hf (S−1t−1s−1s−1) ⊂ S−1t−1hf (S−1s−1). Logo,

ωd (ue, S) ⊂
⋂

s∈S

ωd (hf (Ss))
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e
ω∗

e (ue, S) ⊂
⋂

s∈S

ω∗
e

(
hf

(
S−1s−1

))
.

Por outro lado, para qualquer t ∈ S, temos que
⋂

s∈S

ωd (hf (Ss) , S) ⊂ ωd (hf (St) , S) ⊂ hf (St)

e ⋂

s∈S

ω∗
e

(
hf

(
S−1s−1

)
, S
)
⊂ ω∗

e

(
hf

(
S−1t−1

)
, S
)
⊂ hf

(
S−1t−1

)
.

Portanto,
ωd (ue, S) =

⋂

s∈S

ωd (hf (Ss) , S)

e
ω∗

e (ue, S) =
⋂

s∈S

ω∗
e

(
hf

(
S−1s−1

)
, S
)
.

Assim, ωd (ue, S) é uma intersecção de atratores à direita e ω∗
e (ue, S) é uma intersecção

de repulsores à esquerda de (G, βG). Com isto, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.3. O conjunto ωd (ue, S) é um conjunto transitivo por cadeias maximal
de (G, βG).

Demonstração: Dado u ∈ ωd (ue, S), temos que ωd (u, S) ⊂ ωd (ue, S). Visto que
ωd (ue, S) é uma intersecção de atratores à direita, segue pela Proposição 1.57 que
Ω (u, S) ⊂ ωd (ue, S). Como ωd (ue, S) é transitivo por cadeias, temos que Eu = Ω (u, S)∩

Ω∗ (u, S) = ωd (ue, S). �

Corolário 3.4. (G, βG) não é transitivo por cadeias.

Notemos que isto implica que (G, βG) também não é recorrente por cadeias. De fato,
pois supondo βG é recorrente por cadeias, temos que G ⊂ Ω∗ (ug, S), para todo g ∈ G,
pois Ω∗ (ug, S) é invariante. Logo, G ⊂ Eug

, e como Eug
é fechado, temos que βG = Eug

.
Portanto, βG é transitivo por cadeias, contradizendo o corolário acima.

Em particular, o Corolário 3.4 afirma que um grupo compacto não admite um sub-
semigrupo próprio, fechado e de interior não vazio, com o qual juntamente satisfaz as
condições de Ore. Com efeito, Se G é compacto, então, βG = G, evidentemente. Neste
caso, G é um conjunto minimal e, portanto, transitivo por cadeias.

Agora, notemos que a vantagem das coberturas abertas finitas é que elas determinam
uma quota para o número de saltos em uma cadeia associada. Mais especificamente, se
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uma cobertura tem um número n de conjuntos, então, uma cadeia a ela associada poderá
ser construída com um número menor ou igual a n de pontos. Este recurso nós utilizamos
para mostrar o seguinte resultado.

Proposição 3.5. Sejam t ∈ int (S) e u ∈ βG.

1. Se St ∈ u, então, Ω̂ (u, S) ⊂ hf (St).

2. Se t−1S−1 ∈ u, então, Ω∗ (u, S) ⊂ hf (t−1S−1).

3. Se S−1
t ∈ u, então, Ω̂∗ (u, S) ⊂ hf

(
S−1

t

)
.

Demonstração: Para verificarmos os ítens (1), seja v ∈ Ω̂ (u, S) e t ∈ int (S). Como
tSt ⊂ int (St) temos que

U = {ha (int (St)) , ha (G \ tSt)} ∈ Of (βG) .

Sejam u0 = u, ..., un = v ∈ βG, n ≤ 2, t0, ..., tn−1 ∈ St2 e Γ0, ...,Γn−1 ∈ U formando uma
(U , t2)-subcadeia de u para v. Suponhamos que Γ0 = ha (G \ tSt). Visto que t0u ∈ Γ0,
então,

u ∈ t−1
0 ha (G \ tSt) = ha

(
G \ t−1

0 tSt

)
.

No entanto, como St ⊂ t−1
0 tSt, temos que u ∈ ha (G \ St). Mas isto não é possível, pois

St ∈ u. Assim, Γ0 = ha (int (St)), donde u1 ∈ ha (int (St)). Se n = 1, então,

v = u1 ∈ ha (int (St)) ⊂ hf (St) .

Se n = 2, repetimos o argumento anterior com u1e mostramos que v = u2 ∈ hf (St).
Portanto, Ω̂ (u, S) ⊂ hf (St). Para verificarmos o ítem (2), seja v ∈ Ω∗ (u, S). Como
t−1S−1 ⊂ int (S−1), temos que

U =
{
ha

(
int
(
S−1

))
, ha

(
G \ t−1S−1

)}
∈ Of (βG) .

Tomemos v0 = v, ..., vn = u ∈ βG, n ≤ 2, t0, ..., tn−1 ∈ St e Γ0, ...,Γn−1 ∈ U formando
uma (U , t)-cadeia de v para u. Como t−1S−1 ∈ u, então, u /∈ ha (G \ t−1S−1). Logo,

tn−1vn−1, u ∈ Γn−1 = ha

(
int
(
S−1

))
,

donde
vn−1 ∈ ha

(
int
(
t−1
n−1S

−1
))

⊂ hf

(
t−1S−1

)
.

Se n = 1, então, v = v0 ∈ hf (t−1S−1). Se n = 2, repetimos o argumento com v1e obtemos
que v ∈ hf (t−1S−1). Portanto, Ω∗ (u, S) ⊂ hf (t−1S−1). Enfim, verificando o ítem (3),
tomemos v ∈ Ω̂∗ (u, S). Como S−1

t ⊂ int (S−1t−1), temos que

U =
{
ha

(
int
(
S−1t−1

))
, ha

(
G \ S−1

t

)}
∈ Of (βG) .
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Tomemos v0 = v, ..., vn = u ∈ βG, n ≤ 2, t0, ..., tn−1 ∈ St e Γ0, ...,Γn−1 ∈ U formando
uma (U , t)-cadeia de v para u. Como S−1

t ∈ u, então, u /∈ ha

(
G \ S−1

t

)
. Logo,

tn−1vn−1, u ∈ Γn−1 = ha

(
int
(
S−1t−1

))
,

donde
vn−1 ∈ ha

(
int
(
t−1
n−1S

−1t−1
))

⊂ hf

(
S−1

t

)
.

Se n = 1, então, v = v0 ∈ hf

(
S−1

t

)
. Se n = 2, repetimos o argumento com v1 e obtemos

que v ∈ hf

(
S−1

t

)
. Portanto, Ω̂∗ (u, S) ⊂ hf

(
S−1

t

)
. �

Corolário 3.6. Seja u ∈ βG.

1. Se u ∈ ωd (ue, S), então, Ω̂ (u, S) ⊂ ω (ue, S).

2. Se u ∈ ω∗
d (ue, S), então, Ω∗ (u, S) ⊂ ω∗

d (ue, S).

3. Se u ∈ ω∗ (ue, S), então, Ω̂∗ (u, S) ⊂ ω∗ (ue, S).

O próximo resultado mostra que todo ponto do conjunto transitivo por cadeias maxi-
mal ωd (ue, S) é atingível por cadeias a partir de qualquer ponto de βG, e que todo ponto
de ω (ue, S) é atingível por subcadeias a partir de qualquer ponto de βG. Por outro lado,
todo ponto de βG é atingível por subcadeias a partir de qualquer ponto de ω∗ (ue, S).
Além disso, as cadeias ligando quaisquer dos pontos mencionados são construídas com
apenas um salto, refletindo o que ocorre em geral com a transitividade por cadeias sobre
num conjunto limite pontual.

Proposição 3.7. 1. Seja u ∈ ωd (ue, S). Então, Ω∗ (u, S) = βG, onde as cadeias
podem ser construídas com três pontos.

2. Seja u ∈ ω (ue, S). Então, Ω̂∗ (u, S) = βG, onde as subcadeias podem ser construí-
das com três pontos.

3. Seja u ∈ ω∗ (ue, S). Então, Ω̂ (u, S) = βG, onde as subcadeias podem ser construí-
das com três pontos.

Demonstração: Sejam v ∈ βG, U = {ha (U1) , ..., ha (Un)} ∈ Of (βG) e t ∈ S. Para
verificarmos o ítem (1), tomemos ha (Ui) , ha (Uj) ∈ U e t0 ∈ St tais que u ∈ ha (Ui) e
t0v ∈ ha (Uj). Escolhamos g ∈ Uj. Então,

t0v, ug ∈ ha (Uj) .
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Agora, pelo Lema 1.75, existe s ∈ St tal que sg ∈ St. Visto que ωd (ue, S) =
⋂

t∈S

hf (St),

então, Ssg ∈ u, donde Ssg ∩ Ui 6= ∅. Assim, existe t1 ∈ St tal que t1g ∈ Ui. Logo,

t1ug, u ∈ ha (Ui) .

Assim, os pontos v, ug, u ∈ βG, os elementos t0, t1 ∈ St e os conjuntos ha (Uj) , ha (Ui) ∈ U

formam uma (U , t)-cadeia de v para u. Pela arbitrariedade dos objetos considerados,
temos que βG = Ω∗ (u, S). O ítem (2) segue semelhantemente ao ítem (1). Para mos-
trarmos o ítem (3), tomemos ha (Ui) , ha (Uj) ∈ U e t0 ∈ St tais que t0u ∈ ha (Ui) e
v ∈ ha (Uj). Escolhamos g ∈ Uj. Pelo Lema 1.75, existe s ∈ St tal que s−1g ∈ S−1

t .
Agora, como S−1

tt0 ∈ u, temos que S−1
t ∈ t0u, para todo t ∈ Ṡ. Logo, S−1

g−1s ∈ t0u, donde

S−1
g−1s ∩ Ui 6= ∅̇. Portanto, existe t1 ∈ St e g1 ∈ Ui tais que t1g1 = g. Assim,

t0u, ug1 ∈ ha (Ui) e t1ug1 , v ∈ ha (Uj) ,

formando uma (U , t)-subcadeia de u para v. Portanto, βG = Ω̂ (u, S). �

Corolário 3.8. Seja u ∈ βG.

1. Se u ∈ ωd (ue, S), então, Ω (u, S) = ωd (ue, S).

2. Se u ∈ ω (ue, S), então, Ω̂ (u, S) = ω (ue, S).

3. Se u ∈ ω∗ (ue, S), então, Ω̂∗ (u, S) = ω∗ (ue, S).

Em particular, os conjuntos ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são conjuntos transitivos por sub-
cadeias maximais.

Demonstração: A prova segue pela aplicação direta do Corolário 3.6 e da Proposição
3.7. �

Proposição 3.9. Se ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são os únicos conjuntos transitivos por subca-
deias maximais de (G, βG), então, ω (ue, S) = ω (hf (S) , S) e ω∗ (ue, S) = ω∗ (hf (S−1) , S).

Demonstração: Observemos primeiramente que ω (ue, S) ⊂ ω (hf (S) , S) e ω∗ (ue, S) ⊂

ω∗ (hf (S−1) , S). Se u ∈ ω (hf (S) , S), então, ω (u, S) , ω∗ (u, S) ⊂ ω (ue, S), pois ω (u, S)

e ω∗ (u, S) são conjuntos transitivos por subcadeias contidos em ω (hf (S) , S). Então,
ω (u, S) ⊂ Ω (u, S) ∩ ω (ue, S) e ω∗ (u, S) ⊂ Ω∗ (u, S) ∩ ω (ue, S), donde temos que
u ∈ Ω (u, S), ou seja, u ∈ R. Logo, u ∈ ω (ue, S) e, portanto, ω (ue, S) = ω (hf (S) , S).
Com o mesmo argumento, mostramos que ω∗ (ue, S) = ω∗ (hf (S−1) , S). �



100 Capítulo 3 · Ações de grupos na compactificação de Ellis

3.2.1 Subsemigrupos semitotais

Nossa meta principal agora é estabelecer condições adicionais sobre o subsemigrupo S de
forma que tenhamos a igualdade ω∗

d (ue, S) = ωd (hf (S) , S)∗ e que ωd (ue, S) e ω∗
d (ue, S)

sejam os únicos conjuntos transitivos por cadeias maximais de (G, βG).
Um subsemigrupo H de G é dito total se H ∪ H−1 = G. Conforme o Teorema 8.3

e o Corolário 11.2 de [19], um subsemigrupo maximal de um grupo nilpotente é total
(e invariante), e um subsemigrupo maximal de interior não vazio em um grupo de Lie
de dimensão finita, conexo e solúvel é um subsemigrupo total. Assim, embora sendo
especial, o conceito de subsemigrupo total pode ser estudado com grande generalidade.
Contudo, nesta parte, abordamos uma classe mais abrangente de subsemigrupos.

A partir de um enfraquecimento na condição de totalidade introduzimos o seguinte
conceito.

Definição 3.10. Um subsemigrupo H de G é dito semitotal se existe h ∈ H tal que
h−1H ∪ hH−1 = G.

Observemos que um subsemigrupo total deve conter o elemento neutro. Logo, todo
subsemigrupo total é semitotal. A seguir, apresentamos exemplos imediatos de subsemi-
grupos semitotais.

Exemplo 3.1. Se G = Rn,Qn ou Zn, então, uma translação de um cone maximal em
G é um subsemigrupo semitotal. Se a translação é por um elemento diferente da origem,
então o subsemigrupo não é total.

Exemplo 3.2. Se G = Gl (n,R)+ e b ≥ 1 é um número real, então, o subconjunto

Sb = {g ∈ G : det g ≥ b}

é um subsemigrupo semitotal e invariante. Para vermos isso, notemos que

S−1
b =

{
g ∈ G : det g ≤

1

b

}
.

Denotanto B =
{
g ∈ G : 1

b
≤ det g ≤ b

}
, temos que G = S−1

b ∪B ∪ Sb. Agora, tomando
t ∈ Sb tal que det t ≥ b2, temos que tB ⊂ Sb. Assim, G = tG = tS−1

b ∪ tB ∪ tSb ⊂

tS−1
b ∪ Sb, donde G = tS−1

b ∪ Sb. Visto que Sb ⊂ t−1Sb, concluímos que Sb é semitotal.
No entanto, se b > 1, então, Sb não é total.

A semitotalidade é a única condição existente que nos faz concluir a questão sobre a
dinâmica em (G, βG).

Teorema 3.11. O subsemigrupo S é semitotal se, e somente se, ω∗ (hf (S−1) , S) =

ωd (hf (S) , S)∗.
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Demonstração: Assumindo que S é semitotal, seja u ∈ βG \ ω∗ (hf (S−1) , S). Então,
existe τ ∈ S tal que u /∈ hf (τ−1S−1). Logo, existe A ∈ u com A ⊂ G\τ−1S−1. Seja s ∈ S

tal que s−1S ∪ sS−1 = G. Então, τ−1s−2S ∪ τ−1S−1 = G, donde G \ τ−1S−1 ⊂ τ−1s−2S.
Logo, u ∈ hf (τ−1s−2S). Assim, dado qualquer t ∈ S, temos que t′u ∈ hf (tS), para
todo t′ ∈ Sts2τ . Agora, seja v ∈ ω (u, S) e tomemos uma vizinhança aberta ha (U) de v.
Então, dado t ∈ S, temos que ha (U) ∩ Sts2τu 6= ∅, donde ha (U) ∩ hf (tS) 6= ∅. Logo,
v ∈ hf (tS). Assim, ω (u, S) ⊂ ωe (hf (S) , S) = ω (hf (S) , S). Visto que ωd (hf (S) , S)∗

é invariante, temos que ω (w, S) ⊂ ωd (hf (S) , S)∗, para todo w ∈ ωd (hf (S) , S)∗. Por-
tanto, u ∈ βG \ωd (hf (S) , S)∗, donde concluímos que ωd (hf (S) , S)∗ ⊂ ω∗ (hf (S−1) , S).
Visto que a inclusão contrária entre estes dois conjuntos é válida em geral, temos que
ωd (hf (S) , S)∗ = ω∗ (hf (S−1) , S). Reciprocamente, suponhamos que ω∗ (hf (S−1) , S) =

ωd (hf (S) , S)∗. Então, se u /∈ ωd (hf (S) , S) ∪ ω∗ (hf (S−1) , S), temos que ωd (u, S) ⊂

ωd (hf (S) , S) e ω∗
d (u, S) ⊂ ω∗ (hf (S−1) , S). Seguindo a demonstração por contradição,

suponhamos que S não é semitotal, ou seja, que t−1S ∪ tS−1 6= G, para todo t ∈ S.
Então, afirmamos que o conjunto

F =
⋂

t∈S

hf

(
G \

(
int
(
t−1S

)
∪ int

(
tS−1

)))

é não vazio, compacto e invariante em βG. Com efeito, temos que

F =
{
hf

(
G \

(
int
(
t−1S

)
∪ int

(
tS−1

)))
: t ∈ S

}

é uma família de subconjuntos fechados em βG. Dados quaisquer t1, ..., tn ∈ S, tomemos
t ∈ St1 ∩ ... ∩ Stn . Então, t−1

i S ⊂ t−1S e tiS−1 ⊂ tS−1, para todo i. Assim,

n⋃

i=1

int
(
t−1
i S

)
∪ int

(
tiS

−1
)
⊂ t−1S ∪ tS−1.

Como t−1S ∪ tS−1 6= G, temos que G \
n⋃

i=1

int
(
t−1
i S

)
∪ int

(
tiS

−1
)

é não vazio, isto é,

n⋂

i=1

G \ int
(
t−1
i S

)
∪ int

(
tiS

−1
)
6= ∅.

Logo,
n⋂

i=1

hf

(
G \ int

(
t−1
i S

)
∪ int

(
tiS

−1
))

é um subconjunto não vazio de βG. Como βG é

compacto Hausdorff, segue que o conjunto F é não vazio e compacto. Para mostrarmos
a invariança de F , sejam u ∈ F e s ∈ S. Dado t ∈ S, tomemos s1, s2 ∈ S tais que
ss1 = ts2. Então,

G \
(
int
(
s−1t−1s−1

1 S
)
∪ int

(
s1tsS

−1
))

∈ u
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donde
G \

(
int
(
t−1s−1

1 S
)
∪ int

(
ts2tsS

−1
))

∈ su.

Como t−1S ⊂ t−1s−1
1 S e tS−1 ⊂ ts2tsS

−1, temos queG\
(
int
(
t−1s−1

1 S
)
∪ int (ts2tsS

−1)
)
⊂

G\ (int (t−1S) ∪ int (tS−1)). Logo, G\ (int (t−1S) ∪ int (tS−1)) ∈ su. Pela arbitrariedade
de t, temos que su ∈ F . Agora, sejam s1, s2 ∈ S tais que s1s = s2t. Então,

G \
(
int
(
s−1
1 t−1s−1S

)
∪ int

(
sts1S

−1
))

∈ u

donde
G \

(
int
(
t−1s−1

2 t−1s−1S
)
∪ int

(
ts1S

−1
))

∈ s−1u.

Logo, G \ (int (t−1S) ∪ int (tS−1)) ∈ s−1u, donde s−1u ∈ F . Assim, F é invariante por
ambos S e S−1. Portanto, F é invariante. Enfim, tomando t ∈ int (S), temos que
tS ⊂ int (S) e t−1S−1 ⊂ int (S−1). Daí, como

F ⊂ hf

(
G \

(
int (S) ∪ int

(
S−1

)))
= hf

(
(G \ int (S)) ∩

(
G \ int

(
S−1

)))

= hf (G \ int (S)) ∩ hf

(
G \ int

(
S−1

))

temos que F é disjunto de ωd (hf (S) , S) ∪ ω∗ (hf (S−1) , S). Assim, se u ∈ F , temos que
ωd (u, S) ⊂ ωd (hf (S) , S), ω∗

d (u, S) ⊂ ω∗ (hf (S−1) , S) e ωd (u, S) , ω∗
d (u, S) ⊂ F , o que é

uma contradição. Portanto, S deve ser semitotal. �

Notemos que, se u ∈ R e u /∈ ωd (ue, S), então, u ∈ ωd (hf (St) , S)∗ para algum t ∈ S.
Em particular, u ∈ ωd (hf (S) , S)∗. Logo, R ⊂ ωd (ue, S) ∪ ωd (hf (S) , S)∗. Assim, visto
que ω∗

d (ue, S) = ω∗ (hf (S−1) , S), segue a seguinte versão equivalente do Teorema 3.11.

Teorema 3.12. O semigrupo S é semitotal se, e somente se, R ⊂ ωd (ue, S)∪ω∗
d (ue, S).

Corolário 3.13. Os conjuntos ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são os únicos conjuntos transiti-
vos por subcadeias maximais de (G, βG) se, e somente se, S é semitotal, ω (ue, S) =

ω (hf (S) , S) e ω∗ (ue, S) = ω∗ (hf (S−1) , S).

Demonstração: Segue por uma aplicação direta das Proposições 3.9 e 3.11. �

O último teorema acima diz que a propriedade algébrica de semitotalidade do se-
migrupo equivale à propriedade dinâmica da recorrência por cadeias se restringir aos
conjuntos limites da identidade em βG. Vimos que o conjunto ωd (ue, S) é transitivo por
cadeias maximal. No entanto, não sabemos dizer em geral como ocorre a transitividade
por cadeias no conjunto ω∗

d (ue, S). Contudo, podemos determinar exatamente a tran-
sitividade por cadeias sob a propriedade de invarinaça no semigrupo. No caso de S ser
invariante valem as igualdades ω (ue, S) = ω (hf (S) , S) e ω∗ (ue, S) = ω∗ (hf (S−1) , S).
Com isso, o Teorema 3.11 recebe a seguinte versão mais apurada.
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Teorema 3.14. Assuma que S é invariante. Então, o subsemigrupo S é semitotal
se, e somente se, ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são os únicos conjuntos transitivos por cadeias
maximais de (G, βG).

Assim, para subsemigrupos maximais em grupos nilpotentes existem apenas dois
conjuntos de transitividade por cadeias na compactificação de Ellis. Igualmente ocorre
com o subsemigrupo Sb =

{
g ∈ Gl (n,R)+ : det g ≥ b

}
em βGl (n,R)+. De fato, pois já

vimos que Sb é semitotal. Além disso, dado t ∈ Sb temos que

tSb =
{
g ∈ Gl (n,R)+ : det g ≥ b det t

}
= Sbt

donde Sb é invariante.
Vejamos alguns exemplos especiais.

Exemplo 3.3. Seja G = R, Q ou Z e S = [t,+∞), com t ≥ 0. Então, R = ω (u0, S) ∪

ω∗ (u0, S) = βG \ G. Verificaremos o resultado para R, seguindo de forma semelhante
para Q e Z. Dado u ∈ βR \ R, temos que ou [t,+∞) ∈ u ou (−∞, t] ∈ u. Suponhamos
que [t,+∞) ∈ u. Afirmamos que u ∈ ω (u0, S). Com efeito, seja

t∗ = sup {s ≥ t : [s,+∞) ∈ u}

e suponhamos que t∗ é finito. Então, para cada n ∈ N, temos que
[
t∗ − 1

n
,+∞

)
∈ u.

Tomemos qualquer A ∈ u. Então,

A ∩

[
t∗ −

1

n
,+∞

)
6= ∅

para todo n ∈ N. Visto que A é fechado, segue que A ∩ [t∗,+∞) 6= ∅. Isto signi-
fica que [t∗,+∞) ∈ u. Agora, como t∗ é supremo, então,

[
t∗ + 1

n
,+∞

)
/∈ u, donde(

−∞, t∗ + 1
n

]
∈ u, para todo natural n. Logo,

[
t∗, t∗ +

1

n

]
=

(
−∞, t∗ +

1

n

]
∩ [t∗,+∞) ∈ u

para todo n. Com isso, dado qualquer B ∈ u, temos que B ∩
[
t∗, t∗ + 1

n

]
6= ∅, para todo

n, e como B é fechado, segue que t∗ ∈ B. Isto significa que u = ut∗ ∈ R, o que é
uma contradição. Portanto, t∗ não é finito, ou seja, [s,+∞) ∈ u, para todo s ≥ t, o
que demonstra o afirmado. Se, em outro caso, (−∞, t] ∈ u, um argumento semelhante
mostra que u ∈ ω∗ (u0, S). Assim, βR \ R =R.

O exemplo seguinte mostra que subsemigrupos maximais não determinam a mesma
transitividade por cadeias no grupo de transformação.
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Exemplo 3.4. Seja G = Rn e tome os cones maximais S1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : x1 ≥ 0}

e Sn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : xn ≥ 0}. Notemos que

ω (u0, S1 ∩ Sn) ⊂ ω (u0, S1) ∩ ω (u0, Sn)

e
ω
(
u0, S

−1
1 ∩ Sn

)
⊂ ω∗ (u0, S1) ∩ ω (u0, Sn) .

Isto significa que o conjunto de transitividade por cadeias ω (u0, Sn) relativo a Sn é dis-
tinto de ambos os conjuntos de transitividade por cadeias ω (u0, S1) e ω∗ (u0, S1) relativos
a S1, pois intersepta a ambos. Logo, S1 e Sn não determinam a mesma transitividade
por cadeias no grupo de transformação (Rn, βRn).

Contudo, as condições de semitotalidade e invariança sobre o semigrupo S nos permite
determinar precisamente o comportamento dinâmico do grupo de transformação (G, βG),
ou seja, podemos concluir que (G, βG) admite uma única decomposição de Morse não
trivial, a saber, o par atrator-repulsor (ω (ue, S) , ω∗ (ue, S)).

3.2.2 A universalidade e o problema de extensão de homomor-

fismos

Como vimos anteriormente, os conjuntos minimais universais sob a ação de G são todos
isomorfos aos subconjuntos minimais de (G, βG). Este fato motiva a definição de um
conceito correspondente para o caso de transitividade por cadeias, buscando-se possi-
velmente uma relação com os conjuntos transitivos por cadeias maximais de (G, βG).
Neste caminho, abrimos uma discussão sobre este assunto e apresentamos um argu-
mento relacionando o problema de extensão de homomorfismos locais entre grupos de
transformações.

Assumimos que o espaço base de todo grupo de transformação é compacto Hausdorff
e que o subsemigrupo S adotado em G é invariante.

Estabelecemos o problema de extensão de homomorfismos locais com a seguinte ques-
tão: sejam (G,X) e (G, Y ) grupos de transformações. Dados um subconjunto fechado
e invariante N ⊂ X e um homomorfismo ϕ : N → Y , então, existe um homomorfismo
ψ : X → Y tal que ψ |N= ϕ?

Dizemos que (G,X) satisfaz a propriedade de extensão de homomorfismos locais se
a resposta para a questão anterior for afirmativa.

Definimos a universalidade com respeito a transitividade por cadeias de modo seme-
lhante ao caso de conjuntos minimais.

Definição 3.15. Seja (G,X) um grupo de transformação transitivo por cadeias. En-
tão, (G,X) é transitivo por cadeias universal se, para todo grupo de transformação
(G, Y ) transitivo por cadeias, existe um epimorfismo de X sobre Y .
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Intuitivamente, esperávamos que os conjuntos transitivos por cadeias universais es-
tivessem relacionados de alguma forma com os conjuntos de transitividade por cadeias
de (G, βG). Contudo, um caminho alternativo para proceder com esta discussão propõe
uma análise do problema de extensão de homomorfismos estabelecido acima, tendo em
vista a possibilidade de construção de cadeias em βG com um único salto.

Para discutirmos a universalidade dos conjuntos transitivos por cadeias maximais de
(G, βG) precisamos assumir que os tais são internamente transitivos por cadeias, ou seja,
que a ação de G restrita a qualquer conjunto transitivo por cadeias maximal é transitiva
por cadeias. Esta condição é satisfeita no caso das ações dos grupos R e Z, por exemplo
(ver [22]). Conforme vimos na seção anterior, o fato de S ser invariante implica que os
conjuntos ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são transitivos por cadeias maximais de (G, βG).

Lema 3.16. Sejam (G,X) um grupo de transformação e ϕ um epimorfismo de βG sobre
X, com ϕ (ω (ue, S)) = X. Então, (G,X) é transitivo por cadeias e qualquer cadeia em
X pode ser construída com três pontos.

Demonstração: Sejam x, y ∈ X, t ∈ S e U uma cobertura aberta finita de X. Pela
continuidade de ϕ, temos que

ϕ−1U =
{
ϕ−1 (U) : U ∈ U

}

é uma cobertura aberta finita de βG. Tomemos um refinamento aberto finito V de
ϕ−1U constituído por abertos básicos. Escolhamos u, v ∈ ω (ue, S) tais que ϕ (u) = x

e ϕ (v) = y. Agora, tomemos pontos u0 = u, u1, u2 = v ∈ βG, elementos t0, t1 ∈ St e
abertos V0, V1 ∈ V formando uma (V , t)-cadeia entre u e v. Então,

t0u, u1 ∈ V0 ⊂ ϕ−1 (U0) ,

para algum U0 ∈ U , donde ϕ (t0u) , ϕ (u1) ∈ U0, ou seja, t0x, ϕ (u1) ∈ U0. Da mesma
forma, obtemos U1 ∈ U tal que t1ϕ (u1) , y ∈ U1. Assim, obtemos uma (U , t)-cadeia entre
x e y. Portanto, (G,X) é transitivo por cadeias. �

Proposição 3.17. Se (G,ω (ue, S)) é transitivo por cadeias universal, então, (G, βG)

não satisfaz a propriedade de extensão de homomorfismos locais.

Demonstração: Seja X = [0, 1] munido com a métrica induzida de R. Consideremos a
ação trivial de G sobre X, ou seja, a ação tal que G fixa todos os pontos de X. Segue da
Proposição 1.39 que o grupo de transformação (G,X) é transitivo por cadeias em relação
a família admissível das coberturas de X dadas por intervalos abertos. No entanto, para
ε = 1

4
por exemplo, são necessários mais de um salto para se obter uma (ε, t)-cadeia de 0
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até 1. Agora, pela hipótese de (G,ω (ue, S)) ser transitivo por cadeias universal, temos
que existe um epimorfismo ϕ : (G,ω (ue, S)) → (G,X). Supondo por contradição que
ψ : βG → X é um epimorfismo que estende ϕ, segue do Lema 3.16 que toda cadeia em
X pode ser construída com apenas um salto, o que não pode ocorrer em (G,X). Logo,
(G, βG) não satisfaz a propriedade de extensão de homomorfismos. �

Notemos que, se é dado um epimorfismo ϕ : ω (ue, S) → [0, 1], então, garantimos a
existência de uma extensão contínua ψ : βG→ [0, 1] de ϕ, a saber, a extensão de Tietze.
Porém, não se pode estender ϕ a um homomorfismo.

3.3 Funções recorrentes por cadeias

Nesta seção estudamos recorrência por cadeias no espaço de funções cujos domínios são
grupos topológicos. Neste caminho, introduzimos o conceito de função recorrente por
cadeias, que consiste de uma generalização natural do conceito de função recorrente.
O trabalho de Ellis-Johnson [12] foi nosso principal contato com o conceito de funções
recorrentes da reta real. Nosso objetivo é discutir sobre a possibilidade de se determinar
a transitividade por cadeias de uma função a partir do conhecimento dos conjuntos de
transitividade por cadeias na compactificação do seu grupo domínio.

Dados um espaço uniforme X, com uniformidade diagonal G, um ponto x ∈ X e um
subconjunto V ∈ G, denotemos

V [x] = {y ∈ X : (y, x) ∈ V } .

Lembremos que uma função f : X → X ′ é dita uniformemente contínua quando,
para cada U ∈ G ′, existir V ∈ G tal que, se (x1, x2) ∈ V , então, (f (x1) , f (x2)) ∈ U .

Nossa abordagem se concentra sobre funções uniformemente contínuas onde seu do-
mínio é um grupo topológico e seu contradomínio é um espaço compacto Hausdorff.
Assim, as definições seguintes são voltadas para nossos objetivos, observando contudo
que as tais podem ser introduzidas em um contexto geral.

Seja G um grupo compactamente gerado, com V uma base de vizinhanças simétricas
da identidade e de G. Então, G pode ser identificado como um espaço quociente de
um grupo localmente compacto, conhecido como um k-espaço. Seja S um subsemigrupo
reversível e gerador de G. A uniformidade à esquerda GL sobre G tem como base todos
os conjuntos da forma

LV = {(g, h) ∈ G×G : g ∈ hV }

para V ∈ V . A uniformidade à direita GR sobre G tem como base todos os conjuntos da
forma

RV = {(g, h) ∈ G×G : g ∈ V h}
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para V ∈ V . Dizemos que G tem estruturas uniformes equivalentes se GL = GR. Consi-
deremos G provido com a uniformidade à esquerda.

Dado um espaço compacto Hausdorff F , denotemos por Cca (G,F ) o espaço das
funções contínuas de G em F munido com a topologia compacto-aberta. O espaço F

possui uma única uniformidade F dada pelas vizinhanças da diagonal de F × F . Dados
uma função contínua f : G → F e um elemento g ∈ G, definimos a função translação
f · g : G→ F dada por f · g (h) = f (gh), para todo h ∈ G. Ou seja, f · g é a composição
f ◦ Lg, onde Lg é a translação à esquerda por g em G. Isto define uma ação à direita
α de G sobre Cca (G,F ), a qual associa a cada par (f, g) ∈ Cca (G,F ) × G a função
α (f, g) = f · g.

Lembremos que os abertos básicos da topologia compacto-aberta em Cca (G,F ) são
da forma

A (K;U) = {f ∈ Cca (G,F ) : f (K) ⊂ U}

onde K ⊂ G é compacto e U ⊂ F é aberto.

Proposição 3.18. A aplicação α : Cca (G,F ) ×G → Cca (G,F ) é unilateralmente con-
tínua.

Demonstração: Fixando g ∈ G, temos que αg : Cca (G,F ) → Cca (G,F ) dada por
αg (f) = α (f, g) é uma bijeção cuja aplicação inversa é αg−1 . Vejamos que αg é contínua.
Suponha que uma rede (fi)i∈I ⊂ Cca (G,F ) converge para f ∈ Cca (G,F ). Seja A (K;U)

um aberto básico contendo f · g. Então, f · g (K) ⊂ U , isto é, f (gK) ⊂ U , o que
significa f ∈ A (gK;U). Logo, existe um i0 ∈ I tal que fi ∈ A (gK;U), para todo i ≥ i0.
Assim, fi · g ∈ A (K;U), para todo i ≥ i0, mostrando que αg (fi) → αg (f). Portanto,
αg é contínua. Da mesma forma mostramos que αg−1 é contínua, donde temos que αg é
um homeomorfismo. Agora, fixando f ∈ Cca (G,F ), vejamos que αf : G → Cca (G,F )

dada por αf (g) = α (f, g) também é contínua. Seja (gi)i∈I ⊂ G uma rede convergindo
para um elemento g em G. Seja A (K;U) uma vizinhança de f · g. Então, f (gK) ⊂ U ,
ou seja, gK ⊂ f−1 (U). Para cada h ∈ K, tomemos uma vizinhança Vh de h tal que
gVh ⊂ f−1 (U). Então, f−1 (U)V −1

h é uma vizinhança de g. Pela compacidade de

K obtemos h1, ..., hn ∈ K tais que K ⊂
n⋃

j=1

Vhj
. Para cada j, existe ij ∈ I tal que

gi ∈ f−1 (U)V −1
hj

, para todo i ≥ ij. Enfim, podemos obter i0 ∈ I tal que i0 ≥ ij, para
todo j = 1, ..., n. Desta forma, temos que

giK ⊂
n⋃

j=1

giVhj
⊂ f−1 (U)

isto é, f · gi ∈ A (K;U), para todo i ≥ i0. Isto conclui a demonstração. �
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Portanto, em particular, temos o grupo de transformação (Cca (G,F ) , G).

Definição 3.19. O fecho H (f) de uma função contínua f : G → F é o subespaço de
Cca (G,F ) dado pelo fecho do conjunto das funções translações de f .

Como Cca (G,F ) é Hausdorff, então, H (f) é Hausdorff. É claro que H (f) é invari-
ante pela ação α definida acima, donde podemos considerar o grupo de transformação
(H (f) , G).

O fato de G ser um k-espaço permite a aplicação do Teorema de Ascoli para obtermos
o seguinte resultado.

Proposição 3.20. Se uma função f : G → F é uniformemente contínua, então, H (f)

é compacto.

Demonstração: Mostraremos que H (f) é eqüicontínuo, e o resultado seguirá pelo Te-
orema de Ascoli. Dado U ∈ F , seja U ′ ∈ F tal que fe (U ′) ⊂ U . Segue da continuidade
uniforme de f que existe V ∈ V tal que se (g, h) ∈ LV , então, (f (g) , f (h)) ∈ U ′. Dados
t ∈ G e (g, h) ∈ LV , temos que (tg, th) ∈ LV , donde (f · t (g) , f · t (h)) ∈ U ′. Agora,
se ξ ∈ H (f), existe uma rede (f · gi)i∈I que converge para ξ. Dado (g, h) ∈ LV , temos
que (f · gi (g) , f · gi (h)) ∈ U ′, donde (ξ (g) , ξ (h)) ∈ U . Logo, H (f)LV ⊂ U , donde
concluímos que H (f) é eqüicontínuo. Como F é compacto Hausdorff, segue do Teorema
de Ascoli que H (f) é compacto. �

Corolário 3.21. Se f : G → F é uniformemente contínua e G é localmente compacto,
então, a ação de G sobre H (f) é contínua.

Demonstração: Como H (f) é subespaço de Cca (G,F ), segue da Proposição 3.18 que
a restrição α : H (f)×G→ H (f) é unilateralmente contínua. Da Proposição 3.20 temos
que H (f) é compacto. A conclusão segue agora dos resultados de [10]. �

Nossa meta é estudar recorrência por cadeias em H (f) onde f : G→ F é uniforme-
mente contínua. O caminho ideal para nossas discussões é olhar H (f) como um espaço
quociente da compactificação βG. Para fundamentarmos isso, tomamos a extensão única
f̃ : βG→ F de f e consideramos a seguinte relação de equivalência em βG:

Dados u, v ∈ βG, então, u ∼f v se e somente se f̃ (ug) = f̃ (vg) , para todo g ∈ G.

O espaço quociente βG /∼f é denominado espaço de f , o qual denotamos por sp (f).
A ação à direita de G sobre βG induz uma ação à direita de G sobre sp (f) através

da projeção canônica π : βG → sp (f). Dados g ∈ G e π (u) ∈ sp (f), definimos
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ρ (π (u) , g) = π (ug). Se π (u) = π (v), então, f̃ (uh) = f̃ (vh), para todo h ∈ G, donde
f̃ (ugh) = f̃ (vgh), para todo h ∈ G. Logo, π (ug) = π (vg), mostrando que ρ está bem
definida. Agora, fixando g ∈ G, temos que aplicação ρg : sp (f) → sp (f) dada por
ρg (π (u)) = π (ug) é uma bijeção, cuja inversa é aplicação análoga ρg−1 . Mais ainda,
sendo Rg a translação à direita por g em G, temos que ρg ◦ π = π ◦Rg, donde segue que
ρg é contínua e, portanto, é um homeomorfismo. Assim, temos o grupo de transformação
(sp (f) , G). Denotaremos também π (ug) = π (u) ·g, semelhantemente à notação da ação
de G sobre H (f).

A idéia então é usar os resultados do Capítulo 1 para estudar recorrência por cadeias
em sp (f), o que é equivalente, segundo a próxima proposição, a estudar este conceito
em H (f).

Proposição 3.22. Seja f : G → F uma função uniformemente contínua. Então, os
grupos de transformações (H (f) , G) e (sp (f) , G) são isomorfos.

Demonstração: Considere a aplicação φ : G→ H (f) dada por φ (g) = f ·g. Afirmamos
que φ é contínua. Com efeito, seja (gi)i∈I ⊂ G uma rede convergente com limite g ∈ G.
Considere um aberto básico A (K;U)∩H (f) contendo f ·g. Então, f ·g (K) ⊂ U . Dado
h ∈ K, temos que gih→ gh, donde f · gi (h) → f · g (h). Logo, podemos obter W ∈ F e
ih ∈ I tais que W [f · gi (h)] ⊂ U , para todo i ≥ ih. Agora, seja Vh vizinhança de h tal
que ξ (Vh) ⊂ W [ξ (h)], para todo ξ ∈ H (f). Então,

f · gi (Vh) ⊂ W [f · gi (h)] ⊂ U

para todo i ≥ ih. Para cada h ∈ K tomemos uma vizinhança Vh obtida desta maneira.

Visto que K é compacto, podemos obter h1, ..., hn ∈ K tais que K ⊂
n⋃

j=1

Vhj
. Tomemos

i0 ∈ I tal que i0 ≥ ihj
, para todo j = 1, ..., n. Então,

f · gi (K) ⊂ f · gi

(
n⋃

j=1

Vhj

)
⊂ U

ou seja, f · gi ∈ A (K;U), para todo i ≥ i0. Portanto, f · gi → f · g, donde φ é contínua.
Em virtude disto, o fato de H (f) ser compacto implica na existência e unicidade de
uma extensão contínua Φ : βG → H (f) de φ. Como Φ (βG) é fechado e contém as
translações de f , segue que Φ é sobrejetora. Mais ainda, se Φ (u) = Φ (v), então, u ∼f v.
Para vermos isso, escrevamos u = lim

i
ugi

. Dado g ∈ G, temos que

f̃ (ug) = lim
i
f (gig) = lim

i
φ (gi) (g) = lim

i
Φ (ugi

) (g) = Φ (u) (g) .
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Da mesma forma, temos que f̃ (vg) = Φ (v) (g). Logo, f̃ (ug) = f̃ (vg), com g ∈ G

arbitrário, ou seja, u ∼f v. Agora, tomando a função Φ̄ : sp (f) → H (f) induzida
por Φ no espaço quociente sp (f), temos que Φ̄ é uma bijeção contínua. Como sp (f) é
compacto e H (f) é Hausdorff, segue que Φ̄ é um homeomorfismo. Enfim, dados g, h ∈ G

e π (u) ∈ sp (f), temos que

Φ̄ (π (u) · g) (h) = Φ̄ (π (ug)) (h) = Φ (ug) (h) = f̃ (ugh)

e que
Φ̄ (π (u)) · g (h) = Φ̄ (π (u)) (gh) = Φ (u) (gh) = f̃ (ugh) .

Logo, Φ̄ (π (u) · g) = Φ̄ (π (u)) · g, donde Φ̄ é um isomorfismo. �

Exemplo 3.5. Um caso específico de função uniformemente contínua é um homomor-
fismo de grupos topológicos. Podemos apresentar uma caracterização para o fecho de um
homomorfismo cujo contradomínio é um grupo compacto. Com efeito, seja f : G → F

um homomofismo de grupos topológicos, com F grupo compacto. Dada uma vizinhança
simétrica U do elemento neutro de F , temos que f−1 (U) é uma vizinhança simétrica
do elemento neutro de G. Assim, se (g, h) ∈ Lf−1(U), temos que g ∈ hf−1 (U), donde
f (g) ∈ f (h)U , ou seja, (f (g) , f (h)) ∈ LU . Portanto, f é uniformemente contínuo.
Mais ainda, afirmamos que H (f) é homeomorfo ao subespaço fe (f (G)) de F , e

H (f) = {Lx ◦ f : x ∈ fe (f (G))}

onde Lx é a translação à esquerda por x em F . Com efeito, consideremos a extensão
única contínua f̃ : βG → F de f . Como f é um homomorfismo de grupos topoló-
gicos, temos que f̃ é um homomorfismo de semigrupos (algébricos). Então, f̃ (ug) =

f̃ (u) f̃ (ug) = f̃ (u) f (g), para todo u ∈ βG e g ∈ G. Seja ϕ : sp (αx) → F a apli-
cação contínua induzida por f̃ no quociente sp (f). Vejamos que ϕ é injetora. Se
ϕ (π (u)) = ϕ (π (v)), então, f̃ (u) = f̃ (v), donde

f̃ (ug) = f̃ (u) f (g) = f̃ (v) f (g) = f̃ (vg)

para todo g ∈ G. Logo, π (u) = π (v). Assim, ϕ é uma bijeção contínua sobre sua
imagem. Visto que f̃ (βG) = fe (f (G)), temos que ϕ (sp (f)) = fe (f (G)). Como sp (αx)

é compacto e fe (f (G)) é Hausdorff, temos que ϕ é um homeomorfismo sobre fe (f (G)).
Agora, seja ξ o limite de uma rede (f · gi)i∈I , ou seja, ξ ∈ H (f). Temos que

ξ (e) = lim
i
f · gi (e) = lim

i
f (gi) ∈ fe (f (G)) .

Assim, dado g ∈ G, temos que

ξ (g) = lim
i
f (gig) = lim

i
f (gi) f (g) = ξ (e) f (g) = Lξ(e) ◦ f (g) .
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Logo, ξ = Lξ(e) ◦ f , com ξ (e) ∈ fe (f (G)). Por outro lado, se x ∈ fe (f (G)), então existe
uma rede (f (gi))i∈I que converge para x em F . Assim, temos que

Lx ◦ f (g) =
(
lim

i
f (gi)

)
f (g) = lim

i
f (gi) f (g) = lim

i
f · gi (g)

para todo g ∈ G. Logo, Lx ◦ f ∈ H (f).

Relembrando algumas definições de dinâmica topológica, um subconjunto B ⊂ G

é dito sindético se existe um subconjunto compacto K de G tal que G = BK. Uma
função ξ é um ponto quase periódico do grupo de transformação (H (f) , G) se para toda
vizinhança U de ξ, o subconjunto {g ∈ G : ξ · g ∈ U} ⊂ G é sindético. Pela Proposição
2.5 de [11], temos que f é um ponto quase periódico de (H (f) , G) se, e somente se,
H (f) é um conjunto minimal.

Dizemos que uma função uniformemente contínua f : G→ F é recorrente se (H (f) , G)

é minimal.
Nós introduzimos o conceito de função recorrente por cadeias com o objetivo de

estabelecer uma classe especial de funções abrangendo todas as funções recorrentes.

Definição 3.23. Uma função uniformemente contínua f : G → F é dita recorrente

por cadeias se o grupo de transformação (H (f) , G) é recorrente por cadeias.

Assim, se f é recorrente, então, f é recorrente por cadeias. Este fato justifica a
nomenclatura de função recorrente por cadeias. No entanto, verificamos que uma função
f é recorrente por cadeias se, e somente se, (H (f) , G) é transitivo por cadeias. Com
efeito, se f é recorrente por cadeias, então, f · g ∈ Ω∗ (f · g), para todo g ∈ G. Visto que
Ω∗ (f · g) é compacto e invariante, temos que H (f) = Ω∗ (f · g), para todo g ∈ G. Logo,
f · G é transitivo por cadeias. Visto que o fecho de um conjunto transitivo por cadeias
é transitivo por cadeias, concluímos que H (f) é transitivo por cadeias. A recíproca é
imediata.

Podemos mostrar que a classe de funções recorrentes por cadeias é muito maior do
que a classe de funções recorrentes em Cca (G,F ), o que era intuitivo. A proposição
seguinte é bastante útil para as argumentações sobre recorrência de funções.

Proposição 3.24. Seja G localmente compacto. Então, uma função uniformemente
contínua f : G→ F é recorrente se, e somente se, dados W ∈ F e um subconjunto finito
K ⊂ G, existe B ⊂ G sindético tal que

f · g (K) ⊂
⋃

h∈K

W [f (h)]

para todo g ∈ B.
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Demonstração: Suponhamos que f é recorrente. Dados W ∈ F e um subconjunto
finito K ⊂ G, temos que K é compacto e que

f (K) ⊂
⋃

h∈K

W [f (h)] .

Logo, A
(
K;
⋃

h∈K W [f (h)]
)

é uma vizinhança de f . Como f é um ponto quase periódico
de (H (f) , G), temos que o subconjunto

B =

{
g ∈ G : f · g ∈ A

(
K;
⋃

h∈K

W [f (h)]

)}
⊂ G

é sindético. Para a recíproca, mostraremos que H (f) é minimal, ou seja, que H (f) =

fe (ξ ·G), para toda função ξ ∈ H (f). Com efeito, dado ξ ∈ H (f), existe uma rede
(f · gi)i∈I que converge para ξ. Seja A (K;U)∩H (f) uma vizinhança básica de f . Visto
que f (K) é compacto, podemos tomar vizinhanças abertas U ′′ ⊂ U ′ de f (K) em F de
forma que

f (K) ⊂ U ′′ ⊂ fe (U ′′) ⊂ U ′ ⊂ fe (U ′) ⊂ U .

Tomemos W ∈ F tal que

n⋃

h∈K

W [f (h)] ⊂ U ′′ e
⋃

t∈f−1(U ′′)

W [f (t)] ⊂ U ′. (3.1)

Visto que f é uniformemente contínua, podemos obter uma vizinhança simétrica V da
identidade e de G tal que se (x, y) ∈ LV então (f (x) , f (y)) ∈ W . Para cada h ∈ K,
seja Vh uma vizinhança aberta de h tal que Vh ⊂ hV e que f (Vh) ⊂ U ′′. Como K é

compacto, podemos obter h1, ..., hn ∈ K tais que K ⊂
n⋃

j=1

Vhj
. Aplicando a hipótese sobre

o subconjunto finito {h1, ..., hn} ⊂ G e o conjunto W ∈ F obtemos B ⊂ G sindético tal
que

f · g ({h1, ..., hn}) ∈
n⋃

j=1

W [f (hj)]

para todo g ∈ B. Dado h ∈ K, temos que h ∈ Vhk
⊂ hkV , para algum 1 ≤ k ≤ n, donde

gh ∈ ghkV para qualquer g ∈ G. Logo, (gh, ghk) ∈ LV , donde

(f · g (h) , f · g (hk)) ∈ W (3.2)

para todo g ∈ G. Visto que f · g (hk) ∈
n⋃

j=1

W [f (hj)], para todo g ∈ B, segue de 3.1 que

f · g (hk) ∈ U ′′, para todo g ∈ B. Além disso, de 3.2 temos que f · g (h) ∈ W [f (ghk)],
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onde ghk ∈ f−1 (U ′′), donde segue de 3.1 que f · g (h) ∈ U ′, para todo g ∈ B. Pela
arbitrariedade de h ∈ K, temos que f · g (K) ⊂ U ′, para todo g ∈ B. Agora, seja P ⊂ G

compacto com G = BP . Para cada índice i ∈ I, existe pi ∈ P tal que gip
−1
i ∈ B.

Tomando uma subrede se necessário, temos que (pi) converge para algum p ∈ P . Pela
continuidade da ação (Corolário 3.21) temos que f ·gi ·p

−1
i → ξ ·p−1. Assim, dado h ∈ K,

temos que f ·gip
−1
i (h) → ξ ·p−1 (h) em F , e visto que f ·gip

−1
i (h) ∈ U ′ para todo i, temos

que ξ · p−1 (h) ∈ fe (U ′) ⊂ U . Logo, ξ · p−1 (K) ⊂ U , isto é, ξ · p−1 ∈ A (K;U) ∩H (f).
Portanto, f ∈ fe (ξ ·G), donde H (f) = fe (ξ ·G), como queríamos demonstrar. �

Existe uma grande diversidade de grupos localmente compactos Hausdorff; entre eles
estão os grupos de Lie.

Um exemplo trivial de função recorrente é uma função constante. Neste caso, o
fecho da função é um conjunto unitário constituído pela própria função. Vejamos outros
exemplos.

Exemplo 3.6. Funções uniformemente contínuas e quase periódicas da reta real. Seja
I ⊂ R um intervalo compacto e C (R, I) o conjunto das funções contínuas de R em I

munido com a topologia da convergência uniforme. Esta topologia é mais fina do que a to-
pologia compacto-aberta. Desta forma, um ponto quase periódico do grupo de transforma-
ção (C (R, I) ,R) é um ponto quase periódico do grupo de transformação (Cca (R, I) ,R).
Conforme Ellis [11], os pontos quase periódicos de (C (R, I) ,R) coincidem com as fun-
ções quase periódicas de R em I. Portanto, as funções uniformemente contínuas e quase
periódicas de R em I são funções recorrentes.

Exemplo 3.7. Projeções sobre espaços homogêneos compactos. Seja H ⊂ G um sub-
grupo fechado tal que o espaço homogêneo G/H é compacto. Então, a projeção canônica
π : G → G/H é uma função recorrente. Visto que π é um homomorfismo uniforme-
mente contínuo de grupos de transformações e que G age transitivamente sobre G/H,
segue que (H (π) , G) é isomorfo a (G/H,G). Como (G/H,G) é minimal, temos que π
é recorrente.

Agora, fixemos a família admissível Of (H (f)) das coberturas finitas constituídas de
abertos básicos da topologia induzida emH (f). A Proposição 3.24 auxilia efetivamente a
determinação de funções recorrentes ou não recorrentes. Com este recurso, apresentamos
uma grande diversidade de funções recorrentes por cadeias que não são recorrentes. Para
tanto, vamos estudar o caso de Cca (R, [a, b]), onde [a, b] ⊂ R é um intervalo compacto.

Proposição 3.25. Se uma função uniformemente contínua f : R → [a, b] admite uma
assíntota horizontal y = l (x→ ±∞), então, H (f) = f ·R∪{λ}, onde λ = l é constante.
Em particular, f é recorrente por cadeias.
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Demonstração: Seja ξ ∈ H (f) \ f · R, com ξ = limi f · ti para alguma rede (f · ti)i∈I .
O conjunto {ti : i ∈ I} ⊂ R não pode ser limitado, pois do contrário teríamos que ξ ∈

f · R. Assim, dado qualquer s ∈ R e n ∈ N, podemos obter in ∈ I tal que f · ti (s) ∈(
l − 1

n
, l + 1

n

)
, para todo i ≥ in. Logo, limi f · ti (s) = l, ou seja, ξ (s) = l. Portanto,

ξ = λ. Agora, escolhamos aleatoriamente t > 0 e

U = {A (K1;U1) ∩H (f) , ..., A (Km;Um) ∩H (f)} ∈ Of (H (f)) .

Como cada Ki é um conjunto compacto de R, podemos obter, para cada natural n, um
número real tn > t suficientemente grande tal que

f (±tn +Ki) ⊂

(
l −

1

n
, l +

1

n

)

para todo i = 1, ...,m. Se λ ∈ A (Ki0 ;Ui0), então, l ∈ Ui0 . Agora, tomemos n0 tal que(
l − 1

n0
, l + 1

n0

)
⊂ Ui0 . Então,

f (±tn0 +Ki0) ⊂

(
l −

1

n0

, l +
1

n0

)
⊂ Ui0

ou seja, f · tn0 , f · (−tn0) ∈ A (Ki0 ;Ui0). Enfim, tomemos i1 tal que f ∈ A (Ki1 ;Ui1).
Assim, temos que

f · tn0 , f · (−tn0) ∈ A (Ki0 ;Ui0) ∩H (f)

e
f · (−tn0) · tn0 = f ∈ A (Ki1 ;Ui1) ∩H (f)

com tn0 > t, formando uma (U , t)-cadeia de f até f . Portanto, f é um ponto recorrente
por cadeias de H (f). �

Recordemos que um subconjunto sindético B ⊂ R é conhecido como subconjunto
relativamente denso, ou seja, existe um número l ≥ 0 tal que todo intervalo (a, b) ⊂ R
de comprimento l contém um ponto de B.

Vejamos exemplos de funções recorrentes por cadeias que não são recorrentes.

Exemplo 3.8. Seja f : R→ [0, 1] dada por f (x) = e−x2
. Dado 0 < ε < 1, seja W ∈ F

tal que
W [f (0)] = W [1] ⊂ (ε, 1] .

Pela propriedade assintótica de f , existe x0 ∈ R tal que f (x) < ε, para todo |x| ≥ x0.
Logo, f (x) /∈ W [f (0)], para todo x ∈ (−∞, x0) ∪ (x0,+∞). Assim, para o subconjunto
finito {0} ⊂ R e para W ∈ F não é possível obter um subconjunto B ⊂ R relativamente
denso tal que f · x (0) ∈ W [f (0)], para todo x ∈ B. Visto que R é localmente compacto
Hausdorff, segue da Proposição 3.24 que f não é função recorrente. No entanto, como
limx→±∞ f (x) = 0, segue da Proposição 3.25 que f é recorrente por cadeias.
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Exemplo 3.9. Seja f : R→ [0, 1] dada por f (x) = cos arctanx. Então, limx→±∞ f (x) =

0, donde f é recorrente por cadeias. No entanto, analogamente ao exemplo anterior,
mostramos que f não é recorrente.

Notemos que a demonstração dos exemplos acima é geral para qualquer função não
constante que admita uma única assíntota horizontal para x→ ±∞. Portanto, qualquer
função com esta natureza não é uma função recorrente, apesar de ser recorrente por
cadeias. Segue ainda da Proposição 3.25 que a função constante no fecho é o único ponto
recorrente do grupo de transformação. Contudo, é claro que funções recorrentes por
cadeias não são em geral assintóticas, pois funções periódicas na reta real são recorrentes
e, portanto, recorrentes por cadeias.

Podemos também construir funções recorrentes por cadeias que não são recorrentes
tomando concatenações de funções recorrentes.

Exemplo 3.10. Seja f : R→ [a, b] uma função uniformemente contínua, constante em
(−∞, t0] e periódica não constante em [t0,+∞). Então, f é recorrente por cadeias mas
não é recorrente. Com efeito, seja c ∈ [a, b] tal que f ((−∞, t0]) = {c} e tomemos t1 > t0
tal que f (t1) 6= c. Escolhamos um ε > 0 de forma que f (t1) /∈ [c− ε, c+ ε], e tomemos
W ∈ F tal que

W [f (t1)] ⊂ [a, b] \ ([c− ε, c+ ε] ∩ [a, b]) .

Então, f (t) = c /∈ W [f (t1)], para todo t ≤ t0, donde f · t (t1) /∈ W [f (t1)], para todo
t ∈ (−∞, t0 − t1]. Logo, para o subconjunto finito {t1} ⊂ R e W ∈ F não é possível
obter um subconjunto B ⊂ R relativamente denso tal que f · t (t1) ∈ W [f (t1)], para todo
t ∈ B. Portanto, f não é recorrente. Agora, sejam t > 0 e

U = {A (K1;U1) ∩H (f) , ..., A (Kn;Un) ∩H (f)} ∈ Of (H (f)) .

Tomemos uma cobertura aberta V ∈ O (H (f)) tal que, para todo s ∈ [0, t] e ξ1, ξ2 ∈

H (f), com ξ1, ξ2 ∈ V para algum V ∈ V, existe 1 ≤ j ≤ n tal que ξ1 · s, ξ2 · s ∈

A (Kj;Uj) ∩ H (f). Seja V ∈ V tal que f ∈ V e sejam K ⊂ R compacto e U ⊂ [a, b]

aberto tais que
f ∈ A (K;U) ∩H (f) ⊂ V .

Suponhamos em primeiro lugar que K ⊂ [t0,+∞). Sendo p o período de f em [t0,+∞),
podemos obter um número natural m suficientemente grande tal que pm > t. Visto que
f (pm+K) = f (K) ⊂ U , temos que

f · pm, f ∈ A (K;U) ∩H (f) ⊂ V

donde (multiplicando por 0)

f · pm, f ∈ A (Kj;Uj) ∩H (f)
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para algum 1 ≤ j ≤ n. Logo, obtemos uma (U , t)-cadeia trivial de f para f . Por outro
lado, se K * [t0,+∞), temos que c ∈ U . Como K é compacto, podemos obter m > 1

suficientemente grande tal que

−mt+K ⊂ (−∞, t0] .

Logo,
f · (−mt) (K) = {c} ⊂ U.

Assim,
f, f · (−mt) ∈ A (K;U) ∩H (f) ⊂ V

donde
f · t, f · (1 −m) t ∈ A (Kj0 ;Uj0) ∩H (f)

para algum 1 ≤ j0 ≤ n. Notemos que (m− 1) t ≥ t. Seja j1 tal que f ∈ A (Kj1 ;Uj1) ∩

H (f). Então, os pontos f, f · (1 −m) t, f ∈ H (f), os elementos t, (m− 1) t ≥ t e os
abertos A (Kj0 ;Uj0) ∩ H (f) , A (Kj1 ;Uj1) ∩ H (f) ∈ U formam uma (U , t)-cadeia de f
para f . Logo, f é ponto recorrente por cadeias de H (f) e, portanto, f é uma função
recorrente por cadeias.

Contudo, este último exemplo revela a grande generalidade do conceito de função re-
corrente por cadeias sobre o conceito de função recorrente, defrontando as argumentações
sobre tempos positivos em um com a análise sobre conjuntos relativamente densos no
outro. Poderíamos definir uma classe intermediária entre as classes de funções discutidas
nesse trabalho. No entanto, esse não é um objetivo para esta oportunidade.

Um caso de interesse considera um grupo de transformação (F,G, α) com ação uni-
lateralmente contínua. Para cada x ∈ F , temos que αx : G → F é um homomorfismo
de grupos de transformações. Na verdade, qualquer homomorfismo de grupos de trans-
formações f : G → F é constituído desta maneira, ou seja, f = αx, para algum x ∈ F .
De fato, pois f (g) = f (e) g = αf(e) (g), para todo g ∈ G. Podemos então discutir
sobre recorrência por cadeias em (F,G, α) olhando para os espaços quocientes βG /∼αx

(x ∈ F ).
Em geral, qualquer função αx : G → F é uniformemente contínua com respeito à

uniformidade à direita sobre G. Porém, nada podemos dizer sobre continuidade uniforme
com respeito à uniformidade à esquerda sobre G, pois são grupos de transformações à
direita. Por isso, assumimos que cada função αx é uniformemente contínua, valendo para
o caso de G ter estruturas uniformes equivalentes.

Proposição 3.26. Para cada x ∈ F , tem-se que (H (αx) , G) e (fe (xG) , G) são isomor-
fos entre si e

H (αx) = {αy : y ∈ fe (xG)} .
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Demonstração: Dado ξ ∈ H (αx) tomemos uma rede (αx · gi)i∈I tal que ξ = limi αxgi
.

Dado g ∈ G, temos que

ξ (g) = lim
i
αxgi

(g) = lim
i
αg (xgi) = αg

(
lim

i
xgi

)
=

= αg

(
lim

i
αxgi

(e)
)

= αg (ξ (e)) = αξ(e) (g) .

Logo, ξ = αξ(e), onde ξ (e) = limi xgi ∈ fe (xG). Por outro lado, se y ∈ fe (xG),
aplicamos o processo inverso para obtermos αy ∈ H (αx). Agora, tomemos extensão
homomórfica α̃x : βG→ F de αx, e tomemos o homomorfismo ϕ : sp (αx) → F induzido
por α̃x no quociente sp (αx). Vejamos que ϕ é injetora. Se ϕ (π (u)) = ϕ (π (v)), então,
α̃x (u) = α̃x (v), donde α̃x (u) g = α̃x (v) g, isto é, α̃x (ug) = α̃x (vg), para todo g ∈ G.
Logo, π (u) = π (v). Assim, ϕ é uma bijeção contínua sobre sua imagem. Visto que
α̃x (βG) = fe (xG), temos que ϕ (sp (αx)) = fe (xG). Como sp (αx) é compacto e fe (xG)

é Hausdorff, temos que ϕ é um homeomorfismo sobre fe (xG). Logo ϕ é um isomorfismo
entre sp (αx) e fe (xG). �

Corolário 3.27. Dado x ∈ F , tem-se que

1. x é ponto quase periódico de (F,G, α) se, e somente se, βG /∼αx
é um conjunto

minimal.

2. x é ponto recorrente por cadeias de (F,G, α) se, e somente se, βG /∼αx
é um

conjunto transitivo por cadeias.

3.3.1 Invariança e semitotalidade

Discutimos agora a recorrência por cadeias de funções G→ F sob as hipóteses de G ser
um grupo normal e o subsemigrupo S ⊂ G ser invariante e semitotal. Pelo Corolário 3.13,
estas condições assumidas juntamente resultam que os conjuntos ω (ue, S) e ω∗ (ue, S) são
os únicos transitivos por cadeias maximais de (βG,G), o que deve refletir evidentemente
no comportamento dinâmico nos fechos das funções. De fato, neste caso existem apenas
duas possibilidades para a determinação da dinâmica no espaço de uma função.

Assumimos que G é normal e que S é invariante e semitotal. Tomando uma função
uniformemente contínua f : G → F , consideremos a projeção πf : βG → βG /∼f ≈

H (f). Então, ambos os conjuntos πf (ω (ue, S)) e πf (ω∗ (ue, S)) são transitivos por
cadeias. Além disso, temos que πf (ω (ue, S)) ⊂ ω (f, S) e πf (ω∗ (ue, S)) ⊂ ω∗ (f, S),
pois πf (ue) = f .

Com estas hipóteses sobre o semigrupo, mostramos que existe somente duas possibili-
dades para a transitividade por cadeias no espaço de uma função f : G→ F . O seguinte
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teorema diz que as funções não recorrentes por cadeias são aquelas que preservam a
estrutura dinâmica de (βG,G) através da projeção canônica.

Teorema 3.28. Seja f : G → F uma função uniformemente contínua, onde F é um
espaço compacto Hausdorff. Se f não é recorrente por cadeias, então, ω (f, S) e ω∗ (f, S)

são os únicos conjuntos de transitividade por cadeias de (H (f) , G).

Demonstração: Seja h ∈ H (f) tal que h /∈ πf (ω (ue, S)) ∪ πf (ω∗ (ue, S)). En-
tão, h = πf (u), para algum u ∈ βG \ (ω (ue, S) ∪ ω∗ (ue, S)). Neste caso, ω (u, S) ⊂

ω (ue, S) e ω∗ (u, S) ⊂ ω∗ (ue, S), donde πf (ω (u, S)) ⊂ πf (ω (ue, S)) e πf (ω∗ (u, S)) ⊂

πf (ω∗ (ue, S)). Logo,

ω (h, S) ∩ πf (ω (ue, S)) 6= ∅ e ω∗ (h, S) ∩ πf (ω (ue, S)) 6= ∅.

Isto mostra que a união πf (ω (ue, S)) ∪ πf (ω∗ (ue, S)) não é um conjunto transitivo por
cadeias, pois do contrário, qualquer ponto de H (f) seria recorrente por cadeias, ou seja,
H (f) seria transitivo por cadeias. Assim, os conjuntos πf (ω (ue, S)) e πf (ω∗ (ue, S))

estão contidos em distintos conjuntos de transitividade por cadeias, os quais denotamos
por E e E∗ respectivamente. O mesmo argumento inicial se aplica para concluirmos
que E e E∗ são os únicos conjuntos de transitividade por cadeias de (H (f) , G). Mais
ainda, se h ∈ E, então, ω (h, S) , ω∗ (h, S) ⊂ E, donde segue pelo mesmo argumento que
h ∈ πf (ω (ue, S)). Logo, E = πf (ω (ue, S)). Da mesma forma, E∗ = πf (ω∗ (ue, S)).
Portanto, πf (ω (ue, S)) = ω (f, S) e πf (ω∗ (ue, S)) = ω∗ (f, S), e o resultado está pro-
vado. �

Por outro lado, por exemplo, se a união πf (G) ∪ πf (ω (u0, S)) ∪ πf (ω∗ (u0, S)) não
é disjunta, então, podemos mostrar que f é recorrente por cadeias. Contudo, existem
somente duas possibilidades para a transitividade por cadeias em (H (f) , G); ou H (f)

é transitivo por cadeias ou ω (f, S) e ω∗ (f, S) são os conjuntos de transitividade por
cadeias de (H (f) , G).



Apêndice A

Ações de semigrupos

Um sistema dinâmico clássico consiste basicamente de uma ação da reta real sobre uma
variedade, onde os estudos se concentram na análise do comportamento dinâmico gerado
pela ação das retas positiva e negativa. Assim, os resultados gerais da teoria de ações
de semigrupos são aplicados em particular à teoria de sistemas dinâmicos. O principal
assunto nos estudos é a transitividade da ação. Estudamos transitividade em pelo menos
três níveis: transitividade total, transitividade aproximada e transitividade por cadeias.
Da classe dos conjuntos de transitividade aproximada fazem parte os conjuntos contro-
láveis, sendo que seus conjuntos de transitividade fazem parte da classe dos conjuntos
de transitividade total. Por fim, da classe dos conjuntos de transitividade por cadeias
fazem parte os conjuntos controláveis por cadeias. Esta última classe de conjuntos está
relacionada diretamente com o conceito de semigrupos de sombreamento. Tal relação
apresentamos com ênfase neste apêndice.

Seja X um espaço topológico e Cl (X) o conjunto de todas as aplicações contínuas
entre subconjuntos abertos de X. Um subconjunto S ⊂ Cl (X) é um semigrupo local se
é fechado para as composições admitidas.

Dado um subconjunto A ⊂ X, definimos os conjuntos

SA = {y ∈ X : existem s ∈ S e x ∈ A ∩ dom (s) com sx = y}

e
S∗A = {y ∈ X : existe s ∈ S tal que y ∈ dom (s) e sy ∈ A} .

Dado um ponto x ∈ X, então,

Sx = {y ∈ X : existe s ∈ S tal que x ∈ dom (s) e sx = y}

e
S∗x = {y ∈ X : existe s ∈ S tal que y ∈ dom (s) e sy = x}

119
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são denominados respectivamente de órbita progressiva de x e órbita regressiva de x.
O semigrupo S é dito acessível a partir de x ∈ X se int (Sx) 6= ∅. Então S é dito

acessível se o for a partir de todo x ∈ X.
Um subconjunto M ⊂ X é dito progressivamente invariante se SM ⊂ M ; regressi-

vamente invariante se S∗M ⊂M ; e transitivo ou que S age transitivamente sobre M se
M ⊂ Sx, para todo x ∈M .

A.1 Conjuntos de transitividade total

Em muitos casos de ações de semigrupos existe uma classe não vazia de pontos do espaço
base que são recorrentes, ou seja, pontos que pertencem a sua órbita.

Consideremos o conjunto

R = {x ∈ X : x ∈ Sx} = {x ∈ X : x ∈ S∗x}

denominado conjunto de recorrência total da ação de S sobre X. Então, x ∈ R se e
somente se Sx ∩ S∗x 6= ∅. Se R é não vazio, a coleção de subconjuntos Tx = Sx ∩ S∗x

(x ∈ X) forma uma partição de R. Cada subconjunto Tx 6= ∅ é chamado de conjunto de
transitividade total para a ação de S sobre X, visto que S age transitivamente sobre Tx.

Assumimos desde agora que as aplicações de S são abertas.

Proposição A.1. Seja x ∈ R. Se Tx possui ponto interior, então, Tx é um subconjunto
aberto de X.

Demonstração: Tome y ∈ int (Tx). Então, Ty = Tx e

y ∈ int (Ty) = int (Sy) ∩ int (S∗y) .

Isto significa que Sy e S∗y são subconjuntos abertos (Colorário 3.9 de [36]). Logo,
Ty = Tx é aberto. �

Alguns exemplos de conjuntos de transitividade total para a ação de semigrupo são
apresentados no capítulo 3 de [36].

Definição A.2. Dado um conjunto de transitividade total T definimos os conjuntos

A (T ) = {y ∈ X : Sy ∩ T 6= ∅}

e
A∗ (T ) = {y ∈ X : S∗y ∩ T 6= ∅}

denominados respectivamente domínio de atração de T e domínio de repulsão de T .



Seção A.2 · Conjuntos de transitividade aproximada 121

Temos que T = A (T ) ∩ A∗ (T ), para todo conjunto de transitividade total T .
Podemos definir uma relação de ordem parcial entre os conjuntos de transitividade

total do seguinte modo.

Definição A.3. Dados x, y ∈ R, então, Tx ≺ Ty se, e somente se, x ∈ A (Ty).

Então, Tx ≺ Ty se, e somente se, Tx ⊂ A (Ty). Um conjunto de transitividade total
maximal com respeito a esta ordem possue uma característica especial dada pela seguinte
proposição.

Proposição A.4. Seja x ∈ R. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Tx é maximal com respeito a relação de ordem da definição A.3.

2. Tx = R∩ Sx.

Demonstração: Assumindo que Tx é maximal, tomemos y ∈ R∩Sx. Então, Sx∩Ty 6=

∅, pois y ∈ Ty. Logo, x ∈ A (Ty), isto é, Tx ≺ Ty. Assim, Tx = Ty, pois Tx é maximal.
Portanto, R ∩ Sx = Tx. Reciprocamente, assumimos que Tx = R ∩ Sx e seja y ∈ R

tal que Tx ≺ Ty. Então, Sx ∩ Ty 6= ∅, donde y ∈ Sx. Logo, y ∈ Tx e, portanto, Tx é
maximal. �

A.2 Conjuntos de transitividade aproximada

Um enfraquecimento natural da condição de ponto totalmente transitivo é a definição
de ponto aproximadamente transitivo, isto é, de um ponto que pertence ao fecho de sua
órbita. Esta propriedade é conhecida como recorrência de Poincaré.

Consideremos os conjuntos

Rap = {x ∈ X : x ∈ fe (Sx)} e R∗
ap = {x ∈ X : x ∈ fe (S∗x)}

denominados respectivamente conjunto de recorrência aproximada e conjunto de recor-
rência aproximada regressiva para a ação de S.

Há uma diversidade de casos de ações de semigrupos onde Rap e R∗
ap são não vazios,

como por exemplo, quando o espaço base é compacto Hausdorff. Assumimos então que
estes conjuntos são não vazios.

Uma relação de equivalência em Rap é dada da seguinte forma: dados x, y ∈ Rap,
então, x ≃ y se e somente se x ∈ fe (Sy) e y ∈ fe (Sx). Cada classe de equivalência desta
relação é denotada por Dx e denominada de conjunto de transitividade aproximada para
a ação de S. Assim, um conjunto D ⊂ X é um conjunto de transitividade aproximada
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se, e somente se, (i) D ⊂ fe (Sx), para todo x ∈ D e (ii) D é maximal satisfazendo a
propriedade (i).

De modo semelhante também definimos uma relação de equivalência em R∗
ap, onde

cada classe de equivalência é denotada por D∗
x (x ∈ R∗

ap) e denominada de conjunto de
transitividade aproximada regressiva.

É evidente que cada conjunto de transitividade total está contido em um conjunto
de transitividade aproximada (regressiva).

Um conjunto de transitividade aproximada (regressiva) que possui interior não vazio
é conhecido como conjunto controlável (regressivo) para a ação de S. A um conjunto
controlável D ⊂ X associamos o conjunto aberto

D0 = {x ∈ D : x ∈ int (Sx)}

chamado de conjunto de transitividade de D. Se D0 é não vazio, então, D é chamado de
conjunto controlável efetivo de S. Neste caso, D0 é um conjunto de transitividade total
aberto. Semelhantemente, a um conjunto controlável regressivo D∗ ⊂ X associamos o
conjunto aberto

D∗
0 = {x ∈ D∗ : x ∈ int (S∗x)}

chamado também de conjunto de transitividade de D∗. Se D∗
0 é não vazio, então, D∗

0 é
um conjunto de transitividade total aberto.

Se D é um conjunto controlável efetivo, então, D0 = D∗
0, onde D∗ é um conjunto

controlável efetivo regressivo, pois D0 = Sx ∩ S∗x. A correspondência D 7→ D∗ é
uma bijeção entre os conjuntos controláveis efetivos e os conjuntos controláveis efetivos
regressivos, pois os conjuntos controláveis são disjuntos entre si.

Proposição A.5. Seja D um conjunto controlável efetivo para a ação de S. Então

1. D ⊂ S∗x, para todo x ∈ D0.

2. D0 = Tx, para todo x ∈ D0.

3. D0 é denso em D.

4. D0 é invariante por S em D, isto é, se h ∈ S, x ∈ D0 e hx ∈ D, então, hx ∈ D0.

Demonstração: Ver Proposição 3.19 de [36]. �

Assim, como já comentamos, o conjunto de transitividade de um conjunto controlável
efetivo é um conjunto de transitividade total aberto. Por outro lado, se para algum x ∈

R, Tx tem interior não vazio, então, Tx é o conjunto de transitividade de algum conjunto
controlável. Existem casos de conjunto controlável efetivo contendo um conjunto de
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transitividade total distinto de seu conjunto de transitividade (ver Exemplos 3.7 e 3.9
de [36]).

O domínio de atração de um conjunto de transitividade aproximada D é o conjunto

A (D) = {y ∈ X : fe (Sy) ∩D 6= ∅} .

O domínio de repulsão de um conjunto de transitividade aproximada regressivo D∗ é o
conjunto

A∗ (D∗) = {y ∈ X : fe (S∗y) ∩D∗ 6= ∅} .

Se D é um conjunto controlável e y ∈ A (D), tomemos x ∈ fe (Sy) ∩ D. Então,
D ⊂ fe (Sx), donde int (D) ∩ Sx 6= ∅. Como Sx ⊂ fe (Sy), temos que int (D) ∩ Sy 6= ∅,
donde concluímos que

A (D) = {y ∈ X : Sy ∩ int (D) 6= ∅} .

Usando que a ação é aberta, segue de forma semelhante que e

A∗ (D∗) = {y ∈ X : S∗y ∩ int (D∗) 6= ∅} .

Em particular, se D é um conjunto controlável efetivo, podemos mostrar que

A (D) = {y ∈ X : Sy ∩D0 6= ∅} .

e
A∗ (D∗) = {y ∈ X : S∗y ∩D0 6= ∅}

(c.f. [31]).
Com este conceito podemos definir a seguinte relação de ordem parcial entre os con-

juntos de transitividade aproximada.

Definição A.6. Sejam D e D′ conjuntos de transitividade aproximada para a ação de
S. Então, D � D′ se e somente se D ∩ A (D′) 6= ∅.

Um conjunto de transitividade aproximada invariante D satisfaz fe (D) = fe (Sx),
para todo x ∈ D. Então, os conjuntos de transitividade aproximada invariantes e fe-
chados coincidem com os subconjuntos minimais para a ação de S sobre X, sendo estes
últimos definidos na teoria de dinâmica topológica. Em particular, os subconjuntos
minimais são maximais com respeito a relação de ordem da definição A.6.

Se D é um conjunto controlável invariante, então, D é maximal com respeito a relação
de ordem da Definição A.6 entre os conjuntos controláveis.
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A.3 Conjuntos de transitividade por cadeias

A abordagem mais geral do assunto de transitividade para fluxos e semifluxos é a transi-
tividade por cadeias (ver [24]). Neste contexto, o espaço base é paracompacto, condição
que garante a existência de uma família especial de coberturas abertas, chamada família
admissível, sobre a qual são definidos os conjuntos de transitividade por cadeias.

Nesta seção, introduzimos o conceito de cadeias relativo a um semigrupo local de
aplicações contínuas sobre um espaço paracompacto. Para estudar os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias abordamos a ação dos semigrupos de sombreamento.

Fixemos um semigrupo local S ⊂ Cl (X). Dados η ∈ S e uma cobertura aberta U de
X, definimos a S−vizinhança de η relativa a U como

VS (η,U) =

{
φ ∈ S : dom (φ) ⊂ dom (η) e, para todo x ∈ dom (φ) ,

existe Uη(x) ∈ U tal que η (x) , φ (x) ∈ Uη(x)

}
.

Se A ⊂ S, definimos o conjunto

VS (A,U) = {φ ◦ η : φ ∈ VS (id,U) , η ∈ A} .

Definição A.7. Dados x, y ∈ X, uma cobertura aberta U de X e um subconjunto A ⊂ S,
uma (U , A)-cadeia de x para y consiste de uma sequência de pontos x0 = x, x1, ..., xn = y

em X, de aplicações φ0, ..., φn−1 ∈ A e de abertos U0, ..., Un−1 ∈ U tais que φi (xi) , xi+1 ∈

Ui, para todo i = 0, ..., n− 1.

Para N ⊂ X não vazio, A ⊂ S e uma cobertura aberta U de X, definimos os seguintes
conjuntos

Ω (N,U , A) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , A) -cadeia de x para y}

e
Ω∗ (N,U , A) = {y ∈ X : existem x ∈ N e uma (U , A) -cadeia de y para x} .

Definição A.8. Seja A ⊂ S. Dada uma cobertura aberta U de X, definimos o conjunto

SU ,A = {φ1 ◦ · · · ◦ φk : φi ∈ VS (A,U) , k ∈ N}

denominado (U , A)-semigrupo de sombreamento.

Usaremos por comodidade a notação φη em vez de φ ◦ η, para quaisquer φ, η ∈ S.
Considerando duas coberturas abertas U e V de X, escrevemos V 6 U se V é um

refinamento de U . Evidentemente, esta relação é uma pré-ordem entre as coberturas
abertas de X. Também escrevemos V 6 1

2
U se para todo V, V ′ ∈ V com V ∩ V ′ 6= ∅,
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existe U ∈ U com V ∪ V ′ ⊂ U . Definimos indutivamente a relação V 6 1
2nU se V 6 W

e W 6 1
2n−1U . Observe que V 6 1

2
U implica V ⊂ U .

Dadas coberturas abertas U e V de X e dado um subconjunto compacto K ⊂ X

denotamos as seguintes coleções:

[U , K] = {U ∈ U : K ∩ U 6= ∅} .

e
U ∧ V = {U ∩ V 6= ∅ : U ∈ U e V ∈ V} .

Definição A.9. Se N ⊂ X é aberto e K ⊂ N é compacto, dizemos que uma cobertura
aberta U de X é K-subordinada a N se, para cada U ′ ∈ [U , K] tem-se U ′ ⊂ N .

Definição A.10. Seja O uma família de coberturas abertas de X. Dizemos que O é
admissível se

1. para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V 6 1
2
U .

2. N ⊂ X é um conjunto aberto e K ⊂ N é compacto, existe U ∈ O o qual é
K-subordinado a N .

3. Dadas U ,V ∈ O, existe W ∈ O que refina ambas as coberturas U e V.

Vejamos alguns exemplos de famílias admissíveis.

Exemplo A.1. Denote por O(X) a família de todas as coberturas abertas de X. Como
X é paracompacto, então, O(X) é admissível (ver [17], pg. 170).

Exemplo A.2. Se X é um espaço compacto Hausdorff, então, a família Of(X) de todas
as coberturas abertas finitas de X é admissível.

Exemplo A.3. Se (X, d) é espaço métrico, seja Od(X) a família de todas as coberturas
abertas Uε, com ε > 0, onde Uε é a coleção de todas as ε-bolas de X. Então, Od(X) é
admissível.

Definição A.11. Seja O uma família de coberturas abertas de X. Dizemos que S é
O-localmente transitivo se dada uma cobertura U ∈ O e um aberto U ∈ U , então, para
todo x, y ∈ U , existe φ ∈ VS (id,U) tal que φ (x) = y.

Notemos que se U ≤ U ′ são coberturas abertas de X e A ⊂ A′ são subconjuntos de
S, então, SU ,A ⊂ SU ′,A′ . Com efeito, se ϕ ∈ VS (id,U), então, existem φ ∈ VS (id,U) e
η ∈ A tais que ϕ = φ ◦ η. Como η ∈ A′, temos que φ ∈ VS (A′,U). Além disso, para
todo x ∈ dom (φ), existe Ux ∈ U tal que x, φ (x) ∈ Ux. Como Ux ⊂ U ′

x, para algum
U ′

x ∈ U ′, concluímos que φ ∈ VS (A′,U ′). Portanto, VS (A,U) ⊂ VS (A′,U ′). Isto garante
a afirmação.
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Lema A.12. Sejam ξ, η, τ ∈ S e U cobertura aberta de X. Se ξ ∈ VS (η,U), então,
ξτ ∈ VS (ητ,U).

Demonstração: Dado y ∈ dom (ξτ) ⊂ dom (ητ), temos que τ (y) ∈ dom (ξ), donde
existe Uητ(y) ∈ U tal que ξτ (y) , ητ (y) ∈ Uητ(y). Logo, ξτ ∈ VS (ητ,U). �

A partir de agora consideremos fixada uma família admissível O de coberturas abertas
de X.

Proposição A.13. Sejam U ,V ∈ O tais que V 6 1
2
U . Se ξ ∈ VS (id,V), então, ξψ ∈

SU ,A, para todo ψ ∈ SV,A.

Demonstração: Escrevamos ψ = ψ1...ψk, onde ψi ∈ VS (A,V), i = 1, ..., k. Visto
que V ≤ 1

2
U , temos que ψi ∈ VS (A,U), para todo i. Logo, ψ2...ψk ∈ SU ,A e existem

φ ∈ VS (id,V) e η ∈ A tais que ψ1 = φ ◦ η. Pelo Lema A.12, temos que ξφ ∈ VS (φ,V).
Agora, se x ∈ dom (ξφ), então, existem Vφ(x), Vx ∈ V tais que ξφ (x) , φ (x) ∈ Vφ(x) e
φ (x) , x ∈ Vx. Logo, Vφ(x) ∩ Vx 6= ∅, donde existe Ux ∈ U tal que Vφ(x) ∪ Vx ⊂ Ux.
Portanto, ξφ (x) , x ∈ Ux, donde ξφ ∈ VS (id,U). Assim, ξψ1 ∈ VS (A,U), donde
ξψ = ξψ1ψ2...ψk ∈ SU ,A. �

Proposição A.14. Suponha que S é O-localmente transitivo. Sejam x ∈ X, U ,U ′ ∈ O

e A ⊂ S. Então, SU ,Ax e S∗
U ,Ax são subconjuntos abertos de X.

Demonstração: Vejamos que

VS (A,U)x =
⋃

{U ∈ U : U ∩ Ax 6= ∅} .

Dado y ∈ VS (A,U)x, temos que y = φη (x), para algum φ ∈ VS (id,U) e η ∈ A. Logo,
existe Uη(x) ∈ U tal que y = φη (x) , η (x) ∈ Uη(x), donde Uη(x) é vizinhança aberta de y e
Uη(x) ∩ Ax 6= ∅. Portanto, VS (A,U)x ⊂

⋃
{U ∈ U : U ∩ Ax 6= ∅}. Por outro lado, seja

z ∈ U , onde U ∈ U e U ∩Ax 6= ∅. Tomemos φ ∈ A tal que φ (x) ∈ U . Pela transitividade
local de S, existe ψ ∈ VS (id,U) tal que ψφ (x) = z. Logo, z ∈ VS (A,U)x. Portanto,⋃
{U ∈ U : U ∩ Ax 6= ∅} ⊂ VS (A,U)x. Assim, VS (A,U)x é um subconjunto aberto de

x. Agora, denotemos V 1
U ,Ax = VS (A,U)x e definamos recursivamente

V n
U ,Ax =

⋃

z∈V n−1
U,A x

VS (A,U) z

para todo n > 1. Então, cada V n
U ,Ax é subconjunto aberto de X, donde segue que

SU ,Ax =
∞⋃

n=1

V n
U ,Ax
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é subconjunto aberto de X. Agora, vejamos que

VS (A,U)∗ x =
⋃{

η−1 (U) : U ∈ U , x ∈ U, η ∈ A
}
.

Com efeito, se y ∈ VS (A,U)∗ x, então, existem φ ∈ VS (id,U) e η ∈ A tais que φη (y) = x.
Logo, existe Uη(y) ∈ U tal que x = φη (y) , η (y) ∈ Uη(y). Assim, y ∈ η−1

(
Uη(y)

)
com

x ∈ Uη(y), donde segue a inclusão entre os conjuntos da lado esquerdo para o direito. Por
outro lado, se z ∈ η−1 (U), com U ∈ U , x ∈ U e η ∈ A, então, η (z) , x ∈ U . Pela tran-
sitividade local de S, existe φ ∈ VS (id,U) tal que φ (η (z)) = x. Logo, z ∈ VS (A,U)∗ x,
donde segue a afirmação. Seguindo de forma semelhante ao que foi feito para a órbita
progressiva, concluímos também que S∗

U ,Ax é um subconjunto aberto de X. �

Notemos que para todo espaço topológicoM e toda família arbitrária O de coberturas
abertas de M , qualquer semigrupo local contendo as funções constantes é O-localmente
transitivo. Portanto, o conceito de transitividade local pode ser abordado com grande
generalidade.

Nosso objetivo principal é relacionar a ação dos semigrupos de sombreamento com
a recorrência por cadeias. A próxima proposição é o primeiro e fundamental resultado
neste caminho. Os conjuntos de transitividade por cadeias são determinados a partir dos
conjuntos de transitividade aproximada para a ação dos semigrupos de sombreamento
relativos ao semigrupo local.

Proposição A.15. Sejam x, y ∈ X, U ,U ′ ∈ O e A ⊂ S. Se y ∈ SU ,Ax, então,
y ∈ Ω (x,U , A). Além disso, se U ≤ 1

2
U ′ e y ∈ fe (SU ,Ax), então, y ∈ Ω (x,U ′, A).

Demonstração: Seja ψ ∈ SU ,A tal que ψ (x) = y. Escrevamos ψ = ψn−1...ψ0, com
ψi ∈ VS (A,U), i = 0, ..., n− 1. Então, existe φi ∈ VS (id,U) e ηi ∈ A tais que ψi = φiηi,
i = 0, ..., n − 1. Consideremos os pontos x0 = x, x1 = ψ0 (x0) , x2 = ψ1 (x1) , ..., xn =

ψn−1 (xn−1) = y em X. Então, para cada i, existe Ui ∈ U tal que ηi (xi) , ψi (xi) ∈ Ui,
isto é, ηi (xi) , xi+1 ∈ Ui. Logo, y ∈ Ω (x,U , A). Agora, seja y ∈ fe (SU ,Ax) e suponhamos
que U ≤ 1

2
U ′. Tomemos Uy ∈ U vizinhança aberta de y. Então, existe ψ ∈ SU ,A tal

que ψ (x) ∈ Uy. Como ψ (x) ∈ SU ,Ax, existe uma (U , A)-cadeia de x para ψ (x), ou seja,
existem pontos x0 = x, ..., xn = ψ (x) ∈ X, φ0, ..., φn−1 ∈ A e U0, ..., Un−1 ∈ U tais que
φi (xi) , xi+1 ∈ Ui. Como ψ (x) ∈ Uy ∩ Un−1, existe U ′

n−1 ∈ U ′ tal que Uy ∪ Un−1 ⊂ U ′
n−1.

Logo, φn−1 (xn−1) , y ∈ U ′
n−1, donde obtemos uma (U ′, A)-cadeia de x para y. �

Uma recíproca desta última proposição pode ser estabelecida com a hipótese de
transitividade local.

Proposição A.16. Assuma que S é O-localmente transitivo, e sejam A ⊂ S e U ∈ O.
Se y ∈ Ω (x,U , A), então, y ∈ SU ,Ax.
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Demonstração: Sejam x0 = y, ..., xn = x ∈ X, φ0, ..., φn−1 ∈ A e U0, ..., Un−1 ∈ U tais
que φi (xi) , xi+1 ∈ Ui, i = 0, ..., n− 1. Pela transitividade local de S, para cada i, existe
ψi ∈ VS (id,U) tal que ψiφi (xi) = xi+1. Então, ψiφi ∈ VS (A,U), para todo i = 0, ..., n−1.
Assim, xn = ψn−1φn−1 (xn−1) = ψn−1φn−1...ψ0φ0 (x0), onde ψn−1φn−1...ψ0φ0 ∈ SU ,A.
Logo, y ∈ SU ,Ax. �

Agora, consideremos uma família F de subconjuntos do semigrupo S. Dado x ∈ X,
definimos os conjuntos

ΩF ,O (x) =
⋂

U∈O,A∈F

Ω (x,U , A)

e
Ω∗

F ,O (x) =
⋂

U∈O,A∈F

Ω∗ (x,U , A) .

Com isso, associamos à família F o conjunto

RF = {x ∈ X : x ∈ ΩF ,O (x)} =
{
x ∈ X : x ∈ Ω∗

F ,O (x)
}

chamado conjunto de recorrência por F-cadeias.
Assim, os conjuntos Ex = ΩF ,O (x) ∩ Ω∗

F ,O (x) (x ∈ RF) formam uma partição de
RF , onde cada conjunto Ex é chamado de conjunto de transitividade por F-cadeias. Se
int (Ex) 6= ∅, então Ex é chamado de conjunto controlável por F-cadeias.

Sob a hipótese de transitividade local, os conjuntos de transitividade por cadeias
podem ser caracterizados em termos dos conjuntos de transitividade total dos semigrupos
de sombreamento. Como as órbitas progressivas e regressivas destes semigrupos são
conjuntos abertos, temos que todo conjunto de transitividade total é um conjunto de
transitividade de algum conjunto controlável efetivo.

Teorema A.17. Assuma que o semigrupo local S é O-localmente transitivo e seja F

uma família de subconjuntos de S. Então, um subconjunto não vazio E ⊂ X é um
conjunto de transitividade por F-cadeias se, e somente se, para cada U ∈ O e A ∈ F ,
existe um conjunto controlável efetivo DU ,A para a ação do semigrupo de sombreamento
SU ,A de forma que

E =
⋂

U∈O,A∈F

(DU ,A)0 =
⋂

U∈O,A∈F

DU ,A =
⋂

U∈O,A∈F

fe (DU ,A) .

Demonstração: Seja E =
⋂

U∈O,A∈F

(DU ,A)0 como no enunciado. Se x, y ∈ E, então,

y ∈ SU ,Ax e x ∈ SU ,Ay, para todo U ∈ O e A ∈ F , donde segue pela primeira parte
da Proposição A.15 que y ∈ ΩF ,O (x) ∩ Ω∗

F ,O (x) = Ex. Logo E ⊂ Ex. Por outro lado,
se z ∈ Ex, segue pela Proposição A.16 que z ∈ SU ,Ax e x ∈ SU ,Az, donde z ∈ (DU ,A)0,
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para todo U ∈ O e A ∈ F . Logo, z ∈ E e, portanto, E = Ex. Reciprocamente, fixemos
x ∈ RF . Se y ∈ Ex, então, y ∈ SU ,Ax e x ∈ SU ,Ay, donde y ∈ (TU ,A)x, para todo U ∈ O

e A ∈ F . Logo, Ex ⊂
⋂

U∈O,A∈F

(TU ,A)x. Pela primeira parte da demonstração, temos que

Ex =
⋂

U∈O,A∈F

(TU ,A)x. Enfim, usando um simples argumento, as outras igualdades do

enunciado seguem da segunda parte da Proposição A.15 e da Proposição A.16. �

Com o Teorema A.17 alcançamos nosso objetivo de relacionar os conjuntos de tran-
sitividade por cadeias com a transitividade dos semigrupos de sombreamento.

Definição A.18. Seja E um conjunto de transitividade por F-cadeias. Então, o do-
mínio de atração por cadeias e o domínio de repulsão por cadeias de E são dados
respectivamente pelos conjuntos

AO (E) = {y ∈ X : ΩF ,O (y) ∩ E 6= ∅} .

e
A∗

O (E) =
{
y ∈ X : Ω∗

F ,O (y) ∩ E 6= ∅
}
.

Notemos que Ex = AO (Ex) ∩ A∗
O (Ex) (x ∈ RF). Contudo, o conceito de domínio

de atração por cadeias estabelece uma relação de ordem parcial entre os conjuntos de
transitividade por F -cadeias.

Definição A.19. Dados x, y ∈ RF , então, Ex - Ey se, e somente se, x ∈ AO (Ey).

Logo, Ex - Ey se, e somente se, Ex ⊂ AO (Ey).

Proposição A.20. Assuma que o semigrupo local S é O-localmente transitivo e seja F

uma família de subconjuntos de S. Se E é um conjunto de transitividade por F-cadeias,
então

AO (E) =
⋂

U∈O,A∈F

A
(
(DU ,A)0

)
=

⋂

U∈O,A∈F

A (DU ,A)

e
A∗

O (E) =
⋂

U∈O,A∈F

A∗
(
(DU ,A)0

)

onde DU ,A é um conjunto controlável efetivo de SU ,A.

Demonstração: Se x ∈ AO (E), então, ΩO (x)∩E 6= ∅. Pelo Teorema A.17, temos que

E =
⋂

U∈O,A∈F

(DU ,A)0 =
⋂

U∈O,A∈F

DU ,A
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onde DU ,A é um conjunto controlável efetivo de SU ,A. Tomando y ∈ ΩO (x) ∩ E, se-
gue da Proposição A.16 que y ∈ SU ,Ax ∩ (DU ,A)0, para todos U ∈ O e A ∈ F . Logo,
x ∈ A (DU ,A), para todos U ∈ O e A ∈ F . Reciprocamente, seja x ∈

⋂

U∈O,A∈F

A (DU ,A).

Então, existe xU ,A ∈ SU ,Ax ∩ (DU ,A)0, para todos U ∈ O e A ∈ F . Tomando y ∈ E ⊂

(DU ,A)0, temos que y ∈ SU ,AxU ,A ⊂ SU ,Ax. Segue da Proposição A.15 que y ∈ ΩO (x)∩E.
Logo, x ∈ AO (E), e o resultado está demonstrado. �

Corolário A.21. Assuma as hipóteses da proposição anterior. Seja E conjunto de
transitividade por F-cadeias dado por E =

⋂

U∈O,A∈F

DU ,A, onde cada DU ,A é um conjunto

controlável efetivo invariante de SU ,A. Então, E é maximal com respeito a relação de
ordem da Definição A.19.

Demonstração: Suponha que E ′ =
⋂

U∈O,A∈F

D′
U ,A é um conjunto de transitividade

por F -cadeias com E - E ′. Então, E ⊂ AO (E ′) =
⋂

U∈O,A∈F

A
((
D′

U ,A

)
0

)
, donde

DU ,A ∩ A
((
D′

U ,A

)
0

)
6= ∅, para todos U e A, ou seja, DU ,A � D′

U ,A. Logo, DU ,A = D′
U ,A,

para todos U e A e, portanto, E = E ′. �



Apêndice B

Variedades flag

Neste apêndice, apresentamos um esboço sobre o conteúdo básico da teoria de Lie semi-
simples real e definimos o conceito de variedade flag. Os resultados e afirmações que
enunciamos podem ser conferidos com todos os detalhes nos trabalhos de Braga Barros-
San Martin [3] e [4], Patrão [22] e San Martin [26]. Observamos também que as definições
e objetos relacionados aos conceitos de álgebra de Lie e de grupo de Lie podem ser
consultadas nos textos de San Martin [29] e [30].

B.1 Fundamentos da teoria de Lie semi-simples real

Seja G um grupo de Lie real conexo e de centro finito cuja álgebra de Lie g é semi-simples.
Denota-se por Aut (g) o grupo dos automorfismos de g, e por Int (g) o subgrupo gerado
pelas exponenciais das derivações internas de g. Visto que g é semi-simples, então, Int (g)

é a componente conexa da identidade de Aut (g).
Consideremos a representação I : G → Int (G) dada por I (g) = Cg, onde Cg é a

conjugação por g em G, para todo g ∈ G. Denotando por exp a aplicação exponencial
de g em G e por e o elemento neutro de G, temos que

Cg (exp (X)) = exp
(
d (Cg)e (X)

)

para todo g ∈ G e X ∈ g. Para a aplicação adjunta Ad : G → GL (g) dada por
Ad (g) = d (Cg)e, temos a igualdade

exp (Ad (g) (X)) = Cg (exp (X)) = g exp (X) g−1

para todo g ∈ G. Então, Ad é uma aplicação diferenciável cuja diferencial no elemento
neutro de G coincide com a aplicação adjunta ad : g → gl (g) da álgebra de Lie g. Além
disso, como Ker (Ad) = Z (G), onde Z (G) é o centro de G, temos que a aplicação
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induzida Ad : G/Z (G) → Ad (G) é um isomorfismo analítico, e Ad (G) é chamado de
grupo adjunto.

Assim, para todo X ∈ g, vale a igualdade

Ad (exp (X)) = ead(X)

donde segue que Ad (G) = Int (g), pois G é conexo. Contudo, Ad (G) é um subgrupo
fechado de GL (g).

Uma involução de Cartan é um automorfismo involutivo θ (θ2 = id) de g tal que a
seguinte forma bilinear é um produto interno na álgebra

〈X, Y 〉θ = −〈X, θ (Y )〉

onde 〈·, ·〉 é a forma de Cartan-Killing de g. O fato de g ser semi-simples implica que
existe uma única involução de Cartan a menos de conjugação por elementos do grupo
adjunto Ad (G). Então, g = k ⊕ s, onde

k = {X ∈ g : θ (X) = X} e s = {X ∈ g : θ (X) = −X}

são ortogonais em relação à 〈·, ·〉θ e à forma de Cartan Killing. Esta decomposição de g é
chamada de decomposição de Cartan associada a uma involução de Cartan θ. O subgrupo
de Lie conexo K gerado por exp (k) é um subgrupo compacto de G. Na verdade, isto é
equivalente ao fato do centro de G ser finito.

B.1.1 Sistema de raízes e decomposição de Iwasawa

Agora, a menos de conjugação por elementos de Ad (K), é garantida a existência e
unicidade de uma subálgebra abeliana maximal a ⊂ s. O par (θ, a) é chamado de par
admissível de g. Chamamos de sistema de raízes do par admissível (θ, a) o conjunto Π

dos funcionais lineares (não nulos) α : a → R tais que α (H) são autovalores associados
à autovetores de ad (H) (H ∈ a). O espaço associado a uma raiz α ∈ Π é dado pelo
subespaço

gα = {X ∈ g : ad (H) (X) = α (H) (X) , para todo H ∈ a} .

Observemos que θ (gα) = g−α. Denotando

m = zk (a) = {X ∈ k : ad (X) |a= 0}

o centralizador de a em k, temos que

g = m ⊕ a ⊕
∑

α∈Π

gα
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é uma soma direta 〈·, ·〉θ-ortogonal. Dado g ∈ G e φ = Ad (g), temos que (φθφ−1, φ (a))

é um par admissível cujo sistema de raízes associado é dado por

φ∗Π =
{
φ∗α = α ◦ φ−1 |a: α ∈ Π

}
.

Assim, gφ∗α = φ (gα) e
g = φ (m) ⊕ φ (a) ⊕

∑

α∈Π

φ (gα) .

Definição B.1. As câmaras de Weyl associadas a um par admissível (θ, a) são as com-
ponentes conexas do conjunto {H ∈ a : α (H) 6= 0, para todo α ∈ Π}.

Escolhendo-se uma câmara de Weyl como a câmara positiva a+, definimos o conjunto
das raízes positivas asscociado à a+ como

Π+ = {α ∈ Π : α |a+> 0} .

Então, a+ gera a. Denotamos os subespaços

n =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π+

g−α.

Então,
g = k ⊕ a ⊕ n

onde n é uma subálgebra nilpotente e a⊕n é uma subálgebra solúvel. Esta decomposição
g = k⊕a⊕n é denominada decomposição de Iwasawa de g associada ao terno admissível
(θ, a, a+). Contudo, a aplicação (k, a, n) 7→ kan define um difeomorfismo entre K×A×N

e G, onde K = 〈exp (k)〉, A = 〈exp (a)〉 e N = 〈exp (n)〉 . Assim,

G = KAN

é denominada decomposição de Iwasawa de G associada ao terno (θ, a, a+).

B.1.2 Grupo de Weyl

Dado g ∈ G e um terno admissível (θ, a, a+), temos que as câmaras de Weyl associadas
ao par (φθφ−1, φ (a)) são imagem por φ = Ad (g) das câmaras de Weyl associadas ao par
(θ, a), e φ∗Π+ é o conjunto das raízes positivas associado à φ (a+). Então, φ (a+) gera
φ (a). A menos de conjugação por automorfismos internos, existe uma única decomposi-
ção de Iwasawa de g. Contudo, se g = k⊕ a⊕ n é a decomposição de Iwasawa associada
ao terno (θ, a, a+), então,

g = φ (k) ⊕ φ (a) ⊕ φ (n)
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é a decomposição de Iwasawa associada ao terno (φθφ−1, φ (a) , φ (a+)).
Os objetos associados a um terno admissível (θ, a, a+) são indicados com a justapo-

sição de λ = exp (a+). Neste caso, 〈·, ·〉θ = 〈·, ·〉 (λ), a = a (λ), a+ = a+ (λ), Π = Π (λ) e
Π+ = Π+ (λ). Para cada α ∈ Π (λ), definimos Hα ∈ a (λ) como

〈Hα, H〉 (λ) = α (H)

para todo H ∈ a (λ). A reflexão 〈·, ·〉 (λ)-ortogonal rα : a (λ) → a (λ) em relação à Hα é
definida por

rα (H) = H − 2
〈Hα, H〉 (λ)

〈Hα, Hα〉 (λ)
Hα.

Então, rα (Hα) = −Hα. Assim, o conjunto

Πa(λ) = {Hα ∈ a : α ∈ Π (λ)}

é um sistema de co-raízes, isto é:

1. Πa(λ) é finito, gera a e não contém 0;

2. Para todo Hα ∈ Πa(λ), existe uma reflexão rα em relação a Hα tal que rα

(
Πa(λ)

)
=

Πa(λ);

3. Para todos Hα, Hβ ∈ Πa(λ), rα (Hβ) −Hβ é um múltiplo inteiro de Hα.

Definição B.2. Seja (θ, a, a+) um terno admissível de g. O grupo de Weyl W (λ) é o
grupo gerado pelo conjunto das reflexões 〈·, ·〉θ (λ)-ortogonais {rα : α ∈ Π (λ)}.

Visto que Πa(λ) é finito, temos que W (λ) é finito.
Na verdade, o grupo de Weyl depende somente do par admissível (θ, a). Além disso,

ele pode ser identificado com o grupo
{
Ad (k) |a(λ): k ∈M∗

}
, onde

M∗ = NK (a) = {k ∈ K : Ad (k) (a) = a}

é o normalizador de a em K. Assim, se

M = ZK (a) = {k ∈ K : Ad (k) |a= ida}

é o centralizador de de a em K, temos que W (λ) é isomorfo ao grupo quociente M∗/M .
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B.1.3 Sistema simples de raízes

Seja Σ (λ) o conjunto das raízes positivas que não podem ser escritas como uma combi-
nação linear de dois termos não nulos. Então, Σ (λ) é chamado de sistema simples de
raízes associado ao terno (θ, a, a+). Dado Θ ⊂ Σ (λ), define-se

〈Θ〉+ = 〈Θ〉 ∩ Π+ (λ) .

A subálgebra semi-simples g (Θ) de tipo Θ é a subálgebra gerada por

n (Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

gα e n− (Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

g−α.

Então, θ (g (Θ)) ⊂ g (Θ), e a decomposição de Cartan de g (Θ) associada à θΘ = θ |g(Θ)

é dada por g (Θ) = k (Θ)
⊕

s (Θ), onde k (Θ) = g (Θ)∩ k e s (Θ) = g (Θ)∩ s. Além disso,
temos que a (Θ) = g (Θ) ∩ a é abeliana maximal em s (Θ). O sistema de raízes do par
admissível (θΘ, a (Θ)) é dado por

Π (Θ) =
{
αΘ = α |a(Θ): α ∈ 〈Θ〉

}
.

Assim,
(
θΘ, a (Θ) , a (Θ)+) é um terno admissível de g (Θ), onde

a (Θ)+ = g (Θ) ∩
{
H ∈ a (λ) : α (H) > 0, para todo α ∈ 〈Θ〉+

}
.

O conjunto das raízes positivas associadas a a (Θ)+ é dado por

Π (Θ)+ =
{
αΘ ∈ Π (Θ) : α ∈ 〈Θ〉+

}

e o sistema simples de raízes associado ao terno
(
θΘ, a (Θ) , a (Θ)+) é dado por

Σ (Θ) =
{
αΘ ∈ Π (Θ)+ : α ∈ Θ

}
.

O grupo de Weyl associado ao par (θΘ, a (Θ)) é dado por

W (Θ) =
{
rαΘ

= rα |a(Θ): α ∈ 〈Θ〉
}

.

Por fim,
g (Θ) = k (Θ) ⊕ a (Θ) ⊕ n (Θ)

é a decomposição de Iwasawa de g (Θ) associada ao terno
(
θΘ, a (Θ) , a (Θ)+). O subgrupo

semi-simples G (Θ) de tipo Θ é o subgrupo conexo gerado por exp (g (Θ)). Assim,

G (Θ) = K (Θ)A (Θ)N (Θ)

é a decomposição de Iwasawa de G (Θ) associada ao terno
(
θΘ, a (Θ) , a (Θ)+), onde

K (Θ) = 〈exp (k (Θ))〉, A (Θ) = 〈exp (a (Θ))〉 e N (Θ) = 〈exp (n (Θ))〉.

Definição B.3. Seja Θ ⊂ Σ (λ). O subgrupo WΘ de W (λ) gerado pelo conjunto das
reflexões {rα : α ∈ Θ} é denominado parabólico tipo Θ.
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B.1.4 Subálgebra e subgrupo parabólicos

Agora, dado um terno admissível (θ, a, a+), denominamos de subálgebra parabólica mi-
nimal de g associada ao terno (θ, a, a+) a subálgebra

p (λ) = m (λ) ⊕ a (λ) ⊕ n (λ) .

Se Θ ⊂ Σ (λ), então,
pΘ (λ) = p (λ) ⊕ n− (Θ)

é chamada de subálgebra parabólica de tipo Θ. O conjunto das subálgebras parabólicas
associadas ao terno (θ, a, a+) é único a menos de conjugação por automorfismos internos.
Dado g ∈ G e Θ ⊂ Σ (λ), temos que φ (pΘ (λ)) é a subálgebra parabólica de tipo φ∗Θ

associada ao terno (φθφ−1, φ (a) , φ (a+)).
O subgrupo parabólico de tipo Θ associado ao terno (θ, a, a+) é dado por

PΘ (λ) = NG (pΘ (λ)) = {g ∈ G : Ad (g) (pΘ (λ)) = pΘ (λ)}

o normalizador de pΘ (λ) em G. Se aΘ = a ⊖ a (Θ) é o complemento 〈·, ·〉 (λ)-ortogonal
de a (Θ) em a e kΘ é o centralizador de aΘ em k, então,

pΘ (λ) = kΘ ⊕ a ⊕ n

é a decomposição de Iwasawa de pΘ (λ). Se KΘ é o centralizador de aΘ em K, ou seja,

KΘ = ZK (aΘ) = {k ∈ K : Ad (k) |aΘ
= idaΘ

}

então
PΘ (λ) = KΘAN

é a decomposição de Iwasawa de PΘ (λ). Contudo, PΘ (λ) é autonormalizador e sua
álgebra de Lie é pΘ (λ).

B.2 Objetos canônicos e variedades flag

Para definir uma variedade flag, consideramos o conjunto das câmaras de Weyl em G

dado por
C =

{
exp

(
a+
)

:
(
θ, a, a+

)
terno admissível

}
.

Se dois ternos admissíveis (θ, a, a+) e
(
θ̃, ã, ã+

)
de g são tais que a+ = ã+, então, eles

determinam os mesmos objetos como grupo de Weyl, sistema de raízes e sistema simples
de raízes, subálgebra parabólica e subgrupo parabólico, decomposição de Iwasawa destes
últimos e o produto interno 〈·, ·〉θ quando restrito a a.
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Considerando a ação adjunta de G na álgebra de Lie g, para cada g ∈ G e X ∈ g,
denotamos gX = Ad (g) (X).

Para todo λ = exp (a+) ∈ C e g ∈ G, temos que

1. W (gλg−1) = gW (λ) g−1, onde gλg−1 = exp (Ad (g) (a+)), e gwg−1 = Ad (g) ◦ w ◦

Ad (g−1), para todo w ∈ W (λ).

2. a (gλg−1) = ga (λ), e o mesmo ocorre com os objetos m (λ), n (λ), Π (λ), Σ (λ),
Πa(λ) e Σa(λ).

3. N (gλg−1) = gN (λ) g−1, e o mesmo ocorre com A e M .

4. pgΘ (gλg−1) = gpΘ (λ), para cada Θ ⊂ Σ (λ).

5. PgΘ (gλg−1) = gPΘ (λ) g−1, para cada Θ ⊂ Σ (λ).

6.
〈
gH, gH̃

〉
(gλg−1) =

〈
H, H̃

〉
(λ), para todos H, H̃ ∈ a (λ).

Além disso, se λ, µ ∈ C, então, existe g ∈ G tal que µ = gλg−1. Ou seja, G age
transitivamente por conjugação no conjunto das câmaras de Weyl em G.

Agora, G age no conjunto

W = {(λ,w) : λ ∈ C e w ∈ W (λ)}

definindo
g (λ,w) =

(
gλg−1, gwg−1

)

para todo g ∈ G e (λ,w) ∈ W . Com isto, temos a seguinte definição.

Definição B.4. O grupo de Weyl canônico W de g é definido pelo espaço das órbitas
de G em W.

Denotamos a órbita de (λ,w) por [(λ,w)], para todo (λ,w) ∈ W .

Proposição B.5. Para cada λ ∈ C e w ∈ W , existe um único w (λ) ∈ W (λ) tal que
w = [(λ,w (λ))]. Fixando λ, a aplicação w 7→ w (λ) define um isomorfismo entre o grupo
de Weyl W (λ) e o grupo de Weyl canônico W , onde, dados w, w̃ ∈ W , tem-se

ww̃ = [(λ,w (λ) w̃ (λ))]

e
w−1 =

[(
λ,w (λ)−1)] .

Além disso, para cada g ∈ G e λ ∈ C, temos que w (gλg−1) = gw (λ) g−1.
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O grupo G também age no conjunto

A = {(λ,H) : λ ∈ C e H ∈ a (λ)}

definindo
g (λ,H) =

(
gλg−1, gH

)

para todo g ∈ G e (λ,H) ∈ A. O abeliano maximal canônico de g é então definido pelo
espaço das órbitas de G em A e denotado por a.

Proposição B.6. Para cada λ ∈ C e H ∈ a, existe um único H (λ) ∈ a (λ) tal que
H = [(λ,H (λ))]. Fixando λ, a aplicação H 7→ H (λ) é uma isometria linear entre
os espaço de Hilbert (a (λ) , 〈·, ·〉 (λ)) e o espaço de Hilbert (a, 〈·, ·〉), onde, para todos
H, H̃ ∈ a e c ∈ R, tem-se

H + H̃ =
[(
λ,H (λ) + H̃ (λ)

)]

e
cH = [(λ, cH (λ))]

e o produto interno em a é definido por
〈
H, H̃

〉
=
〈
H (λ) , H̃ (λ)

〉
(λ) .

Além disso, para todo g ∈ G, temos que H (gλg−1) = gH (λ).

Lembrando que

Πa (λ) = {Hα (λ) ∈ a (λ) : α ∈ Π (λ)} e Σa (λ) = {Hα (λ) ∈ a (λ) : α ∈ Σ (λ)}

temos ainda que os conjuntos

P = {(λ,Hα (λ)) : λ ∈ C e Hα (λ) ∈ Πa (λ)}

e
S = {(λ,Hα (λ)) : λ ∈ C e Hα (λ) ∈ Σa (λ)}

são invariantes pela ação G em A. O espaço das órbitas de G em P é denominado
de sistema de co-raízes canônicas de g e é denotado por Πa. Então, Πa é um sistema
abstrato de raízes de a tal que W é o seu grupo de Weyl associado. O espaço das órbitas
de G em S é denominado de sistema simples de co-raízes canônicas de g e é denotado
por Σa. A restrição do isomorfismo da Proposição B.6 aos conjuntos Πa e Σa é uma
bijeção entre estes e Πa (λ) e Σa (λ), respectivamente, para todo λ ∈ C.
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Agora, se a∗ denota o dual de a, então, a aplicação H 7→ 〈H, ·〉 define um isomorfismo
entre a e a∗. Podemos então definir

Π = {α = 〈Hα, ·〉 : Hα ∈ Πa}

denominado de sistema de raízes canônico de g, e

Σ = {α ∈ Π : Hα ∈ Σa}

denominado de sistema simples de raízes canônico de g.
Então, o grupo de Weyl canônico é gerado pelo conjunto das reflexões {rα : α ∈ Σ}.
Fixando λ ∈ C, a aplicação α 7→ α (λ) = 〈Hα (λ) , ·〉 (λ) define uma bijeção entre Π

e Π (λ) e entre Σ e Σ (λ). Além disso, α (gλg−1) = Ad (g−1)
∗
α (λ) = gα (λ), para todo

g ∈ G. Se Θ ⊂ Σ, então, Θ (λ) ⊂ Σ (λ) é a imagem de Θ pela aplicação α 7→ α (λ).
Enfim, seja Θ ⊂ Σ. Então, a subálgebra pΘ (λ) parabólica de tipo Θ determinada por

λ é definida como a subálgebra parabólica pΘ(λ) (λ), e o subgrupo PΘ (λ) parabólico de
tipo Θ é PΘ(λ) (λ).

Definição B.7. O flag de tipo Θ é o conjunto

FΘ = {pΘ (λ) : λ ∈ C}

de todas as subálgebras parabólicas de tipo Θ. Quando Θ = ∅ o flag F = F∅ é denominado
flag maximal de g.

Para todos g ∈ G e pΘ (λ) ∈ FΘ, temos que

gpΘ (λ) = pgΘ(λ)

(
gλg−1

)
= pΘ(gλg−1)

(
gλg−1

)
= pΘ

(
gλg−1

)
.

Esta ação adjunta de G no flag FΘ é transitiva, pois para todos λ, µ ∈ C, existe g ∈ G tal
que gλg−1 = µ. Além disso, o subgrupo parabólico PΘ (λ) é o subgrupo de isotropia da
subálgebra parabólica pΘ (λ). Com isto, a projeção canônica FΘ → FΘ�G é um fibrado
diferenciável e G�PΘ (λ) é difeomorfo a órbita GpΘ (λ) = FΘ, onde o difeomorfismo é
dado por φΘ (gPΘ (λ)) = gpΘ (λ). Portanto, FΘ é uma variedade diferenciável compacta
difeomorfa a variedade homogênea G�PΘ (λ).

Agora, dado w ∈ W e λ ∈ C, existe k ∈ M∗ (λ) = NK (a (λ)) tal que w (λ) é
identificado com a classe kM (λ) = kZK (a (λ)). Para qualquer m ∈M (λ) e H ∈ a (λ)+,
temos que kmλ (km)−1 = kλk−1. Assim, faz sentido as notações w (λ)λw (λ)−1 = kλk−1

e w (λ) pΘ (λ) = pΘ (kλk−1).
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B.2.1 Fibrações entre os flags

Se ∆ ⊂ Θ ⊂ Σ, então, p∆ (λ) ⊂ pΘ (λ), para todo λ ∈ C. A fibração natural π∆
Θ : F∆ →

FΘ é dada por
π∆

Θ (p∆ (λ)) = pΘ (λ)

para todo λ ∈ C. Como a ação de G é transitiva nos flags, temos que π∆
Θ (gp∆ (λ)) =

gpΘ (λ), para todo g ∈ G. Visto que P∆ (λ) ⊂ PΘ (λ), temos que a fibração canônica
π̃∆

Θ : G�P∆ (λ) → G�PΘ (λ) é equivariante e diferenciável. Tomando os difeomorfismos
φ∆ : G�P∆ (λ) → F∆ e φΘ : G�PΘ (λ) → FΘ, temos que

π∆
Θ ◦ φ∆ = φΘ ◦ π̃∆

Θ .

A fibração natural do flag maximal sobre o flag de tipo Θ é denotada por πΘ e a
fibração canônica é denotada por π̃Θ.

B.3 Pontos fixos de subgrupos a 1-parâmetro

Consideremos a decomposição de Iwasawa G = KAN . Dado Θ ⊂ Σ, temos que PΘ =

KΘAN , onde KΘ = K ∩ PΘ é o normalizador de pΘ em K. Assim, G�PΘ
∼= K�KΘ,

donde K�KΘ é difeomorfo à FΘ e K age transitivamente sobre FΘ.
Conforme [4], Seção 5.1, a variedade flag FΘ pode ser mergulhada na componente

s da decomposição de Cartan. Com efeito, existe HΘ ∈ fe (a+) tal que Θ = Θ (HΘ) =

{α ∈ Σ : α (HΘ) = 0}. Assim, KΘ é o centralizador KHΘ
de HΘ em K, donde a órbita

adjunta Ad (K)HΘ se identifica com FΘ. Reciprocamente, dado H ∈ fe (a+), temos que
Ad (K)H se identifica com a variedade flag FΘ(H).

Agora, dado H ∈ fe (a+), o conjunto dos pontos fixos da ação adjunta do subgrupo a
1-parâmetro exp (tH) na variedade flag FΘ é dado pela união disjunta de subconjuntos
conexos ⋃

w∈WH\W/WΘ

K0
HwpΘ

onde K0
H é a componente da identidade do centralizador KH de H em K (c.f. Lema 5.1

de [4]). Denotamos fixΘ (H,w) = K0
HwpΘ, para cada H ∈ fe (a+) e w ∈ W .

Em particular, se H é regular, isto é, se H ∈ a+, então, K0
H = M0, onde M0 é a

componente conexa da identidade do centralizador M = ZK (a) de a em K. Assim,
fixΘ (H,w) = wpΘ, para todo w ∈ W . Neste caso, denotando h = expH ∈ λ, temos que
hnx → wpΘ, n → +∞, para todo x ∈ N−wpΘ = N−

ΘwpΘ, donde obtemos que a órbita
N−wpΘ é a variedade estável do ponto fixo wpΘ e a órbita N+wpΘ é variedade instável
do mesmo. Portanto, existe um único ponto fixo atrator pΘ cuja variedade estável é a
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órbita aberta e densa N−pΘ e um único ponto fixo repulsor w0pΘ cuja variedade instável
é a órbita aberta e densa N+w0pΘ.

Se H ′ é split-regular, ou seja, se H ′ = Ad (g) (H), para algum g ∈ G e H ∈ a+, então,
fixΘ (H ′, w) = gfixΘ (H,w) = gwpΘ com variedade estável gN−wpΘ e variedade instável
gN+wpΘ. Vejamos este caso de forma mais geral com o seguinte resultado.

Lema B.8. Dados H ∈ fe (a+), g ∈ G e w ∈ W , tem-se que fixΘ (gH,w) = gfixΘ (H,w).

Demonstração: Dado x ∈ fixΘ (H,w), temos que

Ad (exp t (gH))Ad (g)x = Ad (exp (Ad (g) tH))Ad (g)x

= Ad
(
g exp (tH) g−1

)
Ad (g)x

= Ad (g)Ad (exp (tH))x

= Ad (g)x.

Logo, gfixΘ (H,w) ⊂ fixΘ (gH,w). Por outro lado, dado y ∈ fixΘ (gH,w), escrevemos
y = gg−1y. Então,

Ad (exp (tH))Ad
(
g−1
)
y = Ad

(
g−1 exp (Ad (g) (tH))

)
y

= Ad
(
g−1
)
Ad (exp t (gH)) y

= Ad
(
g−1
)
y.

Logo, g−1y ∈ fixΘ (H,w), donde concluímos que fixΘ (gH,w) ⊂ gfixΘ (H,w). �

Dizemos também que um elemento h ∈ G é split-regular se h = exp (Ad (g) (H)) =

g exp (H) g−1, para algum g ∈ G e H ∈ a+, e denotamos fixΘ (h,w) = fixΘ (H,w) =

gwpΘ. Denotamos também stΘ (h) = gN−pΘ e unΘ (h) = gN+pΘ.
Agora, dado Θ ⊂ Σ, seja HΘ ∈ fe (a+) tal que Θ = Θ (HΘ) = {α ∈ Σ : α (HΘ) = 0}

é o anulador de HΘ. Seja p−
Θ = n+ (Θ) ⊕ p− com

n+ (Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

gα e p− = m ⊕ a ⊕ n−.

Então, θ (pΘ) = p−
Θ. Conforme [4], página 24, o subgrupo de G que fixa simultaneamente

pΘ e p−
Θ, ou seja, o subgrupo de isotropia de G para

(
pΘ, p

−
Θ

)
é a intersecção dos norma-

lizadores de pΘ e p−
Θ, que coincide exatamente com o centralizador ZG (HΘ). Com isso,

temos o seguinte resultado.

Lema B.9. Dado Θ ⊂ Σ, seja HΘ ∈ fe (a+) tal que Θ = Θ (HΘ). Então, fixΘ (HΘ, 1) =

{pΘ} e fixΘ∗ (HΘ, w0) = {w0pΘ∗}, onde Θ∗ = −w0Θ é o dual de Θ.
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Demonstração: Visto que fixΘ (HΘ, 1) = K0
HΘ

pΘ e KHΘ
⊂ ZG (HΘ) = NG (pΘ) ∩

NG

(
p−

Θ,
)
, temos imediatamente que fixΘ (HΘ, 1) = {pΘ}. No outro caso, temos que

w0p
−
Θ = w0θ (pΘ) = pΘ∗ (c.f. [32], Lema 2.2), donde p−

Θ = w0pΘ∗ . Assim, fixΘ∗ (HΘ, w0) =

K0
HΘ
w0pΘ∗ = {w0pΘ∗}. �

O próximo resultado é fundamental para os resultados do Capítulo 2 da tese. Con-
forme [9], dado Θ ⊂ Σ e H ∈ Ad (G)HΘ, o fato da fibração natural πΘ : F → FΘ ser
equivariante implica que πΘ (K0

Hwp) = K0
HwpΘ, ou seja, πΘ (fix (H,w)) = fixΘ (H,w),

para todo w ∈ W . Escrevendo H = gHΘ, segue do último lema acima que

πΘ (fix (H, 1)) = {gpΘ} e πΘ∗ (fix (H,w0)) = {gw0pΘ∗} .

Lema B.10. Dado Θ ⊂ Σ, seja HΘ ∈ fe (a+) tal que Θ = Θ (HΘ). Então,

fix (HΘ, 1) = π−1
Θ (fixΘ (HΘ, 1)) e fix (HΘ, w0) = π−1

Θ∗ (fixΘ∗ (HΘ, w0)) .

Demonstração: Pela observação no último parágrafo acima temos que fix (HΘ, 1) ⊂

π−1
Θ (fixΘ (HΘ, 1)) e fix (HΘ, w0) ⊂ π−1

Θ∗ (fixΘ∗ (HΘ, w0)). Por outro lado, dado kp ∈

π−1
Θ (fixΘ (HΘ, 1)), com k ∈ K, temos que kpΘ = pΘ, donde k ∈ K ∩ PΘ = KΘ. Logo,
Ad (k)HΘ = HΘ. Assim, temos que

Ad (exp tHΘ)Ad (k) p = Ad (k)Ad
(
exp

(
Ad
(
k−1
)
(tHΘ)

))
p

= Ad (k)Ad (exp tHΘ) p = Ad (k) p.

Logo, kp é ponto fixo de exp tHΘ, donde kp ∈ fix (HΘ, w) para algum w ∈ W . Isto
significa que fixΘ (HΘ, w) = fixΘ (HΘ, 1), ou seja, que w e 1 representam a mesma
classe em WHΘ

\W . Portanto, fix (HΘ, w) = fix (H, 1), e visto que K age transitiva-
mente em F, concluímos que π−1

Θ (fixΘ (HΘ, 1)) ⊂ fix (HΘ, 1). Portanto, fix (HΘ, 1) =

π−1
Θ (fixΘ (HΘ, 1)). Agora, seja HΘ∗ ∈ fe (a+) tal que Θ∗ = Θ (HΘ∗). Como Θ∗ =

−w0Θ, é fácil ver que Θ (HΘ) = Θ (w0HΘ∗), donde KHΘ
= Kw0HΘ∗ . Assim, dado

kp ∈ π−1
Θ∗ (fixΘ∗ (HΘ, w0)), com k ∈ K, temos que kpΘ∗ = w0pΘ∗ , ou melhor, kw0w0pΘ∗ =

w0pΘ∗ . Lembrando que w0 ∼ k0M , para algum k0 ∈M∗, temos que

kk0 ∈ K ∩ PΘ∗

(
k0λk

−1
0

)
= k0KHΘ∗ = Kw0HΘ∗ = KHΘ

.

Logo, kp = kw0w0p ∈ KHΘ
w0p, donde kp ∈ fix (HΘ, w0). Portanto, π−1

Θ∗ (fixΘ∗ (HΘ, w0)) ⊂

fix (HΘ, w0), donde concluímos que fix (HΘ, w0) = π−1
Θ∗ (fixΘ∗ (HΘ, w0)). �

Enfim, pelos lemas e observações acima e pela equivariança da fibração natural πΘ

segue o seguinte resultado.

Corolário B.11. Seja H ∈ Ad (G)HΘ, com HΘ ∈ fe (a+) tal que Θ = Θ (HΘ). Então,

fix (H, 1) = π−1
Θ (fixΘ (H, 1)) e fix (H,w0) = π−1

Θ∗ (fixΘ∗ (H,w0)) .
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B.4 Conjuntos controláveis

Apresentamos agora os resultados principais sobre conjuntos controláveis para ações de
semigrupos em variedades flag.

Seja S ⊂ G um subsemigrupo aberto.
O conjunto das câmaras de Weyl em G é dado por

C =
{
exp

(
a+
)

:
(
θ, a, a+

)
terno admissível

}
.

De acordo com a Seção 3.3 de [22], os conjuntos controláveis efetivos de S nos flags de
g são caracterizados a partir do grupo de Weyl canônico W de g, e seus respectivos
conjuntos de transitividade são descritos a partir de elementos de S que pertencem a
alguma câmara de Weyl de G.

Tal caracterização é obtida primeiramente no flag maximal F e depois é realizada nos
flags parciais FΘ via fibrações naturais.

Definição B.12. Para cada w ∈ W e λ ∈ C, define-se o ponto fixo de tipo w em F
determinado por λ como

pw (λ) = w (λ) p (λ) .

Esta definição se justifica pelo fato de que, para todo h ∈ λ, o conjunto dos pontos
fixos da ação de h em F é dado por

{w (λ) p (λ) : w ∈ W}

como vimos na seção anterior.
Dado λ ∈ C, temos que

pw

(
gλg−1

)
= gpw (λ) e pw′

(
w (λ)λw (λ)−1) = pww′ (λ)

para todos g ∈ G e w,w′ ∈ W .
Denotando

C (S) = {λ ∈ C : λ ∩ S 6= ∅}

temos que p ∈ F é um ponto fixo de tipo w determinado por λ ∈ C (S) se, e somente
se, p ∈ int (Sp) (Corolário 3.20 de [22]). Isto significa que os pontos fixos determinados
por C (S) determinam todos os conjuntos de transitividade de conjuntos controláveis
efetivos de S em F. Mais ainda, se p (λ) = p (µ), com λ, µ ∈ C (S), então, pw (λ) e pw (µ)

pertencem ao mesmo conjunto de transitividade, para todo w ∈ W .
O conjunto dos atratores de S em F é definido por

atr (S) = {p (λ) : λ ∈ C (S)} .
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Para cada p ∈ atr (S), denotamos por A (p, w) o conjunto controlável efetivo cujo
conjunto de transitividade contém {pw (λ) : λ ∈ C (S) e p (λ) = p}. O resultado funda-
mental do Capítulo 3 de [22] afirma que o conjunto controlável A (p, w) não depende de
p ∈ atr (S) e que seu conjunto de transitividade coincide com o conjunto dos pontos fixos
de tipo w de S dado por

A (w)0 = fixw (S) = {pw (λ) : λ ∈ C (S)} .

Teorema B.13. Para todo w ∈ W , existe um conjunto controlável efetivo A (w) tal que

A (w)0 = fixw (S)

e estes são todos os conjuntos controláveis efetivos de S em F. Além disso, A (1) é o
único conjunto controlável efetivo S-invariante e

A (1)0 = atr (S) .

Demonstração: Proposição 3.23 e Teorema 3.28 de [22]. �

Agora, fixando λ ∈ C (S), seja Θ = Θ (λ). Pelo Teorema ??, existe um isomorfismo
entre a fibração natural πΘ : F→ FΘ e o fibrado associado ao fibrado principal localmente
trivial QΘ → FΘ com fibra típica F (Θ) e grupo de estrutura Int (g (Θ)), onde QΘ é o
espaço quociente de G por um subgrupo fechado e normal no subgrupo PΘ parabólico de
tipo Θ. Portanto, a fibra típica de πΘ é homeomorfa ao subfibrado F (Θ). Além disso,
G ⊂ Endl (QΘ), donde S é um semigrupo local de endomorfismos de QΘ.

Pelo Lema ??, os conjuntos controláveis efetivos de S em F se projetam sobre con-
juntos controláveis efetivos de S em FΘ. Assim, para todo w ∈ W , existe um único
conjunto controlável efetivo AΘ (w) na base FΘ tal que πΘ (A (w)) ⊂ AΘ (w) e que
πΘ (A (w)0) ⊂ AΘ (w)0. Mais ainda, visto que F (Θ) é compacto, que G age aberta e
transitivamente em F (Θ) e que S é aberto em G, segue da Proposição ?? e do Teorema
B.13 que estes são os únicos conjuntos controláveis de S em FΘ.

Conforme a seção B.1, o subgrupo parabólico de W de tipo Θ é o subgrupoWΘ gerado
pelo conjunto das reflexões {rα : α ∈ Θ}. Assim, temos o seguinte resultado apresentado
pelo Teorema 3.29 de [22].

Teorema B.14. Sejam w,w′ ∈ W . Então, AΘ (w) = AΘ (w′) se, e somente se,
AΘ (w′) = AΘ (wz), para algum z ∈ WΘ. Além disso, πΘ (A (w)0) = AΘ (w)0.

Conforme Proposição 5.5 de [4], temos que

AΘ (w)0 =
{
fixΘ (h,w) : h ∈ Ad (G)

(
a+
)
∩ S
}
.
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Se Θ (S) é o tipo parabólico de S, então, AΘ(S) (1) ⊂ stΘ(S) (h) para qualquer h ∈ S

split-regular (c.f. Proposição 5.4 de [4]).
Agora, denotando

W (S) = {w ∈ W : A (w) = A (1)}

temos que W (S) é um subgrupo parabólico de W (ver Seção 3.3 de [22]), e para w1, w2 ∈

W , A (w1) = A (w2) se, e somente se, w1w
−1
2 ∈ W (S) (ver [31]). Logo, os conjuntos

controláveis efetivos de S no flag maximal F estão em bijeção com as classes no quociente
W (S)\W . Para Θ ⊂ Σ, temos que AΘ (w1) = AΘ (w2) se, e somente se, W (S)w1WΘ =

W (S)w2WΘ (ver [31]). Logo, os conjuntos controláveis efetivos de S no flag FΘ estão
em bijeção com as classes no quociente duplo W (S) \W/WΘ.

Como provado em [34], no caso de Θ (S), o tipo parabólico de S, temos que AΘ(S) (1) ⊂

stΘ(S) (h), para qualquer h ∈ S split-regular. Logo, AΘ(S) (1) está contido em uma célula
aberta de Bruhat. Mais ainda, conforme o Lema 3.2 de [26], podemos tomar h na câmara
de Weyl positiva, o que se constitui em um fato relevante para os estudos.

B.4.1 Domínio de atração e a ordem de Bruhat-Chevalley

Dado um conjunto controlável efetivo A (w) de S em F, o domínio de atração de A (w)

é definido pelo conjunto

A (A (w)) = {p (λ) ∈ F : Sp (λ) ∩ A (w)0 6= ∅}

e o domínio de repulsão de A (w) é definido pelo conjunto

A∗ (A (w)) =
{
p (λ) ∈ F : S−1p (λ) ∩ A (w)0 6= ∅

}
.

Uma relação de ordem parcial entre os conjuntos controláveis efetivos de S em F é
definida da seguinte maneira: dados w,w′ ∈ W , então A (w) 6 A (w′) se, e somente se,
A (w)0 ∩ A (A (w′)) 6= ∅.

Agora, seja Σ = {α1, ..., αl} o sistema simples de raízes canônico de g. Então, o grupo
de Weyl W é gerado pelo conjunto das reflexões {ri = rαi

: i = 1, ..., l}. O comprimento
c (w) de um elemento w ∈ W é o menor número de reflexões utilizados para escrever w.
Se w = ri1 ...rin é uma decomposição de w onde n = c (w), então, esta decomposição é dita
minimal. Dados w,w′ ∈ W , estabelecemos que w′ 6 w se, e somente se, w = s1...sn (sj =

rij) é uma decomposição minimal de w e existem subíndices 1 ≤ j1 ≤ ... ≤ jm ≤ n tais
que w′ = sj1 ...sjm

é uma decomposição minimal de w′. Esta relação entre os elementos
de W define uma relação de ordem parcial denominada ordem de Bruhat-Chevalley.

Existe um único elemento maximal emW , o qual é denominado de involução principal
de W e é denotado por w0.
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Considerando a fibração natural πi : F→ F{αi}, definimos

γi (B) = π−1
i (πi (B))

para todo subconjunto B ⊂ F. Por ambos Proposição 3.1 e Teorema 6.1 de [31], o
domínio de atração de A (w) é dado por

A (A (w)) = γi1 · · · γin (A (w0)0)

onde w0w = rin ...ri1 é uma decomposição minimal, e o domínio de repulsão de A (w) é
dado por

A∗ (A (w)) = γj1 · · · γjm
(A (1)0)

onde w = rjm
...rj1 é uma decomposição minimal.

Dado Θ ⊂ Σ, a ordem de Bruhat-Chevalley passa ao quociente WΘ \W da seguinte
maneira. Dado w ∈ W , então, a classe WΘw contém um elemento de comprimento
minimal µ (w). Assim, WΘw 6 WΘw

′ se, e somente se, µ (w) ≤ µ (w′).
Então, a ordem entre os conjuntos controláveis efetivos de S em F é a ordem reversa

da ordem de Bruhat-Chevalley no quociente W (S) \W . Ou seja, A (w) 6 A (w′) se,
e somente se, W (S)w > W (S)w′. Em particular, A (1) é o único maximal e A (w0)

é o único minimal. Dado Θ ⊂ Σ, temos por conseqüência que AΘ (w) = AΘ (w′) se, e
somente se, W (S)wWΘ = W (S)w′WΘ. Além disso, AΘ (1) é o único maximal e AΘ (w0)

é o único minimal.
Contudo, os resultados acima podem ser aplicados ao caso de grupos de Lie redutíveis

cuja componente semi-simples é conexa. Com efeito, se G é um grupo de Lie redutível,
então, G = Z (G) Ĝ, onde Z (G) é o centro de G e Ĝ é um grupo de Lie real semi-simples.
Como Z (G) é o núcleo da aplicação adjunta Ad : G→ gl (g), temos que Ĝ é isomorfo ao
grupo adjunto Ad (G). Assim, a ação adjunta de G nos flags da componente semi-simples
da álgebra de Lie de G é equivalente à ação de Ĝ nestes flags.



Apêndice C

Endomorfismos de fibrados topológicos

Neste apêndice, fazemos um breve apanhado do conteúdo da Seção 4.1 de [22], onde é
apresentada uma extensão do conceito de automorfismos de um fibrado.

Para todo espaço topológico Y , denotamos por Cl (Y ) o conjunto de todas as aplica-
ções contínuas entre subconjuntos abertos de Y .

Consideremos um fibrado principal localmente trivial π : Q→ X com grupo estrutu-
ral G. Dado um espaço topológico F sobre o qual G age à esquerda, seja πE : E → X o
fibrado associado a π, onde E = Q×G F . Para cada par (q, u) ∈ Q× F , denotamos por
q ·u a classe de (q, u) em E. Se A ⊂ F é um subconjunto não vazio, denotamos por q ·A
o conjunto de todas as classes q · u com u ∈ A. Para x ∈ X, denotamos a fibra π−1

E (x)

por Ex.

Definição C.1. Um endomorfismo local de Q é uma aplicação contínua φ : dom (φ) →

Q tal que

1. dom (φ) = π−1 (U), onde U ⊂ X é um subconjunto aberto, e

2. φ (qg) = φ (q) g, para todos q ∈ dom (φ) e g ∈ G.

Denotemos por Endl (Q) o conjunto dos endomorfismos locais de Q. Então, Endl (Q)

é um semigrupo local, denominado semigrupo dos endomorfimos locais de Q.
Para cada φ ∈ Endl (Q), temos a aplicação contínua φX : π (dom (φ)) → X dada

por φX (π (q)) = π (φ (q)), denominada aplicação induzida por φ em X. Também te-
mos a aplicação contínua φE : π−1

E (π (dom (φ))) → E dada por φE (q · u) = φ (q) · u,
denominada aplicação induzida por φ em E. O conjunto Endl (X) de todas as apli-
cações induzidas por Endl (Q) em X é denominado de semigrupo dos endomorfismos
locais de X, e o conjunto Endl (E) de todas as aplicações induzidas por Endl (Q) em E

é denominado de semigrupo dos endomorfismos locais de E.

147
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Um semigrupo local de endomorfismos de Q é um subconjunto S ⊂ Endl (Q) fechado
para as composições. O seu semigrupo local induzido em X é o conjunto

SX = {Φ ∈ Cl (X) : existe φ ∈ S com Φ = φX}

e o seu semigrupo local induzido em E é o conjunto

SE = {Φ ∈ Cl (E) : existe φ ∈ S com Φ = φE} .

Os conjuntos R = {q ∈ Q : q ∈ Sq} e Rap = {q ∈ Q : q ∈ fe (Sq)} são denominados
respectivamente de conjunto de recorrência total e de conjunto de recorrência aproximada
para a ação de S sobre Q. Dado q ∈ R, então, Tq denota o conjunto de transitividade
total ao qual q pertence. Dado q ∈ Rap, então, Dq denota o conjunto de transitividade
aproximada ao qual q pertence (ver Apêndice A). Os conjuntos controláveis efetivos são
classes de equivalência em Rap, e seus respectivos conjuntos de transitividade são classes
de equivalência em R. O conjunto de recorrência total (aproximada) para a ação de SY

é denotado por R (Y ) (Rap (Y )), onde Y = X ou E.

Lema C.2. 1. Se q · u ∈ R (E), então, πE (q · u) ∈ R (X) e πE (Tq·u) ⊂ TπE(q·u);

2. Se q · u ∈ R (E) e Tq·u = (Dq·u)0, então, πE

(
(Dq·u)0

)
⊂
(
DπE(q·u)

)
0
;

3. Se q · u ∈ Rap (E), então, πE (q · u) ∈ Rap (X) e πE (Dq·u) ⊂ DπE(q·u);

Demonstração: Lema 4.2 e Corolários 4.4 e 4.6 de [22]. �

Este lema diz que um conjunto controlável efetivo D de SE em E se projeta sobre um
conjunto controlável efetivo C de SX em X, de forma que seu conjunto de transitividade
D0 se projeta sobre o conjunto de transitividade C0 de C. Uma recíproca parcial desta
afirmação é dada pela seguinte proposição.

Proposição C.3. Seja E = Q ×G F tal que a fibra F é compacta e G age aberta e
transitivamente em F . Assuma que S é acessível sobre um conjunto controlável efetivo
C de X. Então, existe um conjunto controlável efetivo D ⊂ E tal que π (D) ⊂ C e
π (D0) ⊂ C0.

O semigrupo S também induz semigrupos no grupo estrutural do fibrado. Dado
q ∈ Q, definimos o subsemigrupo

Sq = {g ∈ G : qg ∈ Sq} .

Se σ : Q × G → Q define a ação de G sobre Q, temos que σq = σ |{q}×G é um homeo-
morfismo de G sobre a órbita qG. Então, Sq = σ−1

q (Sq ∩ qG). Além disso, temos que
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S−1
q = σ−1

q (S∗q ∩ qG) também é um subsemigrupo de G, onde S∗q é a órbita regressiva
de q. Denotando Uq = σ−1

q (int (S∗q) ∩ qG), temos que Uq é aberto e Uq ⊂ int
(
S−1

q

)
.

Seja C um conjunto controlável efetivo para a ação de SX em X. Então, S é dito
(regressivamente) acessível sobre C se existe q ∈ π−1 (C0) tal que int (S∗q)∩π−1 (C) 6= ∅.
Se S é acessível sobre C, então, Uq 6= ∅, para todo q ∈ π−1 (C0) (ver Lema 4.18 de [22]).
Em particular, int (Sq) 6= ∅ para todo q ∈ π−1 (C0).

Sob as condições de ação aberta e transitiva na fibra F e de acessibilidade do semi-
grupo local S em X, existe uma ligação entre os conjuntos de transitividade de conjuntos
controláveis efetivos no espaço total E e na fibra F . Lembramos que G age abertamente
em F se, para cada u ∈ F , a aplicação g ∈ G 7→ gu ∈ F é aberta.

Teorema C.4. Sejam E = Q ×G F tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e que S é acessível sobre um conjunto controlável efetivo C em X. Sejam D ⊂ E um
conjunto controlável efetivo tal que π (D) ⊂ C e q ∈ Q com D0∩Eπ(q) 6= ∅. Então, existe
um conjunto controlável efetivo A ⊂ F para a ação do semigrupo Sq tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q · A0.

Uma recíproca parcial deste último teorema é dada pelo seguinte resultado.

Proposição C.5. Sejam E = Q×GF tal que G age aberta e transitivamente na fibra F
e que S é acessível sobre um conjunto controlável efetivo C em X. Sejam também q ∈ Q

sobre C e A ⊂ F um conjunto controlável efetivo para Sq. Se existem v ∈ A e a ∈ Uq

tais que a · v = v, então, existe um conjunto controlável efetivo D ⊂ E de SE tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q · A0.

O seguinte corolário é aplicado ao caso dos semigrupos de sombreamento de um
semigrupo de transformação (ver Seção 2.1.1).

Corolário C.6. Sejam E = Q ×G F tal que G age aberta e transitivamente na fibra
F e S um semigrupo local tal que suas órbitas regressivas são conjuntos abertos. Sejam
também, C ⊂ X um conjunto controlável efetivo e q ∈ π−1 (C0). Para cada conjunto
controlável efetivo D ⊂ E de SE com D0 ∩ Eπ(q) 6= ∅, existe um conjunto controlável
efetivo AD

q ⊂ F de Sq tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q ·
(
AD

q

)
0
.

Além disso, a correspondência D 7→ AD
q é uma bijeção entre os conjuntos controláveis

efetivos de SE tais que D0 ∩ Eπ(q) 6= ∅ e os conjuntos controláveis efetivos de Sq em F .
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No caso de conjuntos controláveis efetivos progressivamente invariantes em E, temos
uma versão mais forte do resultado acima. Com efeito, os conjuntos controláveis efetivos
SE-invariantes que se projetam sobre um conjunto controlável efetivo SX-invariante C ⊂

X estão em bijeção com os conjuntos controláveis efetivos Sq-invariantes em F , para
qualquer q ∈ π−1 (C0).

Teorema C.7. Assuma que S é acessível sobre um conjunto controlável efetivo C em
X. Então, para cada conjunto controlável efetivo SE-invariante D ⊂ E sobre C tem-
se que π (D0) = C0 e para todo q ∈ π−1 (C0), existe um conjunto controlável efetivo
Sq-invariante AD

q ⊂ F tal que

D0 ∩ Eπ(q) = q ·
(
AD

q

)
0
.

Além disso, fixando-se q ∈ π−1 (C0), a correspondência D 7→ AD
q é uma bijeção entre os

conjuntos controláveis efetivos SE-invariante sobre C e os conjuntos controláveis efetivos
Sq-invariante.

C.0.2 Fibrados flag

Apresentamos agora os principais resultados relacionados a endomorfismos de fibrados
flag, onde centralizamos a caracterização dos conjuntos controláveis efetivos. O conceito
de variedade flag está definido no Apêndice B e seu completo estudo pode ser obtido
no conjunto de trabalhos de Braga Barros-San Martin [3], [4], Patrão [22] e San Martin
[26]. Desta literatura também extraímos os resultados sobre conjuntos controláveis para
ações de semigrupos numa variedade flag. Dentre estes resultados selecionamos alguns
principais no Apêndice B.3.

A partir de agora, seja G um grupo de Lie redutível cuja componente semi-simples é
conexa, e seja g a componente semi-simples da álgebra de Lie de G.

Considerando um fibrado principal localmente trivial π : Q → X, com grupo de
estrutura G, denominamos de fibrado flag um fibrado associado à π cuja fibra típica é
um flag de g. Seja Θ ⊂ Σ, onde Σ é o sistema simples canônico de raízes de g. Então,
o fibrado flag de tipo Θ associado à π é o fibrado πEΘ

: EΘ → X, onde EΘ = Q ×G FΘ.
Quando a fibra típica é o flag maximal de g, então, denotamos E = Q×GF, e πE : E→ X

é denominado de fibrado flag maximal associado à π.
Seja S ⊂ Endl (Q) um semigrupo local transitivo em X, cujas órbitas progressivas e

regressivas em Q são conjuntos abertos.
A caracterização dos conjuntos controláveis efetivos nos flags é o recurso fundamental

para o estudo de endomorfismos de fibrados flag. As hipóteses de transitividade na base
e de acessibilidade do semigrupo local de endomorfismos permite a descrição completa
dos conjuntos controláveis efetivos no espaço total de um fibrado flag.
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Para todo q ∈ Q, o semigrupo Sq induzido por S em G é aberto, pois S é transitivo
na base e as órbitas são abertas. Segue então do Teorema B.13 do Apêndice B.3 que os
conjuntos controláveis efetivos do semigrupo Sq são descritos pelo grupo de Weyl canônico
W de g. Para cada w ∈ W , denotemos por Aq (w) o conjunto controlável efetivo de Sq

em F tal que Aq (w)0 = fixw (Sq). Agora, para cada Θ ⊂ Σ, seja Aq
Θ (w) o conjunto

controlável efetivo de Sq em FΘ tal que πΘ (Aq (w)) ⊂ Aq
Θ (w) e πΘ (Aq (w)0) = Aq

Θ (w)0,
onde πΘ : F→ FΘ é a fibração natural entre os flags.

De acordo com o Corolário C.6, para cada w ∈ W , existe um conjunto controlável
efetivo Dq

Θ (w) de SEΘ
tal que Dq

Θ (w)0 ∩ (EΘ)π(q) 6= ∅ e

Dq
Θ (w)0 ∩ (EΘ)π(q) = q · Aq

Θ (w)0

e estes são todos os conjuntos controláveis efetivos de SEΘ
cujos conjuntos de transitivi-

dade interseptam a fibra (EΘ)π(q).
Na Seção 4.2 de [22] é demonstrado que o conjunto de transitividade de um conjunto

controlável efetivo D de SEΘ
é projetado sobrejetivamente na base, ou seja, πEΘ

(D0) = X.
Isto significa que D0 intersepta a fibra (EΘ)π(q). Com isto, temos que {Dq

Θ (w) : w ∈ W} é
a coleção de todos os conjuntos controláveis efetivos de SEΘ

. Além disso, é demonstrado
também que o conjunto controlável Dq

Θ (w) não depende do ponto q ∈ Q.
As demonstrações de tais resultados envolvem as fibrações entre os flags. Para cada

Θ ⊂ Σ, a fibração π̃Θ : E→ EΘ é definida por

π̃Θ (q · p) = q · πΘ (p)

para todo q · p ∈ E. Dado um conjunto controlável D (w) de SE, temos

π̃Θ (D (w)0) = DΘ (w)0 .



Apêndice D

A compactificação de Ellis

Dentre os diversos processos de compactificação de espaços topológicos, o de Stone-Čech
é de especial interesse devido a propriedade de extensão de aplicações contínuas. Em
certo sentido, a compactifição de Stone-Čech é a maior compactificação de um espaço
de Tychonoff. Existem pelo menos duas maneiras de se descrever tal processo, as quais
devem ser bem compreendidas para a obtenção de propriedades cruciais. Quando abor-
damos o caso de espaços com topologia T4 (normal e T1), a compactificação de S-C
também é conhecida como a extenção de Wallman. Este caso é de especial interesse,
mormente na realização via ultrafiltros.

D.1 Descrição clássica

Uma maneira de proceder com a compactificação de um espaço topológico é mergulhando-
o em um cubo. Tal processo é sempre possível no caso de um espaço de Tychonoff, isto
é, completamente regular e T1.

Seja X um espaço de Tychonoff e seja C (X, [0, 1]) o conjunto de todas as funções
contínuas de X em [0, 1] ⊂ R. O fato de X ser um espaço de Tychonoff implica que a
coleção C (X, [0, 1]) separa ponto de conjunto fechado em X. Disto segue que a aplicação
e : X → [0, 1]C(X,[0,1]) dada por

e (x) : C (X, [0, 1]) −→ [0, 1]

f 7−→ f (x)

é um mergulho, onde [0, 1]C(X,[0,1]) é considerado com a topologia da convergência pontual
(topologia produto).

A compactificação de Stone-Čech de X é o fecho da imagem e (X) em [0, 1]C(X,[0,1]),
e é denotada por βX. Como [0, 1]C(X,[0,1]) é compacto Hausdorff, segue que βX também
é compacto Hausdorff. Contudo, X é um conjunto mergulhado e denso em βX.
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A propriedade central de βX é a extensão de aplicações contínuas. Mais precisamente,
temos o seguinte teorema.

Teorema D.1. Se K é um espaço compacto Hausdorff e ϕ : X → K é uma aplicação
contínua, então, existe uma aplicação contínua ψ : βX → K tal que ψ ◦ e = ϕ.

Na verdade, esta propriedade de extensão juntamente com a Hausdorff-compacidade
caracterizam completamente βX no seguinte sentido: se B é um espaço compacto Haus-
dorff contendo um mergulho denso de X e satisfazendo a propriedade de extensão de
aplicações contínuas, então, B é homeomorfo à βX. Esta caracterização é chamada de
equivalência topológica. Estes argumentos são discutidos nos tratados mais completos
sobre topologia geral. Veja por exemplo a seção 19 de [38].

D.2 Descrição via ultrafiltros

Uma maneira abstrata de compactificar um espaço topológico tem base na teoria de
filtros. Em muitos casos, esse processo se torna mais conveniente, pois possibilita um
certo controle sobre a topologia da compactificação.

Seja P uma classe de subconjuntos de um espaço topológico X tal que, se P1 e P2

pertencem à P , então, P1 ∩ P2 e P1 ∪ P2 pertencem à P .

Um filtro sobre P é uma coleção não vazia f de elementos de P com as propriedades:

1. ∅ /∈ f ;

2. Se P1, P2 ∈ f, então, P1 ∩ P2 ∈ f ;.

3. Se P1 ∈ f e P1 ⊂ P2, com P2 ∈ P , então, P2 ∈ f.

Uma base de filtro sobre P é uma coleção não vazia f de elementos de P com as
propriedades:

a ∅ /∈ f ;

b Se P1, P2 ∈ f, então, existe P3 ∈ f tal que P3 ⊂ P1 ∩ P2.

Uma subbase de filtro sobre P é uma coleção não vazia f satisfazendo a propriedade
da interseção finita.

Se f é uma subbase de filtro, então, a coleção de todos os subconjuntos de X que
são interseções finitas de elementos de f é uma base de filtro. Se f é uma base de filtro,
então, a coleção {P ′ ∈ P : P ⊂ P ′ para algum P ∈ f} é um filtro.

Um ultrafiltro sobre P é um filtro maximal u sobre P . Conseqüentemente, u também
satisfaz as propriedades:
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4 Se P ′ ∈ P e P ′ ∩ P 6= ∅, para todo P ∈ u, então, P ′ ∈ u. Logo, se P ′ /∈ u, então,
existe P ∈ u tal que P ∩ P ′ = ∅;

5 Se P1, P2 ∈ P e P1 ∪ P2 ∈ u, então, ou P1 ∈ u ou P2 ∈ u;

6 Se u′ 6= u, onde u′ é outro P−ultrafiltro, então, existem P ′ ∈ u e P ∈ u tais que
P ′ ∩ P = ∅.

Com efeito, (4) segue do fato de que a coleção f de todas as interseções finitas de
elementos de u∪ {P ′} é uma base de filtro, de forma que u está contido no filtro gerado
por f . Para ver (5), suponha que P1 /∈ u. Então, por (4), existe P ∈ u tal que P1∩P = ∅.

Daí, P ∩ P2 = P ∩ (P1 ∪ P2) ∈ u. Agora, dado qualquer P ′ ∈ u, P ′ ∩ P ∩ P2 6= ∅, donde
P ′ ∩ P2 6= ∅. Logo, por (4) temos que P2 ∈ u. Evidentemente, (6) segue de (4).

Um P−filtro converge para x ∈ X se cada vizinhança de x contém um elemento de
f.

As principais classes de subconjuntos de X satisfazendo as condições acima são:

1. P (X) = conjunto das partes de X;

2. A (X) = todos os subconjuntos abertos de X;

3. F (X) = todos os subconjuntos fechados de X;

4. Z (X) = {f−1 (0) : f : X → [0, 1] ⊂ R contínua} =todos os conjuntos zeros de X.

Observemos que os conjuntos zeros de X são subconjuntos fechados de X. A compac-
tificação de Stone-Čech de X pode ser construída a partir dos ultrafiltros sobre Z (X).
Em princípio, denotaremos por BX o conjunto de todos os Z (X)-ultrafiltros.

Lembremos que se f, h : X → [0, 1] são contínuas, então

f−1 (0) ∩ h−1 (0) = (f + h)−1 (0) e f−1 (0) ∪ h−1 (0) = (fh)−1 (0) .

Dado Z ∈ Z (X) não vazio, definimos o conjunto

hf (Z) = {u ∈ BX : Z ∈ u} ⊂ BX.

É imediato verificar que

hf (Z1) ∩ hf (Z2) = hf (Z1 ∩ Z2) e hf (Z1) ∪ hf (Z2) = hf (Z1 ∪ Z2)

para quaisquer Z1, Z2 ∈ Z (X). Consequentemente,

n⋂

i=1

hf (Zi) = hf

(
n⋂

i=1

Zi

)
e

n⋃

i=1

hf (Zi) = hf

(
n⋃

i=1

Zi

)
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com Zi ∈ Z (X), i = 1, ..., n. Além disso,

BX =
⋃

Z∈Z(X)

hf (Z) e
⋂

Z∈Z(X)

hf (Z) = ∅

evidentemente.
Logo, a família de todos os conjuntos hf (Z) (Z ∈ Z (X)) pode ser tomada como uma

base para conjuntos fechados de uma topologia em BX. Contudo, adotamos em BX a
topologia T gerada por esta base.

Agora, se A é um conjunto co-zero de X, isto é, se A é o complementar em X de
algum conjunto zero, então, definimos

ha (A) = {u ∈ BX : existe Z ∈ u com Z ⊂ A} ⊂ BX.

Verifica-se sem dificuldades que

n⋂

i=1

ha (Zi) = ha

(
n⋂

i=1

Zi

)
e

n⋃

i=1

ha (Zi) = ha

(
n⋃

i=1

Zi

)

com Zi ∈ Z (X), i = 1, ..., n. Daí, para todo Z ∈ Z (X), temos que

hf (Z) = BX \ ha (X \ Z) .

Portanto, a família de todos os conjuntos ha (X \ Z) (Z ∈ Z (X)) forma uma base
de abertos para a topologia de BX adotada anteriormente. Mais adiante vamos ver que
esta topologia é compacta Hausdorff.

O próximo passo é determinar um homeomorfismo entre X e um subespaço de BX.
Para isso, a cada x ∈ X associamos a coleção

ux = {Z ∈ Z (X) : x ∈ Z} .

Afirmamos que ux é um ultrafiltro sobre Z (X). Com efeito, visto que X ∈ Z (X) (tome
f = 0), temos que X ∈ ux. Logo, ux é uma coleção não vazia e, evidentemente, ∅ /∈ ux.
Além disso, se Z1, Z2 ∈ ux, então, x ∈ Z1 ∩ Z2 ∈ Z (X), logo, Z1 ∩ Z2 ∈ ux. Mais
ainda, se Z ∈ ux e Z ′ ∈ Z (X) com Z ⊂ Z ′, então, x ∈ Z ′, donde Z ′ ∈ ux. Portanto,
ux é um Z (X)-filtro. Agora, seja u ∈ BX tal que ux ⊂ u. Suponhamos por absurdo
que existe W ∈ u tal que x /∈ W . Visto que W é fechado e X é Tychonoff, existe
uma função real contínua f : X → [0, 1] tal que f (x) = 0 e f (W ) = {1} . Então,
x ∈ f−1 (0) e W ∩ f−1 (0) = ∅, o que contradiz ux ⊂ u. Portanto, ux = u, ou seja, ux é
um Z (X)-ultrafiltro.

Vejamos agora que ux é o único Z (X)-ultrafiltro que converge para x. Primeiramente,
notemos que ux converge de fato para x. Dada uma vizinhança aberta V de x em X,
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existe f : X → [0, 1] contínua tal que f (x) = 0 e f (X \ V ) = {1}. Logo, x ∈ f−1 (0) e
f−1 (0) ∩ (X \ V ) = ∅, isto é, f−1 (0) ⊂ V . Isto mostra que ux converge para x. Agora,
seja u ∈ BX tal que u converge para x. Fixemos Z ∈ u. Dada uma vizinhança qualquer
V de x, existe ZV ∈ u tal que ZV ⊂ V . Como Z ∩ ZV 6= ∅, segue que Z ∩ V 6= ∅. Isto
significa que x ∈ fe (Z) = Z. Logo, u ⊂ ux e, portanto, u = ux.

Esta associação entre elementos de X e BX define um mergulho denso de X em BX.
Ou seja,

Proposição D.2. A aplicação µ : x ∈ X → ux ∈ BX é um mergulho, onde µ (X) é
denso em BX.

Demonstração: Se x, y ∈ X e x 6= y, podemos separar estes dois pontos por abertos
disjuntos, donde ux 6= uy. Portanto, ux = uy se, e somente se, x = y. Com isso, temos
que µ é uma bijeção sobre sua imagem. Agora, seja (xi) ⊂ X uma rede convergindo para
um ponto x ∈ X e seja ha (X \ Z) um aberto básico de BX contendo ux. Então, existe
Z ′ ∈ ux tal que Z ′ ⊂ X \Z. Como X \Z é aberto e x ∈ Z ′, existe i0 tal que xi ∈ Z ′, para
todo i ≥ i0. Logo, uxi

∈ ha (X \ Z), para todo i ≥ i0. Portanto, (uxi
) converge para ux

em BX, mostrando que µ é contínua. Por outro lado, está claro que µ−1 (ux) = x. Seja
(uxi

) ⊂ µ (X) uma rede convergindo para ux em µ (X) e consideremos uma vizinhança
aberta V de x. Então, existe f : X → [0, 1] contínua tal que f (x) = 0 e f (X \ V ) = {1}.
Tomemos h : [0, 1] → [0, 1] dada por h (t) = 1 − t. Então, h ◦ f : X → [0, 1] é contínua
tal que h ◦ f (x) = 1 e h ◦ f (X \ V ) = {0}. Logo, X \ V ⊂ (h ◦ f)−1 (0) = Z e x /∈ Z.
Assim, ux ∈ ha (X \ Z), donde existe i0 tal que uxi

∈ ha (X \ Z), para todo i ≥ i0, ou
seja, xi ∈ X \ Z, para todo i ≥ i0. Visto que X \ V ⊂ Z temos que X \ Z ⊂ V . Logo,
xi ∈ V , para todo i ≥ i0. Isto mostra que µ−1 também é contínua e, portanto, µ é um
mergulho. Enfim, dado u ∈ BX, seja Z ∈ Z (X) tal que u ∈ ha (X \ Z). Neste caso,
devemos ter Z 6= X. Tomando x ∈ X \ Z, existe Z ′ ∈ ux tal que Z ′ ∩ Z = ∅, ou seja,
Z ′ ⊂ X \ Z, donde ux ∈ ha (X \ Z). Isto mostra que µ (X) é denso em BX. �

A seguinte caracterização dos ultrafiltros será usada constantemente no texto.

Lema D.3. Um Z (X)-filtro u é um Z (X)-ultrafiltro se, e somente se, dado Z ∈ Z (X),
então, ou Z ∈ u ou existe Z ′ ∈ u tal que Z ′ ⊂ X \ Z.

Demonstração: Suponhamos que dado Z ∈ Z (X), então, ou Z ∈ u ou existe Z ′ ∈ u

tal que Z ′ ⊂ X \ Z. Seja v ∈ BX tal que u ⊂ v. Dado Z ∈ v temos que ou Z ∈ u ou
existe Z ′ ∈ u tal que Z ′ ∩ Z = ∅. Mas, a segunda hipótese não acontece, pois u ⊂ v.
Logo, Z ∈ u, donde v = u. Portanto, u é um Z (X)-ultrafiltro. A recíproca é imediata. �

Um fato também relevante com respeito à topologia T em BX é a possibilidade de
se exibir explicitamente o fecho de um subconjunto qualquer de BX.
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Dado Γ ⊂ BX, definimos o conjunto

f (Γ) = ∩{u ∈ BX : u ∈ Γ} .

Verifica-se sem deficuldades que f (Γ) é um Z (X)-filtro e que f (Γ ∪ ∆) = f (Γ) ∩ f (∆).
Agora, associamos a Γ ⊂ BX o subconjunto de BX

Γ = {u ∈ BX : f (Γ) ⊂ u} .

Lema D.4. Sejam Γ e ∆ subconjuntos de BX. Então,

1. Γ ⊂ Γ

2. Γ ⊂ ∆ então Γ ⊂ ∆

3. f (Γ) = f
(
Γ
)

4. Γ = Γ

5. Γ ∪ ∆ = Γ ∪ ∆

Demonstração: (1) Se u ∈ Γ, então, f (Γ) ⊂ u, donde u ∈ Γ. (2) Como Γ ⊂ ∆, segue
que f (∆) ⊂ f (Γ). Daí, se f (Γ) ⊂ u, então, f (∆) ⊂ u, isto é, se u ∈ Γ, então, u ∈ ∆. (3)

Visto que Γ ⊂ Γ, temos que f
(
Γ
)
⊂ f (Γ). Por outro lado, se u ∈ Γ, então, f (Γ) ⊂ u,

donde f (Γ) ⊂ ∩
{
u : u ∈ Γ

}
= f

(
Γ
)
. Logo, f (Γ) = f

(
Γ
)
. (4) Segue de (3). (5) Como

Γ,∆ ⊂ Γ ∪ ∆, segue de (2) que Γ,∆ ⊂ Γ ∪ ∆, donde Γ ∪ ∆ ⊂ Γ ∪ ∆. Por outro lado,
seja u ∈ Γ ∪ ∆ e suponhamos que u /∈ Γ ∪ ∆. Então, existem Z ∈ f (Γ) e Z ′ ∈ f (∆) tais
que Z,Z ′ /∈ u. Mas, visto que f (Γ) e f (∆) são Z (X)-filtros, temos que

Z ∪ Z ′ ∈ f (Γ) ∩ f (∆) = f (Γ ∪ ∆) ⊂ u.

Isto significa que ou Z ∈ u ou Z ′ ∈ u, contradição. Logo, u ∈ Γ ∪ ∆ e, portanto,
Γ ∪ ∆ = Γ ∪ ∆. �

Acrescentando ∅ = ∅, segue do lema anterior que Γ → Γ é um operador fecho
de Kuratowski em BX. Seja T ′ a topologia em BX determinada por este operador
fecho. Vamos mostrar que T ′ é mais fina do que T . A notação fe (·) para fecho de um
subconjunto em BX é referente a topologia T .

Proposição D.5. Para Z ∈ Z (X), tem-se fe (µ (Z)) = hf (Z).
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Demonstração: É fácil ver que µ (Z) ⊂ hf (Z), donde fe (µ (Z)) ⊂ Hf (Z). Por outro
lado, dado u ∈ hf (Z), seja ha (X \ Z ′) uma vizinhança aberta básica de u. Então, existe
W ∈ u tal que W ∩Z ′ = ∅. Daí, Z ∩W ∈ u e Z ∩W ∩Z ′ = ∅. Tome x ∈ Z ∩W . Então,
Z ∩W ∈ ux com Z ∩W ⊂ X \ Z ′, logo, ux ∈ ha (X \ Z ′). Como também ux ∈ µ (Z)

segue que u ∈ fe (µ (Z)) e, portanto, hf (Z) ⊂ fe (µ (Z)). �

Agora, dado Z ∈ Z (X), temos que

f (µ (Z)) = ∩{ux ∈ BX : x ∈ Z} = {W ∈ Z (X) : Z ⊂ W} .

Em particular, Z ∈ f (µ (Z)), donde µ (Z) ⊂ hf (Z). Por outro lado, se u ∈ hf (Z)

e Z ⊂ W , com W ∈ Z (X), então, W ∈ u. Logo, f (µ (Z)) ⊂ u, donde u ∈ µ (Z).
Portanto, µ (Z) = Hf (Z).

Assim, a topologia T ′ contém a base de fechados da topologia T sobre BX. Isto
significa que T ′ é mais fina do que T e que fe (Γ) = Γ, para todo Γ ⊂ BX.

Proposição D.6. A topologia T em BX é compacta Hausdorff.

Demonstração: Seja F uma família de subconjuntos fechados básicos satisfazendo a
propriedade de interseção finita e consideremos a coleção

f = {Z ∈ Z (X) : hf (Z) ∈ F} .

Dados Z1, ..., Zn ∈ f , temos que

∅ 6=
n⋂

i=1

hf (Zi) = hf

(
n⋂

i=1

Zi

)

donde
n⋂

i=1

Zi 6= ∅.

Logo, f satisfaz a propriedade de interseção finita, donde f é uma subbase de filtro. Seja
u ∈ BX tal que f ⊂ u. Então, u ∈ hf (Z), para todo hf (Z) ∈ F , donde

⋂
{hf (Z) : hf (Z) ∈ F} 6= ∅.

Portanto, BX é compacto. Agora, sejam u, v ∈ BX, u 6= v. Então, existem Z1, Z2 ∈

Z (X) disjuntos tais que Z1 ∈ u e Z2 ∈ v. Sejam h1, h2 : X → [0, 1] contínuas tais que
h−1

1 (0) = Z1 e h−1
2 (0) = Z2. Definamos h : X → [0, 1] por

h (x) =
h1 (x)

h1 (x) + h2 (x)
.



160 Capítulo D · A compactificação de Ellis

Se h1 (x) + h2 (x) = 0, então, h1 (x) = h2 (x) = 0, donde x ∈ Z1 ∩ Z2, um absurdo.
Logo, h está bem definida. Evidentemente, h é contínua e h−1 (0) = Z1 e h−1 (1) = Z2.
Tomemos as aplicações contínuas p, q : [0, 1] → [0, 1] dadas por

p (t) = 1 − t e q (t) =

{
0, se t ∈

[
0, 1

2

]

2t− 1, se t ∈
[

1
2
, 1
] .

Então, temos que

x ∈ (q ◦ h)−1 (0) ⇔ q (h (x)) = 0 ⇔ h (x) ∈

[
0,

1

2

]
.

Logo,
Z2 ∩ (q ◦ h)−1 (0) = ∅.

Agora, observemos que Z1 = (p ◦ h)−1 (1) e que

x ∈ (q ◦ p ◦ h)−1 (0) ⇔ q (p ◦ h (x)) = 0 ⇔ p (h (x)) ∈

[
0,

1

2

]
⇔ h (x) ∈

[
1

2
, 1

]
.

Logo,
Z1 ∩ (q ◦ p ◦ h)−1 (0) = ∅.

Afirmamos que
(q ◦ h)−1 (0) ∪ (q ◦ p ◦ h)−1 (0) = X.

Com efeito, suponhamos que x ∈ X \ (q ◦ h)−1 (0). Então, q ◦ h (x) > 0, donde h (x) ∈(
1
2
, 1
]
. Assim,

p (h (x)) = 1 − h (x) ∈

[
0,

1

2

]

donde q ◦ p ◦ h (x) = 0, isto é, x ∈ (q ◦ p ◦ h)−1 (0). Logo,

X \ (q ◦ h)−1 (0) ⊂ (q ◦ p ◦ h)−1 (0)

donde segue o afirmado. Enfim, denotemos Z ′
1 = (q ◦ h)−1 (0) e Z ′

2 = (q ◦ p ◦ h)−1 (0).
Visto que Z1 ⊂ X \ Z ′

2 e que Z2 ⊂ X \ Z ′
2, temos que u ∈ ha (X \ Z ′

2) e v ∈ ha (X \ Z ′
1).

Além disso

ha (X \ Z ′
2) ∩ ha (X \ Z ′

1) = ha ((X \ Z ′
2) ∩ (X \ Z ′

1))

= ha (X \ (Z ′
2 ∪ Z

′
1))

= ha (∅) = ∅.

Portanto, BX é Hausdorff. �
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Visto que a propriedade de extensão de aplicação contínua é uma caracterização
da compactificação de Stone-Čech βX, o próximo resultado conclui então que BX é
homeomorfo à βX, ou seja, βX e BX são ambos o mesmo espaço. Alcançamos assim o
objetivo principal desta seção.

Teorema D.7. Seja K um espaço compacto Hausdorff e ϕ : X → K uma aplicação
contínua. Então, existe uma única aplicação contínua ψ : BX → K tal que ψ ◦ µ = ϕ.

Demonstração: Dado u ∈ BX, consideremos a coleção de subconjuntos fechados (com-
pactos) de K

Fu =
{
fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
: Z /∈ u

}
.

Dados Z1, ..., Zn /∈ u, temos que

∅ 6= fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z1) ∩ ... ∩ ha (X \ Zn))

)
⊂

⊂ fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z1))

)
∩ ... ∩ fe

(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zn))

)
.

Logo, Fu satisfaz a propriedade de interseção finita. Como K é compacto Hausdorff,
temos que ⋂

Z /∈u

fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
6= ∅.

Vamos mostrar que
⋂

Z /∈u

fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
consiste apenas de um ponto.

Suponhamos por contradição que x, y ∈
⋂

Z /∈u

fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
com x 6= y.

Então, existem vizinhanças Vx e Vy de x e de y, respectivamente, tais que fe (Vx)∩fe (Vy) =

∅. Pelo Lema de Urysohn, existe f : K → [0, 1] contínua tal que f (fe (Vx)) = {0} e
f (fe (Vy)) = {1}. Tomando h : [0, 1] → [0, 1], h (t) = 1 − t, sejam

Zx = ϕ−1
(
f−1 (0)

)
= (f ◦ ϕ)−1 (0)

e
Zy = ϕ−1

(
(h ◦ f)−1 (0)

)
= (h ◦ f ◦ ϕ)−1 (0) .

Então, Zx, Zy ∈ Z (X) e Zx ∩ Zy = ∅. Neste caso, ou Zx /∈ u ou Zy /∈ u. Suponhamos
que Zx /∈ u. Então, x ∈ fe (ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zx))). Mas, se a ∈ f−1 (0) ∩

ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zx)), então, f (a) = 0 e a = ϕ ◦ µ−1 (ub) = ϕ (b), com ub ∈

µ (X) ∩ ha (X \ Zx), donde 0 = f (a) = f ◦ ϕ (b) . Logo, b ∈ (f ◦ ϕ)−1 (0) = Zx e b ∈ Zx,
um absurdo. No entanto, se Zy /∈ u, então, y ∈ fe (ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zy))). Mas,

(h ◦ f)−1 (0) ∩ ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zy)) = ∅ e y ∈ Vy ⊂ (h ◦ f)−1 (0) ,
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ou melhor,
Vy ∩ ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Zy)) = ∅,

uma contradição. Portanto
⋂

Z /∈u

fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
consiste de apenas um

ponto uϕ. Assim, a cada u ∈ BX associamos o ponto uϕ obtido desta maneira, definindo
a aplicação ψ : u ∈ BX → uϕ ∈ K. Se x ∈ X e Z /∈ ux, então, ux ∈ µ (X) ∩ ha (X \ Z),
logo, ϕ (x) = ϕ ◦ µ−1 (ux) ∈ ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z)). Assim,

⋂

Z /∈ux

fe
(
ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \ Z))

)
= {ϕ (x)}

ou seja, ψ ◦ µ (x) = ψ (ux) = ϕ (x). Portanto, ψ extende ϕ. Para verificarmos a
continuidade de ψ, seja (ui) uma rede convergindo para u em BX. Dada uma vi-
zinhança U de ψ (u) em K, tomemos vizinhanças abertas V e V ′ de ψ (u) tais que
fe (V ) ⊂ V ′ ⊂ fe (V ′) ⊂ U . Então, existe f : K → [0, 1] contínua tal que f (fe (V )) = {0}

e f (K \ V ′) = {1}. Tomando novamente a aplicação h definida acima, obtemos os
conjuntos

W = ϕ−1
(
f−1 (0)

)
e W ′ = ϕ−1

(
(h ◦ f)−1 (0)

)

ambos em Z (X) e tais que W ∩W ′ = ∅. Então, ou W /∈ u ou W ′ /∈ u. Suponhamos
que W /∈ u. Neste caso, ψ (u) ∈ fe (ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \W ))), donde

V ∩ ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \W )) 6= ∅.

Porém, se a ∈ V ∩ ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \W )), então, a = ϕ ◦ µ−1 (ux) = ϕ (x) ∈ V ,
com ux ∈ µ (X) ∩ ha (X \W ), donde x /∈ W , isto é, f ◦ ϕ (x) 6= 0. Logo, ϕ (x) /∈ fe (V )

e, portanto, ϕ (x) /∈ V , o que é um absurdo. Portanto, W ′ /∈ u. Assim, existe i0 tal que
ui ∈ ha (X \W ′), para todo i ≥ i0, donde ψ (ui) ∈ fe (ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \W ′))),
para todo i ≥ i0. Isto significa que para cada i ≥ i0, existe uma rede (ϕ (xj)) ⊂

ϕ ◦ µ−1 (µ (X) ∩ ha (X \W ′)) convergindo para ψ (ui). Como xj /∈ W ′, temos que h ◦

f ◦ ϕ (xj) 6= 0, donde f ◦ ϕ (xj) 6= 1, donde ϕ (xj) /∈ K \ V ′, ou seja, ϕ (xj) ∈ V ′,
donde ψ (ui) ∈ fe (V ′) ⊂ U . Logo, ψ (ui) ∈ U , para todo i ≥ i0. Visto que U é uma
vizinhança arbitrária de ψ (u), temos que (ψ (ui)) converge para ψ (u) em K. Portanto,
ψ é contínua. Enfim, para verificarmos a unicidade, seja θ : BX → K uma extensão
contínua de ϕ. Dado u ∈ BX, existe uma rede (uxi

) ⊂ µ (X) tal que limi uxi
= u. Daí,

θ (u) = lim
i
θ (uxi

) = lim
i
ϕ (xi) = lim

i
ψ (uxi

) = ψ (u)

e o resultado está demostrado. �

Temos um caso especial quando assumimos a normalidade da topologia do espaço X.
A compactificação de Stone-Čech pode ser construída sobre os F (X)-ultrafiltros, que se
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torna tecnicamente mais simples. Na verdade, este é um caso particular do processo de
extensão de Wallman (ver página 178 de [14]).

D.3 A compactificação de um grupo topológico

Um caso especial e de amplo interesse é o processo de compactificação de um grupo
topológico. Todo grupo topológico (de Hausdorff) é um espaço de Tychonoff. Este caso
tem sido extensivamente estudado em diversas literaturas como por exemplo Auslander-
Furstenberg [1] e Ellis [11]. O principal fundamento destes estudos é a construção de uma
estrutura de semigrupo na compactificação, enfatizando o conceito de ideais minimais.

Consideremos um grupo topológico G e tomamos a sua compactificação βG de acordo
com a descrição clássica.

Uma idéia naturalmente intuitiva é a introdução de um produto em βG. E isto é
possível fazer, de forma que as translações a direita por quaiquer elementos de βG sejam
contínuas e as translações a esquerda por elementos de G sejam homeomorfismos.

Usaremos as notações usuais Lg e Rg para as translações a esquerda e a direita por
g, respectivamente, para todo g ∈ G.

Uma operação binária em [0, 1]C(G,[0,1]) pode ser definida da seguinte maneira: dados
γ, σ ∈ [0, 1]C(G,[0,1]) e f ∈ C (G, [0, 1]), definimos

γ ∗ σ (f) = γ
(
f̄
)

onde f̄ (g) = σ (f ◦ Lg), para todo g ∈ G. Para verificarmos que esta operação é associ-
ativa, tomemos arbitrários γ, σ, τ ∈ [0, 1]C(G,[0,1]) e f ∈ C (G, [0, 1]). Temos que

(γ ∗ σ) ∗ τ (f) = γ ∗ σ
(
f̄
)

= γ
(
f
)

onde f̄ (g) = τ (f ◦ Lg) e f (g) = σ
(
f̄ ◦ Lg

)
, para todo g ∈ G. Por outro lado, temos que

γ ∗ (σ ∗ τ) (f) = γ
(
f̃
)

onde
f̃ (g) = σ ∗ τ (f ◦ Lg) = σ

(
f ◦ Lg

)

para todo g ∈ G, onde

f ◦ Lg (t) = τ (f ◦ Lg ◦ Lt) = τ (f ◦ Lgt) = f (gt) = f ◦ Lg (t)

para todo t ∈ G. Logo, f ◦ Lg = f̄ ◦Lg, donde obtemos f̃ (g) = σ
(
f̄ ◦ Lg

)
= f (g), para

todo g ∈ G. Portanto,

(γ ∗ σ) ∗ τ (f) = γ
(
f
)

= γ
(
f̃
)

= γ ∗ (σ ∗ τ) (f)
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para toda f ∈ C (G, [0, 1]), donde segue a associatividade da operação, o que a torna um
produto.

Vejamos agora que este produto é fechado em βG.
Primeiramente, considerando o mergulho e de G em βG definido na Seção B.1, to-

memos arbitrariamente g, h ∈ G e f ∈ C (G, [0, 1]). Então, temos que

e (g) ∗ e (h) (f) = e (g)
(
f̄
)

onde
f̄ (t) = e (h) (f ◦ Lt) = f ◦ Lt (h) = f ◦Rh (t)

para todo t ∈ G. Logo, f̄ = f ◦Rh, donde

e (g) ∗ e (h) (f) = e (g) (f ◦Rh) = e (gh) (f) .

Portanto, e (g) ∗ e (h) = e (gh) ∈ e (G), ou seja, o produto “ ∗ ” é fechado em e (G).
Agora, fixemos g ∈ G e definamos a aplicação

Lg (h) = e (g) ∗ e (h) = e (gh)

de G em e (G) (usando a mesma notação da translação à esquerda por g em G). Tomando
uma rede (hi) ⊂ G convergindo para h ∈ G, temos que ghi → gh em G, donde e (ghi) →

e (gh) em e (G), ou seja, Lg (hi) → Lg (h). Portanto, Lg é contínua, donde obtemos uma
extenção contínua única Lg : βG → βG de Lg tal que Lg ◦ e = Lg. É imediato verificar
que Lg é inversível, cuja inversa é Lg−1 . Portanto, Lg é um homeomorfismo de βG. Mais
ainda, Lg é exatamente a translação a esquerda por e (g) com respeito a “ ∗ ”. Com
efeito, é imediato verificar que a composta desta translação com e é Lg, donde segue a
afirmação por unicidade.

Por fim, verificaremos que as translações à direita por elementos de βG com respeito
a “∗” são contínuas. Para tanto, fixemos σ ∈ βG. Então, temos bem definida a aplicação

Rσ (g) = e (g) ∗ σ

de G em βG. Se tomarmos uma rede convergente (gi) ⊂ G com limite g, temos que

Rσ (gi) (f) = e (gi)
(
f̄
)
−→ e (g)

(
f̄
)

= e (g) ∗ σ (f) = Rσ (g) (f)

para toda f ∈ Cb (G). Logo, Rσ (gi) → Rσ (g), donde Rσ é contínua. Assim, existe uma
única extenção contínua Rσ : βG → βG de Rσ tal que Rσ ◦ e = Rσ. Pelo argumento de
unicidade temos que Rσ é exatamente a translação a direita por σ com respeito a “ ∗ ”.

Para saber mais sobre compactificação de grupos topológicos, ver [11] e [20].
Nosso objetivo agora é transportar estas propriedades para a descrição de βG por

ultrafiltros.



Seção D.3 · A compactificação de um grupo topológico 165

A partir daqui, por motivos técnicos, iremos denotar por β′G a descrição clássica e
por βG a descrição por ultrafiltros da compactificação de G.

Denotemos por e : G→ βG o mergulho dado por e (g) = ug, onde

ug = {A ∈ F (G) : g ∈ A} .

Considerando também o mergulho e′ : G→ βG, tomemos as extenções contínuas únicas
E : β′G → βG de e e E ′ : βG → β′G de e′. Então, E ◦ e′ = e e E ′ ◦ e = e′, donde
E ◦ E ′ ◦ e = e e E ′ ◦ E ◦ e′ = e′. Isto significa que

E ◦ E ′ = IdβG e E ′ ◦ E = Idβ′G.

Portanto, E é um homeomorfismo cuja inversa é E ′.

Com isto, dados u, v ∈ βG, podemos definir

u ⋆ v = E (E ′ (u) ∗ E ′ (v)) .

É evidente que “ ⋆ ” é um produto em βG. Em particular, dados g, h ∈ G, temos que

ug ⋆ uh = E (E ′ (ug) ∗ E
′ (uh)) = E (E ′ (e (g)) ∗ E ′ (e (h)))

= E (e′ (g) ∗ e′ (h)) = E (e′ (gh))

= e (gh) = ugh.

Logo, a estrutura de semigrupo de βG induz a estrutura de grupo de G.
Agora, se L′

g denota a translação a esquerda por e′ (g) em β′G, é imediato verificar
que

Lg = E ◦ L′
g ◦ E

′

é a translação a esquerda por e (g) em βG. Portanto, Lg é um homeomorfismo. Além
disso, dado u ∈ βG, e considerando R′

E ′(u) a translação a direita por E ′ (u) em β′G,
também é imediato verificar que

Ru = E ◦ R′
E ′(u) ◦ E

′

é a translação a direita por u em βG.

Proposição D.8. Sejam g ∈ G e u ∈ βG. Então, Lug
(u) = {gA : A ∈ u} .

Demonstração: Denotemos Lg (u) = {gA : A ∈ u} . Então, Lg (u) é um ultrafiltro.
Consideremos a aplicação contínua Lg (h) = e (gh) de G sobre e (G). Então, Lg é a única
extenção contínua de Lg de forma que Lug

◦ e = Lg. Mas, dado h ∈ G, temos que

Lg ◦ e (h) = {gA : A ∈ uh} = {gA : h ∈ A}

= {B : gh ∈ B} = ugh = Lg (h) .
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Logo, Lg ◦e = Lg. Se mostrarmos que Lg é contínua, seguirá por unicidade que Lg = Lg.
Com efeito, seja (ui) ⊂ βG uma rede convergindo para u. Dada uma vizinhança aberta
básica ha (U) de Lg (u), temos que existe A ∈ u tal que gA ⊂ U . Logo, A ⊂ g−1U , donde
u ∈ ha (g−1U). Assim, existe i0 tal que para todo i ≥ i0 tem-se ui ∈ ha (g−1U), isto é,
Lg (ui) ∈ ha (U). Portanto, Lg é contínua, e o resultado segue. �

Semelhantemente, verificamos que

Rug
(u) = {Ag : A ∈ u}

para todo g ∈ G e u ∈ βG.
Com respeito as translações, convém ainda enfatizarmos as seguintes propriedades

relevantes:

1. Lg (ha (U)) = ha (gU) e Rug
(ha (U)) = ha (Ug), para todo g ∈ G e U ⊂ G aberto.

2. Lg (hf (A)) = hf (gA) e Rug
(hf (A)) = hf (Ag), para todo g ∈ G e A ⊂ G fechado.

Contudo, obtemos uma ação por homeomorfismos de G sobre βG, a qual pode ser
considerada à esquerda ou à direita. Optando pela ação à esquerda, definindo a aplicação

α : G× βG −→ βG

(g, u) 7−→ Lg (u)

.

Então, α define uma ação unilateralmente contínua de G sobre βG, e o homeomor-
fismo E ′ é, além de um isomorfismo de semigrupo, um isomorfismo entre os grupos de
transformações (G, βG) e (G, β′G).

D.3.1 Subconjuntos minimais

Além da estrutura de semigrupo na compactificação de um grupo topológico, outra
propriedade relevante é peculiar nesta situação: a extenção de homomorfismos. Esta
propriedade é fundamental para os estudos dos subconjuntos minimais, conceito que
apresentaremos nesta seção.

Consideremos uma ação unilateralmente contínua de G sobre um espaço topológico
X. Então, um subconjunto M ⊂ X é denominado de subconjunto minimal se:

1. M é não vazio, fechado e G-invariante;

2. M é minimal (com respeito a inclusão) satisfazendo a propriedade (1).
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No caso de X satisfazer (2) dizemos simplesmente que X é um conjunto minimal
sobre a ação de G.

Segue direto destas propriedades queM ⊂ X é um subconjunto minimal se, e semente
se, M = fe (Gx), para todo x ∈ M . Isto significa em particular que os subconjuntos
minimais de βG são ideais minimais a esquerda de βG. Um resultado geral garante
a existência de elementos idempotentes em cada subconjunto minimal de βG. Este
resultado está provado por exemplo no capítulo 2 de [1] .

Um homomorfismo entre dois espaços topológicos X e Y sobre a ação de G é uma
aplicação contínua ϕ : X → Y satisfazendo a condição ϕ (gx) = gϕ (x), para todo g ∈ G

e x ∈ X.
Um conjunto minimal compacto Hausdorff X é dito um conjunto minimal universal

se para qualquer conjunto minimal compacto Hausdorff Y existir um epimorfismo de X
sobre Y .

Proposição D.9. Seja X um espaço copacto Hausdorff sobre a ação de G e assuma que
ϕ : G → X é um homomorfismo. Então, existe um único homomorfismo ψ : βG → X

tal que ψ ◦ e = ϕ.

Demonstração: Existe uma única extenção contínua ψ : βG → X de ϕ de forma que
ψ◦e = ϕ. Para ver que ψ é um homomorfismo, consideremos a aplicação ψ′ (gγ) = gψ (γ)

de βG em X. Se gγ = hσ, então, γ = g−1hσ. Daí,

ψ′ (gγ) = gψ (γ) = gψ
(
g−1hσ

)
= ψ′

(
gg−1hσ

)
= ψ′ (hσ) .

Logo, ψ′ é bem definida e ψ′ (γ) = ψ′ (1γ) = 1ψ (γ) = ψ (γ), para todo γ ∈ βG. �

Deste resultado segue que os subconjuntos minimais de βG são universais. Com
efeito, seja X é um conjunto minimal compacto Hausdorff sobre a ação de G e x ∈ X.
Então, X = fe (Gx) , e visto que g ∈ G→ gx ∈ X é um homomorfismo, existe um único
homomorfismo ψ : βG → X tal que ψ (e (g)) = gx. Seja M ⊂ βG um subconjunto
minimal. Como M é compacto e ψ é homomorfismo, temos que ψ (M) ⊂ X é não
vazio, fechado e invariante, donde segue pela minimalidade de X que ψ (M) = X. Logo,
ψ |M : M → X é um epimorfismo e, portanto, M é um conjunto minimal universal.

Agora, dado um ideal minimal a esquerda I, é imediato verificar que I = βGγ, para
todo γ ∈ I. Fixemos σ ∈ I idempotente. Então, dado γ ∈ I, temos que γ = τσ, para
algum τ ∈ βG. Daí, γσ = τσσ = τσ = γ. Este fato será utilizado no próximo resultado,
do qual concluiremos que os conjuntos minimais universais são isomorfos entre si.

Tomaremos a liberdade do uso da notação feβG (G) = βG.

Proposição D.10. Sejam M ⊂ βG um subconjunto minimal e ϕ : M → M um homo-
morfismo. Então, ϕ é um isomorfismo e ϕ = Rσ, para algum σ ∈M .
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Demonstração: Seja τ idempotente em M e fixemos σ = ϕ (τ) . Dado γ ∈ M , existe
uma rede (gi) ⊂ G tal que limi gi = γ. Logo, limi giτ = γτ = γ, donde

lim
i
ϕ (giτ) = ϕ (γ) .

Mas, ϕ (giτ) = giϕ (τ) = giσ, para todo i, donde

ϕ (γ) = lim
i
giσ = γσ.

Portanto, ϕ = Rσ, com σ ∈M . Além disso, visto que ϕ (M) é fechado e ivariante, temos
que ϕ (M) = M . Assim, dado τ ′ ∈ M idempotente, existe δ ∈ M tal que δσ = τ ′.
Agora,

σδσδ = στ ′δ = σδ

ou seja, σδ ∈M também é idempotente. Logo, Rδσ = Rσδ = IdM , ou melhor,

Rσ ◦ Rδ = IdM e Rδ ◦ Rσ = IdM .

Portanto, ϕ = Rσ é um isomorfismo com inversa Rδ. �

Corolário D.11. Seja X um conjunto minimal universal sobre a ação de G e seja
M ⊂ βG um subconjunto minimal. Então, X é isomorfo a M .

Demonstração: Existe um epimorfismo ϕ : X → M , e visto que M também é univer-
sal, existe um epimorfismo ψ : M → X. Logo, ϕ ◦ ψ é um homomorfismo de M em M .
Pela Proposição D.10, ϕ ◦ ψ é um isomorfismo, donde ψ é um isomorfismo e, portanto,
ϕ = ϕ ◦ ψ ◦ ψ−1 é um isomorfismo. �

Assim, a menos de isomorfismo, existe um único conjunto minimal universal sobre a
ação de G, o qual pode ser considerado como um ideal minimal de βG.
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