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Resumo

O projetivo de curvatura em um ponto de uma 3-variedade M de classe C? imersa em
R", n >4, é o lugar geométrico de todos os extremos dos vetores curvatura de secgoes
normais ao longo de todas as direcoes tangentes a M em p. Mostramos que o projetivo
de curvatura em p ¢é isomorfo (difeomorfo) a superficie de Veronese cldssica de ordem 2,
composta com uma transformagao linear. Conforme o posto desta transformacao linear,
o projetivo de curvatura sera dado por projecoes da superficie de Veronese em subespagos
do espago normal da variedade M. Quanto menor o posto, maior sera a umbilicidade da
variedade no ponto em questao. Também estudamos a natureza geométrica e singula-
ridades para os diferentes casos de projetivos de curvatura em pontos de M, os quais
incluem a superficie Romana de Steiner, a Cross-Cap, a superficie de Steiner de Tipo 5 e
a Cross-Cup. Além disso, analisamos os pontos singulares de segunda ordem da imersao,
no sentido de Feldman e estabelecemos condigoes relacionadas a natureza do projetivo
de curvatura, para que uma 3-variedade imersa em IR", n > 9, tenha contato de ordem
> 2 com k-planos e k-esferas de R", 3 < k < 8.

Palavras-chave: 3-Variedade, Projetivo de curvatura, Contatos com hiperplanos e

hiperesferas.
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Abstract

The curvature projective plane at each point p of three-manifolds M immersed in R",
n > 4, is the geometric locus of all end points of the curvature vectors of normal sections
along of all tangent directions of M at p. In this study, we show that the curvature
projective plane is isomorphic (diffeomorphic) to the classical Veronese surface of or-
der two, composed with a linear transformation, and that according to the rank of this
mapping, the curvature projective plane will be given by projections of the Veronese sur-
face into subspaces of the normal space of M at p. Thus, the smaller the rank the greater
the umbilicity of the manifold at this point. We also study the geometric nature and
singularities of the curvature projective planes considering different possibilities, which
include the Roman Steiner surface, the Cross-Cap, the Steiner surface of five-type, and
the Cross-Cup. In addition, we analyze the order-two singularities of the immersion
in the Feldman’s sense and establish conditions related to the nature of the curvature
projective plane for the existence of contacts of the three-manifolds in IR", n > 9, with
k-planes and k-spheres, 3 < k <8.

Keywords: Three-manifolds, Curvature projective plane, Contacts with hyperplanes

and hyperspheres.
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Introducao

O projetivo de curvatura é a extensao do conceito de elipse de curvatura ([24], [19],
[25]) para variedades tridimensionais. Mais especificamente, dada uma 3-variedade M de
classe C? imersa em IR™, n > 4, para cada ponto p € M podemos definir uma superficie
associada a p no subespago normal a M em p, N,M, denominada projetivo de curvatura
e denotada por 7(0, ¢). Esta superficie é definida como sendo o lugar geométrico de todos
os vetores curvatura de sec¢oes normais ao longo de todas as dire¢oes tangentes a M em
.

O nome projetivo de curvatura vem do fato da aplicacao 7 induzir uma aplicacao do
plano projetivo real P? em N, M.

O desenvolvimento que apresentaremos aqui inclui extensoes para 3-variedades de
resultados de [25] e [8] para elipses de curvatura de superficies.

Neste trabalho utilizamos o projetivo de curvatura para estudar alguns aspectos da
geometria de 3-variedades M de classe C? imersas em IR, n > 4. O projetivo de
curvatura em um ponto p € M é completamente determinado pela segunda forma fun-
damental da 3-variedade em p. Assim, definimos a segunda forma fundamental de M em
R", segundo uma direcao normal e estabelecemos os coeficientes desta forma quadratica.

Em seguida fornecemos algumas expressoes para o projetivo de curvatura, dentre as
quais destacamos a obtida pela parametrizacao local da 3-variedade na forma de Monge,
dada no capitulo 2.

No capitulo 3, demonstramos o resultado central: o projetivo de curvatura em um

ponto p € M é uma superficie isomorfa (difeomorfa) a superficie de Veronese cldssica
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de ordem 2, composta com uma transformacdo afim de IR’ em N, M = R"3. A
transformagao linear associada é dada por 7" em (3.1.1), o projetivo de curvatura é
substancial no subespaco Aff, C N,M e dimE, =dimAff, =posto([T]), sendo E,

o subespaco linear determinado pelo projetivo de curvaturaem p e Aff, = H + E,.

Assim, geometricamente podemos ter os seguintes projetivos de curvatura em p: uma
superficie substancial no 5-espaco Af f,, isomorfa a superficie de Veronese classica de
ordem 2, se dimf,=5. Dizemos neste caso, que o projetivo de curvatura em p nao se
degenera. Quanto aos casos degenerados, o projetivo de curvatura em p é isomorfo a uma
projecao da superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no k-espago Aff,, se dimE,=k
para k = 3,4, ou o projetivo de curvatura ¢é isomorfo a uma regiao plana substancial no
2-plano Af f,, se dimE,=2, ou o projetivo de curvatura ¢ um segmento de reta ou é um
ponto.

Dado p € M, se dimF, < 5 obtemos algum tipo de umbilicidade em p e quanto
menor for esta dimensao mais umbilico serd o ponto, ou seja, teremos mais ”simetrias”
no entorno deste ponto da 3-variedade. A partir disso, classificamos os pontos de M. Em
alguns casos, a nomenclatura segue a utilizada por Montaldi em [23], Moraes em [25] e por
Nuno-Ballesteros e Romero-Fuster em [27]. Dizemos que p é ponto quase-quase-umbilico
se dimFE,=4, ou seja, o projetivo de curvatura em p se degenera em uma superficie
substancial no 4-espaco Af f,. Dizemos que p é ponto semi-quase-umbilico se dimFE,=3,
isto é, se o projetivo de curvatura em p se degenera em uma superficie substancial no
3-espaco Aff,. O ponto p € M ¢é denominado quase-umbilico se dimE, = 2, isto é, se o
projetivo de curvatura em p se degenera em uma regiao plana no 2-plano Af f,. Dizemos
que um ponto p € M ¢é semi-umbilico se dimFE), = 1, isto ¢, se o projetivo de curvatura
em p se degenera em um segmento de reta neste ponto. Se o projetivo de curvatura em
p se degenera em um ponto, dizemos que p é umbilico; no caso em que o projetivo de
curvatura coincide com a origem de N,M o ponto p é umbilico planar.

A designagao quase-umbilico é feita em outro contexto em [27], no caso especifico
de imersoes especiais da 3-variedade em IR®. Observamos que para estas imersdes de
3-variedades, a deginacao que demos aqui coincide.

Também utilizamos a decomposicao de M em subconjuntos de tipo M;, 1 =0,1,...,6
para caracterizar os pontos quase-quase-umbilicos, semi-quase-umbilicos, quase-umbilicos,

semi-umbilicos, umbilicos e nao degenerados.

Ainda no capitulo 3, apresentamos uma andlise mais detalhada da natureza geométrica



dos projetivos de curvatura em pontos de M. Assim, se p € M é ponto quase-quase-
umbilico, o projetivo de curvatura em p se degenera em uma superficie substancial no
4-espago Af f,, que pode ou ndo induzir um mergulho do plano projetivo real P? neste
4-espaco. Se p € M ¢é ponto semi-quase-umbilico, o projetivo de curvatura em p é iso-
morfo a uma das superficies de Steiner: a superficie Romana de Steiner, a Cross-Cap,
a superficie de Steiner de Tipo 5 ou a Cross-Cup, ou esta contido em um cone ou é
um elipsdide. Quando p € M é ponto quase-umbilico, o projetivo é uma regiao plana
isomorfa a regioes que incluem regiao triangular, regiao eliptica, cone planar e algumas
projecoes planares. Finalmente, se p € M ¢é ponto semi-umbilico entao o projetivo de
curvatura em p é um segmento de reta e se p € M é ponto umbilico ele se reduz a um
ponto.

Estudamos exemplos de 3-variedades para os quais calculamos o projetivo de cur-
vatura em todos os seus pontos. Um deles é dado pela 3-variedade de Veronese classica
de ordem 2 e os outros por 3-variedades de translacao. No exemplo da 3-variedade de
Veronese classica de ordem 2, em todos os seus pontos o projetivo de curvatura é uma su-
perficie de Veronese de ordem 2 substancial em um 5-espaco de IR®, transversal a origem.
Portanto, o projetivo de curvatura ¢ nao degenerado. Nos outros exemplos, em todos os
pontos das 3-variedades o projetivo de curvatura é degenerado.

Tendo em vista a natureza geométrica dos projetivos de curvatura nos casos degene-
rados, no capitulo 4, realizamos um breve estudo sobre as singularidades destes objetos.

Neste capitulo, também introduzimos o conceito de ponto 2-singular da imersao, no
sentido de Feldman. Mostramos que, uma 3-variedade M imersa em R", n > 9, é
2-regular se, e somente se, todos os seus pontos sao de tipo Mg. Também mostramos que
os pontos quase-quase-umbilicos, semi-quase-umbilicos, quase-umbilicos, semi-umbilicos
e umbilicos sao casos particulares de pontos 2-singulares.

Assim, a 3-variedade de Veronese classica de ordem 2 é um exemplo de imersao
2-regular no sentido de Feldman em todos os seus pontos.

No capitulo 5, encontramos condicoes para que uma 3-variedade de classe C? imersa
em IR", n > 9, tenha contato com k—planos e k-esferas, 3 < k < 8, determinando para
qual £ minimo ocorre tal contato. Estabelecemos estes contatos analisando em cada
ponto qual é sua classificagdo em termos do projetivo de curvatura. Consideramos os
contatos de ordem > 2.

Este estudo foi feito, usando a técnica introduzida por Montaldi [23] que utiliza uma



aplicacao de contato entre subvariedades e estuda as suas singularidades. Neste capitulo,
analisamos as singularidades de fungoes altura e fungoes distancia ao quadrado para dis-
cutir os contatos de ordem > 2 de 3-variedades com hiperplanos e hiperesferas, respectiva-
mente. Em seguida estudamos os contatos de M com k-planos e k-esferas determinando
o k minimo para cada um dos casos em funcao da classificacao M; e o fato do projetivo
de curvatura se degenerar ou nao.

Caracterizamos também o cone das direcoes degeneradas que é o conjunto de todas

as direcoes normais degeneradas que definem contatos de ordem maior com k-planos.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados que serao necessarios para oS
capitulos seguintes do presente trabalho, os quais incluem: regularidade de segunda or-
dem, germe de aplicagao e espaco de jatos, o conceito de elipse de curvatura normal,

superficies de Steiner e de Boy e aplicacao de Veronese classica de ordem 2.

1.1 Imersao, Submersao, Mergulho e

Regularidade de Segunda Ordem

Na sequéncia e com o intuito de fixar notacao listamos alguns conceitos que serao
utilizados ao longo deste trabalho. As referéncias sao [7], [12], [13], [16] e [18].

Definigao 1.1.1. Seja g : R" — R™ wuma aplicacao diferencidavel. Consideramos a

matriz Jacobiana em x € IR™ que € a matriz de ordem m x n dada por:

niw) = (52 ),

onde g(z) = (91(2), g2(2), ..., gm(x)) € & = (w1, 22, ..., x,). Esta matriz é a matriz nas

respectivas bases canonicas de IR™ e R™ da transformagao linear derivada d,g.
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Dizemos que x € um ponto singular (ou  singularidade) de g = se
posto(Jy(z)) < min(n,m), sendo posto(Jy(x)) = posto(d,g).

Caso contrario, x é chamado ponto reqular de g.

Definicao 1.1.2. Seja g : IR" — IR™ wuma aplicagao diferencidvel. Dizemos que g €
uma imersao se a diferencial d,g € injetiva, Vr € IR".

Se a diferencial d,g é sobrejetiva, Vx € R", dizemos que g € uma submersao.

Definicao 1.1.3. Uma aplicacao diferencidvel g :IR"™ — IR™ ¢é um mergulho quando:
i) g € um homeomorfismo sobre g(IR™);

ii) g € uma imersao, Vo € IR".

Definigao 1.1.4. Uma aplicacao ¢ :IR" — R™ ¢é um difeomorfismo se:
i) g € bijetiva;

1

ii) ambas g e sua inversa g—' sao diferencidveis.

Definicao 1.1.5. Uma transformacao linear T : IR" — IR"™ € um isomorfismo se T

é bijetiva.

Usaremos a designacao de classe C* para aplicacoes com derivadas parciais continuas
até ordem k.

A seguir apresentamos a defini¢ao de imersao 2-regular no sentido de Feldman ([7]).
Para o caso de imersdes de m-variedades M™ em IR™* o espaco tangente de ordem 2,
ToM™ = Upe MmTpZM ™ ¢é o espaco gerado por todas as derivadas até segunda ordem em
todos os pontos de M™. Assim, uma imersao é 2-singular em p se a dimensao de TpQM m

nao for a méaxima possivel, isto é:

Definiciao 1.1.6. Dada wma imersao ¢ : R™ — R™* dizemos que:

p € ponto Z2-singular de 1 se, e somente se, a aplicagao linear
2,0, . T2TR M 2 m—+k o e g
dyp: T;IR™ — Tw(p)]R nao € injetiva.

Dizemos que a imersao v € Z2-reqular se, e somente se, nao existem pontos

2-singulares em IR™.

As vezes, usaremos as denominacoes ponto singular de segunda ordem e regular de

segunda ordem.



1.2 Germe de Aplicacao e Espaco de Jatos

Outro conceito a ser utilizado é o de germes de aplicagoes diferenciaveis.

Sejam g : P C R™ — IR" e h: @Q C IR™ — IR" aplicagoes C'*° definidas em
vizinhangas abertas P e ) de z € IR™. Dizemos que g e h sao equivalentes e escrevemos
g ~ h se, e somente se, existir uma vizinhanca aberta de z, S € PN Q em IR", tal
que g|s = h|s. Isto define uma relagdo de equivaléncia e cada uma de suas classes se
chama germe de aplica¢ao de (R™,z) — IR". Além disso, dada uma aplicagao qualquer
g: P CR" — IR™, a classe determinada por ela é denotada por g : (R™, z) — IR".

O germe de uma aplicagao ¢ : (IR™,z) — IR", é dito singular se a matriz Jacobiana

Jy(z) nao tem posto maximo, caso contrario g é dito regular.

Defini¢ao 1.2.1. Sejam g,h : (R™,z) — (IR",0) dois germes. Dizemos que g e h tém

ordem de contato k (k € IN), e representaremos por g ~y, h, se

Mg, O h,
azr T Tapr P
para todo multi-indice A, com |\ < k e para todo i =1,...,p.

Isto define uma classe de equivaléncia sobre o conjunto Cj (IR™, IR") das aplicagoes
r vezes diferencidaveis de IR™ em IR", cuja imagem em p é q.
Denotaremos por

cr (R™,R")

TaR™RY) = 2E——2 J(R™R) = () Jg(RTRY) e
k (p,q)€R™ xIR™
JFRRY = | IR RY.
(p,q)€ER™ xIR™

Definigao 1.2.2. Um elemento de J*(IR™,IR") € denotado por j*q = [g] e chamado
k-jato. O espaco JE(IR™, R"™) é denominado espago de k-jatos de aplicacoes de IR™ em
R"™.

Definigao 1.2.3. Se 0 = jkg(x) € J*(R™,IR") denota um k-jato, sendo g um represen-

k

tante da classe de o em J ’g(x)(IRm,]R”) entao ¢ € denominado fonte de 0 e y=g(x)

x

meta de o. Além disso, temos a aplicagdo fonte o : J*(IR™,IR") — IR™ e a aplicagdo

meta 3 : JF(R™,IR") — IR" dadas por a(c) =x e B(c) =y, respectivamente.
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1.3 Elipse de Curvatura

Nesta secao apresentamos um resumo de conceitos e resultados sobre elipses de cur-
vatura de uma superficie S imersa em IR", n >4, ([24], [19], [25]).
Parte destes resultados serao estendidos para 3-variedades ao longo deste trabalho.

Adotaremos a notagao 7. para a expressao da elipse de curvatura.

1.3.1 Elipse de Curvatura Normal

De um modo geral, a elipse de curvatura associada a um ponto p de uma superficie
S de classe C? imersa em IR", n > 4, é definida como sendo o lugar geométrico de todos
os pontos finais dos vetores curvatura das secgoes normais ao longo de todas as direcoes

tangentes a S em p. Ou ainda:

Definicao 1.3.1. Dado p € S, consideramos o circulo unitdrio S* no plano tangente
T,S parametrizado por 6 € [0,2x]. Denotamos por vy a secgao normal de S na diregdo
vp = cos(0)vy +sin(f)ve  em relagao a um referencial {v1, v2} do plano tangente T,S, a
qual € uma curva obtida por vy = SN Hy, onde Hy = { vy} & N,S € um hiperplano em p.
O vetor curvatura normal n.(0) de 9 em p estd em N,S. Variando 6 de 0 até 2w, este
vetor descreve uma curva no espago normal N,S, chamada elipse de curvatura normal

de S em p.

Com o objetivo de obter uma expressao para a aplicacao n(f), consideramos para

cada ponto p € S aimersao de S em IR" dada localmente como a imagem de um mergulho
Y R* — R"
(:'B7 y) — ¢('x7 y)7

tal que ¢ (IR?) = SN W,, sendo W, uma vizinhanga de p em IR".

Consideramos ainda a decomposicao
R" =T,R" =T,5 ® N,5S, (1.3.1)

onde 7,S denota o plano tangente a superficie S em p e N,S o seu complemento

ortogonal em IR™, que é o subespago normal a S em p, N,S = (1,9)".
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Notamos também que S imersa em IR" pode ser parametrizada localmente por ¢ (z, y)

e assim, um referencial ortonormal para o plano tangente 7,5 pode ser dado por:

%(Iay) (l‘ y)l/} ( y) B Fe(%l/)%(l’ay)

n(z,y) = ——=== e ,
Ee(:v,y) \/E .1' y y) Ge(l’,y) - Fe(x7y>2)

onde

E(r,y) = Wl )lI*,  Felz,y) = vul@,y) vy(z,y) e Gelz,y) = lly(zy)l*

sao os coeficientes da primeira forma fundamental associados a S em (x,y).

Observamos que o vetor curvatura normal de uma curva qualquer de S depende apenas
da direcao tangente considerada. Assim, para a curva -, da definigdo 1.3.1 com diregao
tangente unitaria vy = cos(f)v; + sin(f)re, Moraes mostra em [25] que a expressao da

elipse de curvatura em p € S,

n:S'cT,S — NS

0 — ng(@)
¢ dada por:

7 (9) = 1 ( N o4 —(EQwN —2E.F N FQQ/}N))
e 2Ee EG F2 e I

+ 1 ( N _;(E%bN — 2E.F N +F2¢N))COS(29)

2B, \"**  E.G,— F? A 29V
1 N A
" BJEG -F (B, — Fpd,) sin(26).

Escrevendo
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1 1
H, = ( N E2 N_QEeFe N | 2N >
o (V5 g = (P20l — 2Bty + F20L) )
B = _1 N 1 EQ N 2EF N F2 N
e - 2Ee T EeGe_FeQ( ewyy_ el’e my+ el/}xx) e
© EB.EG. —F:\C o)

a expressao da elipse de curvatura em p pode ser dada por:
ne(d) = H. + B.cos(20) + C.sin(20). (1.3.2)

Observamos que o vetor H, é o vetor curvatura média de S em p.

Dada uma superficie S de classe C? imersa em IR",n > 4, para cada ponto p € S
podemos escrever, a menos de um movimento rigido, a imersao de S em IR", em uma
vizinhanga de p, na forma de Monge, como na sequéncia.

A imersao ¢ : (S,p) — (IR",¢(p)), localmente na forma de Monge é dada por:
f+ (R*(0,0) — (R™(0,0,0,...,0))
(z,y) = flo,y) = 2w +ywas + fir(@, y)ws + ... + fu2(2, y)wn,

onde p serd identificado com (0,0), p = (0,0), e {wy, wa}, {ws,...,wn} sdo referenciais

tangentes e normais, respectivamente, a S em p. Nesta vizinhanca temos que:

a]v\;(p) = fmc(oao)? g]g\;(p) = fxy(Oa())a é\;(p) = fyy(070)>
E.(0,0) = G.(0,0)=1 e F.(0,0)=0.

Substituindo estes valores nos vetores H,, B, e C. listados acima obtemos:

H, = %(fm(0,0) + fyy(0,0)>, B, = %(fxx(0,0) — [y (0, O)) e C.= f,(0,0).

Portanto, a expressao da elipse de curvatura em p = (0,0) é:

n(0) = %(fm—i— fu) + %(fm— Fir) coS(26) + fry sin(26). (1.3.3)
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Observamos que, se os vetores B, e C, forem linearmente independentes entao a
elipse de curvatura em p € S é uma elipse, contida no plano E, = <Be, C’e>. Quando
os trés vetores H,, B, e C. forem linearmente independentes, a elipse de curvatura em
p é uma elipse contida no plano afim Aff, = H. + E,, deslocado da origem por H, e
paralelo a .

Porém, se os vetores H,, B, e C, sao dois a dois linearmente dependentes, a elipse
de curvatura em p pode se degenerar em um segmento de reta ou em um ponto.

Segue assim, a definicao abaixo.

Definigao 1.3.2. Seja S uma superficie de classe C* imersa em IR™, n > 4.

Dizemos que um ponto p € S é semi-umbilico se a elipse de curvatura se degenera
em um segmento de reta neste ponto. Se este segmento € de tipo radial, dizemos que p é
ponto semi-umbilico radial ou ponto de inflexao.

Se a elipse de curvatura em p se degenera em um ponto, dizemos que p € um semi-
umbilico degenerado ou umbilico; no caso em que a elipse de curvatura coincide com a

origem de N,S o ponto p é semi-umbilico degenerado planar ou umbilico planar.

No caso de pontos nao semi-umbilicos a elipse de curvatura esta contida no plano que

intercepta o cone no espaco normal gerado por fr., fay € fyy-

Figura 1.1: Elipse, cone e o plano que a contém.

Resultados de elipse de curvatura e contatos de superficies com hiperplanos e hiperes-
feras podem ser encontrados em [9], [25], [8]. Em [2] foi feito um estudo especifico no

caso de superficies de translacao.
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1.4 Swuperficies de Steiner e Superficie de Boy

O espaco projetivo real de dimensao n, P, é o conjunto das retas do espaco IR"™!
passando pela origem. Quando n = 2 temos o plano projetivo real P? definido pelas
retas do espaco tridimensional IR® passando pela origem. Cada uma destas retas pode
ser representada por um ponto e o conjunto resultante define de um modo abstrato, uma
superficie diferenciavel. Existem alguns modelos de representagao ou realizagoes, através
de homeomorfismos, do plano projetivo real P> em IR®. Alguns destes modelos foram
estudados inicialmente pelo matemadtico suigo Jakob Steiner (1796-1863).

O ponto inicial para o estudo destas superficies que sao realizacoes de P? é a superficie
de Veronese diferenciavel. Ela é dada pelo mergulho do plano projetivo real P? em IR®,

através da aplicacao
2 2 2
(w1, 79, 73) = (%, Ty, Ty, 1Tz, T1T3, 552373)-

Ela pode ser projetada em IR*, sendo um mergulho ainda, mas quando projetada em IR?
pode ser uma imersao ou pode ter singularidades ([6]).

Uma projecao da superficie de Veronese em um espago tridimensional é denominada
superficie de Steiner. As superficies de Steiner restritas a paramentros reais foram es-
tudadas recentemente por Coffman et al. em [5], quando eles estudavam o problema
da classificacao das superficies parametrizaveis quadraticamente. Para realizar este es-
tudo eles consideraram as superficies de Steiner como objetos do 3-espaco projetivo real
P3. O dominio paramétrico foi assumido em P2, que pode ser trocado localmente para
dominio paramétrico real IR?. Usando sistemas de coordenadas homogéneas em espacos

projetivos, a aplicagao de Veronese pode ser dada por

Q P2 — P
o 2.,2.,2. : :
[y : @9 i3] ——  |x] @ as X9 T3 T3]
Assim, cada projecao da superficie de Veronese no 3-espaco projetivo P? gera uma
superficie X cuja parametrizacao quadratica pode ser construida como segue: seja

Ps = (Ps)

6x4
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uma matriz de ordem 6 x 4 e posto 4, a matriz de parametros de Y. Entao a aplicagao

Q/JE : ]R3 I IR4
_ 2 2 2 p
x = (r1,22,73) +— xry Ty x5 T1Ty T1x3 Toxs | Ps.

é a parametrizacao de ¥. Como ela é homogénea (de grau 2) ela determina uma aplicacao

s P? — P

[x1 i@y i3] — [U1:U21U3:U4].

Com o objetivo de classificar todas as superficies de Steiner eles introduziram o con-
ceito de parametrizagoes equivalentes.

Sejam 1y, e 1y, parametrizagoes quadraticas das superficies 31 e o, respectiva-
mente. Elas sdo equivalentes se s, (z) = 5, (xZ)W, onde Z = Zzuz e W = Wyyy
sao matrizes invertiveis.

Assim, eles classificaram estas superficies em dez classes de equivaléncia, sendo que,
em nove delas cada representante da classe é uma superficie de Steiner que pode ser
realizada como variedade algébrica real de grau 3 ou 4. Dentre estas superficies, destacam-
se a superficie Romana de Steiner, a Cross-Cap e a Cross-Cup. A tltima classe é formada
pelas superficies quadricas que tém grau 2. Todas estas classes de equivaléncia foram
ordenadas em superficies de Tipo 1 a 10.

Como foi mencionado anteriormente, algumas destas superficies tém singularidades,
as quais serao discutidas no capitulo 4.

Tendo em vista os objetivos deste trabalho, listamos apenas alguns destes dez tipos.
A lista completa com um representante de cada uma das dez classes de equivaléncia obti-
das por Coffman et al. e as diversas maneiras de escrever estas superficies através de

parametrizagoes homogéneas ou afins pode ser encontrada em [5] e [6].

Consideraremos agora o plano projetivo real P? homeomorfo (~) & superficie definida

por
sto={ bl ={n.-p} : Il =1},

onde a relacao de equivaléncia ~ é a relagao que identifica os pontos antipodas da esfera

unitaria S2.
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Desta forma, para realizar o plano projetivo P? como uma superficie em IR® vamos

considerar uma aplicacao

52— N,M (1.4.4)
Hi /

R
]P>2

onde II(p) = [p] ¢ a projecdo usual e Roll(p) = R([p]) = R(p).
Assim, podemos realizar P? como a imagem de S? através de uma aplicacdo R com

propriedade antipodal. Logo, a imagem do plano projetivo P? em IR® é uma superficie
fechada.

Recordamos a parametrizagao usual da esfera unitaria em coordenadas esféricas:

r(0,¢) = (z,y,2),

onde

x = sin(¢)cos(d)
y = sin(¢)sin(h), 0<f<2r e 0<o¢<m. (1.4.5)
— cos(9)

Na sequéncia apresentamos somente as superficie de Steiner, na forma padrao, que
podem ser realizadas como superficies, através de uma aplicacao R com propriedade
antipodal, isto é, que sao superficies fechadas em IR®. Observamos que estas superficies

tém grau 4.
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1.4.1 Superficie de Steiner de Tipo 1: Superficie Romana de

Steiner

Esta superficie foi descrita por Jakob Steiner em 1844 quando estava de férias em

Roma ([1]). Para descrevé-la consideramos a aplicagao
R: S?CcR° — TR
(x,y,z) — (xy,xz,yz),

que satisfaz a propriedade antipodal.
Logo, R induz uma aplicagao de P? sobre R(S?), cuja imagem ¢ a superficie Romana
de Steiner.

Sua forma implicita ¢ dada por:
22y? 4 2?22 4y —ayz = 0.

Além disso, considerando a parametrizacao usual da esfera unitaria obtemos a seguinte

parametrizacao para a superficie Romana de Steiner:

Ri(0,6) = %((sin(qb))Qsin(QQ), cos(6) sin(2¢), sin(6) sin(2¢)>. (1.4.6)

1.4.2 Superficie de Steiner de Tipo 3: Superficie Cross-Cap
Consideramos a aplicagao quadratica
R:S*cR — R

(iL‘,y,Z) — (yzazxyaxz - y2)7

que satisfaz a propriedade antipodal. Logo, induz uma aplicagao de P? sobre R(S?), cuja
imagem é uma superficie denominada superficie Cross-Cap.

Sua forma implicita é dada por:
A (P + P+ 22+ 2) + (P + 22— 1) = 0.
Outra parametrizacao para a superficie Cross-Cap ¢ dada por:

Ri(0,6) = (% sin(0) sin(2¢), (sin(¢))”sin(20), (sin(¢))” cos(ze)). (1.4.7)
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1.4.3 Superficie de Steiner de Tipo 5
Consideramos a aplicagao quadratica

R: S°cR* — IR®
(x,y,2) +— (2xy,2xz,1—2z2),

que satisfaz a propriedade antipodal. Logo, ela induz uma aplicagao de P? sobre R(S?),
cuja imagem ¢é uma superficie de Steiner classificada como de Tipo 5, a qual denominare-
mos superficie de Steiner de Tipo 5.

Sua forma implicita ¢ dada por:
(2 =1 +y*(y* +2° - 1) =0,
e uma expressao paramétrica por:

Ri(0,0) = ((sin(¢))2 sin(20), cos(0) sin(2¢), — cos(2¢)). (1.4.8)

1.4.4 Superficie de Steiner de Tipo 6: Superficie Cross-Cup

A superficie de Steiner de Tipo 6 é também conhecida como superficie Cross-Cup por

se assemelhar a Cross-Cap. Consideramos a aplicacao quadratica
R: S cR — R

9
(z,y,2) +— (22+y2,y2+21y,\/7—(m+?/2)>~

que satisfaz a propriedade antipodal. Logo, ela induz uma aplicacao de P? sobre R(S?),
cuja imagem ¢ a superficie Cross-Cup.
Sua forma implicita é dada por:

5 5 1 7
—Zx4 + 32y — §:v2y2 + 2y’ — Zly4 — 3222 4+ day? — y?r - 2+ §m3—

11 ) 1 13 5 1
Eﬁy + §xy2 — §y3 + 5rz? — 3yz? — Zx4 + 3Ty — Zy2 -2+ =0.
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Considerando a parametrizacao usual da esfera unitaria temos a seguinte

parametrizacao para a superficie Cross-Cup:

Ri(0,6) = ((COS(¢))2—|—(sin(¢))2(sin(6))2, (sin(¢))*((sin(0))? + sin(26)),

\/Tﬁ sin(2¢) ( cos(f) + sin(‘g))) :
(1.4.9)

Finalizamos esta secao apresentando um breve relato sobre a superficie de Boy.

1.4.5 Superficie de Boy

Esta superficie é uma realizacao do plano projetivo real P? em IR? sem singularidades.
Ela foi descoberta inicialmente em 1901 por Werner Boy (1879-1914), quando este es-
tudava um problema proposto por David Hilbert (1862-1943). Hilbert propos a Boy a
tarefa de verificar se existia ou ndo uma imersao do plano projetivo real P? como uma
superficie fechada em IR? sem singularidades. Vale lembrar que muitas realizacdes de P?
em IR® como superficies fechadas com singularidades eram conhecidas. Boy mostrou que
tal superficie existia se suas auto-intersecoes fossem em curvas de pontos duplos que se
interceptariam em um ponto triplo.

Porém, ele nao conseguiu encontrar equacoes paramétricas para sua superficie e tam-
pouco conseguiu visualiza-la.

Isso foi feito somente em 1978, quando Bernard Morin descobriu a primeira
parametrizacao da superficie de Boy. Por ironia do destino, ele ficou cego e nunca con-
seguiu visualizar sua parametrizagao. Outras parametrizacoes foram encontradas depois,
com destaque para a encontrada por Francois Apéry ([1]).

Esta superficie é topologicamente homeomorfa a superficie Romana de Steiner. Ape-
sar de as duas terem auto-intersecao e possuirem um ponto triplo, a diferenca real esta
no fato de que a superficie Romana de Steiner tem seis pontos singulares (como veremos
no capitulo 4), enquanto a superficie de Boy nao tem singularidades.

Outra observacao é que a superficie de Boy pode ser realizada como uma variedade
algébrica real de grau 6, diferentemente das superficies de Steiner que tém grau maximo
4.

Suas equagoes podem ser encontradas em [1], [6] e [14].
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1.5 Superficie de Veronese Classica de Ordem 2

Como vimos na secao anterior, uma superficie de Veronese é um mergulho do plano
projetivo real P? em IRS.

Apresentamos aqui, um breve resumo dos principais resultados relativos as variedades
de Veronese ([19]) e ([7]), as quais estao contidas em um esfera.

Consideramos a aplicacao de Veronese de ordem 2 dada por:

é- . Rn+1 N ]Rn+1o]£{n+1

x — ZToZx,
que associa a cada Z € IR™"! o produto tensorial simétrico, denotado por o, de Z por Z.
A aplicacao £ é chamada aplicacao de Veronese de ordem 2.

Existe um isomorfismo isométrico entre o 2-produto tensorial simétrico

R™™ o R™™ = 0?2IR™™' e IRY, onde N é o niimero de monoémios de grau 2 em n + 1

N:("-f).

Deste modo, a aplicacao de Veronese de ordem 2 ¢ dada por:

variaveis, dado por

f . Rn+1 _ ]Rn+1 o IRTL+1 = ]RN

T=(21, ., Tpy1) +—— (a:%,...,xiﬂ,\/5:{:1952,...,\/535”30”“)

e chamada aplicacao de Veronese cldssica de ordem 2.

Seja S™ C IR™™! a esfera unitédria centrada na origem. A imagem £(S™) é chamada
n-variedade de Veronese cldassica de ordem 2 e dimensao n.

Segue da proposicao 3.5.2 ([7], p. 65) que £(S™) estd contida em um hiperplano HY !

de RY e também na esfera unitdria centrada na origem SV~!, ou ainda,
™ c SN NHN T = 8V 2 ().

Da proposicio 3.5.3 ([7], p. 65) temos que a aplicacio ¢ : S" — IRY é substancial
em RN™! isto é, £(S™) ndo estd contida em nenhum hiperplano afim de dimensio
< N—-2 em RN
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Outro resultado importante afirma que: a aplicacdo & : S* — IRY ¢ uma imersio
e £(S™) c SN! 6 uma subvariedade. Além disso, esta aplicacdo induzird um mergulho
é ‘P — HN'=IRM"!, onde P" é o espaco projetivo real n dimensional.

No caso da superficie de Veronese classica de ordem 2, ([7], p. 55), temos que:

£(S?) C S NP = 54(\/?6),

V6

isto é, ela estd contida em uma esfera de raio 5> cuja expressao ¢ dada por:

6 2
E(z1, 29, 23) = (%(3@3 - 1), g(l — 222 — 22), V22129, V211 15, \/§x2x3>. (1.5.10)

O hiperplano afim ¢ dado por H® = {(ul, ooug) € RE :ouy +ug +us = 1}.
Outro resultado importante sobre a aplicacao de Veronese esta relacionado com a nao

singularidade de segunda ordem da imersao, no sentido de Feldman.

Proposicao 1.5.1. A aplicacio de Veronese de ordem 2 € uma aplicacao 2-reqular.



CAPITULO 2

Segunda Forma Fundamental e

Projetivo de Curvatura

O projetivo de curvatura é a extensao do conceito de elipse de curvatura para
3-variedades. E caracterizado pelo lugar geométrico dos vetores de curvatura normal
em um ponto de uma variedade tridimensional de classe C? imersa em IR", n > 4. O
desenvolvimento que apresentamos aqui inclui extensoes para 3-variedades de resultados
de [25] para elipses de curvatura de superficies.

Iniciamos relembrando o conceito de segunda forma fundamental associado a uma
3-variedade M, munida de uma conexao Riemanniana V induzida da conexao euclidiana
V de R", n > 4. Em seguida, introduzimos a definicdo de coeficientes da segunda forma
fundamental associados a M em um ponto. Usando estes conceitos, deduzimos expressoes
para o projetivo de curvatura em pontos de M.

Ao longo deste trabalho, denominaremos por projetivo de curvatura tanto o lugar
geométrico dos vetores de curvatura normal, bem como a aplicagao 1(6, ¢) que define a
expressao do projetivo de curvatura.

Também apresentamos alguns exemplos de projetivos de curvatura.

23
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2.1 Segunda Forma Fundamental

Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR", n > 4. Vamos introduzir a
segunda forma fundamental considerando-a relativamente a um campo w normal a M.

Para cada ponto p € M consideramos a imersao de M em IR" dada localmente como a
imagem de um mergulho 1 : R* — R", y(IR*) = M N W,, onde W, ¢ uma vizinhanca

de p € IR". Consideramos ainda a decomposi¢ao
R" =T,R" =T,M & N,M,

onde T,M denota o espaco tridimensional tangente a 3-variedade M em p e N,M
o seu complemento ortogonal em IR", que é o subespaco normal a M em p,
N,M = (T,M)*.

Seja V a conexdo Riemanniana euclidiana de IR™. Dados campos de vetores X, Y
localmente definidos ao longo de M, podemos escolher extensdes locais X, Y em IR™ e
definir a conexao Riemanniana V de M como VxY = (VYY) que denota a componente
tangencial a M da conexdo V em IR".

Sejam X (M) e N(M) os espagos dos campos tangentes e normais em M, respecti-

vamente. A aplicacao segunda forma fundamental em M ¢é definida como segue:

ar X(M) x X(M) — N(M)
(X, Y) | — a(X, Y) = vy?— VXY = (vy?)L — (Vy?)N

a é uma aplicacao bem definida, simétrica e bilinear (vide [4], p. 140-141).

Da bilinearidade de «, concluimos, exprimindo a em um sistema de coordena-
das, que o valor de a(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Assim, dados p € M e w € N,M, podemos considerar a aplicacao dada pela forma

bilinear simétrica:

H, : T,M x ,M — R
(X(),Y(p) +— a(X,Y)(p)- w,

onde - denota produto interno.
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Definicao 2.1.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 4. Dados
p € M ew um vetor normal em N,M, definimos a segunda forma fundamental de
M em p segundo o vetor normal w como sendo a forma quadrdtica dada por:
I, : M — IR
X(p) — 1L,(X(p)) = (X, X)(p) - w.

Observamos, para facilitar os célculos, que se {e;}?_; é um referencial ortonormal em

IR", entao podemos escrever

Notamos também que a 3-variedade M imersa em IR", pode ser parametrizada lo-
calmente por ¥(x,y, z). Assim, como 1 é uma imersao, um referencial ortonormal para

X (M) pode ser dado pelos campos de vetores:

_ () valg) = Ey(q) — Fiu(q)
VE' B(EI - F?)

valg) = L F)ee(0) + (FG — BI)vy() + (F) — 1G) e (g)
\/(Ef ~ ) (K (B F?) + G(FJ — IG) + J(FG ~ EJ)

v1(q)

(2.1.1)

sendo E, F, G, I, J e K calculados em ¢ = (x,y, z) e dados por:
E(q) = (@I,  Fla) = ¥ula) dy(a), Gla) = va(a)-¥:(a),
I(q) = @I°,  J(@) = ¢y(a) - v(a) e Klg) = [v:(a)l

Eles sao os coeficientes da primeira forma fundamental associados a M em
q=(xy,2)
Além disso, dado v(q) € X (M), temos que v(q) = Mri(q) + Aava(q) + A313(q).

Portanto, para determinar uma forma local de & em M basta calcular:

Oé(Vi(Q)7Vj(CJ)>, com 1<i,j<3.
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De fato, para ¢ = (z,y, z), efetuando todos os célculos (dos quais alguns foram omi-

tidos aqui) obtemos

a(vi, 1)

Oé(l/l, VQ)

O!(l/l7 Vg)

a(vy, 1)

CY(Vz, Vs)

(V) = (Vo ) = = (FzVutnt () = 5ol

(v V)N: (v (M)>N (10— o2
n L\/% E(EI-F?) E\/W
Oé<1/2, I/l)
N N
<VV1 l/3> = <Vwi (EI-F?).+(FG—EJ)Yy+(FJ—IG){, )
. \/(EI_FQ)(K(EI—FZ)+G(FJ—IG)+J(FG—EJ))

(EI — F2)N + (FG — EJ)YY, + (FJ — IG)Y2,
VE \/(E[ — P2)(K(EI — F?)+ G(FJ — IG) + J(FG — E.J))

a(vs, 1),

()’ - s )
V2 21 (%) E(EI-F?) N
Ey—Fa \ _ By —Fipu
E(EI — F?) (vay( E(EI—FQ)) FVy( E(EI-F?))>

(E%é\; —2EFyY + F%m),

E(EI — F?)

N _F2 _ _ N
(VV2V3> = <v(M)< (BI=F?).+(FG=EJ)py+(FI—1G)ts ))
VE(EI-F?) \/(EFFQ) (K(BI-F?)4+G(FI-1G)+J(FG—EJ))

1 (E . ( (EI—F2)ip,+(FG—EJ)py+(FJ—IG), )
E(EI — F?) \/ (BI-F2)(K(EI-F2)+G(FJ-1G)+J(FG—EJ))

FY, ( (EI—F2)4p,+(FG—EJ)by+(FJ—IG), ))N
N B1- F2)(K(E1 F2)+G’(FJ 1G)+J(FG-EJ))
(EI — F?)(Ev +(FG — EJ)(BEg), — FyY)

v +

(EI - F2)\/E( (E] F2) + (FJ IG) + J(FG — E.J))
)(E
)

G
(EI — F? \/E (EI — F? +G(FJ IG) + J(FG — E.J))

Oé(l/g, Vg),
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N 1
(VVSD?’) - (E[—FQ)(K(EI—F2) +G(FJ - IG) +J(FG—EJ))

[(EI — F?)V,, <(E[ — P2, + (FG — EJ), + (F.J — IG)%)

a(vs, v3)
+ (FG—EJ)V,, ((EI — F2), + (FG — EJ), + (FJ — IG)%)
+ (FJ - IG)V,, ((EJ — P2, + (FG — EJ), + (FJ — ]G)%) }

(FJ —IG)*YN, +2(FG — EJ)(FJ — IG)y2,
(El — F?)(K(EI - F?)+ G(FJ - IG) + J(FG — EJ))

2(FJ —IG)(EI — F*)Y). + (FG — EJ)*Y),
(EI — F?)(K(EI — F?)+ G(FJ — IG) + J(FG — EJ))

2(EI — F?)(FG — EJ)p). + (EI — F?)*¢),

* (El — F?)(K(EI - F?)+ G(FJ - IG) + J(FG — EJ))’

onde E, F, G, I, J, K sao os coeficientes da primeira forma fundamental de M em
q=(z,y,2)
Assim podemos definir os coeficientes da segunda forma fundamental de p = ¥ (q) € M

segundo o vetor normal w.

Definigao 2.1.2. Seja M uma S-variedade de classe C? imersa em IR", n > 4,
dados p € M e w € N,M, definimos os coeficientes da segunda forma fun-
damental segundo w por:

ew = (v, 1) w= %wi\fv W,

~ EQZJN*FIZJN
fo=0aln,m) w= 72— w,

- < (BI-F2)yY +(FG-EYY, +(FJ-IG)yY, > Cw

9o = Oé(V1,V3) W=
VE \/(ElfFQ) (K(BI-F?)4+G(FJ-1G)+J(FG—E.))

- E2yN 2FEFyN —F2yN
f— — vy Ty T
by = Vo, 119) - w = ( BET D ‘W,
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i} = a(va, 13) - w ((EIFz)(Ew{,Vszin)Jr(FGEJ) (Ew%waiVy)Jr(FJfIG) (Ew;VyFinz)) W,

(EI—FQ)\/E(K(EI—F2)+G(FJ—IG)+J(FG—EJ))

~ _ 2., N _ _ N _ _ 2 N

Fo = avs, vs) - w ((FJ 1G4 +AFG-EI)(PI-1G)yN+2FIIG)EI-F)yi
(BI1-F?)(K(EI-F?)+G(FJ-1G)+J(FG-EJ))

(FG—EJ)%{;;H(EI—F?)(FG—EJ)¢§Z+(E1—F2)2¢;\;) W

(EI-F?) (K(ElfF2)+G(FJ71G)+J(FG7EJ)) ’

Consideramos agora a 3-variedade M de classe C? imersa em IR", n > 5, cuja imersao
¢ dada localmente pela forma de Monge.

Seja {wl, Wy, .er, wn} um referencial para M em p € M, de modo que {w;, ws, w3}
é um referencial tangente de M em p e {wy,...,w,} um referencial normal de M em p.

Assim a imersao de ¢ : (M,p) — (IR",¢(p)) na forma de Monge ¢é dada por:
f+ (R%(0,0,0) — (RR"(0,0,0,...,0))
¢=(z,y.2)  —  [flg) =awi +yws + 2ws + fi(@)ws + . + fa-s(@)wn,

onde o ponto p € M serd identificado com (0,0,0) € R* e £(0,0,0) = (0,0,0,...,0).
Além disso, a aplicacao f tem componentes f;, 1 < i < n — 3, que sao funcoes reais

diferencidveis satisfazendo

dfi dfi dfi .
= = — = =1,2,....,n—3.
5 (0:0.0) = 5 (0,0,0) = 52(0,0,0) =0, ¥i = 1,2,..,n =3
Notamos que
_of _of _of
e = 895(0’0’0)’ ey = Jy (0,0,0), e3= 35, (0,0,0),

E(0,0,0) = 1(0,0,0) = K(0,0,0)=1 e F(0,0,0) = G(0,0,0) = J(0,0,0) = 0.

Portanto,
a1, )p=000) = Vpa(0) = foulp)
a(v1, 12)p=000) = Yoy(®) = fay(P)
a1, v3)p=000) = Ua(p) = fu:(p) (2.1.2)
Ve, 12)p=(000) = Uyy(0) = foy(p)
a(va, v3)p=000) = Upo(p) = fy=(p)
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Desta forma, os coeficientes da segunda forma fundamental em p = (0,0,0)

segundo os vetores de um referencial normal {ey,es, ...,e,} s@o dados por:

02 f;
Ceia®) = fuld) €5 = S (p)
_ 02,
f6i+3(p) = fa:y(p)'ez’—&-?) = 8$J; (p)
02 f;
Gos®) = Foxlp) i = 22 (0) (213

O%f;
leis(D) = fyy(p) - €irs = ayJ; ()

= 0*f;

jei+3(p) = fyz(p)'ei+3 = ayz (p)

3 0%,
Fonsp) = o) -eins = S50,

os quais denotaremos por a;, b;, ¢;, d;, r; e s;, respectivamente. Portanto, a matriz

[af] da segunda forma fundamental em p segundo este referencial é dada por:

las(p)] = : . (2.1.4)

Ap—3 bn73 Cn—3 dn73 'n—3 Sn—3

Ela ¢ uma matriz de ordem (n — 3) x 6; logo no caso de uma imersao de M em IR,
a matriz [ay] é uma matriz quadrada. Esta matriz pode ter posto méximo 6.

A préxima defini¢ao é uma extensao da definicao de pontos de tipo M; para superficies

([21]).

Definigao 2.1.3. Seja M uma 3-variedade de classe C* imersa em IR"™, n > 4. Dizemos

que um ponto pe M € de tipo M; ou pertence ao conjunto M;, se e somente se,

posto([as(p)]) =14, i=0,1,...,6.
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2.2 Projetivo de Curvatura

Nesta secao vamos introduzir o conceito de projetivo de curvatura normal em um
ponto de uma 3-variedade de classe C? imersa em IR", n > 4, que pode ser considerado
a extensao para dimensao 3 do conceito de elipse de curvatura normal em um ponto de

uma superficie imersa em IR". A definicao de projetivo de curvatura é dada por:

Definigao 2.2.1. Dado p € M, consideramos a esfera unitdria S* no espago tangente
T,M parametrizada por (6,¢), com 0 <6 <21 e 0 < ¢ < w. Denotamos por s,
a sec¢do normal a M na dire¢io vpy = cos(0) sin(¢p)vy + sin(f) cos(¢)ve + cos(p)vs em
rela¢do a um referencial {vy,v2, 3} do espago tangente T,M, a qual € uma curva obtida
por Yo = M NHpy, onde Hyy = {A\vgy} & N,M € um hiperplano em p. O vetor curvatura
normal n(6,¢) de 9y em p esta em N,M. Variando 6 de 0 até 21 e ¢ de 0 até
T, este vetor descreve uma superficie no espago normal N,M, chamada projetivo de

curvatura normal de M em p.

Como serd detalhado no desenvolvimento a seguir, o vetor curvatura normal sé de-
pende da direcdo tangente da 3-variedade M e assim, 7(6, ¢) estd bem definido, tem o
mesmo valor para pontos antipodas do espaco tangente a M em p, sendo portanto uma
aplicacao definida em um plano projetivo.

Nosso objetivo agora é obter uma expressao para a aplicacao 1(6,¢) e descrever o

projetivo de curvatura em um ponto de uma 3-variedade.

2.2.1 Vetor Curvatura Normal

Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 4, cuja imersao é dada por
v o (M,p) — (IR",¢(p)). Além disso, V é a conexao Riemanniana euclidiana de M.

Para cada ponto p € M consideramos novamente a decomposicao
R" =T,R" =T,M & N,M. (2.2.5)
Através desta decomposi¢ao podemos considerar a projegao ortogonal

nv . ,R"|,, — N,M.
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Se  {vi, 1o, vs}p € um referencial ortonormal para T,M, para cada vetor
v e T,IR" = IR" temos que

V() = v— (vi(p) v)i(p) — (1) - v)va(p) — (v3(p) - v)vs(p).

Consideramos agora v uma curva C* parametrizada pelo comprimento de arco t. O

vetor curvatura de 7 é dado por:
v,y L — TR"

Logo, o vetor curvatura normal de v em to €L é dado por IIV(V.,~')(to).
Além disso, este vetor depende apenas da direcao tangente 7/(tg). De fato, para

verificar isto tomamos a imersao da curva v em IR" dada por

o seja, () =¥ o A(t) = ¢ (2(t), y(t), (1)) = ¥ (p(t)).

Assim,

V() = 2'() v (p(t)) + (1) ¥y (p(t) + #(t) ¥ (p(t),

') = <v V) = "(6) v (p(t) + y"(6) vy (p(1) + () - (p(t) +
(6) Ve (p®) + (1)’ wy( ) (/(6)"=: (p(8) +
<>y( Yay (P(1)) + 20/ (8)2'(F) ¥z (p() + 29/ (1)2'(2) vy (p(2))

¢ o vetor curvatura normal da curva v em ¢.

Logo a componente normal deste vetor é dada por:

TN (VA0) = (0) N+ 2w Oy (00l + 20 (00 + () +
2O + (O

Yyz

que depende apenas da diregao tangente unitéria ' (¢).
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Deste modo, para cada curva <y passando por p em t; podemos descrever o vetor
curvatura normal através de uma aplicagao que associa a cada vetor unitario v do espago
tangente T,M um vetor do espaco normal correspondente. Além disso, da expressao
anterior, esta aplicacdo tem o mesmo valor para v e —v. Isto quer dizer que, para cada

p € M podemos definir uma aplicagao do plano projetivo P? (contido em T, M) em N,M:

K)=p: PPcT,M — N,M
W ={v,—v} — () =7V (V) () = (' (1),

onde v : L — M é uma curva diferencidvel tal que v(tg) =p e [y (to)] = [V].

Consideramos agora v = g € V = Upy, € assim obtemos o seguinte diagrama de

aplicacoes:

52 —1> N,M

A

IP)Q
onde II(0,¢) = [vpy] € a projecao usual e

70 11(0, ¢) = 77([vas]) = (0, 9). (2.2.6)

Logo, o projetivo de curvatura em p é uma superficie que é imagem do plano projetivo
real P2 em N,M = IR"°.
Portanto, esta é a justificativa para nomearmos 1(S5?) (ou mesmo a aplicagao 1) de

projetivo de curvatura.

2.2.2 Projetivo de Curvatura Normal

Seja {v1, va, v3} o referencial para o espago tangente T,M dado em (2.1.1). Vimos
na secao anterior que o vetor curvatura normal de uma curva qualquer de M depende
apenas da dire¢ao tangente considerada. Portanto para a curva 7, da definigao 2.2.1,
com diregao tangente unitaria vy, = sin(¢) cos(6)vy + sin(¢) sin()vs + cos(¢)vs, o vetor
curvatura normal ¢ dado por 7(6, ¢) = 7j([ves]). Variando § de 0 a2 e ¢ deOam

temos a expressao desejada.
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De fato, a aplicacao

¢ dada por:

n0,¢) =

o+ 4+

+ +

n: S2CcT,M — N,M
(0,9) — 1(0,9)

(v0e]) = T (V) (00))
((sm(¢ c0s(6))* Vov1 + (sin(6))? cos(6) sin(9) (vylyﬁvym)
) (v vs+V, V1> + (sin(¢)sin(0))” V,,vs
sin(¢) cos(¢) sin(8) (v v+ V, VQ) + (cos(¢))’ V., y3>
v, yl) (sin(¢))?sin 29( VQ)
sin(2¢) cos(6) (v vy (sin( sm(e)) v, y2>N
sin(2¢) sin(6) (v y3>N (cos( (v 1/3>
11— cos(zap))[; + cos(20)) (v V1> + sm(ze)(v VQ)N
11— cos(ze))(v Vz) } + 1+cos(2¢>)(v yg)
sin(26) cos(0 )(v 1/3> + sin(2¢)sin(9)( V., )
}

(o) (%) 2(5)”

(sin(¢) cos(6))

2

+ %( ) (V y2> } 1 cos 2(;5)) cos(20)
" %<VV1V2)N(1 cos(20)) sin(26)
+ i - (Vl,lm)N — (VVZVQ)N + Q(VV3V3> N] cos(2¢)
+ (VV1V3>NSin(2¢) cos(0) + (VU2V3>NSiIl(2¢) sin(0).
Escrevendo,
o () () ()

N

()"~

=
—
<
S
>
~—
-
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1 N
¢ = 5(Van) .
(2.2.7)
N N N
D ()~ (%) w2(5)).
N N
U = (vmu3> e V = (vag)
obtemos a seguinte expressao para o projetivo de curvatura em p:
n0,¢) = H + B(1—cos(29)) cos(20) + C(1 — cos(2¢)) sin(26) (2.2.8)
+ Dcos(2¢) + Ucos(0)sin(2¢) + Vsin(f)sin(29). o

Portanto dada qualquer 3-variedade M de classe C? imersa em IR", n > 4, podemos
calcular a expressao do projetivo de curvatura em qualquer ponto de M.
Se a imersao da 3-variedade M é parametrizada localmente por ¥ (z,y, z) e o referen-

cial do espago tangente em p € M é dado por (2.1.1), ja foi mostrado que

(o) = ot (Vo) = g (Poipd)
<VV1V3>N ) (BT — F2N + (FG — BEJWY, + (FJ — IG)N,

VE \J(BL = F2)(K(EI - F) + G(F.J — 1G) + J(FG — EJ)

N 1 2, N N 2., N
(Vo) = Fpr = (P00 2EFUn+F0%),

(v V3>N _ (BI=FP)(By) - FYY) + (FG — EJ)(Ey,, — Fyl)
” (BI - F2)\/E(K(EI - F?) + G(F.J] — IG) + J(FG — EJ)
(FJ — IG)(EyY — Fy)
(BI - F2)\/ E(K(EI - F?) + G(FJ - IG) + J(FG — E.J))
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= (Bl F*)(K(EI - F?) + G(FJ —1G) + J(FG — EJ))

N (FJ — IGYYN, + 2(FG — EJ)(FJ — IG)¢Y,
(%)

2(FJ — IG)(EI — F2)¢N, + (FG — EJ)*yY

(EI — F?)(K(EI — F?)+ G(FJ — IG) + J(FG — EJ)) *

2(EI — F?)(FG — EJ)), + (EI — F?)*)X,
(EI — F?)(K(EI — F?)+ G(FJ — IG) + J(FG — EJ))’

que ao serem substituidos em (2.2.8) dao a expressao desejada para o projetivo de cur-

vatura em p. Esta substituicao sera omitida neste momento.
Consideramos novamente a imersao da 3-variedade M dada localmente na forma de

Monge f em uma vizinhanga de p = (0,0,0), com referenciais ortonormais {w, ws, ws}

tangente e {wy,...,w,} normal. Nesta vizinhanga temos que:
() = [22(0,0,0), 2 (p) = f2y(0,0,0), ¥X(p) = f22(0,0,0), ¢y (p) = f(0,0,0),

¢N(p):fyz(07070)7 ¢N(p>:fzz(07070)7 E=1=K=1 e F=G=J=0.

yz 2z

N
Substituindo estes valores nos vetores (Vu,- Vj) listados acima, encontramos novos
valores para H, B, C, D, U e V definidos em (2.2.7) e para o projetivo de curvatura
dado em (2.2.8). Sao eles:

H = i(fm+fyy+2fzz), B = i(fm—fyy), C = %fxy,

D = ;l<_fxx_fyy+2fzz>a U= fez e V = [,

e assim,
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n(0,p) = i(fa:x + fyy + 2fzz) + i(fm — fyy> (1 — cos(2¢)) cos(26)
S (1= 05(20) in(20) + 5 (20ec = o = f) c05(20)

4+ frocos(0)sin(2¢) + f,.sin(0)sin(2¢).

(2.2.9)
Usando os coeficientes da segunda forma fundamental definidos em (2.1.3) obtemos

uma nova expressao para o projetivo de curvatura em p = (0,0, 0):

n,¢) = 2211—13 E (ai +d; + 25i) €3 + i(ai - di)ei+3(1 — cos(2gb)) cos(20)
+ % b; ei+3(1 — cos(2gb)) sin(20) + }L( —a; —d; + 28i)6i+3 cos(2¢)

+ ¢ eirgcos(f)sin(2¢) + r; e;3sin(6) sin(2¢)],

(2.2.10)
onde {ey, €5, ..., e,} é um referencial normal de M em p.
Ao longo de todo o trabalho, a menos que esteja especificado o contrario, estaremos

considerando a imersao local da 3-variedade M na forma de Monge f.

Temos ainda, uma outra maneira de escrever a expressao do projetivo de curvatura
em um ponto que é substituindo a parametrizagao usual da esfera, dada em (1.4.5), na

expressao obtida em (2.2.9). Assim, dado u? + v? + w? =1 obtemos:

n(u,v,w) = H + (v*—0?)B + 4wC + (2w?—1)D + 2uwwU + 2vwV.

(2.2.11)
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Na proxima observagao destacamos uma relagao entre a elipse de curvatura e o pro-

jetivo de curvatura.

Observacgao 2.2.1. Seja f : M — IR", n > 5, a imersao local em p na forma de
Monge da 3-variedade M, com referencial tangente dado por {el, e, 63}.

Seja S uma 2-subvariedade de M, de modo que seu vetor normal em p seja es. Assim,
o plano tangente a S em p, T,S, € gerado pelos vetores ortonormais ey, ey. Além disso,
fis € a parametrizagdao na forma de Monge em p de S.

Consideramos a aplicagao ns : StcT,S — N,S. Assim,

a(6.5) = %(fxﬁfyy) + %(fm—fyy) cos(20) + fo,sin(20) = n.(0)

que € a expressao da elipse de curvatura de S em p.
Portanto, a elipse de curvatura de S em p estda contida no projetivo de curvatura de

M em p, como era esperado neste caso.

Na expressao paramétrica da elipse de curvatura em um ponto de uma superficie, o
vetor H, que é o termo independente da expressao, é o vetor curvatura média.
Na sequéncia mostraremos o que representa o vetor H, na expressao deduzida para o

projetivo de curvatura de uma 3-variedade.

2.2.3 Valor Médio do Vetor Curvatura Normal

Recordamos a defini¢ao de valor médio de uma funcao.

Definicao 2.2.2. Seja h : R?* — IR wma funcio integrdvel em um retangulo
R =[a,b] x [¢,d]. O valor médio de h é dado por

1 b pd
Rimea = —r< h(z,y) dzdy,
o= [ e daay

onde a(R) € a drea do retingulo R.
A partir disso, definimos o valor médio de uma funcao
g : R — TR"

(z,y) —  (01(z,9), 92(2,y), ..., gu(2,9)),
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integravel em um retangulo R = [a, b] [e,d] Por (g1,..0> G2omeas - Gnmea), ODAE

Givea = / / gi(x,y) dvdy.

Para definir o valor médio do vetor curvatura normal

77<97¢) = (77177]27 "‘777”_3)(9#5)7 nz 47

consideramos as coordenadas
n:(0,0) = h; + (1 — cos(29)) (ZNJ% cos(20) + ¢; sin(29)> +

d; cos(20) + sin(20) (ﬁz cos(0) + v; sin(@)).

Deste modo, dado o retangulo de parametrizagao R = [0,27) x [0, 7) obtemos

1 s 2w
Mos =573 | [ 6.0) doao -

para cada ¢t =1,...,n — 3.
Portanto, o valor médio do vetor curvatura normal 7 é
I ~ 1
H= (hla h27 sy hn—3) = Z(fzx + fyy + 2fzz)
Observamos que este vetor difere do vetor curvatura média da 3-variedade M que é
usualmente dado por H,, = %( fow + fyy + fzz)
Exemplo 2.2.1.
Seja
f o (R*(0,0,0) —  (R”(0,0,...,0))
9 y? 9 y? 9 2 9 2 2
imersao na forma de Monge que parametriza localmente uma 3-variedade M .

O projetivo de curvatura em (0,0,0) € dado pelo segmento nao radial

n(b,p) = (1,—%) + <0, 2) (1 — cos(29)) cos(26) + (O,—Z) cos(2¢),

deslocado da origem pelo vetor H = (1,—%), valor médio da aplicagao n. Porém, o

vetor curvatura média é dado por Hyy = (1, O).
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2.2.4 Exemplos de Projetivos de Curvatura

Vejamos alguns exemplos de projetivos de curvatura obtidos a partir da imersao de
uma, 3-variedade M de classe C? em IR”, cuja imersdo é dada localmente na forma de

Monge. Em todos os exemplos estaremos considerando N,M = IR°® = IR?/IR”.

Exemplo 2.2.2 (Exemplo Padrao).
Seja

f o (R%(0,0,0)) —  (R%(0,0,..,0))

x/§xz7 \/§y2>

2 2 2
(Ia%z) — (L%%%a%y%aﬁx% 9 2

imersao na forma de Monge que parametriza localmente uma 3-variedade M .

Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por

n,¢) = 3(1,1,2,0,0,0) + }1(1,—1,0,0,0,0)(1—cos(2¢)) cos(26)
+ \/75(0,0,0,1,0,0)(1—Cos(2¢))sin(29) + i(—l,—l,Q,0,0,0) cos(2¢)
- \/75(0’ 0,0,0,1,0) cos(8) sin(2¢) + g(o,o,o,o,o, 1) sin() sin(2¢),
ou ainda,

n(u,v,w) = (uz, v, w?, V2w, V2uw, ﬁvw),

com u®+v? 4+ w? =1, que € a superficie de Veronese cldssica de ordem 2 mergulhada

substancialmente em um 5-espaco afim de RS, transversal ao vetor H = 1 (1, 1,2,0,0, O).

Exemplo 2.2.3. Seja
f o+ (R%(0,0,0) — (R”(0,0,...,0))
(fc, Y, 2, sz Qyz, V2 (2% — y?), V22,0, 0)

imersao na forma de Monge que parametriza localmente uma 3-variedade M.
Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por
V2

(0, ¢) = (o, 0, \/g, 0,0, 0) (1 — cos(26)) cos(26) + (0, 0,0, 4,0, o) (1 — cos(2)) sin(26)
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,o,o,o,o,o) cos(0)sin(26) + (0,

0,0,0, 0) sin(6) sin(2¢),

ou ainda,
n(u,v,w) = (\/_uw V2ow, £(u —v?), V2w, 0, 0)

com u?+v?+w? =1, que é uma projecao ortogonal da superficie de Veronese cldssica

de ordem 2 em um 4-espaco, sendo um mergulho do plano projetivo P? neste espaco.

Exemplo 2.2.4 (Superficie Romana de Steiner). Seja

f (R%(0,0,0)) —  (R%(0,0,...,0))

Z\/_iL‘y,\/— V2

2y2000>

(z,y,2) — (rlry
imersao na forma de Monge que parametriza localmente uma 3-variedade M .
O projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por

n(d,¢) = %_((sin(gb)fsin(%) sin(2¢)) cos(#), sin(2¢) sin(@),0,0,0),

com 0<0,¢ <m, queé a superficie Romana de Steiner.
Notamos que, esta superficie € uma projecao ortogonal da superficie dada no exemplo

acima.
Exemplo 2.2.5 (Regiao Eliptica). Seja

f o (R%(0,0,0) —  (R”(0,0,...,0))

V2

2
(I’,y,Z) — <x7y727 71‘27 %yzaOaO»QO)

imersao na forma de Monge que parametriza localmente a 3-variedade M.

O projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por

(0, ¢) = §<sin(2¢) cos(8), sin(26) sm(e),o,o,o,o),

com 0<60,¢<m, cujaimagem é uma regiao circular centrada na origem e raio ‘/7§

Exemplo 2.2.6 (Segmento de Reta). Seja

f o (R%(0,0,0) —  (R”(0,0,...,0))
(7)o (2.,220,0,0,0,0)
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mmersao na forma de Monge que parametriza a 3-variedade M.

O projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por

n(0.9) = (1+c05(26),0,0,0,0,0),
com 0<0,¢0<m, o qual é um segmento nao radial.
Exemplo 2.2.7 (Ponto). Seja
[+ (R?(0,0,0) — (R’ (0,0,..,0))
(0.92) (w20 +22,0,0,0,0,0)

imersao na forma de Monge que parametriza a 3-variedade M.

O projetivo de curvatura em p = (0,0,0) € dado por
n0,6) = (2.0,0,0,0,0), 0<b,0<m

que se reduz a um ponto distinto da origem de IR®.

Consideramos as seguintes observagoes:

Observacgoes 2.2.1.

1) Seja M uwma 3-variedade de classe C? imersa em IR, sabemos que o espaco normal
N,M € uma reta. Logo, o projetivo de curvatura em p é segmento radial se no minimo
duas das trés curvaturas principais de M em p sao distintas, ou um ponto distinto da
origem 0 de N,M para curvatura constante, ou a propria origem 0 de N,M para cur-

vatura zero.

2) O projetivo de curvatura é, naturalmente, um invariante por isometrias de IR™ em
IR™, (pois as conexdes sao preservadas por isometrias), portanto o projetivo de curvatura

ndo se altera pelos mergulhos candnicos de R™ em IR™*.



CAPITULO 3

Umbilicidade e Natureza Geométrica

dos Projetivos de Curvatura

Neste capitulo mostraremos que dados uma 3-variedade M de classe C? imersa em
IR", n > 4,ep € M, o projetivo de curvatura em p é uma superficie isomorfa (difeomorfa)
a superficie de Veronese classica de ordem 2, composta com uma transformacao afim de
R® em N,M = IR"*. Além disso, esta superficie é substancial no k-espago Af f, C N,M.
Se dimE, =dimAf f, = 5, diremos que o projetivo de curvatura em p é nao degenerado.
Caso contrario, temos os casos degenerados de projetivos de curvatura que sao: superficies
substanciais no k-espago Aff, C N,M, se k = 3,4, regioes planas contidas no 2-plano
Af f,, segmentos de reta ou pontos.

Assim, para os casos degenerados, quanto menor a dimensao de E, maior serd o
grau de umbilicidade ou simetria de M em p. A partir disso, classificamos os pontos
da 3-variedade em pontos quase-quase-umbilicos, semi-quase-umbilicos, quase-umbilicos,
semi-umbilicos e umbilicos. Definimos pontos de tipo M; e mostramos que existe uma
relacao entre estes pontos e os pontos de tipo umbilico da 3-variedade.

Também, estudamos a natureza geométrica dos projetivos de curvatura em um ponto
de uma 3-variedade, considerando todas as possibilidades.

Apresentamos os exemplos de 3-variedades: 3-variedade de Veronese de ordem 2 e

3-variedades de translagao, calculando o projetivo de curvatura em todos os seus pontos.

43
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Consideramos alguns conceitos preliminares.

Seja

f (R%0) — (R",f(0), n>4
(l‘,y, Z) — xwl+yw2+2w3+fl($7y>z)w4+...+fn73<x7y7 Z)wn

imersao local da 3-variedade M de classe C? na forma de Monge, sendo {wi,ws,ws}
referencial ortonormal do espago tangente T,M ¢ {wy,ws, ..., w,} referencial ortonormal
do espago normal N, M.

Notamos que, para cada p € M os subespacos do espaco normal gerados por
{F£ea®): Fn(D), Fox(0)s Fuu(®), Fue(D): f(p)} e pelos vetores H(p), B(p), C(p), D(p),
U(p) e V(p) que determinam o projetivo de curvatura em p sao coincidentes. Chamamos

este subespacgo de primeiro espago normal de M em p e assim,

N;M - <fac;ra f;tya fxzv fyy7 fyz’ fzz>(p) = <H’ B’ C’ D’ U’ V>(p)

Denotamos por Af f, o subespaco afim de N,M de menor dimensao que contém o
projetivo de curvatura em p e seja E, o subespaco de NZ}M paralelo a Af f,, dado por
E,= <B, C, D, U, V>(p). Logo, o ponto p € Aff, oup ¢ Aff,. O tltimo caso equivale
a dizer que o vetor H, que é o valor médio do vetor curvatura normal (6, ¢), é transversal
ao subespaco E, (ou também Aff,).

Além disso, obtemos NJM = (H) & Af f,.

Recordamos que a matriz [af(p)] da segunda forma fundamental segundo

{e4, €5, ..., €, }, referencial normal de M em p é dada por:

a by C1 dy r S1
a9 bg C2 d2 T2 S2
lay(p)] = . ;
QAn—3 bn—?) Cn—3 dn—3 T'n—3 Sn-3
onde
0% f; *fi & fi & fi 0 fi 0 fi
a; = W(p), bi = By (p), ci= Oz (p), di= a—yg(p), Ty = Byz (p), si= w(p)

Assim, pe€ M é de tipo M; se, e somente se, posto([af(p)]) =14, 1=0,1,...,6.
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3.1 O Projetivo de Curvatura como Imagem da

Superficie de Veronese

Nos exemplos apresentados no capitulo 2 vimos que o projetivo de curvatura em um
ponto de uma 3-variedade pode ser: uma superficie de Veronese classica de ordem 2,
substancial em um 5-espaco, ou projecoes desta em subespacos de dimensao menor.

Nosso objetivo agora é estudar qual a natureza geométrica dos projetivos de curvatura
nos diversos casos possiveis.

A expressao da superficie de Veronese classica de ordem 2 é dada por
¢: S?cR — RS,

E(u,v,w) = (uQ, 02, w2, V2uw, V2uw, \/§Uw>.

Logo,

(8% C ST NP = 54(\/?6),

sendo H® = {(uy, us, ..., ug) € R : wy +us +us = 1} um 5-plano de R®, S5 a esfera

unitéria de IR® e 54(\/?8) a esfera de raio \/Tg em HP°. Assim, a menos de uma rotacao

obtemos uma expressao da superficie de Veronese em IR°:

(u,v,w) = (\%(31}2 - 1), \%(1 —2u? — v?), V2uv, V2uw, \/§Uw>
(&—%, \%,0,0,0) + <\%v2, \%(—2u2 —v?), V2uw, v 2uw, ﬂvw)

- Hl + é(U,U,’UJ),

que é substancial em um 5-espaco.

Consideramos as matrizes abaixo, nas respectivas bases canénicas de IR e IR®:

0 % 0 0 0 u?
) 2 % 0 0 0 v?
=10 0 v2 0 0 e W= w |,
0 0 0 Vv2 0 uw
0 0 0 0 V2 vw
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donde temos,

¢(uv,w) = Hy + [g][W],
V(u,v,w) € S2.

Tomamos agora o projetivo de curvatura em p € M, dado pela expressao (2.2.11),
isto é,
n:S*CR® — N,M=R"?3
n(u,v,w) = Hy + (u* —v*)B + (—2u® —20*)D + 4uwC + 2uwU + 20wV,

onde Hy=H + D.

Definimos a transformacao linear
T: R — NM=R"3 n>5,
dada por:
T(ey) =B, T(es) =D, T(es)=C, T(e)) =U e T(es) =1V, (3.1.1)

sendo {ej, ey, €3, €4, €5} a base canonica de IR,

Considerando as respectivas bases canénicas de IR® e IR"2, temos as matrizes

1 -1 0 0 0

-2 =2 0 0 0

7] = 0 0 4 0 0

0 0O 0 2 0

0O 0 00 2

e

Ha—d)  Mm-dit2s) B e dn
Hoo-d)  Mm-dt2) bk e o

T = . (3.1.2)
All(an—S - dn—3) le( — Gp-3 — dn—3 + 2371—3) %bn—?) §Cn—3 Ern—S
a matriz da transformacao linear 7', de modo que o projetivo de curvatura em p, vem

dado por:
n(u,v,w) = Hy + [T][7][W],

V(u,v,w) € S2.
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Observamos que, existe uma matriz invertivel [G] de ordem 5 x 5, tal que,

[7] = [Gll¢]- (3.1.3)

Logo,
n(S?) = Hy+Toii(S5%) = Hy+ToGof&(5?),

onde G ¢é a transformacao linear associada a matriz [G].

Portanto, o projetivo de curvatura em p é uma superficie isomorfa (difeomorfa) a
superficie de Veronese classica de ordem 2, composta com a transformacao linear 7', mais
a translagao dada pelo vetor Hs.

Afim de estudar a natureza geométrica dos projetivos de curvatura, podemos descon-

siderar a translacao dada pelo vetor Hs, e assim obtemos
n(S?) = (To (Gog))(s2). (3.1.4)
Observamos ainda que:
n(S?) = Hy+To (Go&)(S?) C Aff, € N,M =R"3, (3.1.5)

sendo Aff, = Hy + E, um subespaco afim.

Logo, a natureza geométrica do projetivo de curvatura dependerd do posto da matriz
[T], ou seja, do grau de independéncia dos vetores B, C, D, U e V, que equivale a
dimensao do subespaco E, que ¢ igual a dimensao do subespago Af f,.

Resumindo, do desenvolvimento feito até aqui temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Sejam M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 4, e
p € M. O projetivo de curvatura em p € uma superficie isomorfa (difeomorfa) a superficie
de Veronese cldssica de ordem 2, composta com wma transformacio afim de IR® em
N,M = IR"™3. A transformagdo linear associada é dada por T em (3.1.1), o projetivo
de curvatura € substancial no subespaco Aff, C N,M e dimE, =dimAf f, =posto([T1).

Além disso, geometricamente, temos:

e Se posto([T])=5, o projetivo de curvatura em p € isomorfo a superficie de Veronese
classica de ordem 2. Neste caso, diremos que o projetivo de curvatura nao se

degenera.

e Se posto([T))=4, o projetivo de curvatura em p € isomorfo a4 uma proje¢io da

superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 4-espago Af f,.
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Se posto([T])=3, o projetivo de curvatura em p é isomorfo a uma proje¢io da

superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 3-espaco Af f,.

Se posto([T])=2, o projetivo de curvatura em p € isomorfo a uma projecio da

superficie de Veronese cldssica de ordem 2 no 2-plano Af f,.

Se posto([T])=1, o projetivo de curvatura é um segmento de reta em Af f,.

O projetivo de curvatura € um ponto se, e somente se, posto([T])=0.

Na secao 3.3 estudaremos mais detalhadamente a natureza geométrica de tudo o que
pode ocorrer com os projetivos de curvatura, considerando a projecao da superficie de

Veronese em um 4-espago, em um 3-espago ou em um 2-plano.

3.2 Umbilicidade

Nesta secao classificamos os pontos de uma 3-variedade de acordo com o projetivo de
curvatura nestes pontos se degenerar ou nao. De certa forma, quanto mais degenerado
ou de dimensao menor for o projetivo de curvatura, maior sera o grau de umbilicidade
ou simetria em torno do ponto da 3-variedade considerado.

Esta classificagao estende para 3-variedades a que é feita no caso de superficies, a qual
foi listada na defini¢ao 1.3.2.

Observamos antes, a relagao que existe entre pontos p de tipo M;, dimE), e a posi¢ao

relativa do subespago afim Af f,.
e p € Mg se, e somente se, dimF,=5 e H ¢é transversal ao subespaco E,.

e Sepe€ M, parai = 2,..,5, podemos ter: dimE,=i e H € E, = Aff, ou

dimFE,=i —1 e H transversal a L,

e Se p € M; podemos ter: dimE,=1 e H € E, = Aff, ou E, = {0} e H # 0,
onde p = 0.

e p € M, se, e somente se, £, = {0} e H=0.
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A nogao de umbilicidade esté relacionada a dimensao do subespaco £, ou de Af f,, ou
seja, quanto menor a dimensao do subespago que contém o projetivo de curvatura maior
serd a umbilicidade. Caracterizamos algum tipo de umbilicidade em p quando dimFE, < 5,
ou seja, o projetivo de curvatura em p é degenerado. A nomenclatura utilizada segue em
alguns casos a introduzida por Montaldi em [23] e por Nunio-Ballesteros e Romero-Fuster
em [27].

Definicao 3.2.1. Seja M uma S3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 4.

i) Dizemos que um ponto p € M € quase-quase-umbilico se dimE, =4, isto €, se o
projetivo de curvatura em p se degenera em uma superficie substancial em um 4-espaco.
Se o vetor H € E,, p € denominado quase-quase-umbilico linear. Caso contrdrio,
ele € denominado quase-quase-umbilico nao linear.

ii) Dizemos que um ponto p € M €é semi-quase-umbilico se dimE,=3, isto €, se o
projetivo de curvatura em p se degenera em uma superficie substancial em um 3-espaco.
Se H € E,, o ponto p é denominado semi-quase-umbilico linear. Caso contrdrio,
ele € denominado semi-quase-umbilico nao linear.

iii) O ponto p € M é denominado quase-umbilico se dimE, = 2, isto é, se o projetivo
de curvatura em p se degenera em uma regiao plana. Se H € E, o ponto p é denomi-
nado quase-umbilico linear. Caso contrdrio, ele € denominado quase-umbilico nao
linear.

iv) Dizemos que um ponto p € M é semi-umbilico se dimE, = 1, isto €, se o projetivo
de curvatura em p se degenera em um segmento de reta neste ponto. Se este segmento é
de tipo radial, dizemos que p € ponto semi-umbilico radial ou ponto de inflexao.
v) Se o projetivo de curvatura em p se degenera em um ponto, dizemos que p é umbilico,
no caso em que o projetiwo de curvatura coincide com a origem de N,M o ponto p €

umbilico planar.
Segue a observacao:

Observacao 3.2.1. De acordo com as relagoes existentes entre o posto da matriz da
sequnda forma fundamental [as(p)] e o posto da transformagdo linear dada por T em
(3.1.1) temos que:

i) posto([ey(p)]) =posto([T))+1 se, e somente se, H ¢ transversal a E,,.

ii) posto([as(p)]) =posto([T]) se, e somente se, H € E,,.
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Notando ainda que posto(|T])=dimE,=dimAf f, podemos apresentar uma caracte-
rizacao dos pontos de tipo M; através da umbilicidade e da posicao relativa do subespaco
afim Af f, em N,M.

Proposicao 3.2.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 4 e seja
pe M.

i) pe Mg se, e somente se, Aff, € um 5-espago e H € transversal a E,. O projetivo
de curvatura em p € uma superficie isomorfa a superficie de Veronese cldssica de ordem
2, composta com uma transformacao afim, substancial no 5-espaco afim Af f,.

ii) p € Ms tal que o projetivo de curvatura nao se degenera se, e somente se, Aff, €
um 5-espago e H € B, = Af f,.

iii) p € Ms; € um ponto quase-quase-umbilico ndo linear se, e somente se, Aff, € um
4-espaco e H € transversal a Af f,.

iv) p € My € um ponto quase-quase-umbilico linear se, e somente se, Aff, é um
4-espago e H € E, = Af f,.

v) p € My € um ponto semi-quase-umbilico nao linear se, e somente se, Aff, é um
3-espago e H ¢é transversal a Aff,.

vi) p € M3 € um ponto semi-quase-umbilico linear se, e somente se, Af f, € um 3-espaco
eHeE,=Aff,

vii) p € M; € um ponto quase-umbilico nao linear se, e somente se, Aff, é um 2-plano
e H € transversal a Af f,.

viii) p € My € um ponto quase-umbilico linear se, e somente se, Aff, € um 2-plano e
HeE,=Aff,.

ix) pe My € um ponto semi-umbilico nao radial se, e somente se, Aff, € uma reta e
H € transversal a Aff,.

x) p € My € um ponto semi-umbilico radial (ou de inflexdo) se, e somente se, Aff, é
uma reta e H € E, = Af f,.

xi) p € My € um ponto umbilico nao planar se, e somente se, Af f, € um ponto distinto
de p.

xii) p € My € um ponto umbilico planar se, e somente se, E, = {0}.

Demonstracgao:

A demonstracao desta proposicao segue de forma direta da observacao 3.2.1 e da
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relacao existente entre os pontos de tipo M; e a posigao do subespaco afim Af f,, enunciada
acima.

3.3 Natureza Geométrica dos Projetivos de

Curvatura

Nosso objetivo agora ¢ analisar mais detalhadamente a natureza geométrica dos pro-
jetivos de curvatura em um ponto p de uma 3-variedade M, considerando todas as
possibilidades que podem ocorrer.

Se o ponto p ¢é de tipo Mg ou de tipo M5 nao quase-quase-umbilico, ja mostramos que
o projetivo de curvatura em p é uma superficie substancial em um 5-espaco, isomorfa a
superficie de Veronese classica de ordem 2, composta com uma transformacao.

Também, para os casos nos quais o ponto p é semi-umbilico ou umbilico, os projetivos
de curvatura em p sao, respectivamente, segmento de reta ou ponto.

Assim, resta-nos a andlise geométrica dos casos nos quais o ponto é quase-quase-
umbilico, semi-quase-umbilico e quase-umbilico, que equivale as projecoes da superficie
de Veronese classica de ordem 2 em um 4-espaco, em um 3-espaco e um 2-plano, res-
pectivamente.

Diferentemente do que fizemos na secao 3.1, neste momento tomamos a expressao do

projetivo de curvatura em p, dada por:

n:ScT,M — N,MCR"
0,0)  +— n(0,9),
n0,¢) = H + B(1—cos(2¢)) cos(20) + C(1 — cos(2¢)) sin(26) +
D cos(2¢) + Ucos(f)sin(2¢) + V sin(f)sin(2¢).

Como queremos estudar a natureza geométrica dos projetivos de curvatura podemos
desconsiderar o vetor H, ou ainda, podemos supor H = 0 e assim, o projetivo de
curvatura em p estd contido no subespaco E, = <H, B, C, D, U, V> C N,M, como ja

haviamos observado.
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Nas respectivas bases canonicas de IR’ e IR"™>, definimos por

(@1 - d1) %51
(az - dz) % by

( —a; —dy + 281) %01 %7“1
( — a9 — Clg + 282) %CQ %TQ

e i L
N

i(an_g - dn—S) %bn—B ( — Qp-3 — dn—S + 2Sn—3) %cn—S Ern—S

=

a matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores B, C, D, U e V, respectivamente, e

(1 — cos(29)) cos(26)
(1 — cos(2¢)) sin(26)
W = cos(2¢)
sin(2¢) cos(0)
sin(2¢) sin(#)

que pode ser considerada como uma parametrizacio da superficie de Veronese em IR®.

Logo,

n(0,9) = [TIW]. (3.3.7)

Uma vez que a matriz [T] é equivalente (através de operacoes elementares sobre
colunas) a matriz [T] definida em (3.1.2), todos os resultados obtidos que dependem
somente do posto desta matriz continuam validos.

Para dar continuidade ao estudo, necessitamos de mais alguns resultados da algebra
linear de matrizes ([17]).

Sabemos que, escalonar a matriz [T] através de operagoes elementares sobre linhas é
equivalente & multiplicacdo & esquerda de [T] por uma matriz invertivel [E], de ordem
n—3xn—3,isto é [E][T] = [T}].

Consideramos a transformacao linear invertivel
E:R"?® — R'?

T —  E(x),
cuja matriz é [E]. Assim, a composicao
S?cT,M =, N,M = R"3 — N,M = R"®
(0,9) — n(0,9) —  Eon(0,9)
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resulta na expressao de um projetivo de curvatura, através da transformacao linear in-
vertivel E contido no mesmo subespaco que o projetivo n(S?).

Outra operagao que podemos considerar mantendo as caracteristicas geométricas do
projetivo de curvatura é a multiplicacao a direita da matriz [T | por uma matriz diagonal
A = [a;j] de ordem 5 x 5, com a; # 0, o que corresponde a multiplicarmos por uma

constante a; a i-ésima coluna da matriz [T7].

A proposicao a seguir agrupa todas as possibilidades de projetivos de curvatura para
pontos quase-quase-umbilicos lineares, considerando as duas operacoes com matrizes

acima.

Proposicao 3.3.1. Seja M uma S-variedade de classe C? imersa em R", n > 7.
Se p € M € ponto quase-quase-umbilico linear, o projetivo de curvatura em p é uma
superficie isomorfa a composicao da superficie de Veronese de ordem 2 com uma trans-
formacgao linear dada por uma das matrizes [ﬂ] abaixo. Esta superficie € substancial no
4-espaco B, C N,M = IR"™3, n > 7, podendo ser ou nio um mergulho de P? neste

subespaco.

Demonstragao:

Suponhamos que p € M seja ponto quase-quase-umbilico linear. Entao posto([ﬂ)zél.
Podemos supor sem perda de generalidade n = 7, e assim, o projetivo de curvatura em p
¢ uma superficie substancial em £, C N,M = R*.

Apés considerarmos todas as combinacoes dos vetores B, C, D, U e V, quatro
a quatro linearmente independentes na matriz [T], obtemos as seguintes matrizes na

forma escalonada:

01 000 1 a 0 0 0

~ 001060 ~ 0O 0 1 00
[Tl} = ) [T2] - )

00010 0 010

00 0O01 0 0 0 1

1 0 a3 0 0 1 00 asa O

~ 01 0 0 ~ 010 0
[T?,] = 2 ) [T4] = o )

00 0 10 0 01 ags O

00 0 01 0O 00 0 1
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e
1 0 0 O a15
- 0100
T3] = azs
0 010 ass
0 0 01 Q45

Na sequeéncia, apresentamos as equagoes para os projetivos de curvatura em p que
justificam a tultima afirmagcao na proposicao. Elas podem induzir um mergulho do plano
projetivo real P? em IR*, conforme exemplo Tipo 3 - i), ou podem ter singularidades,
exemplo Tipo 1, as quais serao estudadas no capitulo 4. Neste momento, somente listamos

estas equacoes.

Para tanto, vamos assumir

2(u? — v?)
4uv
W] = 2w? — 1 com u?+v*4+w? =1,

2uw

20w

que pode ser vista como uma superficie de Veronese em IR®.

Denotamos a j-ésima coluna da matriz [T}] que contém termos a;; Ppor
(a1, aj, as;, as;).

Logo temos,
Tipo 1: matriz [T]

O projetivo de curvatura em p é dado por: n(u,v,w) = <4uv, 2w? — 1, 2uw, 2vw>.
Tipo 2: matriz [T,]

e (0,0,0,0) = n(u,v,w)= <2u2 — 2%, 2w? — 1, 2uw, 21}10).

e (1,0,0,0) = n(u,v,w)= <2u2 — 20% + 4uw, 2w? — 1, 2uw, 2vw>.
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Tipo 3: matriz [Ts]

e i)(0,0,0,0) = n(u,v,w)= <2u2 — 202, 4uv, 2uw, 2vw>. Este é o mergu-
lho cldssico do plano projetivo P? em IR* (vide [18], p. 326-327). Também pode

ser visto como a projecio da superficie de Veronese classica de ordem 2 em IR*.

° ii) (alg, a93, O, 0) —
n(u, v, w) = <2u2 — 202 + 2a13w? — a1, 2a93w? + 4uv — ags, 2uw, 21)w>, com a3 e

Q93 Nao simultaneamente nulos.

Tipo 4: matriz [Ty

o (a14,094,034,0) =
n(u, v, w) = <2u2 — 20% 4+ 2auw, duv + 2a4uw, 2w? + 2azuw — 1, 2vw>, com

14, A4, a34 € R.

Tipo 5: matriz [Ts]

o (a15,a95,a35,0145) =
n(u, v, w) = <2u2 — 202 4 2a150w, 4uv + 2a95vw, 2w+ 2azsvw — 1, 2uw + 2a45vw> ,

com  ais, ags, Azs, 45 € IR.

Observacao 3.3.1. Se o ponto p for quase-quase-umbilico nao linear teremos apenas

uma translacao do que € colocado na proposicao 3.3.1.

Na proxima proposicao temos os prototipos para os projetivos de curvatura para pon-
tos semi-quase-umbilicos lineares da 3-variedade. Eles sao realizacoes, como superficies,

do plano projetivo real P? em 3-espacos.

Proposicao 3.3.2. Sejam M uma S-variedade de classe C* imersa em IR", n > 6,
ep € M. Sep é ponto semi-quase-umbilico linear, o projetivo de curvatura em p é
isomorfo (difeomorfo) a uma projecao da superficie de Veronese cldssica, dada por uma
das matrizes [TZ], 1 <1 <10, abaizo. Dependendo dos valores a;; poderd ser isomorfa
a uma das sequintes superficies: superficie Romana de Steiner, Cross-Cap, superficie de

Steiner de Tipo 5 ou Cross-Cup, ou estard contida nas quadricas: elipsoide ou cone.
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Demonstracgao:

Suponhamos que p seja ponto semi-quase-umbilico linear. Assim, posto([T]) = 3 e
o projetivo de curvatura em p ¢ uma superficie substancial no 3-espaco £, contido em
N,M = IR"3, n > 6. Podemos supor sem perda de generalidade n = 6.

Com o objetivo de encontrar todas os prototipos dos projetivos de curvatura vamos
proceder de modo andlogo ao que foi feito na proposicao anterior. Consideramos todas
as combinacoes dos vetores B, C, D, U e V, trés a trés linearmente independentes na

matriz [T]. Assim, as respectivas matrizes na forma escalonada sao:

00100 01 a3 0 0
L) =]o0oo00t10|, Bl =|f00 0 10],
00 0O0T1 00 0 01
1 12 Q13 0 0 0 Q14 0
5 =10 0o o 10|, [T= 1 ay 0 |,
0 O 0 01 0 0 1
1 a12 0 14 0 0 Q15
T3] = 0 1 ay 0 |, [B] = 10 ax |
00 0 1 000 1 as
1 a12 0 0 ais 1 0 aiz Qiq 0
[T7] = 0 0 1 ags |, [Tx] = 0 1 axg an 0 |,
0O 0 0 1 ass 00 O 0 1
1 0 ai13 a5 1 00 a4 Q15
[Ty] = 0 1 a3 azs e [Th] = 0 1 0 ay axs

0 0 0 1@35

[}

01 a34 Qss

Logo, o projetivo de curvatura é uma projecao da superficie de Veronese de ordem 2
dada pelas matrizes anteriores.

Atribuindo valores para a;; nestas matrizes, apresentamos a seguir um exemplo de
cada protétipo do projetivo de curvatura, o qual pode ser uma superficie isomorfa a uma
das superficies de Steiner em IR®: superficie Romana de Steiner, Cross-Cap, superficie

de Steiner de Tipo 5 ou Cross-Cup, ou é um elipséide ou esta contido em um cone.
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Isto completara a demonstracao da proposicao pois conforme listado na secao 1.4, com
base no trabalho de Coffman et al. em [5], temos que estas sao as tunicas possibilidades
para superficies de Steiner de grau 2 ou 4, condicao que é satisfeita pelas projecoes da

superficie de Veronese em 3-espacos.
Superficies quadricas

FElipsoide

Se considerarmos a matriz [T}], o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado
por
n(d,¢) = (COS(ng), cos(#) sin(2¢), sin(6) sin(ng))), 0<60,¢ <m,
cuja imagem ¢é a esfera unitaria S2.

Além disso, a aplicagao 7 satisfaz a propriedade antipodal:

(02, 02) = (1 +7,m— 1) <= (01, 91) = (02, ).

Logo, n induz uma aplicacao do plano projetivo P? nele mesmo.

Projetivo de curvatura contido em um cone

Na matriz [T}o] tomamos a4 = a15 = a4 = a5 = azq = ags = 0. Logo, o projetivo de

curvatura em p = (0,0,0) é dado por

n(, o) = ((1 — cos(2¢)) cos(26), (1 — cos(2¢)) sin(26), cos(2¢)>.
Vamos mostrar que este projetivo esta contido em um cone. Consideramos
X = (1 —cos(2¢)) cos(26), Y = (1 —cos(2¢))sin(20) e Z = cos(2¢),
e assim, obtemos
X?+Y?=(1-2),

que ¢é a expressao de um cone circular com vértice (0,0, 1).

Mas, —1 < Z <1,eassim, 0< X?+Y?=(1-2)2<4.

Portanto, o projetivo de curvatura é o cone circular com vértice (0,0, 1) e base circular
X2 4Y?2=4, 7 =-1.
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Superficies de Steiner

Superficie Romana de Steiner

Na matriz [TQ] consideramos a3 = 0. Logo, o projetivo de curvatura em p = (0,0, 0)

¢é dado por

n(0, o) = (2(8111((;5))28111(26), cos(f) sin(2¢), sin(0) sin(2¢)),

que ¢ a superficie Romana de Steiner definida em (1.4.6).

Figura 3.1: Superficie Romana de Steiner.

Superficie Cross-Cap

Na matriz [Tg] tomamos a3 = a14 = as3 = aoy = 0. Logo, o projetivo de curvatura
p=(0,0,0) é dado por

1(0,¢) = (2(Sin(¢))2005(29), 2(sin(¢))” sin(20), sin(9) sin(2¢)>

que é a superficie Cross-Cap definida em (1.4.7).
Esta superficie é considerada o modelo mais simples de realizacao de P2, que é basi-

camente uma semi-esfera com o bordo ”costurado”.
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Figura 3.2: Superficie Cross-Cap.

Superficie de Steiner de Tipo 5

Na matriz [fﬁ] tomamos a5 = ags = azs = 0. Logo, o projetivo de curvatura em
p=(0,0,0) é dado por

n(d,9) = <2(Sin(¢))2sin(20), cos(2¢), cos(6) sin(2qz5)>

que ¢ a superficie de Steiner de Tipo 5 definida em (1.4.8).

Figura 3.3: Superficie de Steiner de Tipo 5.
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Superficie Cross-Cup

Na matriz [Ts] consideramos a;o = ags = 0 e a4 = 1. Logo, o projetivo de curvatura

em p = (0,0,0) é dado por

n0, o) = <(1 — c0s(2¢)) cos(26) + cos(0) sin(2¢), cos(2¢), sin(6) Siﬂ(?qf))),

que é uma superficie Cross-Cup.

Figura 3.4: Superficie Cross-Cup.

Observamos que as singularidades destas aplicagoes serao discutidas no capitulo 4.

Observagao 3.3.2. Se o ponto p for semi-quase-umbilico ndao linear teremos apenas uma

translacao do que é colocado na proposi¢ao 3.3.2.
Resta-nos estudar a natureza geométrica dos projetivos que sao regioes planas.

Proposicao 3.3.3. Sejam M uma S-variedade de classe C? imersa em R™, n > 5 e
p € M. Se p € ponto quase-umbilico linear, os projetivos de curvatura em p sao regioes
planas isomorfas a regioes que incluem regiao triangular, regiao eliptica, cone planar e

algumas projecoes planares da superficie da Veronese.

Demonstragao:

Suponhamos que p seja ponto quase-umbilico linear. Entao posto([T]) = 2, em

(3.3.6), e o projetivo de curvatura em p é uma regiao plana. Tomamos n = 5.
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De modo analogo ao que foi feito nas proposigoes anteriores, todas as matrizes [T] na

forma escalonada sao:

~ 0 1 a13 Q14 0 ~ 0010 Q15
[T?)] = ) [ 4] = 5
0O 0 O 0 1 0 0 0 1 a9
[Tt’)} _ 1 ap a3 an 0 ’ [T@-] _ 0 1 a3 0 ais 7
0 0 0 0 1 0 0 0 1 aos
[T7] _ 1 aip a3 0 ags 7 [Tg] _ 01 0 ay ass 7
0 0 0 1 Q25 0 01 A924 Q925
[Tg] _ 1 a2 0 as ais o [Tm] _ 1 0 a3 aws ais -
0 O 1 24 Q95 O 1 923 Q924 Q95

O projetivo de curvatura em p é uma projecao da superficie de Veronese classica de
ordem 2 dada pelas matrizes anteriores.

Atribuindo valores para a;; nestas matrizes, apresentamos um exemplo de cada protétipo
do projetivo de curvatura mencionado no enunciado, o qual é uma regiao plana isomorfa

a uma das seguintes regioes:

1) Regiao eliptica

Por exemplo, na matriz [T}o] tomamos a3 = a4 = aj5 = agg = agy = ags = 0. Logo,

o projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por

n(d,9) = ((1 — cos(2¢)) cos(26), (1 — cos(2¢)) sin(29)>,

cuja imagem é uma regiao eliptica. Neste caso, é uma regiao circular.
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Figura 3.5: Regido eliptica.

2) Regido triangular

Por exemplo, consideramos ajy = a4 = a15 = ags = 0 na matriz [Tg]. Logo, o

projetivo de curvatura em p = (0,0,0) é dado por

n(d,9) = ((1 — cos(2¢)) sin(26), COS(QQS)).

Para mostrar que a imagem de 7 descreve uma regiao triangular, tomemos

t = cos(2¢) e s =sin(26) obtendo
n(s,t) = ((1 —t)s, t), -1<ts<1.

Desta forma, se s = 1 obtemos n(1,t) = (1 — t,t) que descreve um dos lados do
triangulo. Os outros dois lados sao dados por n(—1,t) = (t—1,t) e n(s,—1) = (2s,—1).
Portanto, os lados do triangulo que delimitam a regiao descrita pelo projetivo de

curvatura 7 sao dados por:

n(%,¢> = ((1 — cos(2¢)), cos(2¢)>, n(%,gﬁ) = <— (1 — cos(2¢)), cos(2q§)) e

n(e, g) - (2 sin(26), —1).
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Figura 3.6: Regiao triangular.

3) Cone planar

Consideramos aj2 = aj3 = a5 = ag; = 0 na matriz [T7]. Logo, o projetivo de

curvatura em p = (0,0,0) é dado por

n(d,9) = ((1 — cos(2¢)) cos(260), cos(6) Sin(2¢)>,

cuja imagem esta descrita na figura 3.7.

Figura 3.7: Cone planar.

Outras superficies planas que sao projetivos de curvatura sao dadas por projecoes

planares da superficie de Veronese:
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4) Projecdo planar de tipo 1

Consideramos a;5 = 1 e ajy = agy = ags = 0 na matriz [Tg]. Logo, o projetivo de

curvatura em p = (0,0,0) é dado por

nb, ) = ((1 — cos(2¢)) sin(26) + sin(6) sin(2¢), cos(2¢)>,

cuja imagem esta descrita na figura 3.8.

Figura 3.8: Projegao planar de tipo 1.

5) Projecao planar de tipo 2

Consideramos ajs = a13 = 1 e a5 = ags = 0 na matriz [T7]. Logo, o projetivo de

curvatura em p = (0,0,0) é dado por

n(d,9) = ((1 — c0s(2¢)) cos(26) + (1 — cos(2¢)) sin(26) + cos(2¢), cos(f) Sin(2¢)>.

cuja imagem estd descrita na figura 3.9.
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Figura 3.9: Projegao planar de tipo 2.

Além disso, os projetivos de curvatura descritos acima nao sao isomorfos dois a dois.
De fato,

e Como o isomorfismo leva uma elipse contida no bordo de uma regiao plana em
outra elipse contida no bordo da outra regiao plana, entdo o projetivo dado em 1)

nao é isomorfo aos demais.

e Como segmentos de reta do bordo de regioes planas sao levados em segmentos de
reta no bordo por isomorfismos, os projetivos de curvatura dados em 2), 3) e 4)

nao sao isomorfos aos demais.

e O isomorfismo também preserva o nimero de segmentos de reta do bordo de uma

regido plana. Logo, os projetivos dados em 2), 3) e 4) néo sao isomorfos entre si.

Todas as sigularidades destes objetos serao estudadas no proximo capitulo.

Observacao 3.3.3. Se o ponto p for quase-umbilico nao linear teremos apenas uma

translacao do que € colocado na proposicao 3.3.3.
Na proxima observacao esta a justificativa de que nao ocorre a superficie de Boy.

Observagao 3.3.4. A superficie de Boy, apesar de ser uma imersao do plano projetivo
P?, como superficie fechada em IR®, ndo é nenhum projetivo de curvatura em RR3. A
Justificativa estd no fato de que ela se realiza como uma variedade algébrica real de grau

6, enquanto o projetivo de curvatura se realiza como uma variedade algébrica de grau 2

ou 4 em IR3.
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3.4 Exemplos de 3-Variedades e seus Projetivos de

Curvatura

Sabemos que, a elipse de curvatura em todo ponto da superficie de Veronese classica
de ordem 2 é um circulo e portanto, a elipse de curvatura nao se degenera. No préximo
exemplo vamos calcular o projetivo de curvatura em todo ponto da 3-variedade de

Veronese classica de ordem 2.

3.4.1 3-Variedade de Veronese Classica de Ordem 2

Consideramos a aplicagao de Veronese classica de ordem 2 e dimensao 3
£: R — RY=R’0R’
dada por
E(x1, w9, x3,4) = (93%, 22, 22 22 N2 o, V21113, V22025, V201 24, V200, \/§x3x4>.

A imagem £(S%) ¢ chamada variedade de Veronese classica de ordem 2 e
dimens3o 3 e é uma variedade esférica em IR°.

Seja (x1, T2, 3, 24) € S3. Entao £(S3) estd contida no hiperplano
H? = {(ul,u2, ...,UQ) c IRQ DU U Uz + Uy = 1}

e também £(S%) C S°.

Portanto,

3
£(5%) C HY N §9 = Ss(g) c R,
Assim, a menos de uma rotagdo obtemos uma expressao da 3-variedade de Veronese
em IR?:

Sayzw) = (P —1), L2y - 1), R -2 -y - 2), Vo,

\/§ZE2, \/5927 \/imwa \/iywa \/5211)),

onde, w = U)(.T,y,Z) = \/1 —x?— y2 — 22,



67

Nosso objetivo agora é obter o projetivo de curvatura em pontos da 3-variedade de
Veronese classica £(S?).

Antes disso, temos

Lema 3.4.1. ( [25], p. 19)

Uma isometria linear ¢g : R" — R" induz wma isometria

g:R"oIR" — IR"oIR".

A partir deste lema e da observagao 2.2.1 item 2, concluimos que na 3-variedade de
Veronese classica o projetivo de curvatura coincide em todos os pontos. Portanto, basta
calculéd-lo em um ponto conveniente.

Consideramos o ponto (0,0,0,1) € S3. Notamos que
£:(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,v2,0,0), £,(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,0,v2,0),

£.(0,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0,0,0,v2),

e assim,

E=1=K=2 F=G=J=0.

O espaco normal a 3-variedade de Veronese em (0,0,0) é dado por R® = IR?/IR® e

assim, podemos tomar o referencial normal
es =(1,0,0,0,0,0), es=(0,1,0,0,0,0), ..., eg = (0,0,0,0,0,1).

Ap6s efetuarmos todos os calculos obtemos:
N(0,0,0) = (0,0, -2v/2,0,0,0) = —2v/2 e,
2(0,0,0) = (0,0,0,v/2,0,0) = V2 e7,
2(0,0,0) = (0,0,0,0,v2,0) = v/2 es,
N (0,0,0) = (%5,%5,—\/5,0,0,(0 =48 o 4 Vo D e,
2(0,0,0) = (0,0,0,0,0,v2) = V2 ey,
N(0,0,0) = (0,v6,—+/2,0,0,0) = V6es — V2 es.

Consequentemente, o projetivo de curvatura da 3-variedade de Veronese classica em

(0,0,0) é dado por

2V3 6 2
ixQ i(w%—i—Sx%), —g(l—i-xf), V2rixy, V2 23, \/§x2x3),

n(xlux%x?») = ( 3 29 6
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que é a imagem de uma aplicacao de Veronese de ordem 2 e dimenséo 2 em IR®, lembrando
que 3 =+/1—12%— 23
Na verdade esta superficie esta contida na intersecao da 5-esfera centrada na origem
e de raio v/2, S°(v/2), com o hiperplano
\/_ \/_ \/5} |

5 6 .
]I-]IQZ{(ul,ug,ug,u4,u5,u6)€]f{ : —u1+ 3 Uy — Ug =

3 ’

Apoés efetuarmos todos os calculos, obtemos a seguinte expressao para o projetivo de

n(S?) C H3 N S°(v2) = 54(

curvatura da 3-variedade de Veronese:

?7(.%1,.1'2,373) = <_6x2_9$%+5)7

(o

=5
W

(4o — 27 — 1), V22129, V22,23, ﬂxzﬂfs),

42
onde z3 = /1 — 22 — 23.

Portanto, o projetivo de curvatura em cada ponto da 3-variedade de Veronese classica
de ordem 2 é uma superficie de Veronese de ordem 2, substancial em um 5-espaco afim
de IR®.

Logo, todo ponto desta 3-variedade é de tipo Ms.

3.4.2 3-Variedades de Translacgao

Na sequéncia apresentamos dois exemplos de 3-variedades de translacao.

Exemplo 1:

Definicao 3.4.1. Dados (3 : S' — IR™, n > 2, uma curva reqular de classe C?,
parametrizada pelo comprimento de arcot e h:IR* — IR™, m > 3, wma imersio que
parametriza localmente uma superficie S de classe C?. Definimos a aplicagdo
v R*xS' — R"xIR"
p=(0y.t) — (h(z.),80).
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que assumiremos Ser uma 1Mmersao.
A 3-variedade de translagao associada a 3 e h € dada pela imagem da aplicagcao

Y, sendo denotada por Spg.

Como a superficie e a curva estdao em subespacos ortogonais de IR™*", os coeficientes

da primeira forma fundamental associados a Spg em ¢ = 1 (p) sdo:

E(p) = [[ha|?, I(p) = 10, |I*, K(p) =1, F(p) = (ha(p) - hy(p)) e G(p) = J(p) = 0.
Logo, o projetivo de curvatura em g = ¥ (p) é dado por:

n(0,¢) = H + B(1—cos(2¢)) cos(20) + C(1—cos(2¢)) sin(20) + D cos(2¢), (3.4.8)

sendo

Ho= M Lyy oL mgN oppgN N 4 o2(6,)Y
4|E "™ 7 E(EI - F?) vy 7y zz e

B = l_le _ ;(EQwN_zEFd}N_i_FQwN)
1| E Y T B(EI-F?) wy =y =) |

C Ll L (E N F@DN)

= 3| T - €

2| ENEI—F? i o
1[ 1 1

D= —=o¢N — ——— (E?¢YN —2BFyYN + 2yl 2 N,
4 i B wzx E(E] — F2) ( wyy w:ry + wmz) + (ﬁtt> :|

Portanto, o projetivo de curvatura em g é sempre degenerado podendo ser:

e uma superficie, se B, C' e D forem linearmente independentes;

e uma regiao plana se somente dois vetores dentre os vetores B, C e D forem

linearmente independentes;

e um segmento de reta ou um ponto.

Analisamos alguns exemplos, levando em consideracao a codimensao da superficie e

da curva em questao.

A superficie e a curva com codimensao 1

Suponhamos que, a superficie estd imersa em IR® e que a curva estd imersa em
IR%. Neste caso, o espaco normal a 3-variedade de translacio em ¢ = Y (p) é dado por
Nqshg = IRZ.
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Logo, os projetivos de curvatura em g podem ser: pontos, segmentos radiais ou nao,

regioes planares, como por exemplo, regioes elipticas, triangulares ou cones planares.

A superficie com codimensao 1 e a curva com codimensao 2

Consideramos a superficie e a curva imersas em IR®. Assim, o espaco normal a
3-variedade de translacio em q = ¢(p) é dado por N,Sys = IR>.

Logo, os projetivos de curvatura em ¢ podem ser: pontos, segmentos de reta radiais ou
nao, regioes planas, como por exemplo, regioes elipticas, triangulares ou cones planares,
contidas em subespacos afim ou nao, ou o projetivo de curvatura esta contido em um

cone no 3-espago N, Sps.

A superficie e a curva com codimensao 2

Consideramos a curva imersa em IR® e a superficie imersa em IRY. Assim, o espaco
normal a 3-variedade de translacdo em ¢ = ¢(p) é dado por N,Sys = R™.

Logo, os projetivos de curvatura em ¢ podem ser: pontos, segmentos radiais ou nao,
regides planas (como por exemplo, regides elipticas, triangulares ou cones planares) ou
contidos em cones, sendo que nos dois ultimos casos eles podem estar contidos em sube-
spacos afim de NN, Shgs.

Para codimensoes maiores do que 2, da curva e da superficie, nao obtemos prototipos
novos para os projetivos de curvatura, como podemos deduzir da expressao dada em
(3.4.8).

Este é um exemplo de 3-variedade em que todos os seus pontos tém algum tipo de
umbilicidade, sendo pelo menos semi-quase-umbilicos.

Além disso, todos os pontos de Sj3 sao de tipo M; para i =0,1,2,3.

Exemplo 2:
O outro exemplo de 3-variedade de translacao que vamos analisar aqui é o de uma
3-variedade obtida a partir de trés curvas imersas em IR". Este exemplo é uma extensao

daquele estudado em [2].

Definicao 3.4.2. Sejam «, 3,7 : S' — IR" curvas requlares de classe C?, parametri-
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zadas pelos comprimentos de arco r,s e t, respectivamente. Definimos a aplica¢ao
P o Stx St xSt — R"
1
p=rst) g (al)+ 00 +5(0),

que assumiremos Ser uma 1Mmersao.
A 3-variedade de transla¢cao associada a «, e v € dada pela imagem da

aplicagao v, sendo denotada por Sup..

Suponhamos que as trés curvas estejam em subespagos simultaneamente ortogonais.

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental associados a S,g, em ¢ = 1(p) sao:

B(p) = 1) = K() = 5 e Flp) = Glp) = J(p) =0.

3 3
Ho= G+ o+ 2u) = (o) + 80+ ),
3
o = 3o - ).
4 a{’f"l" 688
S(/ N N N 3 N N N
D = Z( rr + ¢ss + 277/}751?) = Z<_O‘/r7“ — Mss + 2,7tt> €
C=U=V=0.
Portanto, o projetivo de curvatura em ¢ é dado por:
n0,¢) = H + B(1—cos(2¢)) cos(20) + D cos(2¢).
Geometricamente, ele pode ser um ponto, ou um segmento de reta ou uma regiao
triangular.

Além disso, temos que:

e O projetivo de curvatura em ¢ = ¢)(p) se degenera em um uma regiao triangular se,

e somente se, os vetores curvaturas normais «o’.(p) e BN (p) sao linearmente inde-

N

pendentes, ou ol.(p) e ¥} (p) sao linearmente independentes, ou SY(p) e v¥ (p)

sao linearmente independentes. Esta regiao pode estar em um subespago afim de

N,S.p, se, e somente se, al(p), BN (p) e v} (p) sdo linearmente independentes.
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e O projetivo de curvatura em g = ¥ (p) se degenera em um segmento radial se, e

N

N(p) e v (p) sao linearmente dependentes, sendo no minimo

somente se, oY (p),

um destes vetores nao nulo e distinto dos demais.

e O projetivo de curvatura em ¢ = 1 (p) se degenera em um ponto distinto da origem
se, e somente se, al.(p) = BY(p) = v¥(p) e nao nulos. Por outro lado, projetivo de

curvatura em ¢ = v(p) é a origem se, e somente se, a.(p) = BN (p) = v} (p) = 0.

rr S8

Este é um exemplo de 3-variedade em que todos os seus pontos tém algum tipo de
umbilicidade, sendo pelo menos quase-umbilicos.

Além disso, todos os pontos de S,g, sao de tipo M; para ¢ =0, 1, 2.



CAPITULO 4

Singularidades do Projetivo de

Curvatura

Neste capitulo, verificamos se a aplicagaio 71 : S* C T,M — N,M, que define
o projetivo de curvatura em p é regular ou singular. E, no caso de existirem singula-
ridades, além de, exibi-las procuramos descrevé-las. Consideramos esta descricao como
uma abordagem preliminar. Uma classificagao destas singularidades, mais coerente com
este contexto é uma perspectiva futura de trabalho e devera envolver relagoes que pre-
servem a geometria de segunda ordem da 3-variedade em questao.

Também estudamos as imersoes de segunda ordem no sentido de Feldman e mostramos
que uma 3-variedade M imersa em IR", n > 9, é 2-regular se, e somente se, todos os

seus pontos sao de tipo M.

4.1 Nocoes sobre Singularidades

Recordamos alguns conceitos sobre singularidades, tomando como referéncias [12],
[13] e [15].
Dada uma aplicagao diferenciavel g : IR" — IR™, x € IR" é um ponto singular de g

se posto(Jy(z)) < min(n,m). Caso contrério,  é chamado ponto regular de g.

73
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O conjunto singular >¢g de ¢ é o conjunto de todos os seus pontos singulares.
O conjunto dos valores singulares é as vezes chamado conjunto bifurcagao, sendo
denotado por B,.

Uma maneira natural de distinguir um ponto singular de outro é pelo posto da dife-

rencial. Por este motivo, introduzimos o conjunto singular de Thom de 1? ordem:
¥'g={x € R" : coposto(d,g) =i},

sendo coposto(d,g) = min(n,m) - posto(d,g).

Na sequéncia apresentamos um brevissimo resumo sobre as singularidades de aplicagoes
do plano no espago e do plano no plano. As referéncias sao [22] e [28], além das citadas
acima.

As singularidades dos projetivos de curvatura podem ser consideradas como singula-
ridades de aplicacoes de IR? em IR?, IR? em IR® e IR? em RR™.

4.1.1 Aplicacées de R? em IR?

Um exemplo padrao de singularidades de aplicagoes do plano no espaco é dado pela
singularidade do tipo guarda-chuva de Whitney.

Consideramos o germe de aplicacao

g (R%,0) —  (IR%0)

(z,y) — (2*y,2y).

A matriz Jacobiana é dada por

2¢ 0
Jg(xvy) = O 1
Yy xr

O conjunto dos pontos singulares é a origem, isto ¢, Xg = Xl'g = {(0,0)} e o conjunto
dos valores singulares também ¢é a origem B, = {(0,0,0)}. O germe desta aplicacao é
denominado guarda-chuva de Whitney ou cross-cap ou pinch point.

A imagem deste germe de aplicacao é dada pela figura 4.1.

Se considerarmos sua imagem como uma superficie, observamos que ela se

auto-intersecciona transversalmente em um segmento de pontos duplos dado por



75

{(u,0,0) € R* : u # 0}. O ponto (0,0,0) que é um dos extremos deste segmento
é extamente a singularidade de Whitney.
Outros exemplos nos quais temos singularidades de Whitney sao dados pelas figuras

4.2 e 4.3 e suas respectivas formas normais.

Figura 4.1: (22, zy,y). Figura 4.2: (22 + y2, 2y, ). Figura 4.3: (2?2 — %, 2y,y).

Whitney provou que a aplicacao germe g, (a cross-cap), é estével, isto é, g nao muda

se considerarmos pequenas perturbacgoes.

4.1.2 Aplicacoes de R?> em IR?

Neste caso, estamos trabalhando com o problema de classificar as singularidades de
aplicagoes do plano no plano.
Seja g : IR* — IR? uma aplicacdo C* diferencidavel. O conjunto das singularidades
de g é dado por
Yg = XlguXig.

Analisamos cada caso:

Singularidades de g de coposto 1:

Temos que ¥'g é uma curva. Seja p uma singularidade de coposto 1 de g. Podem
ocorrer duas situagoes:
i) Ker(d,g) é transversal a X'g;
ii) Ker(d,g) é tangente a X'g.
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Se p é singularidade que satisfaz i) entdo p é ponto de dobra. Caso contrério, se p é
singularidade que satisfaz ii) entdao p é ponto de cispide ou é uma singularidade mais
degenerada.

Whitney provou os seguintes teoremas ([13]):

Teorema 4.1.1. Se p ¢ ponto de dobra entao é possivel encontrar um sistema de coor-

denadas (z1,x2) centradas em p e (y1,y2) em q = g(p) tal que g € dada por

g(z1,2) = (21, 73).

Teorema 4.1.2. Se p ¢ ponto de cuspide entao € possivel encontrar um sistema de

coordenadas (1, xs) centradas em p e (y1,y2) em q = g(p) tal que g é dada por

g(x1,29) = (21, 19 + azg)

Singularidades de g de coposto 2:

Consideramos as singularidades de g de coposto 2. Para classificad-las vamos tomar a
indugao sobre o espaco de 2-jatos.
Seja p € ¥?g. Existe um sistema de coordenadas (zy,xs) centradas em p e (yi,ys) em
q = g(p) tal que g pode ser dada por uma das seguintes formas normais:
i) g(z1,20) = (22, 23), isto ¢, p é ponto de dobra dupla;
i) g(x1,m2) = (2 — 23, 2119);
iii) g(z1,12) = (179, 23);
iv) g(z1,25) = (2] + 23, 0);
v) g(x1,22) = (27 — 3,0);
vi) g(x1,22) = (21,0).
Nos trés ultimos casos temos singularidades mais degeneradas.

4.2 Singularidades no Projetivo de Curvatura

Nosso objetivo é estudar os pontos singulares, seus respectivos valores singulares e o
tipo de singularidade que podem ocorrer nos projetivos de curvatura. Para tanto vamos
desconsiderar o vetor H na expressao do projetivo de curvatura em p € M, sendo M uma

3-variedade de classe C? imersa em IR", n > 4.
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Além disso, para calcular as singularidades podemos supor a forma parametrizada da

superficie de Veronese de ordem 2 dada por:

£(0,9) = ((1 — cos(2¢)) cos(26), (1 — cos(2¢)) sin(26), cos(2¢),

cos(0) sin(2¢), sin(6) sin(?gb)). (4.2.1)

De fato, sejampe M e 7: S>CT,M — E, C IR"™® a expressdo do projetivo de

curvatura em p dada por

i(0,¢) = B(1—cos(2¢))cos(20) + C(1 — cos(2¢)) sin(26)
+ Dcos(2¢) + Ucos(0)sin(2¢) + Vsin(f)sin(2¢)

que é a expressao na forma parametrizada de 1(S?) tomando H = 0.

Definimos a transformacao linear diferenciavel
Ty : R® — R", n>4,
(w1, ug, uz, ug,us) > urB +upC +uzD + ugU + usV,

onde B, C, U e V sao os vetores que definem o projetivo de curvatura.

Assim, a composicao

SPcT,M -5 R® A, R"
(97¢) — 5(9’ gb) — Tl 05(07¢)a

resulta em
Tl o 5(97 ¢) - ﬁ(ea ¢)
Como as aplicagoes &, n e T sao diferenciaveis entao pela Regra da Cadeia temos

que a composicdo 77 o0& também é diferencidvel em (0, ¢) e

dpg)(Th 0 &) = de(o.5)T1 0 dio.p)€ = T1 © dig.)€,

pois T} é uma transformacao linear diferencidvel e assim, V(0,¢) temos dgwp,4) 11 = T1.
Portanto,
do,0)1 =T © dig,)€-
Deste modo, podemos estudar os pontos singulares da aplicacao £ ao invés de estu-
darmos os pontos singulares de 7, se a transformacao linear 7} for injetiva.
Analisaremos os casos nos quais p é: ponto de tipo My nao quase-quase-umbilico,
ponto quase-quase-umbilico, ponto semi-quase-umbilico e ponto quase-umbilico. No ultimo

caso consideraremos apenas alguns prototipos de projetivos de curvatura.
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4.2.1 Ponto de tipo M; nao quase-quase-umbilico

Seja p € Mj5 ponto nao quase-quase-umbilico, ou seja, o projetivo de curvatura em p é
difeomorfo a uma superficie de Veronese de ordem 2, composta com uma transformagao
linear, substancial no 5-espago Af f, = E,. Como a superficie de Veronese é um mergulho

de classe C'*° em um 5-espaco, o projetivo de curvatura também o sera.

4.2.2 Ponto quase-quase-umbilico linear

Seja p € M ponto quase-quase-umbilico linear, ou seja, o projetivo de curvatura em p
se degenera em uma superficie substancial no 4-espago £,. Suponhamos que N,M = R*.

Na proposicao 3.3.1 listamos todas as possiveis equacoes para os projetivos de cur-
vatura em p, se p é ponto quase-quase-umbilico linear. Algumas destas aplicagoes induzem
mergulhos do plano projetivo P? em IR?, como por exemplo, Tipo 3-i). Nestes casos a
prova segue de verificarmos que a aplicacao 1 é uma imersao e que satisfaz a propriedade:
n(q) =n(g) <= ¢ = £q, isto é, ela induz uma aplicagdo injetiva 7 : P> — IR*.

O restante da prova segue de 7 ser continua e P? compacto.

Caso contrario, quando as aplicagbes nao sao imersoes cabe estudar suas singulari-
dades. Ilustramos nos exemplos-padrao a seguir somente o conjunto dos pontos singu-

lares.

Tipo 1: matriz [T,]

o n(u,v,w) = <4uv, 2w? — 1, 2uw, 2vw>;

¥y = {( 2 T ‘/§O>}

Tipo 2: matriz [T5]

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, 2w? — 1, 2uw, 2vw);

Ny = {(:I: 1,0,0), (0,%1,0)}.

o n(u,v,w) = (2u2 — 20% + dww, 2w? — 1, 2uw, 2vw>;

o (= i i) (e )
" Var2v2’ \/4+2\/§’0’ Va-2v2’ \/472\/5’0
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Tipo 4: matriz [T,]

o n(u,v,w) = <2u2 — 20%, 4w, 2w? —1, 20w>;
Ny = {( +1,0,0), (0,0,11)}.

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, 4uv + 2amuw, 2w? — 1, QUw), com agy # 0;

Zln = {( + 170,0>, (O,ﬂ: \/Z§4+4’:F \/ag +4), a924 7£ O}

Tipo 5: matriz [Ts]

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, 4uv, 2w? —1, 2uw>;
Ny = {(0,11,0), (0, 0,11)}.

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, duv + 2a050w, 2w? — 1, 2uw>, com ags # 0;

1, ass 2
X = {(0>j:1>0)’ (i \/a§5+4’0’:F \/a§5+4)’ a2 7 O}'

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, 4w, 2w? —1, 2uw + 2Uwa45>, com ays # 0;

1, _ a4s 1 .
oty ={0.0.£1). (£ 2oF A0) ¢ an£0}

o n(u,v,w) = (2u2 — 202, 4uv + 2ag5vw, 2w? + 2assvw — 1, 2uw>, com ags € ass

nao nulos;

1, azs 2 .
o= {(0.£1.0), (F o020 ¢ an#0).

o n(u,v,w) = <2u2 — 202, 4uw, 2w? 4 2azsvw — 1, 2uw + 2a45vw>, com ags € Qs

nao nulos;

Sy = {<0,0i1>}.

Em todos estes exemplos as singularidades sao de primeira ordem de Thom, isto é,
sao singularidades de coposto 1. Elas formam um conjunto de pontos isolados em S?, em

cada caso considerado.
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4.2.3 Ponto semi-quase-umbilico linear

Seja p € M ponto semi-quase-umbilico linear, ou seja, o projetivo de curvatura em p
se degenera em uma superficie substancial no 3-espago E, C N,M. Suponhamos n = 6.

Conforme foi mostrado no capitulo anterior, os projetivos de curvatura em p, neste
caso, sao superficies isomorfas as superficies de Steiner: superficie Romana de Steiner,
Cross-Cap, superficie de Steiner de Tipo 5 e Cross-Cup, ou estao contidas nas quadricas:
elipséide e cone.

Estas superficies de Steiner possuem singularidades, as quais ja sao conhecidas. So-
mente vamos listé-las, detalhando apenas um caso. Tomaremos como referéncia os tra-
balhos de Coffman et al. [5] e Coffman [6].

Superficie Romana de Steiner

Esta superficie contém trés segmentos de pontos duplos reais cada um dos quais ter-
mina em duas singularidades de Whitney. Também, possui um ponto triplo que é a

intersecao dos trés segmentos de pontos duplos.

Superficie Cross-Cap

Esta superficie se auto-intercepta em um segmento de pontos duplos reais, sendo que
os extremos deste segmento sao duas singularidades de Whitney ou singularidades cross-
cap que se curvam em diregoes diferentes (figuras 4.2 e 4.3). Esta é uma das razoes dela

se chamar Cross-Cap.

Superficie de Steiner de Tipo 5

Nesta superficie dois dos trés segmentos de pontos duplos na superficie Romana de
Steiner formam um segmento tacnodal que intercepta o outro segmento de pontos duplos
em um ponto formando um ”"T”. Ela tem quatro singularidades de Whitney que sao os
pontos finais destes segmentos. Ao longo do segmento tacnodal sua auto-interse¢ao nao
é transversal e este segmento também contém uma singularidade de Whitney do outro
segmento.

Uma curva no plano é uma curva tacnodal quando dois ramos da curva se tornam
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tangentes. Seu germe em uma vizinhanga de (0,0) é dado por g(z,y) = x%.

Superficie Cross-Cup

Nesta superficie os trés segmentos de pontos duplos da superficie Romana de Steiner
coincidem formando um segmento oscnodal com singularidades de Whitney em seus ex-

tremos. Neste segmento a auto-intersecao nao é transversal.

O germe de uma curva oscnodal em uma vizinhanga de (0, 0) é dado por g(z,y) = 5.

Vamos detalhar este exemplo. Seja 7 :S? — IR® dada por:

n(0, o) = (Cos(2q5), 2sin?(¢) cos(26) + cos(f) sin(2¢), sin(6) sin(2¢)>, 0<60,¢0<m.

Sua matriz Jacobiana em (6, ¢) é dada por:

0 —25in(2¢)
Jy(0,0) = | —sin(2¢)sin(f) — 4(sin(¢))?sin(20) 2 cos(2¢) cos(f) + 2sin(2¢) cos(26)
sin(#) cos(¢) sin(¢) 2sin(6) cos(2¢)

O conjunto dos pontos singulares é dado por:

T T
= {55 5) # -0
7 B9 ) \23 0
O conjunto dos valores singulares é formado pelos pontos
T T
= 'y o ] T _1727 ) <_7_> = _17_27 }
By = {n(km,3) = (-1,2,0), n(5.5) = 0)

Estas sao as singularidades de Whitney. De fato, consideramos a outra parametrizagao

de n dada por:
n(u,v,w) = <2w2 -1, 2(u2 — v2) + 2uw, 2Uw>,

com u? +v? +w? = 1.
Tomamos as trés aplicacoes

m(u,v) = (1 —2(u? + %), 2(u® — v?) + 2uV1 —u2 — %, 20V/1 —u? — 02),
no(u, w) = <2w2 — 1, 4u® + 2w? + 2uw + 2, 2wv1 —u? — w2> e
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ns(v,w) = (211)2 — 1, —4v? —2w? + 2w\/1 —y? — w? + 2, 2vw>, u? +v? +w? =1,
que determinam trés ”pedacgos”da Cross-Cup, dados respectivamente pelas figuras 4.5,

4.4 ¢ 4.6.

¢ M«

Figura 4.4: n,. Figura 4.5: ns. Figura 4.6: ns.

Em 7y a Cross-Cup se auto-intercepta em um segmento de pontos duplos, nao transver-
sal e sim tangente a superficie. Isto descreve a singularidade de Whitney (—1, —2,0). O
mesmo ocorre em 73, tendo como singularidade de Whitney (—1,2,0).

No caso de 1; nao temos singularidades.

Projetivo contido em cone

Seja n: 5% — IR?® dada por:

(0, ¢) = (28in2(¢) cos(26), 2sin®(¢) sin(20), cos(2gz§))), 0<0,0<m,

cuja imagem estd contida em um cone circular de vértice (0,0,1) e base circular
(2cos(26),2sin(26), —1) contida no plano Z = —1.
Sua matriz Jacobiana em (6, ¢) é dada por:
—4sin?(¢)sin(20)  2sin(2¢) cos(26)
Jn(0,0) = 4sin®(¢) cos(20)  2sin(2¢) sin(26)
0 —2sin(2¢)

O conjunto dos pontos singulares é dado por n = {(6, k), <9, %), k=0, 1}, sendo
Sy = {(0 g)} e Xy — {(9,lmr), k=0, 1}.
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O conjunto dos valores singulares é formado pelo vértice do cone (0,0, 1) e pela base

circular {(2cos(26),2sin(26), —1)}, como era esperado.
FElipsoide
As tnicas singularidades que aparecem aqui sdo devidas a parametrizacao (6, ¢).

4.2.4 Ponto quase-umbilico linear

Seja p € M ponto quase-umbilico linear. Suponhamos que N,M = IR%. Assim, temos
uma aplicacdo n : S? C T,M — R>.

Estudamos as singularidades de algumas das aplicagoes 1 encontradas na proposicao
3.3.3.

Regiao triangular

Consideramos o exemplo padrao de projetivo de curvatura em p dado por:

n0, o) = <(1 — cos(2¢)) cos(260), cos(2¢)>, 0<6,¢<m,

cuja imagem é uma regiao triangular com vértices (0,1), (2,-1) e (=2,—1).

A matriz Jacobiana de n em (6,¢) é dada por:

5.(6.6) = ( —4sin?(¢)sin(20)  2sin(2¢) cos(26) ) |

0 —25in(2¢)
Assim, o conjunto dos pontos singulares de n é dado por:
o Xlp=XInUXinUXin, sendo Xiln= {(9, %) 0 0 # km, k:O,l,%},

E;n:{(o,gb) . &+ kr, k:071,%}, 2§n:{(w,¢) . 6+ kr, k:o,1,§},

e
o Y2 = {(6’, k), <k7r, g), (%, g), k= 0,1}, o conjunto dos pontos singulares
mais degenerados.

Logo, o conjunto dos valores singulares é formado pelos lados do triangulo

7)(0, g) = (2 cos(20), —1), n(O,(b) = (1 — cos(2¢), cos(2<;§)) e



84

n(g@) = (— (1 — cos(2gb)), cos(2gz§)>,

e pelos vértices

n(0.km) = (0.1), n(kr.7) = (2.-1), 0(5.5) = (-2.-1).

272

Vamos classificar estas singularidades.

i) Singularidades de coposto 1:

IA
ASE
AN

. _7r} que €

e Scja X = (9 ”) € Xin. Assim, Ker(dxn) = {(0,¢) : 0

transversal ao conjunto dos pontos singulares 3{7.

12

Portanto, X = (0 ”) ¢ ponto de dobra.

IN
S
A

o Seja X = (0,¢> € Yin. Assim, Ker(dxn) = {(6,0) : 0

transversal ao conjunto dos pontos singulares Yi7.

7r} que é

Portanto, X = (0, ¢> ¢ ponto de dobra.

e Seja X = (” gzﬁ) € Yin. Assim, Ker(dxn) = {(6,0) : 0

929

IN

an} que é

transversal ao conjunto dos pontos singulares 3in.

Portanto, X = (qb, g) é ponto de dobra.
ii) Singularidades de coposto 2:
e Seja Y = (Ho,lm>, k = 0,1. Neste ponto, o 2-jato de n é dado por

7*n(Y) = ((4 cos(26p))¢?, —4¢2) que ¢ uma singularidade mais degenerada.

e Seja Y = (lm, %), k = 0,1. Neste ponto, o 2-jato de n é dado por
72 (Y) < — 4(26% + ¢?), ¢2> que é um ponto de dobra dulpa.

™

e SejaY = ( 5). Neste ponto, o 2-jato de n é dado por

3
7n(Y) = <4(26’2 + ¢?), 491)2) que é um ponto de dobra dulpa.
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Regido eliptica

Consideramos o exemplo padrao de projetivo de curvatura em p dado por:

(0, 6) = ((1—005(2¢))COS(29), (1—008(2¢))sin(29)>,

cuja imagem é uma regiao circular centrada em (0, 0) e raio 2.

Sua matriz Jacobiana em (6, ¢) é dada por:

5.6, 6) = ( —4sin®(¢)sin(20)  2sin(2¢) cos(20) ) |

4sin?(¢) cos(20)  2sin(2¢) sin(26)
O conjunto dos pontos singulares é dado por
zln:{(e,g) : 0§9§7r} e Y= {(e,zm) L 0<f<m, k:(),l}.
O conjunto bifurcacao é dado por:
B, = {(0,0)} U {(2005(20), 2sin(20)) : 0<6 < 7T},

sendo este ultimo o bordo da regiao plana.
Vamos classificar estas singularidades.

i) Singularidade de coposto 1:

o Seja X = (6’ ”) € X'y, Assim, Ker(dxn) = {(0,¢) : 0 < ¢ <7} queé

)
transversal ao conjunto dos pontos singulares ¥11.
Portanto, X = ((9, %) ¢é ponto de dobra.

ii) Singularidade de coposto 2:

e Seja Y = <60,k37r>, k = 0,1. Neste ponto, o 2-jato de n ¢ dado por
7*n(Y) = <(4 cos(20p))¢?, (4 sin(290))¢2) que é uma singularidade mais degene-

rada.
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Cone planar

Seja 7 :S? — IR? dada por:

n(d,p) = (281n2(¢) cos(20), COS(O)sin(ng)).

Sua matriz Jacobiana em (6, ¢) é dada por:

—4sin*(¢)sin(20)  2sin(2¢) cos(26) ) .

Jn(0,0) = ( — sin(2¢) sin(6) 2 cos(2¢) cos(f)

O conjunto dos pontos singulares é formado por:

° EWzZ%nUZ%UE%, sendo E%n:{<k’ﬂ',¢> 0o <m, k:O,l},
Yin = {<G,arctan (F@(e))) : 9#%} e Yin= {<9,arctan (#\5/(59))) : 07&%},

e

o Y= {(7—;, lm), (%, g), k=0, 1}, o conjunto dos pontos singulares mais dege-

nerados.

O conjunto dos valores singulares é formado por: 7 (k‘w, gb) = (1—005(2¢), + Sin(2¢)> ,

que ¢ a elipse "base”do cone planar,

V2 cos?(9) — V2 cos?
2(:082(9))> - <41 - 02(98)2(9)1’ 1 i COS2((99))> ©

-2 cos?(0) —1 —+v/2cos?
77(9, arctan <2 cos(26’))> - (41 + cE)es)Q(é’)l’ 1 +2COS2((0‘9))>

"lados”do cone planar, e pelos pontos

(5) =00 2(55) = (20

n (0, arctan (

Vamos classificar estas singularidades.

i) Singularidades de coposto 1:

o Seja X = (knr, qb) € Yin. Assim, Ker(dyn) = {(,0) : 0 <6 <} queé

transversal ao conjunto dos pontos singulares 3{7.

Portanto, X = (kﬁr, ¢> é ponto de dobra.
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e Seja X = (6’ arctan( V2 )) € Xin. Assim,

> 2sin?

S(0)
Ker(dxn) = {( Zsm(ei ) c0<u< 7T} que é transversal ao conjunto dos

pontos singulares Yin.

Portanto, X = (9 arctan < f(a))) é ponto de dobra.

e Seja X = (0 arctan (2(:0\5/(:9))) € 3in. Assim,

Ker(dxn) = {(u Mu) c0<u< 7r}.

7 2sin®(6)—1

Portanto, X = (9, arctan <ﬁ\s/(§9)>> é ponto de dobra.
ii) Singularidades de coposto 2:
e Seja Y = <%,k7r), k= 0,1. Neste ponto, o 2-jato de n é dado por

Fn(Y) = (=40, 206).

e SejaY = (’—2’7 %) Neste ponto, o 2-jato de n é dado por
7*n(Y) = (892 + 4¢72, 29¢) que é uma singularidade mais degenerada.

Nos exemplos de projetivos de curvatura que sao regioes planas, estudados acima,

observamos que as singularidades sao do tipo dobra ou mais degeneradas.

4.3 Imersoes 2-Singulares e 2-Regulares

Tratamos agora das imersoes 2-regulares e 2-singulares no sentido de Feldman.
Seja f : M — IR", imersao de classe C? da 3-variedade M em IR". Podemos escolher

coordenadas locais (x,y, z) em p tais que o subespago szM é gerado por:

{g g 3f o2f O f O*f O °f O°f (92f}
dx’ By’ 0z 022" Oxdy’ Oxz’ Oy Oyz’ 022 ()

Logo, dizer que p é um ponto 2-singular é equivalente a dizer que

(6 05 01 O O 0 ) 0 Py
oxr’ Oy’ 0z 0x? 0xdy’ 0Oxz’ 0y? Oyz 022
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é um conjunto linearmente dependente em IR".

Observacao 4.3.1. E claro que para qualquer imersao f : M — R", 4 < n < 8§,
todos os pontos sao 2-singulares. Portanto so faz sentido falar em imersao 2-reqular de

superficies imersas em IR", n > 9.

Proposicao 4.3.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 9, dada

pela imersao [ e sejap € M. Assim, p € ponto 2-reqular de f se, e somente, p € de tipo
Ms.

Demonstragao:

Suponhamos que f seja a imersao na forma de Monge de M3 em p. Assim, p é ponto

2-regular se, e somente se, o conjunto de vetores

{g of af f Pf Pf Of Pf 82f}
Ox’ Oy’ 0z 0x?’ 0xdy’ Oxz’ Oy?  Oyz' 0z22J) )

é linearmente independente em IR", n > 9, ou equivalentemente,

1 0 0

010

0 0 1 0 0 0 0 0

posto =9 =

000 aq bl C1 dl ™ S1

000 an—3 bn—3 Cn—3 dn—?) T"n—3 Sn—3

(p)
ay by 1 dy r1 S1
posto : =6 <= pe M.

Ap—3 bn—S Cn—3 dn—S 'n—3 Sn—3
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Consequentemente,

Corolario 4.3.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 9. Assim,
p € M € ponto 2-reqular se, e somente se, projetivo de curvatura em p € difeomorfo a su-
perficie de Veronese cldssica de ordem 2, através de uma transformacao afim, mergulhada

substancialmente no 5-espago Af f,, transversal ao vetor H.

Corolario 4.3.2. p € M € ponto 2-singular se, e somente se, p € My U M; U ... U Ms.

Se a 3-variedade M é a 3-variedade de Veronese classica de ordem 2 temos que todo
ponto desta 3-variedade é de tipo Mg. Logo, este é um exemplo de imersao 2-regular em
todos os pontos. Para as 3-variedades de translacao apresentadas no capitulo 3, em todo
ponto delas o projetivo de curvatura se degenera e assim, estes sao exemplos de imersao

2-singular.



CAPITULO 5

Contato com k-Planos e k-Esferas

Neste capitulo estabelecemos condicoes para que uma 3-variedade M de classe C?
imersa em IR", n > 9, tenha em cada um de seus pontos, contato de ordem > 2 com
k-planos ou k-esferas de IR", 3 < k < 8, relacionando-os com os projetivos de curvatura e
umbilicidade. Este estudo inclui a extensao de alguns resultados de contatos de superficies
de [25], [8] e [9] para 3-variedades.

Além disso, definimos o cone das direcoes degeneradas para pontos de M.

5.1 Contatos entre Subvariedades

A nocgao de contato entre subvariedades pode ser pensada intuitivamente como o maior
grau de tangéncia entre elas. Em [23] é introduzido um método, que utiliza técnicas da
teoria de singularidades, para estudar os diferentes contatos entre duas subvariedades
do espaco euclidiano. Este método consiste em definir uma aplicacao de contato obtida
pela composi¢ao de um mergulho local que representa uma das subvariedades e uma
submersao local que intersecciona, de modo nao transversal, a outra subvariedade em
uma vizinhanca do ponto de contato. O ponto de contato é entao caracterizado como
uma singularidade da aplicacao de contato.

Desta forma, sejam X e Y subvariedades de IR", localmente definidas através do

91
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mergulho ¢ : R™ — IR™ e da submersao ¢ : R" — R", X = ¢/(R™) e Y = ¢~ 1(0),
respectivamente, com p € X NY, ou seja, p = ¢(x), € R™ e pop(x) =0.

Se m > k existe contato entre X e Y em p se as duas subvariedades nao sao transver-
sais em p. Isto é equivalente a dizer que a diferencial d,(¢ o ¢) : T,IR" — Ty]Rk7
y = p o (x) ndo é sobrejetiva. Logo, ¢ o1 tem uma singularidade ou um ponto critico
em .

Assim, o estudo das singularidades da aplicacao composta ¢ o ¥ nos dd uma forma
de analisar o contato entre as subvariedades X e Y. A aplicacdo ¢ o9 é denominada
aplicacao de contato. O tipo de singularidade independe da particular escolha do
mergulho e da submersao local.

Como aplicacao deste método estudamos os contatos entre uma 3-variedade X = M
imersa em IR", n > 4, dada localmente pela imersdo ¢ : R* — R" e Y = ¢~ }(0) um
hiperplano ou uma hiperesfera dada pela funcao altura ou funcao distancia ao quadrado,
respectivamente.

Para o caso de um hiperplano com vetor normal unitdrio w € S ! e p > 0 sua

distancia a origem, a submersao é dada por
(21, ey Tp) = TW1 F oo F Tpwp +

onde w = (wy, ..., wp).
Para o caso de uma hiperesfera de centro a € IR" e raio r > 0 a submersao é dada
por
021, n) = (11 —a1)* + .. + (2 — an)? — 12,
onde a = (ay, ..., ay,).
Portanto, os contatos de M com a familia de hiperplanos sao dados pelas

singularidades da familia de fungoes altura:
AMy) : R*xS"! — R
(p,w) — ¢(p) W= ¢W(p)>

onde - denota o produto interno usual em IR".
J&4 os contatos de M com a familia de hiperesferas sao dados pelas singula-

ridades da familia de fungoes distancia ao quadrado:
o) : R®*xR" — R
(p.a) > lU(p) —all* = da(p).
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Agora vamos definir contato de ordem > 2 entre duas subvariedades, pois é o tipo de

contato que analisaremos.

Definicao 5.1.1. Sejam X e Y subvariedades de IR", localmente definidas através da
imersio ¢ : R™ — R"™ e da submersio ¢ : R" — R*, X = ¢(IR™) e Y = ¢ 1(0),
respectivamente, com p € X NY. Dizemos que X e Y tém contato de ordem > 2 em

p se, e somente se, todas as derivadas parciais de p o) de ordem < 2 se anulam em p.

5.2 Funcao Altura e Contato com k-Planos

Consideramos a familia de fungoes altura associada a imersao de uma 3-variedade M
em IR", n > 5, localmente dada por 1 : R®* — IR™. A imersdo 1 define para cada

w € S"! uma funcgao altura
v, : R* — R
(iL‘,y,Z) — Tﬂ(%yvz)‘w-

Temos que p € M ¢ ponto singular de 1, se, e somente se, w € N,M.
As singularidades desta familia descrevem os contatos de M com hiperplanos de IR".

Denotamos por Hess (¢w (p)) a forma quadrética Hessiana da funcao altura v, em p,

onde
wazx(p> tw %y(p) W %:Z(P) w
Hess(ww(p)) = | V) w  Yy)w  Yplp)w |- (5.2.1)
¢xz(p) s W ¢yz(p> w ¢zz(p> w

Assim, dado w € N,M, a 3-variedade M tem contato de ordem > 2 com o hiperplano
H, em p se, e somente se, posto (Hess(@bw(p))):(), onde H,, é o hiperplano que passa
por p e é ortogonal a w. Neste caso, os contatos ocorrem ao longo de todas as direcoes
no espago tangente 7, M pois Hess(,) = 0.

Do teorema de genericidade de Looijenga [20] temos que existe um conjunto residual

de imersoes em C*°(M,IR"™) com a topologia C*° de Whitney para o qual a familia A\(¢))
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¢é localmente estavel. Neste caso, exceto para um conjunto fechado de interior vazio
de diregoes normais w € S™! em p, o germe da funcio altura 1, em p é estavel (isto
é, de tipo Morse), mas também podemos encontrar certas diregbes que dao origem a
germes nao estaveis da funcao altura, ou seja, direcoes cuja funcao altura associada tem
singularidade mais degenerada que Morse em p.

Logo, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.2.1. Seja M uma 3-variedade de classe C* imersa em IR", n > 5, e p € M.
w € NyM € uma direcao degenerada em p se, e somente se, Y, tem uma singula-
ridade mais degenerada que Morse em p, isto é, Hess(1,(p)) nao € regular.

Y, € chamada funcao altura direcao degenerada em p.

O coposto da funcao altura direcao degenerada 1, em p € igual a dimensao do ntcleo
da forma quadrdtica Hess(¢,(p)), isto ¢, coposto(v,(p)) = dim Ker(Hess(¢u(p))).

Definicao 5.2.2. A funcao altura 1, tem wuma singularidade degenerada
de coposto 1, ou singularidade de coposto i, em p € M se, e somente se,

coposto(Hess(¢.(p))) =i para i =1,2,3.

O objetivo desta secao é determinar sob quais condi¢oes um ponto p € M admite
direcoes normais degeneradas, tais que hiperplanos ortogonais tém contato de ordem

> 2 com M em p.

Observacao 5.2.1. Suponhamos que a imersio de M em IR", n > 5, seja dada local-
mente pela forma de Monge f, para cada p € M. Dado w € N,M, sabemos que M tem
contato de ordem > 2 com H, em p se, e somente se, coposto(Hess(fw(p))) =3, ou
seja,

@€ (Jea®). Fas0), £ 0. F0), o). Soc0)) = (NAD)

Portanto,

e sebH < n <8 M tem contato de ordem > 2 com H, em p, se e somente se,
—4
p € U2y Mi.

e se n=9 M tem contato de ordem > 2 com H,, em p, se e somente se, f é 2-singular

em p se, ou seja, o projetivo de curvatura em p € degenerado.
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Proposicao 5.2.1. Dados uma 3-variedade M de classe C* imersa em IR", n > 5,

pEM e we N,M um vetor nao nulo, as formas quadrdticas I1,(p) e Hess(f.(p))
sao equivalentes.

Demonstracao:
Suponhamos que a 3-variedade M seja dada localmente na forma de Monge

f o (R%(0,0,0) — (R"(0,0,0,..,0))
b= (.Z',y,Z) = f(p) :xwl+yw2+zw3+f1(p)w4+n-+fn73(p>wn7

dfi dfi dfi , )
J (0,0,0) = —f(0,0,0) = —f(0,0,0) =0,parat=1,2,...n—3, {w,wy, w3} é

onde £ dy 3,

um referencial ortonormal de T,M e {ws,...,w,} ¢ um referencial ortonormal de N,M.

Dado w € M podemos escrever w = 21wy + ... + Z(n—3)wp, € assim a funcao altura na

direcao de w é dada por

n—3
fw(x7y7 Z) = f(xa Y, Z) W= Z’Zif’i(‘ra Y, Z)'
i=1
Deste modo,
0*f., — 3., — 821, 3
52 (p) = ; U Gy (p) = ;bm, 5 (p) = ;Cizi:

anw n—3 anw n—3 82fw n—3
(p) = Zdizia (p) = Zrizia W(p) = ; Si%;.
Consequentemente,

2?1_13 iz 2?1_13 biz; 2?1_13 Ciz;
n—3

Hess(fw(p)) = 22:13 biz Z?;B dizi Y iy Ti%
Sz Yo s oy Si%i

Por outro lado, os coeficientes da segunda forma fundamental segundo a dire¢ao nor-

mal w sao dados por:

éw(p) = foc:c(p)w = Zaizia fw(p) = f:cy(p) W= szzza gw(p) = f:cz(p) W= Zcizia

n—3
Lw(p) = fyy(p) w = Zdizi7 jw(p) = fy=(p) - w = rizi,  ko(p) = for(p) w = SiZi-
i=1 ; -
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Portanto, I1,(p) = Hess(f.,(p)).
|
A préxima proposicao relaciona o coposto da funcao altura degenerada com as diregoes

normais que estao no subespaco NI}M C N,M.

Proposigcao 5.2.2. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 5,
dada localmente pela forma de Monge f. Dados p € M e uma dire¢cao degenerada

w € N;M C N,M, entao o ponto p € uma singularidade de coposto 1 ou 2 de f,.

Demonstracgao:

Dado w € N[}M C N,M, temos que p é singularidade degenerada de coposto 3 se, e

somente se,
Z?:_f) a; Z; Z?z_lg bz Zn_lg CiZi
Hess (fw (p)) = 2?2—13 biZz‘ 2?2—13 dizi 2?2_13 TiZi =0.
2?1_13 Cizi 2?1_13 iz Z;:ls Si %
Como

w

n—3

N M = < (a; + d; + 2s;) ei4s, Z (a; — d;)eiys, Z bi€iy3,
=1

=1 =1

3

w

n—3 n—3

(—a; — di + 2s;) €ips, Ci€iy3, 7’@61+3>»
1 i=1 i=1

3

%

segue que se Hess ( fw(p)) ¢ a matriz identicamente nula entao w deve ser ortogonal a
1
N, M.
Logo, se w é direcao degenerada nao trivial temos que f, tem singularidade de coposto
1 ou 2.
|

Corolério 5.2.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR" e p € M.

M tem contato de ordem > 2 com o hiperplano H, em p se, e somente se,
we (NJM)*= C N,M.
5.2.1 Cone das Diregoes Degeneradas

Sejam M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 9, dada localmente pela

forma de Monge f e p € M. Assim, w € N,M é uma direcao degenerada se, e somente
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se, p é uma singularidade degenerada se, e somente se, w satisfaz:

2

(fow - w) (fyy - @) (foz - @) + 2(fay - w) (faz - @) (fyz - w) = (faz - @) (fyz - w)

2

(@) (for - 0)* = (for - 0) (fuy - w)* =0, (5.2.2)

sendo  fre, fay, ..., f22 calculados em p.

Consideramos  N,M = N}M & (N[}M)L e R" = T,M & N,M. Sejam
{wl,w2,w3}, {w4, ...,wg} e {wm, ...,wn}, referenciais ortonormais de T),M, NI}M e
(NZ}M )L, respectivamente. Deste modo, dado w € N,M tendo como coordenadas
(24, 25, ..., 2n) nesta base, a equagao (5.2.2) acima é uma equagao ctibica homogénea nas
variaveis 2y, ..., 2g.

Definimos por
D, = {w € N,M : w satisfaz (5.2.2), w# O} C N,M

o conjunto das direcoes degeneradas de M em p.
Nomeamos por cone das diregoes degeneradas o conjunto das direcoes degene-
radas dado por:
Cy =D, NN, M. (5.2.3)

Observamos que, C, é formado por todas as dire¢oes degeneradas tais que p é singu-
laridade de coposto 1 ou 2.

Temos ainda, como uma consequéncia do corolario 5.2.1 a seguinte proposigao:

Proposicao 5.2.3. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R", n > 9.

Entao:

e pe M, 1<1<6 se esomente se, o subespaco das diregoes normais degeneradas
de coposto 3 tem dimensao ((n—3)—i) se, e somente se, dimk, =1 e H € E,, ou

dimE, =1—1 e H € transversal a E,.

e p < My se, e somente se, o subespaco das direcoes normais degeneradas de coposto
3 € dado por N,M.

Assim, de acordo com o tipo M; do ponto considerado sabemos qual a dimensao do

subespaco que fornece dire¢oes normais degeneradas, cujos hiperplanos ortogonais tém
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contato de ordem > 2 com M neste ponto.

Podemos, como ¢é feito no caso de superficies em [21] e [25] associar o cone das dire¢oes
degeneradas ao espaco Q(3) das formas quadraticas nas varidveis x, y e z.

Sejam M uma 3-variedade de classe C? imersa em R", n > 9, p € M e w € N,M
dado por w = (24, ..., 2,) em relagdo ao referencial normal {w4, s wn}.

Utilizando as identidades naturais (através da base induzida pelo referencial ortonor-

mal acima) de N,M com IR"™® e de Q(3) com IR’, definimos a transformagcio linear

Z4

ou seja, a transformacao linear cuja matriz é a transposta da matriz da segunda forma
fundamental [a¢(p)].

Notamos que f, tem singularidade degenerada de coposto 3 em p se, e somente
se, Hess ( fw(p)) é a forma quadratica nula, que por sua vez é equivalente a dizer que
w € Kerd, C E,.

Utilizando a transformacao linear A, podemos reescrever a proposicao 5.2.3 obtendo:
Proposicao 5.2.4. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR", n > 9. Entdo:
e pe M, 1< i<6 se e somente se, posto(A,) = i se, e somente se,
dim(KerA,)) = (n — 3) — 1.
o pc My se, e somente se, posto(A,)=0 se, e somente se, KerA, = N,M.

Podemos detalhar ainda mais as proposicoes 5.2.3 e 5.2.4. Elas podem ser traduzidas

da seguinte maneira:

e Sep e Mg, M de classe C? imersa em IR?, ndo existe 8-plano em IR? que tenha

contato de ordem > 2 com M em p.

Porém, se M estd imersa em IR", n > 9, e p € Mg, M tem contato de ordem

> 2 com um 9-plano, mas nao com um 8-plano.

Suponhamos M imersa em IR", n > 9. Temos que:
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e Se p € Mj, existe um 8-plano H® que tem contato de ordem > 2 com M em p. Se
p é ponto nao quase-quase-umbilico, este 8-plano é dado por H® = T,M & N;M ;
porém, se p é ponto quase-quase-umbilico, HS = T,M & E, @ (E, \ Ker A,), ou seja,
H8 =T,M & (KerA,)" .

e Se p € M,, existem dois 8-planos HE, e H, que tém contato de ordem > 2 com
M em p. Como as direcoes normais degeneradas w; e wy podem ser tomadas de
modo que sejam ortogonais, entao M tem contato de ordem > 2 com o 7-plano
Hf, = H, NHE, em p.

Além disso, se p é ponto quase-quase-umbilico temos HY, = T,M & Nle ; porém,

se p é ponto semi-quase-umbilico, HY = T,M & (KerA,)".

8
w1?

e Se p € M;, existem trés 8-planos H HiQ e Hfig que tém contato de ordem > 2
com M em p, sendo as direcoes normais degeneradas w;, ws e w3 ortogonais entre
si. Portanto, M tem contato de ordem > 2 com o 6-plano Hf = HE NHS, NHS,

em p.

Logo, se p é ponto semi-quase-umbilico temos H° = T,M & NI}M ; enquanto que

se p é ponto quase-umbflico, HS = T,M & (KerA,)*.

o Sep e M, existem quatro 8-planos HY , HY, , HY e HY que tém contato de ordem
> 2 com M em p, sendo as quatro dire¢coes normais degeneradas ortogonais entre
si. A 3-variedade M tem contato de ordem > 2 com o 5-plano H? = ﬂ?zl HE  em
p. E assim, se p é ponto quase-umbilico temos H? = T,M & NI}M ; enquanto que

se p é ponto semi-umbilico, H> = T,M & (KerA,)= .

e Analogamente, se p € M; existem cinco 8-planos Hii, 1 = 1,...,5, que tém
contato de ordem > 2 com M em p, sendo as cinco direcoes normais degeneradas
mutuamente ortogonais. A 3-variedade M tem contato de ordem > 2 com o 4-plano
HY =N, HE, em p. E assim, se p é ponto semi-umbilico temos H, = T,M &N} M;
enquanto que se p é ponto umbilico, H = T,M & (KerA,)*.

e p € M,y se, e somente se, M tem contato de ordem > 2 com o espaco tangente
T,M.
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Outra conclusao obtida a partir do corolario 5.2.1 é a seguinte:

dado p € M, o

conjunto das diregoes degeneradas cujas fungoes altura tém singularidades de coposto 3

em p estd contido em E'.

Desta forma, consideramos o lema, o qual sera utilizado na préxima secao, mais

especificamente na proposicao 5.3.2:

Lema 5.2.1. Seja M uma S-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 9. Dadop € M,

existe uma transformagao linear A, : EpL — IR tal que

Hess(fw(p)) =

Esta aplicacao € dada por

onde w = (z1, ...,

dados como acima.

Demonstragao:

n—3
= g QAiz4
i=1

Zn—3) com respeito a base ortonormal {w4, e

Ap(w) 0
0 Ap(w)
0 0

n—3

n—3

i=1

SiZi,

wn} emp, e a;, d; e s;

De fato, como E, = <B(p), C(p), D(p),U(p), V(p)> temos

weEpl —

n—3

n—3

Zb ZZ—Z— ;— d; + 2s;)

=1

Logo,

Portanto segue o resultado.

=1

w-B=w-C=w-D=w-U=w-V=0

<~
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No préximo lema determinaremos o posto da aplicagao A(p) a partir da classificacdo

de tipo M; de p. Este resultado também serd utilizado na préxima secao.

Lema 5.2.2. Dados M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR", n > 9, ep € M
temos:

i) Sep e Mg entdo posto(A,) = 1.

ii) Sep e Ms € ponto ndo quase-quase-umbilico, entao posto(\,) = 0.
iii) Se p € Ms € ponto quase-quase-umbilico, entio posto(A,) = 1.
iv) Sep e My € ponto quase-quase-umbilico, entao posto(A,) = 0.

v) Sepe My € ponto semi-quase-umbilico, entdo posto(A,) = 1.

vi) Sep e Ms é ponto semi-quase-umbilico, entdo posto(\,) = 0.

vii) Se p € Ms € ponto quase-umbilico, entao posto(N,) = 1.

viii) Se p € M, € ponto quase-umbilico, entdo posto(A,) = 0.

ix) Sep e M, € ponto semi-umbilico, entdo posto(\,) = 1.

x) Sep e My € ponto semi-umbilico, entdo posto(X,) = 0.

xi) Sep € M,y € ponto umbilico, entdo posto(\,) = 1.

xii) p € M, se, e somente se, posto(\,) = 0.

Demonstracao:
Basta observar que: w € EpL tal que A\,(w) = 0 se, e somente se, Hess(fw(p)) =0
se, e somente se, w €KerA,, pois KerA, C E,- implicando em coposto(),) =dim(KerA,).
|
A questao da umbilicidade pode ser melhor analisada através dos contatos com

hiperesferas que é o assunto da proxima segao.

5.3 Funcao Distancia ao Quadrado e Contato com

k-Esferas

Nesta secao vamos analisar os contatos de ordem > 2 entre 3-variedades de classe C?
imersas em IR", n > 9, e k—esferas em IR" para 3 < k < 9.

Consideramos a familia de funcoes distancia ao quadrado associada a imersao de uma
3-variedade M em IR™, n > 4, localmente dada por ¢ : R* — IR"™. A imersdo ¢ define
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para cada a € IR" uma fungao distancia ao quadrado

d, : TR? — R

(xvya Z) = ||'¢(I,y,2’) _a||2‘

A familia de funcoes distancia ao quadrado ® nos fornece uma descrigao dos diferentes
contatos de M com hiperesferas do espaco ambiente. FEstes contatos sao dados pelas
singularidades destas funcoes.

Observamos que p € M é ponto singular de d, se, e somente se, a pertence ao
subespac¢o normal a M em p.

Os teoremas de generecidade de Looijenga [20] e Montaldi [23] nos dizem que existe
um subconjunto residual de imersoes C*°(M,IR") com a topologia C*° de Whitney para
o qual a familia de fungoes distancia ao quadrado é localmente estavel. Logo, para a

maioria das dire¢oes normais as singularidades d, sao estaveis.

Definicao 5.3.1. Seja M wuma 3-variedade de classe C? imersa en IR", n > 5.
Dizemos que um ponto a € IR" € um centro focal em p € M se, e somente se, a
fungao distancia ao quadrado d,, associada ao vetor a tem uma singularidade degenerada
em p.

O subconjunto do IR™ constituido de centros focais para pontos em M é denominado
conjunto focal de M em R".

As hiperesferas centradas em centros focais sao chamadas hiperesferas focais.

Os contatos de M com hiperesferas focais ocorrem ao longo de diregoes que estao no
ntcleo da forma quadrética Hess(d,). Dentre estas diregoes estao aquelas cujas fungdes
distancia ao quadrado associadas tém singularidade de coposto 3, correspondendo aos
contatos de ordem > 2 das hiperesferas focais e M. Neste caso, a forma quadratica
Hess (da) ¢ identicamente nula e assim os contatos ocorrem ao longo de todas as diregoes

do espaco tangente.

Definigao 5.3.2. Sejam M de classe C* imersa em R™, n>5, ep € M.
O centro de uma hiperesfera focal € chamado foco umbilico de M em p se, e so-
mente se, a funcao distancia ao quadrado associada tem uma singularidade degenerada

de coposto 3 em p.
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Segue da definicao acima, que M tem contato de ordem > 2 com uma hiperesfera
focal em p se, e somente se, esta hiperesfera esta centrada em um foco umbilico para M
em p.

Agora vamos analisar sob quais condi¢oes um ponto de uma 3-variedade admite focos

umbilicos.

Proposicao 5.3.1. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 9, dada
localmente pela imersao 1 : R* — IR™. Dados p € M e w € EpL uma dire¢cao
degenerada, a dire¢io normal q(w) = ¥(p) + pw € foco umbilico para M em p se, e
somente se,

1 1 1 n—3 n—3 n—3
n = =3 = po—Y = po—Y e bizi = Cizy = T2 = 0,
2. 2ict iz X0 ; ; ;

i=1 di%i im1 Si%i

sendo w = (21, ...,Zn_g) dado de acordo com o referencial de N,M e a;, b, ¢;, d;, r; e

si, 1 =1,...,n—3, os coeficientes da sequnda forma fundamental em p, neste referencial.

Demonstragao:

Seja ¢(w) um centro focal para M em p. Entao

-y 1azz+1 —puy 5 b2 —p> 10221
Hess(dgw)(p)) =2 |  —uX i biz —p i d-zz- +1  —p ZZ | Ti%i
— Zl 1 Ci% — Zl LTz — EZ Usizi+ 1

Consequentemente, ¢(w) é foco umbilico para M em p se, e somente se,

Hess (dq(w) (p)) =0 se, e somente se,

1 1 1 n—3 n—3 n—3
W= Zn_g — = Zn_3 ™ = Zn_3 — e E b;z; = E CiZi = E riz; = 0.
i=1 Qi%i i=1 Fi%i i=1 Si%i i=1 i=1 i=1

Segue o corolario.

Corolério 5.3.1. Sejam M wuma 3-variedade de classe C? imersa em IR™, n > 5, e
p € M. Dada uma direcao degenerada w € EPL, o centro focal q(w) € um foco umbilico

para M em p se, e somente se,

o O

Hess (ww (p)) =

S O E®I
o TR O

T I=
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onde
1 1 1 n—3 n—3
U= = = =< == e Z b,z = Z C;iz = Z riz; = 0.
i @iz Doy iz Yy SiZ i1 i—1
Demonstragao:

Basta observar que
Z?:? iz Znig bizi Z?;ls CiZi
Hess (Mu (]9)) = Z?:_f’ bizi Yo, 3z Z;:f riZ;
Z?:_{g Cizi Z?:f’ TiZi Z;:ls Si%i

Observacao 5.3.1. Observamos que o coroldrio acima relaciona as formas quadrdticas

Hess (ww(p)) e Hess (dq(w) (p)), quando q(w) € um foco umbilico, pois temos:

Hess (1, (p)) = = Hess(dyw)(p)) =

o O EI=
O ®I= O
TR O O
o o O

0 0
0 0
0 0

Proposicao 5.3.2. Seja M uma 3-variedade imersa em IR", n > 9, dada localmente
pela imersio v : IR® — IR™. Dadosp € M e w € EL uma direcao degenerada tal que
Ap(w) # 0, entdo q(w) =Y(p) + 5 ( ToY ¢ foco umbilico para M em p.

Demonstragao:

Segue do lema 5.2.1 que

Ap(w) 0 0
Hess(vu(p) = | 0 Xy(w)

Assim, dado w € EpL tal que A\y(w) # 0 temos que Hess (dq(w) (p)) = 0 pela
observagao anterior. Logo, p é singularidade de coposto 3 da fun¢ao distancia ao quadrado
dg(w) € assim, g(w) é foco umbilico para M em p.

|

Agora ja estamos em condicoes de dizer, para cada tipo de ponto de M, se este admite

ou nao foco umbilico.

Inicialmente vamos supor a 3-variedade imersa em IR’ e em seguida generalizamos.
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Proposicao 5.3.3. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em IRY. Assim,

i) Dado p € Mg existe um unico foco umbilico para M em p e este estd na unica dire¢do
normal contida em EPL.

i) Se p € Ms é ponto quase-quase-umbilico entdo os focos umbilicos para M em p
formam uma reta contida no plano EpL.

iii) Para um ponto semi-quase-umbilico p € My, os focos umbilicos formam um plano
contido no 3-espago EpL.

iv) Se p € M3 ¢é ponto quase-umbilico, entdo os focos umbilicos formam um 3-espago
contido no 4-espago E, .

v) Para um ponto semi-umbilico p € My, os focos umbilicos formam um 4-espago contido
no H-espaco EpL.

vi) Para um ponto umbilico p € My, os focos umbilicos formam um 5-espago contido no
6-espago Ey- = N, M.

Demonstracao:
i) Dado p € Mg temos dimE;=1 e posto(A,)=1. Logo, existe uma tnica direcao
normal w € E, e Ap(w) # 0.

Portanto, ¢(w) = ¥(p) + m ¢ o unico foco umbilico para M em p.

ii) Se p € Ms é ponto quase-quase-umbilico, entao dimEpL:2 e posto(A,)=1. Deste

modo, existe uma unica dire¢ao normal w € EpL tal que A\,(w) #0 e

¢ foco umbilico para M em p.
Além disso, coposto(A,)=1 e assim, existe uma dire¢do normal unitéria v ortogonal
a w tal que Ker(\,)=(v).

Dado w € (E;\Ker)\p) um vetor arbitrario, podemos escrever w = pw + v,

p1, 2 € IR. Logo, A\p(w) = mA,(w) # 0 e assim, q(w) = ¥(p) + S (1w>w é foco
umbilico. Mas, ’
1
q(w) = v(p)+ ) ¥(p) + m(mw + [i2v)
_ 1 _ M2
v(p) + - (w+ ), p " cR
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Portanto, variando p temos uma reta de focos umbilicos para M em p contida no

plano Epl.

iii) Se p € M, é ponto semi-quase-umbilico, entao dimEpl:?) e posto(A,)=1. Deste

modo, existe uma unica dire¢ao normal w € EpL tal que A\,(w) #0 e

é foco umbilico para M em p.

Além disso, coposto(A,)=2, e assim, existem dois vetores (que podemos supor unitarios)
vy e vy ortogonais a w tal que Ker(\,)=(vy, va).

Dado w € (E[,L\Ker)\p) um vetor arbitrario, podemos escrever w = 1w+ v+ U3vs,

1

w € R, i =1,2,3. Logo, \y(w) = A, (w) # 0 e assim, ¢(w) = ¥ (p) + mw é foco
w

umbilico. Mas, ’

q(w) = ¥(p)+ @ =(p) + [1w + pov1 + p3vs)

)

L 7 i -~ _ M2 . M3
(o), R = em
<w$wi>( ) H1 M1

Portanto, variando iy e fis temos um plano de focos umbilicos para M em p contido

no 3-espaco E'.

Para os casos iv), v) e vi) a demonstracao é anédloga as anteriores, observando que:
iv) Se p € M3 é ponto quase-umbilico, entao dimEpLzél, posto(A,)=1 e coposto(\,)=3.
v) Se p € M, é ponto semi-umbilico, entao dimEpL:5, posto(A,)=1 e coposto(\,)=4.
vi) Se p € M; é ponto umbilico, entao dimE, =6, posto(,)=1 e coposto(A,)=5.

Esta proposicao se generaliza da seguinte maneira:

Proposicao 5.3.4. Seja M uma 3-variedade de classe C? imersa em R™, n > 9. Assim,
i) Dado p € M;g existe uma subvariedade afim de codimensdo (n-9) contida no
(n-8)-espago EPL, constituida de focos umbilicos para M em p.

ii) Se p € M5 ¢é ponto quase-quase-umbilico entdo os focos umbilicos para M em p for-

mam um (n — 8)-espago afim contido no (n — 7)-espago E-.
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iii) Para um ponto semi-quase-umbilico p € My, os focos umbilicos formam um
(n —T7)-espago afim contido no (n — 6)-espago E,.

iv) Para um ponto quase-umbilico p € Ms, os focos umbilicos formam um (n-6)-espago
contido no (n-5)-espago E, .

v) Para um ponto semi-umbilico p € My, os focos umbilicos formam um (n-5)-espago
contido no (n-4)-espago EpL.

vi) Para um ponto umbilico p € My, os focos umbilicos formam um (n-4)-espago contido
no (n-3)-espago E, = N,M.

Apresentamos agora o conceito de foco no infinito.

Observamos que dado p € M existe foco umbilico, ¢(w), em p se, e somente se,
w € (ExX\ Ker),). As diregoes v € Ei- tais que A,(v) sao diregdes em que o foco umbilico
vai para o infinito, dizemos ser um foco infinito. Neste caso, o contato de ordem > 2
de M se d4 com um hiperplano H,,, passando por p e ortogonal a v.

A partir das proposicoes acima e do que foi feito na se¢ao anterior obtemos as seguintes

conclusoes para uma 3-variedade M imersa em IR", n > 9.

e Se p € My existe um unico foco umbilico para M em p e este esta na tnica direcao
normal contida em EPL. Portanto, existe uma tnica 8-esfera focal S® tal que M e

S8 tém contato de ordem > 2 em p.

e Se p € M; é ponto nao quase-quase-umbilico entao existe um foco infinito em p
e M tem contato de ordem > 2 em p com um 8-plano. Porém, M nao admite

8-esferas focais em p.

e Se p € M; é ponto quase-quase-umbilico, existem um tnico foco umbilico (dado
pela proposigao 5.3.3) e um tnico foco infinito. Assim, M tem contato de ordem
> 2 em p com uma 8-esfera S5 e com um 8-plano H®. Como estes sao determinados
por direcoes ortogonais segue que M tem um contato de ordem > 2 com a T-esfera
Sl =SENHE em p.

e Seja p € M, ponto quase-quase-umbilico. Entao p nao tem foco umbilico e por-
tanto, M nao admite 8-esferas focais em p.

Por outro lado, p tem dois focos infinitos e assim, M tem contato de ordem > 2 em

p com um 7-plano.
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Se p € M, é ponto semi-quase-umbilico, entao p tem um unico foco umbilico
(dado pela proposicao 5.3.3) e dois focos infinitos. Assim, M tem contato de ordem
> 2 em p com uma 8-esfera focal S® e com um 7-plano H'. Como estes sao
determinados por diregoes ortogonais segue que M tem um contato de ordem > 2

com a G-esfera Sy , = S§NHY, em p.

Se p € M3 é ponto semi-quase-umbilico, entao p nao tem foco umbilico, e portanto,
M nao admite 8-esferas focais em p. O ponto p tem somente focos infinitos e

portanto, M tem contato de ordem > 2 com hiperplanos em p.

Se p € M3 é ponto quase-umbilico, entao p tem um tnico foco umbilico (dado pela
proposicao 5.3.3) e assim, M admite uma 8-esfera focal S, a qual tem contato de
ordem > 2 com M em p. As outras trés diregoes normais degeneradas sao focos
infinitos para M em p e ddo um contato de ordem > 2 de M com o 6-plano H® em
p. Sendo w ortogonal a v segue que M também tem contato de ordem > 2 com a
5-esfera S5, = S5 NHYS em p.

Se p € M, é ponto quase-umbilico, entao p nao tem foco umbilico. Ele tem somente

focos infinitos. Logo, M tem contato de ordem > 2 em p somente com hiperplanos.

Se p € M, é ponto semi-umbilico, entdo M admite uma 8-esfera focal S%, que tem
contato de ordem > 2 com M em p. As outras quatro dire¢coes normais degeneradas
w;, © = 1,2,3,4 sao focos infinitos para M em p, que podem ser consideradas
ortogonais entre si. Segue que M tem contato de ordem > 2 com o 5-plano H? em
p. Sendo w ortogonal a v segue que M também tem contato de ordem > 2 com a
4-esfera Sy, = S5 NHY, em p.

Se p € M; é ponto semi-umbilico, entao p nao tem foco umbilico. Ele tem somente

focos infinitos. Logo, M tem contato de ordem > 2 em p somente com hiperplanos.

Se p € M, é ponto umbilico, entao M admite uma 8-esfera focal S°, que tem contato
de ordem > 2 com M em p. As outras dire¢oes normais degeneradas w;, i = 1,2, 3,4
sao focos infinitos para M em p. Segue que M tem contato de ordem > 2 com o
4-plano H! em p. Sendo w ortogonal a v segue que M também tem contato de

ordem > 2 com a 3-esfera S} , = SSNHY em p.

e Os pontos de tipo My nao admitem focos umbilicos.



Perspectivas Futuras

Consideramos este trabalho uma primeira etapa na abordagem de variedades tridi-
mensionais de classe C? imersas em IR", n > 4 via seus projetivos de curvatura e a andlise
de seus contatos com k—planos e k-esferas de varias dimensoes.

Dentre nossas perspectivas futuras de continuidade deste trabalho destacamos:

e Singularidades
Analise, considerando-se todas as situagoes possiveis das singularidades do projetivo

de curvatura, com as respectivas interpretagoes sobre a variedade tridimensional.

e Umbilicidade e Configuragoes Principais
Baseando-se nos trabalhos de Romero-Fuster e Sanchez-Bringas [29] e Moraes [25]
pretendemos estender alguns conceitos cldssicos da geometria de superficies para
3-variedades imersas em IR", n > 4, como por exemplo, direcoes principais, direcoes
assintoticas, curvaturas principais, linhas de curvatura e umbilicidade, relativa-
mente a uma direcao normal a 3-variedade. Usaremos estes resultados para discu-
tir, por exemplo, a hiperesferecidade de uma 3-variedade e a convexidade local de

3-variedades.

e Projecoes
Um aspecto interessante a ser analisado ¢ a relacao dos tipos de matrizes de trans-
formacoes lineares possiveis obtidas nas proposicoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, com ca-
racteristicas de projegoes em k-planos, £ = 0,1,2,3,4, como o que é feito, por

exemplo, em [26].

109
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e Cone das direcoes degeneradas e conjunto focal
De acordo com o projetivo de curvatura em um ponto de uma variedade tridimen-
sional se degenerar ou nao, pretendemos estudar o cone das diregoes degeneradas
dado por (5.2.3) e o conjunto focal, definigao 5.3.1, nos diferentes casos, conforme

foi feito em [8].
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