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Resumo

A crescente utilizagao de copulas para modelagem de dependéncia em dados multi-
variados leva ao estudo de metodologias para o ajuste de copulas. Este estudo é recente,
assim como a plena utilizacao da teoria de copulas para modelagem padrao. Grande
parte das metodologias existentes ainda encontra-se em fase de estudo e somente alguns
métodos foram validados recentemente. Ha a necessidade de mecanismos de facil acesso
a deteccao de estruturas de dependéncia ainda escassos na literatura. Nesta dissertacao,
é apresentado um método grafico para o ajuste de copulas, adaptado do QQplot, denom-
inado Kendall Plot. Este método torna-se mais completo que o QQplot ao se postular a
adicao de bandas de confianca ao grafico Kendall Plot, que permitem tomar uma decisao
em relacao a uma estrutura de dependéncia fixa, expressa por uma copula, a ser testada
para a amostra disponivel. A reducao de dimensao dos dados a uma variavel unidimen-
sional denominada BIPIT, que carrega informagao a respeito da estrutura de dependéncia
dos dados, permite a utilizacao da adaptacao do QQplot com o fim de se testar estruturas
de dependéncia.

Palavras-Chave: Copulas, BIPIT, Q-Qplot, Kendall Plot, Teste de hipotese, Tau de
Kendall.



Abstract

The growing utilization of copulas to the dependency fitting of multi-variated data
leads to the study of methodologies for copulas fitting. This study is recent, such as the
complete utilization of the theory of copulas to standard fitting. Many of the existing
methodologies are still in studies and only some have been recently validated. There is
a need for easy-access mechanisms to detect dependency structures still missing in the
statistical literature. It is presented in this dissertation a graphic method to the copulas
fitting adapted from QQplot denominated Kendall Plot. This method is more complete
than the QQplot due to the addition of confidence bands to the Kendall Plot graphic
that allows the researcher to make a decision related to a fixed dependency structure,
expressed by a copula, to be tested to the available sample. The reduction of the data
dimension to a one-dimensional random variable, called BIPIT, which carries information
about dependency data structure, allows the utilization of the QQplot adaptation for
testing dependency structures.

Key Words: Copulas, BIPIT, Q-Qplot, Kendall Plot, Statistical hypothesis testing,
Kendall’s Tau.
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Capitulo 1

Introducao

Quando se fala em modelagem de dependéncia, hoje em dia um dos primeiros temas a
ser levado em consideragao ¢ a recente teoria de copulas discutida por Joe (1997) 28] e
Nelsen (1999) [30]. Esta teoria se torna atrativa devido as copulas abrangerem um grande
leque de estruturas de dependéncia e conseguirem modelar completamente a estrutura de
dependéncia dos dados. No Capitulo 1 as primeiras secoes sao dedicadas & exposicao de
uma introducao para a teoria de copulas. Por se tratar de uma teoria recente, o estudo de
metologias formais para o ajuste de copulas ainda é considerado um problema desafiador.
Autores como Genest, Quessy & Rémillard (2006) [20], Dobri¢ & Schmid (2007) [7],
Genest, Rémillard & Beaudoin (2008) [23] e Genest & Rémillard (2008) [22] proproem
estatisticas para realizagao de um procedimento bootstrap paramétrico para modelar os
dados a familias paramétricas de copulas. A validade deste procedimento é provada por
Genest & Rémillard (2008) [22] para duas das estatisticas presentes na literatura. Hé a
necessidade de mecanismos de facil acesso a deteccao de estruturas de dependéncia ainda
escassos na literatura.

O objetivo central desta dissertagao é postular um mecanismo grafico para modelagem
de dependéncia, em particular, modelagem de cépulas munido de bandas de confianca.
O grafico Kendall Plot, uma adaptacao do QQplot, proposto inicialmente por Genest &
Boies (2003) [19] como mecanismo para detectar independéncia ¢ usado para este fim
sendo apresentado no Capitulo 4. A estrutura de dependéncia dos dados multivariados é
condensada em uma v.a. unidimensional denominada BIPIT H, detalhada no Capitulo
2, que nada mais é que os dados transformados pela fungao distribuigao acumulada.
Sklar(1959) [38] mostra que se as marginais dos dados multivariados sdo continuas, entao



existe uma tnica copula C' relacionada a funcao distribuicao dos dados por

H(X1, ..., X,) = C(Fi(X1), ..., Fy(X,) = C(UL, ..., Uy)

sendo Uy, ..., U, com distribuicao U(0,1). Logo a v.a. BIPIT é a propria copula.
Como a v.a. unidimensional BIPIT guarda informacao a respeito da estrutura de de-
pendéncia dos dados ela é usada para construgao do grafico Kendall Plot que permite
testar esta estrutura de dependéncia.

Como o QQplot, o Kendall Plot constitui um meio auxiliar para a realizacao do teste,
necessitanto de uma metodologia formal de ajuste para validar seu resultado. Porém,
conforme apresenta o Capitulo 5, o Kendall Plot torna-se uma ferramenta completa para
ajuste dos dados visto que permite aproveitar a estrutura da v.a. BIPIT para definir
bandas de confianga que permitem tomar uma decisao em relacao a uma estrutura de
dependéncia fixa, expressada por uma copula, a ser testada para a amostra disponivel.

O Kendall Plot juntamente com a banda de confianca testam se a BIPIT empirica H
dos dados possui distribuicao K, sob hipétese nula. Esta hipotese nao é equivalente a
hipotese de testar se os dados estao relacionados a copula Cy, que compoem o objetivo da
dissertagao. De modo geral a copula C' nao é unicamente determinada por sua distribui¢ao
K. Por exemplo, este fato segue para a classe de copulas do valor extremo. Portanto nesta
dissertacao utiliza-se a classe das copulas Arquimedianas, apresentada no Capitulo 1, que
satisfaz C' ser unicamente determinada por K, fato que favorece o estudo do Kendall
Plot. A grande variedade de estruturas de dependéncias que esta classe abrange - como
por exemplo ser adequada para modelagem de dados financeiros - a facilidade de sua
construgao e a facilidade da construgdo de sua fungao distribuigdo K (objeto do teste
realizado pelo Kendall Plot) também sao motivos para ser contemplada nesta dissertagao.

Dada a existéncia de uma relagao entre a medida de concordancia 7 de Kendall e a
funcao distribuicao K da v.a. BIPIT, o grafico Kendall Plot possibilita verificar o quao
dependente sao os dados em relacao a hipotese nula, dependéncia esta definida pelo 7 de
Kendall, apenas observando o grafico Kendall Plot. A medida 7 de Kendall e sua relacao
com o Kendall Plot é explorada no Capitulo 3.



1.1 Introducao a Teoria de Coépulas

A modelagem através da distribui¢cao normal é amplamente utilizada por sua simplicidade
analitica e facil estimacao da matrix de correlagao, seu tinico parametro de dependéncia,
e por conta da vasta gama de estruturas que podem ser modeladas por esta distribuicao.
Porém algumas de suas caracteristica, de simetria e curtose, por exemplo, limitam sua
utilizagao. Como Embrechts et. al. (2002) [9] mostram, ha muitos obstaculos a suposicao
de normalidade. Para os mercados de crédito e financeiro, o principal é a caracteristica
de pequena probabilidade em eventos extremos conjuntos. Evidéncias empiricas sugerem
que no comportamento destes mercados verificam-se eventos extremos mais provaveis que
os previstos pela distribuicao normal, nao s6 nas marginais, mas também em dimensoes
superiores. Neste contexto, a modelagem através das copulas torna-se atraente devido a
sua maior variedade de estruturas de dependéncia.

Desde que Joe (1997) [28] e Nelsen (1999) [30] pela primeira vez introduziram o con-
ceito de copulas para uso em modelagem padrao, tem havido um interesse crescente nesta
abordagem. Copulas tornaram-se uma ferramenta popular de modelagem multivariada
em muitos dominios onde a dependéncia multivariada é de interesse e o uso da habitual
normalidade multivariada estd em questao. Em ciéncias autuarias copulas sao usadas na
modelagem de mortalidade e perdas (Frees et. al. (1996) [11]; Frees & Valdez (1998) [12];
Frees & Wang (2005) [13]). Em finangas, copulas sdo usadas na classificagao de crédito e
modelagem de risco (Bouye et. al. (2000) [2]; Embrechts et. al. (2003) [10]; Cherubini et.
al. (2004) [6]). Em estudos biomédicos, copulas sao utilizadas na modelagem de eventos
correlacionados e riscos competitivos (Wang & Welss (2000) [40]). Em engenharia, copu-

las sao utilizadas no controle de processo multivariado e modelagem hidrologica (Genest
& Favre (2007) [21]).

A copula é uma distribuicdo multivariada cujas marginais sao U(0,1). Seja o vetor
aleatorio U = (Uy,...,Uy) € I¢ com copula d-dimensional C, temos

Cluy,...,uq) = P(Uy <ui,...,Us < ug), (ug,...,uqg) €1°

e combinado com o fato de que qualquer v.a. continua pode ser transformada por
sua acumulada para uma v.a. com distribui¢ao U(0,1), copulas podem ser usadas para
fornecer uma estrutura de dependéncia multivariada separadamente das distribui¢oes
marginais. Seja H uma f.d.a. de X = (Xj,..., X) com marginais F}, ..., Fy, Sklar (1959)



[38] mostrou que existe uma copula C' d-dimensional tal que para todo z; € Dom Fj,

H(xy,...,zq) = C(Fi(x1),..., Fiy(zq)) (1.1)

Como visto, com copulas pode-se trabalhar a estrutura de dependéncia em um con-
texto multivariado, porém esta dissertagao trata apenas do contexto bidimensional, apre-
sentando todos os resultados para esta dimensao. Também nao ha impedimento para se
trabalhar com o Kendall Plot, objeto central da tese, em um contexto multivariado, por
uma questao de exemplificacao trabalha-se em um contexto bivariado.

A fungdo copula C' associada ao vetor aleatorio (X,Y) também é conhecida como
fungao dependéncia, ja que a copula contém toda informacao de dependéncia entre as
variaveis X e Y. Desta maneira a utilizacdo da equagao (1.1) possibilita trabalhar com
a estrutura de dependéncia de (X,Y) de forma livre de medida de escala e locagao,
restringindo-se apenas ao intervalo [0, 1]. A caracteristica da informagao de dependéncia
que a copula contém pode ser vista através do seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Sao geradas duas amostras, de forma independente. Sejam (x7...x100) €
(y1 - .-v100) pseudo observagoes independentes com distribui¢ao F(z) = 1 — exp(—2z) e
G(y) = 1 — exp(—10y) respectivamente. Observando o scatterplot de X e Y na Figura
1.1 vé-se que nao fica evidente a independéncia entre essas variaveis. Porém, ao plotar
(F(x;),G(y;)), as amostras transformadas pelas respectivas acumuladas F' e G, fica evi-
dente a independéncia entre X e Y. Visto que a copula é a distribuicao conjunta entre
F(X) e G(Y). Mostra-se que a copula evidencia a verdadeira independéncia existente
entre X e Y e como a forma das marginais pode produzir uma falsa impressao de de-
pendéncia.

Neste capitulo o conceito de copula, sua relacao com o Teorema de Sklar e conceitos
sobre a classe das copulas Arquimedianas, necesséarios ao desenvolvimento da dissertacao,
sao apresentadas formalmente.

1.1.1 Coébpula e Teorema de Sklar

Definicao 1.1. Sejam S; e Sy subconjuntos nao vazios de R, funcio H : S; x Sy — R e o
retingulo B = [x1, x2] X [y1, ya], (zs,y:) € Dom H comi,j =1,2,.... Define-se H-volume
de B como

Va(B) = H(zy,y2) + H(zg, y1) — H(21, y2) + H(21, y1) (1.2)
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Figura 1.1: Scatterplots: Dados exponenciais independentes (primeira figura); dados ex-
ponenciais independentes transformados pelas acumuladas (segunda figura).

Definigao 1.2. Uma fun¢ao H bidimensional € bicrescente se Vig(B) > 0, VB, com Vi (B)

dado pela Definicao 1.1.



Exemplo 1.2. Uma funcao nao decrescente marginalmente pode nao ser bicrescente.
Seja H : I? — I definida por H(z,y) = max(z,y), temos Vg (I?) = —1, ou seja, H nao ¢é
bicrescente.

Exemplo 1.3. Uma fungao pode ser bicrescente e decrescente em alguns de seus argu-
mentos. Seja H : I? — I definida por H(x,y) = (2z — 1)(2y — 1). Note que Vi (B) pode
ser reescrito como Vig(B) = (y2 — y1)(4xe — 4xq) > 0, pois z1 < x9 € 31 < yo no retangulo
B, logo H é bicrescente. Porém H é uma fungao decrescente de x para cada y € (0,1/2)
e fungao decrescente de y para cada x € (0,1/2).

Defini¢ao 1.3. Uma aplicagao H : S; xSy — R € aplanada se H(z,a;) = 0 = H(ay,y), V(z,y) €
S1 X Sy, onde a; = min{z : z € S;}.

Definigcao 1.4. Uma subcopula é uma fungao C' com as sequintes propriedades:

1. Dom(C’" =51 x Sy, onde S1 e Sy sao subconjuntos de I contendo 0 e 1;

2. C'" € aplanada e bicrescente;

3. C" € marginalmente uniforme, ou seja, para todo u € S; e v € So,

C'(u,1)=u e C'(1,v)=v (1.3)
Exemplo 1.4. Sejam S; = S; = {0,1}. A fungao C’: S; x Sy — R definida por
C'(0,0) =C'(0,1) =C"(1,0) =0 e C'(1,1)=1

¢ a mais simples subcopula.
Definigao 1.5. Uma cdpula é uma subcopula cujo domino € I2.

Exemplo 1.5. As fungoes W, M : I — I dadas por W(u,v) = max(u + v — 1,0) e
M (u,v) = min(u, v) sdo exemplos particulares de copulas denotadas respectivamente por
M e W. E trivial mostrar que a funcdo M (u,v) é aplanada e marginalmente uniforme.
Para verificar que esta fungao é bicrescente, considere o retangulo B = [x1, 22| X [y1, ¥2],
x1,%2,Y1 € Yo € I, para o caso yo > x5 > 11 € 11 < y; < 79 e desta maneira

Vi(B) = M(x2,y2) — M(z2,91) — M(71,y2) + M(21,y1) = 22 —y1 > 0

Para os demais casos a demonstracao é analoga. A copula W pertence a classe das
copulas Arquimedianas e serd vista na proxima secao. Estas copulas apresentam impor-
tantes propriedades trabalhadas ao longo desta dissertacao. Uma destas propriedades é
mencionada no Teorema 1.7.



Como toda copula é uma subcopula, os proximos conceitos sao apresentados para
subcopulas, logo validos paracopulass.

Teorema 1.6. Uma subcopula bidimensional C' é marginalmente nao decrescente.

Demonstragao. Primeiro, provemos que a aplicagao t — C'(t,y2) — C'(t,y1), y1,92 €
I, y1 < yo é nao decrescente. Consideremos T'(t) = C'(t,y2) — C'(t,y1), se t1 < to, t; €1,
temos T'(t2) — T'(t1) > 0, pois

T(ty) — T(t1) = C'(ta, y2) — C'(ta,11) — C'(t1,y2) + C'(t1, 1) = V&(B)

onde B = [t1,t2] X [y2,y1]. Como C’ & bicrescente, entdao V/i(B) > 0, logo a apli-
cagao ¢ nao decrescente. Analogamente verifica-se que a aplicacdo T*(t) = C'(xa,t) —
C'(z1,t), 1,22 € I, 1 < x9 é ndo decrescente. Agora, seja 1 = y; = 0 nas aplicagoes T'
e T*, como C' é aplanda, segue que C’ é marginalmente nao decrescente. O

Teorema 1.7. Seja C' uma subcopula. Entao para todo (u,v) € Dom C’,

max(u+ v —1,0) < C'(u,v) < min(u, v) (1.4)

Demonstracao. Como C’ é aplanada, marginalmente uniforme e nao decrescente temos
0=C(0,0) <C'(u,0) <C'(Lv)=v e 0=C"(u,0)<C(u,v) <C'(u,1) =u (1.5)

Logo,
C'(u,v) < min(u,v)

Como C’ também é bicrescente, entdo Vo (B) > 0. Sendo B = [u, 1] x [v, 1] temos

Ver(B) = C'(1,1) + C'(u,v) — C'(u, 1) — C'(1,v)
= 1+C"(u,v) —u—v>0 (1.6)

Portanto pelas equagoes (1.5) e (1.6), temos C'(u,v) > max(u + v — 1,0). O
Conforme Exemplo 1.5, os limites na equagao (1.4) sdo as copulas M e W. Entao para

toda copula C' e para todo (u,v) € I?,
W(u,v) < C(u,v) < M(u,v) (1.7)

A desigualdade (1.7) é denominada desigualdade dos limites de Frechét, a copula M é
nomeada por limite superior de Frechét e a copula W por limite inferior de Frechét.
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A ligacao entre fungoes distribuicao multivariada e suas marginais univariadas é feita
pelo Teorema de Sklar apresentado a seguir, por meio das copulas. O nome cdpula foi
escolhido para enfatizar a maneira como a copula une uma fungao distribuicao conjunta
as suas marginais univariadas.

Teorema 1.8. Seja H uma fungao distribuicao conjunta com marginais F' e G. Entao
existe uma copula C' tal que para todo x,y € R,

H(z,y) = C(F(x),G(y)) (1.8)

Se F' e G sao continuas, entao C' € unica; caso contrario, C' € unicamente determinada
em Im(F) x Im(G). Inversamente, se C' é uma cdpula e F' e G sao f.d.a., entdo a fun¢ao
H definida pela equagao (1.8) € uma fungao distribui¢ao conjunta com marginais F e G.

Demonstracao. A prova segue dos lemas 1.9 e 1.10 apresentados a seguir. 0

Lema 1.9. Seja H uma funcao distribuicao conjunta com marginais F' e G. Entao existe
uma unica subcopula C" tal que

1. DomC" = Im(F) x Im(G);
2. Va,y € R, H(x,y) = C"(F(z),G(y))

Demonstracao. Sejam (x1, 1), (z2,y2) € DomH. Pela desigualdade triangular, temos
[H(z2, y2) — H(z1, y1)| < [H(z2,y2) — H(z1, y2)| + [H(z1, y2) — H(z, 41)|
Considere ;1 < x5. Como H é uma funcao distribui¢ao conjunta, entao
0 < H(zg,y2) — H(z1,y2) < F(22) — F(71)

por H ser marginalmente decrescente, aplanada, H(x,c0) = F(x) e H(oco,y) = G(y). Uma
desigualdade analoga ¢ valida quando x5 < xy. Portanto segue que para qualquer x1, x5 €
S1, |H(zg,y2) — H(zq,y2)| < |F(x2) — F(x1)|. Similarmente para qualquer y;,y2 € S,
[H(21, y2) — H(z1,91)| < [G(y2) — G(y1)], logo

[H(22, y2) — H(w1, y1)| < [F(22) = F21)] + [G(y2) — G(y) (1.9)

Desta forma, segue que se F'(z1) = F(x2) e G(y1) = G(y2), entao H(zq,y;) = H(za,y2) €
consequentemente o conjunto de pares {(F(x), G(y)), H(z,y)} permite definir uma fungao

(F(),G(y)) S H(z,y)
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sendo C” tnica com dominio I'm(F') x Im(G). A prova que a fun¢ao C’ é uma subcopula,
segue diretamente das propriedades da distribui¢ao conjunta H (James (2004) [27]). Para
cada u € Im(F), existe um z € R tal que F(z) = u, entdo

C'(u,1) = C'(F(x), G(o0)) = H(z,00) = F(z) = u
C'(u,0) = C'(F(x), G(~00)) = H(z, —00) = 0
Como H é bicrescente por defini¢ao, logo C” é bicrescente. O]

Lema 1.10. Seja C' uma subcopula. Entao existe umacdpulaa C tal que C(u,v) =
C'(u,v), Y(u,v) € DomC'; isto é, qualquer subcopula pode ser extendida a umacopu-
laa. A extensdo € geralmente nao iunica.

Demonstragao. Da equagao (1.9) e usando o item 2. do Lema 1.9, concluimos que C’ é
uniformemente continua em seu dominio Im(F) x Im(G), ou seja,

‘C/(U27U2> — C"(ul,vl)\ < ’Ug — ul‘ + ‘UQ — 'U1|
Denotemos Im(F') por Sy e Im(G) por Ss.

Da continuidade de C’ podemos estender C’ a uma funcao C”, ainda subcopula, com
dominio em S; x S5, onde S; é o fecho de S; e Sy é o fecho de S,. O préximo passo
¢ estender a subcopula C” a uma funcao C' com dominio em I?. Para este fim, seja
(a,b) € I, e sejam a; e ay, respectivamente, o menor e o maior elemento de S; que
satisfaca a; < a < ay; e sejam b; e by, respectivamente, o menor e o maior elemento de S,
que satisfaca by < b < by. Se a € Sy, defina a; = as = a; e se b € S, defina by = by = b.
Desta maneira, sejam

M:{ (a—a)/(as—a), se a1 < as

]_, S€e a1 = Qo

o (b—bl)/(bg—bl), se b1<bg
= 1, Se bl :bg

e define-se

C’(a, b) = (1 — )\1)(1 — ,ul)C"(al, bl) + (1 — )\1)#10//(&1, bg)
+ )\1(1 — [lq)C”(CLQ, bl) + )\1,&10”(@2, bg) (110)
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E trivial que Dom C = I? e que C(a,b) = C"(a,b), V(a,b) € Dom C". Como A; e i,
sao lineares em a e b, a forma C(a, b) da equagao (1.10) é bilinear em (a, b) propriedade que
permite demonstrar que C' é aplanada e marginalmente uniforme. Conforme Defini¢ao
1.5, para C ser uma copula falta provar que C' é bicrescente. Seja (c,d) outro ponto
em I? tal que ¢ > a e d > b, e sejam ¢, dy, ¢, da, Mo, jio Telacionados a ¢ e d assim como
ai, by, az, ba, A1, pu1 sdo relacionados a a e b. Deve-se provar que Vo (B) > 0 para o retangulo
B = [a,c] x [b,d]. Diversos casos sao considerados para esta prova. O mais simples dos
casos é aquele em que nao existe ponto em S, estritamente entre a e ¢ e ndo ha ponto em
S, estritamente entre b e d, entdo temos ¢; = ay, ¢2 = ag, dy = by e dy = by. Substituindo
a equagao (1.10) e os termos correspondentes para C'(a,d), C(c,b) e C(c, d) na expressao
dada pela equagao (1.2) para Vo(B), temos

Ve(B) = Ve(la, ] x [b,d]) = (A2 = M) (p2 — pa)Ve(lar, az] X [by, ba]),
de que segue que Vo (B) > 0 neste caso, pois ¢ > a e d > b implica Ay > A\j e pug > p.

Outro caso de interesse é quando pelo menos um ponto esta em S estritamente entre
a e ¢, e pelo menos um ponto estd em Sy estritamente entre b e d, entao a < ay <
cg < ceb<b <d <d Para este caso, substituindo a equagao (1.10) e os termos
correspondentes para C(a,d), C(c,b) e C(c,d) na expressao dada pela equacao (1.2) para
Ve(B) e reordenando os termos temos

Vo(B) = (1= XA)ueVe(lar, az] x [di, da]) + p2Ve(laz, e1] X [dy, da])

Aopi2Ve([er, e2] X [dy, da]) + (1 — A)Ve([ar, az] X [be, di])
Vc([ag, Cl] X [bg, d1]> + AQVC([Cl, 02] X [bg, dl])
(1= AL = p)Ve(lar, az] X [by, bs])
(1 = p)Vellaz, a1] X [br, b2]) + A2(1 — p) Ve ([er, e2] x [by, bo]).

+ o+ 4+ +

O lado direito da expressao acima é a soma de combinagoes de nove quantidades
nao negativas, representadas por C-volumes, com coeficientes nao negativos, logo é nao
negativa. Os casos remanescentes sao similares, que completam a prova. ]

Antes de apresentar o proximo resultado é necessaria a definicao de quasi-inversa.

Definicao 1.11. Seja F uma funcao distribuicao acumulada. Entdo a quasi-inversa de
F € qualquer fun¢io F©Y com dominio em I tal que

1. Set € Im(F), entido FV(t) = x com z € R tal que F(z) = t, ou seja, Vt € Im(F),
F(FEI(@#) =t
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2. Set ¢ Im(F), entao

FEY(t) = inf{z|F(z) > t} = sup{z|F(z) < t}.
Corolario 1.12. Sejam H, F,G e C' como no Lema 1.9, e sejam F&Y e GV as quasi-
inversas de F' e G, respectivamente. Entao para qualquer (u,v) € Dom C’,

C'(u,v) = H(FY(u), GV (v)) (1.11)

Sejam = € Dom(F') e y € Dom(G) conforme Teorema 1.8 se u = F(z) e v = G(y),
entdo v = FV(u) e y = GEY(v). Quando F e G sdo continuas o Corolario 1.12 é valido
para copulas e temos U,V com distribuigdo U(0,1) onde U = F(X) e V = G(Y). Deste
modo a copula C' é distribuigao conjunta do vetor aleatorio (U, V') com marginais U (0, 1).

Exemplo 1.6. Um método para construcao de copulas é resultante do tltimo corolério.
Seja H a distribuicao da independéncia

H(z,y) = F(x)G(y) (1.12)

com marginais F'(x) = 1 —exp(—2z) e G(y) = 1 — exp(—y), onde as respectivas quasi-
inversas sao dada por

log(1—wu)
FO () = { —gTO, Csi x>0

— — >
G () :{ log(1 vg, Csi x>0

Logo, a copula associada a H é dada por
Clu,v) = H(FTY(u), GV ()
= F{FTY)}c{GV(0)}

_ [1 o 67210g(17u)/2][1 . eflog(lfv)]

= w
Esta copula recebe a notagao especial Il e é denominada cdpula produto. Sua estrutura
caracteriza a independéncia entre as v. a. X e Y quando as f.d.a. F' e (G sao continuas.

Note que se a conjunta H é definida pela equagao (1.12), a estrutura de dependéncia entre
as v.a. X e Y independe de suas marginais, pois

C(u,v) = H(F(_l)(u), G(_l)(v)) = F{F(_l)(u)}G{G(_l)(v)} = wv
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pela defini¢ao de quasi-inversa (Definigao 1.11).

Muito da utilidade de copulas no estudo de estatisticas nao paramétricas deriva do
fato que sob transformagoes monotonas estritas de v.a. as copulas sao invariantes, ou sao
alteradas de modo previsivel como visto nos proximos dois resultados.

Teorema 1.13. Sejam X e Y wv.a. continuas com copula Cxy. Se o e 3 sao fungoes
estritamente crescentes na Im(X) e Im(Y') respectivamente, entiao Cu(x)pv) = Cx,y-

Demonstragdo. Sejam F1, Gy, Fy e Gy as respectivas distribuigoes de X, Y, a(X) e B(Y),
respectivamente. Assim, para qualquer x,y € R,

Ca),) (Fa(2),Go(y)) = Pla(X) <z, B(Y) <yl = PIX <a™'(2),Y <57 (y)]
= Cxy(Fi(a™(2)),Gi(B 1(1/))): v (Ex(x), Ga(y))

Desde que X e Y sao continuas, Im(Fy) = Im(Gs) = I, logo segue que Cy(x) gv) = Cxy

em I2. O
Quando pelo menos uma fungao, a ou (3, é estritamente decrescente, a copula das v.a.

a(X) e B(Y) é uma simples transformacao de Cx y.

Teorema 1.14. Sejam X, Y v.a. continuas com copula Cxy e« e 3 funcoes estritamente

mondtonas na Im(X) e Im(Y') resprectivamente.

1. Se a € estritamente crescente e 3 € estritamente decrescente, entao

Ooz(X)ﬂ(Y)(U,U) =u-— OX,Y(U, 1—v), wvel

2. Se a € estritamente decrescente e 3 € estritamente crescente, entdao

Cox)p0v)(u,v) =v—Cxy(l —u,v), u,vel

3. Se a e B ambas sao estritamente decrescentes, entao

Cox)poy(u,v) =u+v -1+ Cxy(l-u,1-v), uvel
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Demonstragao. Sejam Fy, Gy, Fy e Gy as distribuigdes de X, Y, a(X) e G(Y) respectiva-
mente. Tomemos u € Im(Fz) e v € Im(G2) tais que u = Fy(x) para algum « € Im(Fy) =
I (devido a v.a. «(X) ser continua) e v = Ga(y) para algum y € I'm(Gy) = I (devido a
v.a. B(X) ser continua).

Demonstragao item 1.:

Coxy sy (1,0) = Cogxy o) (Fa(x), Ga(y) =) Pa(X) < 2, B(Y) < y)

P(X <a™l(2),Y =07 (y) (1.13)

Como,

Fy(z) = Pla(X) <2)=P(X <o '(z)) = Fi(a ' (2))
= P(X<a™'(2) Y <B7 () +P(X <a™l(2),Y 287 (y) (1.14)

= Gi(f'(y) =1-Ga(y) (1.15)

temos

P(X <o '(2),Y <87 (y) = Cxy(Fila™'(2),Gi(8'(y)))
CX,Y(F2($)7 1 - G2(?J))
= COxy(u,1—wv) (1.16)

onde a segunda igualdade se refere as equagoes (1.14) e (1.15).

Substituindo a equagdo (1.16) na equacao (1.14)

(1.17)

\
s
<
(VAN
o
L
S
h<
vV
<
S
I
<
|
X
=
S
—_
|
=

Desta forma, substituindo a equagao (1.17) na equagao (1.13), se completa a prova.
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Demonstracgao item 2.: analoga a demonstragao item 1.

Demonstracao item 3.:

Coxy sy (1,0) = Caxy e (Fa(a), Ga(y)) =) P(a(X) < 2, B(Y) < y)

P(X >a Y(z),Y > 37 (y))
1—[P(X <a'(x))+PY <87 (y) — P(X <o '(2),Y <B7'(y))]
= 1-F(a' (@) -G (y) + PX <a™'(2),Y <57(y)  (118)

Reescrevendo Fy(a~!(x)), temos
Fila'(z)=1-P(X >a'(z)) =1-Pla(X) <z)=1- F(z) (1.19)

e, analogamente
Gi1(B7(y)) = 1 = Ga(y) (1.20)
Substituindo as equagoes (1.19) e (1.20) na equagao (1.18) e utilizando o Teorema 1.8,

Cax)pon)(w,0) = 1=[1 = F(2)] = [1 = Ga(y)] + Cxy(Fila™)(2), Gi(67'(y))
= ut+v—14+Cxy(l—u,1—0)

1.1.2 Coépulas Arquimedianas

Nesta dissertacao a modelagem de dados seré trabalhada via copulas Arquimedianas. O
termo cdpula Arquimediana foi mencionado pela primeira vez na literatura estatistica em
dois artigos de Genest & Mackay (1986ab) [15] e [16]. Copulas Arquimedianas também
sao mencionadas por Schweizer and Sklar (1983) [36], mas sem o nome Arquimediana.

A Classe das copulas Arquimedianas abrange uma grande variedade de estruturas
de dependéncia, incluindo estruturas proprias de estudos financeiros. Algumas questoes
em financas exigem modelos que permitem uma forte dependéncia entre as perdas ex-
tremas (por exemplo, bolsas em colapso) e ganhos extremos. Em particular, as copulas
Arquimedianas podem assumir dependéncia caudal assimétrica, sendo uma propriedade a
favor de sua aplicagao & modelagem de dados com estrutura de dependénica assimétrica.
Em estudos financeiros um aspecto importante a ser analisado é a dependéncia caudal.
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Dependéncia caudal inferior e superior entre dois mercados financeiros existe quando a
probabilidade de valores conjuntos negativos (positivos) em eventos extremos é maior que
a que poderia ser prevista a partir das distribui¢coes marginais. Recentes estudos em-
piricos mostram que periodos de turbuléncia e calma em financgas sao caracterizados por
diferentes niveis de dependéncia caudal, sendo a dependéncia mais forte sobre a cauda
inferior do que na cauda superior.

As copulas Arquimedianas podem ser construidas facilmente e a forma fechada para
sua expressao é simples. Estas facilidades se devem ao fato da representacao da copula
Arquimediana permitir reduzir o estudo de coépula multivariada ao estudo de uma fungao
univariada denotada por gerador de uma copula Arquimediana ¢. A seguir esta funcao é
apresentada com mais detalhes.

Definigao 1.15. Seja ¢ : I — [0, 00| uma funcao continua e estritamente decrescente tal
que ¢(1) = 0. A pseudo-inversa de ¢ € a fungio ¢~ : [0,00] — I dada por

_ d7(t), se 0<t<¢(0)
¢ 1]<t>:{ 0, se ¢(0)<t<o0

Note que qb[*” é continua e ndo crescente em [0, 0], e estritamente decrescente em

[0,(0)]. Além disso,

o (@(u)) = u, Yu €T (1.21)

t, se 0<t

B < ¢(0
¢(o(1) = { $(0), se ¢(0) < tS( )

oo = min(¢, ¢(0))

Finalmente, se ¢(0) = oo, entdao ¢~ = ¢~ 1.
Lema 1.16. Seja ¢ e ¢!=Y como na Definicao 1.15. Seja a funcio C : 1> — I dada por
C(u,v) = ¢ (g(u) + o(v)) (1.22)

Entao C' satisfaz duas das trés condigoes para uma copula, € aplanada e marginalmente
uniforme.
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Demonstracao.

C(u,0) = 6 (g(u) + 6(0)) =
A ultima igualdade segue da defini¢do de pseudo-inversa, pois ¢(u) + ¢(0) > ¢(0) sendo
¢ uma funcao que assume somente valores positivos.

Cu, 1) = (o (w) + 6(1) = ¢ (6(w)) "2 u (1.23)
Analogamente, por simetria, C'(0,v) =0 e C(1,v) = v. ]

O seguinte lema apresenta uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a fungao C
na equagao (1.22) seja bicrescente, e portanto, uma copula.

Lema 1.17. Sejam ¢,0!"Y e C satisfazendo as hipéteses do Lema 1.16. FEntio C ¢
bicrescente, se e somente se, sempre que u; < Us,

Cug,v) — C(uy,v) < ug — uy (1.24)

Demonstragao. (=)
Ve ([u, ug) X [v,1]) = C(uy, v)+C(ug, 1)—C(uy, 1)—C(ug,v) > 0 < ug—uy > C(uz,v)—C(uy,v)

Entao, a equagao (1.24) ¢ equivalente a condi¢ao Vo([ug,us] X [v,1]) > 0 que é sempre
valida quando C' é bicrescente.

(<) Considere C' satisfazendo a equagao (1.24). Sejam vy,v3 € I, v; < vy, temos
C(0,15) = 0 < v; < vy = C(1,15). Como C ¢ continua, desde que ¢ e ¢~ também
sdo, existe t € I tal que C(t,v2) = vy, ou seja, ¢(ve) + ¢(t) = ¢(vy1). Entao

Clug,v1) = Clu,vr1) = ¢ (ua) + d(v1)) — 67 (d(wr) + ¢(v1))
= o (B(u2) + d(v2) + (1) — ¢ U (wr) + B(v2) + (1))
= OT(B(C(uz,v2)) + 6(t)) — A (B(C (u, v2)) + (1))
= C(Cluz,12),t) — C(C(u1,v2,t))

(1.24)

IN

Cug,v2) — Cur,v2) & Ve([ur, ug] x [v1,v9]) >0
m
O préximo teorema mostra que a condicao da funcao C' ser bicrescente dada pelo Lema

1.17 também encontra-se relacionada com uma propriedade da funcao ¢, bem como as
outras duas condigoes para que C' seja uma copula (Lema 1.16).
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Deste modo, somente a estrutura da funcao ¢ pode determinar se a funcao C da
equagao (1.22) é ou nao uma copula .

Teorema 1.18. Sejam ¢ e ¢I=Y como na Definicio 1.15. Entdo a funcio C : I? — 1
dada pela equagao (1.22) é uma copula se e somente se ¢ é convera.

Demonstragao. Como consequéncia do Lema 1.17 é necessario provar que a equagao (1.24)
¢é valida se e somente se ¢ é convexa.
(=) Observe que a equagao (1.24) é equivalente a

uy + O ((ug) + 6(v)) < ug + GV (d(ur) + ¢(v))

para u; < ug, se denotarmos a = ¢(u1), b = P(uz) e ¢ = ¢(v), entdo a equagao (1.24)
também é equivalente a

o (a) + o (b + ) < ¢7U(D) + o (a +¢) (1.25)
onde a > b, por ¢ ser decrescente, e ¢ > 0.

Supondo a equacdo (1.24) vélida, ou seja, supondo que ¢~ satisfaca a equacdo (1.25).
Sejam s,t € [0, 00| tais que 0 < s < t. Se definirmos a = (s+1)/2, b=sec=(t —s)/2
na equagao (1.25), temos

. < ; t) O ()
2 - 2

Logo ¢! & mid-convexa, e desde que ¢[~! & continua segue que ¢!~ é convexa. O fato
de ¢l=1 convexa implica na convexidade de ¢.

(<) Assuma ¢~ convexa. Sejam a,b,c € I tais que a > b e ¢ > 0; e seja,

0 <~v=(a—b)/(a—b+c) < 1. Deste modo temos a = (1 — )b+ vy(a +¢) e
b+c=vb+ (1 —7)(a+ c). Logo por defini¢ao de fungao convexa,

o1 (a) < (1 =)t () + ¢ (a + o)
e

b+ ) <ol () + (1= )¢l N (a+c)

Somando as duas tltimas igualdades resulta na equagao (1.25), que completa a prova. [J
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Copulas da forma apresentada na equagao (1.22) sdo denominadas Cdpulas Arquime-
dianas. A fungdo ¢ é denominada gerador de uma copula Arquimediana. Se ¢(0) = oo,
¢ & denominada gerador estrito. Conforme Definicao 1.15, ¢I=1 = ¢! e C(u,v) =
¢ Hp(u) + ¢(v)) é denominada cdpula Arquimediana estrita. Se ¢(0) < oo, ¢ ¢ denomi-
nada gerador nao estrito.

Copulas Arquimedianas podem ser contruidas usando o Teorema 1.18 - apenas encon-
trando fungoes ¢ com propriedades que satisfagam sua hipotese - e definindo as corre-
spondentes copulas via equacao (1.22). Em outras palavras, a copula Arquimediana C' é
unicamente determinada pelo gerador ¢.

Exemplo 1.5.(continuagao) Seja ¢(t) = 1 — ¢, ¥Vt € I, um gerador nao estrito
(Figura 1.2). De acordo com a Definicio 1.15 ¢l=U(t) = ¢='(t) = 1 —t, V¢t € I e 0 para
t > 1, ou seja, ¢U(t) = max(1 — ¢,0). Gerando a copula C' via equacdo (1.22), temos

¢ (d(u) + ¢(v)) = max(1 — [(1 —u) + (1 —)],0) = max(u +v — 1,0) = W(u,v)

Sendo entao a copula limite inferior de Frechét uma copula Arquimediana.

S ] S ]
o _| o _|
o o
© _| = ©o _|
—_ ° =
g =
< _| < <
oS e o
N N
o o
S S |
o o
I I I I I I I I I I I I I
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 00 05 10 15 20 25 3.0

Figura 1.2: Gerador ¢ nao estrito e pseudo-inversa ¢!~ para a copula Arquimediana .
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—In(t), vt € I, um gerador estrito (Figura

Exemplo 1.6.(continuagao) Seja ¢(t) =
= ¢ 1(t) = exp(—t),0 < t < co. Pela equagao

1.3). Segue da Defini¢do 1.15 que ¢l=1(t)
(1.22), temos

¢~ (¢(u) + ¢(v)) = exp(=[(— Inu) + (—nv)]) = uv = I(u,v)

Deste modo a copula produto IT é também Arquimediana.

[Te) ) o
™ | - ]
o iy
(ap] \ o]
| o
[Te) I
o |
| — ©
= <C\>i_' % S
£ o | =
= = 3
o |,
: ~
v | =3
S
=R =
T T T T T T T < T T T T T
00 05 10 15 20 25 3.0 0 1 2 3 4

Figura 1.3: Gerador ¢ estrito e pseudo-inversa ¢!~ para a copula Arquimediana II.

Exemplo 1.7. Uma grande variedade de familias paramétricas de copulas pertence a
classe das copulas Arquimedianas. Nelsen (1999) [30] apresenta uma lista extensa com
as familias de copulas Arquimedianas mais comuns, algumas destas familias que serao
trabalhadas nesta disseracao sao apresentadas na Tabela 1.1.

Foram escolhidas as familias de Clayton, Gumbel e Frank pois quando trata-se do
estudo de copulas Arquimedianas em artigos de quaisquer autores estas trés copulas sao
sempre citadas e exemplificadas. Ja a copula 4.2.12 é citada na dissertacao pois é uma
excecao entre as familias Arquimedianas tratando-se que apresenta uma forma fechada
(forma analitica) para a inversa de sua fungao distribuigao, fato de importancia para o
estudo do Kendall Plot e construcao das bandas de confianca. Além disso estas quatro
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| nome | Co(u,v) | oe(t) | 0 e | estrito |

Clayton max ([u™’ + v~ — 1]71/%) - [—1,00]\{0} | @ > 0%

Gumbel | exp(—[(—Inu)? + (= Inv)?]1/%) (—Int)? 1, 00) sim
Frank —in (14 T e Sl | (—o0,00)\{0} | sim
4212 | A+ =)'+ @ =) (- 1)9 [1,00) sim

Tabela 1.1: Algumas familias paramétricas de copulas Arquimedianas com seus geradores
e espagos paramétricos (*na copula de Clayton o gerador é estrito se § > 0, caso contrario
é nao estrito).

copulas apresentam diferencas distintas com relagao a estrutura de dependéncia que repre-
sentam. A familia de Gumbel apresenta dependéncia caudal superior, a familia de Clayton
apresenta dependéncia caudal inferior, a familia de copulas 4.2.12 apresenta ambas de-
pendéncias caudais e a familia de Frank nao apresenta dependéncia caudal, é simétrica
em relagao a diagonal secundaria. No Capitulo 5 torna-se a comentar estas caracteristicas
que sao essenciais para a analise do comportamento do teste Kendall Plot.

Nelsen (1999) [30] ndo apresenta nenhum nome especial para a tltima copula da Tabela
1.1, logo esta dissertagao refere-se a esta copula conforme notagao deste autor.

Nota-se que copulas ja mencionadas na dissertagao pertencem a algumas das familias

apresntadas na Tabela 1.1. Por exemplo, a copula produto II pertence a familia de Gumbel
(0 =1, ¢1 = ¢n) e a copula W pertence a familia de Clayton (0 = —1, ¢_1 = ow).
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Capitulo 2

Variavel BIPIT

Sabe-se que se X ¢ v.a. unidimensional com f.d.a. F' continua, temos U = F(X), a v.a.
transformada pela acumulada, com distribui¢ao U(0,1). Porém, para maiores dimensoes
isto geralmente nao acontece. Suponha (X,Y’) com f.d.a. H, seja H = H(X,Y), a v.a.
transformada pela acumulada conjunta, geralmente a f.d.a. K de H nao é U(0,1).

Exemplo 2.1. Seja {(z1,91),- - -, (%100, Y100) } uma amostra aleatoéria de uma distribuicao
H normal bivariada com média p = (0,0) e matrix de covariancia

103
Z_(0.3 1 )

Tomemos a v.a. H = H(X,Y). O QQplot entre a amostra aleatéria da v.a. H
calculada por H; = H(x;,y;) e uma amostra com distribuigao U(0, 1) pode-se concluir que
H nao seque distribuigao U(0, 1) (Figura 2.1).

O estudo da v.a. H e de sua f.d.a. K é importante, pois ambas contém informacao de
dependéncia sob H(X,Y), ja que dependem apenas da copula associada a H pelo Teorema,
1.8, e nao das marginais F' e G,

K(t) = P(H(X,Y) < t) = P(C(F(X),G(Y)) < t) = P(C(U,V) < t)
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QQplot

0.8

U
04 06
|

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: QQplot entre a amostra H; = H(z;,y;) da BIPIT H associada distribuigao
normal bivariada do Exemplo 2.1 e uma amostra {Uq, ..., U} com distribuigao U (0, 1).

contando que a copula contém toda informagao da estrutura de dependéncia de (X,Y).
Por sua importancia para o estudo de estruturas de dependéncia é necessario nomear a
v.a. H pela seguinte definicao.

Definigao 2.1. Sejam X,Y wv.a. com fd.a. F e G respectivamente e (X,Y) vetor
aleatorio bidimensional com f.d.a. H. Entao U = F(X) (V. =G(Y)) e H=H(X,Y) sdo
denominadas respectivamente PIT e BIPIT.

O Exemplo 2.2 evidencia que a BIPIT independe das marginais, fato que se observa
pelo Teorema de Sklar (1.1). Deste modo assumiremos sem perda de generalidade o par
aleatorio (X,Y’) com marginais U(0, 1) ao trabalharmos com conceito de BIPIT.

Exemplo 2.2. Sejam as BIPIT’s H, H; associadas aos vetores aleatorios (U, V') e (X1, Y1),
respectivamente, com f.d.a. independéncia H. Sejam U,V com distribuicdo marginal
U(0,1) e X;,Y] com marginais F; e G exponenciais A = 2 e A = 10 respectivamente.
Conforme QQ-plot da Figura 2.2, H e H; sao identicamente distribuidas, evidenciando
que a estrutura de dependéncia da BIPIT é invariante sob as marginais.

Os seguintes teoremas apresentam uma expressao para o calculo da funcao distribuicao

22



Figura 2.2: QQplot das amostras das BIPITS H e Hy: {Hi,...,H,} e {Hy1,...,Hin}
respectivamente, n = 100, onde H; = H(u;, v;) = w;v; sendo u;, v; amostras de U(0,1) e
Hy; = H(z14,y15) = Fi(21;)G1(y1) sendo z1; com distribuigao exp(2) e y1; com distribuigao
exp(10).

K da BIPIT H = C(X,Y).
Teorema 2.2. Seja (X,Y) um vetor aleatorio com f.d.a. C e seja K a f.d.a. da v.a.
BIPIT, H =C(X,Y). Entao

K(v) = /0 B{C(z,Y) < v}|X = 2)dz (2.1)

Demonstracao.

K(v) = P(C(X,Y)<v)=E[[{C(X,Y) < v}]
— B(E{C(z,Y) < v} X = a))

1

E({C(z,Y) <v}|X = x)dx. (2.2)

I
S—
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Teorema 2.3. Sejam C,(y) = C(x,y) estritamente crescente e inversivel e y,, = C; ' (v),
VO<v <z 0<x<l1. Entao,

K)=v+ / C* (2, Ypp)dr = v — A(v) (2.3)

onde, C*(x,y) = % eAMv) = — fvl C* (2, Y )dz.

Demonstragao. Pela equagao (2.1) K (v) pode ser escrito como

K(v) = /0 B{C(z,Y) < v}|X = x)dx+/ BE{C(z,Y) < v}|X = 2)dz.

J/ J/
-~ -~

(1) 2)

De acordo com o Teorema 1.7 toda copula C é limitada superiormente pela copula
maximal M (x,y) = min(z,y). Entao, V0 <z < v, C(z,y) < v, logo {C(z,Y) <v} =1
para a regiao de integracao da integral (1). Desta maneira a integral (1) é igual a v. A
integral (2) pode ser reescrita como

/1 P(C(x,Y) < v|X = z)dx

Conforme hipétese, C'(z,y,,) = v para x fixo, e C' é marginalmente ndo decrescente,
logo temos a equivaléncia C(z,Y) <v <Y <y,,. Entao

1 1
/ P(C(z,Y) <v|X =2x)dx = / P(Y <y, | X =x)dz

_ /Ul (/Oy c(:p,y)dy) dx

1
= / C*(z, Yp)dx

onde ¢ ¢ a densidade de C, ¢(u,v) = g;g; (u,v). O
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Exemplo 2.3. Cépula Produto: Il(z,y) =zy; z,y €1

Sem a aplicacao do Teorema 2.3 temos,

Kn(v) = P(XYgfu):/OlP(ng)dy

v 11)
= / 1dy—i—/ —dy=v—vlnv
0 v Y

Usando o Teorema 2.3 temos II*(z,y) = y e II(2,y,,) = v, entdo y,, = 2. Logo,

1 1 Ly
/ " (2, yp o )do = / Yy pdr = / —dr = —vlnwv
v v v x

Portanto, Kp(v) =v —vlnw.

Exemplo 2.4. Cépula Maximal: M(x,y) = min(z,y); z,y €1

Observe que Kj/(v) deve ser calculada através de uma mistura de copulas, C,(z,y) =
(1 — @)zy + amin(z,y), 0 < a <1, chamada Familia de Fréchet, porque a Coépula M
nao satisfaz a hipotese do Teorema 2.3 pois M, (y) ndo é estritamente crescente . Quando
a — 1, temos K¢, (v) — v e segue que Ky (v) = v.

No Teorema 2.3 y,, = C:l(v), 0 <v <x 0< <1 fixo, representa a segunda
coordenada dos pontos do conjunto de nivel v da cépula C' dado por

(2, Ya0) € 12|C(x>yx,v) = v}

Conforme Nelsen (1999) [30], para uma copula Arquimediana este conjunto de nivel v
consiste dos pontos (z, ywﬂ,) pertencentes a curva

3(x) + ¢(Yo) = S(V), (¥,4z0) €T, v >0 (2.4)

A curva (2.4) pode ser reescrita expressando y, , em func¢ao de x por

Yoo = Lo(x) = 07 (6(v) = ¢(2)) = 67 (8(v) — ¢(x)) (2.5)
sendo a ultima igualdade garantida pela Defini¢ao 1.15.
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Para v = 0, o conjunto {(z,y,,) € I?|C(x,y.,) = 0} ¢ chamado conjunto zero de C
e denotado por Z(C'). Para as copulas Arquimedianas com gerador estrito, por exemplo
para familia de Frank (Tabela 1.1), Z(C') ¢ composto pelos dois segmentos de reta {0} x I
e I x {0} de acordo com Defini¢ao 1.5. Para as copulas Arquimedianas com gerador nao
estrito, por exemplo para familia de Clayton # > 0 (Tabela 1.1), Z(C) tem area positiva
e é limitado pelos segmentos {0} x I e I x {0} e pela curva ¢(z) + ¢(y..) = ¢(0), isto &,
Yzw = Lo(x) chamada curva zero de C.

O Corolério a seguir fornece ferramentas para facilitar o calculo da f.d.a. K de BIPIT
assoaciada a uma classe particular de copulas, as copulas Arquimedianas que serao o foco
desta dissertagao. Em sua demonstracao é usado o conceito de curva de nivel de cépulas
Arquimedianas.

Corolario 2.4. Seja C' uma copula Arquimediana gerada por ¢ € Q. A f.d.a. K da v.a.
BIPIT, H = C(X,Y), € dada por:

¢(v)

K== 50

(2.6)

onde, ¢'(v"), denota a derivada a direita de ¢ em v e Q o espaco dos geradores ¢.
g

Demonstragao. Utilizaremos o Teorema 2.3 para demonstrar que A(v) = (f,((”)) usando os

conceitos de curva de nivel e conjunto de nivel de uma coépula Arquimediana C.

oC (z,y)

C*(x,y) = e

_ (as'( )4 20U )) S (0(2) + 6(y) = ¢/ (@) (6(x) + 6(y)

entao,

(2.5)

C* (2, Ys0) = ¢ (@) (0(2) + ¢(Ynw)) = ¢ ()87 (¢(v)) = =

para v > 0.

Para o caso v = 0 temos (z,¥y.,), 0s pontos pertencentes ao conjunto zero da céopula
C', dados nao somente pela curva Lo(x) da equagdo (2.5), mas pertencentes ao conjunto
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1@ yep)lr €l ey =03 U{(z, yap)ly €T ew =03 U{(,420)|0(x) + O(y20) > 9(0)}
M @) ®)

Se (z,Yz0) € (1), temos

C* (2, y0) = ¢ @)V (0(2) + ¢(Yw)) = &' (2)d 7 (8(2) + ¢(0))
_ ¢'(z) _ ¢
&' (91 (o(2) + 0(0)))  ¢/(0)

usando a Definigao 1.15. Por simetria, para o conjunto (2) segue idéntico resultado.

E se (2, Ys0) € (3), temos

O(x) + O(Yaw) = () + (0) — d(x) = $(0)

entao,

C* (2, 9s0) = &' (@)0 T (0(x) + Hly))

BICEICORT))
_ d)
7(0)

usando a Defini¢ao 1.15.

Deste modo segue que,




’ cpula \ ¢o(v) \ Ky(v) ‘

Clayton | *—-1 vt g1 =)
2] vinv
Gumbel | (—Inwv) V- T
—ov fe=0vIn & =1
Frank | —In ee,eg =L v+ —— L
0 v’ (-1
4212 | (1-1) v+ %

Tabela 2.1: Copulas Arquimedianas da Tabela 1.1 com os respectivos geradores ¢ e fungoes
distriuicao K.

P(v)
@' (v)
Se ¢ nao for diferenciavel em v, temos ¢'(v) = ¢'(v™), pois v < x por hipotese do Teorema
2.3.

Concluindo, K (v) = v — j((;’l) para qualquer gerador ¢ de copula Arquimediana C. [

Logo, para v € I temos K(v) =v — A(v) =v — considerando ¢ diferenciavel em wv.

Exemplo 2.5. A Tabela 2.1 apresenta as funcoes distribuicao K, calculadas por meio do
Coroléario 2.4, das copulas Arquimedianas utilizadas nesta dissertacao.

Como visto no Exemplo 1.7, a copula de Clayton C'_; é a coépula minimal W, entao
substituindo # = —1 na fungao distribuigao K de Clayton temos

Kw(v) =1, Yo e [0,1]

Do mesmo modo usando 6 = 1 na fungao distribuigao K de Gumbel temos

Kn(v) =v—wvlnv, Yv € [0, 1]

2.1 Propriedades da funcao K

Esta secao apresenta propriedades para K relativas a uma ordenacao estocéstica definida a

seguir. Esta ordenacao serd abordada novamente nos Capitulos 3 e 4 por estar relacionada
ao Kendall Plot.
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Definicao 2.5. A ordem estocdstica ordindria entre duas v.a. continuas X1 e Xy com

f.d.a. Fy e Fy respectivamente € denotada por X1 <44 X equivalente a
F1<J]) Z FQ(ZE), Vx € R.

Definicao 2.6. A ordem estocdstica de Kendall entre dois vetores aleatorios continuos
(X1,Y1) e (X2,Y2) com f.d.a. Hy e Hy respectivamente e denotada como

(Xlu}/l) =k <X27}/2> ou Hl(Xlu}/l) ~st HQ(X27}/2)

representa a ordenagdo estocdstica entre as BIPIT’s Hy = H;(X1,Y1) e Hy = Hy (X5, Ys),
ou seja, Hy <4 Hs.

Esta ordem estocastica é chamada Kendall devido a estar associada ao coeficiente pop-
ulacional da medida de associacao tau de Kendall estudada no préoximo capitulo. Também
existe uma associagao entre a funcao K e a medida tau de Kendall, que serd apresentada
no proximo capitulo, por isso K é chamada frequentemente de func¢ao distribuicao de

Kendall (Nelsen (2003) [32]).

O teorema abaixo valida os limites de Frechét também para a ordem estocastica de
Kendall.

Teorema 2.7. Sejam K a f.d.a. da v.a. BIPIT H=C(X,Y) e a fungio A\(v), v € 1,
definida pelo Teorema 2.3.

Ku(v) < K(v) < Ky (v), ou seja, v < K(v) €1, ve L (2.7)

Aw (v) < Aw) < Ay(v), ou seja, v—1<Awv) <0, vel (2.8)

Demonstracio. Equagao (2.7): E trivial que K (v) < 1 com K (v) f.d.a. Sendo C(z,y) nio

decrescente marginalmente, temos C*(z,y) positiva, logo A(v) = — fvl C*(x, Yy p)dr < 0,

deste modo K (v) = v — A(v) > v.
Equagao (2.8): Provada equagao (2.7) temos
V< Kw)<lev<v—-Av)<lsov-1<Av)<0
O]

Corolario 2.8. Os limites de Frechét sao vdlidos para a ordem estocdstica de Kendall

W <, C <y M
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Exemplo 2.6. As Figuras 2.3 e 2.4 ilustram o Teorema 2.7 e o Corolario 2.8 mostrando
Ky < K < Kw e Aw(v) < Av) < Ay(v) para as fungoes K das copulas de Gumbel e
Clayton. Além de também ilustrarem a ordenagao estocastica de Kendall para as familias
de Clayton e Gumbel com

0 <0 = K¢, > Ke,., ou seja Cy <y Co-.

Tal ordenacao é confirmada através das formas analiticas das funcoes K apresentadas
no Exemplo 2.5 para a familia de Clayton e Gumbel.
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Figura 2.3: Fungoes distribuigao de Kendall das copulas M (linha cheia preta), W (linha
cheia cinza) e familia de Gumbel para 6 = {1,3,7} (primeira figura); familia de Clayton
para 6 = {1,3,4} (segunda figura).
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Figura 2.4: Fungoes A(v), v € I, das copulas M (linha cheia preta), W (linha cheia
cinza) e familia de Gumbel para § = {1, 3,7} (primeira figura); familia de Clayton para
0 =1{1,3,4}.
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Capitulo 3

Tau de Kendall

Este capitulo explorara a copula como objeto de estudo de dependéncia ou associacao
entre duas varidveis por meio do coeficiente tau de Kendall. Porém, primeiramente, sera
apresentado o conceito e algumas propriedades desta medida de associacao.

3.1 Concordancia

Informalmente, um par de variaveis aleatorias é concordante se grandes valores de uma
varidvel estao associados a grandes valores da outra variavel ou se pequenos valores de
uma variavel estao associados a pequenos valores da outra variavel. E o par é discordante
caso contrario. Formalmente, concorddncia é definida por:

Definicao 3.1. Sejam (z,y) e (Z,9) duas observacoes de um vetor (X,Y) de v.a. con-
tinuas. Diz-se que estas observagoes sao

concordantes se (v — ‘7{> >0
(z — )

discordantes se (v — 3{) <0
(z —2)

Tau de Kendall é uma medida de associacao definida em termos da concordéancia pela
diferenca entre a probabilidade dos pares concordantes e discordantes.
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Definigao 3.2. Sejam (X1,Y1) e (X, Ys) vetores aleatorios i.i.d. com a mesma f.d.a. H.
Entao o coeficiente populacional Tauw de Kendall de um vetor (X,Y) de v.a. continuas
com f.d.a. H ¢ definido por

7= P[(X1 = Xp)(Y1 = V3) > 0] = P[(Xy — X5)(Y1 — Y2) < 0] (3.1)

Teorema 3.3. Sejam (X1,Y)), (X2, Ys) vetores independentes de v.a. continuas com
fungao distribuicao conjunta Hy, Hy respectivamente, com marginais comuns F' (de X1, X5)
e G (de Y1,Ys), C1, Cy as respectivas copulas de (X1,Y1) e (Xo,Y3) e seja

Q = P[(X1 — Xp)(Y1 — Y2) > 0] — P[(X1 — Xo) (V1 — Y2) < 0]

denominada funcao de concorddncia, entdo

Q=Q(Cy,Cy) = 4//} O (u, v)dC, (u, v) — 1

Demonstragao. Como P[(X; — Xo)(Y1 —Y2) < 0] =1 — P[(X; — X2)(Y1 — Ys) > 0], a
funcao Q pode ser reescrita por Q = 2P[(X; — X5)(Y; — Y2) > 0] — 1, onde

P[(Xl—Xz)(}/l—YQ)>O] P(Xl>X2,}/1>}/2)+P(X1<X2,Y1<Y2)
(1) (2)

(1) = P(Xy< XYy <V}) = /R2 P(X, < 2,Y; < y)dCy(F(2), G(y))

_ //R Co(F (), G(y))dCh (F( //1 Ci (11, 0)dCy (u, )

(2) = P(Xy>X,,Y,>Y)) = /R2 P(Xy > x,Yy > y)dCy(F(x),G(y))

_ / / - Gy) + Co(F(x), G(y))] dCy(F(x), G(y))

= // [1—u—v+ Cyu,v)] dCy(u,v) = // Cs(u, v)dCy (u,v)
12 2

A ultima igualdade segue de U,V serem U(0, 1), logo E(U) = E(V) =
Deste modo,

P[(Xl — XQ)(Yl — }/2) > 0] = 2//[2 CQ(U, v)dC’l(u,U)
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Entao segue que
Q= 4// Cy(u,v)dCy(u,v) — 1
I2
0

O proximo resultado estabelece uma ligagao entre a medida tau de Kendall entre duas
v.a. X e Y e a copula C associada a estas varidveis por meio da funcao de concordincia.

Teorema 3.4. Sejam X,Y v.a. continuas com copula C e seja H = C(F(X),G(Y)) a
sua v.a. BIPIT com f.d.a. K. O coeficiente populacional tau de Kendall é dado por

r=Q(C,0) = 4//1 ', 0)dC(u, v) — 1 = AE(C(U, V) — 1 (3.2)

e pode ser reescrito por

r—3- 4/1 K(t)dt (3.3)

Demonstracao. A prova da equagao (3.2) segue da Definigdo 3.2 e do Teorema 3.3.

Da equagao (3.2) temos

T:4E(H)—1:4/11—K(t)dt—123—4/1K(t)dt

Como a v.a. BIPIT H € [0,1] ndo assume valores negativos, entdao E(H) = |,
K (t)dt (veja Teorema .2 no apéndice 1). O

Assim como a funcao distribuicao K de uma BIPIT associada a uma copula Arqui-
mediana é expressa em funcao do gerador ¢, tau de Kendall também é expresso em fungao
de ¢ para copulas Arquimedianas.

Corolario 3.5. Sejam X,Y v.a. continuas com copula Arquimediana C gerada por ¢. O
coeficiente populacional T de Kendall € dado por

=144 /O (‘f((?) dt (3.4)
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Demonstragao. Seja a BIPIT H = C(F(X),G(Y)) com f.d.a. K. Pelo Teorema 3.4,
equagao (3.3)

e . 1 6 0
=3 4/075 Ok 1+4/0 POk

]

Exemplo 3.1. Se Cy ¢ um membro da familia de Frank (Tabela 1.1), devido a complexi-
dade de resolugao da integral na equagao (3.4), o calculo de 7 torna-se mais adequado via
integracao numeérica. Para as demais familias Arquimedianas citadas nesta dissertacao
a integral na equagao (3.4) é de simples resolugao, sendo entao possivel encontrar uma
funcao de 0 que expresse a medida de associacao 7 de Kendall, tais expressoes encontram-
se na Tabela 3.1.

’ famalia Arquimediana ‘ T = f(6) ‘
Clayton T = %
Gumbel T= %
4.2.12 T=1-%

Tabela 3.1: Medida de associagao 7 de Kendall expressa em funcao do parametro 6 para
algumas familias de copulas Arquimedianas.

Exemplo 3.2. Desde que a copula M possui como suporte a diagonal v = v em I? e
possui marginais U(0, 1), segue que se g ¢ fungio integravel cujo dominio é 1%, entdo

/ /1 glu,0)dM (u,v) = /0 1 gu, u)du

Similarmente, desde que W possui como suporte a diagonal secundaria v = 1 — u,
temos )
// g(u,v)dW (u,v) = / g(u, 1 —u)du
12 0
Logo, temos
1
m = Q(II, IT) :4// wodll(u,v) — 1 :4/ wvdudv —1 =10
12 0
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1
TMZ@(M,M)=4/ min(u,v)dM(u,v)—1:4/ udu —1=1
0

12

1
w = Q(W, W) :4/ max(u+v—1,0)dW(u,v)—1:4/ Odu —1=—1
0

12

A copula M é chamada copula mazximal por estabelecer relacao de dependéncia per-
feitamente positiva entre as variaveis X, Y, como pode ser evidenciado pelo valor 7y = 1,
ou seja, probabilidade 1 de que X e Y sejam concordantes. O contrario acontece para a
copula W, chamada copula minimal por estabelecer relacao de dependéncia perfeitamente
negativa entre as variaveis X,Y, my = —1, ou seja, a discordancia das variaveis X e Y é
certa. O Teorema a seguir mostra a unicidade da relagao de dependéncia perfeita negativa
e positiva com respeito as copulas.

Teorema 3.6. O coeficiente populacional tau de Kendal associado a copula C' pela equagao
(8.2) € igual a 1, se e somente se, a copula C é M. E 7= —1, se e somente se, C = W.

Demonstracao. (<) A prova que Ty e T)s sao iguais a —1 e 1 respectivamente segue do
Exemplo 3.2.

(=) Agora considerando X, Y, X', Y’ com distribui¢ao U (0, 1) e sejam (X,Y) e (X', Y”)
1.i.d. com f.d.a. copula C. A seguir a demonstracao serda dada como consequéncia de uma
sequéncia de afirmagoes:

o)T=1=C=M

1. 7=1= X =Y com probabilidade 1;
2. X =Y = C(z,y) = min(z, y)

b)r=—-1=C=W

1. 7=—-1=Y =1— X com probabilidade 1;

2. Y =1-X = C(z,y) = max(z +y — 1,0)

Demonstragao a):
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r=1 = P[(X-X)(Y-Y)>0=1
= // P(X >z,Y >y)+ P(X <z,Y <y)]dC(z,y) =1

- //1 [1— Fx(x) — Fy(y) +2C(2,y)] dC(z,y) = 1

= //12 2C(z,y) +1—2x —yldC(z,y) =1

= //12[ZC(x,y)—l-l—x—y]dC(m,y):1:>2C'(ac,y)+1—x—y:1

r+y

= C(z,y) = 5

Aplicando os limites de Fréchet,

T 4+
Clw,y) = =2

< min(z,y) & X =Y com probabilidade 1

logo,
Cz,y) =P(X <z,Y <y,X =Y)=P(X <min(z,y)) = min(z, y)

Demonstragao b):
T=—1 = P(X-X)Y-Y)<0=1
= / [P(X >x,Y <y)+ P(X <z,Y >y)]dC(x,y) =1
12
Como,

P(X>z)=P(X >z,Y <y)+ P(X >z,Y >y)

=PX>z,Y<y=010-2)—-C(z,y) =y—C(z,y)
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PX<z)=PX<z,Y<y+PX<zY >y
= P(X <z,Y>y)=2—C(x,y)

Substituindo na equagao (3.5), temos

-1
vy = 20(y) =1 = Clo,y) = = o—
Por limites de Fréchet,

S:c—l—y—l

max(x +y — 1,0) <Y =1— X com probabilidade 1

logo,
Clz,y) =P X <2,Y <y Y=1-X)=P(1l-y< X <)

— Fl) - F(1-y) = {

r+y—1, se 0<1—y<z<1
0, se caso contrario.

com F' denotando a f.d.a. da v.a. X.

Desta forma temos, C(z,y) = max(x +y — 1,0). O
Exemplo 3.3. O caso particular § = —1 da familia de Clayton é a copula minimal, pois
para este caso 7 = —1 conforme Exemplo 3.1.

No inicio deste capitulo foi visto que o tau de Kendall é uma medida de associacao
expressa em termos da concordancia, agora veremos que este coeficiente também é uma
medida de concorddncia que apresenta as propriedades desta.

Definicao 3.7. Uma medida numérica k de associacao entre duas v.a. continuas X eY
cuja copula € C' é uma medida de concorddncia se satisfaz as sequintes propriedades

1. k € definida para todo par X,Y de v.a. continuas;

2. =1 <kxy <1, kxx=1erx_x=—1,

39



Rxy = Ry, X,
Se X,Y sao independentes, entao kxy = 0;
R_xy = Rx—-y = —RX)Y,

Se Cy e Cy sio copulas tais que Cy(u,v) < Cy(u,v), Y(u,v) € I?, entio ke, < Koy;

NS v S

Se {(X,,Yn)} € uma sequéncia de v.a. continuas com copulas C,,, e se {C,,} converge
ponto a ponto a C, entdo lim, .. ko, = Kc-

Teorema 3.8. Se XY sao v.a. continuas com copula C, entao o coeficiente populacional
7 de Kendall satisfaz as propriedades da Definicao 3.7, enquadrando-se como medida de
concordancia.

Demonstracao. Cada item da Definicao 3.7 é demonstrado separadamente. 2. Como 7
é definido na equagao (3.1) por uma diferenca de probabilidades, entdao —1 < 7 < 1 e
utilizando demonstracao do Teorema 3.9 temos 7x,x = Ty € Tx,_x = Tw € por sua vez,
pelo Teorema 3.6, temos 7y = 1 e 7y = —1.

3. Como Cxy = Cyx, e por (3.1) temos 7 como fun¢ao da copula C, entdo 7xy = Ty x.
4. Vide Exemplo 3.2.

5. Seja W = —X, pelo Teorema 1.14 temos que Cyy é dada em fungao de Cxy por
Cwy (u,v) =v—Cxy(1l —u,v),logo

Tmy = Q(Cw’y, Omy) = 4// —v + C)Qy(l — U, U)dCny(l — U,’U) —1
12

Aplicando a transformacao z = 1 — u,

1,1
4// v—Cxy(z,0)dCxy(z,v) =1 = —4/ Cxy(2,0)dCxy(z,0) +1 = —Txy
0J0 72

A ultima igualdade deve-se ao fato de que Z =1—U ¢ U(0, 1), pois U é U(0,1).
Analogamente temos TX,—-y = —TX)y-

6. Segue da defini¢ao de 7 dada pelo Teorema 3.4 e pela fun¢ao concordincia Q (Teorema,
3.3) ser nao decrescente em cada argumento.

7. Seja 7 = Q(C, C) conforme Teorema 3.4, como C,, — C e C,, é limitada pela copula
Maximal M, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

n—oo n—oo

lim 7, = lim 4// Cy(u,v)dCy(u,v) — 1 = 4// C(u,v)dC(u,v) =1 =Q(C,C) =1
12 72
[
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Pelo Exemplo 3.2 foi visto que 7y = —1 e 73y = 1. Mas o resultado abaixo nos
permite verificar que se uma v.a. Y é uma funcao crescente da v.a. X, existindo entao
uma dependéncia perfeita positiva entre estas varidveis entao caracteriza-se Cxy = M.
De maneira analoga, para Y funcao decrescente de X caracteriza-se C'xy = W. Por meio
da medida de concordancia 7 verifica-se este resultado.

Teorema 3.9. Seja k medida de concorddncia para v.a. continuas X e Y.

1. Se'Y € quase certamente uma fungao crescente de X, entao kxy = ky = 1;

2. SeY ¢ quase certamente uma fungao decrescente de X, entao kxy = kw = —1;
Demonstracao. Primeiro, por intermédio de 7, como um particular exemplo de medida
de concordancia, se provam que se Y é quase certamente uma funcao crescente de X

sendo (X,Y) com copula C, entdo C' = M e que se Y é quase certamente uma fungao
decrescente de X, entao C' = W.

Sejam (X,Y) e (X1,Y1) duas realizagoes i.i.d. com f.d.a. H, f nao decrescente,
X = f(Y) e X1 = f(Y1) com probabilidade 1.

Como P[(X — X3)(Y = Y1) > 0]+ P[(X — Xp)(Y = Y}) < 0] =1, pela equagdo (3.1)
temos 7 = 2P[(X — X1)(Y — Y1) > 0] — 1, onde

PI(X ~ X)(Y =¥1) 2 0] = P[(X —X)(Y ~ Y1) >0,Y = /(X).Y; = f(X))]
= PlX - X)(f(X) - f(X1)) 2 0] =1
A dltima igualdade deve-se ao fato de f nao decrescente.

Logo, 7 = 2x1—1 =1 e pelo Teorema 3.6 temos C' = M. Considerando f nao
crescente, do mesmo modo, obtém-se 7=-1, e consequentemente, C' = W.

Pelo item 6. da Definicao 3.7 e pelos limites de Fréchet, W < C' < M, temos ky <
k < kp e como pelo item 2., —1 < kK <1, entao kyy =1 e ky = —1.
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A medida de concordancia tau de Kendall nomeia o método grafico de ajuste de
copulas apresentado no proximo capitulo, chamado Kendall Plot. Embora o Kendall
Plot seja detalhado no proximo capitulo, ha a necessidade de uma breve introducao de
seu conceito neste capitulo para a justificativa de seu nome. O Kendall Plot pode ser
interpretado como um teste grafico de copulas baseado em um QQplot entre duas v.a.
BIPIT’s H = C(U,V) e Hy = Cy(U, V') com copulas C desconhecida e Cj conhecida. Se o
QQplot diagnosticar H e H identicamente distribuidas, entao a BIPIT H esta associada
a copula Cy. Caso contrario, o Kendall Plot revela uma informacao a respeito entre a
relacao dos coeficientes populacionais 7 de Kendall associados as copulas C' e Cy. Esta
relacao entre 7 de Kendall e Kendall Plot se deve ao fato da associagao entre 7 e K por
7 ser uma fungdo de K (Teorema 3.4). Entao pela equagao (3.3) temos,

K(w) > Ky(w), VO<w<1=7<m7 (3.6)

ou entao, conforme Defini¢ao 2.6 temos,

(X,Y) <k (Xo,Y0) = 7 < 70 (3.7)

Assim justificando o nome da ordem < como ordem estocdstica de Kendall.

No contexto do QQplot as v.a. BIPIT’s H e Hy sao vistas como quantis de suas
respectivas distribui¢oes K e Ky, ou seja, os n pontos (H;, Hy;) do QQplot sdo dados por
H; =K Y(p;) e Hy = K;'(p;),VO=p, <...<p,=1. Como K e K, sio f.d.a., logo a
implicacao (3.6) é equivalente a

Hi§H0i7v1§i§n:>T§To (38)

Exemplo 3.4. A reciproca da equagao (3.8) nem sempre é valida. Seja a copula C' dada
por C'(u,v) = min(Cys(u,v), 1/4+Cw (u,v)) com Ko(t) = max(¢, (3/4) [t + 3/4]) (Nelsen
(2003) [32]), temos I(u,v) < C(u,v), V (u,v) € I?, deste modo pela propriedade 6. da
Definigao 3.7, temos 1 < 7¢, porém Ko(1l/e) = 3/4 > 2/e = Ky(1/e), ou seja, ndo é
verdade que II <, C.

Exemplo 3.5. Conforme Exemplo 2.6 a familia de Clayton segue a ordem estocastica
de Kendall, ou seja, 8 < 6* = Cy <i Cy-, entao pela implicagao (3.7) temos 75 < 7p-.
A Figura 3.1 mostra o QQplot de (Hy, Hy) e (Hy, Hy) com Hy v.a. BIPIT associada a
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copula I, Hy e Hy as v.a. BIPIT associadas a copula de Clayton com #; = —0.5 e 5 = 2
respectivamente. Conforme ordenacao estocastica de Kendall para a familia de Clayton,
observa-se que os graficos referentes a ¢ = —0.5 e 6 = 2 encontram-se respectiva-
mente abaixo e acima da diagonal principal, ou seja, H(1; < Ho; < H(y;), caracterizando
To, < To < Tp,- De maneira geral, sendo A v.a. BIPIT de uma determinada copula
C, os QQplot’s (Hy, H) situados acima da diagonal principal revelam uma estrutrua de
dependéncia positiva para H e situados abaixo revelam uma estrutura de dependéncia
negativa, ja que 7o = 0 pois é associado a copula IT (Defini¢ao 3.7 item 4.).

QQplot
© _
o
© _

AO
o«
T o |
N
o
o _
o

Figura 3.1: QQplots referentes Exemplo 3.5: Ho; = (u;,v;), Hi; = C_o5(ui,v;), Hey =
Cs(u;,v;) com Cy copula de Clayton com parametro 6 (A linha com ponto e tracejado é
a diagonal principal do grafico).
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Capitulo 4

Kendall Plot

Em meio a um recente estudo de ferramentas para o ajuste de copulas ainda ha a ne-
cessidade de um mecanismo simples e eficiente para a modelagem de dependéncia. A
motivacao para a criacao deste mecanismo partiu do mais simples modo para o ajuste
de distribuicoes: o grafico QQplot. Porém em copulas trabalha-se num contexto multi-
variado diferentemente do QQplot. Este problema é resolvido usando a v.a. BIPIT que
traduz um problema multivariado ao contexto univariado preservando as caracteristicas
da estrutura de dependéncia dos dados. Neste contexto Genest & Frave (2007) utilizam
o grafico QQplot usando a v.a. BIPIT para a modelagem de copulas e denominam esta
ferramenta grafica por Kendall Plot. Assim como o QQplot padrao compara os quantis
amostrais aos quantis teoricos da normal padrao, o grafico proposto compara os quantis
amostrais aos quantis teoricos sob hipétese nula de uma especifica funcao distribuicao K
de uma v.a. BIPIT H associada a uma copula C'. Quando os quantis teoricos sob hipotese
nula referem-se a copula da independéncia II (Exemplo 1.6), o grafico proposto mostra se
hé evidéncia de dependéncia entre as variaveis. Esta foi a primeira proposta do Kendall
Plot sugerida por Genest e Boies(2003).

Este capitulo também apresenta a relacao existente entre a medida de concordancia

tau de Kendall e o grafico Kendall Plot, sendo por essa razao o grafico denominado desta
maneira.
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4.1 Construcao do Kendall Plot

O Kendall Plot é uma adaptagao do grafico de normalidade. Sua construcao é similar ao
QQplot, porém usando o conceito de BIPIT.

4.1.1 QQplot

Uma maneira grafica de verificar se uma amostra aleatoria univariada X1, ..., X,, é Gaus-
siana é comparar os quantis amostrais com os quantis teéricos de uma normal padrao. O
QQplot é o grafico dos pares (Z[p,1:m, X([npi]))s onde [np;] denota o menor inteiro maior
ou igual a np;, a sequécia {X(rnp,)}t, 0 < p1 < ... < p, <1 corresponde as estatisticas
de ordem da amostra e Zup). = E(Z(1np,1)) onde {Z1,...,7Z,} &€ uma amostra aleatoria
com distribui¢ao normal padrao.

Sendo F), a f.d.a. empirica da v.a. X dada por

FuX) = —#{j #1: X, < X} (4.1)

observa-se que a estatistica de ordem Xy = X([pp,7) ¢ definida como o p;-quantil
amostral de uma amostra de tamanho n. Mais especificamente, de acordo com a equacao
(4.1), para todo 1 < ¢ < n e denotando i = [np;], temos

Fo(X) = L, (4.2)

com 0 =p; <...<p, =1 Edeacordo com Sen & Singer (1993) [37], sendo F' a
f.d.a da v.a. X, temos

X(ppy) — F~1(p), Vp €[0,1]

em probabilidade e quase certamente quando n — oo(para demonstracao veja apéndice
2). Ou seja, ¢ garantida a convergéncia do quantil amostral ao quantil tedrico da dis-
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tribui¢ao. Deste modo a convergéncia de Zp,p1., = E(Z(1np])) a0 quantil teérico da normal
padrao é garantida pelo Teorema da Convergéncia Dominada (James (2004) [27])

lim B (Zu)) = B (m Zu))

n—oo

= Elp'(n]=9¢""(p)

~Y

pois Vn, |Z(mpp| <Y, com v.a. Y seguindo distribuicao Exp(X), A = 0.

Logo, para n suficientemente grande se os pontos (Z(rnp,7), X(fap1))s 0 =01 < ... <
pn = 1 concentram-se sob a diagonal principal, entao pode-se concluir que a f.d.a. da
v.a. X é a f.d.a. da normal padrao.

O QQplot é utilizado nao somente para verificar se uma amostra aleatoria univariada
{X1,...,X,} com distribuicao desconhecida F' segue distribui¢ao normal, mas também
para testar se esta amostra segue qualquer outra distribuicao Fp, isto é,

Hy : F(x)=Fy(z), Vo € DomF
H, : F(x)# Fy(x), para pelo menos um valor de x € Dom F

O procedimento para este teste também é baseado em uma comparacao quantilica,
assim como para o teste com a distribui¢ao normal padrao sob hipotese nula. Considere p;,
0=p1 <...<p, =1 Paracada p; ha dois quantis a considerar: E(Y(np,)) sob hipotese
de que Y segue distribuicao Fjy, o p;-quantil tedrico sob hipotese nula, e conforme equacao
(4.2) F, ' (pi)) = X5y = Xpup,), 0 p-quantil amostral. Logo, se para n suficientemente
grande o grafico dos pares (E(Y{[np1)), Fo, ' (i), concentra-se sob a diagonal principal,
entao a v.a. X segue distribuicao Fj.

4.1.2 Kendall Plot

Seja uma amostra aleatoria bivariada (Xi,Y7),...,(X,,Ys). E necessario transformar
esta amostra bivariada em uma amostra univariada que contenha as mesmas informacoes
de dependéncia da amostra original para que se possa trabalhar com o conceito do QQplot
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com a finalidade de ajustar estruturas de dependéncia, ou seja, copulas. A melhor maneira
de transformar dados bivariados em univariados preservando a estrutura de dependéncia é
utilizar a BIPIT desses dados. Como desconhece-se a distribuigao dos dados, se trabalha
com a BIPIT empirica H definida pela distribui¢ao empirica H,, dada por

~ 1
n —_

Desta maneira a hipotese a ser testada pelo Kendall Plot é dada por

H, : K(H)=KyH), VH el
H, : K(H) # Ky(H), para pelo menos um valor de H € 1 (4.4)

onde K é a f.d.a. desconhecida da BIPIT H e K, a f.d.a. a ser testada.

A hipétese (4.4) funciona como hipotese auxiliar, pois o objetivo principal é testar a
estrutura de dependéncia dos dados, logo

HoiC:CO VS. HIZC%CO (45)

onde a BIPIT H esta associada a copula desconhecida C' com distribuigao desconhecida
K e Cy com distribuicao Ky é a copula a ser testada. Sob a hipoétese nula a BIPIT H
estd associada a copula Cj e segue distribuigao Ky, portanto a estrutura de dependéncia
dos dados bivariados associados a H é modelada pela copula Cj.

Deve-se tomar cuidado ao usar o Kendall Plot, pois as hipoteses (4.4) e (4.5) nao sao
equivalentes, a nao rejeigdo de H{, nao implica na nao rejeigao de Hy. Temos Hy C H,
pois a implicagao C' # C* = K # K* é falsa e para sua verificagdo veja exemplo a seguir.

Exemplo 4.1. Considere uma distribuicao pertencente a classe de distribuicées do valor-
extremo, cujas copulas (veja Capéraa, Fougéres e Genest (1997,2000) [3]| e [4]) sao da
forma

Ca(u,v) = exp [log(uv)A{ log(u) H

log(uv)
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para alguma func¢ao convexa A : [0,1] — [1/2,1], tal que A(0) = A(1) =0e A(w) >
max(w,1 —w), V0 < w < 1 e sendo a fungdo A definida como gerador da copula do
valor-extremo C. De acordo com Ghoudi, Khoudraji e Rivest (1998) [24| a v.a. BIPIT
H = C4(U,V) é distribuida por

Kiy(w)=w—(1—-714)wlog(w), VO<w <1

onde

B 1w(l—w) o
TA_/O o w

é o valor populacional de tau de Kendall, desde que A é convexa. Entao, se duas
distribuic¢oes do valor-extremo com geradores A # A* verificam 74 = 74+, logo K4 = K 4+,
ou seja, a copula do valor-extremo C4 nao é unicamente determinada por sua f.da. K 4.
Mas esta questao nao serd preocupante nesta dissertacao, ja que trabalhamos com a
classe de copulas Arquimedianas bivariadas para a qual as hipoteses (4.4) e (4.5) s@o
equivalentes, ja que para esta familia a copula C' é unicamente determinada pela fungao
K. Este fato se deve a funcao distribuicao K de uma copula Arquimediana C' ser definida
em fungao do gerador ¢ desta copula (Corolario 2.4). E pela constru¢ao de uma copula
Arquimediana (equagao 1.22) observa-se que o gerador ¢ a determina unicamente.

Assim como o QQplot, o Kendall Plot realiza uma comparagao quantilica. Compara-
se os quantis amostrais de K aos quantis teoricos de K sob hipétese nula. Os p;-quantis
amostrais sao representados por H(p,,,)) = H(; e os p-quantis teéricos denotados por
Winp i ko = E(H, (O(npm) = Wik, sendo p; definido como na equacao (4.2). Os resultados

da proxima secao permitem verificar que H (fnpi]) © E(H ?[npi])) realmente representam o

pi-quantil amostral e tedrico da distribuicao sob hipotese nula K.

Sejam H{) < ... < Hp, estatisticas de ordem de uma amostra aleatoria fY,..., H,

da BIPIT H° com distribuicao Kj, pela definicao de densidade de uma estatistica de
ordem em Casella & Berger (2002) [5] (para demonstracao veja apéndice 3)

Winr, = E(H(Oi)) = n(TZL: 11> /0 w{Ko(w) Y1 — Ko(w)}" dKy(w) (4.6)
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A integral em questao nao possui primitiva, portanto foi calculada por integracgao
numérica através do comando integrate do software estatistico R. Este comando realiza
integracao numérica para variavel unidimensional através de um método de quadratura
adaptativa baseado nas rotinas dgags e dgagi em Piessens & Doncker-Kapenga (1983) [33].
Este algoritmo nao funciona bem para integrandos que assumem valores constantes (em
particular, proximos de zero) em todo seu dominio. O integrando em questao é composto
por um produto de poténcias (que dependem de n) de valores entre 0 e 1, apresentando
entao valores muito proximos de zero em todo seu dominio, e sendo decrescente em n.
Portanto para grandes valores de n, por exemplo n > 200, para algumas funcoes K, por
exemplo K, a integragao usando integrate nao corresponde ao valor esperado. Como o
Kendall Plot, assim como o QQplot, é uma ferramenta assintotica foi necessario recorrer a
outro método de integracao adaptativa para o calculo de W, x, para um grande tamanho
amostral. Veja apéndice 4 para maiores detalhes do método de integracao numérica.

Os passos para construgao do Kendall Plot, listados a seguir, sao semelhantes ao do

QQplot.

1. Para cada 1 <i < n, calcula-se a BIPIT empirica H, como na equagao (4.3);
2. Ordena-se fIZ ﬁ(l) <...< ﬁ(n), igualdades sao possiveis;

3. Para cada 1 <i < n, calcula-se W;., k, pela equacao (4.6);

~

4. Plotar os pares (Wi ko, H@y), 1 <i < n.

4.2 Resultados e Fundamentos

Esta secao apresenta os resultados tedricos necessérios para a validade do Kendall Plot
como método assintotico para comparagao de quantis, bem como exemplos decorrentes da
teoria para auxiliar na interpretacao do grafico Kendall Plot. Um dos resultados evidencia
a relacao existente entre Kendall Plot e 7 de Kendall.

Definicao 4.1. Sejam ffl, e ,ffn calculados pela equacao (4.3) realizagées da BIPIT
H =H(X,Y) com fun¢ao distribuicao de Kendall K. A funcao distribui¢ao empirica K,
dos H;’s € dada por

Kale) = = S 1 < 0} (4.7)
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Teorema 4.2. A funcgao distribuicao empirica de Kendall K, converge em probabilidade
a funcao distribuicao de Kendall K sendo a convergéncia vdlida também para as inversas,
ou seja,

Kn(v) = K(v) e K.'(p)= K '(p), Vo,pel

n

quando n — oo.

Demonstragao. Seja (Xi1,Y1),...,(X,,Y,) uma amostra aleatoria com f.d.a. copula C e
{f-\ll, e ]/-\In}, calculados pela equagao (4.3), realizagdes da BIPIT H = C(X,Y). Prove-
mos que a distribuicao de f[i, P(ﬁl < v), converge a K(v) = P{C(X,Y) < v} e que
a funcao distribuicao empirica K, dos f[i’s, dada pela equagao (4.7), é um estimador
v/n-consistente de K (v), ou seja, no limite a esperanca do estimador converge a esper-
anga de K'(v) e no limite a varidncia do estimador ¢ nula. Consequentemente seguem as

convergéncias em probabilidade.

E{K,(v)} = E[I{H, <v}] = P(H, <v) (4.8)

Dados X; e Y; com distribui¢ao U(0,1) sendo (X1,Y;) com f.d.a. copula C. Seja
(x1,y1) uma realizagao de (X1, Y1), pela equagdo (4.3) temos que a quantidade (n — 1)[%
¢ distribuida de acordo com uma binomial com parametros (n — 1) e C(z1,y;). Desta
maneira a fungao geradora de momentos condicional a (z1,y;) de l:-\ll é dada por {1 —
C(zy,y1) + C(z1,y1)et/D}=D " Como H = Cn(X1,Y1) — C(X1,Y1) quando n tende
ao infinito, onde (), denota a cépula empirica, segue do teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue que E (etﬁl) converge a E{e/“X1Y1} quando n tende ao infinito. Portanto,

A~

assintoticamente, H; tem a mesma distribuigao que C'(X7,Y)), ou seja,

lim P(H; <v) = K(v) (4.9)

n—oo

Logo, pela equagao (4.8) temos

E[Kn(v)] = K(v)

quando n — oo.
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Var|K,(v)] = Var

% Zn: I{H; < v}]

= Var[l{H, <v}]/n+ (n —1)Cov(I{H, < v}, I{Hy <v})/n

sendo I{H, < v} e I{H, < v} v.a. de Bernoulli identicamente distribuidas com

parametro p(v) = P(H; < v), logo a variancia de K, (v) pode ser escrita como

p){1 = p()}/n+ (n = )[P(H, < v, Hy < v) = p(v)’]/n (4.10)

Usando o termo de ordem 1/n da transformada de Laplace-Stieljes bivariada (Abramowitz

& Stegun (1972) [1]) de

P(Hl S Ul,HQ S ’UQ) — P(H1 S ’Ul)P(HQ S ’UQ) (411)

mostra-se que

~ ~

P(H, <v,Hy <vw)— P(ﬁl <v)? = k(){k(v)R(v) — 20K (v)}/n + o(1/n) (4.12)

onde K(v) =1 — K(v), k(v) = K'(v) é a densidade de H = C(X,Y) e

R(v) = E[C{min(X1, X5), min(Yy, Y2)} — v?}|C(X1, Y1) = C(Xs, Ys) = v]

Para detalhes veja Genest & Rivest (1993) [17].
Como a distribuicdo de H; no limite ¢ dada por K (v)(equagao 4.9) e substituindo

a equagao (4.12) na equacao (4.10), entdo uma aproximacao de ordem o(1/n) para a
variancia de K, (v) é dada por

[K(0)K(v) + k(v){k(v)R(v) — 20K (v)}] /n
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E deste modo

lim Var[K,(v)] =0

n—oo

e completa-se a prova. O]

O corolario a seguir é de extrema importancia para a caracteristica assintotica do
Kendall Plot mostrando que H([up)) € Wipp)m,x convergem ao p-quantil teérico da ver-
dadeira distribuicao K e ao p-quantil teérico sob hipotese nula de distribuicao Ky respec-
tivamente.

Corolario 4.3. Sejam {H,,...,H,} realizagées da BIPIT H, {H,,... H,} amostra
aleatoria de H com f.d.a. K, K, como na Definicao 4.1 e 0 < p < 1, entdo

Hfnp)) = K, (p) > K\ (p) (4.13)

Winplm.ic = E (Hpnp))) — K (D) (4.14)

quando n — 0.

Demonstragao. Demonstragao da equagao (4.13):
De acordo com a Defini¢ao 4.1 pode-se considerar H[,,)) = K, 1(p), logo a convergéncia
segue do Teorema 4.2.

Demonstragao da equagao (4.14):

T Wi = lim B (Hgapy) = B ( im Hipny))
= BIK 7 (p)] =K '(p)

Por |Hrnpy| < 1, Vn e a convergéncia quase certa,

Hpmpy "= K~ '(p)
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demonstrada por Sen & Singer (1993) [37] (veja Apéndice .2), a igualdade entre limite
da esperanca e esperanga do limite é garantida pelo Teorema da Convergéncia Dominada
(James (2004) [27]). O

Exemplo 4.2. A Figura 4.1 ilustra a convergéncia da BIPIT empirica ﬁI( mpl) = KM (p) e
Winplmx = E(Hmnp)y) & K ~!(p), inversa da distribuigao acumulada da BIPIT H. Usa-se
no exemplo a BIPIT H associada a copula 4.2.12 (Tabela 1.1) que possibilita o calculo
direto da inversa K ~*(p). Esta copula Arquimediana torna-se uma excecao frente que a
distribuicao das demais copulas Arquimedianas nao apresentam uma forma fechada para
o célculo da inversa da distribuicao.

O Corolario 4.3 confirma o mencionado na se¢ao 4.1.2, ou seja, que os elementos
do Kendall Plot, Hi; e Wik, = E (H 8.)), representam respectivamente o p;-quantil da
distribui¢do K (desconhecida)e o p;-quantil da distribui¢do sob a hipétese nula K, para
n suficientemente grande. Logo, se os pontos (Wi, r,, H (:)) concentram-se sob a diagonal
principal evidencia-se que a BIPIT H segue distribuicao K, ou seja, a nao rejeicao da
hipotese nula do Kendall Plot. Este fato é verificado formalmente através do corolario
abaixo.

Corolario 4.4. Os pares (m:n,Ko,ﬁ(z’)) do grifico Kendall Plot concentram-se ao longo
da curva
p— K {Kp)}, Vpel (4.15)

Demonstragio. Reparametrizando p = Ko(w) temos w = K, ' (p), w € I, entdo

(K5 (p), KM p)) = (w, K~ {Ko(w)})

logo os pontos do Kendall Plot se comportam como os pontos do grafico w — K~ H{Ky(w)}.
O

Exemplo 1.1 (continuagao)
O grafico dos pontos (Wi, kq }AI(i)), 1 <i <n, de acordo com a equagao (4.15) concentra-
se ao longo da diagonal principal sob a hipétese nula, ou seja, quando K = K,. A Figura
4.2 mostra o Kendall Plot dos dados simulados no Exemplo 1.1 sob a hipétese nula de
independéncia, ou seja, Ko(v) = Kn(v) (veja Exemplo 2.3), evidenciando independéncia
nos dados.

Exemplo 4.3. O grafico dos pontos (W;., k., ﬁ(i)), 1 <1 < n, de acordo com a equagao

(4.15) concentra-se sob o eixo horizontal - H;) =0, 1 <i < n - quando o vetor aleatorio
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Figura 4.1: Graficos da inversa da funcao distribuigao K ~(p) vs. ﬁ( mp]) = K, 1 (p) prove-
niente de n = 100 pseudo-observacoes da copula 4.2.12 (primeira figura); e Wiypjmx =
E(H (fnp))), n = 100, sob hipétese da mesma copula (segunda figura).
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Figura 4.2: Kendall Plot sob hipétese nula de independéncia para a amostra
{(x1,11), .., (Z100, Y100)} sendo z; com distribuicao exp(2) e y; com distribuigao exp(10)
com {z;} gerados de forma independente de {y;}.

(X,Y) testado esta associado a copula minimal W (veja Exemplo 1.5). Como Ky (v) =
1, Yo € T (Exemplo 2.5), de acordo com a definicdo de quasi-inversa (Defini¢ao 1.11)
temos Kv_vl(p) =0, Vp € I. A Figura 4.3 apresenta o Kendall Plot para as observagoes
do vetor aleatorio (X,Y) sendo Y = 1 — X que de acordo com demonstragao do Teorema

3.6, Cxy = W.

Exemplo 4.4. O grafico dos pontos (W;.,. k,, I/—j(i)), 1 <i < n, de acordo com a equacao
(4.15) concentra-se sob a curva Ky(p) quando o vetor aleatorio (X, Y') sendo testado esta
associado a cépula maximal M (veja Exemplo 1.5), pois K}, (p) = p, ¥p € I (Exemplo
2.4). A Figura 4.4 apresenta o Kendall Plot para as observagoes do vetor aleatorio (X,Y)

sendo Y = X que de acordo com demonstracao do Teorema 3.6, Cxy = M.

Teorema 4.5. Seja a BIPIT H associada a copula C' desconhecida. Se o grdfico do
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Figura 4.3: Kendall Plot sob hipétese nula de independéncia de n = 100 pares de obser-
vagoes do vetor aleatorio (X,Y) com Y =1 — X.

Kendall Plot, sob hipdtese nula C' = Cy, apresenta fAI(i) < Winky, V1<1<nparan
suficientemente grande, entao T < Tg,.

Demonstracao. De acordo com as convergéncias de H (i) € Wi i evidenciadas pelo Corolério
4.3 e pela relagao entre v.a. BIPIT e tau de Kendall estabelecida na equagao (3.8), para
n suficientemente grande temos

~

Hiy < Wink,, V1<i<n= 10 <1¢, (4.16)
O
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Figura 4.4: Kendall Plot sob hipétese nula de independéncia, de n = 100 pares de obser-
vagoes do vetor aleatorio (X,Y) com Y = X.

A reciproca da equagao (4.16) nem sempre é valida, veja Exemplo 3.4.

Exemplo 4.5. Simulamos trés amostras aleatorias de tamanho n = 150 da copula de
Clayton com os respectivos parametros § = {0.5,2,5} e construimos os Kendall Plot’s
sob hipotese nula de Clayton 6 = 2 (Figura 4.5). Conforme esperado o plot dos dados
com # = 2 encontra-se sob a diagonal principal, e observa-se que os dados com # = 0.5
e # = 5 encontram-se respectivamente abaixo e acima do plot para # = 2, conforme
esperado de acordo com a ordenacao estocastica de Kendall para a familia de Clayton
(veja Exemplo 3.5).
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Figura 4.5: Kendall Plot sob hipétese nula de copula de Clayton 6 = 2 (W, k, referente
a Clayton com # = 2) de amostras aleatorias de tamanho n = 100 associadas a copula de
Clayton com os respectivos parametros ¢ = {0.5,2,5}.
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Capitulo 5

Testes de Aderéncia para Coépulas

Enquanto testes para distribuicoes univariadas estao bem documentados, o estudo de
metologias formais para o ajuste de copulas surgiu apenas recentemente como um prob-
lema inferencial desafiador.

As diferentes caracteristicas de cada familia de copulas C possibilitam que se modele
diferentes contextos em cada familia. Por exemplo, as copulas Arquimedianas podem
assumir dependéncia caudal assimétrica, sendo uma propriedade a favor de sua aplicacao
a modelagem de dados com esta estrutura de dependénica. Recentes estudos empiricos
mostram que periodos de turbuléncia e calma em financas sao caracterizados por diferentes
niveis de dependéncia caudal, sendo a dependéncia mais forte sobre na cauda inferior do
que na cauda superior. Devido a importancia de se detectar em qual familia os dados se
adequam, ultimamente diversas contribuigoes tem sido feitas para se testar as hipoteses

Ho:CeC={Cyl €O} ws. Hy:C ¢ C={Cylf € O},

onde © é o espaco paramétrico da familia de coépulas C. Autores como Genest, Quessy
& Rémillard (2006) [20], Genest & Rémillard (2008) [22], Dobrié¢ & Schmid (2007) [7]
e Genest, Rémillard & Beaudoin (2008) [23| apresentam estatisticas utilizadas em um
procedimento bootstrap paramétrico para testar estas hipoteses. No apéndice 5 sao apre-
sentadas duas destas estatisticas e o procedimento bootstrap para a realizacao do teste.

Com a construcao de uma banda de confianca, permitida pela estrutura da v.a. BIPIT,
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o Kendall Plot deixa de ser apenas um meio auxiliar grafico para o ajuste de cépulas e
passa a ser um teste grafico completo. A proposta deste capitulo é postular este teste
grafico para se testar a hipotese

Ho:C=0Cy vs. Hy:C#Cy,

sendo #y € O fixo e, em particular, a familia paramétrica sob Hy uma familia Arqui-
mediana. Ha dois elementos sendo testados pelo Kendall Plot: a familia paramétrica e
o respectivo parametro . Em uma familia Arquimediana uniparamétrica o parametro 6
¢é determinado completamente pela medida de associagao 7 de Kendall, sendo assim por
meio desta medida calcula-se um valor 6, (usando equagao (3.4) conforme Exemplo 3.1),
referente ao nivel de associacdo 7 dos dados, para compor a hipdétese nula. O Kendall
Plot entao compara a estrutura global de dependéncia dos dados (com nivel de associagao
T) a estrutura de dependéncia da familia Arquimediana sob hipétese nula (com o mesmo
nivel de associagao 7 expresso por 6p).

Embora o objetivo principal deste capitulo seja o estudo do Kendall Plot munido de
bandas de confianca para testar estruturas de dependéncia por meio de copulas, o Kendall
Plot também pode ser utilizado para se testar apenas o parametro 6 quando conhecida
a familia Arquimediana adequada aos dados. Como em uma familia Arquimediana o
parametro 6 é determinado por 7 de Kendall é razoavel pensar que este teste pode se
comportar como um teste para a medida de associacao 7 de Kendall. Para informacoes
sobre o comportamento do poder deste teste veja o apéndice 7.

A proxima secao apresenta o resultado de Walker(1968) [39] que permite a construgao
das bandas de confianca para o Kendall Plot. Desta maneira o teste grafico Kendall
Plot torna-se uma ferramenta formal, ao contrario do QQplot que funciona como uma
ferramenta gréafica auxiliar em um teste de ajuste de distribuigao.

5.1 Teste Grafico - Intervalos de Confianca para Quan-
tis

Walker (1968) [39], enuncia que para fazer inferéncia sobre um ou mais quantis de funcao
distribuicao F' com densidade f, sendo o p-quantil teérico &, definido unicamente por
F(&,) = p para 0 < p < 1, é necessério considerar apenas o conjunto das estatisticas de
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ordem X1y < ... < X{,), obtido a partir de uma amostra aleatéria {Xi,..., X,}, onde o
p-quantil amostral deve ser definido por Y, , = X[, com [np| denotando a parte inteira
de np. Deste modo, sob certas condicoes, o p-quantil amostral Y,, , ¢ aproximadamente
normal com média &, e variancia p(1 — p)/{nf*(§,)} quando n é suficientemente grande.

Segue o resultado formal de Walker (1968) [39] para a distribui¢do assintotica de
quantis amostrais.

Teorema 5.1. Sejam Xy, ..., X, estatisticas de ordem de uma amostra aleatoria de
f-d.a. F absolutamente continua e estritamente crescente para 0 < F(x) < 1. Seja {r(n)}
uma sequéncia de inteiros tais que n~2(r(n) —np) — 0 quando n — 0o, onde0<p<le

seja & = F~Y(p). Entao se F'(£,) = f(&,) emiste e € positivo, ns (X(rn)) — &) converge
para

N (0, p;(—gf;)) (5.1)
quando n — oo,

Demonstragao. Seja Z = \/nf?(&)(X(rn)) ), logo

P(Z < 2) = P (Xoay < & +2/(0F ()

Devido a F' ser estritamente crescente, consideremos X,y = F ’1(U(,«)), onde U,y &

a r-ésima estatistica de ordem de uma amostra aleatéria de U(0,1). Entao se Uy =
F(X )

P(Z < 2) = P (Upy < F & + 2/ (03 (5,)]) (5:2)

que desde a defini¢ao de derivada

lim e > 2/t 2{( 2l P- 1)

noee 2/(n2 f(&))
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temos

z z
Fl&+ = (f(&) +€n) +p (5.3)
( ’ n%f@p)) ’ n f(&,)
e definindo
o= Z€n
(&)
onde
lim ¢, =0
temos a equagao (5.2) equivalente a
_1
P <U<r(n)> <p+n 2(Z+gn)) (5.4)

Segue da equagao (5.4) que se N,, denota o nimero de observagoes que nao excedem
p+n"2(z+¢,) em uma amostra aleatéria U/(0,1) de tamanho n , entdo

P(Z < z) = P(Ny = r(n)) (5.5)

Desde que N, segue distribui¢ao Bin(n,p,) com p, = n_%(z +¢.) +p.

Seja W,, = n’%(Nn — npy), a funcao caracteristica de W, é dada por
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; . _1
ow. (t) = E(Wr) = B(et? Wamnpa)
= E(eztni%Nne—Ztn%pn)
1

_ efitn?pn

@Nn(nfét)

1 . "
e—n?pnzt[pn(eztn 2 1) + 1]n

E o log da funcao caracteristica de W, é dado por

Yw, () = —n2pyit +nlog[l+ p,(exp(n”2it) — 1)]
1 1 1 1
= npylexp(—n~2it) — 1 —n~2it] — §npi[exp(—n’5it) — 1+ nO(n’%|tl3)

1
= 5Pl =Pt + O 2 [tf?)

Logo

lim ¢, () = —%p(l — p)t?

n—oo

Como o log da funcao caracteristica de W, converge para o log da fungao caracteristica

da distribuicao N (0, p(1 — p)), segue que W,, converge para uma variavel N(0,p(1 — p)).
Pela equacao (5.5) e substituindo p,, segue
P(Z<z) = PW,2n"

= P[W,>n"

(r(n) = npy)]
(r(n) = np) = (2 + )] (5.6)

[T VI

E para n suficientemente grande P(Z < z) na equagao (5.6) esta entre
PW, > —z+¢,) e P(W, > —z —¢,) sendo ¢, muito pequeno. Pela normalidade e
simetria de W,,, temos

PW,>—-z4¢,) =92 <i) e PW,>—-z2—¢,)=0 (&)



Logo,

lim P(Z <z) = <;>

n—00 p(1—p)

Portanto a distribuicio assintotica de Z é N (0, p(1—p)) e consequentemente nz (Xrmy)—
&) segue distribuigao assintética N(0,p(1 —p)/f?(&,)). O

5.1.1 Construgao de Intervalos de Confianga para Quantis

Sejam {Hq,...,H,} uma amostra aleatoria da BIPIT H = C(U,V) com f.d.a. descon-
hecida K, K'(z) = k(z), a sequéncia {r(n)} dada por r(n) = n~?([np] — np) — 0
quando n — oo onde 0 < p < 1e &, = K '(p). Aplicando o Teorema 5.1 temos

VAH gl — &) 2 N(0,p(1 — p)/K2(&,)), ¥p € (0,1) (5.7)
quando n — oo.

Sejam K, uma f.d.a. absolutamente continua e estritamente crescente (a f.d.a. K
de uma copula Arquimediana satisfaz estas condi¢oes: um dos motivos de sua utilizacao
nesta dissertacao), £) = K '(p) e s2 ., = p(1 — p)/k3(€)) sendo ko a densidade de K.
Definamos a estatistica

Ky, K) = Y H(0s) =) (5.8)

Sp»KO

De acordo com Teorema 5.1, se K é a verdadeira distribui¢ao de {Hq, ..., H,}, entao

Q(Ko, K) 2 N(0,1), Vp € (0,1)

quando n — oo, ou seja, Q(Ky, K) constitui uma quantidade pivotal para o parametro
&p- Deste modo, se a € (0, 1) temos
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lim P(—z, < Q(Ko, K) < z4) =1 —«

n—oo

equivalente a

ZaS ZaS
P(H ) — 2220 < &, < Hifppp) + 22 =1 - @

NG

Ou seja, sob Hy : K~'(p) = K;'(p) a estatistica Q(Kj, K) comporta-se de acordo
com a distribui¢ao N(0,1) e o intervalo

IC(&), @) = [Hifnp)) + z‘“f/’%“] (5.9)

é um intervalo assintotico para , = K !(p) de confianga 1 — a. Desta maneira,
rejeitamos Hy : K~ (p) = K (p) ao nivel de confianca o, se £ ¢ IC(&,, ).

5.1.2 Teste grafico para o Kendall Plot: uma aplicagao para in-
tervalos de confianca de quantis

A hipotese nula do Kendall Plot Hj, : K = K pode ser reescrita como uma interse¢ao de
hipoteses nulas. Formalmente

H, (K () = K5 ' (p)}

JjeT

sendo p; € (0,1) e Z um conjunto de indices. Entao, a regido de rejeigdo para o teste

UL, &, ¢ 10(4,;,aM)}

jET
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Ou seja, se pelo menos uma das hipéteses nulas Hy,, K=Y(p;) = K;'(p;) for re-
jeitada, isto é, pelo menos um fgj ¢ 1C(&p,;,a*), entdo Hy ¢ rejeitado. Apenas, se cada
hipétese nula Hy,_ K=Y(p;) = K;*(p;), Vp; € (0,1), ndo for rejeitada, entdo nio havera
evidéncias para se rejeitar Hy.

Ao se utilizar uma amostra de tamanho n o Kendall Plot permite realizar no méximo
n — 2 testes conjuntos, Ho, K=(p;) = K;'(pj) com 0 < py < ... <p,1 <1 usando os
intervalos de confianga IC(&,,,a*). Nao sao realizados testes para Ho, _, e Hy,,_,, pois
os intervalos de confianca 1C,(&,, o) sao validos para 0 < p < 1 de acordo com Teorema
5.1. Cada teste Hy,, é realizado com nivel de significancia o = o/|Z], para que de acordo
com a corre¢ao de Bonferroni (veja apéndice 6) o teste H'y tenha nivel de significAncia «.

A utilizacao do método de Bonferroni para se controlar o nivel de confianca a do teste
implica em quanto maior o nimero de testes individuais envolvidos mais conservador seré
o teste para se rejeitar a hipoétese nula quando ela é verdadeira. Logo, sendo o Kendall
Plot um teste assintético, para grandes tamanhos amostrais o nivel de significancia do
teste tende a zero ao utilizar o niimero maximo de testes individuais. Para contornar este
problema, uma solucao a ser considerada é estabelecer um niimero fixo de testes. Ou seja,
estipular quais e quantos p;-quantis sao comparados. Neste capitulo os Kendall Plot’s
construidos como exemplo sao resultantes da interseccao de n — 2 testes, ou seja, sao
comparados os p,;-quantis dados por p; = (7 —1)/(n—1) (equagdo (4.2)), j =2,...,n—1.
Na segao 5.2 analisa-se o poder do teste Kendall Plot utilizando todos os n—2 p;-quantis
e utilizando no maximo 20 p;-quantis igualmente espacgados.

De acordo com o Corolario 4.4, quando K = K, a curva p; — K '{Ky(p;)}, p; € [0,1]
do Kendall Plot concentra-se sob a diagonal principal. Os intervalos IC(¢,,;, @) (equacao
(5.9)) permitem decidir quando os pontos do Kendall Plot ( Sj, H{np,1)) encontram-se
proximos a diagonal principal. Se todos os pontos do Kendall Plot pertencerem a banda
de confianga construida com os intervalos, ou seja, se

5;2]- € [C(fpjaa*)a VPJ' = (071) e ] €z

pode-se concluir a proximidade da curva a diagonal principal, e por consequéncia, nao
hé evidéncias para a rejeicao da hipotese nula do Kendall Plot Hy : K = K.

Abaixo segue o algoritmo para a construcao do Kendall Plot com a banda de confianca
construida a partir dos intervalos de confianga IC,(&,,,a*), 0 < p; < 1, constituindo entao
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um teste de nivel o para o teste da hipotese nula Hf, : K = K.

Se n for suficientemente grande {H;}=" como definido na equagio (4.3) permite a

construgao de uma amostra de H visto que H,, — H quase certamente quando n — oo.
Desta maneira o Teorema de Walker 5.1 torna-se valido para as BIPIT’s empiricas H; e
permite a construcao de IC' assintéticos utilizando BIPIT’s empiricas.

1. Para cada 1 < i < n, calcula-se a BIPIT empirica ﬁl pela equagao (4.3);

2. Ordena-se }AIZ ]Tl(l) <...< ﬁ(n), igualdades sao possiveis;

3. Para cada j € Z, calcula-se §) = K;' (p))-

4. Para cada j € T calcula-se 7, = p;(1—p;)/k3(E).), onde ko é a densidade de K.

*

5. Calcula-se os extremos inferiores [,,. e superiores u,. dos IC de confianca IC,, . (&,., o), o =
J J J J

o/ 1] por
~ Za*8p~,K
by = Higmpy) = — 72—
o~ Z(X*Sp',K
Up, = Hfnpy)) + ——F2—

NG

onde z,+ é determinado de modo que
P(ZSz)=1-%

sendo Z v.a. com distribuicao N (0, 1).

6. Plota-se os pontos (§gj, ]T_]([nm y) que compoem a curva do Kendall Plot

7. Plota-se os pontos (upj,ﬁ([nm)) que compdem O extremo superior e os pontos
(Ip;s H(fnp,1))> J € |1, que compoem o extremo inferior da banda de confianga.

8. Se pelo menos um ponto (fgj, ?[((npﬂ)) do Kendall Plot nao pertencer a banda de
confianca, caracteriza-se a rejeicao da hipétese nula.

No trabalho com copulas Arquimedianas, devido a complexidade das funcoes de Kendall
K, fica impossibilitado o calculo do verdadeiro valor de 52, por isso trabalha-se com
sua estimativa calculada integragao numérica Wrypnx, = £(H (O[np])). A menos quando
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trabalha-se com a copula 4.2.12 (Tabela 1.1) que apresenta inversa usual para a f.d.a. K
(Tabela 2.1). Contudo, a convergéncia de Q(Ky, K') a distribuigao N(0,1) se preserva ao

substituir £) por é\g = E(H{,,)- Formalmente, temos

E(H{,y) — &

quando n — oo. Logo pelo Teorema de Slutsky (James (2004) [27]), temos

Vi Hing) = &)kl E(HGp0)} o Vi H ) — §)ko(&)
p(1—p) p(1—p)

= Q(Ko, K)

quando n — oo.

Exemplo 5.1. Como ilustracao de que a substituicao de fg = K, '(p) pela estimativa

@ = F(H (O(nzﬂ)) nao influi no comportamento das bandas de confianca do Kendall Plot a
Figura 5.1 mostra que os Kendall Plots sao praticamente idénticos para o caso da copula
4.2.12. Além de permitir verificar que sob a hipotese Hy verdadeira os pontos do Kendall
Plot encontram-se no interior da banda de confianca. A Figura 5.2 apresenta um Kendall
Plot quando Hj é falsa, verificando que alguns de seus pontos encontram-se fora da banda
de confianga conforme esperado caracterizando a rejeicao da hipdtese nula.

Exemplo 5.2. Esboga-se dois Kendall plots ao nivel de significancia o = 0.05 sob hipotese
nula de céopula de Clayton 0 = 20, equivalente a 7 =~ 0.9 conforme Exemplo 3.1, para
amostras de tamanho n = 100 e n = 500 com copula de Clayton 6 = 6, equivalente a
7 = 0.75 conforme Exemplo 3.1. Observando a Figura 5.3 vé-se que para o tamanho
amostral n = 100 o Kendall Plot nao apresenta evidéncias para rejeicao da hipotese
nula, embora os graficos das amostras n = 100 com cépulas de Clayton 8 = 20 e # = 6
manifestem claramente que estas estruturas de dependéncia sdo diferentes (Figura 5.4).
Ao contréario, para n = 500 o Kendall Plot apresenta evidéncias para rejeicao da hipotese
nula. Essa é uma indicativa de que o poder do teste de fato aumenta com o tamanho
amostral.
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Figura 5.1: Kendall Plots sob hipotese nula de copula 4.2.12 com 6 = 3, nivel de sig-
nificancia o = 0.05, de amostra aleatoria n = 100 associada a mesma copula 6 = 3.
Primeira figura: <52’H(Mp1))' Segunda figura: (§0, H([np)))-
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Figura 5.2: Kendall Plot ( /27 H (fnp))) SOb hipétese nula de copula de independéncia, nivel
de significancia a = 0.05, de amostra aleatoria n = 100 associada a copula 4.2.12 com
6 =3.
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Figura 5.3: Kendall Plot (/B, H (np))) SOb hipdtese nula de copula de Clayton ¢ = 20, nivel
de significancia o = 0.05, de amostras aleatorias n = 100 (primeira figura) e n = 500
(segunda figura) associadas a copula de Clayton 6 = 6.
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Figura 5.4: Graficos de amostras tamanho n = 100 com cépula de Clayton com 6 = 6 e
0 = 20 (graficos acima da esquerda a direita). Gréficos de amostras tamanho n = 500
com copula de Clayton com 6 = 6 e 6 = 20 (graficos abaixo da esquerda a direita).
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5.2 Poder do Teste

Com o objetivo de analisar a funcao poder do teste se consideram dados simulados asso-
ciados as copulas de Clayton, Gumbel, Frank e copula 4.2.12 com os niveis de associagao
7 de Kendall 7 =~ 0.3 e 7 &~ 0.7 sob hip6tese nula de copula de Clayton e Gumbel com
idénticos niveis de associagao 7 ao nivel de significancia o = 0.05. Considera-se os taman-
hos amostras n = 150 e n = 500. Veja nas Tabelas 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 0 esquema de
simulagao, bem como a porcentagem de rejeicao de cada um dos testes analisados, con-
siderando o teste Kendall Plot resultante da interseccao de n — 2 testes com os p;-quantis
dados por p; = (j —1)/(n—1), j=2,...,n— 1. As Tabelas consideram o teste Kendall
Plot resultante da interseccao de 20 testes com os pj-quantis, j = 1,...,20, dados por
p;j = 0.055 — 0.025.

Toda a analise do poder do teste é feita em funcao da medida 7 de Kendall associada
as familias de copulas Arquimedianas, porém é necessario para a construcao do Kendall
Plot determinar o valor do parametro 6y sob hipétese nula. O parametro 6, foi calculado
usando o Exemplo 3.1 que expressa 7 como uma funcao de 6, logo a inversa desta funcao
¢ um modo de calcular 8 em funcao de 7.

A funcao poder do teste é dada pela probabilidade de rejeitar a hipdtese nula Hy :
Cy = Cy, dado que a hipotese nula é verdadeira. Quando a verdadeira copula Cp é a
copula sob hipétese nula o poder do teste deve ser proximo ao nivel de significancia do
teste. Por se desconhecer a distribui¢do de Q(Ky, K) (equagao 5.8) sob H, quando a
verdadeira distribuicao K é diferente da distribuicao K, da copula sob hipdtese nula é
utilizada a probabilidade de rejeicao empirica como estimativa da fungao poder do teste
grafico. Cada um dos tetes é realizado 5.000 vezes com base em 5.000 amostras seguindo
copula determinada pela respectiva hipotese alternativa. A probabilidade de rejeicao
empirica de cada teste é dada pelo ntimero de vezes que Hy foi rejeitada dividido pelo
numero total de testes realizados que é igual a 5.000.

5.2.1 Analise dos resultados

Espera-se que o teste grafico Kendall Plot consiga detectar as diferencas entre as estruturas
de dependéncia analisadas. A estrutura de dependéncia de uma copula C' é analisada pela
forma como os pontos {u;,v;}, seguindo copula C, concentram-se em torno da diagonal
principal (dependéncia positiva) ou diagonal secundaria (dependéncia negativa). Difer-
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entes estruturas de dependéncia sao caracterizadas por padroes de concentragao em torno
da diagonal: afunilamento na cauda superior e/ou inferior e simetria na concentragao
em torno da diagonal secundaria. A Tabela 5.1 apresenta os padroes de dependéncia
apresentados para cada copula Arquimediana analisada.

’ copula ‘ stmetria ‘ afunilamento na cauda ‘

Clayton nao inferior
Frank sim nao

4.2.12 nao superior e inferior*
Gumbel nao superior

Tabela 5.1: Algumas caracteristicas das estruturas de dependéncia de algumas copulas
Arquimedianas (*a manifestagao do afunilamento na cauda superior depende do nivel de
associagao 7, veja Figura 5.5)

A estrutura de dependéncia da copula de Clayton é caracterizada por apresentar de-
pendéncia caudal inferior, ou seja, é mais provavel que ocorram eventos extremos na
cauda inferior da distribuicao que na cauda superior. O contréario acontece para a copula
de Gumbel que apresenta dependéncia caudal superior. A copula de Frank nao apresenta
dependéncia caudal, é simétrica em relacao a diagonal secundaria. A copula 4.2.12, em
geral, é caracterizada pela presenca de ambas dependéncias do tipo caudal superior e
caudal inferior, observando que a manifestacao de dependéncia caudal superior depende
do nivel de associagao 7: quanto maior 7 mais forte a dependéncia caudal superior (e in-
ferior). Veja as Figuras 5.6 e 5.7 para ilustragao, apresentando as quatro copulas citadas
com mesmo nivel de associagao 7 ~ 0.7 porém ¢é clara a diferenga entre suas estruturas
de dependéncia. Sendo entao que as copulas utilizadas para analise do teste apresentam
estruturas de dependéncia distintas entre si. Logo sao esperadas altas porcentagens de
rejeicao pelo Kendall Plot para os diferentes testes em questao.

5.2.2 Interseccao de n — 2 testes

As porcentagens de rejeigao dos testes referentes as hipdteses nulas de copula de Gumbel
encontram-se nas Tabelas 5.2 e 5.3 e as porcentagens de rejeicao referentes as hipoteses
nulas de Clayton encontram-se nas Tabelas 5.4 e 5.5.

De maneira geral a estimativa para o nivel de significancia do teste é inferior ao nivel
nominal a = 0.05. Este fato se deve ao nivel do teste grafico ser determindo pelo método
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Figura 5.5: Amostras n = 500 da copula 4.2.12 para 6 = {1,1.5,2,2.5} associado respec-
tivamente a 7 &~ {0.3,0.5,0.6,0.7} (da esquerda para direita).
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Figura 5.6: Amostras n = 500 das copulas de Clayton e Frank com nivel de associagao
7~ 0.7 (da esquerda para direita).
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Figura 5.7: Amostras n = 500 das copulas de Gumbel e 4.2.12 com nivel de associagao
7~ 0.7 (da esquerda para direita).
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Figura 5.8: Amostras n = 500 das copulas de Clayton e 4.2.12 com nivel de associagao
7~ 0.3 (da esquerda para direita).
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Figura 5.9: Amostras n = 500 das copulas de Frank e Gumbel com nivel de associagao

7~ 0.3 (da esquerda para direita).



’ copula verdadeira \ n = 150 \ n = 500

Clayton 77.5 99.9
Frank 31.3 91.4
4.2.12 77.3 99.9

Gumbel 1.1 0.4

Tabela 5.2: Interseccao de n — 2 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Gum-
bel com 7 &~ 0.3 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 =~ 0.3.

’ copula verdadeira \ n = 150 \ n = 500 ‘

Clayton 81.7 100
Frank 38.7 97.5
4.2.12 1.6 1.8

Gumbel 0.02 0

Tabela 5.3: Interseccao de n — 2 testes: porcentagem de rejeigao sob Hy copula de Gum-
bel com 7 &~ 0.7 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 ~ 0.7.

’ copula verdadeira ‘ n = 150 ‘ n = 500 ‘

Gumbel 31.3 98.6
Frank 3 68.1
4.2.12 0.3 0.4

Clayton 0.32 0.26

Tabela 5.4: Interseccao de n — 2 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Clay-
ton com 7 &~ 0.3 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 ~ 0.3.

de corre¢ao de Bonferroni (apéndice 6) que determina que a probabilidade de rejeitar Hy
quando Hy é verdadeira é menor ou igual ao nivel « especificado para o teste.

Em geral, para ambas hipoteses nulas de Clayton e Gumbel o poder do teste apresenta

altas porcentagens de rejeicao para as diferentes estruturas de dependéncia consideradas,
bem como o poder do teste aumenta com o tamanho amostral. Embora o poder do teste
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’ copula verdadeira \ n =150 | n =500

Gumbel 41.8 100
Frank 0.9 55.4
4.2.12 4.5 96

Clayton 0.7 0.29

Tabela 5.5: Interseccao de n — 2 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Clay-
ton com 7 & 0.7 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 =~ 0.7.

aumente com o tamanho amostral o nivel de significancia do teste diminui. O teste grafico
é composto por uma intersecgao de n—2 testes baseados em intervalos de confianca. Cada
um destes testes é construido com nivel de significancia o* = a/(n — 2) (de acordo com o
método de corre¢ao de Bonferroni), logo quanto maior o tamanho amostral menor sera a
probabilidade de rejeitar a hipétese nula dado que a hipotese nula é verdadeira para cada
um destes testes. Sendo o teste grafico composto pela intersecgao dos n — 2 testes, o nivel
de significancia global o também decrescera com n.

Sob hipotese nula de copula de Clayton observa-se grandes diferencas entre as por-
centagens de rejeicao para os tamanhos amostrais n = 150 e n = 500. Este fato indica
que o tamanho amostral n = 150 é considerado pequeno para a validade do Kendall Plot
por este ser um método assintotico. Para este tamanho amostral melhores resultados sao
obtidos ao considerar como hipotese nula a copula de Gumbel.

Ao comparar a copula de Frank a copula de Clayton ou Gumbel (para ambos niveis de
associagao analisados) a diferenga entre estas estruturas de dependéncia estéa localizada
em uma das caudas. Entre Gumbel e Frank a diferenga encontra-se na cauda superior e
entre Clayton e Frank a diferenga encontra-se na cauda inferior. Porém observa-se que
as porcentagens de rejeigdo ao comparar Gumbel e Frank (91.4% e 97.5% para n = 500)
sdo muito maiores que as porcentagens de rejeigado ao comparar Clayton e Frank (68.1%
e 55.4% para n = 500). Este fato esta relacionado a questao de se verificar qual tamanho
amostral é suficiente para a eficiéncia do Kendall Plot. Além de se observar que sob
hipotese nula de Clayton o tamanho amostral n = 150 é insuficiente, se pode observar que
para hipdtese nula de Clayton é exigido um maior tamanho amostral que para hipotese
nula de Gumbel. Por exemplo, ao analisar o teste para copula de Frank sob hipdtese
nula de Clayton (ambas copulas com nivel de associagao 7 = 0.3) utilizando o tamanho
amostral n = 1000 se obtém mais de 90% de rejeicao. Deste modo, se confirma que
baixa porcentagem de rejeicao apresentada para distin¢ao entre padroes de dependéncia
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na regiao da cauda inferior esta relacionada ao tamanho amostral insuficiente, logo nao
constituindo uma deficiéncia do Kendall Plot em distinguir este tipo de diferenca entre
estruturas de dependéncia.

Em dois dos testes realizados o Kendall Plot nao consegue identificar diferenca entre
as estruturas de dependéncia: ao testar copula 4.2.12 com 7 =~ 0.7 sob hipétese nula
de Gumbel e copula 4.2.12 com 7 = 0.3 sob hipotese nula de Clayton. A estrutura
de dependéncia da copula 4.2.12 ao nivel de associacao 7 ~ 0.3 nao manifesta clara-
mente a presenca de dependéncia caudal superior, portanto sua estrutura de dependéncia
assemelha-se a estrutura de Clayton (veja Figura 5.8). A semelhanga entre ambos padroes
de dependéncia justifica a baixa porcentagem de rejeicao apresentada pelo Kendall Plot.
Situacao semelhante acontece com o teste entre copula de Gumbel e copula 4.2.12 ao
nivel de associagao 7 & 0.7, apresentando porcentagem de rejeicao de 1.8% (n = 500).
Observando a Figura 5.7 é evidente a caracteristica de presenga de dependéncia caudal
superior e inferior em 4.2.12 e dependéncia caudal superior em Gumbel. Porém observa-
se que embora Gumbel nao apresente dependéncia caudal inferior, os pontos localizados
nesta regiao nao encontram-se dispersos em relacao a diagonal principal assemelhando-se
ao padrao de dependéncia sob a cauda inferior da copula 4.2.12 . Sendo assim, a tnica
diferenca entre ambas estruturas de dependéncia em questao, regiao da cauda inferior,
nao encontra-se bem definida.

A falta de sensibilidade do Kendall Plot para distinguir estruturas de dependéncia
semelhantes também é evidenciada ao analisar o comportamento deste teste como um
teste do parametro ¢ de uma familia Arquimediana (veja apéndice 7). Observa-se que
embora exista significativa diferenga entre 6 e 6y nao significa a existéncia de grandes
diferengas entre os referentes niveis de associacao 7 e 15. Como o valor de 7 quantifica a
intensidade da dependéncia na estrutura de dependéncia de uma familia Arquimediana,
valores proximos de 7 e 19 podem nao produzir mudanga significativa nesta estrutura.
Este fato justifica as baixas porcentagens de rejeicao apresentadas pelo Kendall Plot para
estes casos. Por exemplo, considerando a estrutura de dependéncia da copula de Clayton,
ao testar = 8 (7 =~ 0.8) sob hipotese nula de 6y = 4.66 (7 ~ 0.7) a porcentagem de
rejeigao deste teste é de apenas 2.2% (Tabela 13 do apéndice 7). Pela Figura 5.11 nota-se
que o padrao de dependéncia é o mesmo tanto para 6 como para 6. A mesma situagao se
repete considerando a estrutura de dependéncia da copula de Gumbel. Ao testar = 6.66
(7 ~ 0.85) sob hipotese nula de 6y = 3.5 (7 &~ 0.7). A porcentagem de rejeigdo para este
teste & de 0.58% (Tabela 11 do apéndice 7) justificada pela indistingdo entre os padroes
de dependéncia associados a 6 e 6y (Figura 5.10).

Observa-se que as maiores porcentagens de rejeicao do Kendall Plot sao referentes aos
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Figura 5.10: Amostras n = 500 de copula de Gumbel § = {3.5,5,6.66, 10,20} (de cima
para baixo da esquerda para direita).
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Figura 5.11: Amostras n = 500 de copula de Clayton 6 = {4.66, 6, 8,12, 18} (de cima para,
baixo da esquerda para direita).
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testes entre as copulas de Gumbel e Clayton, sendo que a diferenca entre estas estruturas
de dependéncia, caracterizada pela clara distingao entre os padroes de dependéncia sob
ambas regioes caudais, se encontra ao longo de toda a diagonal principal.

5.2.3 Interseccao de 20 testes

As porcentagens de rejeigao dos testes referentes as hipdteses nulas de copula de Gumbel
encontram-se nas Tabelas 5.6 e 5.7 e as porcentagens de rejeigao referentes as hipoteses
nulas de Clayton encontram-se nas Tabelas 5.8 e 5.9.

’ copula verdadeira ‘ n = 150 ‘ n = 500 ‘

Clayton 61.1 100
Frank 9.4 63.5
4.2.12 61.6 100

Gumbel 0.22 0.22

Tabela 5.6: Interseccao de 20 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Gum-
bel com 7 =~ 0.3 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 & 0.3.

’ copula verdadeira ‘ n = 150 ‘ n = 500 ‘

Clayton 59.6 100
Frank 12.8 85.9
4.2.12 0.34 4.56

Gumbel 0 0

Tabela 5.7: Interseccao de 20 testes: porcentagem de rejeigao sob Hy copula de Gum-
bel com 7 =~ 0.7 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 ~ 0.7.

Ao realizar o teste Kendall Plot com uma menor quantidade de p;-quantis, quantidade
esta independente do tamanho da amostra considerada, se tem por objetivo viabilizar o
uso do Kendall Plot para grandes amostras de maneira que o nivel de significincia nominal
a* de cada teste individual nao seja proximo de zero. Como segundo objetivo, observar
se o aumento do nivel de significancia nominal o* de cada teste individual acarreta uma
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’ copula verdadeira \ n = 150 \ n = 500

Gumbel 44.7 99.8
Frank 14.7 95.9
4.2.12 0.2 0.4

Clayton 0.24 0.26

Tabela 5.8: Interseccao de 20 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Clay-
ton com 7 & 0.3 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 =~ 0.3.

’ copula verdadeira \ n = 150 \ n = 500 ‘

Gumbel 55.2 100
Frank 3.4 94.3
4.2.12 7.5 98.7
Clayton 0.06 0.08

Tabela 5.9: Interseccao de 20 testes: porcentagem de rejeicao sob Hy copula de Clay-
ton com 7 & 0.7 de testes para 5.000 amostras de diferentes copulas Arquimedianas de
tamanho n = 150 e n = 500 com 7 ~ 0.7.

aproximacao do nivel de significancia empirico do teste ao nivel de significAncia nominal
.

Os resultados sao semelhantes ao utilizar n — 2 testes. Altas porcentagens de rejei¢ao
sao exibidas para um suficiente tamanho amostral, com excecao dos casos em que as
estruturas de dependéncia dos dados e sob hipétese nula sao semelhantes como discutido
na secao anterior. Ha evidéncias de que a reducao no nimero de testes conjuntos aumente
o poder do teste, por exemplo, ao considerar a cépula de Clayton sob hipotese nula,
porém nao ha significativas alter¢des no nivel de significancia empirico. A hipotese de
que o tamanho amostral n = 500 seja insuficiente para analisar o teste é descartada ao
analisar o nivel de significancia empirico para amostras de tamanho n = 1000: para a
copula de Clayton com 7 = 0.3, observou-se @ = 0.56% e para copula de Gumbel com
7 & 0.7 o nivel de significAncia empirico manteve-se inalterado, @ = 0%. Estes resultados
evidenciam que o Kendall Plot pode ser considerado um teste conservador para se rejeitar
uma hipotese nula verdadeira.
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5.2.4 Conclusao

Pode-se inferir que o Kendall Plot é um eficiente teste para acusar diferengas entre padroes
de dependéncia, em especial sob as caudas da distribui¢ao. Por ser um teste assintético
sua eficiéncia também esta relacionada ao tamanho amostral. Observou-se que para um
tamanho amostral ser considerado suficiente depende de qual hipétese nula é considerada.
Logo é sugerida a utilizacao de maior tamanho amostral possivel no Kendall Plot. Ao
utilizar grande tamanho amostral sugere-se a realizacao de comparacao de uma quantidade
fixa de p;-quantis, no maximo 20, para que nao se anule o nivel de significancia nominal
de cada teste individual de quantis. Por se tratar de um teste caudal, o Kendall Plot pode
ser usado, por exemplo, para dados financeiros que sao caracterizados por esta estrutura
de dependéncia.
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Apéndices

.1 Resultado sobre Esperanca de uma v.a. aleatéria

Teorema .2. (James (2004) [27]) Seja F a f.d.a da v.a. X que assume somente valores
nao negativos, entao

B(X) = /0 Th - P@)de

Demonstracao. Para a prova usa-se integragao por partes, com a diferencial d(zF(x)) =
xdF(z) + F(z)dz:

Wb > 0, /0  dF(x) = bE(b) — /0 Pl = /0 (F(b) - Fla)ds

Como F(b) <1lel— F(z) >0, temos

/0 b zdF(x) = /0 b[F(b) — F(z))dx < /O b[1 — F(x)]dz, Vb >0,

de modo que

/0 " 2dF(z) = lim bxdF(x) < /0 "1 - F@)de

b—oo J

Por outro lado, seja A > 0. Se b > A, entao
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/0 F(O) - Fo)lde > | [F() - F(x)ds

/0‘)\ A
/O () — 1]da + /O 1 — F(x)|dz

by
= MF(b) — 1] +/0 [1— F(z)]dx,

e portanto,

/00 xdF(z) = lim bxdF(a:) = lim [F(b) — F(x)]dx

b—oo 0 b—oo

> /O 1~ P(a))de + lim NF() 1] = /0 1 — F(2)de.

Como a equacao acima vale para todo A > 0, temos

) A )
/0 zdF(z) > lim [ [1 - F(x)]de = /0 [1— F(x)]dx.

.2 Convergéncia do quantil amostral ao quantil tedérico

de uma distribuicao

Teorema .3. (Sen (1993) [37]). Seja {X1,...,X,} uma amostra aleatéria de uma v.a.
com distribuicao I, sendo o p-ésimo quantil §,, 0 < p < 1 wunicamente definido por
& = F~'(p). Definido o p-ésimo quantil amostral como X(gp) cOM

g = [np]+1 ou g, = [(n+1)p]

temos

Xig) = &

em probabilidade e quase certamente quando n — oc.
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Demonstragao. Para todo € > 0, seja p. = F(§, + ¢€) sendo entao p. > p. Observe que

P(X,) <& +¢€) = P(gy oumais entre (Xq,...,X,) <& +¢)

= P (ZH{XZ- <&+ €} qu>

1 & q
(nE {Xi <& +e} pe= p)

=1

PU, > a,)

onde U, = { L {X; <& 4¢e—pep = 0 quando n — oo pela Lei Fraca de
n p

i=1
Kintchin (James (2004) [27]), pois a média amostral das indicadores converge para

EMHX; <& +e}) =PXi <& +e) =F(& +¢)

Sendo a,, = g,/n — p., temos a,, — a =p — p. < 0, logo Ve’ > 0 3 ny(€') tal que quando
n — 00, |a, —al < € e segue que

PU,>a,) = PU,—a>a,—a)>PU,—a>—e)

= P(Uy>a—€)>Pla—€é <U,<—a+e€)"="1
0 0
< >

Fazendo p} = F(§, — €) temos p! < p e procedendo analogamente mostra-se que
P(X,) <& —€¢) = P(—Xq,) +& > 6 =0

portanto
P(|X(g) =&l >e =0

provando que X,y — &, em probabilidade.

Para provar a convergéncia quase certa considere

n

An ={X,) 2 &+ e} = {ZH{Xl <& tet < C]p} = {nF.(& +¢) < g}

i=1
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Bn - {X(qp) S gp - 6} - {ZH{Xz S Sp - 6} Z qp} = {nFn(gp - 6) Z Qp}

i=1

Note que nF,(§, & €) segue distribuicao Bin(n, F'(, £ €). Usando a desigualdade de
Bernstein para eventos binominais (Sen & Singer (1993) [37]) temos

P(An) < {ple, F (&))"
P(Bn) < {p*le, F(&)]}"
onde 0 < {ple, F,.(§,)]}, {p*le, F(&)]} < 1. Logo temos Y P(A,) <ooe ) P(B,) <

00, entao pelo teorema de Borel Cantelli (James (2004) [27]) os eventos A,, e B,, ocorrem
infinitas vezes com probabilidade zero. Desta maneira o evento

{’X(qp) - §p| > ‘5} =A,UB,

ocorre infinitas vezes com probabilidade zero, ou seja, X,y — §, quase certamente. [

.3 Expressao para W, x, = E(H(OZ.))

De acordo com Casella & Berger (2002) [5], sejam H, 8), .., H ?n) estatisticas de ordem

de uma amostra H?, ..., H® de uma BIPIT H com distribuigao K e densidade k. Entao

a densidade da estatistica de ordem H 8.) ¢ dada por

n!

(i — D)l(n— 1)

fro, (v) = k(o) [K ()] 1 = K (v)]"™

Desta forma temos
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.4 Integragao Numérica

A idéia basica da integracao numeérica reside na aproximacao da funcao integrando
f(x) por um polinémio. A escolha desse polinémio e dos pontos que serdo usados na
sua determinacgao vao definir os diversos métodos de integracao. Uma vez estabelecida a
aproximacao polinomial conveniente, o problema seria resolvido pela integracao trivial de
polindémios.

As formulas de integracao sdo somatorios cujas parcelas sao valores da fungao f(x)
calculados em pontos e multiplicados por pesos convenientemente escolhidos. Assim, as
formulas de integragao numérica sao do tipo:

b n
/ f(z)dx = ijf(:vj)

onde a < zp < 71 < ... < x, <bsao chamados pontos de integra¢ao e w; sao os pesos
da formula de integracao. Para cada féormula de integracao, sao estabelecidos os pesos e
os pontos de integracao correspondentes ao critério de aproximacao adotado. A anélise
do comportamento da funcao integrando é de extrema importancia para determinar quais
os pontos de integracao a serem usados e seus respectivos pesos na escolha da féormula de
integracao adequada.

Em particular, o integrando para o calculo de

n—1
1 —1

Wi = G0 =n(" 1) [ w1 = Kofw)*~dotw)
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é expresso por produto de poténcias (que dependem de n) de valores entre 0 e 1
(Ko(w)), logo assumindo valores nao negativos muito proximos de zero em todo seu
dominio para qualquer i € {1,2,...,n} e sendo decrescente em n.

Por exemplo, para a copula da independéncia II e n = 100 o integrando assume valores
desde ordem 10727 até 10719 e para n = 400 chega atingir a ordem 1072%.

2.0e-27
|
0% @ 8@

I
000000000000%

(
1.0e-27
1

0.0e+00
|
.DOOOO o o o
‘ﬁooooooo

|
ECOOOOOOoooooOOOOO

0.0e+00 5.0e-28 1.0e-27 1.5e-27

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
X X
Figura 12: Integrando f(x) para copula Figura 13: Integrando f(x) para copula
da independéncia com n = 100 e ¢+ = 30. da independéncia com n = 100 e v = 70.

Como observado pelos graficos da funcao integrando (Figuras 12, 13, 14 e 15), dentre
os valores assumidos, destaca-se uma parcela de valores com modulo relativamente maior
que os demais, que chamaremos de a porcao onde o integrando é denso, ou seja, D =
{w € [0,1]|f(w) > f(w*)}, onde w* € [0, 1] sdo os pontos onde o integrando f assume
valores muito pequenos. Podemos concluir também que o parametro i de W;,, funciona
como um parametro de locagao para o conjunto D.

Quando considerada uma familia paramétrica de copulas, por exemplo copulas Arqui-
medianas, a funcao distribuicao de Kendall K é funcao de um parametro # € 0O, logo o
comportamento também ¢é influenciado pelo parametro 6 além dos parametros i e n.

Observadas estas peculiaridades do comportamento da fungao integrando para estimar
com eficiéncia a integral em questao é necessario um método de integracao que dentre
os pontos de integracao escolhidos estejam os pontos pertencentes ao conjunto D para
qualquer ¢ € {1,2,...,n}.
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Figura 15: Integrando f(x) para copula
Figura 14: Integrando f(x) para copula da independéncia com n = 100 e i =
da independéncia com n = 400 e ¢« = 70. 300.

A solucao usada foi a utilizagao de formulas de Newton-Cotes (1711). Nestas formulas
a idéia de polinomio que aproxime f(z) razoavelmente é que este polindmio interpole
f(z) em pontos de [a,b] igualmente espagados. Desta maneira dividindo o intervalo de
integragdo em um grande ntmero m de subintervalos de comprimento h = (b — a)/m
percorre-se todo o dominio de integracao sempre sendo escolhidos pontos de integragao
pertencentes ao conjunto I, nao importando sua localizagao.

O integrando em questao nao é definido em pelo menos um dos limites de integragao,
pois algumas funcoes de Kendall K de copulas Arquimedianas nao sao definidas no ponto
0 ou 1. Para integrandos deste tipo, existem as formulas abertas de Newton-Cotes. Para o
calculo da integral foi entao utilizada a férmula aberta do trapézio, pertencente a familia
das formulas de Newton-Cotes, dada por

/ab f(z)dx = (i; f(:vj)) (b—a)/m+ O ((b;n_;l)g)

onde z; = a+(j—1/2)(b—a)/m. Para esta formula usa-se como polinémio interpolador
do integrando o polindémio de Lagrange de ordem 1 em torno do ponto p = (a + b)/2.
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Para maiores detalhes sobre a formula do trapézio veja Gray (2001) [26].

Esta formula aproxima a integral pela area de retangulos. Para m = 1, a integral
é aproximada pela area do retangulo de base [a,b] e altura f((a + b)/2). Para m = 2,
a integral ¢ estimada pela soma da area de dois retangulos: de base [a,(a + 0)/2] e
altura f(x;) e base [(a + b)/2,b] e altura f(z2), onde z1 e x5 sdo os respectivos pontos
médios dos segmentos que representam as bases dos retangulos. Generalizando para

m = k a integral é estimada pela soma da area de k retangulos de base [7}_;,x}], onde
r; =a+ jb—a)/k, j =1,2,..., k e respectivas alturas calculadas pelo integrando no

ponto médio da base.

Na pratica esta regra é frequentemente aplicada calculando a aproximacao para in-
tegral para uma sequéncia crescente de valores de m, deste modo transformando-a em
um método iterativo. Desde de que a féormula usa pontos de integracao igualmente es-
pacados, se para iteracdo k definirmos m = 3%~ entdo triplica-se o nimero de pontos
de integracao a cada iteragao, porém sendo reutilizados os calculos do passo anterior. A
sequéncia é usualmente terminada quando a mudanca de uma iteragao para a proxima é
considerada suficientemente pequena.

Algoritmo: Quadratura adaptativa usando formula do trapézio aberta para

1. Para cada my com my = 3%~ iteracoes k = 1,2, ..., calcula-se
my
T, = Y [ () (b—a)/my
j=1

onde z; =a+ (j — 1/2)(b— a)/my.
2. Calcula-se T, , k = 1,2,... até que a precisao desejada seja atingida, ou seja
‘ka - ka—1| < €|ka_1|

onde € representa a precisao desejada. Logo, a integral ¢ dada por T, .

.5 Teste bootstrap paramétrico

Dada uma amostra aleatoria {(X1,Y1,...,(X,,Y,)} com f.d.a. desconhecida H e
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marginais F' e GG sabe-se que pelo Teorema de Sklar 1.8 os vetores

sao distribuidos de acordo com copula C associada a H. Como na pratica F' e G sao
desconhecidas, utiliza-se as estimativas para os vetores Uy, ..., U, dadas por

Ui = (Fu(X1),Gu(V1)), -, Uy = (Fu(Xn), Ga(Y2)

para se testar a hipotese

Ho:CeC={Cy0 €0} vs. Hy:C¢C={Cylf €O}

onde © é o espaco paramétrico.
Foram propostas diversas estatisticas para o teste, como por exemplo, S,, baseada na

copula empirica proposta por Genest et. al. (2008) [23] e S baseada na funcio de
Kendall proposta por Genest et. al. (2006) [20], dadas por

S

Il
S
——
=
£
|
5
=
——

(V]
U
=
£

onde
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S0 = n | () — Ko ar (o

- 2 () o ()

onde

Ko() = —— S THCL(T)) < v}

n+1

J=1

A idéia para a construcao de ambas estatisticas parte do caso univariado ao se com-
parar funcao distribui¢ao empirica a func¢ao distribuicao sob hipétese nula. A validade do
procedimento bootstrap para a realizacao do teste esta ligada a existéncia de distribuigao
limite para as estatisticas. Genest & Rémillard (2008) [22] estabelecem a validade para
o procedimento bootstrap para as duas estatisticas apresentadas por meio da anéalise do
comportamento dos processos empiricos

C, = \/ﬁ(Cn - (]g) e K, = \/ﬁ(Kn — Kg)
através da teoria de funcionais continuos.

Algoritmo para procedimento bootstrap paramétrico

1. Calcular as pseudo-observagoes {uj,...,0,} - as marginais empiricas da amostra
aleatoria {xi,...,x,} do vetor aleatorio bivariado X;
2. Estimar o parametro # com um estimador consistente 6 = (1, ..., 0,);

3. Calcule a estatistica estimada S ;

4. Para algum inteiro M, repita os seguintes passos para todo m € {1,..., M }:
(a) Gere uma amostra aleatéria {x7 ,,,...,X}, ,,} sob hipotese nula Cj; e calcule as
pseudo-observagdes associadas {Uj ,,,,...,w; . };
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(b) Estime o parametro 6* com um estimador consistente 6% = v(aj,,,..., 0%, );

» Yn,m
(c) Calcule a estatistica estimada S*;

(d) Se §(*1) <, ..., < §Ek M) denotam os valores ordenados das estatisticas calculadas
no passo 4.(c), uma estimativa do valor critico do teste no nivel o para a

~

estatistica S é dada por

Sr(l—a)Mj (10)
e o p-valor aproximado para o teste é dado por
1 M

=g US> ) (11)

m=1

O resultado do teste rejeita Hg : C' € C quando S > §>Lk(1—a)MJv ou de outro modo,
quando p < «a, Va € I sendo « o nivel de significancia do teste.

O poder e o tamanho do teste para as estatisticas §n e g,(lK) entre outras foi analisado
por Genest et. al. (2006) [20] e Genest et. al. (2008) [23| em fun¢ao do tamanho amostral,
grau de dependéncia e diferentes hipoteses nula e alternativa através de experimentos de
Monte Carlo. Ambas estatisticas preservam o tamanho nominal do teste e apresentam
boa performance em relacao ao poder do teste.

Em estudos futuros, com a mesma idéia das estatisticas presentes na literatura, é
possivel a criacao de uma estatistica analoga as apresentadas baseada na diferenca entre
os elementos do Kendall Plot Hgy e Wi, k,, ou seja, diferenca entre as fungoes K, e
Kg_ ! sendo que sob hipotese nula verdadeira hé convergéncia em probabilidade entre estas
fungoes. Para isso ¢ necessério o estudo do comportamento da distribui¢ao da estatistica
para verificar a validade do procedimento bootstrap para o teste.

.6 Correcao de Bonferroni

No Capitulo 5 o teste grafico Kendall Plot foi interpretado como resultante de uma
intersecao de testes
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jeT

sendo p; € (0,1), Z um conjunto de indices e cada teste Ho,, : K~'(p;) = Ky ' (p))
costruido com nivel de significancia o*.

A corre¢ao de Bonferroni permite determinar o nivel de confianga o* para cada teste
individual Hg,, de modo que o nivel de confianga para o teste Hy seja a. Denominando
Ay, como o evento que rejeita Ho,, quando Hgy, ¢ verdadeira (P(A,,) = a*) e B o evento
que rejeita pelo menos uma das hipéteses Hg,, quando Hy ¢ verdadeira

B=|]4,

JjeT

Desta maneira P(B) ¢ a probabilidade de rejeitar Hy quando Hy ¢ verdadeira (prob-
abilidade do erro tipo I) e pode ser estimada por

P(B) =P (U Apj> <Y P(4y,) = |T|o"

Jje€T JET

Entao se a* = «/|Z| o nivel de confianga para o teste Kendall Plot é o. A utilizagao
deste método para se controlar o nivel de confianca o do teste implica em quanto maior
o nimero de testes individuais envolvidos mais conservador sera o teste para se rejeitar a
hipo6tese nula quando ela é verdadeira.

.7 Teste grafico Kendall Plot para o parametro 6 de
uma coépula Arquimediana

O Kendall Plot como um teste para o parametro # é analisado sob as hipoteses nulas
de copula de Clayton e Gumbel. Considera-se ¢ referente aos niveis de associagao 7 ~ 0.3
e 7~ 0.7. A metodologia para a analise do poder do teste segue o padrao apresentado na
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secao H.2 sendo o teste Kendall Plot resultante da interseccao de n — 2 testes individuais

Hopj K (p)) = Ko_pi, j=1,...,n—2. O esquema de simula¢ao bem como os resultados

da analise do poder do teste sao apresentados pelas tabelas e graficos a seguir.

’ cpula verdadeira ‘ T ‘ n = 150 ‘ n = 500 ‘

=11 0.01 27.9 99.6
=12 0.17 19.5 65.9
=13 0.23 0.4 11.2
=15 0.33 1.1 0.4
0=1.7 0.4 1.2 1.2
0 =2 0.5 6.8 52.1
=3 0.66 94.4 100
=4 0.75 100 100
=5 0.8 100 100

Tabela 10: Porcentagem de rejeicao sob Hy: copula de Gumbel 8 = 1.5 de testes para
5.000 amostras de tamanho n = 150 e n = 500 seguindo copula de Gumbel com diferentes
niveis de associagao.

’ cpula verdadeira ‘ T ‘ n = 150 ‘ n = 500 ‘

=111 0.1 100 100
0=15 0.33 92.1 100
0=2 0.5 10.8 81.6
0=25 0.6 0.8 1.2
0=3.5 0.7 0.02 0
0=5 0.8 0 0
0 = 6.66 0.85 0 0.58
0 =10 0.9 0 65.1
0 =20 0.95 0 100

Tabela 11: Porcentagem de rejeicao sob Hy: copula de Gumbel 8 = 3.5 de testes para
5.000 amostras de tamanho n = 150 e n = 500 seguindo coépula de Gumbel com diferentes
niveis de associagao.
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Figura 16: Funcao poder sob Hy: copula de Gumbel 0 = 1.5 (7 ~ 0.33).
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Figura 17: Funcao poder sob Hy: copula de Gumbel 0 = 3.5 (7 ~ 0.7).
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Figura 18: Funcao poder sob Hy: copula de Clayton 6
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Figura 19: Funcao poder sob Hy: copula de Clayton 6 = 4.66 (1 ~ 0.7).

107



’ cpula verdadeira \ T \ n =150 | n = 500

0 =-0.5 -0.33 100 100
0=03 0.1 26.5 96.9
=1 0.33 0.32 0.26

0 =2 0.5 12.3 81.3
=3 0.6 78.6 100
=4 0.66 99 100
0=6 0.75 100 100
=11 0.85 100 100

Tabela 12: Porcentagem de rejeicao sob Hy: copula de Clayton 6 = 1 de testes para 5.000
amostras de tamanho n = 150 e n = 500 seguindo copula de Clayton com diferentes niveis
de associagao.

] cpula verdadeira \ T \ n = 150 \ n = 500 ‘

0 =-0.5 -0.33 100 100
0=1 0.33 96.9 100
0=2 0.5 25.3 94
0=3 0.6 29 8.6

0 = 4.66 0.7 0.28 0.2
0=6 0.75 0.06 0.06
=38 0.8 0.38 2.2
0 =12 0.85 7.3 82.6
0 =18 0.9 40.9 100

Tabela 13: Porcentagem de rejeicao sob Hy: copula de Clayton 6 = 4.66 de testes para
5.000 amostras de tamanho n = 150 e n = 500 seguindo copula de Clayton com diferentes
niveis de associagao.

.8 Algoritmos

Abaixo sao listados os algoritmos utilizados nesta dissertacao escritos em linguagem
software R para qualquer versao.
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.8.1 Calculo de W;,, g, = E(H?Z.))

Para integracao é utilizado o comando integrate para quadratura adaptativa unidimen-
sional. Os algoritmos abaixo sao eficientes para tamanhos amostrais menores ou iguais a
150.

1. K, associada a copula da independéncia:

#n=tamanho amostral
windep<-function (n) {

k<-function (x) {x-x*log(x)}
fdpk<-function (x) {-log(x)}
umk<-function (x) {1-k(x)}
int1<-function(x,j,m) {x*(k(x))A(j-1)* (umk(x))A(m-j)*fdpk(x)}
windp<-¢(0,0)

for(iin 1m) {
int2<-integrate(int1,0,1,j=i,m=n)$value
comb<-n*choose((n-1),(i-1))

windp|i] <-comb*int2

}

windp

}

2. K, associada a cépula de Clayton:

#n=tamanho amostral

#teta= parametro da copula associada a K 0
winclayton<- function (n,teta) {

if (teta<<(-1)) {

print ("Erro: parametro deve ser maior que -1")

break
}

kelayton<-function (x,teta) {x-+(x/teta)*(1-(xAteta))}

fdpclayton<-function (x,teta) {1+(1/teta)*(1-(teta+1)*(xAteta))}

umk <-function (x,teta) {1-kclayton(x,teta)}

int1<-function(x,teta,j,m) {x*(kclayton(x,teta))A(j-1)* (umk(x,teta))A(m-j)*fdpclayton(x,teta) }
windp<-¢(0,0)

for(iin 1m) {
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int2<-integrate(int1,0,1,teta=teta,j—=i,m=n)$value
comb<-n*choose((n-1),(i-1))

windp|i] <-comb*int2

}

windp

}

. K, associada a cépula de Gumbel:

#n=tamanho amostral

#teta= parametro da copula associada a K 0
wingumbel<- function (n,teta) {

if (teta<1) {

print ("Erro: parametro deve ser maior que 1")
break

}

kgumbel<-function (x,teta) {x-((x*log(x))/teta)}
fdpkgumbel<-function (x,teta) {1-(log(x)+1)/teta}
umk<-function (x,teta) {1-kgumbel(x,teta)}
int1<-function(x,teta,j,m) {x*(kgumbel(x,teta))A(j-1)* (umk(x,teta))A(m-j)*fdpkgumbel(x,teta) }
windp<-¢(0,0)

for(i in 1:n) {
int2<-integrate(int1,0,1,teta=teta,j—=i,m=n)$value
comb<-n*choose((n-1),(i-1))

windpli] <-comb*int2

}

windp

}

. K, associada a copula de Frank:

#n=tamanho amostral

#teta= parametro da copula associada a K 0
winfrank<- function (n,teta) {

if (teta==0) {

print ("Erro: parametro deve ser diferente de 0")
break

}

kfrank<-function (x,teta) {x-((-log((exp(-teta*x)-1)/(exp(-teta)-1)))/((teta*exp(-teta*x))/(exp(-

110



teta*x)-1)))}

fdpkfrank<-function (x,teta) {-log((-1+exp(-teta*x))/(-1+exp(-teta)))+exp(teta*x)*(-
1+exp(-teta*x))*log((-1+exp(-teta*x))/(-1+exp(-teta)))}

umk<-function (x,teta) {1-kfrank(x,teta)}

int1<-function(x,teta,j,m) {x*(kfrank(x,teta))A(j-1)* (umk(x,teta))A(m-j)*fdpkfrank(x,teta)}
windp<-¢(0,0)

for(i in 1:n) {

int2<-integrate(int1,0,1,teta=teta,j—=i,m=n)$value

comb<-n*choose((n-1),(i-1))

windpli]<-comb*int2

}

windp

}

5. K, associada a cépula 4.2.12:

#n=tamanho amostral

#teta= parametro da copula associada a K 0
win4212<- function (n,teta) {

if (teta<1) {

print ("Erro: parametro deve ser maior que 1")
break

}

k4212<-function (x,teta) {(x-((1/x-1)Ateta/(-(teta*(-1+1/x)A(-1+teta))/xA2)))}
fdp4212<-function (x,teta) {(1-1/teta+(2*(-1+1/x1)*x1)/teta)}

umk<-function (x,teta) {1-k4212(x,teta)}

int1<-function(x,teta,j,m) {x*(k4212(x,teta))A(j-1)* (umk(x,teta) ) A(m-j) *fdp4212(x,teta) }
windp<-¢(0,0)

for(i in 1:n) {

int2<-integrate(int1,0,1,teta=teta,j=i,m=n)$value

comb<-n*choose((n-1),(i-1))

windpli]<-comb*int2

}

windp

}

Para tamanho amostral maior que 150 é aconselhavel utilizar outro método de inte-
gragao adaptativa para eficiéncia no céalculo da integral. Nesta dissertagao foi utilizado
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o método do trapézio aberto repetido (como apresentado no apéndice 4), abaixo segue o
algoritmo em linguagem software R para copulas Arquimedianas.

#+4 Variaveis de entrada #+#
#n=tamanho amostral
#teta=parametro associado a K 0
#mk=ntmero méaximo de iteragoes
# em cada iteragao k sao usados 3A(k-1) pontos de integragao
#eps=precisao desejada
#kfuncao=expressao para funcao distribuicao K 0
#tdpcopula= densidade dacopulaa C 0 associada a K 0

#4+ Variaveis de saida ##
#win=vetor de estimativas para W_in, K 0i=1,2,....n
#it=ntmero necessério de iteragoes para cada estimativa de W_in, K 0
#erro=erro relativo da estimacao

# Exemplo: calculode W_i:n, K 01i=1,...,500 sob hipétese nula de copula de Clayton
com teta=4

n<-500
teta<-4
mk<-9
eps<-1le-05
kfuncao<-function (x,teta) {x+(x/teta)*(1-(xAteta))} #funcao # distribuicao K para
copula de Clayton
fdpcopula<-function (x,teta) {1+4(1/teta)*(1-(teta+1)*(xAteta))} # densidade dacopu-
laa de Clayton

umk<-function (x,teta) {1-kfuncao(x,teta)}
int1<-function(x,teta,j,m) {x*(kfuncao(x,teta))A(j-1)* (umk(x,teta))A(m-j)*fdpcopula(x,teta) }
hl<-1
x<-seq(0,0,length=3A(mk-1)) #3A(mk-1) é o max de pontos para qq iteragao
a33<-seq(0,0,length=3A(mk-1))
w<-¢(0,0)
win<-seq(0,0,length=n)
erro<-seq(0,0,length=n)
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it<-seq(0,0,length=n)

maxl2<-floor((3A(mk-1)-1)/3+1)

maxz<-3A(mk-1)

for(j in 1:m){
12<-seq(-1,-1,length=max12)
z<-seq(1,1,length=maxz)
x<-seq(0,0,length=maxz)
x1<-0.5
a3<-int1(x1,teta,jn)
w|1]<-n*choose((n-1),(j-1))*a3

soma<-a3
1<-1
while(i<mk & win[j]==0){
1<-1+1
n2<-3A(i-1)
h<-h1/n2
for(k in 1:n2){
x|k]<-(k-0.5)*h
z[n2-(k-1)]<-x[k]|

n3<-floor((n2-1)/3+1)
t<-0
for(q in 1:n3){

12[q]<-(n2-1)-(q-1)*3 if(12[q] > 0){

z<-z|-12|q]]

if(12[q] < =0){
t<-t+1

}

}
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if(t!=0){
n3<-n3-1

lengtz<-n2-n3

for(k in 1:lengtz){
a33|k|<-int1(z[k],teta,j,n)

}

ad<-sum(a33[1:lengtz|)
soma<_-soma-+a4
wli]<-n*choose((n-1),(j-1))*soma*h

if(abs(wli]-wli-1]) <eps*abs(wl[i-1])){
win|j|<-wli]
errolj|<-abs(wl[i]-w[i-1]) /abs(w][i-1])
it[j|<-i

}

ifi==mk & wli|'=0 & abs(wl|i]-w[i-1])>=eps*abs(wli-1])){
win|j|<-wli]
print("Erro:nz passos insuficientes para w");print(j)
it[j|<-i
}
if(i==mk & wli]==0){
win|j|<-1e-266 # s6 pra parar o while se houve indicios de win=0
it[j]<-i
}
}
}
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.8.2 Teste grafico Kendall Plot com bandas de confianca

#+ Variaveis de Entrada ##

#x= vetor de dados bidimensionais

#teta= parametro da copula Arquimediana sob hipétese nula
#win= vetor dos valores de W _in, K 0i=1,2,....n.

#alp= nivel de significancia do Kendall Plot (entre 0 e 1)
#quant= quantidade de quantis testados: maximo (n — 2)
#quantil= funcao para expressao dos p;-quantis

#t= funcao densidade k 0 referente a funcao distribuicao K_0
#da copula Arquimediana sob hipotese nula.

#+ Variaveis de Saida #+#
#Grafico Kendall Plot com bandas de confianga
# h= bipit empirica ordenada: H (1),....H (n)
# u= vetor dos extremos superiores da banda de confianca do Kendall Plot
#1= vetor dos extremos inferiores da banda de confianca do Kendall Plot

#Exemplo de Kendall Plot para 150 dados exponenciais bivariados sob hipotese nula
de copula de Clayton com teta=2 utilizando 20 testes conjuntos

x<-matrix(nrow=150,ncol=2)
x[,1]<-rexp(150,2)
x|[,2|<-rexp(150,10)
teta<<-2
alp<-0.05
quant<-20
win<-winclayton(150,2)
f<-function(x,teta){1+(1/teta)*(1-(teta+1)*(xAteta)) #densidade k 0 sob hipdtese nula
de copula de Clayton
quantil<-function(k){0.05%k-0.025} #expressao para p;-quantil

hi<-¢(0,0)
1<-¢(0,0); u<-¢(0,0); w<-c(0,0); h<-c(0,0)

115



if (length(x[,1])!=length(x[,2])) {
print ("Erro: os vetores devem ter o mesmo comprimento")

break

n<-length(x|,1])

for (iin 1I:n) {

soma<-0

for (j in 1:n) {

if (j1=i & x[j,1]<=x[i,1] & x[j,2]<==x]j,2]) {
soma<_-soma-+1

}

}

hili]<-soma/(n-1)

}
hh<-hi[order(hi)]

z<-qnorm(1-alp/(quant*2))
if(quant==(n-2)){
pl<-2
pn<-n-1
}
pl<-1
pn<-quant
for(k in pl:pn){
pi<-quantil(k)
i<-floor(n*pi)+1
w|k|<-win[i] h|k|<-hh[i] dens<-f(win[i],teta)
s<-sqrt(pi*(1-pi)/densA2)
k] <-h[i]-((z*s) /sqrt(n))
() st
u<-u|pl:pn|
1<-1[p1:pn]
if(pn==(n-2)){
w<-w|-n]
w<-w|[-1]
h<-h[-n]
h<-h[-1]

116



}
plot(w,h,main="Kendall Plot" xlab="W np:n,K 0",ylab="H (np)")

a<-seq(0,1,length=100)
lines(a,a)
lines(u,h,lty=2)
lines(L,h,lty=2)
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